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Predgovor

Na osnovu opsezne literature moze se primetiti da mnoge stohasticke diferencijalne jed-
nacine (SDJ), ili ¢ak jednacine uopste, nisu eksplicitno resive. Jedan od retkih tipova
resivih SDJ su linearne SDJ, a klasa eksplicitno resivih SDJ je u opstem slucaju jos uza
za slozenije tipove jednacina. Medutim, mnoge pojave u realnom zivotu se modeliraju
razli¢itim tipovima SDJ koje su nelinarne sa visokim stepenom nelinearnosti.

U mnogim SDJ buduca stanja sistema koji se njima modeliraju ne zavise samo od
trenutnog stanja tog sistema, ve¢ zavise od jednog ili viSe stanja sistema u periodu koji
prethodi konkretnom trenutku. Na ovaj nacin se prirodno dolazi do razli¢itih tipova
SDJ, a zavisnost od proslosti moze se izraziti na razlic¢ite nacine koji dalje odreduju tip
jednacina. Tako, na primer, SDJ sa konstantnim kasnjenjem (SDJKK) ima koeficijente
prenosa i difuzije koji zavise od stanja u proslosti koje je uvek konstantno udaljeno od
konkretnog trenutka, SDJ sa vremenski zavisnim kasnjenjem (SDJVZK) zavisi od stanja
u proslosti koje moze biti blize ili dalje od konkretnog trenutka, dok neke klase SDJ zavise
od vise od jednog stanja u proslosti, kao sto su funkcionalne SDJ (SFDJ). SFDJ imaju
koeficijente prenosa i difuzije koji zavise ne samo od stanja u razmatranom trenutku, veé¢
i od neke istorije tog stanja. Neutralne SDJ (NSDJ), na primer, predstavljaju klasu SDJ
koje zavise od proslosti i sadasnjosti, ali koje pod diferencijalom osim stanja sistema u
konkretnom trenutku sadrze i ¢lan koji zavisi od stanja sistema u proslosti. Pored nave-
denih, postoje i drugi tipovi SDJ, koji su generalizacije obi¢nih SDJ, koji nisu predmet
proucavanja u ovoj doktorskoj disertaciji. Motivacija za proucavanje ovih tipova SDJ
proizilazi, pre svega, iz njihove primene.

Klasa SDJVZK se ¢esto primenjuje u modeliranju pojava u mnogim tehnickim, prirod-
nim i drustvenim naukama (videti, na primer [6, 13, 32, 48, 74, 79]). Ovi tipovi jednacina
privlace veliki broj autora koji daju znacajan doprinos analizi pomenutih jednacina, kao
na primer, egzistenciji i jedinstvenosti resenja [32, 48, 62|, stabilnosti i ograni¢enosti mom-
enata [3, 4, 5, 8,47, 48, 62|, kao i aproksimaciji resenja [23, 32, 37, 48, 50, 58, 59, 60, 62, 68|,
izmedu ostalih. Neki oblici SFDJ se koriste za opisivanje dinamike razlicitih procesa
¢ime se konstruisu, na primer, predator-plen modeli i drugi populacioni modeli u bi-
ologiji, modeli koji omogucavaju istrazivanje gena, epidemioloski modeli u medicini,
modeli sa naknadnim efektima u mehanici, kao sto je: kretanje Cestica u fluidima, kon-
trola kretanja cvrstih tela, viskoelasti¢nosti i modeli u drugim oblastima (na primer
[4, 7, 20, 30, 31, 36, 40, 41, 49, 51, 65, 72, 73, 76, 77]).

Potreba za numerickim i analitickim aproksimacijama javlja se kada se reSenje raz-
matrane jednacine ne moze eksplicitno odrediti ili kada je tesko analizirati neke osobine
reSenja polazne jednacine, veé je lakSe dokazati odgovarajuée osobine aproksimativnih
reSenja. U tom slucaju, koeficijenti aproksimativnih jednac¢ina moraju zadovoljavati
odgovarajuce pretpostavke koje garantuju egzistenciju i jedinstvenost resenja. Postoje
numericki metodi za razlicite tipove SDJ, kao Sto su, na primer, metodi za SFDJ, prezen-
tovani u radovima [53, 63, 78]. Medutim, neki problemi ne zahtevaju numericke, veé



analiticke metode kada, na primer, postoje neke osobine resenja koje treba ispitati, kao
Sto su stabilnost, asimptotika, ograni¢enost momenata, itd. (videti najpre [35]). Zbog
toga je nekada lakSe analizirati aproksimativna resenja, u slucaju kada ona nasleduju
trazene osobine reSenja polazne jednacine, umesto koris¢enja nekih komplikovanih nu-
merickih metoda. Dobro je poznato da je jedan od kriterijuma izbora aproksimativnog
metoda koji se primenjuje u resavanju konkretnog problema brzina kojom aproksima-
tivna reSenja teze resenju polazne jednacine. U tom smislu analiticki metod, zasnovan na
Tejlorovom' razvoju koji je prezentovan u ovoj disertaciji, ima prednost nad numerickim
metodima.

Kao sto se moze videti u radovima [66, 67, 70], aproksimacije koje se zasnivaju na
Tejlorovom razvoju su adekvatno primenjene u LIBOR modeliranju. Modeli u citiranim
radovima baziraju se na obi¢nim SDJ, kao i na SDJ sa Levijevim? procesima i opstim
semimartingalima. Rezultati iz citiranih radova ukazuju na moguénost primene rezultata
iz ove disertacije u modeliranju odredenih trzisnih parametara, imajuc¢i u vidu da se
njihova evolucija opisuje SDJ ¢iji koeficijenti ¢esto ne zadovoljavaju uslov linearnog rasta.

Poslednjih godina egzistencija i jedinstvenost resenja, razvoj aproksimativnih metoda,
stabilnost ta¢nog i aproksimativnih resenja i druge kvalitativne i kvantitativne osobine
tacnih i aproksimativnih resenja, uz visoko nelinearne koeficijente razlicitih tipova SDJ,
privlace paznju mnogih istrazivaca (pogledati, na primer [14, 21, 38, 52, 54]). Postoji
mnogo metoda za nalazenje aproksimativnih resenja u eksplicitnom obliku ili u obli-
ku pogodnom za primene numerickih metoda, kao sto je Ojler*-Marujamin* metod,
Milstajnov® metod, Runge®~Kutin” metod i mnogi drugi (videti [32], na primer).

Osnovna motivacija za uvodenje analitickog metoda, prezentovanog u ovoj disertaciji,
potice od istrazivanja Atale [1, 2]. On je aproksimirao resenja SDJ resenjima jednacina sa
koeficijentima koji su Tejlorovi razvoji nultog reda odgovarajucih koeficijenata polaznih
jednacina (u radu [1]), kao i Tejlorovim razvojima prvog reda u datim podeonim tackama
vremenskog intervala (u radu [2]). Na osnovu Atalinih radova, Jankovi¢ i Ili¢ su konstru-
isali aproksimativna resenja SDJ [27] i integrodiferencijalnih jednacina [28], definisanih
na particijama vremenskog intervala. Koeficijenti aproksimativnih jednacina su Tejlorovi
razvoji do proizvoljnog reda koeficijenata polaznih jednacina. Bliskost resenja polazne i
aproksimativne jednacine opisuje se u smislu LP-norme i sa verovatno¢om jedan. Sledeci
pomenute radove, autori Svetlana Jankovi¢, Miljana Jovanovi¢ i Marija MiloSevi¢, su ovaj
metod delimi¢no prosirili na razlicite tipove SDJ, kao sto su: SFDJ [61], pantografske SD.J
sa prelazima Markova® [59], SDJVZK [60] i SDJ sa Puasonovom® slu¢ajnom merom [58].
Imajuéi u vidu citirane radove, moze se zakljuciti da LP—bliskost resenja polazne i aproksi-
mativnih jednacina raste sa porastom redova Tejorovih razvoja koeficijenata jednacina.
U svakom od ovih radova pretpostavljeni su Lipgicov!® uslov i uslov linearnog rasta za
koeficijente prenosa i difuzije, koji garantuju egzistenciju i jedinstvenost resenja polazne
jednacine za zadate pocetne uslove (videti, na primer [48, Glave 2, 5, 6]). Medutim,

ITaylor B. (1685-1731) - engleski matematicar
2Lévy P. P. (1886-1971) - francuski matematicar
3Euler L. (1707-1783) - §vajcarski matematicar
4Maruyama G. (1916-1986) - japanski matematicar
®Milstein G. N. (1937-) - ruski matematicar
®Runge C. (1856-1927) - nemacki matematicar
"Kutta M. W. (1867-1944) -nemacki matematicar
8Markov A. A. (1856-1922) - ruski matematicar
9Poisson S. D. (1781-1840) - francuski matematicar
10Lipschitz R. (1832-1903) - nemacki matematicar
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globalni LipSicov uslov i uslov linearnog rasta su previse restriktivni i Siroka klasa SDJ
razlicitih tipova ima koeficijente koji uglavnom ne zadovoljavaju bar jedan od tih uslova.
Ovo je ujedno i glavna motivacija za prosirenje rezultata iz pomenutih radova. Osnovna
ideja je da se oslabe navedene pretpostavke, tako da koeficijenti zadovoljavaju slabije
uslove koji garantuju ograni¢enost momenata resenja polazne jednacine (na primer jed-
nostrani Lipsicov uslov, uslov monotonosti, uopsteni uslovi tipa Hasminskog!! ili neki
drugi), dok koeficijenti te jednacine zadovoljavaju polinomijalni uslov. Ova ekstenzija
na razlic¢ite tipove SDJ (obiéne SDJ, SDJVZK, SFDJ, SNDJ) zahteva primenu tehnike
koja se u velikoj meri razlikuje od onih koris¢enih u citiranim radovima. Pritom treba
naglasiti da se proucavaju SDJ Itovog!'? tipa koje su zadate na kona¢nom vremenskom
intervalu.

U radovima [10, 11, 12] se pretpostavljaju egzistencija i jedinstvenost reSenja polazne
i aproksimativnih jednacina, sto se moze i dokazati uz uvodenje odgovarajué¢ih dodatnih
uslova, dok su dokazane u Poglavlju 2.4 za NSDJ.

Ova doktorska disertacija predstavlja originalni nau¢ni doprinos analitickoj aproksi-
maciji reSenja razli¢itih tipova SDJ sa visoko nelinearnim koeficijentima, odnosno sa
koeficijentima koji zadovoljavaju polinomijalni uslov.

Na li¢no zadovoljstvo, imao sam priliku da saradujem sa prof. dr Miljanom Jovanovié
i prof. dr Marijom Milosevi¢, koje su svoj nemerljiv doprinos i ogromnu koli¢inu vremena
ulozile u ovu disertaciju, na ¢emu ¢u im biti zauvek zahvalan. Svoju veliku zahvalnost
dugujem akademiku, prof. dr Stevanu Pilipoviéu i dr Mariji Krsti¢, na podstreku i
korisnim sugestijama kojima su doprineli kvalitetu ovog rada.

Ovu disertaciju posvecujem svojim najdrazima, koji su uvek uz beskonacnu koli¢inu
ljubavi i podrske, imali veru u mene.

HKhasminskii R. Z. (1931-) - ruski matematicar
121t6 K. (1915-2008) - japanski matematicar
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Glava 1

Uvod

U ovoj glavi su navedeni, uglavnom bez dokaza, neki osnovni pojmovi i tvrdenja vezana
za teoriju verovatnoca i stohastickih procesa. Konstruisan je stohasticki integral Itoa
i navedene su njegove osnovne osobine, a potom su definisane stohasticke diferenci-
jalne jednacine razlicitih tipova. Predstavljene su neke osobine i teoreme egzistencije
i jedinstvenosti resenja tih jednac¢ina (videti, na primer, [16, 29, 32, 48]). Radi lakseg
uporedivanja rezultata, ukratko su navedeni sazeci radova [1, 2, 27, 56, 60, 61|, koji su
i bili motivacija za istrazivanja u ovoj disertaciji. Bi¢e navedeni neophodni pojmovi i
osobine iz oblasti linearne algebre i matematicke analize, kao i fundamentalne teoreme
koje se koriste u daljim dokazivanjima. Navedeno je celo poglavlje posveéeno Freseovom?
izvodu i Tejlorovoj formuli, na kojoj su zasnovani metodi doktorske disertacije.

1.1 Osnove teorije verovatnoca i stohastickih procesa

U ovom poglavlju su navedene neke osnovni elementi teorije verovatnoce i stohastickih
procesa. Najpre se uvode standardne oznake i definicije, a potom i navode neke poznate
teoreme.

Neka je (2, F, P) prostor verovatnoce na kom je definisana d—-dimenzionalna slu¢ajna
promenljiva X : Q — R%.

Definicija 1.1.1. Na kompletnom prostoru verovatnoée (2, F, P) definisana je klasa
sluc¢agnih promenljivih

LP(Q;RY) = {X Q) — R? } X je F-merljiva slucajna promenljiva, E|X|P < oo},
gde je p pozitivan realan broj.

Za standardno definisano sabiranje i mnozenje vektora skalarom, normirani prostor
(LP(;RY) | - 1), u odnosu na normu definisanu sa ,||X|| = (E|X[?)'/?, je kompletan
metricki prostor, tj. on je Banahov? prostor.

Teorema 1.1.2 (Cebiéev3). Neka za proizvoljan pozitivan realan broj p slucajna pro-
menljiva X € LP(Q;R?). Tada, za svaki realan broj a > 0, vaZi
E|xir

aP

P{|X|>a} <

'Fréchet M. R. (1878-1973) - francuski matematicar
2Banach S. (1892-1945) - poljski matematicar
3Chebyshev P. L. (1821-1894) - ruski matematicar



1. Uvod

Definicija 1.1.3. Neka je na prostoru verovatnoce (S, F, P) dat niz dogadaja (Ay)nen-
Tada je

limsup A,, = ﬂ UAj = {w € Qlw € A, za beskonaéno mnogo brojeva n},

1=1j=1

liggolf A, = U ﬂAj = {w € Q|w € A, za svaki broj n pocev od nekog no}.
i=1 j=i

Lema 1.1.4 (Borel’-Kanteli®). Neka je na prostoru verovatnoée (0, F,P) dat niz

dogadaja (An>n€N-

i) Ako je Y o2, P(A;) < oo, tada je

P( lim sup An) =0.

n—oo
ii) Ako je (An)nen niz nezavisnih dogadaja iy ;- P(A;) = oo, tada je

P(limsup An) =1
n—oo
Definicija 1.1.5. Neka je dat prostor verovatnoce (2, F, P) i neprazan skup T. Familija
sluc¢ajnih promenljivih {x(t), t € T} definisanih na ovom prostoru verovatnoce naziva se
stohasticki (slucajni) proces, a skup T se naziva indeksni (parametarski) skup.

Najcesce se razmatraju stohasticki procesi koji predstavljaju familije jednodimen-
zionalnih ili visedimenzionalnih realnih sluc¢ajnih promenljivih, pri ¢emu je indeksni skup
potpuno ureden i on je najces¢e podskup skupa realnih brojeva. Ta ¢injenica se, ako se
ne naglasi suprotno, koristi u celoj disertaciji.

Definicija 1.1.6. Neka je dat prostor verovatnoée (0, F, P) i na njemu stohasticki pro-
ces v = {x(t),t € T}. Ako je slucajna promenljiva z(t), za svako t € T, integra-
bilna (kvadratno-integrabilna), tj. ako postoji konacno matematicko ocekivanje Ex(t) (1j.
E|z(t)|* < 00), tada je proces x integrabilan (kvadratno-integrabilan).

Definicija 1.1.7. Neka je dat prostor verovatnoée (2, F, P) i na njemu stohasticki proces
v = {z(t),t € T} sa vrednostima u R%.  Proces x je neprekidan (neprekidan sleva,
neprekidan zdesna) ako je za P-skoro svako w € Q funkcija z(-)(w) = z(-,w) : T — R4
neprekidna (neprekidna sleva, neprekidna zdesna). Funkcije x(-)(w) : T — RY, za w € Q,
se nazivaju trajektoriyje stohastickog procesa x.

Definicija 1.1.8. Neka je dat prostor verovatnoce (S, F, P) i na njemu dva stohasticka
procesa v ={x(t), t € T} iy ={y(t), t € T} sa istim indeksnim skupom T .
i) Proces y je verzija (modifikacija) procesa x, ako, za svako t € T', vazi da je x(t) = y(t)
s.1, odnosno, ako je

Plz(t)=y(t)} =1, za svakot€eT.

it) Procesi x 1y se ne razlikuju (indistinguishable) ako se, za skoro svako w € €, trajek-
torije procesa x 1y poklapaju, odnosno, ako je

P{(vt € T)(a(t) = y(1))} = 1

4Borel E. (1871-1925) - francuski matematicar
>Cantelli F. P. (1875-1966) - italijanski matematicar




1.1. Osnove teorije verovatnoc¢a i stohastickih procesa

Definicija 1.1.9. Neka je prostor verovatnoée (2, F, P) i T C R neprazan skup. Famil-
ija neopadajucih o—algebri {Fi}ier (v odnosu na relaciju C) koje su pod-o—algebre od
F, naziva se filtracija (filter) o—algebre F. Za takav prostor verovatnoce se kazZe da je
filtriran.

Definicija 1.1.10. Neka je (2, F, P) prostor verovatnoée sa filtracijom {F;}ier. Fil-
tracija je neprekidna zdesna ako je

Fo= () Fo teT,

s>t, seT

a neprekidna sleva ako je
Fo=|J F. teT

s<t,seT

Definicija 1.1.11. Neka je (2, F, P) kompletan prostor verovatnoée sa filtracijom { F; her
koja je neprekidna zdesna. Ako svi skupovi ¢ija je mera P jednaka nuli pripadaju o—algebri
Fo, onda se kaze da filtracija {F }ier zadovoljava uobicajene uslove.

Definicija 1.1.12. Neka je prostor verovatnoée (2, F, P) sa filtracijom {F;}ier 1 na
njemu stohasticki proces x = {x(t), t € T}. Proces x je {F;}-adaptiran ako je slucajna
promenljiva x(t) Fy—merljiva, za svaku vrednost parametra t € T

Definicija 1.1.13. Neka je (2, F, P) prostor verovatnocée sa filtracijom {F; }ier. Slucéaj-
na promenljiva 7 : Q — [0, 00| se naziva {F;}-vreme zaustavljanja (vreme zaustavljanja)
ako je

7 H[0,8) ={weQ|rw) <t} eF, teT.

Definicija 1.1.14. Neka je dat prostor verovatnoée (2, F, P) sa filtracijom {F; }ier @ na
njemu dva vremena zaustavljanja T @ p, pri cemu je T < p s.i. Tada se definisu sledeci
stohasticki intervali:

ropll = (1) € Ry x| 7() < ¢ < p(e)},
[ 6l) = {(6,) € Re x| 7() = ¢ < ple)},
lIr. ]l = () € RuxQ| r(w) < £ < pl)},
7ol = {(t,w) e Ry xQ|7(w) < t < p(w)}.

Neka je dat prostor verovatnoce (€2, F, P) sa filtracijom {F;}er. Svakom vremenu
zaustavljanja 7 moze se pridruziti slede¢a o—algebra generisana njime, odnosno

Fr={AeF|(vt=0)(AnT7'([0,4]) € F)}.

Definicija 1.1.15. Neka je (Q, F, P) prostor verovatnoée i na njemu zadata slucajna
promenljiva X € L*(Q;RY). Neka je G C F pod-o-algebra od F. Tada je uslovno mate-
maticko ocekivange slucajne promenljive X u odnosu na G, u oznaci E(X|G), G-merljiva
sluc¢ajna promenljiva takva da, za svaki skup G € G, vazi

E[IGE(X|G)] = E[IcX].

Ako je Y slu¢ajna promenljiva na ovom prostoru verovatnole, onda je E(X|Y) uslovno
matematicko ocekivanje slucajne promenljive X u odnosu na minimalnu o—algebru gene-
risanu sluc¢ajnom promenljivom Y .



1. Uvod

Ako je A € F dogadaj na ovom prostoru verovatnoée, onda je P(A|G) uslovno matema-
ticko ocekivanje indikatora dogadaja I, u odnosu na o—algebru G.

Ako je A € F dogadaj na ovom prostoru verovatnoce, onda je P(A|Y) je uslovno
matematicko ocekivanje indikatora dogadaja I[4 u odnosu na minimalnu o—algebru ge-
nerisanu slucajnom promenljivom Y .

Definicija 1.1.16. Neka je (2, F, P) kompletan prostor verovatnoce sa filtracijom { Fi hier,
realni brojevi a i b takvi da je [a,b] C T i p realan pozitivan broj. Tada je:

L7 ([a,b]; RY) = {x = {z(t), t € [a,b]} ‘
x je {F;}—adaptiran proces sa vrednostima u ]Rd,/ |z(t)|"dt < oos.z'.};
£/ (RsRY) = {{a(t), t 2 0} | (vT > 0) ({w(t), t € [0, 7]} € £(10, TER?)) }.

Definicija 1.1.17. Neka je (2, F, P) kompletan prostor verovatnoée sa filtracijom { F; her,
realni brojevi a i b takvi da je [a,b] C T i p realan pozitivan broj. Tada je:

MP([a,b];RY) = {{x ,t € la,b]} € LP([a,b]; Rd‘E/‘ ‘pdt<oo}
MP(RRY) = {{a(t), 2 0} | (vT > 0) ({o(t), t € [0.7]} € M7([0,T];RY)) }.

Definicija 1.1.18. Neka je dat prostor verovatnoée (2, F, P) sa filtracijom {F; }ier 1
na njemu {F;}-adaptiran integrabilan stohasticki proces x = {z(t), t € T'}. Proces x je
martingal u odnosu na {F;}er ako je, za svako s,t € T za koje je s < t,

Elz(t)|F] = x(s) s.i.

Definicija 1.1.19. Neka je dat filtriran prostor verovatnoce (S, F,P) sa filtracijom
{Fihier 1 na njemu neprekidan, {F;}—adaptiran stohasticki proces x = {x(t),t € T}.
Proces x je lokalni martingal ako postoji neopadajuci niz (7,)nen vremena zaustavljanja
za koji T, T 00 s.i. takav da je, za svaki prirodan broj n, proces {z(t A ;) — x(0),t € T'}
martingal.

Naredna teorema se ¢esto naziva Dubova® martingalna nejednakost i ¢esto se primen-
juje u ovoj disertaciji.
Teorema 1.1.20 (Dub). Neka je na kompletnom prostoru verovatnoce (2, F,P) sa
filtracijom { F }rer dat {F;}ier—adaptiran martingal {M (t), t € T}, gde je [a,b] C T C R.
Neka je dat proizvoljan realan broj p > 1 1 neka su, za svako t € T, slucajne promenljive
M(t) € LP(Q;RY). Tada je:

i) za proizvoljan pozitivan realan broj c,

E|M@®)|"

P{ sup ’M }p > C} <
t€la,b] cP
i) za p > 1,

E sup |M@)] < (p_ )E\M .

tela,b|

6Doob J. L. (1910-2004) - ameri¢ki matematicar



1.2. Stohasticki integral Itoa

Definicija 1.1.21. Neka je (2, F, P) prostor verovatnoce.

i) Neka su Gy i Gy pod-c—algebre od F. Tada su o—algebre Gy i Go nezavisne ako su
proizvoljni dogadaji Ay € Gy 1+ Ay € Gy nezavisni.

i) Slucagjna promenljiva X je nezavisna od o—algebre G koja je pod-o—algebra od F, ako
su minimalna o—algebra generisana slucajnom promenljivom X i G nezavisne o—algebre.
iii) o—algebre Gy, ...,Gy, koje su pod-o—algebre od F, su nezavisne ako su proizvoljni
dogadaji A1 € Gy, ..., Aq € G4 nezavisni.

iv) Stohasticki procesi x1 = {x1(t), t € T}, ..., xq = {zq(t), t € T} su nezavisni ako su za
proizvolyne brojeve ty, ..., tg € T minimalne o—algebre generisane slucajnim promenljivim
x1(t1), ..., xq(ty) nezavisne.

Da bi se konstruisao stohasticki integral, definisu se jednodimenzionalno i visedimenzi-
onalno Braunovo” kretanje, koja imaju fundamentalni zna¢aj u njegovom uspostavljanju.

Definicija 1.1.22. Neka je dat prostor verovatnocée (0, F, P) sa filtracijom {F; }1>0 @ na
njemu {F;}-adaptiran stohasticki proces W = {W(t), t > 0}. Stohasticki proces W je
(jednodimenzionalno) Braunovo kretanje (Vinero® proces) sa parametrom o > 0 ako je
i) W(0) =0 s.i;

i) za svako 0 < s < t, prirastaj W (t) — W (s) je nezavisan od Fs;

i) za svako 0 < s < t, slucagna promenljiva W (t) — W (s) ima N (0,02(t — s)) raspodelu.

Specijalno, Braunovo kretanje sa parametrom ¢ = 1 se naziva standardno Braunovo
kretanje.

Definicija 1.1.23. Neka je dat prostor verovatnoée (2, F, P) sa filtracijom {F; >0 @ na
njemu d—dimenzionalan stohasticki proces W = {(W1(t), ..., Wy(t)), t > 0}. Proces W je

(d—dimenzionalno) Braunovo kretanje (Vinerov proces) sa parametrima oy, ...,04> 0 ako
su procesi Wy = {Wy(t), t > 0}, ..., Wy = {Wy(t), t > 0} jednodimenzionalna Braunova
kretanja sa parametrima oy, ...,0q4, redom, i ako su stohasticki procesi Wy, ..., Wy neza-
visni. Braunovo kretanje je standardno ako je o1 = -+ =04 = 1.

1.2 Stohasticki integral Itoa

Neka je u ovom poglavlju fiksiran prostor verovatnoce (§2, F, P) sa filtracijom {F;}+>0
koja zadovoljava uobic¢ajene uslove u smislu Definicije 1.1.11 i neka je na njemu dato
standardno Braunovo kretanje W (jednodimenzionalno, ako nije naglaseno suprotno)
koje je {F:}—adaptirano.

Postoji vise tipova stohastickog integrala, a u ovoj disertaciji je od interesa stohasticki
integral Itoa. On se konstruise korak po korak. U prvom koraku se definise stohasticki
integral Itoa za jednostavni stohastic¢ki proces. Zbog toga se, za proizvoljan skup S C R,
definise njegova karakteristicna funkcija ys : RY — {0, 1} kao

(s) = 1, se€s,
=00, seri\ S

"Brown R. (1773-1858) - skotski botanicar
8Wiener N. (1894-1964) - americki matematicar



1. Uvod

Definicija 1.2.1. Realan stohasticki proces x = {xz(t), t € |a,b]} je jednostavan (prost)

proces ako postoji particija segmenta |a,b], takva da je a =ty < t; < -+ < tp = b, i
ogranicene Fy,_, —merljive sluc¢ajne promenljive Y, i € {1,...,k}, takve da je
k
2(t) = YiXpou) (t) + > ViX(t,ag(t), ¢ € [a,0]. (1.2.1)
i=2

Neka je sa M([a, b]; R) oznacena familija svih jednostavnih stohastickih procesa, u
smislu Definicije 1.2.1, na ovom prostoru verovatnoce.

Definicija 1.2.2 (Ito). Za proizvoljan jednostavan proces x € M°([a, b]; R) oblika (1.2.1)
se definise stohasticki (Itov) integral v odnosu na Braunovo kretanje W sa

[ o0 o = 3 Vi (W) - Wie).

Lako je uvideti da prethodno definisan integral Itoa procesa x € M°([a,b];R) pred-
stavlja skoro izvesno jedinstveno odredenu sluc¢ajnu promeljivu zbog ¢injenice da je, za
svako t € [a, b], reprezentacija (1.2.1) skoro izvesno jedinstvena.

Teorema 1.2.3. Neka su z,y € M°([a,b];R). Osnovne osobine stohastickog integrala iz
Definicije 1.2.2 su:

i) ffx(t)dW(t) je Fy—merljiva sluc¢ajna promenljiva;

i) vazi da je

E / ’ 2(£)dW () = 0;

i11) vazi stohasticka izometrija Itoa, odnosno

2 = E/ab |:U(t)}2dt;

i) ako su ¢y i cy Tealne konstante, onda je proces ¢z + coy € M°([a,b];R) i vaZi da je

E’ /abx(t)dW(t)

b b b
t/(qd®+ﬁwunﬂyﬁﬁzq/nﬂﬂﬂV@+w{/y@MWﬁ)

Lema 1.2.4. Neka je x € M?([a,b];R). Tada postofi niz (yn)nen € M°([a, b]; RY) je-
dnostavnih procesa takav da je

b
mnE/|mw—%@Wﬁ—o (1.2.2)
n— oo a

Lema 1.2.4 i Teorema 1.2.3 4ii),iv), uz ¢injenicu da je L*(Q,R) Banahov prostor,
omogucavaju prosirenje definicije integrala Itoa u smislu sledece definicije.

Definicija 1.2.5 (Ito). Neka je stohasticki proces x € M?([a,b];R) i neka je niz jedno-
stavnih procesa (Yn)nen C MO([a, b]; R?) takav da zadovoljava relaciju (1.2.2). Stohasticki
integral Itoa procesa x u odnosu na Braunovo kretanje W se definise kao

/ "W () = 1 [ (W),

n—oo a

pri cemu je prethodna granicna vrednost posmatrana u prostoru (L*(;R) .| - ||).

6



1.2. Stohasticki integral Itoa

Na osnovu Leme 1.2.4 se jednostavno moze zakljuciti da je ovako definisanim inte-
gralom stohastickog procesa x € M?([a,b];R), u odnosu na Braunovo kretanje, skoro
izvesno jedinstveno odredena slucajna promenljiva koja ne zavisi od konkretnog niza
jednostavnih stohastickih procesa koji zadovoljavaju (1.2.2).

Tvrdenje analogno Teoremi 1.2.3 vazi i za stohasticke procese x,y € M?([a,b];R).
Osobina iii) ove teoreme se takode naziva izometrija Itoa.

Jos neke osnovne osobine integrala Itoa su navedene u narednoj teoremi, pri ¢emu su
osobine 7i7) 1 iv) uopstenja osobina i7) i iii) Teoreme 1.2.3. Teorema 1.2.3 je prosirena
na procese iz klase M?([a, b]; R).

Teorema 1.2.6. Neka su dati realni brojevi a < ¢ < b i neka je proces x € M?*([a, b]; R).
i) Tada je {z(t), t € [a,c]} € M?*([a,c|;R) i {z(t), t € [¢,b]} € M?([¢c,b];R), pri cemu je

b c b
/x(t)dW(t):/ x(t)dW(t)+/ 2(8)dW (1)

i1) Ako je Y neka realna, F,—merljiva slucajna promenlijva, onda je stohasticki proces

Yo ={Yux(t), t € [a,b]} € M?([a,b];R), takav da je

b b
/ﬁ%@mwﬂzy/xmﬂww

E(/abx(t)dW(t) ‘]—") 0.

iv) Vazi izometrija Itoa, odnosno

E(‘/abx(t)dW(t) 2‘3) :E(/ab|x(t)|2dt‘}“a) :/abE<\x(t)\2|fa>dt.

Definicija 1.2.7. Neka je v € M?*([0,T];R), pri ¢emu je T > 0. Stohasticki proces
I=1(t)={I(t),t[0,T]}, definisan sa

iii) Vazi

1) = /0 w(s)dW(s), te0,T],

se naziva neodreden integral Itoa.

Teorema 1.2.8. Ako je stohasticki proces x € M?*([0,T];R), onda njegov neodredeni
integral Itoa:
i) predstavlja kvadratno-integrabilan martingal u odnosu na filtraciju {Fi }eor) @ vaZi

2

E sup
te[0,7)

/Otx(s)dW(s) < 4E/OT a(s)ds:

i1) ima neprekidnu modifikaciju.

Nadalje se pod neodredenim integralom Itoa smatra njegova neprekidna modifikacija.
U nastavku je uvodena definicija stohastickog integrala sa vremenom zaustavljanja.
Zbog toga je neophodna sledeca lema.



1. Uvod

Lema 1.2.9. Neka je dat kompletan prostor verovatnocée (Q, F, P) sa filtracijom {F; }+>0
koja zadovoljava uobicajene uslove i na njemu {F;}—vreme zaustavljanja 7.

i) Stohasticki proces {Ijjo 71(t), t > 0} je ogranicen, {F;}-adaptiran proces koji je nepreki-
dan zdesna.

ii) Ako je za meki realan broj T > 0 stohasticki proces v € M?*([0,T];R), onda je i proces
{z(®) o (t), t € [0,T]} € M*([0,T];R).

Definicija 1.2.10. Neka je dat kompletan prostor verovatnoée (S, F, P) sa filtracijom
{Fi >0 koja zadovoljava uobicajene uslove i na njemu dva {F;} —vremena zaustavljanja
1 p za koje je 0 < p < 7 < T, za neku pozitivnu realnu konstantu T'. Za stohasticki proces
z € M*([0,T];R) stohasticki integral Itoa u odnosu na vreme zaustavljanja T definise se
sa

/Orx(s)dW(S)Z/o ()0, (s)dW (s).

Osim toga, definise se i
/prx(S)dW(S) _ /OTx(s)dW(s) - /Opx(S)dW(s),

Osobine, slicne onima iz teorema 1.2.3 1 1.2.6, vaze i za stohasticke integrale u odnosu
na vreme zaustavljanja.

Teorema 1.2.11. Neka je dat kompletan prostor verovatnoée (2, F, P) sa filtracijom
{Fiti>0 koja zadovoljava uobicajene uslove i na njemu dva {F;}—vremena zaustavljanja
T 1 p za koje je 0 < p < 7 < T za neku pozitivnu realnu konstantu T. Neka je
dato standardno jednodimenzionalno Braunovo kretanje W = {W(t), t > 0}, kao i dva
nezavisna standardna jednodimenzionalna Braunova kretanja Wy, = {Wy(t), t > 0} i
Wy = {Ws(t), t > 0}. Tada, za stohasticke procese x,y € M*([0,T];R), vaZi:
i)
T T
a0 (s) = [ a1 aw (o)
p

E / a()dW (s) =0

2 T
E = E/ ’m(s)‘zds;
p

/p " (s)dW(s)

E(/pT:)s(s)dW(s) ‘fp) 0
E(’/pT:c(s)dW(s) 2(5) :E(/;}x(s)fds‘fp);
p( [ s [“uawis| 7, ) = o [ |7,

vi)




1.2. Stohasticki integral Itoa

%) =0

Definicija stohastickog integrala se prosiruje i na viSedimenzionalan sluc¢aj. Neka je
T > 0 realna pozitivna konstanta i neka je na kompletnom prostoru verovatnoce (€2, F, P)
sa filtracijom {F;}:>0, koja zadovoljava uobicajene uslove, dato d;—dimenzionalno Brau-
novo kretanje W = {W(t) = (Wy(t),..., Wy, (t))*, t > 0}, d; € N.

vii)

E( /p " a(s)dWa (s) /p " a(s)dWWa(s)

Definicija 1.2.12. Neka je ¥ = [xij]axa, € M?([0,T);R>UN), pri demu su stohasticki
procesi x;; € M*([0,T];R), i € {1,...,d}, j € {1,...,d1}. Neodredeni stohasticki inte-
gral Itoa procesa x je stohasticki proces sa vrednostima u R?, odreden sa

[ atawe) = [

pri éemu je njegova i—ta komponenta, i € {1,...,d}, suma jednodimenzionalnih sto-

hastickih integrala
dy t
Z/ i (s)dW;(s).
j=1"0

Visedimenzionalni stohasticki integral zadovoljava osobine analogne onima u jednodi-
menzionalnom slucaju.

r11(8) 0 x1g,(8) dW1(s)
T , 0<t<T,
za1(s) -+ Taa,(s) dWa, (s)

Teorema 1.2.13. Neka je x = [x4]axa, € M>([0,T];R¥*4) i neka su p i 7 dva vremena
zaustavljanja takva da je 0 < p < 7 <T. Tada je:
i) Itov integral procesa x neprekidan martingal v odnosu na filtraciju {F;}icpo,r sa vre-

dnostima u R?;
E(/ x(s)dW (s) ‘]—"p) = 0;
p

ii)
E(’/pTx(s)dW(s) 2 ’.7-“,0) :E(/;}x(s)fds‘}"p).

Na osnovu Definicije 1.1.16 i Definicije 1.1.17 je lako uvideti da za proizvoljan realan
broj T > 0 relacija z € M?(R,; R¥>%) povlaci x € M?([0,T]; R¥%), kao i da relacija
r € L2(R ;RN povlaci x € L2([0, T); Rxd).

Definicija integrala Itoa se progiruje i na klasu stohastickih procesa z € £2(R,; R9*d1),
Sledece lema omogucava takvo prosirenje.

iii)

Lema 1.2.14. Neka je x € L?(R,;R¥%) 4 neka je za svaki prirodan broj n definisana
sluc¢agna promenljiva

Tn, = n A inf {t > O) /Ot |x(s)|2d5 > n}

Tada:
i) su slucajne promenljive T,, vremena zaustavljanja;



1. Uvod

i) vazi T, T 00 S.1;
i1) stohasticki proces {Ijjo - (t)z(t), t > 0} € M*(R; R4, tako da je definisano

L(t) = /0 Lo (s)a(s)dW (s), 0. (1.2.3)

i) za svako n,m € N za koje je n < m i za svako 0 < t < 7,, vazi I,,(t) = L,(t).

Definicija 1.2.15. Neka je proces x € L2(R;R™%). Tada je neodredeni stohasticki
integral Itoa {fo s)dW (s), t > 0} u odnosu na di—dimenzionalno Braunovo kretanje
W ={W(t), t > 0} stohasticki proces definisan na osnovu Leme 1.2.14 sa

/tx(s)dW(s) — (1), 0<t<m,

pri ¢cemu je I,(t) definisano sa (1.2.3).

Teorema 1 2 16. Neka je proces x € L2(Ry ;RN Tada je stohasticki integral Itoa
{fo , t > 0} neprekidan lokalni martingal sa vrednostima u R2.

Naredna teorema, koja se naziva Itova formula, ima kljuénu ulogu u stohastickoj
analizi i predstavlja formulu za stohasticko diferenciranje. Pre njenog navodenja, uvodi
se pojam traga matrice i definiSe se stohasticki diferencijal.

Nadalje d i d; predstavljaju proizvoljne prirodne brojeve. Za proizvoljnu realnu
matricu B = [b;j]pxe oznaka BT predstavlja transponovanu matricu od B, odnosno
BT = [bji]exk. Simbol | - | predstavlja Euklidsku® ili Frobenijusovu'® (trag) normu realnih
vektora ili matrica, odnosno

1

|B| = [trag(B" B) 2—<iib> .

=1

Definicija 1.2.17. Neka je dat kompletan prostor verovatnoée (2, F, P) sa filtracijom
{Fi}i>0 @ na njemu standardan dy -dimenzionalni Vinerov proces W = {W (t), t > 0} koji
je {Fi}eso—adaptiran. Stohasticki proces v = {x(t), t > 0} = {[z1(¢),...,za(t)]", t > 0}
sa vrednostima u R?, koji je {F;}i>0—adaptiran, je stohasticki proces Itoa ako postoje
funkeije f=[fi,.... fa]" € L'R;RY) i g = [gijlaxa, € L2(Ry; R*N) tako da je

¢ ¢
+ / f(s)ds +/ g(s)dW(s), t>0.
0 0
Proces x = x(t) tada ima stohasticki diferencijal dz(t) dat sa
dz(t) = f(t)dt + g(t)dW (t), t=>0. (1.2.4)

Teorema 1.2.18 (Ito). Neka je x = {xz(t),t > 0} d-dimenzionalni proces Itoa sa
stohastickim diferencijalom (1.2.4) i neka je V € C**(RY x Ry;R). Tada je stohasticki
proces {V (x(t),t), t > 0} takode proces Itoa koji ima stohasticki diferencijal oblika

dv (z(t),t) :{Vt'(x(t), )+ Vi(x(t),t) f(t) + %trag [gT(t)Vlf; (z(t), t)g(t)] }dt (1.2.5)
+ V) (2(t),t)g(t)dW (t), s.i.

9Euclid (sredina 4. veka p.n.e. — sredina 3. veka p.n.e.) - gréki matematicar
OFrobenuis F. G. (1849-1917) - nemacki matematicar
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1.3. Stohasticke diferencijalne jednacine razlicitih tipova

Sledeca teorema se ¢esto primenjuje za ocenu stohastickog integrala.

Teorema 1.2.19 (Burkholder!''-Dejvis'>~Gandi'?). Neka je g € L2(R,; R4, Ta-
da, za svaki pozitivan broj p, postoje pozitivne konstante c, 1 C, takve da je

t ) p/2 P t ) p/2
CpE(/ |9(5)] ds) < E sup < CpE(/ |lg9(s)] ds) . (1.2.6)
0 s€[0,t] 0

Specijalno, za p € (0,2) je ¢, = (p/2)P i C, = (32/p)?/?, zap=2jec,=1iC, =4, a
2ap>2jec,=1/2p)P* i G, = [p"*/2(p — )PP,

/ gV (u)

1.3 Stohasticke diferencijalne jednacine
razlicitih tipova

U ovom poglavlju su navedene osnovne definicije i tvrdenja za SDJ razli¢itih tipova.
Izlozene su definicije njihovih strogih resenja, kao i teoreme egzistencije i jedinstvenosti
pod razlicitim pretpostavkama za koeficijente tih jednacina u skladu sa glavnim rezulta-
tima doktorske disertacije.

Neka je (Q, F, P) kompletan prostor verovatnoce sa filtracijom {F; }+>o koja zadovolja-
va uobicajene uslove. Kako su od interesa samo stroga resenja jednacina, ovaj prostor ¢e
u narednim razmatranjima biti fiksiran. Neka je na ovom prostoru verovatnoce definisano
standardno d;—dimenzionalno Braunovo kretanje

w={w(t), t >0} = {w, t >0} = {(wi(t),. .., wa (t)T, t >0}

koje je {F;}i>o—adaptirano, d; € N.

1.3.1 Stohasticke diferencijalne jednacine

Razmatra se stohasticka diferencijalna jednacina
dx(t) = a(t,z(t))dt + b(t,x(t))dW (t), te[0,T], z(0)=xo, (1.3.1)

sa pocetnim uslovom oy € L*(Q;R?) koji je Fy—merljiva sluéajna promenljiva nezavisna
od Braunovog kretanja w, dok su koeficijienti a : [0, 7] x R? — R%ib : [0, T] x R — R
Borel-merljive funkcije.

Resenje z SDJ je strogo ako su prostor verovatnoce, filtracija, Braunovo kretanje i
koeficijenti jednacine unapred zadati i fiksirani, a na osnovu njih se odreduje resenje x.

Resenje x SDJ je slabo ako su fiksirani samo koeficijenti ove jednacine, a dozvoljena
je konstrukcija odgovarajuc¢eg prostora verovatnoce, filtracije i Braunovog kretanja, tako
da proces z bude resenje date jednacine.

Definicija 1.3.1. Stohasticki proces x = {x(t), t € [0,T]} sa vrednostima uR? je resenje
jednacine (1.3.1) sa pocetnim uslovom xy ako:
i) je poces x neprekidan i {F;}—adaptiran;

HBurkholder D. L. (1927-2013) - americki matematicar
2Davis R. B. (1926-1997) - americki matematicar
13Gundy R. F. (1934-) - ameri¢ki matematicar
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1. Uvod

i) {a(t,x(t)), t € [0,T)} € LY([0, T];RY), {b(t,z(t)), t € [0,T]} € L2([0, T]; RI*);
iii) za svako t € [0,T] vaZi

.:E(t):$o+/0 (Ja(s,yc(s))als+/0 b(s, z(s))dw(s) s.i.

Definicija 1.3.2. Resenje x jednacine (1.3.1) je jedinstveno ako se svako drugo resenje
jednacine (1.3.1) ne razlikuje od njega.

Definicija 1.3.3. Funkcija f : [0,T] x R? — R?, d,d’ € N, zadovoljava globalni Lipicov
uslov po drugom argumentu ako postoji realna pozitivna konstanta L tako da je, za svako
te€[0,T] iz,y e R, zadovoljeno

|[f(t,2) = f(t.y)| < Llz —yl. (1.3.2)

Definicija 1.3.4. Funkcija f:[0,T] x R — R?, d,d’" € N, zadovoljava uslov linearnog
rasta po drugom argumentu ako postoji realna pozitivna konstanta L tako da je, za svako
t€[0,T] i x € R%, zadovoljeno

|f(t,a:)|2 < L(1+ |z]?). (1.3.3)

Teorema 1.3.5. [48, Teorema 2.3.1 i Lema 2.3.2] Neka su a : [0,7] x R — R? 4
b:[0,T] x RY — RN Borel-merljive funkcije koje zadovoljavaju globalni Lipsicov uslov
(1.3.2) i uslov linearnog rasta (1.3.3). Tada postoji jedinstveno, s.i. neprekidno, strogo
resenje x € M2([0, T); RY) jednacine (1.3.1) koje zadovoljava uslov

E sup ‘x(t)‘z
t€[0,T]

< oQ.

Teorema 1.3.6. Neka su zadovoljene pretpostavke Teoreme 1.3.5 1 neka je za proizvoljno
p > 2 slucajna promenljiva xo € LP(Q;R?). Tada je

E sup ‘x(t)’p < 00.
te[0,7)

Definicija 1.3.7. Funkcija f: [0,T] x R* = R?, d,d’ € N, zadovoljava lokalni Lipicov
uslov po drugom argumentu ako za svaki pozitivan realan broj R, postoji konstanta Kgr
koja zavisi samo od R, tako da za svako t € [0,T] i z,y € R? za koje je |z|V |y| < R, vaZi

2
Zakljucak Teoreme 1.3.5 se moze izvesti i pod opstijim uslovima.

Teorema 1.3.8. [48, Teorema 2.3.4] Neka Borel-merljive funkcije a : [0, T] x RY — R?
ib:[0,T] x RY — R4 zadovoljavaju lokalni Lipsicov uslov (1.3.4) i uslov linearnog
rasta (1.3.3). Tada postoji jedinstveno, s.i. neprekidno, strogo resenje x € M3?([0,T]; RY)
jednacine (1.3.1).

Definicija 1.3.9. Ako postoji pozitivna konstanta S tako da, za svako (t,x) € [0,T] x R%,
vazi

Talt, )+ %\b(t,@ﬁ <51+ |2P), (1.3.5)

tada koeficijenti jednacine (1.3.1) zadovoljavaju uslov monotonosti.

12



1.3. Stohasticke diferencijalne jednacine razlicitih tipova

Teorema 1.3.10. [48, Teorema 2.3.5] Neka za koeficijente prenosa i difuzije SDJ
(1.3.1) sa pocetnim uslovom xo vaze lokalni Lipsicov uslov (1.3.4) i uslov monotonosti
(1.3.5). Tada postoji jedinstveno resenje x € M?([to, T]; R?) jednacine (1.3.1).

Oznaka (-,-) reprezentuje standardni Euklidski skalarni proizvod realnih vektora, tj.
d ; d
za u=(u,...,uq),v=(v1,...,0q) € R* je (u,v) => | wv;.

Definicija 1.3.11. Funkcija f : [0,T] x R — R¥, d,d’ € N, zadovoljava jednostrani
Lipsicov uslov po drugom argumentu ako postoji pozitivna konstanta p > 0 tako da, za
svako t € [0,T] i z,y € R, vazi

(x—y, f(t,z) = f(t,y)) < plz —yl>. (1.3.6)

Lako je primetiti da ako koeficijent prenosa zadovoljava jednostrani Lipsicov uslov
(1.3.6) a koeficijent difuzije globalni Lipsicov uslov (1.3.2), tada za koeficijente jednacine
(1.3.1) vazi uslov monotonosti (1.3.5). Pored toga, u [22] je dokazano da, pod pret-
postavkom (1.3.6) za koeficijent prenosa i (1.3.2) za koeficijent difuzije, SDJ (1.3.1) ima
ogranicene momente reda p > 2, odnosno vazi sledece tvrdenje.

Lema 1.3.12. [22, Lema 3.2] Neka za funkciju a € C*([0, T] x R4 RY) vaZi jednostrani
Lipsicov uslov (1.3.6), a za funkciju b € C*([0,T] x R% R4 globalni Lipsicov uslov
(1.3.2). Tada, za resenje x SDJ (1.3.1) sa pocetnim uslovom xg, vazi da, za svako p > 2,
postoji pozitivna konstanta C, koja zavisi od p i T, tako da je

E sup ‘x(t)‘p < C(1+ Elzol?).
te[0,7)

1.3.2 Stohasticke diferencijalne jednacine
sa vremenski zavisnim kasnjenjem

Za dati realan broj 7 > 0, uvodi se klasa funkcija V' = C([—7,0];RY), koja sadrzi sve

neprekidne funkcije ¢ : [—7,0] — R?. Normirani prostor V = (V||| - ||) je Banahov ako je

| - || supremum norma na V', odnosno, ako je |[¢|| = sup_ g [#(s)], za svako p € V.
Razmatra se stohasticka diferencijalna jednacina sa vremenski zavisnim kasnjenjem

(SDJVZK)
dz(t) = a(z(t), z(t — 6(1)),t)dt + b(z(t), x(t — 6(t)),t)dw(t), € [to,T]),  (1.3.7)

sa pocetnim uslovom
2, =1 ={n(0)|0 € [-7,0]}, (1.3.8)

koji je JFi,—merljiva slu¢ajna promenljiva sa vrednostima u V', za koju je E|n|* < oo
i 2(0) = x(to + 6) za 0 € [—7,0]. Pritom je {z(t)|t € [to — 7,T]} stohasticki proces
sa vrednostima u R?. Preslikavanja a i b iz R? x R? x [t5, T] u R? i R¥™*% | respektivno,
su Borel-merljiva. Pretpostavlja se da je i funkcija kasnjenja § : [to,T] — [0, 7] Borel-
-merljiva.

Definicija 1.3.13. Stohasticki proces x = {x(t), t € [to — 7,T|} je reSenje jednacine
(1.3.7) sa pocetnim uslovom (1.3.8) ako:

i) je poces {x(t), t € [to, T]} neprekidan i {F;}-adaptiran;

i) vaZi relacija pripadnosti {a(z(t),z(t — 6(t)),t), t € [to, T]} € L ([to, T); RY) i relacija
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1. Uvod

{b(l‘(t),l‘(t — 5(t)),t), te [t(),T]} c »CQ([to,T];RdXdl);
iii) je xy, =1 @ ako za svako t € [ty, T| vazi

t

z(t) = n(0) + / a(z(s),z(s — &(s)), s)ds + / b(z(s),z(s — d(s)), s)dw(s) s.i.

to to

Resenje x je jedinstveno ako se bilo koje drugo resenje jednacine (1.3.7) sa pocetnim
uslovom (1.3.8) ne razlikuje od njega.

Definicija 1.3.14. Funkcija f : R* x R? x [to, T] — R?, d,d’ € N, zadovoljava globalni
Lipsicov uslov po prva dva argumenta ako postoji pozitivna konstanta K tako da je, za
svako t € [to, T] i x,Z,y,7 € RY, zadovoljeno

|f(l’,y,t) - f(j7g7t)‘2 < K(|JZ - ‘%|2 + |y - g|2> (139)

Definicija 1.3.15. Funkcija f : R x R? x [to, T] — R?, d,d’ € N, zadovoljava uslov
linearnog rasta po prva dva argumenta ako postoji pozitivna konstanta L tako da, za svako
t € [to,T] i 2,y € RY, vazi

|f(a,y, 0" < L1+ |2 + y[?). (1.3.10)

Definicija 1.3.16. Funkcija f : R x R x [to, T] — R?, d,d' € N, zadovoljava lokalni
Lipsicov uslov po prva dva argumenta ako za svaki prirodan broj n postoji pozitivna kon-
stanta K,, tako da je, za svako t € [ty,T] i x,%,y,7 € R? za koje je |x|V|Z|V |y|V|g| < n,
zadovoljeno

(. t) = (55,0 < Ko (o — 32 + |y — 7). (1.3.11)

Definicija 1.3.17. Funkcija f : R x R x [to, T] — R?, d,d" € N, zadovoljava lokalni
Lipsicov uslov po prvom argumentu ako za svaki prirodan broj n postoji pozitivna kon-
stanta K, tako da, za svako t € [to,T] i x,Z,y € R? za koje je |x| V |Z| V Jy| < n,
vazi

f(z.y.t) = f(@ 1) < Ko — 3 (1.3.12)

Teorema 1.3.18. Neka za koeficijente jednacine (1.3.7) waze globalni Lipsicov uslov
(1.3.9) i uslov linearnog rasta (1.3.10). Tada postoji jedinstveno, s.i. neprekidno, strogo
resenje x jednacine (1.3.7) sa pocetnim uslovom (1.3.8).

Kao i u prethodnom poglavlju, zakljucak Teoreme 1.3.18 vazi pod slabijim uslovima.

Teorema 1.3.19. Neka koeficijenti jednacine (1.3.7) zadovoljavaju lokalni LipSicov uslov
(1.3.11) @ uslov linearnog rasta (1.3.10). Tada postoji jedinstveno, s.i. neprekidno, strogo
resenje x jednacine (1.3.7) sa pocetnim uslovom (1.3.8).

Uslovi Teoreme 1.3.19 se mogu jos uopstiti tako da i dalje garantuju egzistenciju i
jedinstvenost resenja SDJVZK (1.3.7).

Teorema 1.3.20. Neka funkcija kasnjenja zadovoljava uslov inf,cy, 7 6(t) > 0 i neka
koeficijenti jednacine (1.3.7) zadovoljavaju lokalni Lipsicov uslov (1.3.12) i uslov linearnog
rasta (1.3.10). Tada postoji jedinstveno, s.i. neprekidno, strogo resenje x jednacine
(1.3.7) sa pocetnim uslovom (1.3.8).
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1.3. Stohasticke diferencijalne jednacine razlicitih tipova

Specijalan slucaj klase SDJVZK, kada je funkcija kasnjenja § identicki jednaka poz-
itivnoj konstanti, predstavlja klasu SDJ sa konstantnim kasnjenjem (SDJKK). U tom
smislu je od znacaja sledeci globalni LipSicov uslov po prvom argumentu.

Definicija 1.3.21. Funkcija f : R x R? x [to, T] — R, gde su d,d’ € N, zadovoljava
globalni LipSicov uslov po prvom argumentu, ako postoji pozitivna konstanta K tako da
je za svako t € [to,T] i x, %,y € R?, zadovoljeno

f(,y,1) — F(@,9,0)|" < K|z — 3 (1.3.13)

Za ovaj tip jednacine vazi Teorema 1.3.18, kada se uslov (1.3.9) zameni uslovom
(1.3.13), kao i Teorema 1.3.20.

1.3.3 Funkcionalne stohasticke diferencijalne jednacine

Stohasticke diferencijalne jednacine za vremenski zavisnim, a samim tim i konstatnim
kasnjenjem, predstavljaju specijalan slucaj stohastickih funkcionalnih diferencijalnih jed-
nacina (SFDJ).

Razmatra se SFDJ oblika

dz(t) = a(xy, t)dt + bz, t)dw(t), t € [to,T], (1.3.14)

sa pocetnim uslovom
zy, =1 = {n(0) |0 € [-7,0}, (1.3.15)

koji je Fi,—merljiva slucajna promenljiva sa vrednostima u V. Oznaka x; predstavlja
stohasticki proces {x(t + 6), 0 € [—7,0]}, odnosno x,(0) = z(t + 0) za 0 € [—7,0] i
t € [to, T], dok je x(t) sluéajna promenljiva sa vrednostima u R?, za fiksirano t € [to—7, T].
Pretpostavlja se da su preslikavanja a i b iz V x [tg, T] u R? i R%*% | respektivno, Borel-
-merljiva.

Definicija 1.3.22. Stohasticki proces x = {xz(t),t € [ty — 7,T]|} je resenje jednacine
(1.3.14) sa pocetnim uslovom (1.3.15) ako:

i) je proces {x(t), t € [to,T)} s.i. neprekidan i {F;}—adaptiran;

i) {a(zy,t), t € [to, T|} € LY([to, T); RY) i {b(ay,t), t € [to, T]} € L2([ty, T); RI*d);

iii) je xy, = m 1 ako, za svako t € [ty, T, vazi

x(t):n(O)—l—/ a(ms,s)ds—i-/ b(zs, s)dw(s) s.i.

to to
Resenje x je jedinstveno ako se bilo koje drugo resenje jednacine (1.3.14) sa pocetnim

uslovom (1.3.15) ne razlikuje od njega.

Definicija 1.3.23. Za funkciju f : V x [to,T] — RY, d' € N, vazi globalni (uniformni)
Lipsicov uslov po prvom argumentu ako postoji pozitivna konstanta K tako da je, za svako
t € [to, T] i p,v €V, zadovoljeno

[flp.t) = f(. )] < Kl = 9]l. (1.3.16)

Definicija 1.3.24. Funkcija f : V x [to,T] = R?, d' € N, zadovoljava uslov linearnog
rasta po prvom argumentu ako postoji pozitivna konstanta K tako da, za svako t € [ty, T
1o eV, vazi

(e 0)] < K(1+ ). (13.17)
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1. Uvod

Definicija 1.3.25. Za funkciju f : V x [to,T] — RY, d' € N, vazi lokalni Lip3icov uslov
po prvom argumentu ako za svaki prirodan broj n, postoji pozitivna konstanta K, tako
da je za svako t € [to,T] i, € V, za koje je ||¢|| V ||¥]] < n, zadovoljeno

[fl.t) = f(,1)] < Kallo = o] (1.3.18)

Teorema 1.3.26. [48, Teorema 5.2.2] Neka koeficijenti prenosa i difuzije zadovoljavaju
globalni Lipsicov uslov (1.3.16) i uslov linearnog rasta (1.3.17). Tada postoji jedinstveno
resenje v € M>?([to — 7, T); RY) jednacine (1.3.14) sa pocetnim uslovom (1.3.15).

Egzistencija i jedinstvenost se ponovo mogu pokazati pod slabijim uslovima za koefi-
cijente jednacine.

Teorema 1.3.27. [48, Teorema 5.2.5] Neka koeficijenti prenosa i difuzije zadovoljavaju
lokalni Lipsicov uslov (1.3.18) i uslov linearnog rasta (1.3.17). Tada postoji jedinstveno
resenje & € M*([to — 7, T]; RY) jednacine (1.3.14) sa pocetnim uslovom (1.3.15).

Teorema 1.3.28. [48, Teorema 5.4.1] Neka postoji jedinstveno globalno reSenje x
jednacine (1.3.14) sa pocetnim uslovom (1.3.15). Neka za koeficijente jednacine vazi uslov
linearnog rasta (1.3.17) i neka je p > 2 proizvoljan realan broj takav da je E||n||P < oo.
Tada, za svako t > tgy, vazi

E  sup ‘x(3)|p < 2p/2’13(1 + EHan)eC(t’tO)

sEto—T,t]

gde je C' = p[2v/K + (33p — 1)K].

?

1.3.4 Neutralne stohasticke diferencijalne jednacine
sa vremenski zavisnim kasnjenjem

Predmet razmatranja u ovom odeljku je d—dimenzionalna neutralna stohasticka diferen-
cijalna jednacina sa konstantnim kasnjenjem (NSDJKK) oblika

d[z(t)—D(t, z(t—7))] = f(t, 2(t), z(t—7))dt+g(t, z(t), z(t—7))dwy, t € [to, T], (1.3.19)

sa pocetnim uslovom

n={n(9), 6 € [-7,0]}, (1.3.20)
koji je Fy,—merljiva slucajna promenljiva sa vrednostima u V. Koeficijenti jednacine
D :[to, T] xR = Re f:[tg, T] x Rx R = R i g : [y, T] x R x R? — R?*? su Borel-
merljive funkcije a z(t) je slu¢ajna promenljiva sa vrednostima u R?, za t € [to — 7, 7).
Definicija 1.3.29. Stohasticki proces x = {xz(t), t € [ty — 7,T|} je resenje jednacine
(1.3.19) sa pocetnim uslovom (1.3.20) ako:
i) je proces {x(t), t € [to,T]} neprekidan i {F;}-adaptiran;
i) vaZi realcija pripadnosti {f(t,z(t),z(t — 7)), t € [to,T]} € LY ([to, T];R?) i relacija
{g(t,2(t),2(t — 7)), t € [to, T]} € L2([to, TI;R™™);

iii) je xy, = n i ako, za svako t € [ty, T, vazi
z(t) — D(t,z(t — 1)) =n(0) — D(to,n / f(s,z( (s —7))ds

+/ g(s,x(s),z(s — 7))dws s.i.

to
Resenje x je jedinstveno ako se bilo koje drugo resenje jednacine (1.3.19) sa pocetnim
uslovom (1.3.20) ne razlikuje od njega.
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1.3. Stohasticke diferencijalne jednacine razlicitih tipova

U radu [56] analizirana je jednacina
d[z(t)—D(z(t=0(t)))] = f(z(t), z(t=6(t)))dt+g(x(t), z(t=6(t))) dwy, t € [to, T], (1.3.21)

sa pocetnim uslovom (1.3.20), gde je funkcija kasnjenja o : [ty, 7| — [0, 7] Borel-merljiva.
Slicno Definiciji 1.3.29, definiSe se i resenje NSDJ (1.3.21).

Definicija 1.3.30. Za funkciju h : R4 x R = RY, d' € N, wazi globalni Lip3icov uslov
ako postoji pozitivna konstanta K tako da je, za svako x,%,y,§ € R, zadovoljeno

|h(z,y) — h(Z,9)] < K(|lz—y|+ |z — 7). (1.3.22)

Funkcija 0 : R* = RY | d' € N, zadovoljava globalni Lipsicov uslov sa Lipsicovom konstan-
tom manjom od 1 ako postoji pozitivna konstanta K € (0,1) tako da, za svako x,y € R?,
vazi

0(z) — E(y)| < Klzx —y|. (1.3.23)

Definicija 1.3.31. Za funkciju h : R x R* — R¥ | d' € N, wazi uslov linearnog rasta ako
postoji pozitivna konstanta K tako da je, za svako z,y € R?, zadovoljeno

h(z,)|* < K(1+ |2 + [y]?). (1.3.24)

Funkcija € : R — RY, gde je d € N, zadovoljava uslov linearnog rasta ako postoji
pozitivna konstanta K tako da, za svako x € RY, vaZi

0(x)|* < K(1+ |2?). (1.3.25)

Definicija 1.3.32. Za funkciju h : R xR¢ — RY | d' € N, vazi lokalni Lipgicov uslov ako
za svaki priodan broj n postoji pozitivna konstanta K, tako da je, za svako x,%,y,§ € R?
za koje je |x| V |z V |y| V |g] < n, zadovoljeno

[, y) — h(E,§)] < Ko (|2 — ] + |y - 31). (1.3.26)

Definicija 1.3.33. Funkcija h : R x R* — RY, &' € N, zadovoljava lokalni Lipsicov
uslov po prvom argumentu ako za svaki priodan broj n postoji pozitivna konstanta K,
tako da, za svako x, %,y € R za koje je |z| V |Z| < n, vazi

h(z,y) — h(Z,y)|" < Ko — 2% (1.3.27)
Egzistencija i jedinstvenost ponovo vaze pod slabijim uslovima.

Teorema 1.3.34. [48, Teorema 6.3.1 i Teorema 6.3.2] Neka vazi jedna od naredne
dve pretpostavke.

i) Neka koeficijenti prenosa i difuzije zadovoljavaju lokalni Lipsicov uslov (1.3.26) i uslov
linearnog rasta (1.3.24), dok funkcija D zadovoljava LipSicov uslov (1.3.23).

i) Ako je infy, 77 6(t) > 0, neka vaze lokalni Lipsicov uslov (1.3.27) za koeficijente prenosa
i difuzije, kao i uslovi linearnog rasta (1.3.24) i (1.3.25) za koeficijente jednacine (1.3.21).
Tada postoji jedinstveno resenje x jednacine (1.3.21) sa pocetnim uslovom (1.3.20).
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1. Uvod

U radu [71] je razmatrana jednacina
d[z(t) — D(z(t — 7))] = f(@(t),z(t — 7))dt + g(x(t),z(t — 7))dw;, ¢>0, (1.3.28)

sa pocetnim uslovom z; = n € MP([—7,0];RY) za p > 2, dok su koeficijenti f, g i D
neprekidne funkcije. Uvedene su funkcije V; : RY x R? — R? za koje postoje konstante
L; >0,0;>0,i€{1,2,3}, takve, da za svako x,y € R? vazi

%), ie{1,2,3}.

0 < Vi(z,y) < Li(

Pretpostavlja se da su ispunjeni sldeci uslovi.
Ai: Postoji pozitivna konstanta K, tako da, za svako x,,y, 7 € R?, vazi

(r — D(y) — & + D(y), f(,) F(7.9)) < Kilr — 2 + Vi(y. 9)[*ly — 3
|f(z,y) — F&,9)] < Vily, 9)|y — 4.

As: Postoji pozitivna konstanta K, tako da, za svako x,Z,v,§ € R?, vazi
|9(z,y) — 9(&,§)| < Kolo — 2| + Valy, §)ly — 4.
As: Vazi D(0) = 0 i za svako z,7 € R?, je zadovoljeno
|D(x) = D(7)| < Va(z,7)|z — &|.

Lema 1.3.35. [71, Lema 2.1.] Neka vaze pretpostavke Ay — As. Tada postoji jedin-
stveno globalno resenje jednacine (1.3.28) koje ima osobinu da, za svako T > 0, vazi

E sup !x |p <,
t€[0,T]

gde je C' pozitivna konstanta koja zavisi od p, T @ od pocetnog uslova 1.

1.4 Postojecéi rezultati koji se odnose na
primenu Tejlorovog razvoja
u aproksimaciji resenja razlicitih tipova
stohastickih diferencijalnih jednacina

1.4.1 Uvod

Dobro je poznato da se mnogi tipovi SDJ ne mogu resiti u velikom broju slucajeva. Tada
se mose primeniti neki analiticki metod za odredivanje njihovih aproksimativnih resenja
u eksplicitnom obliku ili u obliku koji je pogodan za primenu numerickih metoda. U
nastavku je, kroz rezultate razlic¢itih istrazivaca opisana ideja konstrukcije analitickog
metoda, zasnovanog na primeni Tejlorovog razvoja, koji se proucava u ovoj doktorskoj
disertaciji.

Razmatra se SDJ oblika

dz(t) = a(t,z(t))dt + b(t,z(t))dw(t), te€0,1], z(0)= o, (1.4.1)
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1.4. Postojeci rezultati koji se odnose na primenu Tejlorovog razvoja u
aproksimaciji resenja razlic¢itih tipova stohastickih diferencijalnih jednacina

na segmentu [0, 1], koji je standardna vremenska transformacija prozvoljnog segmenta
[to, T] za 0 < tog < T, kod koje je w = {w(t), t > 0} standardno d;—dimenzionalno
Braunovo kretanje, pocetni uslov je slucajna promenljiva xy koja je stohasticki nezavisna
od Braunovog kretanja w, a koeficijienti a : [0,1] x R? — R% i b: [0,1] x R — R4 gy
Borel-merljive funkcije.

Osnovna teorema egzistencije i jedinstvenosti resenja (Teorema 1.3.5), ¢iji se dokaz za-
sniva na Pikarovim!* iteracijama, zahteva globalni Lipgicov uslov (1.3.2) i uslov linearnog
rasta (1.3.3) po drugom argumentu za a i b. Ako je za svaki prirodan broj m zadovoljeno
El|xo|*™ < oo, Teorema 1.3.6 garantuje da postoji jedinstveno, s.i. neprekidno, strogo
resenje = jednacine (1.4.1) za koje je Esupyo ) [4(t)[*™ < oc. Stavise, primenom proce-
dure koja je koriséena u [32, 39], moze se dokazati da ako je E|xy|P < oo za proizvoljan
pozitivan broj p, onda je i E'sup,¢o ) |z(t)[P < oo.

Postoji veliki broj radova u kojima je resenje jednacine (1.4.1) aproksimirano na
proizvoljnoj particiji segmenta [0, 1],

O=ty<ty<---<t,=1, 8, =max{tp1 —t|ke{0,...,n—1}}. (1.4.2)

Tako je Marujama [55] bio jedan od prvih koji je izu¢avao srednje-kvadratnu konvergen-
ciju Ojlerovog metoda, koji je analogan Ojlerovoj poligonalnoj liniji u deterministickom
slucaju. Ovaj rezultat je poboljsao Kanagava u radovima [43, 44]. Preciznije, Kana-
gava je, primenom osnovnih Marujaminih ideja, u [43] razmatrao jednacinu (1.4.1) pod
pretpostavkom da vaze uslovi

|CL(t,ZE) —(I(S,y)|2+ |b(t7$) —b(S,y)|2 < L1(|flf—y|2+ |t_8|2)7 |CL(t,ZE)|2+ |b<t,$)|2 < LQ

i E|zg|* < oo. U [55], Marujama je definisao poligonalnu liniju, koja predstavlja aproksi-
mativno reSenje, na sledeéi nac¢in: Neka je (& )ren niz prirastaja Braunovog kretanja
oblika & = w(ty) — w(ty_1), za svako k € N. Neka su slu¢ajne promenljive Yp, Yy, ... Y,
definisane sa Yy = X i

k k
Y= Yo+ Y alty1, Vi)t —tia) + Y b(ti1, Y1) &
=1 j=1
Neka je y, = {yn(t), t € [0, 1]} poligonalna linija odredena relacijom
t—t
Yn(t) = Vi + ——" (Yip1 — Vi), t € [tetiga), k€ {0,...,n — 1}
U1 — i

Modifikacijom Marujaminog rezultata (Teorema 1 iz [55]), Kanagava je dokazao da niz
(Yn(t))nen konvergira ka resenju z jednacine (1.4.1) u smislu LP-norme, tj. za svako
p > 2 vazi da je Esupycoq)|yn(t) — z(t)|” — 0, kada n — oco. Za svako € > p/2 red ove
aproksimacije je odreden relacijom
E sup |yn(t) - x(t)‘p = 0(52/2 (log 5n)5).
te(0,1]

U radu [43] Kanagava je poboljsao svoj rezultat aproksimirajuéi resenje x jednacine (1.4.1)
resenjima (2"),en, jednacina

dz"(t) = a(te, 2" (te))dt + b(tr, z"(t))dw(t), ¢ € [te,trr1), k €{0,....,n—1},(1.4.3)
z"(0) = xo.

HPpicard C. E. (1856-1941) - francuski matematicar
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1. Uvod

Bliskost ta¢nog i aproksimativnih resenja u LP-smislu, p > 2, je reda 0(52/ 2), kada

n — oo id, — 0. Ovaj rezultat, za p = 2, je ranije postignut u radu Gihmana i
Skorohoda [17].

Osnove analitickog metoda razmatranog u ovoj disertaciji poticu iz radova Atale [1, 2].
U radu [1], pod Lipsicovim uslovom (1.3.2) i uslovom linearnog rasta (1.3.3) za koeficijente
prenosa i difuzije a i b, pokazano je da se reSenje = jednacine (1.4.1) moze aproksimirati
resenjima z" jednacina (1.4.3), u smislu LP-norme, p > 2. Red ove aproksimacije je
O(5£/2), kadan — 0014, — 0. Osim toga, resenje 2" = {z"(t), t € [0, 1]} je konstruisano
kao s.i. neprekidan proces sukcesivnim povezivanjem procesa {x"(t), t € [t tx1]} u
tackama ty, k € {0,...,n — 1}, particije (1.4.2).

Medutim, Atala je u radu [2] poboljsao svoje rezultate iz [1], aproksimirajuéi resenje
jednacine (1.4.1) resenjima SDJ dobijenih na particiji (1.4.2), ¢iji su koeficijenti prenosa
i difuzije Tejlorove aproksimacije prvog reda funkcija a i b po argumentu z, tj. reSenjima
linearnih SDJ

(1) = [a(tk, () + al (b, 2" (1)) (2] — 2t )] dt (1.4.4)

n [b(tk,x"(tk)) 0t 2™ (1)) (2 — xfk)}dw(t), t € [t test),

za k € {0,...,n — 1}, gde je 2"(0) = z( s.i. Aproksimativna reSenja z" su takode
konstruisana nadovezivanjem resenja jednacina (1.4.4) u podeonim tackama. Atala je
pokazao da ako funkcije a, b, a, i b, zadovoljavaju Lipsicov uslov (1.3.2) i ako funkcije f
i g definisane sa

f(t,[E, y) = a(ta y) - CL(t,ZL‘) - a;(t’x)(y - :L‘)7 g(ta Z, y) = b(tv y) - b(t’ {L‘) - b;(t,l’)(y - {L‘)

zadovoljavaju uslov |f(t,z,y)| + |g9(t,z,y)| < K|y — z|?, onda red ove aproksimacije u
smislu LP—norme, odnosno bliskost reSenja z i ™ se moze oceniti kao 0(55), kada n — oo
id, — 0.

Prate¢i prethodni koncept i imajuc¢i u vidu da je primena Tejlorove formule, koja
funkcije aproksimira polinomima, veoma korisna u teorijskim i prakti¢nim istrazivanjima,
logi¢no je postaviti pitanje koliki je red aproksimacije reSenja x procesima x™ koji su
reSenja SDJ ¢iji su koeficijenti prenosa i difuzije Tejlorove aproksimacije funkcija a i
b do proizvoljnog, fiksiranog reda. Pritom koeficijenti polazne jednacine zadovoljavaju
globalni Lipsicov uslov i uslov linearnog rasta. Glavni rezultati u nastavku ovog poglavlja
daju odgovor na ovo pitanje, kako za jednac¢inu (1.4.1), tako i za neke slozenije tipove
jednacina.

1.4.2 Stohasticke diferencijalne jednacine

U ovom odeljku su izlozeni rezultati rada [27] u kome su autori razmatrali skalarnu
jednacinu (1.4.1) (d = 1), ¢iji je ekvivalentan integralni oblik

z(t) = xo —I—/O a(s,z(s))ds +/0 b(s,z(s))dw(s), te0,1]. (1.4.5)
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1.4. Postojeci rezultati koji se odnose na primenu Tejlorovog razvoja u
aproksimaciji resenja razlic¢itih tipova stohastickih diferencijalnih jednacina

Njeno resenje je na particiji (1.4.2) aproksimirano resenjima z™ = {a"(t), t € [0,1]}
jednacina ¢iji su koeficijenti prenosa i difuzije Tejlorove aproksimacije funkcija a i b, tj.

t ma aé“ s, (¢, :
2(1) = 2" (k) + / Zw(ﬁ(@—x”(m) ds (1.4.6)

7!

t ma (Z 3 " (ty i
/ b (t () (2"(s) — 2"(tx)) dw(s), t€ [tu,trsal, k €{0,...,n—1},

tk j=0

gde je x™(ty) = x¢ s.i. Ovako konstruisano aproksimativno resenje ™ = {z"(t), t € [0,1]},
koje je nastalo sukcesivnim povezivanjem procesa {z"(t), t € [tg,lr+1]} u tackama ¢y,
k € {0,...,n — 1}, je s.i. neprekidan proces. Ocigledno, funkcije a i b moraju zadovol-
javati odgovarajuce pretpostavke, a pre svega moraju biti dovoljno glatke. Pretpostavlja
se egzistencija i jedinstvenost resenja aproksimativnih jednacina (1.4.6), bez posebnog
naglasavanja pretpostavki koje zadovoljavaju koeficijenti ovih jednacina, dok su naglasene
samo one pretpostavke koje se eksplicitno koriste u dokazima. Osim gore navedenih pret-
postavki da funkcije a i b zadovoljavaju Lipsicov uslov (1.3.2) i uslov linearnog rasta
(1.3.3), uvode se sledece pretpostavke:

Ai: Funkcije a i b imaju Tejlorove aproksimacije po drugom argumentu do mi—og i
ms—0g reda, respektivno.

As: Funkcije a; m1+1) i b;mz-&-l)

stante Ly i Ly takve da je

su uniformno ogranicene, tj. postoje pozitivne kon-

sup |a§;m1+1)(t> f)‘ < LI’ sup ‘b;mz-i-l)(t, x)‘ < LQ'
(t,z)€[0,1]xR (t,z)€[0,1] xR

Asz:  Postoje jedinstvena, s.i. neprekidna stroga resenja x i 2" jednacina (1.4.5) i
(1.4.6), redom, koja zadovoljavaju uslove

(M+1)?

E sup |$ | <oo 1 FE sup ‘x"(t)} P <@ < o,

te[0,1] t€[0,1]

gde je M =my Vmsy i@ je pozitivnha konstanta.

Autori su dokazali sledeca tvrdenja.

Propozicija 1.4.1. Neka su z™ resenja jednacina (1.4.6) i neka su pretpostavke (1.3.2),
(1.8.3) i Ay — As zadovoljene. Tada, za 0 < r < (M + 1)p, vazi

Ela"(t) — a"(t)|" < CO%, t€ [t tam], k€ {0,... n—1},
gde je C konstanta nezavisna od n i o,.

Propozicija 1.4.2. Neka su x i 2™ reSenja jednacina (1.4.5) i (1.4.6), redom, i neka
vaze pretpostavke (1.3.2), (1.3.3) i Ay — As. Tada je, za p > 2, zadovoljeno

sup E|z(t) —a"(t)]" < Holm+bp/2,
tel0,1]

gde je m = mq Amsg i@ H je konstanta nezavisna od n i d,.
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1. Uvod

Teorema 1.4.3. Neka vaZe pretpostavke Propozicije 1.4.2. Za p > 2 je tada

E sup |z(t) — 2"(t)]" < K&mVP/2 - fada n — oo, 6, — 0,
te(0,1]

gde je K konstanta nezavisna od n i 0,,.

Teorema 1.4.4. Neka su zadovoljene pretpostavke Teoreme 1.4.3 1 neka postoji opadajuci
nula niz pozitivnih realnih brojeva (o, )nen 2a kogi je > oo | dpa,? < oo. Tada niz (2™)nen
reSenja aproksimativnih jednacina (1.4.6) konvergira skoro izvesno ka reSenju x jednacine

(1.4.5).

1.4.3 Stohasticke diferencijalne jednacine
sa vremenski zavisnim kasnjenjem

U radu [60] razmatrana je SDJVZK (1.3.7) uvedena u Odeljku 1.3.2, ¢iji je ekvivalentan
integralni oblik

t

z(t) = &(0) +/ a(z(s), z(s — 6(s)), s)ds + / b(z(s), z(s — 8(s)), s)dw(s), (1.4.7)

to to

za svako t € [ty, T, sa pocetnim uslovom (1.3.8). Neka je
to<t1<---<t,=T (1.4.8)

ekvidistantna particija segmenta [to, 7], pri ¢emu je prirodan broj n odabran tako da
postoji prirodan broj n, za koji je 7 = n.(T — ty)/n. Dakle, podeone tacke segmenta
[to — 7,T] su

T—t
ty =to+ k . ke{-n....,—1,0,1,...,n},
n

gde je dijametar podele 0,, = (T — t)/n € (0,1), za dovoljno velike brojeve n € N.
Resenje jednacine (1.4.7) je aproksimirano na particiji (1.4.8) stohastickim procesima
{z"(t), t € [to — 7, T]} primenom Tejlorovih razvoja koeficijenata a i b po prva dva
argumenta. Ako je t € [ty txr1], kK € {0,...,n — 1}, onda, kako kasnjenje zavisi od
vremena, s — d(s) za s € [ty,t] moze uzimati vrednosti iz nekog od intervala [t;,t;11),
j € {k—n.,...,k}. Zbog toga se ne mogu odmah odrediti tacke u kojima se traze izvodi
u Tejlorovom razvoju po drugom argumentu koeficijenata jednac¢ine. U tom smislu je
prirodno posmatrati podskupove A{z, za j € {k —n., ..., k}, segmenta [ty t], gde je

Al ={setpt]|s—05(s) € [tj tj+1) }-

Da bi se opisla ¢injenica da se izvodi koeficijenata jednacine (1.4.7) po drugom argumentu
odreduju u tackama z"(t;), kadaje s € A, zat € [tg, tg1]1s € [ty t], uveden je stepenasti
proces

(5= Y xule)an(t,), (1.4.9)

j=k—ns
gde je a"(t;) = &(t; —to) za j € {—n.,—n.+1,...,—1}.
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1.4. Postojeci rezultati koji se odnose na primenu Tejlorovog razvoja u
aproksimaciji resenja razlic¢itih tipova stohastickih diferencijalnih jednacina

Resenje © = {z(t), t € [to,T]} jednacine (1.4.7) je aproksimirano na particiji (1.4.8)
resenjima {z"(t), t € [ty tg1]}, k € {0,...,n — 1}, jednacina

" (t) = 2" (ty) + /tt i dia(x”(tk?, 2"(s), s) ds

7!

k=0
t & dib(z(ty,), 27(s), s
+/ > (" ’“z' (5). ) dw(s), t€ [ty,trr],  (1.4.10)
tk =0 :
sa pocetnim uslovom zy = § za k = 0, tj. pocetnim uslovima zj, za k € {1,...,n—1}.

U ovoj jednacini su koeficijenti prenosa i difuzije Tejlorovi razvoji funkcija @ and b po
prvom argumentu u okolini tacaka x™(t;) i po drugom argumentu u okolini tacaka ™ (s),
s € [ty t], k € {0,...,n— 1}, do my—og i my—og izvoda, redom, gde je

' i ’L az n ‘%n , . R .
oot = 3 (1) (g) af Jln(ff) S A

, i\ Ob(x , o
) 01) = 3 () g PO (g

za Ax} = x"(t) — 2" (tp) i Az} = 2™ (t —6(t)) — 2" (t).
Imajuéi u vidu da (1.4.9), jednacine (1.4.10) mogu biti predstavljene u obliku

-1

" (t) = + > / Zdl t_t(’) %) s (1.4.11)

j=k—ns klO

d'f(z™(tg), 2" (t;), s
+Z/Z I <2! <>>d8

Ay = 0
"(4), E(t; — o),
T Z / k) g( 0) 5) dw(s)
j=k—n. A =0 :
t:),s
+Z/ ’“)Z! () )dw(s), t € [te, tis]-
Ay =0
Aproksimativno resenje 2™ = {z"(t), t € [ty — 7,T|} je s.i. neprekidan proces koji

je konstruisan sukcesivnim povezivanjem pocetnog uslova {£(60), —7 < 6 < 0} i procesa
{z"(t), t € [tx,tg+1]} utackama t, za k € {0,...,n—1}. Za funkcije a i b se pretpostavlja
da zadovoljavaju globalni Lipsicov uslov (1.3.9) i uslov linearnog rasta (1.3.10), $to garan-
tuje egzistenciju i jedinstvenost resenja SDJVZK (1.4.7). Za aproksimativne jednacina
se pretpostavljaju egzistencija i jedinstvenost resenja, bez posebnog naglasavanja uslova
koje zadovoljavaju njihovi koeficijenti. Pored toga, vaze i naredni uslovi:

A : Funkcije a i b imaju Tejlorove razvoje po prvom i drugom argumentu do mi-og
i mo—og reda, respektivno.

As : Parcijalni izvodi redova m;+11my+1 za funkcije a i b, respektivno, su uniformno
ograniceni, tj. postoji pozitivha konstanta L takva da je

omHa(x,y,t)
D Oy 1
™ b(x, y,t)
D Dyt

sup
(z,y,t)ERIXRIX [to,T

<L, je{0,...,mq+1},

sup
(z,y,t)ERIXRIX [to,T

<L, j€{0,...,my+ 1}
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1. Uvod

As : Postoje jedinstvena, s.i. neprekidna resenja z i 2" jednacina (1.4.7) i (1.4.10),
redom, tako da je za p > 2,

)‘(M+1)2

E  sup ‘x(t)|p <oo, E sup ‘x"(t P<Q < oo,

te(to—7,T) te(to—7,T)

gde je M =my1 Vms i@ > 0 je konstanta nezavisna od n. Pored toga, pretpostavlja se
da je E||&[|M+D*P < oo.

Ay : Pocetni uslov € je LipSic-neprekidan, tj. postoji pozitivna konstanta 3 takva da
je, za svako —7 < 61,60, <0,

|£(02) — £(01)] < B]62 — 61].
Propozicija 1.4.5. Neka su {x"(t), t € [tg,trs1]}, k € {0,...,n— 1}, resenja jednacina
(1.4.10) i neka vazi uslov (1.3.10) i pretpostavke Ay — As. Tada je za svaki realan broj r
za koji je 2 < r < (M + 1)p, ispunjeno
E sup |2"(s) —a"(t)| < Cn™%  teltptpa], ke{0,...,n—1}

SE[tk,t]
Ako vazi i pretpostavka Ay, onda je

sup E|z"(s — d(s)) — i"(s)}r <Cn™? t€trtrn], ke{0,...,n—1},

Se[tk»t]
gde su C i C konstante nezavisne od n.

Teorema 1.4.6. Neka je x reSenje jednacine (1.4.7) i x™ njegova aproksimacija odredena
resenjima jednacina (1.4.10). Neka su zadovoljene sve pretpostavke Propozicije 1.4.5, kao
i LipSicov uslov (1.3.9) i pretpostavka Ay. Tada, za p > 2, vazi

E sup |z(t) —a"(t)[" < Hn P2,
te[to—7,T)

gde j7e m = my A my a H je konstanta nezavisna od n.

Teorema 1.4.7. Neka su ispunjena sve pretpostavke Teoreme 1.4.6. Tada niz aproksima-
tivnih resenja (x"),en odredenih jednacinama (1.4.10) konvergira sa verovatnocéom jedan
ka resenju x jednaciine (1.4.7).

Specijalno, za 6(t) =7 > 0, t € [to, T, jednacina (1.4.7) se svodi na SDJ sa konstant-
nim kasnjenjem, odnosno

¢ t

x(t) = {(O)+/ a(z(s), z(s — T),s)ds+/ b(z(s),z(s — 7),s)dw(s), t € [to,T], (1.4.12)
to to

sa pocetnim uslovom z;, = £. Dobro je poznato (videti, na primer [48]) da egzistencija i

jedinstvenost resenja jednacine (1.4.12) mogu biti dokazane pod uslovom linearnog rasta

(1.3.10) i globalnim Lipsicovim uslovom po prvom argumentu (1.3.13). Tada su aproksi-

mativne jednacine predstavljene takode u obliku (1.4.10), sa stepenastim procesom & koji

je u ovom slucaju oblika

2" (ty—n. ), ke{ne...,n—1}
i‘n(t) = xn(tk—n*> - ) le [tk7tk+1]7
E(ton. —to), k€0, nu—1}

za svako k € {0,...,n — 1}. Pod slabijim uslovom (1.3.13) umesto (1.3.9), tvrdenja
analogna Propoziciji 1.4.5, Teoremi 1.4.6 i Teoremi 1.4.7 vaze i za jednacinu (1.4.12).
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1.4. Postojeci rezultati koji se odnose na primenu Tejlorovog razvoja u
aproksimaciji resenja razlic¢itih tipova stohastickih diferencijalnih jednacina

1.4.4 Stohasticke funkcionalne diferencijalne jednacine

oblik

z(t) = £(0) +/ f(zs,s)ds +/ g(ws, 8) dw(s), t € [ty,T), (1.4.13)
Neka je
o<ty <---<t,=T (1.4.14)

ekvidistantna particija segmenta [to, 7|, odnosno, podeone tacke su oblika
k
tk:tO‘i‘g(T_tO), kE{O,...,n},

a dijametar particije 6, = (T' — ty)/n je iz (0,1), za dovoljno veliko n € N.

Kao sto je ve¢ naglaseno, resenje © = {z(t),t € [to — 7,7]} jednacine (1.4.13) se
aproksimira na particiji (1.4.14) reSenjima {z"(t), t € [ty,tx11]}, £ € {0,...,n — 1},
jednacina

¢ =)

e ds (1.4.15)

dw(s), t e [tkatk’+1]7

koje zadovoljavaju pocetne uslove zy, = &, odnosno zf = {2"(t +0), 0 € [~7,0]}, za
ke {l,...,n— 1}, a ¢iji su koeficijenti prenosa i difuzije Tejlorovi razvoji koeficijenata
a i b po prvom argumentu u okolini tacaka zj, , do mj;-og i ma-og Freseovog izvoda,
respektivno.

Koriste¢i prethodno naveden koncept, proces z" = {a"(t), t € [to — 7,T]} nastao
sukcesivnim povezivanjem pocetnog uslova & = {£(0), 6 € [—,0]} i stohastickih procesa
{z"(t), t € [tx,tg+1]} u podeonim tackama ty za k € {0,...,n — 1} je s.i. neprekidan.

Da bi se konstruisao ovakav analiticki metod, neophodno je da funkcionali a i b zado-
voljavaju odredene uslove, a pre svega moraju biti dovoljno glatki. Pretpostavlja se da
funkcionali a i b zadovoljavaju Lipsicov uslov (1.3.16) i uslov linearnog rasta (1.3.17), tako
da vaze egzistencija i jedinstvenost resenja jednacine (1.4.13). Bez posebnog naglasavanja
uslova koje zadovoljavaju koeficijenti aproksimativnih jednacina (1.4.15), pretpostavljaju
se egzistencija i jedinstvenost njihovih resenja. Pored toga, uvedene su i sledec¢e pret-
postavke:

Aj: Funkcionali a¢ i b imaju Tejlorove razvoje po argumentu z do mi—og i ms—og
Freseovog izvoda, respektivno.

Asy: Funkcionali agg)ﬂ) i g((;”f)ﬂ) su uniformno ograni¢eni, odnosno postoje pozitivne

konstante L i Ly tako da, za proizvoljno h € V', vazi

Sup Haggfg)“)(h,...,h)u < Ly||h| ™,
(x,t)eV X [to,T]

Sup Hbg;’jj)“)(h,...,h)u < Ly||h ™.
(z,t)eV x[to,T]
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1. Uvod

As: Postoje jedinstvena, s.i. neprekidna resenja z i 2™ jednacina (1.4.13) i (1.4.15),
redom, takva da je za p > 2,

E  sup }x(t)‘p < 00, E  sup ‘x"(t)|(M+1)2p < Q < oo,
te[to—,T) te[to—,T)

gde je M = my V my, dok je @ > 0 konstanta nezavisna od n. Pored toga, vazi da je
E|¢]| M+ < oo,

Ay: Pocetni uslov £ je globalno Lipsic-neprekidan, odnosno postoji realna konstanta
£ > 0 takva da, za svako —7 < 01,05 < 0, vazi

|£(02) — £(601)] < Bl02 — 64].

Da bi se ocenila bliskost resenja x i ™, prvo se navodi pomoc¢ni rezultat koji se moze
posmatrati nezavisno od pomenute problematike, ali koji se koristi u dokazu glavnog
tvrdenja.

Propozicija 1.4.8. Neka su {2"(t),t € [ty — T,tp1]}, & € {0,...,n — 1}, reSenja
jednacina (1.4.15) i neka su uslov (1.3.17) i pretpostavke Ay — Az zadovoljene. Tada, za
svako 2 < r < (M + 1)p, vazi ocena

E sup ‘xn(8> - xn(tk)‘r < Cnir/27 te [tkutk—l-l]? ke {07 RN [ 1}7

SE[tk,t]
gde je C' > 0 konstanta nezavisna od n.
Za dokaz narednog tvrdenja je vazna ekvidistantnost particije segmenta [to, 7.

Propozicija 1.4.9. Neka vaze svi uslovi Propozicije 1.4.8 i pretpostavka Ay. Tada je,
za svako 2 < r < (M + 1)p, ispunjeno

Bllaf —ap ||" < Bn ™% te [t tin], ke{0,...,n—1},
gde je B konstanta nezavisna od n.

Primenom Propozicije 1.4.9 se dokazuje da niz aproksimativnih resenja (z™),cn kon-
vergira u LP— smislu ka resenju z jednacine (1.4.13), a naredna teorema odreduje stepen
bliskosti resenja = i x™.

Teorema 1.4.10. Neka je x reSenje jednacine (1.4.13) i x™ njegovo aproksimativno
reSenje odredeno jednacinama (1.4.15). Neka vaZe sve pretpostavke Propozicije 1.4.9 i
Lipsicov uslov (1.8.16). Tada, za p > 2, sledi

E sup |z(t)—a2"(t)]" < Hp~(m+bp/2,
te[to—,T)

gde je m = my A my a H je konstanta nezavisna od n.

Dakle, vazi da je Esup,cy, .7 |z(t) —2"(#)[P — 0, kada n — oo, tj. 2" s q,
kada n — oco. Red konvergencije raste ako redovi u Tejlorovim razvojima funkcionala a
i b rastu, slicno Tejlorovoj aproksimaciji u realnoj analizi. Naredna teorema je direktna
posledica Teoreme 1.4.10, a ona garantuje da skoro sve trajektorije resenja 2™ konvergiraju
ka resenju z jednacine (1.4.13).

Teorema 1.4.11. Aka vaze sve pretpostavke Teoreme 1.4.10 onda niz (x™)nen aproksi-
mativnih reSenja, odredenih jednacinama (1.4.15), skoro izvesno konvergira ka resenju x
jednacine (1.4.13).
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1.4. Postojeci rezultati koji se odnose na primenu Tejlorovog razvoja u
aproksimaciji resenja razlic¢itih tipova stohastickih diferencijalnih jednacina

1.4.5 Neutralne stohasticke diferencijalne jednacine
sa vremenski zavisnim kasnjenjem

U radu [56], ¢iji su rezultati izloZeni u ovom odeljku, je aproksimativni metod primenjen
na klasu NSDJVZK, imajuéi u vidu da analiza takvih jednacina cesto podrazumeva pri-
menu netrivijalnih tehnika, kao §to su one u [42, 45, 57, 78, 80]. Drugim rec¢ima, cilj je
bio da se postigne dovoljno dobar red LP—konvergencije imajuci u vidu da je, na primer u
[57, 78], red L?>~konvergencije OM metoda za NSFDJ i NSDJVZK jednak (¢—1)/¢, gde je
¢ > 1 proizvoljan prirodan broj. Autori su resenje jednacine (1.3.19) aproksimirali nizom
reSenja NSDJ ¢iji su neutralni ¢lan i koeficijenti prenosa i difuzije Tejlorove aproksimacije
funkcija u,a i b, redom, do prvog izvoda. U tom smislu, prisustvo neutralnog ¢lana u
jednacini (1.3.19) zahtevalo posebnu tehniku. Posledica prisustva neutralnog ¢lana je,
izmedu ostalih, da je posmatran Tejlorov razvoj koeficijenata jednacine (1.3.19) do prvog
izvoda, da bi se postigao odredeni red LP—konvergencije.

Razmatra se NSDJVZK (1.3.19) sa pocetnim uslovom (1.3.20), predstavljena u svom
integralnom obliku

x(t) = £(0) + u(a:(t - 5(t))) - u(x(to — 5(250))) + / a(x(s), x(s — 5(3)))d$

to

+/ b(z(s), z(s — 8(s)))dw(s), tE€ [to,T]. (1.4.16)

to

Neka je tg < t; < --- < t, = T ekvidistantna particija segmenta [to,T], gde je prirodan
broj n odabran tako da postoji prirodan broj n, za koji je 7 = n,(T'—to)/n. Pretpostavlja
se i da je n dovoljno veliki broj tako da je 6, = (T'—ty)/n € (0,1). Dakle, podeone tacke
segmenta [tg — 7 — 0, T su

T—t
ty =t + k 0 ke{-n.—1,-n....,—1,0,1,... n}, (1.4.17)
n

pri cemu je dodata podeona tacka t_,, 1 za potrebu definicije ovog analitickog metoda.
Neka je 6(t_1) = d(to).

Resenje jednacine (1.4.16) je aproksimirano na particiji (1.4.17) stohastickim proce-
som {z"(t), t € [ty — T — d,,T]} primenom Tejlorovog razvoja koeficijenata u,a i b. Da
bi resenje bilo dobro definisano, neka je

() =x"(t +0,) =&t + 0, — to), tE[to—T—dn,to— 7] (1.4.18)

Za svako t € [tg,tr+1], k € {0,...,n — 1}, definisana je linearna interpolacija z}(t) za
T (th-1- 15 -1)/00)) T 2" (T (50 7601) s 20 (8) = (271(0), 20(0), - -, 2 4(1)), gde je

n n k n n
zk,j(t) = ] (tk—1—|8(tx_1)/0n]) T 5 (xj (tk—(6(tx)/60)) — ] (tk_1—L6(tk_1)/5nJ)>v (1.4.19)

za svako j € {1,...,d}.
Aproksimativna resenja {x"(t), t € [tg,tx41]}, k € {0,...,n—1}, su data jednacinama

2 (1) = 2" (1) + V(g 28 (1)) — Ualfy (1.4.20)

n )
to—1—|5(t_1)/0n]
t

t
n n . n n n n . n n
+ / A(I'S 7$S—5(8)7 wtk’ xtkaé(tk)/énJ)dS + / B(QjS?IS—(S(S)’ Itk7 wtkfl_ts(tk)/(;nJ )dw(s)7

ti ty
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1. Uvod

za t € [ty, tr41), sa pocetnim uslovima x7 = {2"(tx +0), 0 € [-7,0]}, zajedno sa (1.4.18),
gde je

Ur(i_ss 21 () = u(z (1)) + DWu(z () Az (1), (1.4.21)
Un (5 5(00)s Tt ooy o)) (1.4.22)
= (@ (tro1- 1500 1)/601)) + DVu(@" (tem1— (5001751 AT

A, T 50 00T sy (1.4.23)
= a(a" (t), 2" (b5 /5,))) + DV al@” (tr), 2™ (b 1500 /5,0)) (A" (Er), Ax" (b 5(2,)/601))
B2, 85003 T Ty siv ) (1.4.24)

= (2" (tr), 2" (te— 15 /601 ) + DO (1), 2" (te— 500y /60))) (AZ" (tr ), A (E 5014 /50 ))-

Dakle, u jednacini (1.4.20), za svako t € [ty, txs1], & € {0,...,n — 1}, neutralan ¢lan
predstavlja razliku Tejlorovih aproksimacija funkcije u prvog reda u okolini tacaka z}(t)
1 2™ (tk—1-|6(tx_1)/8,))- U tom smislu je, za svako i € {1,...,d},

Az i(t) = o (t = 0(t) =z, (t), AZp; = a7 (bt — 0(tr)) — 27 (Lk—1-6(tx_1) /5] )

tako da je

— Zd aul Zk (t Azkl(t) -

=19z} ,(t)

| 2i) Azp i (t)

i=1 0z ,(t)

DOy (22 (1) Az (t) = : (1.4.25)
Zd Oug(2} (t))AZk (t)

1182

i analogno

Our(z™ (tg—1-|s snl)) A ~
zd 1—[6(tg—1)/0n] AG"
i=1 Iy i

zd Oua (x™ (b—1— |6(ty_ 1)/6nJ))A~
DOwu(a™ (b1 1500 1761 ))AT? = =1 O (t=01)) . (1.4.26
[6(tk—1)/6n] k

d Oua(@™ (tk—1-6(ty_1)/6n1)) A
Zi:l oz (t—4(t)) ki

Koeficijenti prenosa i difuzije jednacine (1.4.20), datisa (1.4.23) 1 (1.4.24), su Tejlorove
aproksimacije funkcija a i b prvog reda u okolini tacaka (™ (tx), 2™ (tk—|5(t)/5n])> S € [t 1],
ke{0,...,n—1}, gde je

DOa(a" (tr), 2" (tr-1s(t)/62))) (AT (k) Ax™ (ti—5(14)/6,)))
r day (z™ x t Oai(x ¢
Zj X 1(@" (te) @™ (b — 6(¢) /6n ) Aar; ( )+Zz X 1(@" (t) @™ (b — 6(ty,) /6] )Aa: (tk—L6(tk)/5nJ)

0x7(s) Oz (s—6(s))
das(z™ T Oaz(x
. Z;j 1 A (tk)ag:(t(ks) L5(tk)/5nJ) AI ( )+Zd 2t (tkl (s(tké(g)s;tM/énJ))Ax (tk—L5(tk)/5nJ)

d Oaa(a™ (t) 2" (b 501y /6n)) 'aa@t)m(t )
Zz . d k 5o (ks)[(s( £)/dn] A:L‘ ( )+Zz . d gxn(s k&(“;; £)/dn] A:L‘ (tk_\fs(tk)/énJ)_

pri ¢emu je, za svako i € {1,...,d},
Axi(ty) = z7(s) — o (te) 1 Az}t (50t0)/6.)) = 7 (8 — 0(8)) — @ (Th—|5(t0) /60 )-
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1.4. Postojeci rezultati koji se odnose na primenu Tejlorovog razvoja u
aproksimaciji resenja razlic¢itih tipova stohastickih diferencijalnih jednacina

Zbog jednostavnije notacije, prvi izvod funkcije b je biti predstavljen za y,q € R x RY
kao

S Ll v Py Pl
DWg(y)g = Z?il ébé—;fy)qz' Z?il %yfl’)% - Z?L 8%2;3;@) i 7
> 8:1)5—;@ DYyt ébs—zf”qi > a:bdad—yli(y)qi
gde je,zai € {1,...,d}, s € [ty,t], k€ {0,....,n— 1}, a
yi = 27(s),  Yayi = 77 (s — (s)), (1.4.27)

¢ = Az (te) = 2 (s) — 2 (t),  qavi = 7' (s — 0(s)) — 27 (th—(5(00)/6,))-
Aproksimativno resenje 2™ = {2"(t), t € [to — T — 0y, T}, konstruisano sukcesivnim
povezivanjem procesa {z"(t), t € [to — T — Jy, to — 7|} datim sa (1.4.18), pocetnog uslova
{£(0), —7 < 6 <0} i procesa {x"(t),t € [t, tg1]} u tackama t, za k € {0,...,n — 1} je
s.i. neprekidan proces.

Uz uslove (1.3.22) i (1.3.24) za koeficijente jednacine 1.4.16, uvode se dodatne pret-
postavke:
A : Funkcije u,a i b imaju Tajlorove razvoje prvog reda.

As : Postoji realna konstanta 8 € (0, 1) takva da je, za svako x € R,
[DWu(z) < B.
As : Postoji pozitivna konstanta L, takva da je, za svako y, ¢ € R x R?,
[DWa(y)g| v [DWb(y)g| < Lolql.

Uzimajuéi u obzir pretpostavku A; uvode se dodatne pretpostavke u vezi ostataka
Tejlorovih aproksimacija funkcija u,a i b. U tom smislu, za svako =, h € R?, pri ¢emu je
drugi izvod funkcije u u tacki z oznacen sa D®y ( ) vazi

S S Rl
u2 361,362, ,xd)h h

DPy(z)h? = Yia Xim OO 7. (1.4.28)
Do i 1%le

Analogno je, za svako y, ¢ € R? x R?, oznaceno

2d  0%a1(y1,Y25--,Y24)
Do 2oty Sttt g,

2d 32@2(y1,y2, Y2d)
D®a(y)q* = PR Owu T (1.4.29)
d 07a Y2 yeees
YL Thq
i
DPbly)d’ (1.4.30)
[ 2d  92b1( 2d 82 0d by ( i
Z Z]dl 8822;/;('193(/1;) Q1QJ Z ngl 883{;;y] quy e z z]dl agyléyj qu
= Z’i:l Z] 1 8yféy§/ 4i9;j Z Zj 1 ayf?)yj 4q; - -- Z ZJ . 8;2:(19% G
20 2d 8b() 20 b
L Z Z] 1 8yjéy] QZQJ Z Z] 1 82/?5?/2; QzQJ Z Z] 1 a;jéy] ’Lq_7 |
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1. Uvod

Ay : Funkcije u, a i b su dva puta neprekidno-diferencijabilne i postoji pozitivna konstanta
L takva da je, za svako x, h € R,

|D@u(z)h?| < LIA, (1.4.31)
i da je za svako y,q € R? x RY,
|D@a(y)g®| v [DPb(y)g®| < Lig|*. (1.4.32)
As : Postoji pozitivna realna konstanta C¢ takva da je, za svako p > 2,

B osup ) —&(s)]P < Celt — s

t,s€[to—T,to], [t—s|<dn
Ag : Postoji pozitivna konstanta n > 0, takva da je
|6<t)_5<8)} §77’t_3‘> t,s € [t(J?T]

Napomena 1.4.12. Pretpostavka A, i teorema o srednjoj vrednosti povlace da je za
svako x,y € R?,

|u(z) —u(y)| < up [DWu(z + aly — )|z — y| < Blz —yl. (1.4.33)
agc|0,1
Neka vazi da je u(0) = 0. Tada relacija (1.4.33) implicira da je, za svako v € RY,
1spunjen uslov
lu(z)| < Bla. (1.4.34)

Pored toga, za svako x,h € RY, na osnovu pretpostavke As, vazi da je
| DWu(z)h| < Blh. (1.4.35)

Ako su ispunjeni uslovi (1.3.22), (1.3.24) i (1.4.33), postoji skoro izvesno neprekidno
resenje = jednacine (1.4.16) (videti [48]). Ako je zadovoljen i uslov (1.4.34) i ako je,
za svako p > 2, ispunjeno E|¢[|P < oo, onda je Esup,, ;< |z(t)[P < co. Jednacine
(1.4.20) su linearne SDJVZK na [ty, tx41] za svako k € {0,...,n — 1}. Zbog toga, pod
datim uslovima, postoje jedinstvena reSenja ovih jednacina.

Za proizvoljno p > 2, uvedena je oznaka

H(p) = 2P~ (1 + 2P)BP. (1.4.36)

Propozicija 1.4.13. Neka jep > 2 i H(p) < 1. Ako je E||&||P < oo, ako vaZe pretpostavke
Ay — Az i uslovi (1.3.24) i (1.4.34), postoji pozitivna konstanta Q(p), takva da je

E sup [a"(t)]" < Q(p).

tE[to—T—(Sn,T]

Za potrebe naredne propozicije uvedeni su stepenasti procesi

n—1
y?(t) = Z xn(tk)X[tk,tkH)(t)a te [tO - T 5?1’ T]v (1437)
k=—n.—1
n—1
y?(t) = Zxn(tk*uk/(an)X[tkvthrl)(t)’ te [tOvT]' (1'4'38)
k=0
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1.5. Neki pojmovi, tvrdenja i nejednakosti matematicke analize

Propozicija 1.4.14. Neka vaze pretpostavke Ay — Ag kao i uslovi (1.8.24) i (1.4.34).
Neka je jos E||E||*? < oo, za neko p > 2, i

H(dp) v [31’—151”[ (L+ 270 3+ )P + 2713 + [20])7 + 2+ L) )pH <1, (1.4.39)

pri cemu je funkcija H definisana sa (1.4.36). Tada za proizvoljan prirodan broj £ > 1
postoji konstanta A(€) > 0, koja zavisi od £, ali ne i od n, tako da je

E  sup |a"(t) —yi(0)| < A(On T (1.4.40)

te[to—7—0n,T]

E sup |2"(t—08(t) —yi(0)F < (2+ [n))PA@)n "2 (1.4.41)

te(to,T)

Teorema 1.4.15. Neka je p > 2 tako da je E||&||*P < oo i

H(sp) v [377 5% [ (14277 3+ [nl)™ + 27713+ [20))7 + @+ )] | < 1.

Neka su zadovoljene pretpostavke Ay — Ag kao i LipSicov uslov (1.58.22), uslov linearnog
rasta (1.3.24) i relacija (1.4.34). Tada je, za svako { > 1,

E sup |z(t) — :U"(t)‘p < D(ﬁ)n_%, (1.4.42)

te[to—7,T)
pri cemu je D(€) > 0 konstanta koja zavisi od £, ali ne i od n.

Teorema 1.4.16. Neka su ispunjene sve pretpostavke Teoreme 1.4.15. Tada niz (z")nen
aproksimativnih resenja odredenih jednacinama (1.4.20) konvergira skoro izvesno ka re-
senju x jednacine (1.4.16).

1.5 Neki pojmovi, tvrdenja i nejednakosti
matematicke analize

U ovom poglavlju su izlozeni osnovni elementi matematicke analize koja se primenjuju u
dokazima stohastickih rezultata.

Definicija 1.5.1. Funkcije |-],[-] : R — Z definisane su sa
] =max{z € Z|z <z}, [z]=min{ze€Z]|z<z}, xR

Definicija 1.5.2. Realni brojevi p i q ¢ine dualni par brojeva (p,q), odnosno par konju-
govanih eksponenata, ako jep >1,q¢> 11

1 1

- +-=1

p q
Teorema 1.5.3 (Jang'®). Neka p i q ¢ine dualni par brojeva. Tada za nenegativne realne

brojeve a i b vazi
a? bl
ab< —+ —. (1.5.1)
p q

Jednakost u relaciji (1.5.1) vazi ako i samo ako je a? = b9.

15Young W. H. (1863-1942) - engleski matematicar
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1. Uvod

Naredna teorema i njene posledice imaju vaznu ulogu u tehnici koja se primenjuje u
dokazima glavnih rezultata doktorske disertacije.
Pod merom ¢e nadalje biti podrazumevana pozitivna mera.

Teorema 1.5.4 (Helder!%). Neka je dat prostor mere (G,G, ), neka su f,g: G — R?
(ili f,g: G — C%) merljive funkcije i neka p i q ¢ine dualni par brojeva. Tada je

Lot ([ |f|”du>l/p< / |g|qdu)l/q. (152)

Specijalan slucaj ove teoreme za p = ¢ = 2 je nejednakost Kosi'’-Svarc'®-Bunjakov-
skog!?.
Neka su za realne veli¢ine a i b uvedene oznake a A b = min{a, b} i a V b = max{a, b}.

Posledica 1.5.5. Za svaki nenegativan realan broj r i za proizvoljne vektore x; normira-
nog prostora (X, || - ||x), i € {1,...,n}, n € N, vazi

n
| >
i=1

Dokaz. Najpre ¢e biti dokazano da za sve proizvoljne nenegativne realne brojeve b;,
ie{l,...,n},neN, vazi

LS (V)Y (1.5.3)
=1

(2:@ <(n'v1) z:; ;. (1.5.4)

Relacija (1.5.4) je posledica Helderove nejednakosti (za meru prebrojavanja), u slu¢aju
da je r > 1. Zaista, vazi da je

1=

jer je x — z" rastuca funkcija, z > 0. U slucaju da je r € {0,1}, relacija (1.5.4) je
trivijalno zadovoljena, a u slucéaju da je r € (0, 1), relacija (1.5.4) sledi iz

- (S0 = (50)

Na osnovu nejednakosti trougla, ¢injenice da je t — t" neopadajuca funkcija za ¢t > 0 i
relacije (1.5.4), sledi da vazi i relacija (1.5.3). O

Sldeci pojmovi i rezultati teorije mera imaju posebno mesto u daljoj analizi.

1/r

Definicija 1.5.6. Neka je (G, G, i) prostor mere. Mera u je c—konacna ako skup G moze
biti prekriven pomocu najvise prebrojivo mnogo merljivih skupova konacne mere.

6Hglder O. L. (1859-1937) - nemacki matematicar
17Cauchy A. L. (1789-1857) - francuski matematicar
18Schwarz H. (1843-1921) - nemacki matematicar
YBunyakovsky V. Y. (1804-1889) - ruski matematicar
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1.5. Neki pojmovi, tvrdenja i nejednakosti matematicke analize

Definicija 1.5.7. Neka je dat prostor mere (G, G, ) i funkcija f : G — R ili f: G — C.
Funkcija f je G—integrabilna ako je G—merljiva 1

| 11 < .

Teorema 1.5.8 (Fubini®®). Neka su (F,F,u) i (G,G,v) prostori o—konacnih mera i
neka je funkcija f F X G—integrabilna. Tada je

(Lol ()

i) = [
FxG

Fubinijeva teorema, tj. njena posledica koja se navodi u nastavku, se primenjuje kroz
celu disertaciju, pri cemu ¢e se menjati redosled integracije kod matematickog ocekivanja
Lebegovog?! integrala.

Posledica 1.5.9 (Toneli*?). Neka su (F,F,u) i@ (G,G,v) prostori o-konacnih mera 1
neka je funkcija f 1 F' x G — R nenegativna i (uxv)-merljiva. Tada je

o= (o= [ (f)o

Teorema 1.5.10 (Grunval**-Belman?!). Neka su dati realni brojevib > a >0 ic >0
i funkcije u,v : [a,b] — Ry, pri ¢emu je u ogranicena i Borel-merljiva a v integrabilna.
Ako je za proizvoljno t € [a,b] zadovoljeno

u(t) < c+/ v(s)u(s)ds,

onda vazi i )
u(t) < cela?@ds -t e [a,0). (1.5.5)

Definicija 1.5.11. Neka je dat merljiv prostor (G,G) i na njemu dve mere i i v. Mera
1 je apsolutno neprekidna uw odnosu na meru v, u oznaci p << v, ako za svaki merljiv
skup S € G za koji je u(S) =0 vazi da je v(S) = 0.

Naredna teorema ima vaznu primenu u mnogim oblastima a izmedu ostalih, i u teoriji
verovatnoce.

Teorema 1.5.12 (Radon?*—Nikodim?®). Neka je dat merljiv prostor (G,G) i na njemu
dve o—-konacne pozitivne mere p i v, pri cemu je mera i apsolutno neprekidna u odnosu
na v. Tada postoji, do na skup p—-mere nula, jedinstvena G-merljiva funkcija f : G — Ry
(koja se jos naziva Radon—Nikodimov izvod) takva da je, za svaki merljiv skup S € G,

V(S):/Sfdu.

20Fubini G. (1879-1943) - italijanski matematicar
2Lebesgue H. L. (1875-1941) - francuski matematicar
ZTonelli L. (1885-1946) - italijanski matematicar
BGronwall T. H. (1877-1932) - svedski matematicar
Z4Bellman R. E. (1920-1984) - americki matematicar
25Radon J.(1887-1956) - austrijski matematicar
Z6Nikodym O. M. (1887-1974) - poljski matematicar
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1. Uvod

Pomoéu Radon-Nikodimovog izvoda se definise uslovno matematicko ocekivanje slu-
¢ajne promenljive u odnosu na o—algebru.

Sledec¢a teorema, koja predstavlja integralnu nejednakost Biharijevog®” tipa iz [64],
¢esto se primenjuje u disertaciji kada nije moguée primeniti Teoremu 1.5.10.

Teorema 1.5.13. Neka je G klasa funkcija ¢ : Ry — Ry koje zadovoljavaju sledece
uslove:

1) ¢ je neopadajuéa i neprekidna u Ry i p(u) >0 za u > 0;

2) Lp(u) < @(2) zau>0, a>1.
Neka su f = f(z),u = u(x) realne nenegativne neprekidne funkcije na U, gde je U bilo
koji ogranicen skup u R.
Ako je g = g(x) pozitivna neopadajuca funkcija na U i ¢ pripada klasi G za koju vazi

ule) < gla)+ [ SO0 (15.6)

za svako x € U za koje je x > 2° € U, tada za 2° < x < a* vazi

ulz) < g(x)G_1<G(1) n /x:f(t)dt>,

gde je
*d
G(z):/ —S, z2>2">0
20 90(8)

i G~ je inverzna funkcija od G, gde je x* izabran tako da je

G(1) + /: f(t)dt € Dom(G™1).

1.6 Freseov izvod i Tejlorova formula

U ovom poglavlju ¢e biti ukratko objasnjen pojam FreSeovog izvoda i navedena odgo-
varujuca Tejlorova formula (na primer, [9, 15, 18, 24]). Neka su X = (X, - ||x) i
Y = (Y, - ||y) normirani prostori nad istim poljem skalara F. Skup £(X,Y) pred-
stavlja skup svih ogranicenih linearnih operatora iz X u Y. Norma || - ||zx,y) u £(X,Y)

je definisana sa
|Allzx,yy = sup [|[Az|ly, A€ L(X,Y)

[zl x <1

1 (L(X,Y), []"]lz(x,v)) je Banahov prostor nad poljem skalara IF, ako je prostor Y Banahov.
Neka je U otvoren podskup od X, neka je f : U — Y preslikavanje i g € U. Ako
postoji linearan operator F' € L(X,Y) tako da je

im £ (o + 1) — flwo) = Fhl[,,
h—0 17| x

tada je I’ FreSeov izvod preslikavanja f u tacki z i oznacava se sa F' = f; . Granicna
vrednost je posmatrana dok vektor h tezi nuli u X, a Freseov izvod je jedinstven u sluc¢aju
kada on postoji.

2TBihari I. (1915-1998) - madarski matematicar
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1.6. Freseov izvod i Tejlorova formula

Neka vazi pretpostavka da je preslikavanje f : U — Y Frese-diferencijabilno u svakoj
tacki o € U. Tada je f, € L(X,Y). Tada se razmatra preslikavanje o — f, iz skupa
U u prostor L(X,Y). Ako je ovo preslikavanje Frese-diferencijabilno u tacki z, tada je
drugi Freseov izvod f; € L(X,L(X,Y)).

U slucaju kada postoji drugi Freseov izvod u nekoj okolini U vektora xy € X, moze
se definisati F': U — L(X,Y) kao F(x) = f., za svako = € U. Na taj nacin je

||F(x0 + h) - F([EO) - Fa/cohHL(X,Y) . HfﬂlcoJrh - 9/60 - :;/ohHE(X,Y)

lim = lim =0.
h—0 | Al x h—0 Il bl x

Neka su X; = (X1, || - [|x,), - X0 = (X, || - I|x,), Y = (Y, ]| - ||y) normirani prostori
nad istim poljem skalara I i neka je B : X; x --- x X,, = Y preslikavanje koje je linearno
po svakom argumentu. Funkcija B je n-linearan operator iz X; x --- x X, u Y. Takav
n-linearan operator B je ogranicen ako postoji konstanta M > 0 tako da, za svako
(x1,...,1,) € X1 X -+ X X,,, vazi

IB(@1,... )|y < Ml @1]lx, - | Zallx,. (1.6.1)

Skup svih n-linearnih operatora iz X x --- x X,, u Y oznacen je sa M, (X1,...,X,;;Y).
Koristi se i oznaka M, (X, ..., X;Y) = M, (X" Y).

Lako je utvrditi da je M, (X7, ..., X,,; Y') vektorski prostor. Osim toga, ako se definise
norma opratora B € M,,(X1,...,X,;Y) kao infimum svih dopustivih M u nejednakosti
(1.6.1), tada je M, (X1,...,X,;Y) normiran prostor. Norma operatora B, dobijena za
date vektorske prostore na opisani nac¢in, oznacava se sa ||B||,, a ekvivalentno se moze
definisati kao

| Blln = sup |B(ha, ..., h")HY = inf {M > 0| M zadovoljava (1.6.1)}.
h1€X1,---,hnEXn
hllxy ==lhnll x, =1

Multilinearni operatori i ograniceni linearni operatori su u bliskoj vezi u smislu da je
M, (X™Y) izometricki izomorfan sa £(X,L£(X,...,L(X,Y)...)) u odnosu na stan-

WV
n puta

dardne norme ovih prostora. Stoga, ako je x € X tada je f; (z) € L(X,Y). Ako je
y € X, tada je f (z)(y) = fi (v,y) € Y i preslikavanje (x,y) — f. (v,y) pripada

My(X?:Y). Norma || f2 || cox.coxy)y) = |1 fill2 je ista u prostoru £(X, £(X,Y)) i u pros-
toru My(X?Y).

Na slican nacin se definisu visi Freseovi izvodi, u slucaju kada oni postoje. Tako je
n—ti Freseov izvod funkcije f u tacki z, ;,EZ}) € L(X,....,L(X,Y)...), ako je funkcija
—_———

n puta
Ty > fé’g‘l) Frese-diferencijabilna u nekoj okolini tacke xy. Takode, ako je funkcija f
Frese-diferencijabilna n puta u xog € X, onda je fég), razmatran kao n—linearan oper-
ator, simetrican po svakom argumentu. Drugim rec¢ima, za svako xy,...,z, € X vazi
@y, wn) = 9y, as), gde e {in, i} = {1,...,n}.

Od posebne vaznosti za ovu disertaciju je odgovarajuéi oblik Tejlorove formule [9, 15].
Neka su dati normirani prostori X = (X, [|-||x) 1Y = (Y,]| - ||y) nad istim poljem skalara
F, neka je U otvoren podskup od X i neka je f : U — Y funkcija koja je n 4+ 1 puta
Frese-diferencijabilna. Pretpostavlja se da su xg,z € U takvi da segment [xg,z] C U
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1. Uvod

(odnosno, xg + 0(x — ) € U za svako 0 < § < 1). Tada, za neko 6 € (0, 1) vazi formula

n

1 n
_f(x()) :Z Efaglg)gx_an)x_xO) ( ) fw(oj_—gl)x T0) (IE—IE(),...,I'—I'O)-
k=1 """

/

k ;:ua n+lvputa
(1.6.2)
Kako je k—ti Freseov izvod k hnearan operator, moze se koristiti jos jedna oznaka
(k) (x —To,..., T — X ) fgg0 (x — zo)*. Ostatak Tejlorovog razvoja moze se oceniti na
k puta
slede¢i nacin
_ (n+1) (n+1) +1
HR(xo’h)HY  (n+ l||fz0+9h \ )HY < (n+1)! 921[%)1)1] wao+9th+1Hth , (1.6.3)
n+1 puta ’

gdejeh=x—1x5 € X.

Specijalno, ako se posmatraju vektorski prostori X = R* i Y = R?, nad poljem R,
sa Euklidskim normama | - |, prethodno pomenuti Freseovi izvodi mogu se lako pred-
staviti pomocéu parcijalnih izvoda. Ako je funkcija f = (fi,..., fo) : R* — R? Frese-
-diferencijabilna u 2o € R? (dovoljno puta), tada f, = fﬁ)) = [gﬂ{; (mo)}d,xd :R? — RY,

1= 1 = [ (20)] g ¢ R = LRERY) il f7: (RY? - RY (razlikujuéi
slucajeve f € L(X,L(X,Y)) 1 fIl € My(X?Y)), itd.

330

36



Glava 2

Aproksimacije resenja

razlicitih tipova

stohastickih diferencijalnih jednacina
pod polinomijalnim uslovom
primenom Tejlorovog razvoja

Stohasticki numericki metodi, kao Ojlerov, Milstajnov, Vagner!-Platenov?, imaju red

konvergencije 1/2, 1, 3/2, respektivno, §to je tacno slucaj sa analitickim aproksimacijama
opisanim u ovom poglavlju, dobijenih primenama Tejlorovog razvoja reda nula, jedan i
dva, respektivno. Autori su u [22, 25, 46], na primer, pod ne-Lipsicovim i polinomi-
jalnim uslovima za koeficijente stohasticke diferencijalne jednacine, dokazali da Ojler-
-Marujamino redenje konvergira strogo reda 3/2. Seme Milstajnovog tipa [19, 26, 75],
pod istim uslovima, mogu dostié¢i jaku konvergenciju reda veéeg od onog koji dostizu
seme Ojlerovog tipa sa dodatnim racunskim zahtevom da se aproksimiraju iterirani Itovi
integrali u svakom vremenskom koraku. Zbog toga ove Seme gube prednost pred Semama
Ojlerovog tipa kada je u pitanju racunska efikasnost. Ove ¢injenice sugerisu da numericke
aproksimacije zasnovane na Tejlorovim razvojima viseg reda mogu biti poboljSane nji-
hovim kombinovanjem sa prezentovanim analitickim aproksimacijama.

Treba napomenuti da se primenom analitickog metoda proucavanog u ovoj disertaciji
dobija veca greska aproksimacije od one u sluc¢aju kada su ukljuceni i ostaci, ali, podobnim
izborom broja koraka n ova greska se moze uciniti zadovoljavajuc¢e malom.

Veoma c¢esto u primenama, kada je pogodnije da se koriste polinomi u poredenju
sa slucajem kada su koeficijenti jednacine komplikovane nelinearne funkcije, korisno je
primeniti analiticke aproksimacije.

U ovoj glavi ¢e biti razmatrana analiticka metoda koja se zasniva na Tejlorovom
razvoju koeficijenata razli¢itih tipova stohastickih diferencijalnih jednacina ¢iji koeficijenti
zadovaljvaju razlicite uslove. Pritom, ti uslovi u opstem sluc¢aju ne moraju da ukljucuju
Lipsicov uslov i uslov linearnog rasta.

U ovoj glavi su konstruisana aproksimativna resenja razli¢tih tipova stohastickih dife-
rencijalnih jednac¢ina definisanih na particiji vremenskog intervala. Koeficijenti polaznih
jednacina aproksimirani su njihovim Tejlorovim razvojima do na proizvoljan izvod u

Wagner V. V. (1908-1981) - ruski matematicar
ZPlaten E. (1949-) - nemacki matematicar
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2. Aproksimacije resenja razli¢itih tipova stohastickih diferencijalnih
jednacina pod polinomijalnim uslovom primenom Tejlorovog razvoja

slucaju kada se ponasaju kao polinomi. Ocenjena je bliskost pocetnih i aproksimativnih
reSenja u smislu LP—norme i sa verovatno¢om jedan. Neki od rezultata izlozenih u ovoj
glavi sadrzani su u radovima [10, 11, 12].

2.1 Stohasticke diferencijalne jednacine

Razmatra se stohasticka diferencijalna jednac¢ina (1.3.1), uvedena u Poglavlju 1.5, u in-
tegralnom obliku

z(t) = xo +/O a(s,z(s))ds +/0 b(s,z(s))dw(s), te0,T]. (2.1.1)

Aproksimativno resenje se definiSe na particiji vremenskog intervala [0, T]. Za svaki
prirodan broj n razmatra se particija oblika

O=ti<t1 <---<t,= T, 0, = max (tk+1 — tk) (212)

0<k<n—1
Resenja jednacina
t m1 a(mi) (Sal’n(tk))

x"(t):x”(tk)-i-/ >

lk ;—0

(2" (s) — 2" (ty)) ds (2.1.3)

i!

£22 b0 (5, 27 (1 i
_|_/ Z M(m”(s) —2"(tx)) dw(s), t € [t teral, k € {0,...,n—1},

|
tr i—o 11

u kojima su koeficijenti prenosa i difuzije Tejlorove aproksimacije funkcija a i b redom,
dok je z"(ty) = zo skoro izvesno, su primenjene za aproksimaciju resenja x = {z(t),
t € [0,7]} jednacine (2.1.1) na particiji (2.1.2). Funkcije a i b predstavljaju i-te
parcijalne izvode po drugom argumentu funkcija a i b, respektivno. Aproksimativno
resenje x™ = {x"(t), t € [0,T]}, konstruisano u (2.1.3) sukcesivnim povezivanjem procesa
{z"(t), t € [tr,tg11]} u tackama 5, k € {0,1,...,n — 1}, je skoro izvesno neprekidan
proces.

Na osnovu (2.1.3) moze se primetiti da koeficijenti aproksimativnih jednac¢ina ne za-
vise od ostataka u Tejlorovim razvojima, Sto nije slucaj kada se primeni [to—Tejlorov
razvoj. Ito—Tejlorov razvoj se dobija visestrukom uzastopnom primenom Itove formule
na integrande u integralnoj verziji za stohasticke diferencijalne jednacine i unificiran je
kanonickim sistemom ponovljenih stohastic¢kih Itovih integrala sa polinomijalnim tezin-
skim funkcijama [32]. Ovi razvoji su osnova dobro poznatih stohastickih numerickih
metoda, kao $to su Ojlerov, Milstajnov i Vagner—Platenov, koji su zasnovani na Tejlo-
rovom razvoju nultog, prvog i drugog reda, respektivno. Za numericke Seme viseg reda
zahteva se adekvatna glatkost koeficijenata prenosa i difuzije ali takode i odgovarajuca
informacija o izvodenju Vinerovog procesa. Ova informacija sadrzana je u ostacima koji
se sastoje od visestrukih stohastickih integrala u odnosu na Braunovo kretanje i njihove
ocene su relativno komplikovane [33, 34]. Metod prezentovan u nastavku je podoban u
slucaju kada je red Tejlorovog razvoja koeficijenata veéi od 1. Egzistencija i jedinstvenost
reSenja jednacina (2.1.1) i (2.1.3) je pretpostavljena bez razmatranja uslova koje ispun-
javaju njihovi koeficijenti. Pretpostavlja se da su svi Lebegovi i Itovi integrali dobro
definisani.
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2.1. Stohasticke diferencijalne jednacine

Uvode se sledece pretpostavke koje su neophodne da bi se dobili glavni rezultati ovog
poglavlja.

A1 Funkcije a i b imaju Tejlorove aproksimacije po drugom argumentu zakljucno
sa redom m;y i mo, respektivno.

Ay: Funkcije ai™ ™ § pim2th)
konstante L i Lo, tako da vazi

su uniformno ogranicene, odnosno postoje pozitivne

sup ‘a(m1+1)(t,m)| <L 1 sup |b§6m2+1)(t,x)‘ < L.

(t,2)€[0,T] xR ’ (t,x)€[0,T] xRY

As: Funkcije a i b zadovoljavaju polinomijalni uslov, odnosno postoje pozitivan broj
D i nenegativan ceo broj g, tako da za svako t € [0,T] i svako x,y € R?, vazi

lalt,x) — al(t,y)|* V |b(t.2) = b(t,y)|* < D1+ |2]7 + |y|7) |z — y|>.

Ay: Funkcije a(+,0) i b(-,0) su ograni¢ene na [0,7]. Preciznije, postoje pozitivne
konstante C, 1 Cj, tako da je |a(t,0)] < C, 1 |b(¢,0)| < Cy, za svako t € [0, 7.

As: Postoje jedinstvena, skoro izvesno neprekidna resenja = i 2" jednacina (2.1.1) i
(2.1.3), respektivno, koja zadovoljavaju

E sup }x(t)‘p(quH) V E sup |x”(t)’p(qu+1)2

te[0,T] te[0,T]

< Q < o0,

za p > 2, gde je (Q > 0 konstanta nezavisna od n i M = mq V ms.

Napomena 2.1.1. Lipsicov uslov, koji implicira da se koeficijenti ne menjaju brze od
linearne funkcije po z, kada se = menja, je suvise restriktivan. Siroka klasa stohastickih
diferencijalnih jednacina ima koeficijente koji ne zadovoljavaju globalni Lipsicov uslov i/ili
uslov linearnog rasta, Sto su dovoljni uslovi egzistencije i jedinstvenosti reSenja jednacine
(videti Teoremu 1.3.5). Pritom je uvdena pretpostavka o egzistenciji i jedinstvenosti
reSenja jednacina (2.1.1) i (2.1.3) bez eksplicitnog navodenja uslova za koeficijente koji
to garantuju, kao na primer, ako koeficijenti zadovoljavaju lokalni Lipsicov uslov i uslov
monotonosti (videti Teoremu 1.3.10).

2.1.1 Glavni rezultati

Osnovni cilj u ovom poglavlju je ocena bliskosti resenja = SDJ (2.1.1) i 2 SDJ (2.1.3),
kao i utvrdivanje brzine konvergencije niza (z"),en ka resenju z. U tom smislu dokazuje
se sledeca lema.

Lema 2.1.2. Neka su x" reSenja jednacina (2.1.3) i neka vaze pretpostavke A; — As.
Tada za svako 0 <r <p(M V q+ 1) vazi

Elz"(t) — a"(ty)|" < C'67/%,  t € [ty try], k€{0,1,...,n—1},
gde je C" univerzalna konstatna koja ne zavisi od n i od 6,.

Dokaz. Razmatra se niz jednacina (2.1.3) na particiji (2.1.2) oblika

t

x"(t) :x”(tk)+/ A(s,x"(tk),xn(s))ds+/ B(s, 2" (tr), 2" (s))dw(s),

tg Ly
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gde je t € [tg,trs1], k€ {0,1,...,n—1} i

mi a;i) " :

At 2 (1) = 30 OO gy )
zn:lg O 20 | (2.1.4)

ST AR (e () — 2 (t)

B(t,a"(tx),2"(1) =

=0

7!

Primenom elementarne nejednakosti (1.5.3) na (2.1.3), zatim Helderove nejednakosti na
Lebegov integral, nejednakosti Burkholder-Dejvis—Gandija i Helderove na Itov integral,
kao i Fubinijeve teoreme, za svako t € [ty, txa1], k € {0,1,...,n — 1}, za r > 2, dobija se
t
/B(s,x”(tk),x”(s))dw(s)

tk |
< o [(t — ) / t E|A(s, 2" (), 2" (s))| ds

ti

r

Elz™(t) — 2"(t)] < 27 {E‘ /ttA(s,x"(tk),m"(s))ds

+FE

ot — )2 / E|B(s,a" (), x”(s))‘rds}

tg

=27t — )" Pt — te) P (E) + e Ja(t)]. (2.1.5)

Za ocene integrala

Jl(t):/t E|A(s,x"(tk),x”(s))|Tds i Jg(t):/ E}B(s,x”(tk),:l:”(s))}rds

k k

koriste se pretpostavke A; — As. Tada je

Ji(t) = / E‘(a(s,x"(s)) —af(s,0)) +a(s,0) — (a(s, z"(s)) — A(s, z"(ty), x”(s))) ’Tds

tg

< 3T_1{/tE‘a(s,x"(s)) —a(s,())‘rds+/tE|a(s,0)|rds

tr tg

+ /t: E|a(s, 2" (s)) — A(s, 2" (tx), x”(s))yds}

=3 NI ) + T + TE(t) ) (2.1.6)

Da bi se ocenio integral J](¢), primenjuje se polinomijalni uslov A3, nejednakost (1.5.3)
i pretpostavka As. Na taj nacin se dobija

t r ¢ r/2
Ji(t) = / Ela(s,z"(s)) — a(s,0)| ds = / E(‘ a(s,z"(s)) — a(s,())‘z) ds
tr ty
¢ r/2
g/E(D(1+|x"(s)|q)-\x”(s)\2> ds
t
' t
S D'r/22(7"—2)/2/ E<(1+ |fEn(S)|TQ/2)|$n(S)|T>dS
i
t
_ Dr/22(r2)/2/ <E|xn(s>’r+E’xn(s)lr(lJrq/Q))dS
ty
t
< D/29r=2/29 / Qds = QD"?2"2(t — t,). (2.1.7)
ty
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2.1. Stohasticke diferencijalne jednacine

Za ocenjivanje integrala JZ(t) u izrazu (2.1.6), primenjuje se pretpostavka Aj,. Stoga vazi

t

0 ;/ Ela(s, 0)]"ds < CT(t — t). (2.1.8)
tr

U cilju ocene integrala J3(t) u (2.1.6), koriste se uslovi A;, A, nejednakost (1.5.3) i As.

Postoji 6; € (0,1) tako da vazi

Ji(t) = /tE a(s,z"(s)) — A(s,z"(ty),2"(s)) ds

k

t (m1+1) n n n T
E/E a (s,2™(t)+ 01 (2"(s) — 2" (t))) (2"(s) — 2"(t)) o
Ly t
<"1 . 2(m1+1)r—1/ <E|xn(s)|(m1+1)r + Elxn(tk”(ml-l—l)r)ds
2(m1+1)r71Lr t
< —%/ 2(1 + E sup |x”(€)|(M+1)T>ds
[((m1+1)1)" s, e[0T
2(m1+1)7‘L§Q
——(t — 1), 2.1.9
gde je Q = 1+ Q. Primenom relacija (2.1.7), (2.1.8) i (2.1.9), nejednakost (2.1.6) postaje
Ji(t) < Cy(t —ty), (2.1.10)
gde je C] univerzalna konstanta koja zavisi od r,Q, D, C,, Ly i m;.
Primenom prethodne procedure dobija se
Jo(t) < Co(t — ty), (2.1.11)

gde je C5 univerzalna konstanta koja zavisi od r, ), D, Cy, Lo i mo. Na kraju, zamenjujuci
(2.1.10) i (2.1.11) u (2.1.5), moze se zakljuciti da je
Bla™(t) — a"(ty)|" < 277t — t)2[Cht — t)? + ¢,C]
<C(t—t)"? < o2,
gde je C' = C(Cy, Cy, T, ) konstanta.

Primenom Helderove nejednakosti sa konjugovanim eksponentima (2/r,2/(2—r)), za
r € (0,2), prema prethodno pokazanom delu leme proizilazi slede¢a ocena

r/2 . .
Bla"(t) — 2" (0] < (Ble"(t) = ")) < (Co)* = a2,

Dokaz je kompletan za ¢’ = C' v C". O

U sledecoj teoremi dokazuje se brzina konvergencije za analiticki metod koji je raz-
matran u ovom poglavlju. Dokazuje se da ako stepeni Tejlorovih aproksimacija funkcija
a i b rastu onda se povecava bliskost reSenja = i ™ u smislu LP—norme.

Teorema 2.1.3. Neka su x i ™ reSenja jednacina (2.1.1) i (2.1.3), respektivno. Pod
pretpostavkama A;-As, za p > 0, vazi

(m+1L)p
E sup |z(t) — 2"(t)|? < K, *?
te[0,7

: (2.1.12)

za dovljno veliko n, pri cemu je m = my A my © K univerzalna konstanta koja ne zavisi

odn i od6,,.
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Dokaz. Neka je t € [0, T] proizvoljan i fiksiran broj. Imajuéi u vidu (2.1.4), uvode se
sldedée oznake

A/<S) = _ [CL(S,I(S)) - A(S7xn(tk>7xn(s))]x[tk,tkﬂ/\t)(s)u
B/<S) = y [b(sax(‘S)) - B(Svxn<tk)7xn(s»]x[tkikﬂ/\t)(‘g)? s € {OJ]'

Neka je p > 2. Na osnovu nejednakosti (1.5.3), Helderove i Burkholder—Dejvis—Gandijeve

nejednakosti, kao i Fubinijeve teoreme, vazi
/ " A (w)du + / "B () dw(u)|
0 0 p/2]
t t
< ot {#’1 /0 E|A ()| ds 4 c,t @2/ /0 E ]B’(s)|”ds]
< 207 HTPTES (1) + ¢, TP 2/28,(1)], (2.1.13)

E sup |z(s) — 2"(s)|’ = E sup
s€[0,t] s€[0,t]

s t
<271 B sup spl/ |A'(w)|"du+ ¢, E ’/ ‘B’(u)|2du
0 0

s€[0,t]

gde je
Sl(t):/o E|A(s)["ds i Sg(t):/o E|B'(s)|"ds.

Ocena integrala S1(t) je dobijena na osnovu nejednakosti trougla i nejednakosti (1.5.3).
Tada vazi

Si(t) = ”zj / E)a(s,x(s)) —a(s,z"(s)) + a(s, z"(s)) — A(s, 2" (tx), 2" (s)) ‘pds
< or—1 Zl / E‘a(s,x(s)) —a(s,z"(s)) "ds
+ ; tké E‘ a(s,z™(s)) — A(s,az"(tk),x”(s))‘ ds} (2.1.14)

Primenom polinomijalnog uslova As, nejednakosti Kogi-Svarc-Bunjakovskog i As, oce-
njuje se prvi integral u (2.1.14). Stoga vazi

/0 Ela(s,x(s)) — a(s,z"(s))[Pds

< DvP? / E (1 @)l + 2 ()]7) " a(s) = " ()] ds

< DW/O [Bl(s) = 2" ()P | * [E[(1+ 2(5)|7 + [27(5)|7) (5) — 2" (5) "] * s

N|—=

< Dp/Z/O [Eei%% ’x(g) . xn(@‘p}? [Ezi%g] [(1 + ‘:L‘(g)‘q + ‘l‘nw)’q)p‘x(@ — xn<£)|p}:| ds
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2.1. Stohasticke diferencijalne jednacine

1

DPQ, tE 0) — 20| ds, 1.
< 02Q, [ [E sw [o(0) a0 as (2115

£€[0,s]

gde je Q1 = (6”@) konstanta dobijena na osnovu nejednakosti (1.5.3) i Helderove neje-
dnakosti.

Da bi se ocenio drugi integral u (2.1.14) koriste se pretpostavke Ay, Az i Lema 2.1.2.
Postoji #; € (0,1) tako da je

n—1l tp At
>, ¢
LAt

k=0

ag(cmlﬂ) (s, " (tg) + 01 (x"(s)—

1 tk+1/\t
n mi1+1
Z/ S) -7 (tk)|( 1+1)p

k=0 tp N\t

In(tk))) (CE"(S) . Qin(tk))m1+1 pds

< Lp . 57(1ml+1)p/2. (2.1.16)

Tada, na osnovu (2.1.15) i (2.1.16), izraz (2.1.14) postaje

t

1 LPC/T(;(ml-H)P/?
S(t) < 2p=1 | pp/? /E sup |z(0) — 2O’ | "ds + =L u ) 2.1.17
(1) < @ [ | s [s(0) =) |- @)

Analogno, vazi da je

n—1 thrl/\t

Sa(t) = Z / E’b(s,x(s)) —b(s,z"(s)) + b(s,z"(s)) — B(s,z"(ty), z"(s)) ‘pds
k=0 ¢ At
Y P ol LBCITa
<=1 | pv/ Ql/ [E;m 2 (6) — 2"(0)] } ds + o7 | (2.1.18)

Sada, zamenom (2.1.17) i (2.1.18) u (2.1.13), moze se izracunati

E sup |z(s) —z"(s)[P (2.1.19)
s€[0,t]
cogmrgpwz ) _TPLY  spe . GLE s
: e 0P e oy
1/2
+ 2272 pri2Q, (TP +¢, TP 2/2 / E sup |z(¢) x"(€)|p} ds.
£€[0,s]

0
Kako je n dovoljno veliko, to je §,, dovoljno malo (blizu 0), tako da je manje od 1, i tada
vazi
§mADp/2 \/ §(mat1)p/2 < sm+1)p/2
gde je m = my A msy. Nejednakost (2.1.19) postaje

t

Esup |a(s)— 2" (s)]? < Zy(T)5m VP12 1 7,(T) / (B sup [2(0)—a"(0)p] P s, (2.1.20)

s€0,t] £€0,s]
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gde je

z1) =20 DR L ol }
[(my+ 1" [(ma+D)!]°

Zy(T) = 22p—2Dp/2Q1 (Tp—l + CpT(p—2)/2)_

Da bi se kompletirao dokaz, primenjuje se nejednakost Biharijevog tipa (Teorema 1.5.13)
na (2.1.20), gde je funkcija ¢ definisana kao ¢ : z +— 22, z € [0,400) i funkcija G je
bijekcija, definisana za pozitivne brojeve z kao

G(z) = 2212,

Njena inverzna funkcija je

1

Gil(y) = Zy27 Yy > 0.

Takode je fo s)ds = Zy(T)t < Zy(T)T, za svako t € [0,T]. Na kraju, za svako t € [0, 7]

vazi

1
E sup |z(s) — a"™(s)[? < Zy(T)sim+ve/2- ’

(2+ Zy(T)T)
s€[0,t] 4

= Ko(mtr/2,

gde je K = 0.25Z,(T)(2 + ZQ(T)T)2 konstanta nezavisna od n i od d,,. Poslednja neje-
dnakost vazi za svako t € [0, 7], tako da je

E sup |z(t) — 2"(t)[P < K§mTe/2,
te[0,T
Za 0 < r < 2 dokaz je analogan kraju dokaza Leme 2.1.2. [

Slede¢om teoremom se dokazuje skoro izvesna konvergencija niza aproksimativnih
resenja jednacina (2.1.3) ka tacnom resenju jednacine (2.1.1).

Teorema 2.1.4. Neka vaZe uslovi Teoreme 2.1.3 1 neka postoji monotono opadajucéi niz
pozitivnih brojeva (An)nen tako da A\, — 0 kada n — 0o iy o 8,\2 < co. Tada niz
(™)nen aproksimativnih resenja jednacina (2.1.3) konvergira skoro izvesno ka resenju x
jednacine (2.1.1).

Dokaz.  Cebisevljeva nejednakost (Teorema 1.1.2) i relacija (2.1.12) iz prethodne
teoreme povlace

ZP sup |z(t) — 2" (t)|P* > A, } < ZE sup |z(t) — 2" (t)[PA,?

t€[0,T t€[0,T)

<K S < oo

n=1
Borel-Kantelijeva lema (Teorema 1.1.4) implicira da se sa verovatnoéom jedan realizuje
samo konaéno mnogo dogadaja {sup;cpr [7(t) — 2™(1)[P’? > \,}, odnosno za dovoljno

. o 2 . .
veliko n vazi sup,cpp |2(t) — 2"(t)] < AP skoro izvesno. Prema tome, niz (™) nen
konvergira skoro izvesno ka resenju x, ravnomerno na [0,7]. O

Slede¢i primer ilustruje prethodna teorijska razmatranja.

44



2.1. Stohasticke diferencijalne jednacine

Primer 2.1.5. Neka je data autonomna stohasticka diferencijalna jednacina
dz(t) = (— az’(t) + Bsinz(t))dt + o(1 — 2sinz(t))dw(t), t € [0,T], (2.1.21)

sa pocetnim uslovom x(0) = 0 skoro izvesno, gde su «, § i o realne konstante.

U ovom primeru aproksimativne jednacine, dobijene primenom predlozenog analiti-
ckog metoda, su, u jednom slucaju, eksplicitno resive u situaciji kada polazna jednacina
nije eksplicitno resiva. U drugom slucaju, aproksimativne jednacine su jednostavnijeg
oblika od (2.1.21), tako da se neki numericki metod moze primeniti za odredivanje njihovih
aproksimativnih resenja.

Koeficijenti prenosa

a(r) = —ax® + Bsinz
i difuzije

b(z) =o(1 —2sinz)
su neprekidno-diferencijabilne funkcije i, prema tome, lokalno LipSic-neprekidne. Koefi-
cijent prenosa, medutim, nije globalno LipSic-neprekidan, dok koeficijent difuzije jeste.
Takode, moze se primetiti da jednostrani Lipsicov uslov (1.3.6) vazi za funkciju a kada
je a > 0. Stoga, u smislu Napomene 2.1.1, sve pretpostavke teoreme egzistencije i jedin-
stvenosti reSenja su ispunjene i jednac¢ina (2.1.21) ima jedinstveno resenje x = x(t) za
koje vazi pocetni uslov x(0) = 0 skoro izvesno. Uslovi Az i Ay vaze, te Lema 1.3.12
povlaci

E sup ‘:c(t)‘r <C(1+ E‘x(O)‘T) <Q, zar>2.
0<t<T

Prema tome, uslov Aj vazi za resenje x. Jednac¢ina (2.1.21) nije eksplicitno resiva.

Aproksimativna resenja (2.1.3) bi¢e formirana na osnovu Maklorenovih?® aproksimacija
funkcija a i b, umesto Tejlorovih aproksimacija ovih funkcija u okolini tacaka x(tx). Zbog
toga se podsegmenti [ty, tx41] particije (2.1.2) transformisu u segmente [0, %511 — tx], za
k€ {0,...,n—1}. Vremenskom translacijom ¢ =t + u, za k € {0,...,n — 1}, dobijeni
su novi Vinerov proces w i nepoznati proces z, tako da vazi

W(u) =w(ty +u) si, T(u) =zt +u) s.i. (2.1.22)
Tada jednacina (2.1.21) postaje

di(u) = (— a@®(u) + Bsini(u))du+ o(1 — 2sin Z(u))dd(u),

2.1.23
UG[O,thrl—tk], kE{O,...,n—l}. ( )

Da bi se demonstrirala ¢injenica da visi redovi izvoda daju bolje aproksimacije resenja
jednacine (2.1.21), razmatraju se tri razlicite jednacine.

(I) Maklorenove aproksimacije funkcija a = a(x) i b = b(z) do treceg i drugog izvoda,
respektivno, su

—Ga;ﬁx?’—i-ﬁx, b(z) ~ =200 +0, (z—0)

a(x) ~

(formalno b(x) =~ 0-% —20x+0). Uslovi A, i Ay vaze zbog toga to je sup,, [a™®(z)| < ||
isup, [0 ()| < 2|o|. Aproksimativno resenje {Z"(u), u € [0,T]} je dobijeno sukcesivnim

3Maclaurin C. (1698-1746) - skotski matematicar
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povezivanjem reSenja jednacina

dz"(u) = (_604(;1— B (gi’"(u))3 + ﬁi‘”(u)) du+ o(1 — 22" (u))dw(u),

uE[O,tkH—tk]? kE{O,...,n—l}.

(2.1.24)

Jednacine (2.1.24) nisu eksplicitno resive, ali njihovi koeficijenti zadovoljavaju iste uslove
kao koeficijenti polazne jednacine (2.1.21) za o > —(3/6 i

E sup [7"(w)|" < (1+ E|lz(0)]") <Q, r>2.

0<u<T
Translacija vremena (2.1.22) implicira

dx"(t) = (— 6a€—5|— b (:L’"(t))3 + ﬁx"(t)) dt +o(1 —2z"(t))dw(t),

tE[tk,tk+1], kE{O,...,n—l}.

(2.1.25)

Teorema 2.1.3 daje stepen bliskosti u LP—smislu, to jest

3
E sup |z(t) — 2" (t)|P < K62".
te[0,T

(IT) Maklorenove aproksimacije funkcija a = a(z) i b = b(z) do drugih izvoda su
a(z) = fx, blx)~ —20x+0, (x—0)

(formalno a(z) ~ 0 - % +Bxib(x)~0- % — 20x + o). Tada je aproksimativno resenje
{Z"(u), u € [0,T]} konstruisano koris¢enjem jednacina

dz"(u) = BT (u)du+o(1—22"(u))dw(u), u € [0,tp1 —ti], k€ {0,...,n—1}. (2.1.26)

Jednacine (2.1.26) su nehomogene linearne stohasticke diferencijalne jednacine sa mul-
tiplikativnim Sumom i njihovi koeficijenti zadovoljavaju globalni Lipsicov uslov i uslov
linearnog rasta. Prema tome, jednacine (2.1.26) su eksplicitno resive (videti [32, str.
119]), njihova resenja su

jn(u) _ jge(ﬂ—%?)u—%(w(u)—w(O)) + 952 /u 6—(6—20'2)(u—s)—?o‘(ﬂ)(u)—ﬁ)(s))ds
0

Y /u 67(/87202)(u—s)+20'(i1(u)711)(8))dw(s)7
0
u € [07tk+1 _tk]a k€ {07'“777‘_ 1}7
dok za momente vazi

E sup |2"(t)]"=E sup |"(u)|]" < (14 37"Elz(0)]") < Q,

0<t<T 0<u<T
za r > 2, na osnovu Teoreme 1.3.6. Na osnovu vremenske translacije (2.1.22) dobija se
2" (1) = 2" (ty,) e P72t ~2o (Wt —w(te) (2.1.27)
e / " (520 t=5) 2w -0 g5 4 o / ' ¢~ (=20 t=5) =2 w(t)=0(5) gy )
th ti

t € ltr,tgs1], ke€{0,...,n—1}
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2.1. Stohasticke diferencijalne jednacine

Teorema 2.1.3 daje isti stepen bliskosti u LP—smislu kao u prethodnom slucaju.
(III) Maklorenove aproksimacije funkcija a = a(z) i b = b(z) do izvoda reda dva i
nula, respektivno, su
a(x) = pz, bx)~o, (xr—0).

Tada su jednacine
dz"(u) = fT"(u)du + odw(u), w € [0,tgr1 —tx), k€ {0,...,n—1}, (2.1.28)
eksplicitno resive (videti [32, str.118]) i njihova resenja su
" (u) = e (i‘g + O'/ e_ﬁsdw(s)> :
0
u€ [0,y —tg), ke{0,....,n—1}

Primenom translacije vremena dobija se

t
2" (t) = Pt <x"(tk) + a/ e_ﬁ(s_t’“)dw(s)>, (2.1.29)
tr

t e [tkatk—‘rl]a ke {0,...,n—1},

a Teorema 2.1.3 daje sldedi stepen bliskosti u LP—smislu

E sup |z(t) — 2"(t)|P < K&2°.
te[0,T]

Vazno je napomenuti da je u jednac¢inama (2.1.23), (2.1.24), (2.1.26) i (2.1.28), za

vrednost k = 0 pocetni uslov Z(0) = 0 skoro izvesno, dok su za k € {1,...,n— 1} pocetni
uslovi odredeni sukcesivno kao vrednosti procesa Z(u) u tackama ¢, — t5_;. Osim toga,
sukcesivnim povezivanjem procesa {z"(t), t € [tg, txt1]}, k € {0, ..., n—1}, koji reprezen-

tuju resenja jednacina (2.1.25), (2.1.27) i (2.1.29), u podeonim tackama, konstruisano je
skoro sigurno neprekidno resenje {x"(t), t € [0,7]}.

Najcesci metod za aproksimaciju resenja stohastickih diferencijalnih jednacina je nu-
mericki Ojler-Marujamin (OM) metod. U [22] je dokazano da ovaj metod, koji se zas-
niva na Tejlorovom razvoju stepena nula, ima red konvergencije 1/2. Mogu se uporediti
aproksimativna reSenja polazne jednacine (2.1.21) dobijena numerickim OM metodom i
analitickim metodom opisanim u ovom poglavlju primenom Tejlorovog razvoja reda dva
i reda nula za razli¢ite vrednosti parametara «, (51 o.

Primenom OM metoda na polaznu SDJ (2.1.21) odreduju se aproksimacije Xy ~ x(t),
gde je Xy =0,

Xir1 = Xi + (—a X} + Bsin Xy) (trg1 — ) + o (1 — 2sin Xp) (w(tyg1) — w(te)),
X(t) = X+ (t — t) (—aX} + Bsin Xy) + o(1 — 2sin Xp)(w(t) — w(ty)),  (2.1.30)

zat € [ty, try1], @ OM resenje je definisano sa X (t) = X (t) za t € [ty, tps1)-

Rezultati poredenja nalaze se na Slikama 1 i 2. Prema Teoremi 2.1.3 niz aproksi-
mativnih resenja (2.1.27) ima visi red LP—konvergencije u odnosu na resenja (2.1.29) i
(2.1.30).

U nastavku ¢e dobijeni rezultati biti ilustrovani slede¢im grafickim prikazima za ra-
zlicite vrednosti parametara jednacina (2.1.30), (2.1.27) i (2.1.29).
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0.4¢
03 gy
0.2t | Taylor (Il
01, fTaonr(III) M
Mddn2 n 4 M6 g8 10
~0.1¢
-0.2 MW "
~0.3}
r —E-M
0'10: — Taylor (I1)
0.08) |— Taylor (lI1)
0.06¢
0.04

0.02]

2‘”4”

6 ™o

Slika 1: Trajektorije resenja jednac¢ina (2.1.30), (2.1.27) i (2.1.29) za o = 0 i: a = 0.3,
B = 0.373/108, 0 = 0.05 (gore), a = 0.1, B = 0.1, o = 0.01 (dole), za 19000 = 0.001 na

vremenskom intervalu [0, 10]

0.04}

0.02{

—0.02}

—E-M
— Taylor (1)
— Taylor (1)

Slika 2: Trajektorije resenja jednacina (2.1.30), (2.1.27) i (2.1.29) za zo = 0, o = 0.5,
B =-0.2i 0 =0.01 (gore), o = —0.01 (dole), za d19p00 = 0.001 na vremenskom intervalu

[0, 10]
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2.2. Stohasticke diferencijalne jednacine sa vremenski zavisnim kasnjenjem

Rezultati ovog poglavlja su sadrzani u radu [11].

Prezentovan metod moze biti adekvatno prosiren na razlic¢ite tipove stohastickih di-
ferencijalnih jednacina. Osim toga, neki uslovi za koeficijente jednacine mogu takode
obezbediti primenu analitickih aproksimacija koeficijenata koji se ne ponasaju nuzno kao
polinomi.

2.2 Stohasticke diferencijalne jednacine sa
vremenski zavisnim kasnjenjem

U ovom poglavlju prezentovan je aproksimativan metod koji se zasniva na Tejlorovom
razvoju. Cilj je aproksimirati reSenja polazne stohasticke diferencijalne jednacine sa
vremenski zavisnim kasnjenjem (SDJVZK) date na kona¢nom vremenskom intervalu
reSenjima aproksimativnih jednacina. Aproksimativne jednacine imaju koeficijente pre-
nosa i difuzije koji su Tejlorovi razvoji odgovarajucih koeficijenata polazne jednacine reda
mq 1 mo, respektivno. Na osnovu odgovarajucih teorema, koje pokazuju bliskost resenja
u smislu LP-norme i sa verovatnoc¢om jedan, redom, moze se videti da red konvergencije
raste samo ako oba broja m; i ms rastu istovremeno. Takode, poznati Ojler-Marujamin
metod je specijalan slucaj ovog metoda ako je m; = mq = 0.

U nastavku se formira navedeni analiticki metod i dokazuju rezultati koji se odnose
na LP i skoro izvesnu bliskost aproksimativnog i tacnog resenja.

2.2.1 Zasnivanje metoda

Razmatra se SDJVZK (1.3.7) sa pocetnim uslovom (1.3.8), ¢iji je integralni oblik

z(t) = n(0) +/ a(z(u), z(u — 0(u)), u)du (2.2.1)

to

t
+/ b(z(w), x(u — 6(u)),u)dw(u), tE€ [t,T].
to

Neka su 7 i T' — tg samerljive vrednosti, odnosno, neka imaju racionalni koli¢nik.
Drugim rec¢ima, za svaki pozitivan ceo broj n za koji postoji pozitivan ceo broj n’ tako
da je (T — ty)/n = 7/n' = 6,, gde je n dovoljno veliko tako da je 6, < 1, definise se
ekvidistantna particija vremenskog intervala [t, T

to<ti <---<t,=T, (2.2.2)
odnosno t; =ty + jo,, j € {0,1,...,n}, i ekvidistantna particija vremenskog intervala
[to -7, to],

to—T =T <tl_pyp <--- <t <tp, (223)

odnosno t; = t_ + (j+n')d,,, j € {—n/,...,0}. Na taj nacin su t;, j € {—n',... , n}
podeone tacke segmenta [ty — 7, T.

Aproksimativne jednacine su formiraju na osnovu Tejlorovog razvoja koeficijenata
polazne jednacine po prva dva argumenta. Da bi se precizno odredile tacke u ¢ijim
okolinama se razvijaju koeficijenti polazne jednacine po drugom argumentu, uvode se
sledeéi skupovi za proizvoljno i fiksirano t € [t;,t;41], ¢ € {0,...,n — 1},

Sl ={setit]|s—0d(s) € [tj,tja At)},  jefi—n',... i} (2.2.4)
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Jednostavnosti radi, definise se funkcija d1(s) = s — d(s), s € [to,T]. Cilj formiranja
ovih skupova je odredivanje najve¢ih podeonih tacaka iz (2.2.2)—(2.2.3) koje su manje ili
jednake d1(s) za s € [t;,t], t € [t;,tit1], © € {0,...,n — 1}. Za proizvoljan F;—adaptiran
stohasticki proces y™ = {y"(t)|t € [to — 7,T]|} uvodi se novi stepenasti (jednostavni)
proces §" = {§"(t) |t € [to,T]} oblika

7'(s)= Y xe()y'(t),  seltit],

j=i—n/

za svako t € [t;,tiq], 1€ {0,...,n— 1}

Cilj je da se aproksimira resenje © = {x(t)|t € [to — 7,T]} jednacine (2.2.1) sa
pocetnim uslovom (1.3.8) na particiji (2.2.2)—(2.2.3), stohastickim procesom koji je ozna-
cen sa " = {a"(t)|t € [ty — 7,T]} 1 koji je dobijen sukcesivnim povezivanjem resenja
jednacina

P dia(a" (), 2"(s), s)

te =0 :
t ma dzb(xn(tk)’i.n(s),s)
+/tkz il dw(s), t€ [ty tey1], ke€{0,...,n—1},
=0
sa pocetnim uslovima zj =7 za k = 01 2} za k € {1,...,n — 1}, pri cemu je proces

xp = {a"(t), t € [ty — 7,t;]}. Takode, proces 2" zadovoljava uslov z"(t) = n(t — to), za
t € [to — 7,to|. Stohasticki proces 2" = {z"(t) |t € [to — 7,T]} dobijen na ovaj nacin je
skoro izvesno neprekidan.

Jednacine (2.2.5) imaju koeficijente drifta i difuzije koji su Tejlorovi razvoji do izvoda
reda mq i mg, respektivno, po prva dva argumenta koeficijenata prenosa i difuzije polazne
jednacine (2.2.1).

U jednacinama (2.2.5), d'a(x™(ty,),"(s),s) i d'b(a"(ty),Z"(s),s), za s € [tg,tpi1],
ke{0,...,n—1}, su, za i = 0, jednaki

a(x"(ty), 3"(s), s) ER i b(x"(ty), £(s), s) € RT >4

respektivno, a za i > 1

Fala(0),3(6).5) = 3 () T o) — ()] o7 01(5) - 37(0))

=\ oI Oy

(1), 7(5)5) =3 () TN () — ()] [5" (0 () — 370))

Ban (1y),an(s),5) 5 0'ban(ty),an(s),5)
Oz Oyt—J Oz Oyt—J
onala a i b, redom, u tackama (z"(t),2"(s)) € R x RY, j—puta po prvom argumentu i
(i — j)-puta po drugom argumentu, j € {0,...,i}, ¢ € {1,...,my} (ilii e {1,...,ma}).

Obi¢no je, u kontekstu analitickih i numerickih aproksimativnih metoda, funkcija
kasnjenja 0 LipSic-neprekidna i ovaj slucaj bi¢e razmatran u Poglavlju 2.2.3. Umesto
toga, uvesée se opstija pretpostavka za funkciju §, odnosno pretpostavlja se da je ona
neprekidna.

Pritom oznacavaju i-te parcijalne Freseove izvode funkci-
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2.2. Stohasticke diferencijalne jednacine sa vremenski zavisnim kasnjenjem

Uvode se sledece pretpostavke koje su neophodne za dokazivanje glavnih rezultata.

B, : Postoje Tejlorovi razvoji funkcionala a i b po prva dva argumenta do izvoda reda
mq 1 my, respektivno.

By : Svi parcijalni Freseovi izvodi po prva dva argumenta, reda m; + 1 za funkcional
a ireda ms+ 1 za funkcional b su uniformno ogranic¢eni, odnosno postoje pozitivne realne
konstante L, i L, tako da vazi

am1+1 _

< Ls, 7€40,...,my+ 1},
mi1+1

Aa,y,t)
Oxd Qymitl=i
"2 by 1)
8[[‘] aym2+1_j

sup
(z,y,t)ERIXRE X [to,T)

SLb; jG{O,...,mg—l—l}.

mi1+1

sup
(z,y,t) ERIXREX [to, T

B3 : Funkcionali a i b zadovoljavaju polinomijalni uslov: postoji pozitivan realan broj
D i nenegativan ceo broj g, tako da za svako z,7,y, 4§ € R? i svako t € [to, T], vazi

g,t ‘\/‘bxy,)—b(fﬂt)‘2
< D(1+ )|+ @) (@ w) - @)

B, : Funkcionali a(0,0,-) i b(0,0, ) su ograniceni na [to, 7], odnosno postoje pozitivne
konstante K, i K, tako da vazi |a(0,0,t)| <K, i [b(0,0,t)| < Ky, za t € [to, T).

Bs; : Postoje jedinstvena resenja z i 2" jednacina (2.2.1) i (2.2.5), respektivno, sa
odgovarajuéim pocetnim uslovom (1.3.8), tako da za neko p > 2 i neku pozitivnu kon-
stantu Q) nezavisnu od n, vazi

|a(z,y,t) — a(,

e~ = - = 2
E sup |a7(t)|2p(1vq) vV E sup ‘zn(t)‘p[2V2qV(1+q/2)(M+1)V(M+1)]

te[to—T7,T) te[to—7,T)

< Q < oo,

gde je M = my V mas.

Bg : Stohasticki proces 1 zadovoljava polinomijalni uslov, odnosno postoji pozitivna
konstanta D’ i nenegativan ceo broj ¢’ tako da za svaka dva realna broja 60,6, € [—7,0],
vazi

[1(6:) = n(B2)[* < D' (14 [62]7 + [6a17) 62 — o]

Polinomijalni uslov koji zadovoljava proces 1 u Bg je slabiji od Lipsicovog uslova koji se
uobicajeno pretpostavlja za proces . Na primer, svaka funkcija koja zadovoljava globalni
Lipsicov uslov takode zadovoljava i polinomijalni uslov Bs za ¢ = 0 (ili uslov Bg za ¢’ = 0).
Pored toga, svaki polinom i svaka funkcija oblika az® 4 8sin ™ + v, za realne konstante
a, 8,7 1 za nenegativne cele brojeve k, m, gde je x € R, zadovoljava polinomijalni uslov.

Napomena 2.2.1. Ogranicenost parcijalnih izvoda reda my + 1 @ mo + 1, po prvih 2d
argumenata koordinatnih funkcija funkcionala a i b, redom, impolicira uslov By. Drugim
rec¢ima, ako postoje realne pozitivne konstante L, i Ly tako da, za svako i € {1,...,d} i

ke{l,....,d xd}, vazi

amﬁ_lai(x yat)
?1171 axd a@/dﬂ - 0y2q

sup
(z,y,t)ERIXRIX [to,T

SLCL, jE{O,,m1+1},

J m1+1 J

o2ty (x,y,t)
oy .. 3Id a1 - 0y

-~

mo+1—j

sup SLba ]6{077m2+1}7

(z,y,t)EREXREX [to, T

h.
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2. Aproksimacije resenja razli¢itih tipova stohastickih diferencijalnih
jednacina pod polinomijalnim uslovom primenom Tejlorovog razvoja

ai, by - RTx R x [tg,T] = R, i € {1,...,d}, k € {1,....d x di}, a = (ay,...,aq),
b= (b1,...,baxa,), tada se moze dokazati da je By zadovoljeno. Poznato je da su sve
norme na konacno dimenzionalnom vektorskom prostoru medusobno ekvivalentne. Kako
je Frobenijusova norma na skupu svih realnih ny X ny matrica identicna standardnoj Fu-
klidskoj normi na R™>™  moZe se zakljuciti da a/( : R — R implicira da postoji

z,y,t)
a1 > 0 tako da je |aj, , ylli < ailag,, |, gde je | - | Euklidska norma na vektorskom
prostoruy R2®” Ay R — Myy(R?*: R) implicira da postoji s > 0 tako da je zado-
" || < o |a// |
(I,y,t) 2 = 2 (xvyrt) 7
toru RZ® | g™+ . Rg2d _y Mg, (R2)™:R) implicira da postoji aum,+1 > 0 tako da

> T (zyst)
: +1 +1
Je ||G§Z;,t>)||m1+l < amﬁﬂ“%ﬂé,t)

m1+1gmq1+2 e .. o . . .. .
R2™ 4™ Slicno, za parcijalne Freseove izvode postoje pozitivne konstante Uy yq
at1 tako da je

voljena relacija ||a gde je | - | Euklidska norma na vektorskom pros-

)| gde je | - | Euklidska norma na vektorskom prostoru

0" a0
O Oymi+1-i

mi1+1
[ +1
< Oé, aml (Ii(ﬂf, Y, t) ]
— mi1+1 a
T1...0xq O G
N 1 dl N yd+1 ~ yQQ dde1+1

J mi+1—j
i 1
CY/ 8m1+ CLZ'(.’L',y,t)
mi1+1
al'il 8$ZJ 8yij+1 ...8yiml+l dxd % - x d
N—_——

mq+1

2d

i=1 i1=1  ij=lijii=d+1l  im,41=d+1
A2 je{0,...,m+1}

am1+1ai(x’ Y, t)
ox;, .. 8:1:% 8yz-j+1 . ~ayz‘m1+1

2) 1/2

<«

/
— Tmi+

Prema tome, uslov By je zadovoljen za L, = o, d™ /2L, i Ly = B, . ,d™2*2/2L,.

1 analogno

0" by 1)

I Nl A ! (m2+2)/2 .
oI 6ym2+1—j < m2+1d " Ly, J € {07 RN U5 1}

mo—+1

2.2.2 Glavni rezultati

Sledeca propozicija ima vaznu ulogu u oceni bliskosti i reda konvergencije resenja 2" ka
reSenju .

Propozicija 2.2.2. [ Neka su{z"(t)|t € [t,txs1]}, k € {0,...,n—1}, resenja jednacina
(2.2.5) i neka vaze pretpostavke By — Bs. Tada za svako 0 < r < (M + 1)p vazi

E sup ‘xn(s) - xn(tk)‘T < 6/6:1/27 te [tk7tk‘+1]7 ke {07 RN 1}7

Se[tk’t}

gde je C' pozitivna genericka konstanta nezavisna od n.
II Ako se dodatno pretpostavi da vazi i Bg, tada je

sup Ble"(0(s)) — & ()| < C"01%, € [ty tis), ke {0,...,n—1},

se[tkvt]
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2.2. Stohasticke diferencijalne jednacine sa vremenski zavisnim kasnjenjem

gde je C" pozitivna konstanta nezavisna od n.

Dokaz. I Radi jednostavnosti, za t € [tg, tx41], kK € {0,...,n — 1}, uvode se oznake

A" (1), 2"(81(t), 1 2" (1), () = > d'a(a”(t), 2" (1), 1)

7!
i=0

B(x"(t), x”(él (t)), t; x"(tk), fn(t)) _ Z dib(xn(tk?, f"(t), t) .

7!
i=0

Razlikovace se slucajevi u zavisnosti od toga dalijer > 2ili 0 < r < 2.
Slucaj 1: r > 2.

Da bi se dokazao ovaj deo propozicije iskoristi¢e se jedan od standardnih metoda
uz primenu pretpostavke B, Helderove nejednakosti (sa konjugovanim eksponentima r
ir/(r—1) za Lebegov integral i sa konjugovanim eksponentima r/2 i r/(r — 2) za Itov
integral u slucaju kada je r > 2), Burkholder-Dejvis—-Gandijeve nejednakosti (za r > 2),
izometrije Itoa, Dubove martingalne nejednakosti (za r = 2), a na kraju i Fubinijeve
teoreme. Tada se dobija

E sup |2"(s) —a"(t)| <277 (t - tr)2 [t —te) P Ii(t) + e da(t)], (2.2.6)

Se[tkvt]

gde je

jl(t):/ E|A(z"(s), z"(01(s)), 5; 2" (t), £ (s)) | ds,

Tit) = [ BB (s).a" 6 (s) 5a"(0).3" ()] .

za t € [ty,tgsa], k € {0,...,n — 1}, dok je pozitivna konstanta ¢, dobijena primenom
Burkholder-Dejvis—Gandijeve nejednakosti.

Osnovni cilj je ocena izraza J)(t) a izraz Jo(t) se moze oceniti analogno. Stoga, ako
je k€ {0,1,...,(n' —1) A (n— 1)}, integral J; () se moze predstaviti kao

S / B|A(a (5) — to), 5™ (), mlt; — to))|"ds

j=k—n'

+Z/ E’A n((sl(S)),3§$n(tk),xn(tj))|rds,

(2.2.7)

za svako t € [ty, tgi1], dok, ako je k e {n A(n—1),(W" +1)A(n—1),...,n — 1}, onda
je za t € [tg,lr41] taj integral jednak

Z /j E|A(z"(s),2"(61(s)), s; 2" (tx), 2" (t;)) ‘rds. (2.2.8)

Integrali nad skupovima S u (2.2.7) se ocenjuju kada je j € {k —n/,...,—1} i
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2. Aproksimacije resenja razli¢itih tipova stohastickih diferencijalnih
jednacina pod polinomijalnim uslovom primenom Tejlorovog razvoja

ke{0,1,...,(n’ = 1) A (n—1)}. Primenom nejednakosti (1.5.3), dobija se

/S B (). 0(61(5) — to). s:2” (1), (1 — 10))| s (229)
<3 1/E\A ,1(01(s) = to), 552" (1), 1(t; — to)) — a(a"(s),n(d1(s) —to), )| ds
51
+ 37“_1/E‘ (2"(s),n(01(s) — to),s) — a(0,0,s)|"ds + 3" /sj Ela(0,0,s)| ds.
s g

Za prvi sabirak u (2.2.9), pretpostavka B; povla¢i da postoje realni brojevi 61,65 € [0, 1]
tako da vazi

T

/ E‘A ,n(01(s)—to), ;2" (tk), n(t; — o)) — a(x"(s),n(d1(s)—to),s)| ds  (2.2.10)

~[e A a(a” (t) 0 (27 (5) — 2" (1)) (s — o) + 62 (1(02(5) ~to) —n(t; — o)) ) |
S5

ds.

Radi jednostavnosti, neka je

a(s) = x"(ty) + 61 (93”(3) — x”(tk)), bi(s) = 2" (s) — 2" (ty),
as(s) = n(t; — to) + 02(n(d1(s) —to) — nlt; —to)), ba(s) = n(01(s) — to) — n(t; — to).

Pretpostavka Bs, Njutnova binomna formula i nejednakost (1.5.3) primenjena na (2.2.10)
daju

/ E’A ,n(01(s)—to), ;2" (tk), n(t; — o)) — a(a"(s), n(d1(s)—to), 5) "ds
_ 1 mi+1 mi+1 amﬁla(m(smz(s)vs) bi()] 1D (s mit1-i] s
- [(m1+1)!}’“/szE ; ( i ) Fzomiry O] 0] !

1 mi+1 my+1 am1+1a(a1(s)762(5)75) ~ . —— r
= [(ml + 1)!}T/_E{ ; ( l )’ Oix grtl—iy mlH‘bl(S)‘ ’bQ(S)’ ds
S5,
EZ n n r(mi+1)
< —Kmlﬂ)!]r/if(la: (s) = " ()] + [n(01(s) — 1) =m(t; = )] ) ds
S5,
22r(m1+1)Lr (mat
= T B " ds. 2.2.11
= Tm + )] /S g o) i (2.2.11)

U oceni drugog sabirka u (2.2.9), koriste¢i polinomijalni uslov Bs, nejednakost (1.5.3) i

o4



2.2. Stohasticke diferencijalne jednacine sa vremenski zavisnim kasnjenjem

osobine standardne Euklidske norme, dobija se

/S Ela(z"(s),n(61(s) — to),s) — a(O,O,s)‘Tds

J
k
< D’"”/
5

< 2’”/21[)7“/2( /S E|(2"(s), n(01(s) — to))[ds

J
k

<[
St

E [|x"(s)‘T + |n(61(s) — to)ﬂ ds

r/2

B(1+](2(5) 1(01() = 0)[7) | (&"(5), (01 (5) — o))" ds

B|(a"(5)100() ~ ta)[ " )

< 2r—2Dr/2/
s

+ 2r(1+§/4)72Dr/2 /

B[ non(s) ~ 1)

T(1+q/2)] dS

< 2T_1DT/2/ E sup |z"(u)|"ds
Si u€to—7,T]
+ 2r(1+§/4)—1D7“/2/ E sup |x”(u)‘r(l+6/2)ds, (2.2.12)

S) u€lto—.T)

Treéi sabirak u (2.2.9) se ocenjuje primenom pretpostavke By, tako da je

/‘ E|a(0,0,s)|"ds < K[ (t — t5). (2.2.13)
S
Stoga, zamena (2.2.11), (2.2.12) 1 (2.2.13) u (2.2.9) povlaci
[ BIAGR ) n61(5) = to)sia" (0.t — 1) ds
Sk

3T7122r(m1+1)ir

(m1+1)r
E sup |2"(u) ds (2.2.14)
[((my+ D" Jsp uelto—r | |

+6r_1DT/2/ E sup |z"(u)|'ds
Si u€to—7,T]

+ 3r—12r(1+17/4)—1D7"/2 / E sup |$n(u) ‘r(lthj/Q)dS + 3r_1[_(g(t . tk)

S u€lto—7,T]

i integrali na skupovima S, j € {0,...,k}, k € {0,1,...,(n' — 1) A (n — 1)}, u dru-
gom sabirku izraza (2.2.7), mogu biti ocenjeni analogno. Primena pretpostavke Bs na
prethodno dokazana tvrdenja implicira da (2.2.7) ima formu

3r7122r(m1+1)l_/7" t m .
Ji(t) < ' “/ E  sup ‘x”(u)|( s
[(ml + 1)]7" tE u€to—7,T]

t
+67"1DT/2/E sup  |z"(u)|"ds

th u€lto—,7T)

t ~ —
+ gr-lor(i+a/4)-1 pr/2 / E  sup |xn(u)‘r(1+q/2)d8 + 3T*1Kg(t — ty)

tr u€lto—7,T]

< K'(t—t), (2.2.15)
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2. Aproksimacije resenja razli¢itih tipova stohastickih diferencijalnih
jednacina pod polinomijalnim uslovom primenom Tejlorovog razvoja

gde je

B B 2r(2m1+1)+1l_/r _ ~ B
K'= 3"—1{2’“—1(1 +Q) |:—[(m1 - 1)']: +D?(1 4 2’"q/4)] + Kg}.

Zake{n'AN(n—1),(n"+1)A(n—1),...,n—1}, ocenaslicna oceni (2.2.14) primenjena
na integrale iz (2.2.8) daje ocenu analognu oceni (2.2.15). Stoga se moze zakljuciti da za
svako k € {0,1,...,n — 1} vazi

Ji(t) < K'(t —ty).
Primenom analogne procedure u oceni integrala J,(t), dobija se
Jo(t) < K"(t —ty,), (2.2.16)

gde je
B B 2r(2mg+1)+1£r
K" = 3”{2”(1 +Q) { :

/2 rq/4 [T
T D + D"*(1+2 )}+Kb}.

Zamenom (2.2.15) 1 (2.2.16) u (2.2.6), sledi

E sup |2"(s) —a"(t)| <277t — tn) P [(T — to) P K’ + ¢, K"] < C'57/2,

se[tkzt]

gde je
O = 2r71[(T _ to)r/ZKv/ + CTK”]

pozitivna konstanta nezavisna od n.
Slucaj 2: 0 <r < 2.

Vrednosti 2/r i 2/(2 — r) predstavljaju konjugovane eksponente u ovom scenariju.
Poznato je da je resenje jednacine skoro izvesno neprekidan proces i tada postoji sg € [t, t]
tako da je supgep, 412"(s) — 2" (tx)[" = |2"(s0) — 2"(tx)|". Helderova nejednakost sa
prethodno pomenutim konjugovanim eksponentima, kao i dokazani deo propozicije iz
Slucaja 1 (za r = 2) su primenjeni na slede¢i na¢in

E sup [2"(s) —a"(ty)|" = E|z"(s0) — 2" (tx)|"

Se[tlmﬂ
n n r/2 —r\ (2-7)/2
< (Elz"(s0) — 2" (tx)]?)" " (E[L]Y77)
n n r/2
< (E sup |z"(s) —x (tk)|2) /

SE[tk,t]

S C_rlr/2571;/27

¢ime je kompletiran dokaz dela I.

II Zasvako k € {0,...,(n' = 1)A(n—1)}, t € [t trs1] 1 s € [tg, t], koristeéi pretpostavku
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2.2. Stohasticke diferencijalne jednacine sa vremenski zavisnim kasnjenjem

B i ve¢ dokazani deo I ove propozicije, dobija se

Ela"(5:1(s)) — "(s)]'

S st (5)Eln(on(s) — to) = n(ts — )] +Z><sz )EJa(31(5)) — 2" (8]

i=k—n/'

r/2

< (D)2 Z X (5) (L4 161(s) — tol? + [t — to]?')*[81(5) — ]

i=k—n'

+ZXS;;(S)E sup [2" (u) = 2" (t)["

[ti tit1 /\S]

(D)2 Z Xsi(s)(1 + 27 )T/Q(T/\l)r/2|t+1—t|’“/2+C"5T/QZXSZ
t=k—n’ =0

< C//52/2,
gde je C" = (D')"/2(1 +279)2(r A1)"/2 v C" i skup

{ZXS};(S)v _Z XSIZC<S)} = {0,1}

i=k—n'

Zake{nANn—-1),n+1)AN(n—1),...,n—1} t € [tg,tgs1] i s € [ty, t], na osnovu
dokazanog dela I dobija se

Ela"(5:()) = #"(s)] = " s () E[a"(51(s)) — 2" (t)]

i=k—n'

<Y xg@E sw o) —a"(t)]’

’ ue[ti,ti+1 /\8]

jer postoji jedinstveno i € {k —n’,... k} tako da je d;(s) € [t;,tiy1). Stoga za svako
ke {0,...,n— 1} vazi )
B|z™(61(s)) — 2"(s)|" < C"a0/?

i dokaz je kompletiran jer ocena vazi za svako s € [ty,t]. O

Skupovi (2.2.4) generisani neprekidnom funkcijom kasnjenja § mogu, u opstem slucaju,
imati slozene strukture, pri ¢emu osobine ovih skupova ne igraju bitnu ulogu u prethod-
nom dokazu. Medutim, sa stanovista implementacije ovog aproksimacionog metoda,
strukture ovih skupova su veoma vazne. Da bi se neznatno pojednostavio metod, namet-
nute su restriktivnije pretpostavke, odnosno Lipsic neprekidnost funkcije 6, sto je anali-
zirano u Poglavlju 2.2.3.

U sledec¢oj teoremi uspostavljen je red LP—konvergencije analitickog metoda koji se
sada razmatra. Bic¢e pokazano da ako stepen Tejlorovih aproksimacija koeficijenata a
i b istovremeno raste, tada red bliskosti izmedu reSenja x i x™ takode raste u smislu
LP—norme.
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2. Aproksimacije resenja razli¢itih tipova stohastickih diferencijalnih
jednacina pod polinomijalnim uslovom primenom Tejlorovog razvoja

Teorema 2.2.3. Neka vaZe sve pretpostavke Propozicije 2.2.2 Deo II, 1 neka je x resenje
jednacine (2.2.1) sa pocetnim uslovom (1.3.8). Tada je

E sup |a(t) —a"(t )|15 < O§mtp/2,
te[to—7,T)

gde je m = mi Ama, i C je genericka konstanta nezavisna od n.

Dokaz. Neka je t € [tg, T| proizvoljan fiksiran broj i neka je k € {0,1,...,n — 1},
tako da je t € [tg, tr41]. Tada, standardne procedure kao na pocetku dokaza Propozicije
2.2.2 obezbeduju da vazi

Ese[stug ) |z(s) — a"(s)[" (2.2.17)
<A [T Blales)a0i(5).5) = Al (.07 (9). 550 1).37(5) s

3 [ B0 20 5) — B0, #6100, 19710 376 s

gde je Al = Qp_l(T to)p 1 1 Bl = 2p 1C (T t
Dodajuéi i oduzimajuéi ¢lan a(z"(s),z™(01(s)),s), za svako u € [t;,t;q A t] 1 svako
j €10,...,k}, dobija se

)p/2 1

| Elae()2(61(6).8) = A" (6)."61(s). 5" 1. 37(5) s

J

< o1 /t Ela(a(s), 2(61(5)), 8) — a(2"(s), 2" (81(s)), s) [°ds (2.2.18)

J

mwlm< P (01(5)),5) = A (), 2 (01(5)) 52" (1), 37(5)) .

J

Pretpostavke B; i By i Propozicija 2.2.2 povlace

/ Ela(a(s), 2"(8(s)). 8) — A(a"(s), 2" (61(s)). s 2"(1;), 5" () [Pds
b e P TEE (2.2.19)
2\ Lac” U — tj)5;m1+1)ﬁ/2'

DI

[(my +1

Prvi sabirak u (2.2.18) moze biti ocenjen primenom polinomijalnog uslova Bj, tako
da je

/tuE‘a(x(s),x(él(s)),s) —a(z"(s),2"(8:(s)), s) ‘ﬁds < 3PPRTIDPR(I 4 I+ 13), (2.2.20)

J
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2.2. Stohasticke diferencijalne jednacine sa vremenski zavisnim kasnjenjem

I =/E[Ix(s)\2+\x(él(s))lz]”q“[Ix(s) — 2"(s)P+](01(5)) — 2" (51())[2] s,

I3 Z/E[|I"(5)|2+|I"(51(8))|2]pq/4 [l2(s) — 2™ () ]+ |2(61(5)) — 2" (81(s))[?] .
tj
Ocigledno, (1.5.3) implicira
h<?? [ B s fulr) - " 0)Pds,
tj  TE[to—Ts] (2.2.21)
I < (1 2P/ 19P/221( 1) 4 1),

gde je
b= [ E[la(s)P7? 4 a6 (0) 7] as) — 2" (5)Pds.

Iy = / B[l + Ja(81(5)) 2] [o(61(5)) — 2" (01(s)) P,

j
Primena nejednakosti Kosi-Svarc-Bunjakovskog povlaéi

I < [ {B[ao) P+ )P o) a0} {Bla(s) =" (5)}

J

/2
ds, (2.2.22)

a dodatnom primenom pretpostavke Bs moze se videti da je

Blla(s)P"? + a(81(5)) ] a(s) — " (s)]"

< B [Ja(o)|P + |61 (5)) ) [Ja(5) P + 12" ()7
< 97 [Bla(s) P + Bla(s) Pla(6: ()P + Bl ()" (s))°

n E|x(51(s))|ﬁ‘?|xn(s)|ﬂ . (2.2.23)
Kako je
[ (s)Plz(Ou(s)PT <1V sup  fa(r)PHH9,
refto—T,s]
nejednakost Kosi-Svarc-Bunjakovskog povlaci
Elz ()P (s)[P < (Ela(s)|9) 2 (Bla"(s)[)? < 1+ Q
i slicno B ) )
Elx(d1(s))["]z"(s)]" <1+ @,
a tada (2.2.23) postaje
Ea(s)P2 + [2(61() 7] *|a(s) — 2" ()] < 272(1 + Q). (2.2.24)
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jednacina pod polinomijalnim uslovom primenom Tejlorovog razvoja

Tada, zamenom (2.2.24) u (2.2.22), dobija se

Iy < 2774114 Q)2 / (Ela(s) — 2" (s)[7)*ds (2.2.25)
tj
i analogno se moze videti da je
Iy < 27714 Q)" / (El2(31(s)) = 2"(31(s))[7) " *ds. (2:2.26)

(2.2.25) 1 (2.2.26) u (2.2.21),;321
I, < (1\/2’_”7/4’1)2’7(14-@)1/2
(Bl =)+ (Bla(6i(s) o Gu(s)7) s

J

Zamenom

(2.2.27)

i analogno

I < (1V 2P0/ 197 (1 4+ Q)12
: /t [(E|x(8) —2"(s)P)"? + (Elz(5:(s)) — xn((gl(s))’ﬁ)m] s

J

(2.2.28)

Sada, na osnovu (2.2.21), (2.2.27) i (2.2.28), nejednakost (2.2.20) postaje

| Bla(as) 61(5).5) = a(e"(s). " (5u(s). ) s

J

§3ﬁ/2_12ﬁ/2Dﬁ/2[/ E sup |z(r) — 2™(r)[Pds

t; re€fto—T,s]

+2ﬁ/2+2<1v2ﬁ6/4-1><1+c2>”2/ (B sup |a(r) — a"(r)[?)ds|.
¢

J refto—r,s]

Zamena poslednjeg izraza i (2.2.19) u (2.2.18) implicira

/tE’ ( ,x(01(8)), )—A(x"(s),x”((ﬁ(s)),s;x"(tj),i”(s))‘ﬁds

2(m1+2 Eﬁé

< “,

= [(ma+ )P

+3p/2123p/21Dp/2U E swp |a(r) —a"(r)ds
t

J refto—T,s]

(u — t;)o(mat1p/2 (2.2.29)

 2P/2H2(1 v/ 9PT/A-1) (1 4 Q)1/2 (E sup |£C(T)—$n(7'>’ﬁ)l/2d5

t; refto—T,s]

Ocigledno je da analogno moze biti dokazano za funkciju b sa odgovarajué¢im konstan-
tama, odnosno vazi

[ Elba(e).2(6u(5).5) = B(a"(5).a" (51 (5). 510" (1,3°(9) s

J

2(m2+2)ﬁ—1£€0//
[(m2 + 1)']13
+ 3P/2-1930/2-1 Dp/2 [/ E sup |z(r) —z™(r)|Pds
¢

j refto—r,s]

(u — t;)o(met1p/2 (2.2.30)

+2ﬁ/2+2<1vzz’q‘/4-1><1+@>”2/ (B sup Ja(r)—a"(r)P)ds|.
t re

j [to—T,s]
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2.2. Stohasticke diferencijalne jednacine sa vremenski zavisnim kasnjenjem

Zamenom (2.2.29) i (2.2.30) u (2.2.17), na kraju vazi

E sup |a(s)—a"(s)]?

sEto—T,t]

< K {m+oe/2 (2.2.31)

+ K> /t [E sup |z(u) — 2" (W)’ + K3(E  sup  |z(u) — x”(u)\p)lﬁ} ds,

to u€lto—T,s] u€lto—T,s]

pri cemu je n dovoljno veliko tako da je §,, manje od 1, gde su

Kl — 23]7*2(/1’1 . to)ﬁ/QCv// (lep(T — tO f’/;ig 2m2ﬁcﬁ[_/§ )

)
[((ma + 1)1 [(ma + 1)1
Ky = 21272322 L DPI2(T — 4 P12 (T — 40)P/2 + ),
Ky = (1v2MH1)20242(1 4 Q)12

pozitivne konstante nezavisne od n. Drugim re¢ima, relacija (2.2.31) je oblka

()<K5m+1p/2+K/ 5) + Ky (u ())”ﬂds

=y /f

za svako t > tg, t € 5, gde je S otvoren podskup skupa svih realnih brojeva takav da je
S D [to, T], u: S — RT je neprekidna funkcija definisana sa

u(s) =E sup |a(r) —a"(r)]",

re&fto—r,s]

g= Klé,(lmﬂ)ﬁ 2.8 5 R je konstanta i stoga neopadajuca neprekidna funkcija, dok je
f = Ky:S — RT takode konstantna funkcija, te je neprekidna. Funkcija ¢ : RT — RT
je definisana kao ¢(z) = = + Ks2'/? i lako je videti da je ¢ € G iz Teoreme 1.5.13. To
znadi da su pretpostavke Teoreme 1.5.13 zadovoljene i da za svako t € [to, t*] vazi

t
u(t) < g(t)G_1<G(l) +/ f(v)dv), (2.2.32)
to
gde je za proizvoljan pozitivan broj zo, funkcija G : [z, +00) — R* definisana kao

o Z dS . K3+\/_
G(Z)_/Zo PO W

Funkcija G~ : Rt — [2g, +00) je inverzna funkcija od G data sa
G (y) = [(Ks + Vz)e"? — K]’

it* je takav broj da je G(1) + ft v)dv € Dom(G™) = R*, t € [ty, t*], $to znaci da t*
moze biti bilo koji realan broj vedi 111 jednak tg, ali u nasem je interesu da vazi t* > T.
Kako je

/f dv = [(K3 + 1)efe0-10)/2 _ je]?
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tada (2.2.32) postaje

E sup |z(s) —a"(s)|P < CoLmtIr2,

s€[to—T,t]

gde je C' = K;[(1 + Kj)ef2(T—)/2 — K3]2 pozitivna konstanta nezavisna od n. Dokaz je
kompletiran za t = T. [J

Dokaz slede¢e teoreme koja se odnosi na skoro izvesnu konvergenciju niza reSenja
aproksimativnoh jednacina analogan je dokazu u [60, Theorem 2|, a baziran je na Borel—
Kantelijevoj lemi i ¢injenici da je podela (2.2.2)—(2.2.3) ekvidistantna.

Teorema 2.2.4. Neka su ispunjene pretpostavke Teoreme 2.2.3. Tada niz (z™),en TeSenja
jednacina (2.2.5) konvergira skoro izvesno resenju x jednacine (2.2.1).

Dokaz. Cebisevljeva nejednakost i Teorema 2.2.3 impliciraju

+o0 +00
ST PL swp falt) ") 20} < O — ay) O S oz
n=1 te[tofT,T] n—=1

za svako r > 0. Na osnovu Borel-Kantelijeve leme zakljucuje se da (z™),cn konvergira ka
x skoro izvesno za r < p/4 — 1/2 u slu¢aju p > 2, odnosno za r < 1/2 u slucaju p = 2. O

Napomena 2.2.5. U prethodnim dokazima koeficijenti prenosa i difuzije zadovoljavaju
polinomijalni uslov Bs. Ovi dokazi ce i dalje vaziti uz male korekcije, ako bi se konstante
D i q razlikovale za svaki od koeficijenata v smislu da za neke pozitivne konstante Dy i
Ds, za neke nenegativne cele brojeve qi i qa, 2a svako x1,T2,y1,ys € R it € [to, T] vaZi

’a(xhx%t) - a(yl,ymt)’Q < Di(1+ |(z1, 22)|™ + | (y1, y2)|™) | (21, 22) — (Y1, v2) |,
|b(z1, 2, 1) — b(ylay%t)‘Z < Do(1+ |(z1, )| + |(y1, y2)|?) | (21, 22) — (y1, y2)|*-

Konstanta Q iz Bs moZe biti zamenjena dvema konstantama Qi i Qs tako da je

E sup [z)*<Q i E sup |z"(t)]" < Qo
tE[tofT,T] tE[tofT,T]

2.2.3 Lipsic-neprekidnost funkcije kasnjenja

Pretpostavlja se da je Borel-merljiva funkcija kasnjenja ¢ : [to, T] — [0, 7] LipSic nepre-
kidna. Drugim recima, postoji pozitivna konstanta L tako da je

|(5(81) — 5(82)‘ S L|81 — 82‘, S1,82 € [to,T] (2233)

Iz navedenog sledi da je funkcija &y : [to, T] — [to — 7, T, 61(t) =t — 6(t), takode Lipsic
neprekidna sa LipSicovom konstantom 1 + L.

Osnovni razlog za uvodenje restriktivnijih pretpostavki za § je odredivanje tacaka u
kojima ¢e izvodi koeficijenata jednacine (2.2.1) u odnosu na prvi i drugi argument biti
definisani i fiksirani na celoj particiji. Ove tacke su oblika @ (tp_|s(,)/6,]) gde je [-]
funkciju najveceg celog dela broja. Radi jednostivnije notacije, uvodi se nova funkcija
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92 :{0,...,n—1} = {—n/,...,n—1} definisana sa d2(k) = k— [(tx)/d,]. U tom slucaju
jednacina (2.2.5) je oblika

o) =)+ [ 3 TR0y,

b =0

F dw(s), (2.2.34)

P S dib(x™(ty), 2" (¢ .S
+/Z (2" (1), 2" (tsar)): 8)
tk =0

t € [tk,tk+1], k e {O, e, n = 1}
Umesto Propozicije 2.2.2 vazi sledece tvrdenje.

Propozicija 2.2.6. [ Neka su {z™(t) |t € [t, trt1]}, k € {0,...,n—1}, resenja jednacina
(2.2.34) i neka su ispunjene pretpostavke By — Bs. Tada za svako 0 < r < (M + 1)p vazi

E sup ‘xn(s) - xn(tk)‘r < 0/577;/27 te [tk7tk+1]7 ke {07 Sy 1}7

SE€[tg,t]

gde C" predstavlja pozitivnu genericku konstantu nezavisnu od n.
II Pod pretpostavkama iz dela I, uz pretpostavku Bg i LipSicov uslov (2.2.33), za svako
0<r<(M+1)p vazi

sup Elxn((Sl(S)) - xn<t62(k))|r < C//5£/27 le [tk7tk+1]7 ke {07 sy 1}7

Se[tk,t]
gde je C" pozitivna genericka konstanta nezavisna od n.

Dokaz. Dokaz dela I analogan je dokazu dela I u Propoziciji 2.2.2. Jedina razlika
javlja se kod koeficijenata jednacina (2.2.5) koji sadrze 2" (ts,(x)) umesto 7" (s).
IT Ovaj deo se dokazuje potpuno razli¢ito od dokaza dela II Propozicije 2.2.2. Neka je
t € [tr,tpr1]) za k € {0,...,n—1} i s € [ty,t]. Kako je cilj ocena izraza E|z™(d1(s)) —
x"(ts,k))|", posmatra se razlika

51(5) — tay = b1(s) — (to + ks, — VE;:)J@) ety —5(s)+ V(t’“)Jan. (2.2.35)

Nejednakost trougla, Lipsic neprekidnost (2.2.33) i

o(tr)
5 <

—0(s) + 0(ty) — 6, < =6(s) + {

¢ine dovoljan uslov da vazi

s—tr —0(s) + VSZ’“)J o

<s—te+6,+[6(s) = d(te)| < (34 [L])da.  (2.2.36)

Stoga (2.2.35) 1 (2.2.36) daju
101(5) =ty | < (34 [L])6n, (2.2.37)

odakle sledi da ima najvise N = 3+ | L| podeonih tacaka particije (2.2.2)—(2.2.3) izmedu
01(8) 1 ts,a (iskljucujuci d;(s) ako je to jedna podeona tacka) i broj takvih tacaka N ne
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zavisi od n niti od n’. Ova ¢injenica je veoma pogodna jer n (a samim tim i n’) tezi ka
+00.

Najpre se razmatra slucaj kada je 01(s) > ts5,(1). Za slede¢u ocenu, od znacaja je indeks
i = max{j € {—n',...,k}|t; < d1(s)}. Tada, imajuéi u vidu (2.2.37) i nejednakost
(1.5.3), moze se 1zracunati

Bla"(61(s)) — " (tsa00)|

= Ela"(01(s)) — 2" (t:) + ) = = 2 () + 2" (e e) — =" (taym)|
< (1 V(34| ) Z E  sup |z"(u) — :E”(tj)}T. (2.2.38)
=82 (k) u€lt;,tj41/s]

Ako je u prethodnoj sumi j < —1, tada Bg omogucava

E  sup |:13"(u) —a"(t )‘ =FE sup |77(U_t0) _77<tj_t0)|r

u€lt,tj11As] u€lt;tj+1]
<(DYPE sup (1+|u— tol? + |t; — to|? )T/2\ — ;|
u€lttjt]
< (DY (14 207) (1 A7) 2872, (2.2.39)

a ako je j > 0, onda deo I povlaci

E  sup |2"(u) —2"(t;)| < C'or/?, (2.2.40)

u€lts tj+1As]
Prema tome, (2.2.39) i (2.2.40) zamenjeni u (2.2.38) impliciraju
E|z™(61(s)) — 2" (ts, )| < C"67/2, (2.2.41)
gde je
" = (1v 3+ (L)) 3+ L) (D)2 (1 + 20) (1 Ay 2 v )

konstanta nezavisna od n. Ova ocena vazi bez obzira da li je d;(s) podeona tacka u
(2.2.2)-(2.2.3) ili nije.

Vredi napomenuti da je ocena (2.2.41) dobijena slicno u slucaju kada je 61(s) < t5,),
a kako je s € [tg, t] proizvoljno, dokaz je kompletan. [J

Analogno Teoremama 2.2.3 i 2.2.4 formulisane su sledece teoreme.

Teorema 2.2.7. Neka vaZe sve pretpostavke Propozicije 2.2.6, neka je x resenje jednacine
(2.2.1) sa pocetnim uslovom (1.3.8), i neka je ™ reSenje jednacine (2.2.34). Tada je

E sup |z(t) — 9c"(t)|l3 < O§mtIp/2,
te[to—7,T)

gde je m =my A'may, a C je genericka konstanta nezavisna od n.

Teorema 2.2.8. Neka su ispungjene pretpostavke Teoreme 2.2.7. Tada niz (x™)nen resenja
jednacina (2.2.34) konvergira skoro izvesno resenju x jednacine (2.2.1).

Dokazi ovih teorema su izostavljeni jer se ne razlikuju od dokaza iz prethodnog
poglavlja.
Rezultati ovog poglavlja su sadrzani u radu [10].
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2.3 Stohasticke funkcionalne diferencijalne jednacine

U ovom poglavlju razmatran je metod analiticke aproksimacije zasnovan na Tejlorovoj
formuli za klasu SFDJ sa koeficijentima koji zadovoljavaju polinomijalni uslov. Glavni
rezultati su LP i skoro izvesna konvergencija niza aproksimativnih resenja ka resenju
polazne jednacine. Vazno je napomenuti da red LP-bliskosti raste kada se povecava red
izvoda u Tejlorovim razvojima koeficijenata polazne jednacine.

U radu [61] je pretpostavljeno da su uniformno ograniceni izvodi narednog reda u
odnosu na najveéi red izvoda koji se koristi u Tejlorovoj aproksimaciji koeficijenata
prenosa i difuzije, a takode i da koeficijenti prenosa i difuzije zadovoljavaju Lipsicov uslov
i uslov linearnog rasta. U ovom poglavlju, umesto navedenih uslova, zahteva se uniformna
ogranicenost ovih izvoda u Poglavlju 2.3.1, odnosno polinomijalni uslov u Poglavlju 2.3.2.
Vazno je napomenuti da ta dva uslova, u opstem slucaju, nisu uporediva, sto je bila glavna
motivacija za razmatranja u ovom poglavlju.

Razmatra se stohasticka funkcionalna diferencijalna jednacina (SFDJ) (1.3.14) sa
pocetnim uslovom (1.3.15). Odgovarajudi integralni oblik jednacine (1.3.14) je

z(t) = n(0) +/ a(x,, u)du —i—/ b(zy, u)dw(u), t e [ty,T]. (2.3.1)

to to

Za svako pozitivno, dovoljno veliko n razmatraju se ekvidistantne particije vremenskog
intervala [ty, T'] u obliku
to<ti<---<t,=T, (2.3.2)

odnosno t; = to + k(T — ty)/n, k € {0,...,n}. Dijametar ovih particija je oznacen sa

dp = (T —to)/n < 1. Na ovoj particiji razmotrice se sledeée aproksimativne jednacine

i puta
() n n n n
N A N )
2" () :x”(tk)+/ 3 i) - " ds (2.3.3)

|
tr i—0 1.

1 puta
'\

/t ms b&)n @y —ap, ... 2y —ap)
+

tg?

i dw(s), t e [tk,tk+1], ke {0, N S 1},

tk =0
sa pocetnim uslovom (1.3.15) i pocetnim uslovima zy = {2"(ty + 0),0 € [-7,0]},
ke {l,...,n — 1}, izvedenih iz resenja prethodnih jednacina. ReSenja jednacina (2.3.3)

bice iskoriséena za aproksimaciju resenja x = {x(t), t € [to — 7,T|} jednacine (2.3.1) sa
pocetnim uslovom (1.3.15). Aproksimativno resenje 2™ = {z"(t), t € [ty — 7, T}, kon-
struisano sukcesivnim povezivanjem sa pocetnim uslovom (1.3.15) i stohastickih procesa
{z"(t), t € [tg,tk+1]} u tackama tg, k € {0,1,...,n — 1}, je skoro izvesno neprekidan
proces.

U jednacinama (2.3.3), koeficijenti prenosa i difuzije su Tejlorove aproksimacije fun-
kcionala a i b, redom. Ovde aggy 9 i b&)? 9 predstavljaju i-te Freseove izvode funkcionala

K’ K’
a i b u odnosu na prvi argument, respektivno, u tackama (z7,s), gde je i > 1. Stoga
0 n . 2(0 n

ag ) o =a(zp,s) € RTi bEx)?k78) = bz} ,s) € R4,

x?k,
Rezultati sadrzani u prvom delu ovog poglavlja su jouvek neobjavljeni, a drugog su
razmatrani u radu [12].
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2.3.1 Uniformna ogranicenost funkcionala ag;ng U3 bg;n;;r D

Neka za koeficijnte SFDJ (2.3.1) vaze sledeée pretpostavke:

C1 : Postoje Tejlorovi razvoji funkcionala a i b po prvom argumentu zakljuéno do
my—og, odnosno, mo—og Freseovog izvoda, respektivno.

Cs : Funkcionali agzl;;rl) i bé;rff;rl) su uniformno ograniceni, odnosno, postoje pozitivne

realne konstante L, 1 Eb tako da za svako h € V
mi1+1 m
sup |a(" " (h, . h)| < L lbl™
(z,t)€V x[to,T)
sup |62V (h, L h)| < Lyllh|

(z,t)€V X [to,T]

C3 : Funkcionali a i b zadovoljavaju slede¢i polinomijalni uslov: postoje pozitivan
realan broj D i nenegativan ceo broj ¢ tako da za svako z,y € V it € [to, T| vazi

(e, t) = aly, )" v [ba, ) = b(y,)]" < D(L+ [l + ) = — y]I*

Cy4 : Funkcije a(0,-) i b(0,-) su ogranicene na [ty, T], tj. postoje pozitivne konstante
K, i Ky, takve da |a(0,t)] < K, i [b(0,t)] < K, za svako to <t < T.

Cs : Postoje jedinstvena resenja x i z" jednacina (2.3.1) i (2.3.3), respektivno, sa
odgovarajué¢im prethodno navedenim pocetnim uslovima, takva da je za neko p > 2 i
neku pozitivnu konstantu () koja ne zavisi od n,

E sup |z(@®)|*™9 v E  sup |$n(t)|p[2v2qV(M+1)(1+q/2)V(M+1)2] < Q < o0,
te[to—T,T) te[to—,T)

gde je M =my V mas.
Cs : Stohasticki proces n zadovoljava polinomijalni uslov: postoji pozitivna konstanta
D’ i nenegativan ceo broj ¢’ tako da za svaka dva realna broja 6,,0y € [—7,0] vazi

[n(61) = n(02)]” < D' (1+ (6217 + 162]) (61 — 0],

Naredna lema ima vaznu ulogu u opisivanju bliskosti resenja x i ™, kao i za odredivanje
brzine konvergencije reSenja " ka x.

Propozicija 2.3.1. Neka su {z"(t) |t € [tg,tk+1]}, k € {0,...,n— 1}, redenja jednacina
(2.3.3) sa prethodno pomenutim pocetnim uslovima i neka su zadovoljene pretpostavke
Cy —Cs. Tada za svako 0 <r < (M + 1)p,

E sup |z"(s)— x”(tk)r <2 te [t ten), ke{0,...,n—1},

SE[tr,t]
gde je C" konstanta nezavisna od n.

Dokaz. Radi jednostavnijeg zapisa, uvode se naredne oznake

malf, (e — o) oo 00 (a0 — )
Alwoag) =30 B gy = Y
=0 ' i=0 '

gdejet € [ty, tys1], k € {0,...,n—1}. Iz tehnickih razloga se posebno diskutuju slucajevi
kada jer > 2ikadaje 0 <r < 2.
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Slucaj 1. Neka je r > 2. Na osnovu pretpostavke C;, Helderove nejednakosti (primen-
jene dva puta, sa konjugovanim eksponentima r i r/(r — 1) za Lebegov integral i sa
konjugovanim eksponentima r/2 i r/(r — 2), za Itov integral u sluc¢aju kada je r > 2),
Burkholder—Dejvis—Gandijeve nejednakosti (kada je r > 2), izometrije Itoa, Dubove mar-
tingalne nejednakosti (kada je r = 2) i Fubinijeve teoreme, sledi da je

E sup |$”(5) — m”(tk)‘r <Mt —ty)a ! [(t - te) 2 () + ¢ Jo(t)], (2.34)

SE[tr,t]

gde ¢, predstavlja konstantu koja proizilazi iz primene Burkholder-Dejvis—Gandijeve ne-
jednakosti i

t t
J1(t) :/ E‘A(w?,swfk)!rds i Jo(t) :/ E|B(x?,s;x?k)‘rds.
t tg

k

Pri oceni integrala J;(t), dodavanjem i oduzimanjem ¢lana a(z?, s), zatim primenom
nejednakosti (1.5.3) i pretpostavke Cy, sledi da postoji 0y € (0,1) tako da je

t ¢
/E}a(m’;,s)rds—i—/E
tk ty

odnosno, Cq, (1.5.3) i C5 impliciraju

(m1+1) n n \mi+1
a(:p;”k +90(:):27sz),3) (xs )

Ji(t) <2rt
1( ) - (m1 + 1)'

Ly (1 1 Q)

Prvi sabirak u relaciji (2.3.5) se ocenjuje pomoc¢u nejednakosti (1.5.3) i pretpostavki
C3 — Cs, na sledeci nacin

Ji(t) < 2rt {/t: Ela(z?,s)| ds + (t— tk)} : (2.3.5)

/ Ela(z?,s)|" ds = / Ela(z?, s) — a(0, s) + a(0, s)|"ds

tg ty

r t t
<2t / Ela(z?, s) — a(0, s)}rds —i—/ Ela(0, s)|rds}
LJ ity

ti

. ;
<2t / E(‘a(x;‘, s) — a(0, 3)‘2> /2ds + | K| (t — tk)}
L/t

r t
< gt DT/Q/ E(1+Hm’;Hq)T/QHx’;H’“dS—|—Kg(t—tk)}

tx

r t t
<ot ([plarias + [ Blapenas) g - )

ty ty

< K(t—ty), (2.3.6)

gde je K = D"/?23/271(1 4+ Q) + 2" 'K pozitivna konstanta nezavisna od n. Zamenom
(2.3.6) u (2.3.5) dobija se
Ji(t) < K'(t —ty,) (2.3.7)

i analogno
Jo(t) < K"(t — t), (2.3.8)
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pri cemu su K' = D"/2257/272(1 4+ Q) + 22 2K7 + [(my + D)I]77LI2rmiF 211 4 Q) i
K" = D225 272(1 4+ Q)+ 222 K] +[(mg+1)!] 7" Ly2r(m2+2)=1(1 4 Q) konstante nezavisne
od n.

Zamenom ocena (2.3.7) i (2.3.8) u (2.3.4) kompletira se dokaz u prvom slucaju, tj.

E sup |2"(s) —a"(ty)| <277t — t1)2[(T — ) *K' + ¢, K"

SE[tk,t]

S C{/(ST/Q’

gde C" = 2""Y(T — t,)"/?K' 4 ¢, K"] predstavlja pozitivnu konstantu nezavisnu od n.
Slucaj 2. Za 0 < r < 2, brojevi 2/r 1 2/(2 — r) su konjugovani eksponenti. Poznato je da
je resenje x™ skoro izvesno neprekidan proces te postoji sg € [ty, t] tako da je

sup |z"(s) — 2" (t)|" = 2" (s0) — 2" (tx)| -
SE[tk,t]

Primenom Helderove nejednakosti sa prethodno pomenutim konjugovanim eksponentima
i dokazanog dela iz prvog slucaja (kada je r = 2) dobija se

E sup |x”(s) - x”(tk)}r = E|$"(So) - x"(tk)‘r

SE[tr,t]

r/2 (2—7)/2
< (Bla"(s0) — ") [*) " (BE)

< (£ sup [o(s) — 2 (w)|) "

SE[tk,t]

< Cv/r/2(571;/27

¢ime je dokaz potpun. [J

Ekvidistantnost podele (2.3.2) nije od interesa u Propoziciji 2.3.1. Medutim, ona ima
vaznu ulogu u Propoziciji 2.3.2.

Propozicija 2.3.2. Neka vaZe pretpostavke Propozicije 2.3.1 i Cg. Tada, za svaki poziti-
van broj r < (M + 1)p vazi

Elay —al||" < C"6% t€ [titin], ke{0,....,n—1},
gde je C" pozitivna konstanta nezavisna od n.

Dokaz.  Neka su skupovi S; 1 Sy definisani sa S; = {t € [to,T]|t — T < to} i
So = {t € [to, T) | t|n(t—to)/(7—t0)) — T < to <t — 7}. Dokaz Propozicije 2 iz [61] implicira

da za svako k € {0,...,n — 1} i za svako fiksirano t € [ty, tx+1] vazi
Ellzf —ap ||" < By + By + Es, (2.3.9)
gde je

E,=F sup ‘n(u+t—tk—to)—U(U—to)V'XSl(t),
u€lty—T,to+tx—1]

Ey,=FE sup |x”(u+t—tk) —ﬁ(u—to)‘r'){slusg(t)a
u€lto+tr—t,to)

Es=FE sup |¢"(u+t—t;)—a"(u)|.

u€[to,tr]
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Propozicija 2.3.1 implicira ocenu
Ey < 3(1v3—hHo's2, (2.3.10)
Primenom pretpostavke Cg dobija se
[7(0) = n(u — to)|" < (D')2(1 + |u — to|*)
i, kako u — to pripada segmentu [—7, 0], odnosno u — ty € [ty — t,0], sledi

7(0) — n(u —to)|" < (D')72(1 + 79)/2|T — to|"/267/2. (2.3.11)

7‘/2’u _ tolr,

Kombinovanje relacije (2.3.11) sa Propozicijom 2.3.1 povlaci

E,<(1v2YHE sup |x”(u+t—tk)—:p”(t0)‘r+E sup ‘U(O)—W(U—tO)H

€[to+t,—t,to] u€lto+ty—t,to]

<(AV2 YO+ (D)L + 7Y T — to|7/2] 602, (2.3.12)

Sliéno je
I+t =t — to) —n(u—to)|" < (D)72(1+ |u+t — ty — to|” + [u—to|?) [t — ti]"
i obe vrednosti u +t — t — to i u — to pripadaju segmentu [—7, 0], te je
n(u+t—t, — to) — n(u—to)|" < (D"/2(1 4 2792 T — to|"/267/2.
Tada je
Ey < (D214 277 )T — to]7/267/2. (2.3.13)

Zamenom ocena (2.3.13), (2.3.12) i (2.3.10) u (2.3.9) dokaz je kompletiran. [

U sledecoj teoremi odreduje se red LP—konvergencije razmatranog analitickog metoda.
Dokazuje se da ako stepeni Tejlorovih aproksimacija funkcionala a i b istovremeno rastu,
onda se povecava red bliskosti izmedu resenja x i 2™ u smislu LP—norme.

Teorema 2.3.3. Neka vazZe sve pretpostavke Propozicije 2.3.2 i neka je x reSenje jedna-
¢ine (2.3.1) sa pocetnim uslovom (1.3.15). Tada za svako p > 2 za koje je zadovoljena
pretpostavka Cs, vazi

E sup |z(t) —a2"(t)]" < Comtr/2,
te[to—7,T)

gde je m = mq Amgy i C' je konstanta nezavisna od n.

Dokaz. Dokaz Teoreme 1 iz [61] pokazuje da se primenom standardnih metoda koje
su bazirane na nejednakostima Heldera i Burkholder—Dejvis—Gandija, moze zakljuciti

E sup |x(5)—x”(s)‘p

s€[to—T,t]
J—1 tkt+1
< 2T —to)Pt / E!a(mu,u) — A(xl, u; x?k)}pdu
k=0 Tk
t
+2( = top [ Bla(ea ) — Alal o) du 23.14)
tj

J—1 tkt1
+ 207N, (T — )71y / Blb(z.,u) — Blay, waf,)|"du
k=0 Y1

k

t
2PN (T — to)?/? ! / B|b(zy,u) — Blay, wap, ) |"du,

tj
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zbog toga sto x 1 2™ imaju isti pocetni uslov 7, pri ¢emu je ¢, konstanta dobijena primenom
Burkholder-Dejvis-Gandijeve nejednakosti i j je najveéi ceo broj za koji t € [t;,T], za
proizvoljno t € [ty, T]. Ocigledno je da za svako t € [t, tx11], k € {0, ..., 5}, nejednakost
(1.5.3) implicira

t
/ Ela(zy,u) — A2}, u; x?kﬂpdu
ti

t (2.3.15)
S 2p—1|:/ Ela/(xu, _a .ZL' LU |pdu+/ ‘ a’,’ U,I?kﬂpdu .
Ly

Pretpostavke C; i Cy i Proporzicija 2.3.2, primenjene na drugi sabirak u (2.3.15), impliciraju

Lrc”
Lm0 |P a (mi+1)p/2(4
/ oz Az, w zp)|[du < om - O 5Y (t —t1), (2.3.16)

jer je 6, manje od 1, za dovoljno veliko n.

Za ocenjivanje prvog sabirka u izrazu (2.3.15) najpre se primenjuju polinomijalni uslov
Cs i nejednakost (1.5.3), a zatim se primenjuje nejednakost Kosi-Svarc-Bunjakovskog. Na
taj nacin se dobija

t
/ Ela(z,,u) — a(xz,u)‘pdu
ty

t NEE
< [ E[D(+ ol + a2z, - a2)?]” du

tg
t
<322 [ B[(Ut P+ e e — a3l ] du
t
* t t
=y [ e, = atraus [ B[l e 2P, - 2t
tr ty
t
+ [ B{Qlat e, — a2 o, ~ ] du
tg
t t
<ol [ b, - atlrans [ (Bl - o) Bl - ) i
t 173
t
+ [ (B, = ) (Bl - 2217) (23.17)
tg

Nejednakosti (1.5.3) i Kosi-Svarc-Bunjakovskog, kao i pretpostavka Cs se primenjuju
na matematicko oc¢ekivanje koje se javlja pod integralom u drugom i tre¢em sabirku u
(2.3.17), tako da je

Bzl = ” < 227 (Blle [P0 + Bllay|||;)1?)
< 27 (Blle P04 + (Blle|®) " (Bll2z)) ") (2:3.18)
<2(1+Q)
i slicno
Bllag|Pllw, — " < 271+ Q). (2.3.19)
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Zamena (2.3.18) 1 (2.3.19) u ocenu (2.3.17) povlaci
t
/ Ela(z,,u) — a(xz,u)‘pdu (2.3.20)
ti
¢ ¢
< 3p/2-1ppr? [/ E|x, — a"||Pdu + 2"P/%(1 + Q)I/Z/ (E||z, — J;Z||p)1/2du}

173 173

Slicne ocene se mogu dobiti i za funkcional b, odnosno vazi

t
/ Eb(zy, u) — B(z}, u; 2} )| du (2.3.21)
t
* t t
< or—1 [/ E|b(xu,u) — b(mz,u)‘pdu +/ E|b(:cz,u) — B(xz,u;x?k)‘pdu],
tr ty
kao i
t
/ E|b(zy,u) — b(mﬁ,u)‘pdu (2.3.22)
ti

t t
sw”%Wﬂ/Emﬁﬂwm+WWu+@m/(m%—ﬁMWM]

lk 173

' p Ly,C” (m+1)p/2
Elb(x;, u) — Bz, u;zy )| du < 0TI —1). 2.3.23

Primena (2.3.15), (2.3.16) i (2.3.20)—(2.3.23) na (2.3.14) implicira

u@smw+[fwwwmm,

gde je:
- funkcija u = wu(t) definisana na otvorenom skupu S D [to, 7] u R sa vrednostima u R
kao

ult)=E sup |z(s) — x”(s)}p,

sE[to—T,t]

i to je neprekidna funkcija;
- konstantna funkcija

f=ft) = 272302 DP(T — g 2T — 1)P2 4 ¢,

definisana na istom skupu S, ima vrednosti u R* i o¢igledno je neprekidna funkcija;
- funkcija g = g(t) definisana na istom skupu S sa vrednostima u R, \ {0} kao

§(m+1)p/2

n )

g(t) — 22p720/I(T . to)p/Q (Lg(T — to)P/2 C:,,Lé7 )

[(m1+DYP  [(me + 1)YP

te je konstantna funkcija, te je neprekidna;
- funkcija ¢ : Rt — R* definisana kao

pla) = 2721 + Q)% 4 a.
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o(z) > 0 za x > 01 za nju vazi da je neopadajuca i neprekidna funkcija, i za svako o > 1
i x > 0 je ispunjeno ¢(z)/a < p(r/a), odnosno ¢ pripada klasi G.

Drugim recima, ispunjene su sve pretpostavke za primenu nejednakosti Biharijevog
tipa i Teorema 1.5.13 implicira da za svako t € [to, T| vazi

t
ult) < g(t)G_1<G(1) + / f(v)dv), (2.3.24)
to
gde je funkcija G definisana kao
z 1+p/2 1/2
G@%:/ ds _ o, Vz+21P2(1 4 Q)

os) N VE t HR(L QY

za proizvoljno z > 2y > 0. Funkcija G™! : RT — [z, +00) predstavlja njenu inverznu
funkciju i jednaka je

2
G_l(y) = [(ZO + 21+p/2<1 + Q)l/Q)eym _ 21+p/2(1 + Q)I/Q] ‘
Kako je Dom(G™') = R, , vrednost G(1) + ft'; f(v)dv pripada domenu funkcije G za
svako t* > tp ity <t < t*.

Zbog svega izlozenog, za svako t € [ty, T] je zadovoljeno

E sup |z(s) — x"(s)}p < Cotmtp/2,

SE[to—T,t]

gde C predstavlja pozitivnu konstantu nezavisnu od n i nezavisnu od §,, izvedenu iz
(2.3.24). Specijalan slucaj t = T' zavrsava dokaz. [J

Sledeca teorema je dokazana analogno kao Teoreme 1.4.11 [61, Theorem 2]|. Dokaz se
zasniva na Borel-Kantelijevoj lemi. Dokazana je skoro izvesna konvergencija niza resenja
aproksimativnih jednacina (2.3.3) ka resenju polazne jednacine (2.3.1).

Teorema 2.3.4. Neka su ispunjene pretpostavke Teoreme 2.3.3. Tada niz (x™)pen Sukce-
sivno povezanih reSenja jednacina (2.3.3) sa prethodno pomenutim pocetnim uslovima,
konvergira skoro izvesno ka resenju x jednacine (2.3.1) sa pocetnim uslovom (1.3.15).

Napomena 2.3.5. U prethodnim dokazima koeficijenti prenosa i difuzije zadovoljavaju
polinomijalni uslov C3. Owi dokazi jos uvek vazZe, sa minornim tehnickim korekcijama,
ako bi se konstante D 1 q razlikovale u zavisnosti od koefijicenata, u smislu da vazi

2

ja(z,t) —aly, )] < Di(1+ lal™ + [yl )2 — yl*,
2

|b(z,8) = b(y, )" < Da(1+ 2]l + llyl|*)ll= — yII*,

za neke pozitivne konstante Dy i Do 1 za neke nenegativne cele brojeve q1 @ g2, za svako
x,y € Vit € [to,T]. U stvari, konstante koje bi se javile u dokazima pod ovakvim
pretpostvakama mogle bi biti © mange, ali, zbog jedostavnijeg zapisa, pretpostavka Cs ostaje
nepromenjena. Slicno vazi za konstantu ) u Cs, odnosno mozZe se zahtevati da postoje
konstante pozitivne Q1 i Q2 za koje je

E sup [2@®)|*<Qi, E sup [2"(1)]° < Q.
telto—7,T) teto—7,T)

Takode se mozZe primetiti da je polinomijalni uslov zan u Cg opstiji uslov od Lipsicovog,
koji se obicno pretpostavija.
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2.3. Stohasticke funkcionalne diferencijalne jednacine

2.3.2 Funkcionali ag ;)H) i bg;n;;rl) zadovoljavaju
polinomijalni uslov

Uvode se sledece pretpostavke:

A; : Postoje Tejlorovi razvoji funkcionala a i b po prvom argumentu do Freseovih
izvoda my mo, redom.

As : Pocetni uslov 1 zadovoljava polinomijalni uslov, odnosno postoji pozitivna kon-
stanta D’ i nenegativan ceo broj ¢’ tako da za svako 61,0y € [—7,0], vazi

[1(62) = n(O2)[" < D' (1+ 16217 + [6a7) 101 — 6o

Az ¢ Funkcije a(0,-) i b(0,-) su ogranicene na [tg, 7], odnosno postoje pozitivne
konstante K, i K, tako da je |a(0,t)| < K, 1 |b(0,t)| < K, za svako to <t <T.

Ay : Funkcije agg“;rl) i bggn3+1) su ogranic¢ene na [tg, T'], odnosno postoje pozitivne

konstante K i K, tako da, za svako t € [ty, T, vazi

et ™ Nmys < Koo 06" s < 53

As : Funkcionali a, b i njihovi Freseovi izvodi po prvom argumentu reda m; + 1 i
ms + 1, respektivno, zadovoljavaju polinomijalne uslove: postoje pozitivni realni brojevi
D,, Dy, D! i Dy i nenegativni celi brojevi ¢,, g, ¢, 1 ¢, tako da za svako z,y € V i
t € [to, T, vazi

la(z,t) — a(y,t)]* < Da(1+ [l2] + [ly]l©) [« — ],
|b(,t) — by, )" < Dy(1+ ||| + [[y]|®) ||z — ],

[l —alm N < DL (L [l + flyll) |l — vl
(b — b2 N2 < Dy (L + ]|+ yll) e — )

Ag : Postoje jedinstvena resenja x i 2" jednacina (2.3.1) i (2.3.3), respektivno, tako
da za p > 2, vazi

E sup |x(t)}2p(1vq) < Q < oo,
te(to—7,T)
E  sup |xn(t)‘2p[1+(MV(q/2))][2+M+(Mv(q/2))] <Q < oo,

tefto—7,T]

gde je @ pozitivna konstanta nezavisna od n, ¢=q, V @ V ¢, V q;, 1 M =my V ma.

Pretpostavja se da postoje jedinstvena resenja jednac¢ina (2.3.1) i (2.3.3), bez uvdenja
konkretnih uslova koje zadovoljavaju njihovi koeficijenti. Medutim, konstruisan je primer
koji ilustruje da postoje SFDJ koje zadovoljavaju uslove egzistencije i jedinstvenosti
reSenja, kao i pretpostavke A; — Ag.

Pretpostavlja se da su svi Lebegovi i Itovi integrali dobro definisani.

Pokazuje se L? i skoro izvesna konvergencija procesa x™ = {z"(s) | s € [to—7,T]}, koji
je nastao povezivanjem resenja jednacina (2.3.3), ka procesu z = {x(s)|s € [to — 7, T|}
koji je resenje jednacine (2.3.1) sa pocetnim uslovom (1.3.15). U tu svrhu se dokazuju
sledeci rezultati.
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Propozicija 2.3.6. Neka {z"(t)|t € [tx — T, txs1]}, & € {0,...,n — 1}, reprezentuju
resenja jednacina (2.3.3) sa pocetnim uslovom (1.3.15) i pretpostavilja se da su zadovoljeni
uslovi Ay, A3 — Ag. Tada, za svako 0 <r < (M +24[MV %Dp, vazi

E sup |a"(s) —a"(tx)|" < C6}/*, t € [ty tuna], k€{0,...,n—1},

se[tkat]

gde je C konstanta nezavisna od n i nezavisna od 6,.

Dokaz. Radi jednostavnosti su uvedene oznake

m1 a(zn ) (.’L’t :Utk? y Ty — .’L'tk)
Az}, tx} ) = e
trY Mg 2.' 9
i=0 ’
o ma b(x?k’t) (ap —ap .. ap —a})
B(xy ,t,xtk) = E
i=0 )

U nastavku je razmatran slucaj r > 2. Slucaj 0 < r < 2 se moze jednostavno dokazati
primenom Helderove nejednakosti sa konjugovanim eksponentima (2/r,2/(2 —r)).

Koriste¢i nejednakost (1.5.3), Helderovu nejednakost za odgovarajuéi Lebegov inte-
gral i konjugovane eksponente (r,r/(r — 1)), Burkholder—Dejvis—Gandijevu nejednakost,
Helderovu nejednakost sa konjugovanim eksponentima (r/2,7/(r — 2)) (za r > 2), izo-
metriju Itoa, Dubovu martingalnu nejednakost (za r = 2) i Fubinijevu teoremu za odgo-
varajuc¢i stohasticki integral, dobija se

E sup |2"(s) — 2" (ty)| <277t — tr)2 [t —te) P Ii(t) + e da(t)], (2.3.25)

SE[tk,t]
gde je

t t

Ji(t) :/ E|A(a:’;,s;mfk)‘;ds, Ja(t) :/ E|B(a:§,s;mfk)‘rds
tk ty

i konstanta ¢, > 0 je dobijena primenom Burkholder—Dejvis—Gandijeve nejednakosti.

Integral Ji(t) se ocenjuje primenom pretpostavke A; i nejednakosti (1.5.3). Radi
jednostavnosti, uvodi se oznaka A} =z — 27, za s € [ty, tr1], K € {0,1,...,n — 1}.
Postoji 0 € (0,1) tako da vazi

t T
Kty = [ Elotat.s) - ate,) + Ala.sia,)] | ds
173
mi+1 n n\|r
t agm;}j—@_)Ag,S)(As’ - ,As)
= [ FEla(zl,s) — —= ds

t 1 t
r—1 n r (m1+1) n n\|"
<2 |:/E‘CL(£CS,S)‘ ds +m/tE a(x?k-i—éAg,s)(AS""’AS)‘ ds|. (2326)
: k

tk
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Naredni deo bi¢e dokazan primenom relacije (1.5.3), kao i A3, A5 i Ag, tako da je

t t
/ Ela(z?,s)|"ds :/ Ela(z?, s) — a(0,s) + a(0, s)|"ds

173 173

o )
<ol /E(\a(xg,s)—a(o,s)f) /2ds+K;"(t—tk)]
L Jtg

r t
<ot [0 [ B+ el el s+ a0
L t

r t t
<ot D2/22r/2‘1</E||x?}|Tds+/EH:U’;HT(Hq"p)ds)%—K;’(t —tk)]
L tr tr

<2 [ D21+ Q)(t — 1) + Kot - tw] =

odnosno

t
/ Bla(a, s)|"ds < K'(t — ty), (2.3.27)
ty

gde je
K/ _ 27‘71 (D2/22T/2(1 + Q) + Kg)

konstanta nezavisna od n i od 9,
Primenom (1.6.3), pretpostavki Ay — Ag, kao i (1.5.3), dobija se

(m1+1) n n\ |7
A g g (A2 AD)]

m m m r n||T(m1+1)
< = a5 e A

q;)

<22 ([l + BN+ [l + OAT| ) A )

<o (D (1l + B o, + 8z |?) " caery] )

+ 2 (L) Ar Y, (2.3.28)

Drugi sabirak na desnoj strani u (2.3.26) moze se oceniti na osnovu (2.3.28) primenom
nejednakosti (1.5.3). Tada je

"ds

t
(m1+1) n n
[ Bl
k

t
<oy [ pe v onz)ag s

123

r(144q,/2) HAZ ||r(m1+1)d8

t
o [ Bl +on2
tg

t
oKLy / Bl ar| ™ gs,

173
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odnosno

t
/tE| ;’i}ﬁm (AZ,...,A)|"ds
k

< (D;)r/22r(m1+7/2)74

t
A (Ao (ol Y
k

+-9rda/2 /tE [<|1_§|r(1+q;/2)Hw?k HT(1+QQ/2)+|§|r(1+q{l/2)Hx2Hr(1+qé/2))

ty
el g s
t
+(K(;)T2T(m1+2)_2/ E(szlr(mlJrl + H ?k” r(mi+1) )ds
ti

Primenom Helderove nejednakosti sa konjugovanim eksponentima (2, 2) na izraze obli-
ka BE(||«7(|*(|«7 ||”) u prethodnim ocenama, odnosno nejednakosti Kosi-Svarc-Bunjakov-

skog, imajuéi u vidu da je 0 < 6 < 1, i kona¢no primenom pretpostavke Ag, dobija
se

¢
(m1+1) ny|"
/t E}a(w}M?’S)(AZ,...,As)‘ ds

(m1+7/2)—4(D/ )7‘/2

k
<2
t
-{[(1—9>’"( [ (Bl ) (Bl ) s+ /EHx I m1+2>ds)
12

¢ t
+ 9_”( /E|!$g||r(m1+2)ds +/(E”x?||2r)1/2 (EHx?kH2r(m1+1))1/2d5)]

ty tg

t
27‘qa/2|:(1 9) 1+%/2)</ (EH%? ”2T(1+qg/2))1/2(EHxn||2r(m1+1))1/2dS
k S

123

t
+ / By, || 2tae/ 2’d8> (2.3.20)
tg

t
4+ gr(+da/2) (/ B||al||r(mi+2+4a/2) g g
L

t
+/ (EngL ||2T(1+q:1/2))1/2(E”:E?k ||2r(m1+1))1/2d8>:|}

ty

t
+2r(m1+2)—2(Kc/L)r/ (E||$?‘|T(ml+l)+EHZ‘Z€HT(m1+1)>dS

127

< 270N 4 Q)(t — 1)
‘{(K') (D/)r/223r/2 2[«1 9) +9r)+2rqa/2(<1 o) (1+4:/2),gr( 1+qa/2>n
< K"(t —ty),

gde je
K" = 2r(m1+2)—1(1 + Q) [(D:l)r/2237"/2—1(1 + 27‘q;/2) + (K(/l)r} .
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Zamenom relacija (2.3.27) i (2.3.29) u (2.3.25), oc¢igledno se dobija
LMQSQPﬂKW{@n+Uﬂ4Kq@—Q) (2.3.30)
Analogna procedura za Jo(t) daje
LM0§2“ﬂD+[mm+Dﬂ4Dﬂ@—m% (2.3.31)

gde je

L/ _ 27‘—1<Dl7;/22r/2(1 + Q) + Kg)7
L' = 2r(m2+2)—1<1 + Q) [(D;))T/223T/2_1<1 + 2rq£/2) + (KI;)T]

Primenom (2.3.30) i (2.3.31) na (2.3.25) kompletiran je dokaz, gde je
<7::22“2{(7ﬂ—t0y72prﬂ+[@n1+-1ﬂy”f(q +w%[L’+—Knm«+])H*TL”]}

konstanta nezavisna od n i od 9,

Primetimo da u prethodnom dokazu ¢injenica da je particija (2.3.2) ekvidistantna, ne
igra nikakvu ulogu. To nije slucaj sa slede¢om propozicijom.

Propozicija 2.3.7. Neka su ispunjeni uslovi Propozicije 2.5.6, kao i pretpostavka As.
Tada, za svako 0 <1 < (M + 2+ [M V 4])p, vaZi

EHmf - xkar < B2 t€ [ty tes], ke {0,...,n—1},
gde je B pozitivna konstanta nezavisna od n i od 8,.

Dokaz. Prezentovan je dokaz za r > 2. U slucaju 0 < r < 2 vazi analogna analiza
kao u dokazu Propozicije 2.3.6.

Neka je t € [tg, txs1] za fiksirano k € {0,...,n — 1} i neka su definisani skupovi S; i
Sokao Sy ={t € to—7,T||[t—7 <to}iSo={t€fto—7,T]|tx —7 <ty <t—7}. Tada
je

E|ay — . ||" < By + By + E;, (2.3.32)

gde je

E,=F sup In(u+t—t, — to) — n(u—to)|" - xs, (1),

WE [tk —T,to+tk—t]

Ey;=FE  sup ]x”(u—l—t—tk) —U(u—to)r'XsluSg(t)?
u€[to+ti—t,to)

Es=FE sup |a"(u+t—t;)—a"(u)|.

u€lto,tx]

Da bi dokaz bio kompletan, navedeni su neki delovi dokaza [61, Proposition 2]. Skoro
izvesna neprekidnost procesa z™ i kompaktnost segmenta [to,?;] impliciraju da postoje
i € {0,...,k =1} i v € [t;tiy] tako da vazi sup,cp, ) [7"(u +t — 1) — 2™(u)|" =
|z (v+t—t)+a™(v)|". Razlikovanjem slucaja kada v+t—t; pripada [t;, t;51] ili [tir1, tisal,
dodavanjem i oduzimanjem ¢lana x™(t;), odnosno x™(t;) i 2" (t;11), respektivno, primenom
(1.5.3) i Propozicije 2.3.6, sledi da vazi

By < 37Co7/2. (2.3.33)
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Kako je

Ey, <ot [E sup |x"(u +t—t) — x”(to)‘r +F sup ‘77(0) —n(u— to)ﬂ ,
’U,G[to-‘rtk—t,to] uE[to-l—tk —t,to}

primenom pretpostavke Aj sledi da vazi
|77(0) —n(u— to)‘r < D1+ |u— to|7) P u — tol",

gde u — t pripada segmentu [—7, 0], preciznije u — to € [ty — t,0]. Stoga vazi da je

r/2

7(0) — n(u —to)|" < DL+ 7)Y (LA T) 8,

Kombinujuéi prethodne relacije sa Propozicijom 2.3.6 dolazi se do zakljucka
By <2l [O + D14 772 (1A T)T/2:| 5/, (2.3.34)
Sli¢no, za ocenu izraza Ei, dobija se

n(u+t — t, — to) — n(u — to)|
< D14 Ju4t —tp — tol” + |u— to|T) 2|t — ti".

Obe vrednosti u 4+t — t, — to i u — to pripadaju segmentu [—7, 0], tako da je

Ey < D"2(1 4207y (1 A7)

/2, (2.3.35)
Na kraju, relacije (2.3.33), (2.3.34) i (2.3.35), zajedno sa (2.3.32), impliciraju nepos-
redno dokaz propozicije sa pozitivnom konstantom

r/2
)

B=3"C+2" [C+D"*(1 + /) (1 A )] +D"2(1 4 277y /(1 A 7)

koja je nezavisna od n i od 9,. [J

U sledecoj teoremi odreduje se red LP konvergencije uvedenog analitickog metoda.
Dokazano je da ako stepeni Tejlorovih aproksimacija funkcionala a i b rastu, onda raste
i bliskost resenja x i 2™ u smislu LP—norme.

Teorema 2.3.8. Neka vaZe sve pretpostavke Propozicije 2.5.7, neka je x resenje jednacine
(2.3.1) sa pocetnim uslovom (1.3.15), i neka su z" resenja jednacina (2.3.3). Tada, za
svako p > 0 vazi

E sup |z(t)—a2"(t)]" < Hom+op/2,
te[to—7,T)

gde je m = mqy A'mgy, © H je konstanta nezavisna od n i od 6,.
Dokaz. Analogno dokazima propozicija 2.3.6 1 2.3.7, razmatrace se samo slucaj p > 2.

Neka je j najveéi ceo broj tako da je t € [t;,T]. Primenjuju¢i Helderovu nejednakost
sa konjugovanim eksponentima (p, p/(p—1)) na odgovarajuci Lebegov integral, Helderovu
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nejednakost sa konjugovanim eksponentima (p/2,p/(p — 2)), Burkholder-Dejvis—Gandi-
jevu nejednakost (za p > 2), izometriju Itoa, Dubovu martingalnu nejednakost (za p = 2)
za odgovarajuci Itov integral i Fubinijevu teoremu, dobija se

E sup |x(s)—a"(s)

’p
s€[to—,t]

-1 75k+1
< 2Pl Z/ a(wy,u) — A(z), w2y )[" du

t
+ 27T — )P | Ela(zy,u) — A2}, u; w?k)’pdu

t]
tr4+1
+ 21, 0)P/*" IZ/ E|b(,u) —B(mﬁ,u;xfk)‘pdu
+ 2071, (T — to)p/21/ Eb(xy, u) — B(xz,u;x?k)‘pdu. (2.3.36)
¢

J
Lako je proveriti da, za svako t € [tg, tx1], kK € {0,1,..., 7}, vazi

t

/E|a(a:u,u) - A(xz,u;xfk)‘pdu

ty
t

:/Ewumw—awmw+auam—Am%uwme

tr

t
§2p_1</E‘a(:Eu,U)—a( |pdu+/ E‘a(gjz,u)—A(mZ,u;xfk)‘pdu). (2.3.37)
tg

lk

Prilikom ocenjivanja prvog sabirka u (2.3.37) potrebno je uociti da polinomijalni uslov
Ajs 1 nejednakost Kosi-Svarc-Bunjakovskog povlace

t
/ Ela(zy, u) — a(z,u)| du
lk

t ,]P/?
< [ E[Duu+ ™ + ), - a2lP] du

t
' ¢ NV 1/2
SD{;/Q/{E[(1+||xu||qa+||xﬁ||q“)||xu—mﬁ|ﬂ } {EH:}Cu—xZHp}du. (2.3.38)
ty

Primenjujuéi nejednakosti Kogi-Svarc-Bunjakovskog i (1.5.3), kao i Ag, moze se zakljuciti
da je

Bl (1l + az)io) o — 22|
<312 B[ (U a7 + 227) (el + 22]7) ]
<6 [Ella* + Bkl + Ellz ) + Bllag [0+
+ (Ellaal?7) 2 (Blaziiree) " + (Bllad ) (B)2z)27) ")

<6°(1+ Q).
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Tada (2.3.38) postaje

t t
/E|a<xu,u)—a(;cg,u)\”dung/2(6p(1+Q))1/2/ (Bllaw—a|?)2du. (2:3.30)
tr

tg

Drugi sabirak u (2.3.37) se ocenjuje primenom uslova A; i relacije (1.6.3), tako da je
t
/ Ela(z}, u) — Az}, u; x?k)’pdu
tg

e (AL ...,Ag)p
E/ E
ty

(Itk+9An du (2340)
t
_ mi1+1 ni(m
S [(ml—i-l)q P/ E’( sup ||CL§Z?::§)A¢L u)” 1+1HA H 1+1)p )dua

tr 56[0,1]

gde je A} = a7 — 27 , kao u Propoziciji 2.3.7. Primena relacije (1.5.3) vise puta, kao i A4
i As, povlaci

m1+1

sup [l 2 I

0€l0.1]

< op—1 m1+1)||

(m1+1) N m1+1 H
+ S%pl] HCZ +0Au w) mi+1

{la;
p—1 I\p / n AAN||d, n 7n2P/2
<21 (K + sup [Dy(1+ |t + 627 )meeAuM
{oe

mi1+1

0€l0,1]

< 2L + (D22 sup (|l 7+ 87 A7)

0€[0,1]

+ 2an/2051[1p](Hx Hp (1+q,/2 + 0p(1+qa/2 HAan 1+qa/2))] }
€[0,1

<o {4 (L2 e I + A
+ qu{z/2(|‘$? ”p(1+qu/2) + HAan(Hq;/?))} }
k u

Tada (2.3.40) postaje

¢
/ E‘a(acz,u) — A(xz,u;xzcﬂpdu
tg

<—2p_1
= [(my+ 1"

t
/ E{{(K;)p + (D;)p/223p/2—2<”x?k|’p + HAZHP
23
+2Pqé/2(Hx?k||P(1+qé/2)_|_ ”AZHp(lJrqaﬁ ))} |A™| (mi+1)p }du
t
= / E[K1|’A2H(m1+1)17 + K2||AZ||(m1+2)p + K3HAZH(m1+2+q;/2)p
2

+ Kalaf, [P AL 0P 4 K [P/ IIAZII(””“)”} du, (2.3.41)
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gde je
2}?*1([((/1)10 25p/273(D;>p/2
1= 57—V 7’ s =Ky = — 0,
[(m1+1)] [(my +1)!]
9p(5/2+4,/2)=3( D! \p/2 (2.3.42)
K == K5 = a
’ [(m1 + 1)!}}7

Na kraju, primenjujuéi relaciju (1.5.3), nejednakost Kosi-Svarc-Bunjakovskog, pretpo-
stavku Ag 1 Propoziciju 2.3.7, (2.3.41) povlaéci da je

t
/ Ela(z}, u) — A(z), w2 ) |["du

tg

< /t {E[KlnAZH(ml-f—l)p + K2||AZ||(’”1+2)” + K3||AZ||(m1+2+q;/2)p}
th
+ K (Bl ) (B Ay o) 2
4K (E”x?k||2p(1+q;/2))1/2(EHAZHQ(mIH)p)1/2}du
< / t {E LA 002 e AT 422 i A (2420
th
Q) [KA(BIALE ) e (B AL )] b

< {B <K15£Lm1+1)p/2 + K25£Lm1+2)p/2 + K35qgm1+2+q;/2)p/2>

+ (K4 + K5)((1 + Q)B)1/25£Lm1+1)p/2:| (t _ tk)~

Kako je (my +1)p/2 = [(m1 4+ 1)p/2] A [(m1 +2)p/2] A [(m1 + 24 ¢,,/2)p/2] i §, manje
od 1, tada je

t
/ Ela(a}, u) — A(xz,u;x&)‘pdu
ti

(2.3.43)
< [B(K:i + Ko + K3) + (1 + Q)B)2(Ky + K5)]| 60 tIr2 (¢ — ).
Imajuéi u vidu (2.3.39) i (2.3.43), na osnovu nejednakosti (2.3.37) sledi da je
t
/E‘a(mu,u)—A(:ﬁZ,u;x:‘k)‘pdu
tg
t
<2 D@+ Q)" [ (Bl a) P au (23.44)
ty
+[B(K1+K2+K3)+((1+Q)B)1/2(K4+K5)]5§Lm1+1)p/2(t—tk)].
Analogno se mogu dokazati sliéni rezultati za funkcionale b1 B za svako k € {0,...,j}
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it € [tg,trs1], odnosno

t
/ Eb(zy,u) — B(z}, u; 2} )| du

173

t
<2 D@+ Q) [ (Blles - atll) Pu (2345
ti

+[B<K{+K§+K§)+((1+Q)B)1/2(K:1+Kg)]5;m2+1>p/2(t—tk) :

gde su konstante K7 istog oblika kao K;, i =1,...,5, u (2.3.42), dok su my, K!, D/ i ¢,
redom zamenjene sa mq, Kj, D} i qj.
Nejednakosti (2.3.44) i (2.3.45) primenjene na (2.3.36) daju

E sup |z(s)—a"(s)|

sE[to—,t]

< 21272302 (1 4 QYYA(T — 1) (T — to)?/*DP/? 4 ¢, DY)

t
[ (Bl i) a
to
+ 27T — o )PP (T — t)P? + ) BY(t — 1)
A BV + Ko+ Ks) + (14 Q)YV2(Ky + K)| ol Der2
o+ [BYR(K + K + K) + (1+ Q)Y2(K; + K)oz}

t
< L1/ (Equ — xZ”p)l/Zdu—l— L257(1m+1)p/2

to
t

<L / (B sup |a(s) —a"(s)]P) " du + Lys(m+0v/2, (2.3.46)
to S€[to—T,u]

jer je ¢, manje od 1, gde je
Ly = 2/2723012(1 + Q)V*(T — to)"/* 7 [(T — )" D2/ + ¢, D],
Ly = 2%"(T — to)"?[(T — to)"* + ¢, B"*
[BYA(Ky + Ko+ K3) + (1 + Q) (K4 + Ks)
+ BY2(K| + Ky + Kj) + (1+ Q)V*(K} + K7)].

Relacija (2.3.46) ima oblik (1.5.6) i nejednakost Biharijevog tipa (Teorema 1.5.13)
primenjena na (2.3.46) dokazuje teoremu ako vaze sve njene pretpostavke. Zaista, neka
je funkcija ¢ : RT — R* definisana kao ¢(y) = »'/? i ona je neopadajuca, pozitivna
za pozitivne argumente i zadovoljava relaciju ¢(y) < ap(y/«), za svako y € [0,00) i

a > 1. Takode, izraz Esupycp, .4 |z(s) — 2"(s)|", posmatran kao funkcija argumenta ¢,
t € [to, T], je nenegativna i neprekidna funkcija. Tada, primenom Teoreme 1.5.13 sledi

1
E sup |a(s) —a"(s)|" < Loyt (24 LT)* = Hsm+ e/,

sE[to—T,t]

gde je G(y) = foy;éi)ds = 2y'% za y > 0, a njena inverzna funkcija je G7'(y) = 1y

Konstanta H = %(2 + LlT)2 je nezavisna od 9, i od n.

Sledeca teorema dokazuje se analogno kao teoreme 2.1.4 i 2.2.4. Dokaz skoro izvesne
konvergencije niza resenja aproksimativnih jednacina (2.3.3) ka resenju polazne jednacine
(2.3.1) zasniva se na primeni Borel-Kantelijeve leme.
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Teorema 2.3.9. Neka vaze pretpostavke Teoreme 2.3.8. Tada niz (x"),en TeSenja jedna-
¢ina (2.3.3) konvergira skoro izvesno ka reSenju x jednacine (2.3.1).

Slede¢i primer ilustruje prethodna teorijska razmatranja.
Razmatra se jednodimenzionalna (d = 1) SFDJ

d(t) = { — a(t)C(x(t)) + 0.58(t) sin (2 / iK (9)$t(9)d9>] a (2.3.47)

+ a(t) sin ( /_ iK(é’)xt(Q)d9> dw(t), t€ [to,T],

sa pocetnim uslovom zg = n = {00 € [— ]} nezavisnim od jednodimenzionalnog

cosy

(d; = 1) Braunovog kretanja w, gde je C(x) = %fo Hdy,x € R Frenelov* integral a «,

[ 1 a; su nenegativne neprekidne funkcue iz. [0, T] u ]R te su stoga i ogranicene. Pritom
je za svako t € [to, T, a(t) < &, B(t) < Biai(t) <ay.
Koeficijent prenosa

a(z,t) = —a(t)C(x(t)) + 0.58(¢) sin (2 /_ K(e)xt(e)de)

i koeficijent difuzije
0
brr. 1) = an (1) sin / K(0),(0)d0)

se razmatraju za proizvoljan fiksiran argument ¢ € [ty, 7']. Drugim recima, ovi koeficijenti
se mogu predstaviti kao funkcionali a; =a = foh+A;: V - Rib=b=goh:V — R,
gde je funkcional h : V' — R definisan kao

_ /0 K@)o(0)d6, veV,

neprekidna funkcija K : [—7,0] — R* zadovoljava uslov fi K(6)df =1, dok su funkcije
f,9 : R — R definisane sa f(x) = 0.55(¢)sin(2z) i g(z) = a1(t) sinz, x € R, a funkcional
Ay 0V — R je definisan sa A;(v) = a(t)C(v(0)), v € V. Neka je funkcija K izabrana
tako da je

K@O)==>, 6¢l-10.

Koeficijenti prenosa i difuzije iz (2.3.47) su neprekidno diferencijabilni (po prvom
argumentu) i oni su globalno Lipsic neprekidni. Preciznije, postoje pozitivne konstante
L, =2(a* + %) i Ly = @? tako da, za svako u,v € V i svako t € [ty, T], vazi

la(u, t) — a(v,)]* < Lallu—vl*,  [b(u,t) = b(v, )" < Lyflu — o]

Razmatrace se prvi Freseovi izvodi koeficijenata a = a; i b = b;. Jednostavno se
utvrduje da su realne funkcije realnih argumenata f i g diferencijabilne beskona¢no mnogo
puta u svakoj realnoj tacki x, te stoga postoje Freseovi izvodi f, i g, u L(R,R) funkcija
f 1 g, respektivno, u tacki z. Lako je utvrditi (videti na primer [9, 15]) da je za svako
yeR, fily)=f(x)-ye Rig(y) =4'(z) yeR, gdesuizvodi na levoj strani ovih

4Fresnel A. J. (1788-1827) - francuski fizicar
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jednakosti Freseovi izvodi, a izvodi sa desne strane obi¢ni izvodi realnih funkcija realnih
argumenata.

Ocigledno, h pripada prostoru L£(V,R), odnosno to je ogranic¢en linearan operator,
tako da za svako u € V, postoji FreSeov izvod h!, = h € L(V,R) u tacki u. Takode,
postoji drugi Freseov izvod u u, h), = 0 € L(V,L(V,R)), sto nije tesko proveriti (videti
9, 15]).

Neka je u € V proizvoljno. Da bi se odredio A}, eksplicitno, ako postoji, formira se

razlika
Aj(u+h) — Ay(u) = Lah + Ra, (u,h), hevV.

Ako je mogucée napraviti ovu dekompoziciju tako da vazi |Ra,(u,h)|/||R]| — 0 kada
|h]] = 0,1 Las, € L(V,R), tada je Ly, = A},. Jednostavno se utvrduje da postoji
Freseov izvod A}, € L(V,R) od A; za proizvoljno u € V' i on je definisan za svako v € V
kao A (v) = —a(t) cos(u?(0))v(0).

Na osnovu izvoda kompozicije funkcija (na primer, [15, p. 171]), postoji prvi Freseov
izvod a, = (foh+ Ay, = fé(u)h; + A, = [hwh + A1, € L(V.R) u svakoj tacki u € V,
Sto znaci da za svako v € V' vazi

a,(v) = f'(h(u))h(v) + Ay, (v)
— —a(t) cos(u?(0))v(0)+B(t )cos( K(@)u(@)de) / K (0)v(0)do

Takode, b, = g, h € L(V,R) za svako u € V. Drugim recima, vazi da je

5,00) = o () = an() cos [ u0100) [0y

Ako postoji drugi Freseov izvod od a : V. — R uu € V, tada a € L(V,L(V,R)).
Drugi Freseov izvod od a u tacki u je zapravo prvi Freseov izvod od v — a u tacki
u € V, odnosno to je prvi Freseov izvod funkcije ¢ : V' — L(V,R) definisane sa c¢(v) = al,
imajuéi u vidu da prvi Freéeov izvod od a postoji u svakoj tacki vektorskog prostora V.
Da bi se eksplicitno odredio a., formira se razlika

c(u+h)—c(u) = Lch+ R.(u,h), helV.

Ako je moguée napraviti ovu dekompoziciju tako da |[R.(u,h)|zwvr/||h]] — 0 kada
bl = 01 L. € L(V,L(V,R)), tada je L. = ¢, = a!! € L(V,L(V,R)). Tada, za svako
v1,v2 € V', zadovoljeno je

ay(v1)(v2) = 20(t)u(0) sinw?(0)v1 (0)v2(0) — 26(¢) sin (2h(w)) h(v1)h(vs) € R.
Na slican nacin se moze zakljuciti da je, za svako vi,v9 € V,
bl (v1)(va) = —aq () sin (h(uw))h(vi)h(vs) € R.
Za funkcionale a, b, a” i b vazi polinomijalni uslov Aj; sa konstantama

¢, =4, D, =16[(a®* +25%) v3a®; ¢, =0, D, =a:;
qa:O, Da:2(@2+62)7 Qb:()7 Db:d%

Ocigledno da uslovi Aj i Ay vaze za svako K,, Ky, K, K} > 0, jer je

a(0,t) = b(0,t) = a"(0,t) =b"(0,t) =0, t€ [ty,T).
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Polinomijalni uslov Ay je ispunjen za pocetni uslov n sa konstantama D' =11 ¢ = 0.
Uslov Ag vazi za reSenje x jednacine (2.3.47) na osnovu teorema 1.3.26 1 1.3.28.

Treba napomenuti da drugi izvod koeficijenta prenosa ove jednac¢ine nije ravnomerno
ogranicen, te se stoga rezultati u vezi LP i skoro izvesne konvergencije iz [61] ne mogu
biti primeniti. Stavise, u nastavku se dokazuju egzistencija, jedinstvenost i ograni¢enost
p-tog momenta (za svako p > 2) odgovarajuceg aproksimativnog resenja ove jednacine.

Koristeé¢i Tejlorov razvoj prvog reda (m; = my = 1) u okolini tacaka z"(ty), za
k€ {0,...,n— 1}, jednacine (2.3.3) postaju

¢ ¢
a™(t) = 2" (ty) +/ A(x?,s;x?k)ds—l—/ B(ay,s; a7 )dw(s), (2.3.48)

tE 173

t € [ty tgs1], K €4{0,1,...,n — 1}, gde su koeficijenti prenosa i difuzije

Az, t o} ) = —a(t)C(z" (t)) + 0.58(t) sin (QQ(mfk))

)
— a(t)cos (2" (t;)) [#" () — 2" ()]
+ B(t) cos (2@(1‘&)) [h(mf) — h(x?k)},
B(zy,t SL’tk) = ay(t) sin h(x?k) + ay(t) cos h(x}) [h(m?) — h(x?k)]

Pogodnosti radi, uvode se stepenasti procesi

n—1

D(EH0) =D X"t +0), 0 €[-7,0],
= (2.3.49)
) =D Xty (2" (t), t € [to,T]
k=0

i moze se primetiti da iz (2.3.49) sledi 2* = a} , t € [tg, r11). Stoga se jednacine (2.3.48)
mogu predstaviti kao

z"(t) = n(0) + /tA(s xl, 2 ds + /ttB(s xy, z)dw(s), telty,T], (2.3.50)

to

gde, za svako s € [to, T, vazi

Afs, 22, 20) = —a(5)C("(s) — als) cos ("())*("(5) — 2"(5) (2351
+ 58(s) sin(2h(=D)) + B(s) cos(2h(=}) (h(a?) — (=1),
Bls, a2, 20) = ay(s) sin(h(:0)) + ar () cos(h(=1) (b(a?) — B(:D)) (2352

U nastavku se primenjuje pristup Hasminskog da bi se dokazale egzistencija, jedin-
stvenost i ograni¢enost momenata resenja jednacine (2.3.50). Ovaj pristup je uspesno
primenjivan u mnogim radovima, kao na primer u [69] u kontekstu SFDJ. Imajuéi u vidu
da koeficijenti jednacine (2.3.50) zadovoljavaju lokalni Lipsicov uslov, sledi da za pocetni
uslov 1 postoji jedinstveno lokalno resenje {xz(t),t € [to — 7, 7¢)}, gde je 7. vreme eksplo-
zije. Na osnovu zadatog pocetnog uslova 7 proizilazi da postoji prirodan broj ry tako da
je

Inll = sup [n(f)] =7 <ro.
0e[—T,0]

85



2. Aproksimacije resenja razli¢itih tipova stohastickih diferencijalnih
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Za svaki prirodan broj r > r(, definiSe se vreme zaustavljanja

Tr = TN lnf{t € [t0,7'6> : |$n(t)| > 7’},

(2.3.53)

pri ¢cemu je inf ) = co. Ocigledno, 7, raste kada r — oco. DefiniSe se 7o, = lim,_, 7, tako

da je 7o < 7. skoro izvesno. Cilj je pokazati da je 7., = T skoro izvesno, §to implicira da

je 7. = T, odnosno resenje {z(t),t € [ty — 7, 7]} ne eksplodira u kona¢nom vremenu.
Pretpostavlja se, radi jednostavnosti, da je p > 2. Koriste¢i Itovu formulu, dobija se

tAT,
E swp ["(sAn)P < BB [ (o) A(s . 20)lds
s€[to—T,t] to

o 1 tAT,
$ =D [l Bt s

) S S
to

+pE sup
sG[to,t]

[ @y st )],

to

Na osnovu Burkholder-Dejvis—Gandijeve nejednakosti, sledi da je

[y Bt 2dutw)

to

pE sup

sE€to,t]

B 1
tAT, 2
<V32pE / 2" (s)[*~?| B(s, 22, Z?)IQdé‘]
to

N =

<] 'x"@"’)é(/t B (s zs>lzds> ]

sE[to, tATr]

tAT
<-FE sup |z"(sAT)]P+ 16p2E/ 2™ (s5)|P~2| B(s, 2™, 2™)|*ds.

7 S S
SE[t()—T,t} to

N —

Zamenom (2.3.55) u (2.3.54) proizilazi da vazi

tAT,
E sup |z"(sAT)]P < 2E||77||p+2pE/ lz™(s)|P| A(s, 27, 2)|ds

y gy g
sE[to—T,t] to

tATy
-1+ 327 [ P Blsial )Pds.
to

Primena Jangove nejednakosti povlaci

»YsIr s - ]

~1 1
2" (s)[PHA(s, 2%, 27)] < pT\I"(S)I“r ];IA(S vg, 2",

-2 2
2" (5) 2| B(s. a2, )P < =l (s)|P + | Bs.al, )
p p
Na osnovu (2.3.57) i (2.3.58), ocena (2.3.56) postaje

E sup |z"(sAT)P

s€[to—T,t]

t
§2EH77HP+3p(11p—21)/ E sup |z"(uAT)|Pds
to

u€lto—,s]

tAT, ATy
+ 2E/ |A(s,x, 22)|Pds + 2(33p — 1)E/ |B(s,x%, z)|[Pds.

y Vs Fg
to to
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2.3. Stohasticke funkcionalne diferencijalne jednacine

Imajuéi u vidu (2.3.51), kao i ¢injenicu da je Frenelov integral ograni¢en konstantom
0.977451424 (priblizno 1), dobija se

aGs.a =P <o o+ (5) ]+ ek - 2+ s - niapi |

Tada postoji konstanta C'; > 0, tako da vazi

C? > 4P~ max {o_zp + (g)p,ﬂp}

|A(s, 28, 20)[" < CF [L4]2" () =2"(s) P + |a(af) —A(z) ] (2.3.60)

?YsI s

Na osnovu (2.3.52) vazi

|B(s, a3, 20)I” < 207 [af + af|h(x}) —h(=])I"],

»Ys1 s S
tako da postoji konstanta Cy > 0, za koju je C} > 2P~1al i

|B(s, 7, 20)|P < C5 [1+ |h(xg) — h(z)]"].- (2.3.61)

Y EREAE:}

Zamenom (2.3.60) i (2.3.61) u (2.3.59) dobija se da, za svako t € [ty, T], vazi

E sup |z"(s A7) §2E]\77\|p+2[0f+(33p - 1)05] (T—to)

sE[to—T,t]

t
+3p(11p—21)/E sup |z"(u A7) [Pds

to u€[to—T,s]

AT (2.3.62)
—I—QC{)E/ |z"(s)—2"(s)|Pds
t
’ tAT,
s2ct+ @3- DOLJE [ Ihtat)-h()Pds
to
U nastavku se ocenjuje izraz
(h(x9) = h(z0)|" = [h(xl) = Wi )P, s € [tr, thpa At KR € 40,1, n — 1}
Primena Helderove nejednakosti povlaci
p
|h(x%) — h(zf, ’P—‘/ M(s+0) — a"(t), +6))do
<1 / 27 (s + 0) — " (tx + 0)[7d0 (2.3.63)
T —T

<2770 sup [a"(u)l”.

u€[to—T,s]

Na osnovu (2.3.63), izraz (2.3.62) postaje

¢
E sup |z"(sAT)P < Hi(p)+ Hg(p)/ E sup |z"(u A1) Pds,

SE[to—T,t] to ’uE[to—T,S]
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gde je

Hi(p) = 2E|n||” +2|CT + (33p — 1)0;’] (T — to),
Hy(p) = 3p(11p — 21) + 2°*1CY + 27(33p — 1) Y.

Primena Grunval-Belmanove leme povlaci

E sup |z"(s AT)[P < Hy(p)eM@T=0) g >0t € [to, T
sE[to—,t]

Specijalno, vazi

E sup |z"(s AT)|[P < Hy(p)e2®T=t) >y (2.3.64)
s€[to—T7,T

Na osnovu (2.3.53) i (2.3.64), sledi

rPP{r, <T} < E| sup |2"(s A7)[PLr <1y

s€[to—T,t]

<E sup [z"(sAT)]
sE[to—,t]

< Hy(p)e=PT0) > g

Kada r — oo u poslednjoj nejednakosti dobija se da je P{r,, < T} = 0, odnosno
P{7, > T} = 1. Sa druge strane, kada r — oo, relacija(2.3.64) implicira

E sup [a"(s)[" < Hy(p)e™W T,
s€lto—7,T]

Tada se moze zakljuciti da postoji jedinstveno resenje jednacine (2.3.50) sa ograni¢enim
p-tim momentima za svako p > 2, sto povlaci Ag.
Teorema 2.3.8 daje red bliskosti u LP-smislu, odnosno

E sup |x(t)— x"(t)}p < HP.
te[to—,T)

2.4 Neutralne stohasticke diferencijalne jednacine
sa vremenskim kasnjenjem

U ovom poglavlju se razmatra metod analiticke aproksimacije zasnovan na Tejlorovoj for-
muli za klasu neutralnih stohastickih diferencijalnih jednacina sa konstantnim kasnjenjem,
kod kojih neutralni ¢lan i koeficijenti prenosa i difuzije zadovoljavaju polinomijalni uslov.
Za razliku od postojec¢ih rezultata, vezanih za primenu Tejlorovog razvoja za aproksi-
maciju reSenja razli¢itih tipova stohastickih diferencijalnih jednacina [10, 11, 12, 27, 28,
56, 58, 59, 60, 61], u ovom poglavlju se dokazuje egzistencija i jedinstvanost resenja
aproksimativnih jednacina, kao i ogranicenost njihovih momenata proizvoljnog reda,
pod odredenim pretpostavkama za izvode koeficijenata jednacine. Glavni rezultati su
vezani za LP i skoro izvesnu konvergenciju niza aproksimativnih resenja ka reSenju po-
lazne jednacine. Dokazuje se da red LP—bliskosti raste kada se povecava red izvoda u
Tejlorovim razvojima koeficijenata polazne jednacine.
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2.4. Neutralne stohasticke diferencijalne jednacine sa vremenskim kasnjenjem

U radu [56] je pretpostavljena uniformna ograni¢enost prvog izvoda neutralnog ¢lana,
ogranicenost prvog i drugog izvoda koeficijenata prenosa i difuzije, kao i drugi izvod neu-
tralnog ¢lana, dok aproksimativna jednacina ima koeficijente koji su Tejlorovi razvoji
prvog reda odgovarajuc¢ih koeficijenata. U ovom poglavlju Tejlorovi razvoji koeficijenata
aproksimativne jednaCine mogu biti proizvoljnog reda, a za prve naredne izvode koefi-
cijenata, koji ne ucestvuju u Tejlorovoj aproksimaciji, se zahteva polinomijalni uslov.

U ovom poglavlju su izlozeni rezultati koji jos uvek nisu objavljeni.

2.4.1 Formiranje metoda

U ovom poglavlju se razmatra d-dimenzionalna neutralna stohasticka diferencijalna jed-
nacina (NSDJ) sa konstantnim kasnjenjem (1.3.19) sa pocetnim uslovom (1.3.20). Inte-
gralni oblik jednacine (1.3.19) je

x(t) — D(t, x(t — 7‘)) =n(0) — D(to, 77(—7‘)) +/ f(s, x(s), x(s — T))ds
o (2.4.1)

+/ g(s,m(s),x(s—ﬂ)dws, t € [to, T

to

Pretpostavlja se da koeficijenti jednac¢ine (2.4.1) zadovoljavaju sledeée uslove:

A;. Postoji nenegativna konstanta rq tako da je za pocetni uslov (1.3.20) zadovoljeno
Il < 7o s.d.

As.  Funkcija D zadovoljava polinomijalni uslov, odnosno postoje nenegativni realni
brojevi L i ¢; tako da, za svako t € [tg,T] i y,y € R, vazi

|D(t,y) — D(t,§)| < Li(1+y[* +[5]") |y — 7.

Stavise, D(t,0) = 0 za svako t € [to, T];
Asz.  Postoje nenegativne konstante Ko, K3, Lo, L3, {5 1 {5 takve da je Lo V Ly > 01
da, za svako t € [to,T] i z,7,y,7 € RY, vazi
‘f(t,:c,y) o f(twi.ag)l < KQ‘:U o ‘/E‘ + L2(1 + |y’£2 + ’37|£2)|y - g‘a
9(t,z,y) — g(t, Z,7)| < Ks|z — z| + Ls (1 + [yl + |7]*)ly — 7.

Takode, postoje nenegativne konstante f i g tako da vazi | f(¢,0,0)| < f i |g(t,0,0)| < g,
za svako t € [ty, 1.

Moze se uociti da, na osnovu Jangove nejednakosti i elementarne nejednakosti (1.5.3),
pretpostavke A, i Az impliciraju da, za svako t € [tg, T] i x,Z,y,§ € R%, vazi da je

(z—=D(ty) -2+ D(t,9), f(t:ry)—f(tf@?)>

1
§§|x—D(t y) -z + D(t,7)|” +—\ftxy) £t z,9)[
2

<o —af + L3+ gl 1)y — o + e —af?
L% lo lo 2
o (L Iyl + 171) y — 3]
K3 L3
(1 + f) o = 2[* + 9(L§ + 72) (L Jyl™ 4 1917 ) y —
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i Lema 1.3.35 garantuje da jednacina (2.4.1) ima jedinstveno globalno resenje x, odnosno
{z(t), t € [ty — 7,T]}, sa pocetnim uslovom (1.3.20), koje za p > 2 zadovoljava uslov

E sup |z(t)]" < C’(EHnHﬁp) = cn), (2.4.2)
tE[to, }
gde je
. T —ty
(=1 + max{ﬁl,ﬁg,ﬁg}, ] = . (243)
T

Aproksimativne jadnacine ¢e biti definisane na ekvidistantnim particijama vremen-
skog intervala [ty — 7, T|. Za prirodne brojeve n i n’ koji zadovoljavaju n'(T — tg) = nr,
razmatra se ekvidistantna particija

T — to T

to—T=tw<-<ta<to<t < <tn=T, G=-——=—. (244

Neophodno je uvesti sledec¢e pretpostavke.

B;. Funkcija D ima Tejlorovu aproksimacuju reda m; po drugom argumentu i
funkcionali f i g imaju Tejlorove aproksimacije reda mo i mg, respektivno, po tretem
argumentu.

Razmatraju se sledece jednacine

mi D(l) n .
" (t) — Z W(Q:”(t —7)—a"(ty — 7))
i=0 '
t m2 f(Z) n " )
= a"(ty) — D (tp, " (t, — 7)) + /tk ; (o (s); (t: 7)) (z"(s — 1) — " (ty — T))st
t ms3 g » 4
/ (S > (S ° ( &=7)) (z"(s —7)— 2" (t — T))ldws, t € [ty, tkr1], (2.4.5)
tk =0

za k €{0,1,...,n— 1} sa pocetnim uslovom (1.3.20) za k =01 {z"(tx +0), 0 € [-7,0]}
zak € {1,...,n—1}, koji su izvedeni iz resenja prethodnih jednacina. ReSenja jednacina

(2.4.5) aproksimiraju resenje x = {z(t),t € [ty — 7,T|} jednacine (2.4.1) na particiji
(2.4.4). Aproksimativno resenje z" = {z"(t), t € [top — 7,T]}, konstruisano na osnovi
(2.4.5) sukcesivnim povezivanjem procesa {z"(t), t € [tx,trs1]} sa n u tackama tx, za

k € {0,...,n— 1}, je skoro izvesno neprekidan proces.
Radi jednostavnosti, za svako t € [tg, tg41] 1 k € {0,...,n — 1} uvode se oznake
4 Dl ) ‘
™~ n n t,x™ (t—T n n 7
D(t,a"(t —7);a"(ty, — 7)) = ZTk(x (t—7)—a"(t,— 7)),
i=0
& fiewn ) ‘
n n n t,x™(t),x" (L —7 n n )
F(t,a"(t), = (t—T);.T(tk—T)):Z i D (2"t — 1) — 2"ty — 7)),
i=0
ms g(i)
t,x™(t),x" (tp—7 7
G’(tx(t) (t—T)JZ(tk—T>>: ( ()i‘(k ))( (t—1) x(tk.—T))
=0 ’

t - T Z X tk,thrl) (tk - T)a le [th T]» (2-4-6)
1=0
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za svako n € N i neka je
yp =a"(t—71) 1 2z =z2"(t—71), telt,T] (2.4.7)

Tada se jednacine (2.4.5) mogu zapisati u jednostavnijem obliku

z"(t) = D(t,y;'s 2') =n(0) — D(to,n(~7)) +/ F(s,2"(s), 5% 27 ) ds
, o (2.4.8)
+/ G(s,2"(s),yls 20 ) dws, t € [to, T).

to

Pretpostavlja se da su svi Lebegovi i [tovi integrali dobro definisani. Bi¢e dokazano da
postoji jedinstveno resenje jednacine (2.4.8) sa poc¢etnim uslovom (1.3.20) pod odredenim
pretpostavkama:

B,. Funkcija D™+ zadovoljava polinomijalni uslov, odnosno postoje nenegativne
konstante L} i £} tako da, za svako t € [ty, T] i y,y € R%, vazi

HD (m1+1) D(m1+1)

(L) e s S LU+ Tyl + 191y — 3l

Takode, postoji nenegativna konstanta ¢, tako da je [[D™1 D (¢,0)||,n, 41 < & za svako
t € [to, T);

Bs. Funkcionali f(m2+1) i ¢g(ms+1) zadovoljavaju polinomijalni uslov po tre¢em argu-
mentu, odnosno postoje nenegativne konstante L5, L}, £, 1 ¢} tako da, za svako t € [to, T
iz,y,5¢cRY vazi

Hf%%;)” £ < (L [yl + 1g]%) |y — g,
gt — gl tDN Ly < Ly (1 + 1yl + 131%) 1y — 3;

B,.  Funkcionali f(m2*V(. . 0) i g™+ (.. 0) su uniformno ograni¢eni, odnosno
postoje nenegativne konstante f’'i ¢’ tako da vazi
m2+1

sup dH (t,0.0) Hm2+1§f', sup

loctas)”
(t,@)€Eto, TIXR (t,z)€to, T xR?

(tacO ng—i—l — gl'

U ovom poglavlju je funkcija s: R — R je definisana kao s (0) =6 =1V o, 0o € R,
Sada ¢e biti dokazano da jednacina (2.4.8) ima jedinstveno globalno resenje na [to — 7, 7]
sa poCetnim uslovom (1.3.20) i da su njegovi momenti reda p ograniceni.

Teorema 2.4.1. Pretpostavlja se da su ispunjeni uslovi Ay — Az @ By — By. Neka
funkcional DU, iy € {1,...,m1}, posmatran kao funkcija definisana na [ty, T] x R?
i funkcionali U2, iy € {1,...,my} i g™, is € {1,...,ms}, posmatrani kao funkcije
definisane na [to, T] x R x R, zadovoljavaju sledeée lokalne Lipsicove uslove: za priro-
dan broj k postoji nenegativna konstanta Ky, tako da, za svako t € [ty, T], x,%,y,y € R?,
za koje je |x| vV |z| V |y| V |y| < k, vazi

||D(il) ty)H“ < Kily—gl, i €{l,...,m},
||ff§§,,y) my)Hm < Ki(le—zl+ly—gl), i2e{1,...,ms}, (2.4.9)
||g((z3xy g(;:’;&)y)”Z3 < Kk(|x—x| + |y — y|) iz € {l,...,ms}.
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Tada jednacina (2.4.8) ima jedinstveno globalno resenje ™ = {x"(t), t € [to — 7, T|} sa
pocetnim uslovom (1.3.20). Takode, za svako p > 2 vazi da je

E sup |2"(s)|" < CJ(Vj_IP) (E|\7]||7jp) = C](Wj_lp), (2.4.10)

SE[to,T]
gde je vrednost j data sa (2.4.3), dok je
v =1+ max{ly, o, 03, 0] +mq + 1,0, +mg+ 1,05 +msz + 1}.

Dokaz. Nije tesko pokazati primenom uslova Ay, Az, By i (2.4.9) da za svaki prirodan
broj k za koji je, |x| V |Z| V |y| V |y| V |z] V |Z| < k, postoji nenegativna konstanta K,
tako da je

|F(t,2,y;2) — F(t,7,5:2)| < Ki(jo — 2| + |y — 9] + |2 — 2]).

Kako funkcionali D i G zadovoljavaju sliéne pretpostavke, sledi da postoji jedinstveno
lokalno resenje ™ = {z"(t), t € [to — 7, 7.)} jednacine (2.4.8), gde 7. predstavlja vreme
eksplozije.

Da bi se dokazalo da je 2™ globalno resenje, dovoljno je pokazati da vazi (2.4.10). Na
osnovu Aj, za svaki prirodan broj r > ry definiSe se vreme zaustavljanja 7, kao

7, = inf {¢ € [to, 7e) ’ 2" ()] = r} AT,

gde je inf ) = 4+00. Kako je niz (7,),ennro,00) Reopadajudi, to postoji lim, e 7 = 7oo < 7o
s.i. Ako se dokaze da je 7, = T s.., tada je 7. = T s.i. i prema tome x" je globalno
resenje.

Primenom Itove formule na V'(¢,z,y) = |z|P, a potom uzimajuéi supremum i mate-
maticko ocekivanje, na osnovu jednacine (2.4.8) dobija se

p

E sup x”(S)—D(S,ZJ?;Z?)

sE[to,tATr]

90~ Dltosn(-)[ +p5 [

to

w(s) — D(s.y 27|

p—1

<FE x"(s) — D(s,y;‘;zg) ds

F(s,x"(s),y?; z?)

2 2
G(s,a(s), 25 2) | s

+pE  sup / |2 (u) =D (u, yis 22) [ (" () = D (s 22), G (w, 2 (), s 20 dwy,)
s€lto,tATr]S Lo
ESl+SQ+53+S4, t e [to,T]. (2411)
Pretpostavka A i nejednakost (1.5.3) impliciraju
p
S = E‘U(O) — D(to, n(—T))‘

<274 [E}O)1 + E[D{to, (=) = Dlto.0)

<2 'Eln(0)] + 2 IIE [(1 + |n(—7)|£1)p|n(—7)}p]

< 2L E|nlfP + 222 LY (Blln||? + E|ln|“+0P)
< 207N 1+ 2°LY) (1 + En|P). (2.4.12)

92



2.4. Neutralne stohasticke diferencijalne jednacine sa vremenskim kasnjenjem

Jangova nejednakost sa konjugovanim eksponentima (p%l,p) i (}%2, g) (drugi je zap > 2)
implicira

tATy
SQ = pE/
to

-1

z"(s) — [)(s,y?; ) ' ds

F(s,2"(s), 4% 27)

tAT ~ tAT
<(p-— 1)E/ 2" (s) — D(s,ys; 27) “ds+ E/ F(s,z"(s),yl; 22) pds,(2.4.13)
to to
_ 1 tAT, N _92 2
Ss = p(p2 ) E/ x"(s) — D(s, (T z?) ’ ‘G(s,x”(s),y;‘; z;‘) ds (2.4.14)
t
p_20 tATy . _ . p tAT . - p
<(p-1) TE/ a"(s) = D(s, 45 2¢) d8+E/ G(s,2"(s),ys;22) | ds|.
to to

Moze se primetiti da je relacija (2.4.14) zadovoljena i za vrednost p = 2. Primena
Burkholder—Dejvis—Gandijeve i Jangove nejednakosti na sabirak Sy iz (2.4.11) povlaéi

2"(u)— D (u, yll; 21

p2<l“"(ﬂ) —D(u,y; 28, G (u, 2" (u), y2; ZZ)dwu>

5 1/2
ds>

5 1/2
ds) ]

S,=pE sup /

sE[to,tATr]J to

~ 2p—2
2"(s) — D(s,yl; 27)

G(s,2"(s), ys: 2L)

p) 1/2

p—2

tATy
< v32p E(/
to

<V3p FE

( sup
SE[to,tATr]

( /«t/\'rr
to

2"(s) — D(s,y2; 27

G(s,2"(s),y; )

1 ~ p
< - E sup |2"(s)— D(s,yl;20) (2.4.15)
2 SE[to,tATr]
tAT, B p—2 2
+ 16p2E/ z"(s) — D(s,y?; z?) ‘G(s,x"(s),y?; z;l) ds.
to
Drugi sabirak u (2.4.15) moze se oceniti na isti nac¢in kao sabirak S3 u (2.4.14).
Zamenom (2.4.12)—(2.4.15) u (2.4.11) dobija se ocena
. p
E sup |z"(s) — D(s,y};27)
SE[to,tATy]
tAT N P
< 2°(1+2°LY) (1 + E|n|"") + (33p — 65)p E/ 2"(s) — D(s,yl; =) | ds
to

tAT, p tATy P
+ QE/ F(s, z"(s),ys; z?) ds + (66p — 2)E/ G(s,x”(s),y?; zg) ds
to to

Na osnovu relacija (1.5.3) i (2.4.16) zakljucuje se da je

x"(s) — f)(s,y?; z?) + f)(s,y?; z;‘) :

E sup |x"(s)}p:E sup

s€[to,tAT] sE€[to,tATr]
_1 ~ n P n 2 n. .\ |P
< 2P |E  sup D(s,ys : 25) +FE sup |z"(s)— (Says ; Zs)
s€E[to, tAT] SE€[to, tATr]
= 2p_1(M0+M1+M2+M3+M4). (2417)
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Nejednakost (1.5.3) i pretpostavke By, Ay i Bsy, za neko 0; € (0,1), impliciraju da se
sabirak M, moze oceniti na sledéi nac¢in

. P
My=F sup D(s,y?) + D(s,y?; z;‘) — D(s,y?)

SE[to,t/\Tr]

p
<27'E sup  |D(s,yl) — D(s,0)
SE[to tATr]
L2 p e (D pemen _ plme) (g mymt]?
[(m1 + 1)!]p sE[totAT] (=:0) (5,28 +601(u3 —23) (=:0) ° °

9223 1
<op-lrpPp |:<1+ g€1>p ?p:| —|——1E ?_ g(m1+ )p
<2HE o (R S g

SE[to tATr
2%=2([/ )P
[+ 1)1 2.4.18
[(m1 +1)1]" 2.4.18)
-FE  sup [(1 + ‘z:’ + 61(y? — zg)’%)p’;g? + 6’1(y§ _ Z:)my? _ Z?‘(m1+1)p:| '
s€[to,tATy]

Na osnovu oznaka (2.4.6) i (2.4.7), kao i relacije

sup |27 < sup  |yl|, t € [to, T,

sE[totATr] SE[to,tATy]
zakljucuje se da, za o, > 0, vazi

E  sup ‘ys‘ ‘z ‘5<E sup ‘ys|a+5

SE€[to,tATr] s€[to,tA

" sup }yu‘ < sup |yu‘a+’8, ly2|" sup |yu‘ < sup |y$‘|a+ﬂ. (2.4.19)

uetos Etos ue|t os u€lto,s

|2

Takode, na osnovu (1.5.3), za s € [ty,T], 7 > 21 o, € [0,1] tako da je a + 5 = 1, vazi

|yl + 82| < (a sup IyuHﬁ sup i) = sup |y (2.4.20)

u€lto,s] ] u€lto,s]

Stoga, prema (1.5.3), (2.4.7), (2.4.19) i (2.4.20), relacija (2.4.18) postaje

My < NP (1+ B swp [y2]™), (2.4.21)

SE[to,tATy]

gde je
2(m1+1)p71

Tk @y + 2 (L)' } (2.4.22)

Drugi sabirak u (2.4.17) i prvi u (2.4.16), prema (2.4.12), jeste

Nép) _ 22p—1{ (fq)p +

M, = NP (1 + E|jn|™), (2.4.23)

gde je
NP — op [1 4o (El)p]. (2.4.24)
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Poznata nejednakost (1.5.3) i ocena (2.4.21) impliciraju

tAT, B p
Ms = (33p — 65)p E/ a"(s) — D(s,yl; 20)| ds
t
’ tATr
—1 p 2 n. n\|P
< 2P (33p—65)p{E/ |2"(s)|"ds + (T —to))E sup |D(s,yl;27) },
to SE[to,tATr]
tAT,
< NP [E / |2 (s)|"ds + (T — to) N (1 +E sup |y P”)}, (2.4.25)
to SE[to,tATr]
gde je
NP = 2771(33p — 65)p. (2.4.26)

Na osnovu pretpostavki By, As, By i Bs, uz (1.5.3), dobija se da postoji 8, € (0, 1)
tako da je

tAT
M; = 2E/ f(s,2™(s),y)) + F(s,2"(s),yl; 20) — f(s,2"(s),y7) " s
to
tAT,
< QPE/ f(s,0,0) + f(s,x"(s),yg) — f(s,()?())‘pds
to
T (ma2+1) n_ on\m2+l
+ 2B / | Sty (05 = 2)
to (mg + 1)!
< 22p—1 E tAT, » tAT, »
< |£(5,0,0)|"ds + B f(s.2"(s), ) — f(5.0,0)] ds
to to
22p71 tAT, (mat1) g1 [P
T [(m2+1)!}pE/to ‘f(s;"(s)O)(ys s) ’ ds
22P*1 tATr mat1) (matD) . R »
PP P | s ~ o) 0 = 20
tATy P
= QQP‘I{P%T ~t)+E [ {Kﬂmn + L1+ 2] ) ».y:\] ds}
to
92p— l(f’) /tmr |y: B Z?|(m2+l)pd8
[m +1) }
22p I(L/ )p
[ mo + 1 ':|
tAT ,
B[ (1 oata - ) a2 oatar Pt 22 s
to
tAT
< 23p2K§E/ |2 (s)["ds + NP (1 +E sup ‘y?‘w>, (2.4.27)
to SE[to,tATr]

gde je, na osnovu (2.4.19) i (2.4.20)

9(m2+1)p

NP = 221 — ¢, {(f)p 2%~ 1{(L )"+ [ }p[(f’)’%zp(i’z)”]}}. (2.4.28)
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Slicno, vazi da je

tATy p
M,y = (66p — 2)E/ ds

to

tAT
< 2%2(33p — 1)K§’E/ [2"(s)["ds + Ny (1 +E sup |y ’w)

to SE[to,tATr]

G(s,2"(s),45: 27)

(2.4.29)

gde je

R (m3+1)p ~
Nip) _ 22p—1(33p —].)(T— tO) {(é)p + 22;0—1{ (L3)p + [(7277/3—_:1)'}1) [(él)p + 2P (Lé)p] }}
(2.430)

Zamenom (2.4.21), (2.4.23), (2.4.25), (2.4.27) i (2.4.29) u (2.4.17), kao i na osnovu
Fubinijeve teoreme, dobija se da je

E sup |z"(s)]" <22 INPE|n|* + PP + PPE sup |y
SG[to,t/\Tr] se[t()vt/\TT]

: (2.4.31)
+P§p)/ E sup |2"(u)|"ds,
to

u€[to,sATr]
gde je
= 27U NP + NP (T — to) NP NP+ NP+ NP,
_ op-1 N(p) t0>Nép)N2(p) +N:3(p)+Nip)L
=271 [NP + 237’—2 ((R2)" + (339 = 1)(Ks)") .
(

imajuéi u vidu (2.4.22), (2.4.24), (2.4.26), (2.4.28) i (2.4.30). Relacija (2.4.31) je ekviva-
lentna sa

t
1) < B0+ PP [ H(s)ds, te 1), (2.4.32)
gde je H : [ty,T] — R neprekidna funkcija definisana kao
H(t)=F sup ‘m”(s)|p,

SE[to,tATr]
P?fp ) ne zavisi od t a Hy : [to, T] — R je nenegativna, neopadajuca funkcija definisana sa

Hy(t) = 22 NP E|n|? + PP + BPE sup  |a"(s — 7).

SE[to,tATr]
Primena Grunval-Belmanove nejednakosti na (2.4.32) obezbeduje da, za svako t € [to, T},
vazi da je

B sup o) <P (2 NP B[P+ PP+ PPE  sup o (s)[™).

SE€[to,tATr] s€[to—T,(t=T)ATy]
(2.4.33)
Kako je
E sup 2" (s)|" < E sup |2"(s)|"+E sup 2" (s)[""
s€fto—T,(t—T)A7] sE[to—T,t0] s€(to,toV((t—7)ATr)]

= Enl"+E sup 2" (s)

"Yp
s€(to,toV((t—7)ATr)]
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2.4. Neutralne stohasticke diferencijalne jednacine sa vremenskim kasnjenjem

pri ¢emu se podrazumeva da je sup ) = 0, ocena (2.4.33) se moze zapisati u ekvivalentnoj
formi kao

E swp |6 <CO@EWIT) +QPE s |n()|" te T
SE[to,tATr] s€(to,toV((t—7)ATr)]
(2.4.34)
gde je
(P) (r_
CP(Enl™) = RY + U B, QW = Plel (=),
Rgp) _ Pl(P)ePg(p)(T—to)’ UI(P) _ ePép)(T—to)(Qp—lNl(p) + PQ(P)).

Zat € [to,to + 7], 1z (2.4.34) sledi ocena

E  sup ‘x"(s)|p§C£p)(EHn||w). (2.4.35)

SE[to tATr]
Zat € [ty + 7,to + 27], kako je v > 1, relacije (2.4.34) i (2.4.35) impliciraju

E sup [2"(s)]" <P (Elnll”) +QPE sup  |a"(s)]"

sE[to,tNATy] s€to,(to+71)ATr]

2
< Gy (E|ln|™®) + QW™ (Elln| ™).
Kako je ngap) < R(17bp), Ul(vap) < Ul(wbp) i QU'P) < Q0P gde je 0 < a < b, tada je

E sup |a"(s)[" < P (E|n||*),

SE[to,tATr]
gde je

CQ(W) (E”n”vzp) _ ng) + UQ(W)EHn”va7
ng) :ng)(l + Q(p)) + Ul(w)7 UQ(’YP) _ Ul(w)<1 + Q(p)>.

Matematickom indukcijom dokazuje se da, za t € [ty + (¢ — 1)7,to +i7], 3 < i < j, vazi
da je ‘
E sup |z"(s)]" < co ) (E|ln

SE[to,tATy]

"), (2.4.36)

gde je

i-1 i it o '
G P (Blnllr) = RYT P 4 ULV E |,

(2

i—2) (Q(v“?’p))i—l -1

; ; (V' Pp)yi ;
() _ pe ) (@7 ) =1 e
f; = QU ) — 1 + U QUrTPr —1 7
i—2 i
g gt Q™) —1
i 1 Q(,Yi—2p) 1 :

Prema tome, za t = T', primenom (2.4.36) dokazuje se da vazi (2.4.10), tako da je ™
jedinstveno globalno resenje jednacine (2.4.8). O

Lako je uociti da primena Helderove nejednakosti implicira da Teorema 2.4.1 vazi i za
svako 0 < p < 2.
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2.4.2 Glavni rezultati

Pod odredenim dodatnom pretpostavkama za koeficijente jednacina (2.4.1) i (2.4.8) bice
dokazaceno da x™ konvergira ka x u LP—smislu.

C,. Postoje nenegativne konstante K4, KY, Ly L4 ¢4 i 04 tako da, za svako t € [to, T
iz,z,y,7 € RY vazi

£GmtD — flmatD) < Kl — )+ Ly(1+ [yl% + 151%) 1y — 3,
oGl — glmaD|| < Ko — 2|+ Ly (1 + [yl + [51%) 1y - gl;

Cy.  Funkcional D zadovoljava polinomijalni uslov po prvom argumentu, odnosno
postoje nenegativni realni brojevi Ly i £y tako da, za svako sy, sy € [to, T] i y € R, vazi

|D(51,y) = D(s2,9)] < Lo(1+ 51 + 55 s1 — sa.

Cs. Pocetni uslov (1.3.20) zadovoljava polinomijalni uslov, odnosno postoje nenega-
tivni realni brojevi A i A tako da, za svako #',0" € [—7,0], vazi

In(0) —n(@")] <AL+ 0+ 10") |0 — 0"| s.i.

Propozicija 2.4.2. Neka je z" resenje jednacine (2.4.8) sa pocetnim uslovom (1.3.20) 1
neka su uslovi Ay — As, By, By, By i C;y — C3 zadovoljeni. Tada za svako r > 0, vaZi

E sup |2"(s) — 2" (k)| < @g-vjilr)é;ﬂ, t € [tr,tes1], k€40,...,n—1}, (2.4.37)

Se[tk,t}

gde je @g»'yj_lr) konstanta nezavisna i od n i &,, pri cemu je vrednost j data u (2.4.3).

Dokaz. Bice razmatran samo slucaj kada je r > 2. Slucaj 0 < r < 2 se jednostavno
dokazuje na osnovu Helderove nejednakosti sa konjugovanim eksponentima (2/r,2/(2 —
r)). Jednostavnosti radi, i u ovom dokazu ¢e biti koris¢ene oznake (2.4.6) i (2.4.7).

Primenom nejednakosti (1.5.3), Helderove nejednakosti za odgovarajuéi Lebegov in-
tegral sa konjugovanim eksponentima (r,r/(r — 1)), Burkholder-Dejvis—-Gandijeve ne-
jednakosti i Helderove nejednakosti sa konjugovanim eksponentima (r/2,r/(r — 2)) (za
r > 2), izometrije Itoa (za r = 2) i Fubinijeve teoreme za odgovarajuéi stohasticki inte-
gral, dobija se da je

E sup |2"(s) —a"(ty)|" < 3L + (t—tn) " La(t) + oo (t — i) TP I5(t)], (2.4.38)

SG[tk,t]

zat € [ty, tg1], za svako k € {0,1,...,n — 1}, gde je

Li(t)=FE sup |D(s,y97) — D(tw )|

se[tkzt]

t t
]Q(t):/ E‘F(s,x”(s),y?;y&)‘rds, Ig(t):/ E‘G(s,x”(s),ys;y&)‘rds

tg ty

i konstanta ¢, > 0 je dobijena primenom Burkholder-Dejvis—Gandijeve nejednakosti.
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Na osnovu (1.5.3), By, By Cy i As, postoji 6; € (0,1) tako da vazi

T

L(t)=FE e D(s,y2yn ) —D(s,y2) + D(s,y2) =D (tr, y7) + D(te, y2) — D (e, yi)
s€|tg,
(m1+1) (m1+1) (m1+1) n n\mi+l .
<3 E sup (Dl sonoz-sny ~ Pisoy T Doy ) (08 = vi)
N s€[tk,t] (m1 + 1)'
- ‘D(s,y?) — D(ty,y) 4 ‘D(tk,y?) — D(ty,yp) }
67‘71([/1)7” |:( ) (m1+1)7":|
-~ 7 1 7
< T2 250 | 0 W AR 02—
6" (1) (mi+1)r . to | o\
LA VA n_ L3 [1+ 0 4 tho —t’"]
T+ DT 220, [ = vk o Sup, (15 +8)ls =t
+ 3L sup [ (1l L) o - il

s€ [tk 7t]

Slicno sa (2.4.19) i (2.4.20), primenom (1.5.3), zakljucuje se da je
127‘—1(L/ )r |:<

- F su
[na+ DT
6"~ l(Cl)T n (m1+1)7“
)!

sup |yi|" + sup |yu‘ (“ H)r>|?/? - Yp (mIH)T}

u€[ty,s] u€[ty,s]

Li(t) <
SE[tk,t]

E sup |y5

— 7 + 37 L (1 4 2T%) (t — t3,)"
[(m1 +1 ] s€[tw.t] 0

+OILLE s [[uf [+ Iys\mlyﬁ—yffle+ ARl
sE|(tg
Helderova nejednakost sa konjugovanim eksponentima (7_721_1, ﬁ) i (%,7), kao i

definicija broja v, povlace

12r—1 L r y—mp—1 - my+1
L(t) < #)T {(E sup |yg‘v*:'/1rl> ! (E sup |y” —ytk‘7 ) ’
[(ml + 1)!} SE[tk,t] €[tk t]

n W(Z}nﬂ); B r\ A
+ (B sup [yr]) (& sup g2 —yi|")

SE[tr,t] SE[tg,t]

—6’”—1(61) <E sup }y -y |W> = + 37N (1 4 2T%) (t — t3,)"
[(ml + 1) :| S tr 0
1

Se[tk t]
v =L 5
+9T1L5{<E sup o7 =y, |") "+ 2(E sup 1)) 7 (E sup lv vl >]

SE[tgt] s€[tg ] Elty,t]

y—mq—1 m1+1:|

Na osnovu Teoreme 2.4.1 sledi da je

61“,1 . .YJ, 1) ﬂ/—r:ll 1 (73(£1+1)7‘) Y= 7:1 1
It<—r2r—L/r(C“/m1 > <Cvm11) :|+5T}
0% 2| @)

mq+1
(E' sEpt] {ys —ytk‘w> ! (2.4.39)
sE |ty

2=

r—1lrr (’ijlr) = n n |77 r—1rr r r
Lol {1+2<0j 1 ) ’ }(E sup |ys—ytk\”) S 3TILN(L 4 2T ()

Se[tlmt}
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Imajuéi u vidu (1.5.3), By, Cy, By, As, postoji 8, € (0,1) tako da je

t T
B(0) = [E[F(s.0"(s).2508,) ~ (5.0 (5). )+ (s,x"<s>,y:)—f<s,o,o>+f<s,o,o>\ ds
123
(m2+1) (m2+1) m2+1 mo—+1
(f(s,z"(s)g?k+9_2(y?—y?k)) - f(s,xn(tk ),0) + f(s :L‘"(tk )) (yg y )

t
<3’r‘—1 / E

_|_/t:E)f(3’xn(S)’y?) _f(s,o,o)’rder/t:}f(s,0,0)|rds}

6r—1 L// r o ,
( 2)]70/ (1+|ytk+92( —y)[f >|’ytk+92( —y)| | s

ds

- [(m2+1)'
6r—1<f/)r /t (mat1)r
b By -y d
|:<m2 + 1)'] tr ‘y ytk‘ i

+3T_1/ E|:K2‘{L’n(s)‘ +L2<1+|y?}€2>|y?‘:| ds+3r—1(f)r(t_tk)

Na kraju, na osnovu (1.5.3), (2.4.19) i (2.4.20), vazi da je

€I/+1)T>| n_.n (mg—l—l)TdS

s tr

127~ 1<Ll/)r /
L) < — 20 | B( o+ ;
() = 1) S [+ s [
6"~ 1( )

r t t
o /Eyg—y” (matr g 4 7= 1K’"/ E|z"(s)| ds
[<m2_|_1).] " ’ t ‘ " ’ )|

t
127y B (] 4 ) ds 43 Y (- )

tr

2(m2+3)r723r71 L// r t "
< (T 2) / E( sup !yu} 2+2)r + sup ‘yu
[(m2 + 1)'} th u€lty,s] u€[ty,s]

9(ma+2)r—1gr— 1(]?)
[(mQ + 1)-r /tk

t
w127y [ B (] o+ s + 3 Y (- )
tg

(e”+m2+2)r) ds

¢
+ E sup ‘y3|(m2+1)rd8+6“1K§/ E|x”(3)‘rds
Ly

ue [tk 78}

Na osnovu Teoreme 2.4.1 i definicije broja v sledi da je

2(m2+2)7"—137"—1 1= (m r I=1(m 7 = Ji=1(m
Iy(t) < {—r {27”_1([/2/)(0](7 Hma+2)r) +C (77 (mat+t3+2)r ) (fr 7 H(ma+1)r )}
[(mg + 1)'}

+3r1{2’“1(<K5+2“Lg)0; oty ”2*”’ ]}t tx). (2.4.40)

Potpuno analogno moze se dokazati da je

2(m3+2)r—137‘—1 i—1(m, , i—1 (at-f 4-2)r i—1(m, r
[3(25) S{ [ —1(Lg)r(0("7] t(ms3+2) )—FCJ(-’YJ L(ms+e4+2) ))+<§/)TC]('Y] L(ms+1) )]

r J

37‘ 1[27‘ 1((KT 27‘ 1LT)C(’Y] T)+2T 1L7'C 'yJ 1(f3+1)r))+(§)ri|}(t_tk)(2441)
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Tada relacije (2.4.39), (2.4.40) i (2.4.41), zamenjene u (2.4.38), daju

E sup |2"(s) —z"(tx)|" (2.4.42)
SG[tk,t]
mq+1 1
< AP (E sup |yl —yp|’ ) T+ AY (E sup |yl —yp|" ) + Bt — 1),
SE[tg,t] s€[tg,t]

gde, na osnovu toga sto je 6, < 1, vazi da je

y—mq—1

187"—1 5 ( Air ) (’ijelfrl)?") ”le 1 ~
(r) _ r—1 r my—1 Y my—1 ~ \r
- e e ) )

(r) 1,7 A7 (Zar)y 5
AP =Ly Jr2(cy ) T,

B —gr1 {(L )" (1+2Tfo (f) +¢,(§ +22(T 1) [<L2)TCJ('W_1(@2+1)T)_|_ (Lg) C(’Yj_l(£3+1)7")}
2(m2+2)r—1

+—
[(my+1)1]"
2(m3+2)rflc

[2r—1 (L//) (C(WJ L(ma+2)r) +C (L (€Y +ma+2) 7")) (f) 7] L (mg+1)r ):|

T {or=1/ Fivef ~(77 T (ms+2)7) (L (e +ms+2)r) =i\ ~(Y T (mz4+1)r)
e il g e

1 27«-10]('7%%) [(KQ)T» LY (L) o+ Cr[(}N(S)r T 2r—1(i3)rﬂ }

Zat € [ty try1], ako k € {0,...,(n" — 1) A (n — 1)}, primenom polinomijalnog uslova
iz pretpostavke Cs, relacija (2.4.42) implicira

1
+ Ag) (E sup |7](8 —to—7) =ty —to — T)‘W> s B(T)(t — tk)r/2
SE[tk,t]
< AY)A(mhLl (1 =t — 7_|>\ |ty — to — 7] )(m1+1)r(t _ tk)(m1+1)r
F AN (L4 [t =t — 7] + |ty — to — 7)) (t = t)" + Bt — 1)

<o (t —,)" (2.4.43)

gde na osnovu toga §to je d,, < 1, vazi
o) =240 (Rg)" + B, AP = AT v AP Ag = A1+ 27).

Zat € [tg, tpr1], ako k € {n' A(n—1),...,(2n' = 1) A(n— 1)}, primenom relacija (2.4.42)
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jednacina pod polinomijalnim uslovom primenom Tejlorovog razvoja

i (2.4.43), dolazi se do ocene

m1+1

E sup |z"(s) — l'n(tk)r < A (E sup [¢"(s —7) — 2" (ty — T)PT) ’

s€ltw] s€lti]

1
+ A(Qr) (E sup ‘x”(s —7)—2"(tp — T)‘W> T B(T)(zf—t;c)r/2
Se[tkvt]
mq+1
"

1
< AY) (@(lvr)) ‘_ tk)(ml—i—l)r/Q + Ag") (@gvr)) 5 (t . tk)r/Q

+ Bt — 1)/

Ocigledno je AZ(V%) < A,EVBT) zai € {1,2}, B0 < BO™ i za konstante iz Burkholder—
—Dejvis-Gandijeve nejednakosti vazi cye, < cy5,, gde je 0 < a < 8. Kako je AS’) > 1,
odnosno Aér) > 1, sledi da je

E sup |x”(s) — x”(tk)‘r < @éw)(t — tk)r/Q,

SE[tk,t]

gde je
05" = 22(A0)* (Ao)™" + BOM (1 +2407).

Slicno, za t € [t, txr1], ako k € {(2n')A(n—1),...,(3n' —=1)A(n—1)}, prema relacijama
(2.4.42) i (2.4.43), dobija se

T 27' r
E sup ’x”(s)—x”(tkﬂ §®§7 )(t—tk) 2

se[tkvt]

gde je
6™ = 22(AF™)* (Ro)™" + BO™ (14240 + 22(A0")?).

Zat € [ty tir1], ako k € {(i —1)n')A(n—1),...,(in") A (n— 1)}, 3 < i < j, na osnovu
matematicke indukcije zakljucuje se da je

E sup [a"(s) —a"(te)]" < O (1 — 1), (2.4.44)

s€ltpd] -
gde je
2(ATY —1
2457 1

O™ = 2i(ADTIY (Rg)" + BOT

)

Prema tome, ocena (2.4.44) za i = j implicira (2.4.37). O

Teorema 2.4.3. Neka vaZe sve pretpostavke Propozicije 2.4.2 1 neka je x resenje jedna-
¢ine (2.4.1) sa pocetnim uslovom (1.3.20). Tada, za svako p > 0 i q > 1, vazi

E sup |a(t) - x”(t)|ﬁ < Colm+op/2=1/a,
te[to—7,T)

gde je m = mi Ama Ams i C je konstanta nezavisna od n.
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2.4. Neutralne stohasticke diferencijalne jednacine sa vremenskim kasnjenjem

Dokaz. Dokaz se razmatra za p > 2, dok slucaj 0 < p < 2 sledi na osnovu Helderove
nejednakosti. Neka je t € [to, T'| proizvoljno i fiksirano, i neka je k € {0,1,...,n—1} tako
da je t € [ty,tg41]. Tada, standardna procedura koja je primenjena na pocetku dokaza
Propozicije 2.4.2 implicira

E  sup ‘x(s)—x"(s)|ﬁ§3571 [JL(t) + (t—t0)P T Ja(t) + cp(t — to) P22 05(1)], (2.4.45)

s€lto—T,t]
gde je
N P
Jl(t):E sup (Svys)_D(Saygazg) ’
SE[to,t]
¢ b
hlt) = [ E|P(sa(9)0222) = £ (s.05)..)| s
t
Ot ,
Jg(t)Z/E‘G(S,x"(S),y?;ZS)—g(s,w(S),ys) ds,
to

ys=x(s—1), sE€ [t,T].

Dodajuéi i oduzimajuéi D(s,yr), izraz Ji(t) se moze oceniti na osnovu pretpostavki
Ay 1 By, kao i nejednakosti (1.5.3). Tada postoji 0p € (0,1) tako da je
}

D(‘S’ys)_D(Say?) ’

+ E sup

s€[to,t]

< 2p1{L§’E sup (14 [y, + \y?lel)ﬁlys A

D(s,y2) — D(s,yl; 27

)

Na osnovu Helderove nejednakosti i uslova B, sli¢no kao u relaciji (2.4.20), dobija se

(m1+1) n
(5,27 400 (y2 —21)) (ys — 2

(m1 + 1)

)m1+1

+ E sup
Se[to,t}

Ji(t) < 6PLLP [E sup |yS yn {p—i-E st (!ys|€1p|ys ys| >+E sup (|y5\ 1p|ys ys| )}

SE[tQ7 }

2571 mi+1) m +1 (m1+1)
" [(my+1)1])" Esi[tft(HD(s I O

§6”‘1L§’[(E sup lys —y21%)"* + (B sup Iysl%ﬁ)l/Q(E sup [ys — 7))

| n__ n’(ml'i‘l)ﬁ
m1+11<8

s€ltos] s€[to.t] s€[to,t]
o\ 1/2
+ (B sup |y 227)"*(E sup |y, - y!*) /]
s€[to,t] s€[to,t]
—Qﬁil (mat+1) (m1+1) (m1+1)||ap/(a—1)\ 4D/
" [(m1+1)} (E zﬁopt] HDsz”Jrep(y’; 27)) _D(so) +D(s,0) ’mlﬂ )
(E sup |yr— Zg|q(m1+1>z‘>)1/q’

s€[to,t]
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odnosno

sE[to,t]

Ji(t) < 6P LY [E sup |ys—y?[ + E st (Iyslz”’\ys vl )+E S (Iys\ Plys—yr " )]

< 6”‘1L’f[1+ (E sup |y**?)"* + (E sup [y"*7) /](E sup [y, —y2[) "

Se[to,t] SE[tQ t} SG[to,t]
22p—2+1/q . N P _
A sup (1140002 -1 22 460002 )] + ey
[(m1+1)!] s€lto,t]
) (E sup |y — Z?|q(m1+l)ﬁ)1/q
s€lto,t]
§6’3’1L’f[1+ (B sup |y*?)" + (B sup [y2|*7) /](E sup |y, — g2 [2) "
s€[to,t] s€[to,t] s€[to,t]
92p-2+1/q i o i
5 [PTH L (E swp [yl + B sup [y ) + (@)
[(mﬁ-l) } s€[to.t] s€[to,t]
(E sup |y - Z;z|q(m1+1)ﬁ)1/q'
sE[to,t]

Primenom Teoreme 2.4.1 i relacije (2.4.2), sledi da je

Ji(t) < Twa(E sup |ys — y71%7)"* + Toa(E sup |y7 — z0(atm+0n)V 0 (2.4.46)

s€[to,1] SE|[to,t]
gde je
Fld = 617_1_511_) [1 + (0(2”4117))1/2 _|_ (0‘7('2’71.71611_7))1/2} ’
22p—2+1/q [ B

UL+ ) 4 @)

Na osnovu pretpostavke C3 i Propozicije 2.4.2, kao i nejednakosti (1.5.3), za drugi sabirak
u (2.4.46) vazi ocena

(E sup |y — 2

s€[to,t]

< A(m1+1)ﬁ(1+27A)(m1+1) (n )1/q5 mi+1)p (@(v] tg(mi+1)p )1/‘1<k n +1)1/q5(m1+1)p/2

n|q(m1+1)ﬁ) 1/q

S |:A(m1+1)ﬁ(1 4 27_)\)(m1+1)ﬁ7~_ + (®§71 1q(m1+1)P))1/Q(T l tO):| 51(Fbm1+l)ﬁ/271/q. (2447)

Relacije (2.4.46) i (2.4.47) na kraju impliciraju

Ji(t) <Tya(E sup |ys — y )" + Tyl p/2-1/a (2.4.48)

sE[to,t]

gde je
ng _ F2d |:A(m1+1)p(1 +92r )(m1+1)p7_ + (@(’YJ lq(m1+1)f)))1/q(T l to):| .

Zat € [to, T| postoji k € {0,...n—1} tako da je t € [tg, tr41 At]. Da bise ocenio izraz
Jo(t), dodaje se i oduzima f(s,z"™(s),y?), i stoga za svako u € [t;, t;41 At], i € {0,...,k},
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vazi da je

| B[Pt - e
<o /fE[ms 2 (8),) = (s 2(s), )|+ [P (s, 7(9), 055 25) = (s (), ) | s

i

ds (2.4.49)

Ponavljajuéi proceduru primenjenu u dokazu Teoreme 2.4.1 prilikom ocenjivanja izraza
Ms, pretpostavke By, Bs i By impliciraju da postoji 85 € (0, 1) tako da je

/UE‘F(S’xn(S>>?/?5Z?) — f(s.a"(s).y7) | ds
ti
9p—1 m m 5 . (mat)p
Sm{/ BIIFD ooy — D I e — 2] P
/ EHf(:L;j(i Hm2+l|yg i Z?|(m2+1)pd8}
271

< (Ly)P /uE<1+ 2040, (yr —27) WQY 0 (yr — 20 [y — 20| (e OP s
N

+ (f’)p/ By - z§|(m2“)pds}. (2.4.50)
t;

Na osnovu Propozicije 2.4.2, slicno relaciji (2.4.20), nejednakost Kosi-Svarc-Bunjakov-
skog i Teorema 2.4.1 primenjene na ocenu (2.4.50) impliciraju da, za svako t € [ty, tr11],
ke {0,...,71— ]_}, 1€ {0,,]{7} iu € [ti,ti+1/\t], vazi daje

| E|P G - Flsan(s).0)as
t;
4p 1 L/ D u B . B
< B / [(‘Z?+9f( =) fe 0y — 2| ) g2 QH)p]dS
[(ma+1) ']
1
+ 2p—<f )p (’77 Yma+1)p )5(m2+1);5/2(u . tz)
[(ma + 1)1
4P=L1( Lt v 2 n m12met 1)) 1/2
g#)p/ [( sup ’Z/v|2p) 1/2 +(E sup |y" ‘2(6 5+1)p ) 1/ }(E’ys_zs‘z( 2+1)p) /ds
[(m2+1)'] VE[t;,8] vE[t;,s]
1 (v~ (m2+1)p)
2p (f )p@ 57(1m2+1)ﬁ/2 (U - tz)
[(mg + 1)]
<Tom2HDP2(y — 1), (2.4.51)
gde je
or—1 _ ~ 15 i—1(p = i~1(m _
F:—p{zp—l(Lé)p[(C]@v” ))1/2 (C](?vﬂ (€2+1)p))1/2] (@§2v7 ( z+1)p))1/2

i (Freyemeon),
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Prvi sabirak u (2.4.49) moze se oceniti primenom pretpostavke 43, nejednakosti Kosi—
—Svarc-Bunjakovskog i (1.5.3), tako da je

p

/tqu’f(S,x”(S),y?) — f(s,2(s), )| ds

< 2”1[(5/ El|x(s) — a"(s)["ds + 2”1Lg/ E[(l + lysl + Jy21) ys - y?ﬂ ds
. t

t; i

< 2”‘1K§/ Elz(s) — x”(s)‘ﬁds + 6p_1L§/ Elys — y; |Pds
ti ti

+ 6131L’z’/ (Elys|lys — yi 17 + Elys " lys — yi|7)ds

t;

< 2”_1K§/ El|x(s) — x"(s)‘ﬁds
t;
6L [ [k (Bl o (Bl ) ) (Bl - ) as.
t;

Na osnovu (2.4.2) i Teoreme 2.4.1, dobija se da je

/t,u E‘f(s, x"(s), y?) — f(s, x(s), ys) pds (2.4.52)

< Qﬁ_lKQﬁ/ E‘x(s) — x”(s)|ﬁd8 + A(ﬁ)/ (E|ys — y;‘|2ﬁ)1/2ds,
ti t;

gde je

AD — 6;5*11723[1 1 (C(w‘m))m n (ngzfyj—l@p))uz}

Zamenom (2.4.51) 1 (2.4.52) u (2.4.49), za svako u € [t;, t;11 At], i € {0,...,k}, sledi da
je

/t_ E‘F(W"(S)’y?;zg) — f(s,2(5), ys) ? 1

§2p_1{F(S;LmQ—i_l)p/Q(U—ti)+2p_1K§/ E|:E(S)—:En(8)‘pd8+A(p)/ (E|ys_y;z|2p>1/2d8}

123
i tada je

¢ ,
Jo(t) < Zﬁ_l{FéﬁlmZH)ﬁm(t —to) + 2p_1K§/ E sup |z(u)—2"(u)|"ds

to u€[to—T,s]
+ A®) (E sup |ys — y?|2ﬁ)l/2(t — to)}. (2.4.53)

s€|[to,t]

Ocigledno da se isto moze uraditi za funkcional g, sa odgovaraju¢im konstantama,
odnosno vazi

t _
J3(t) < 2’_’*1{F'57(1m+1)ﬁ/2(t —to) + 2’71K§/ E sup |z(u)—a"(u)|"ds

to u€lto—T,s]

+AD(E sup |y, — %) (e to) |, (2.4.54)

s€[to,t]
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or—1 =15\ 1/2 I=1(eh+1)p)y 1/2 i1 51\ 1/2
M= __ % Jop-1(fs [ (2y7-1p)\ 1/ P ARV ] (27~ (ms+1)p)\ 1/
[(ms +1)1]7 { SUIC AR )18, )

P07 ms 1))
+ (g/)p@j 3 }’
A/(ﬁ) — 615*11:/:137 |:1 + (C(2£jf3ﬁ))1/2 + (C]<2'yj—1£3ﬁ))1/2i| .

Zamenom (2.4.48), (2.4.53) i (2.4.54) u (2.4.45), a kako je n dovoljno veliko tako da
je 0, < 1, dobija se

_ B _ t B
E sup |a(s) —a"(s)] < Ko torete g g ) / E sup  |w(u) —a"(u)|"ds

SE[to—T,t] to w€[to—T,s]
_ \1/2
+ K((,g) (E' sup |z(s —7) —a"(s — T)’2p> : (2.4.55)
s€E[to,t]
gde je
1 1 ] ] p/2 /
K =37 Tog+2774(T ) [(T—to) L+ e},
” _ L T I e S~
Ky = 12P"4T L 1) (T +to) K§+ KL,

p/2

_ _ ~ p/2 ) i
=3 {pr Ly Lo s ),

Primena Grunvalove nejednakosti na (2.4.55) dovodi do ocene

_ _ _ \1/2
E sup |z(s) —z"(s)|F < Lgp) {572”“)1’/2_1/‘1 + (E sup ‘a:(s —7)—z2"(s — 7')|2p> ],

SE[to—T,t] s€|[to,t]
(2.4.56)
gde je
LY — (K v KT,
Ocigledno, za t € [to, to + 7], (2.4.56) postaje
E sup |z(s) —a™(s)|P < LPgimtip/2-1/q, (2.4.57)

sE[to—T,t]

Zat € [ty + 7,to + 27], primenom (2.4.56) i (2.4.57), dobija se da je

n( P < 7P smrp2—1/a 1 () V2
E sup |z(s) —z"(s)|P < L9, + L <E sup |z(s —7) — 2" (3—7‘ )

sG[to—T,t] SG[to t]

< Lgﬁ)5£m+1);ﬁ/2fl/q,

jerje KM < K za2<a<B,ic{l1,2,3}i0<d, <1, gdeje

LY = L3P 14 (LE7)7].
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Slicno, za t € [ty + 27, to + 37], vaz

_ _ _ _ 172
E sup |z(s) —2"(s)]P < Lgp)&mﬂ)p/zfl/q + Lﬁp) (E sup ’x(s —7)—a"(s — 7')‘2]))
s€[to—T,t] s€[to,t]

A\

L p) + Lgﬁ) (Lng)) 1/2] 67(1m+1)13/271/q

< L:gl_’)(SV(Lm+1)f)/2fl/q7

gde se, na osnovu relacije (1.5.3), dobija

_ _ _ _ 2
Lgp) _ L§22p) 4 (LEQQp))1+1/2 n (L§22p))1+1/2+1/2 .

Na osnovu matematicke indukcije se zakljucuje da, za t € [to+ (i—1)7,to+47], vazi ocena

E sup |z(s) —2"(s)]P < Lgﬁ)é‘ém—i-l);ﬁ/z_l/q’

sE[to—T,t]
gde je

Lz@ _ ngHp) + (L§2F1]5))1+1/2 N (ngiflp))1+1/2+1/22+---+1/2i—1 < Z.(L§2i*11§))2(171/2i)

zasvako i € {1,...,j}.
Dokaz je sada kompletan za i = j i u tom slucaju je C' = Lg-p). U
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Zakljucak

Tema ove doktorske disertacije je primena Tejlorove formule na koeficijente razlicitih
tipova stohastickih diferencijalnih jednacina, u cilju aproksimacija njihovih resenja pod
uslovima koji nisu standardni kao globalni LipSicov uslov i uslov linearnog rasta. Pod
odredenim pretpostavkama pokazuje se konvergencija niza aproksimativnih resenja ka
reSenju polazne jednacine, u skoro izvesnom smislu i u srednjem reda p > 0. Red konver-
gencije u LP—smislu se povecava ukoliko se povecaju redovi izvoda u Tejlorovim aproksi-
macijama Kkoeficijenata polazne jednacine. Dobijeni rezultati se ilustruju kroz primere
koji su koncipirani tako da nisu zadovoljeni globalni Lipsicov uslov i/ili uslov linear-
nog rasta za koeficijente prenosa i difuzije, te je na taj nacin opravdavana potreba za
dokazanim rezultatima. Tehnike primenjene u dokazima su uslovljene tipom jednacine
koja se razmatra, kao i uslovima koji su pretpostavljeni za koeficijente jednacina.

Pored tipova SDJ razmatranih u ovoj disertaciji postoje i njihova razlic¢ita uopstenja,
kao sto su SDJ sa Puasonovim skokom, sa Levijevim skokom, sa Markovskim prelazima,
impulsivne i druge. Imajuc¢i u vidu da su i one retko eksplicitno resive, proucavanje
kvalitativnih i kvantitativnih osobina njihovih tac¢nih i aproksimativnih resenja, pod
drugacijim uslovima za koeficijente od onih pretpostavljenih u ovoj doktorskoj disertaciji,
mogu biti predmet daljih istrazivanja. Kako je poznato da postoje i stohasticki integrali
koji nisu zasnovani na Braunovom kretanju, ve¢ na proizvoljnom martingalu, u daljem
izucavanju mogu biti od interesa SDJ sa stohastickim integralima u odnosu na martin-
galne mere.
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