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Résumé

En mécanique quantique, le principe de superposition d'états ainsi que les probabilités de transition génèrent
ensemble des phénomènes exotiques, parfois caractérisé de paradoxe par son écart avec la mécanique clas-
sique. L'équipe de Yakir Aharonov a mis en lumière plusieurs d'entre eux en utilisant l'approche d'Aharonov-
Bergmann-Lebowitz construite sur la symétrie temporelle avec les états pré- et post-sélectionnés [1, 2] : le
paradoxe des trois boîtes [2], le paradoxe du chat du Chehsire [3] et le paradoxe du pigeonnier [4]. De sorte à
étudier de tels comportements, la mesure faible [5], dé�nie sur le formalisme de von Neumann, est une méthode
privilégiée car elle ne perturbe que très peu le système sondé. Ainsi, elle permet, par exemple, de conserver
une superposition d'état, contrairement à une mesure projective, ou encore de réaliser simultanément deux
mesures non-commutatives [6]. La valeur faible récoltée par cette mesure faible est de nature complexe et peut
sortir de la portée des valeurs propres de l'observable, bien qu'un lien existe entre ces valeurs. Dans ce travail,
une notation générale des états pré- et post-sélectionnés est donnée de sorte à retrouver au moins les valeurs
faibles des paradoxes précédemment cités ainsi que de nouveaux phénomènes exotiques. Un programme a été
mis en place en vue d'explorer ces derniers. D'un point de vue expérimental, le paradoxe du chat du Cheshire
est approché et un cas particulier de démultiplication de polarisation dans le système optique est retenu en vue
d'être réalisé. La mise en place du dispositif de mesure est dit classique car il exploite le caractère ondulatoire
de la lumière, apparenté aux comportements de la fonction d'onde en mécanique quantique.

Mot-clés : Mesure quantique, Pré- et post-sélection, Valeur faible, Paradoxe du chat du Cheshire, Paradoxe
des trois boîtes, Paradoxe du pigeonnier
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1 Introduction générale

Depuis le début du XXe siècle, la mécanique quantique bouleverse notre regard sur la nature. En
e�et, pour décrire l'état d'une particule, nous avons troqué notre certitude pour le principe d'incer-
titude de Heisenberg, notre déterminisme pour des densités de probabilité et même notre notion de
trajectoire pour des fonctions d'ondes. Ce nouveau formalisme construit sur des espaces vectoriels de
Hilbert nous paraît encore partiellement incompris et pour preuve, chaque nouveau phénomène qui
contredit notre pensée classique est relégué à un paradoxe : paradoxe du chat de Schrödinger, para-
doxe EPR (Einstein-Podolsky-Rosen) [7], paradoxe de Hardy [8], paradoxe du chat du Cheshire [3]...
Cette liste peut encore s'étendre.

En 1988, l'équipe d'Aharonov a proposé un nouvel outil d'étude pour tenter d'appréhender ces para-
doxes : la valeur faible [5]. Cette notion rentre dans le cadre du modèle de von Neumann, qui couple
l'appareil de mesure avec le système quantique observé [9]. Lorsque ce couplage est su�samment
faible, la mesure réalisée passe d'un régime idéal, dit fort, à une mesure faible. Cette dernière présente
bien des avantages puisqu'elle assure une très petite perturbation du système lors de l'extraction
de l'information. Ainsi, elle permet de réaliser une mesure de deux opérateurs non commutatifs ou
encore une mesure intermédiaire entre deux états pré- et post-sélectionnés. La valeur faible est la
grandeur récoltée lors d'une mesure faible sous post-sélection. Le sens physique de cette valeur reste
�ou puisqu'elle peut non seulement être négative, même pour des projecteurs qui sont liées aux pro-
babilités, mais aussi admettre des contributions imaginaires, tout en dépassant la portée des valeurs
propres de l'observable en jeu.

Le travail réalisé dans ce mémoire se base sur trois paradoxes de sorte à mettre en place une notation
générique des états pré- et post-sélectionnés utilisés dans la valeur faible. Tout d'abord, le paradoxe
des trois boîtes [2] propose d'observer une particule dans trois boîtes (A,B,C) ouvertes une à la fois.
Pour la situation paradoxale, l'énoncé indique une détection de l'objet avec une probabilité de 1,
aussi bien dans A que dans C, alors qu'une seule particule est envoyée dans le système. Ensuite, le
paradoxe du chat du Cheshire s'inspire du personnage �ctif pour mettre en avant une propriété se
dissociant spatialement de son corps [3]. De fait, si l'expérience associe le chat, doté d'un sourire
dans l'histoire de Lewis Caroll [10], à un photon muni de sa polarisation dans un système à deux
chemins, alors la détection montre l'absorption du photon sans polarisation d'un côté et la polarisa-
tion sans absorption du photon de l'autre côté. Finalement, le paradoxe du pigeonnier vient mettre
en évidence une violation du principe des tiroirs de Dirichlet [4]. En toute logique, si trois pigeons se
posent dans un colombier où s'y trouvent seulement deux perchoirs de deux places maximum, alors
il semble inévitable qu'un des perchoirs accueille deux pigeons. Pourtant, la mécanique quantique
propose une autre situation où lorsque l'expérimentateur distingue les pigeons comme (A,B,C), A
et B ne peuvent résider sur le même perchoir, ni même B et C, ni même A et C. L'observation a
l'air d'indiquer que chaque pigeon a trouvé sa place sur un perchoir de manière individuelle même
en surnombre. La réalisation expérimentale de ces paradoxes trouve dans la littérature, en utilisant
la mesure faible [11�14].

A partir de ces trois énoncés, un programme d'exploration exploite ce formalisme général mis en
place, en vue de trouver de nouveaux comportements exotiques liés aux valeurs faibles, présentés
en partie dans ce mémoire. Grâce à cette exploration, on propose une nouvelle expérience inspirée
du paradoxe des trois boîtes et du paradoxe du chat du Cheshire. Celle-ci permet de montrer une
démultiplication d'une propriété intrinsèque comme la valeur de polarisation. Yakir Aharonov avait
déjà proposé une situation comparable avec une valeur de spin atteignant 100 [5]. Cependant, les
deux situations se di�érencient sur le point que la valeur du spin de tout le système est partagée
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dans di�érents chemins dans notre cas. L'expérience réalise une mesure faible de polarisation et
de présence de la lumière dans un interféromètre à trois branches. Cependant, l'interprétation des
observations reste classique dans le cadre de ce travail car la source est un laser continu et donc,
soumis à l'optique ondulatoire. La mesure montre que la présence de la lumière n'est détectée que
dans un seul chemin tandis que la polarisation est observée dans les deux autres chemins.

Le plan de ce mémoire se partage en deux sections principales. La première partie théorique rappelle
certaines bases de la mécanique quantique nécessaires à la compréhension de la mesure faible dé�nie
à partir du modèle de von Neumann. Cette section décrit, ensuite, le phénomène de post-sélection
notamment à travers la règle ABL (Aharonov-Bergmann-Lebowitz), de sorte à dé�nir la valeur faible
et quelques-une de ses propriétés. Pour suivre, en se basant sur les paradoxes des trois boîtes, du
chat du Cheshire et du pigeonnier, il est alors proposé une notation générique des états pré- et
post-sélectionnés. Celle-ci a pour intérêt de mettre en place une forme simpli�ée des valeurs faibles
explorées par le programme. Cette étude numérique réussit à retrouver les paradoxes précédemment
énoncés ainsi que de nouveaux cas d'étude. La deuxième partie expérimentale explique, dans un
premier temps, di�érentes méthodes pour extraire les valeurs faibles de présence et de la polarisation
d'un photon localement dans un système, techniques applicables à l'optique ondulatoire dans notre
cas. Le dispositif expérimental mis en place tente de réaliser classiquement le paradoxe du chat du
Cheshire d'une part et un nouveau comportement de démultiplication de la polarisation, ressortant
du programme d'exploration, d'autre part.
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2 Théorie sur la mesure faible et la valeur faible

2.1 Introduction : la réalité quantique

Dans le domaine de la physique, une révolution majeure est apparue au courant du siècle précédent
avec l'avènement de la mécanique quantique. Celle-ci opère le sacri�ce d'un monde déterministe
pour un vrai hasard, selon les mots de Nicolas Gisin [15], ne laissant accessibles que des probabilités
d'occurrence. Finalement, la plupart des observations classiques dont nous faisons l'expérience 1 ne
seraient que le résultat moyen d'un ensemble d'événements à très petite échelle, comme pourraient
le montrer les relations d'Ehrenfest (1) :

d`Q̂e
dt

�

`P̂ e
m

,

d`P̂ e
dt

� `�©V̂ e. (1)

Dans ces équations, les équations de trajectoire classique apparaissent bien ainsi que celle d'une force
conservative avec les grandeurs moyennes de la position Q̂, d'impulsion P̂ et du gradient du potentiel
©V̂ . Dans le but de décrire ces phénomènes, les représentants de l'École de Copenhague, dont Bohr,
Heisenberg ou encore Pauli, ont énoncé un ensemble de postulats en 1927. Cette interprétation de
la théorie quantique s'est établie au �l du temps, bien qu'elle n'est pas la seule proposée comme la
théorie de Bohm avec une onde pilote associée à chaque particule [16]. Pour résumer les postulats,
un état quelconque d'un système quantique est associé à un vecteur de l'espace de Hilbert 2 pou-
vant s'écrire sous la forme d'une combinaison linéaire d'états propres pondérés par des coe�cients
complexes. Chaque observable physique 3 est associée à un opérateur mathématique hermitien 4 à
appliquer au vecteur d'état. Ainsi, le résultat d'une mesure singulière n'est donné que par une des
valeurs propres de l'opérateur avec une certaine probabilité. L'équation de Schrödinger (12) décrit
l'évolution de l'état quantique et une réduction du paquet d'onde s'opère dès le moment où l'état
quantique est déterminé :

iÒh ∂
∂t

Sψe � Ĥ Sψe. (2)

Parmi les conséquences de ces postulats, le phénomène d'intrication est celui qui propulsa la mé-
canique quantique parmi les théories les plus accomplies, notamment en entraînant la violation de
l'inégalité de Bell [17]. En e�et, contrairement à la mécanique classique, considérer indépendamment
les deux sous-systèmes d'un état intriqué revient à sacri�er une partie de l'information. Ce phéno-
mène est à la base de la cryptographie quantique ou encore de l'ordinateur quantique. Comme il
est possible de le comprendre dans cette courte partie introductive, la nature ne nous montre pas si
facilement la réalité physique qui pourrait se cacher derrière la mécanique quantique.

D'ailleurs, un problème fondamental de la mécanique quantique réside dans le principe de mesure
même. De fait, deux règles conceptuellement di�érentes se confrontent pour décrire l'évolution de la

1. Même dans la vie de tous les jours.
2. Un espace de Hilbert est un espace vectoriel complet, de dimension quelconque, muni d'un produit scalaire `�S�e

dé�nissant la norme.
3. Il est entendu par observable une propriété du système comme la position d'une particule ou encore sa quantité

de mouvement.

4. Un opérateur Ô est hermitien s'il respecte la propriété suivante : Ô � Ô� où Ô� est la transposée conjuguée de
Ô, aussi dit adjointe.

3



fonction d'onde du système physique. Soit l'évolution est linéaire et déterministe grâce à l'équation
de Schrödinger (12), soit elle est probabiliste et instantanée avec l'e�ondrement de la fonction d'onde,
lors d'une mesure projective. Une conséquence bien connue de ce dernier cas revient en une perte
des éventuelles interférences quantiques entre les états précédemment superposés. Il s'agit là d'une
réforme de la méthode scienti�que où pour étudier fondamentalement un phénomène physique, il
n'est plus permis de connaître avec précision 5 l'ensemble des propriétés du système. En e�et, non
seulement la mécanique quantique l'en empêche par le principe de Heisenberg mais en plus, il n'est
pas possible d'explorer un état superposé sans venir à le projeter dans un état propre par des
méthodes classiques. A titre d'exemple, pour une particule envoyée dans deux chemins A et B, bien
qu'elle se comporte comme une superposition des deux états, jamais l'expérimentateur ne l'observera
précisément à la fois dans A et dans B, au même instant. Nous verrons que la mesure faible est un
outil très prometteur pour toucher cette réalité qui semble inaccessible classiquement.

2.2 Rappels de base de la mécanique quantique

Avant d'entamer la notion de mesure faible, il est intéressant de reposer les bases utilisées pour dé-
�nir une mesure dans le formalisme standard de la mécanique quantique. Récolter une information
sur un système décrit de manière quantique, par exemple la position d'une particule au sein d'un
interféromètre, n'est plus aussi intuitif que dans le cadre classique. De fait, un système dans un état
quelconque est désormais décrit par un vecteur Sψe issu d'un espace de Hilbert, H . Étudier une
grandeur physique de ce système revient à déterminer la valeur de l'observable notée O, à partir
d'un opérateur Ô qui lui est associé. Cet opérateur doit être linéaire, hermitien et sa base admet des
vecteurs propres orthonormés entre eux, capables de reconstruire l'espace H . L'observable peut être
aussi bien continue, comme pour la position spatiale d'une particule dans le volume d'une boîte, ou
discrète. Dans ce dernier cas, les résultats possibles sont en nombre �ni et égaux aux valeurs propres
de l'opérateur. A titre d'exemple, dans un interféromètre à deux bras, la position de la particule
peut se réduire à deux chemins possibles. Les opérateurs décrivant cette observable sont alors des
projecteurs Π̂j dont les valeurs propres sont 0, décrivant la non réalisation de l'événement dans le
chemin j, et 1 pour la réalisation dans j.

Supposons dans notre cas une décomposition de Ô discrète dans la base non dégénérée de vecteurs�Soje�nj�1 associés aux valeurs propres �oj�nj�1, comme en (3). La décomposition linéaire de Sψe dans
cette même base �Soke�nk�1, représenté en (4), est dé�nie par les coe�cients complexes αk qui sont
leur projection `okSψe. Pour calculer la valeur de l'observable, il est nécessaire d'appliquer Ô au
vecteur d'état Sψe. D'une acquisition expérimentale à une autre, le résultat peut di�érer de manière
aléatoire. Par conséquent, il n'est possible de prédire mathématiquement qu'un résultat statistique
de l'observable physique, qui est la moyenne mesurée sur un grand nombre de répétitions de la me-
sure, comme montré en (5).

Théorème (Observable discrète). Soit l'observable Ô décomposable dans une base orthonormée de
projecteurs Π̂j sur les valeurs propres oj

Ô �

n

Q
j�1

oj Soje`oj S � n

Q
j�1

ojΠ̂j . (3)

Alors, la moyenne de l'opérateur Ô sur un état quantique Sψe
Sψe � n

Q
k�1

αkSoke (4)

5. Du moins, du premier coup.
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est la projection sur Sψe du vecteur ÔSψe
`Ôe � `ψSÔSψe � `ψS nQ

j�1

oj Soje`oj S nQ
k�1

αkSoke
� `ψS n

Q
j,k�1

ojαkSoje`oj Soke � `ψS nQ
j

ojαj Soje
�

n

Q
k�1

`okSα�k n

Q
j�1

ojαj Soje � n

Q
j,k�1

ojα
�

kαj`okSoje � n

Q
k�1

okSαkS2 (5)

où αk � `okSψe > C et `oj Soke � δjk (Symbole de Kronecker).

Dans le cas d'un opérateur de projection Π̂j , la moyenne revient à calculer la probabilité de transition
d'un état quelconque Sψe dans l'état propre Soje :

Pj � P�Ô � oj� � `Π̂je � S`oj SψeS2 � n

Q
k,l�1

α�l αk`olSoje`oj Soke � Sαj S2. (6)

La valeur moyenne d'une observable revient donc à la somme des valeurs propres, pondérée par la
probabilité de transition de l'état initial vers l'état propre associé à cette valeur propre.

Il est possible de décrire un système quantique en fonction d'une matrice densité ρ̂ qui est un
opérateur de projection. Pour un état pur 6 Sψe , cet opérateur prend la forme suivante :

ρ̂ � Sψe`ψS (7)

En décomposant Sψe dans la base de vecteurs propres �ok�nk�1, chaque élément diagonal de cette
matrice fournit la probabilité d'obtenir un résultat de mesure

ρ̂ �
n

Q
k�1

n

Q
j�1

αkSoke n

Q
j�1

α�j `oj S � n

Q
k,j�1

αkα
�

j Soke`oj S.
Il est donc facile de véri�er que la trace de ρ̂ est égale à 1 7 et que pour un opérateur de mesure Ô,
la trace du produit matriciel ρ̂Ô fournit la valeur moyenne de l'opérateur :

Tr �ρ̂Ô� � Tr �Sψe`ψSQ
k�1

okSoke`okS� �

n

Q
k�1

okSαkS2 � `Ôe.
Par la suite, cette dernière notion est indispensable pour étudier les états dits composites dès lors
qu'ils considèrent plusieurs systèmes distincts. Un état composite est construit sur deux espaces de
Hilbert, HA et HB par exemple, respectivement de base �Saje�nj�1 et �Sbke�mk�1. Expérimentalement,
il peut s'agir d'un photon polarisé (premier espace) dans un interféromètre à deux chemins (second
espace). Un état SΨe issu de l'espace global HAB � HAaHB se note comme la combinaison linéaire
des états propres composites Sajbke � Sajea Sbke :

SΨe � n

Q
j�1

m

Q
k�1

αjkSajbke (8)

6. Un état est pur si un vecteur d'état normé Sψe su�t à l'exprimer. Sinon, il s'agit d'un mélange statistique où
la construction de l'état est basée sur une action aléatoire. Il est alors nécessaire de considérer une statistique sur
l'ensemble des états purs Sψke, sous la forme Pk�1 pk Sψke`ψk S où pk est la probabilité d'être dans Sψke. La matrice
densité a l'avantage de pouvoir représenter ces deux types de situation contrairement à la seule utilisation du vecteur
d'état.

7. Par conservation de la probabilité.

5



où les coe�cients complexes αjk valent `ajbkSΨe. Dans le cas où l'intérêt ne se porte que sous un
seul des deux sous-espaces vectoriels, par exemple dans HB, il est alors nécessaire d'appliquer l'outil
de trace partielle sur les vecteurs de HA dans la matrice densité de l'état composite ρ̂AB � SΨe`ΨS.
Le résultat représente la matrice densité ρ̂B dans la base des vecteurs Sbke :

TrA �ρ̂AB� � n

Q
j�1

m

Q
k�1

m

Q
l�1

αjkα
�

jlSbke`blS � ρ̂B. (9)

2.2.1 Mesure de von Neumann

Le modèle de la mesure de von Neumann permet de décrire temporellement l'évolution d'un état
mesuré selon le couplage qui s'opère entre l'état quantique étudié et l'appareil de mesure qui le
sonde. Cette approche justi�e mathématiquement pourquoi et comment l'état du pointeur, issu
d'un détecteur extérieur au système, permet d'informer sur la valeur d'une observable cible. En
d'autres termes, toute information recueillie est en fait tirée d'un dispositif extérieur qui est couplé
au système étudié par une interaction. Un bon exemple est l'expérience de Stern-Gerlach, qui met
en évidence la quanti�cation du moment de spin au sein de l'argent [18]. Pour tirer la valeur de
l'observable de spin, il est nécessaire de faire passer le faisceau de particules au sein d'un gradient
de champ magnétique su�samment important, de sorte à distinguer les deux vecteurs propres de
spin 1

2 , notés par S �e et S �e. De ce fait, il naît un couplage entre l'impulsion de l'atome d'argent et le
spin de l'électron non apparié, déviant la trajectoire selon l'état dans lequel l'électron se trouve. En
plaçant un écran à la sortie de l'aimant, il s'agit de la position �nale qui est récoltée, canoniquement
conjuguée à l'impulsion.
De manière plus imagée, supposons une particule envoyée dans deux chemins di�érents. Pour détecter
la présence de la particule dans ceux-ci, l'expérimentateur peut placer des portes que la particule
entrouvre lors de son passage. Il su�t alors de regarder quelle porte est ouverte pour déterminer le
parcours pris par la particule, comme représenté à la Figure 2.1. Pourtant, cette approche est d'autant
plus particulière qu'elle fait interagir deux corps qui semblent de nature tout à fait di�érente. A la
façon du chat de Schrödinger à la fois mort et vivant, la superposition au sein de l'état quantique
devrait créer une superposition de l'état du pointeur à l'échelle macroscopique or ceci n'est pas
observé expérimentalement : les deux portes ne s'ouvrent pas simultanément sous l'e�et du passage
d'une seule particule dans les deux chemins.
Le modèle de von Neumann [9] décrit mathématiquement l'évolution de l'état quantique au cours
du temps lors d'une interaction avec l'appareil de mesure au temps t� tel que 0 @ t� @ t. Grâce à la
résolution de l'équation de Schrödinger pour un état Sψ�t�e dépendant du temps (10), il est facile de
montrer que l'opérateur d'évolution Û est unitaire 8 et s'exprime sous la forme d'une exponentielle
complexe du hamiltonien Ĥ :

∂

∂t
Sψ�t�e � � iÒhĤ Sψ�t�e

Sψ�t�e � Û Sψ�0�e � e� iÒh R
t
0 Ĥdt

� Sψ�0�e. (10)

L'opérateur hamiltonien Ĥ, pouvant dépendre du temps 9, caractérise l'énergie au sein du système
total décrit par l'espace H . Ce dernier est composé de deux sous-espaces de la façon suivante :
H � Hs aHm où, respectivement, le premier sous-espace décrit le système quantique étudié et le

8. Opérateur unitaire : Û�Û � Û Û�
� 1̂ où Û� est l'opérateur adjoint et 1̂ est l'identité.

9. Si Ĥ dépend du temps et ne commute pas avec lui-même à des instants di�érents, il est nécessaire de résoudre
l'équation di�érentielle par itération.
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Figure 2.1 � Représentation imagée du principe de mesure forte : pour déterminer si une particule
envoyée dans deux chemins est passée par A ou B, il su�t de regarder si la porte ajoutée au système
est ouverte en A ou en B. Même dans le cas d'un état initial superposé comme Sψe � 1º

2
�SAe � SBe�,

une seule des deux portes ne s'ouvre et l'état après la mesure s'e�ondre dans le chemin détecté SAe
ou SBe.
second, l'état du pointeur pour l'appareil de mesure. Dès lors, tout vecteur SΨe de H est un état
composite (8) des deux sous-espaces précédents : SΨe � Sψsea Sϕm�qm�e. Par conséquent, il est pos-
sible de décomposer le hamiltonien en trois contributions distinctes : Ĥs pour le système, Ĥm pour
le pointeur et Ĥint pour l'interaction entre ces deux derniers. Par (11), l'opérateur d'évolution peut
approximativement ne dépendre que du hamiltonien Ĥint pour un court laps de temps d'interaction
avec l'impulsion du pointeur. En supposant un in�me temps de couplage, cette hypothèse empêche
l'évolution au cours du temps du système. Le hamiltonien d'interaction se dé�nit comme le produit
tensoriel entre l'observable de la mesure Ôs et l'opérateur d'impulsion 10 de l'appareil de mesure P̂m,
pondéré par une force de couplage g�t� : Hint � g�t�Ôs a P̂m.
Soit la position du pointeur Q̂m�t� à un instant t donné, telle qu'à l'état initial Q̂m�0� � 0. Dès lors,
appliquer les formules de Hamilton au formalisme de Heisenberg 11 permet d'établir une relation une
relation entre Q̂m et Ĥ en :

Q̂m�t� � Q̂m�0� � Q̂m�t� � S t

0

dQ̂m�t��
dt�

dt� �
iÒh S t

0
�Ĥ�t��, Q̂m�t���dt�

�

iÒh S t

0
�Ĥs�t��, Q̂m�t���dt� � iÒh S t

0
�Ĥm�t��, Q̂m�t���dt� � iÒh S t

0
�Ĥint�t��, Q̂m�t���dt�.

Puisque le hamiltonien du système Ĥs est indépendant de la position du pointeur Q̂m, ces deux-ci
commutent. Dès lors, en considérant un intervalle de temps t très court, la contribution de Ĥm

devient négligeable face au terme d'interaction où Âs et �P̂m, Q̂m� � �iÒh sont indépendants de t� :

10. Ou de position selon l'approche de l'étude mais alors avec la représentation adéquate Sϕm�pm�e.
11. Dans le formalisme de Heisenberg, les états sont indépendants du temps, seuls les opérateurs évoluent contrai-

rement à l'approche de Schrödinger (qui reste cependant) équivalente.
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Q̂m�t� � iÒh S t

0
�Ĥm�t��, Q̂m�t���dt� � iÒh S t

0
�g�t��Ôs a P̂m�t��, Q̂m�t���dt�

�

iÒh S t

0
�Ĥm�t��, Q̂m�t���dt� � iÒhÔs a S t

0
g�t���P̂m�t��, Q̂m�t���dt�

�

iÒh S t

0
�Ĥm�t��, Q̂m�t���dt� � Ôs a 1S t

0
g�t��dt� � iÒh S t

0
�Ĥm�t��, Q̂m�t���dt� � g0Ôs

t@@1
Ô� Q̂m�t� � g0Ôs (11)

où g0 dénote la constante de couplage sur le temps d'intégration t.

Comme espéré, la position �nale du pointeur est proportionnelle à l'observable sur le système et liée
uniquement à l'interaction. Ce raisonnement peut être repris dans l'approche de Schrödinger dans le
cas d'un vecteur composite SΨ�qm�e � SψseaSϕm�qm�e dans la représentation spatiale qm. Considérons
l'évolution d'un état initial SΨi�qm�e en un autre état �nal SΨf�qm�e moyennant l'opérateur Û
précédemment dé�ni (10). Il est alors nécessaire d'exprimer l'exponentielle de Û en une série de
Taylor pour l'appliquer sur la décomposition de SΨf�qm�e dans la base de �Soje�nj�1, réalisé en (12).

Fort du résultat en (11), le hamiltonien total Ĥ est substitué par celui d'interaction Ĥint � g�t�Ôsa
P̂m :

SΨf�qm�e � Û SΨi�qm�e � e� iÒh R
t
0 Ĥdt

� SΨi�qm�e � e� iÒh R
t
0 Ĥintdt

� SΨi�qm�e
� e�

iÒhg0ÔsaP̂m Sψsea Sϕm�qm�e � e� iÒhg0ÔsaP̂m

n

Q
j�1

αj Sojea Sϕm�qm�e
�

�ª

Q
k�0

�� iÒh�k �g0Ôs a P̂m�kk!

n

Q
j�1

αj Sojea Sϕm�qm�e
�

n

Q
j�1

αj �1̂s a �ª

Q
k�0

�� iÒh�k �g0ojP̂m�kk!
	 Sojea Sϕm�qm�e

�

n

Q
j�1

αj �1̂s a e� iÒhg0oj P̂m� Sojea Sϕm�qm�e � n

Q
j�1

αj Sojea e� iÒhg0oj P̂m Sϕm�qm�e
�

n

Q
j�1

αj Sojea Sψm�qm � g0oj�e (12)

A nouveau, il est bien véri�é que l'état composite �nal dépend de l'observable Ôs et revient à une
superposition de translations de l'état du pointeur, d'amplitude g0oj où oj est une valeur propre de
Ôs. Une intrication apparaît entre chaque état propre de l'observable et la position du pointeur.

2.3 Mesure forte et faible

Dans une situation habituelle et idéale, l'expérimentateur réalise une mesure forte pour tirer de
l'information sur un système quantique. Cette situation se traduit par une incertitude sur la position
sur le pointeur ∆q très petite par rapport à l'écart minimal entre deux valeurs propres, noté par
δo � min Soj � oj�1S, pondéré par la constante de couplage g0 : g0δo AA ∆q. De cette manière, il est
possible de discriminer sans ambiguïté les di�érents résultats possibles de mesure, qui sont les valeurs
propres oj de l'observable. Dans le cas de l'expérience de Stern-Gerlach, le couplage induit par le
gradient du champ magnétique est su�samment important pour distinguer les deux états propres
de spin, au lieu d'un continuum sur l'écran, comme représenté aux Figures 2.2a et 2.2c.
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(a) Gradient de champ magnétique su�-
samment intense pour mettre en évidence
les deux états propres du faisceau en rouge.

(b) Gradient de champ magnétique trop
faible pour distinguer les deux états propres
du faisceau en rouge.

(c) Fonction d'onde �nale en rouge pour une
mesure forte de spin où o1 et o2 sont les
valeurs propres de l'observable de spin, dé-
crites par les gaussiennes en bleu.

(d) Fonction d'onde �nale en rouge pour une
mesure faible de spin où o1 et o2 sont les
valeurs propres de l'observable de spin, dé-
crites par les gaussiennes en bleu.

Figure 2.2 � Représentation simpli�ée de l'expérience de Stern-Gerlach où un faisceau gaussien
incident est envoyé dans un gradient de champ magnétique pour mettre en évidence le moment de
spin.
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Ce comportement peut devenir un problème majeur notamment lors de l'étude de la trajectoire de
photons au travers des fentes de Young. En e�et, dès lors que la mesure considère des opérateurs
non commutatifs simultanément ou une observable entre deux mesures projectives quelconques, une
mesure forte n'est pas capable de conserver l'état quantique sans le perturber complètement. Par
conséquent, dans le cadre de deux fentes, mesurer par quel chemin est passé le photon fait disparaitre
le phénomène d'interférence observé à l'écran. Pour contrer ceci, il est possible de réduire la grandeur
de g0 de sorte à inverser la condition g0δo @@ ∆q. Par conséquent, cette mesure dite faible tend à
ne perturber que très peu le système tout en extrayant peu d'information. Certes, l'incertitude sur
le résultat obtenu devient beaucoup plus grande que dans le cadre d'une mesure forte, à cause d'un
chevauchement des fonctions d'onde, montré aux Figures 2.2b et 2.2d. Cependant, celle-ci s'avère
arbitrairement petite en fonction du nombre de systèmes identiques répétés [5].

Soit un pro�l gaussien de moyenne nulle et d'écart-type ∆q, comme fonction d'onde de mesure :

ϕm�qm� � `qmSϕm�qm�e � 1
4
»
2π�∆q�2 exp�� q2m

4�∆q�2� .
Dans le cas d'une mesure forte, il a été démontré dans la section précédente que chacun des résultats
de mesure est associé à une translation du pointeur pour chaque valeur propre de l'observable (12).
Pour une mesure faible, le raisonnement se di�érencie par la limitation de l'ordre considéré dans le
développement de Taylor pour l'exponentielle. En e�et, considérons l'opérateur unitaire d'évolution
Û dans les conditions d'une mesure faible. Son développement en série :

Û � 1̂s a 1̂m �
iÒhg0Ôs a P̂m �

g20
2Òh2 �Ôs a P̂m�2 � ... (13)

peut se restreindre au premier ordre dès que le couplage g0 est proche de zéro. Par conséquent, un
chevauchement des gaussiennes apparaît à cause d'une largeur �∆q�2 considérée très grande comme
le montre la Figure 2.2d.

Pour connaître la position du pointeur dans ce type de couplage, injectons le développement limité de
Û (13) dans la dé�nition de la fonction d'onde �nale du système mesuré (12). Puisque nous souhaitons
ne connaître que l'état du pointeur Sϕm�qm�e après interaction, il est nécessaire de réaliser la trace
partielle (9) de la matrice densité de l'état composite �nal SΨf�qm�e � Sψsea Sϕm�qm�e sur l'état du
système quantique Sψse :
Trs �SΨf�qm�e`Ψf�qm�S� � `ψsSΨf�qm�e`Ψf�qm�Sψse � `ψsSÛ SΨi�qm�e`Ψi�qm�SÛ �Sψse

� `ψsSe� iÒh R
t
0 Ĥdt

� SΨi�qm�e`Ψi�qm�Se iÒh R
t
0 Ĥdt

� Sψse
� `ψsSe� iÒhg0ÔsaP̂m �Sψsea Sϕm�qm�e� �`ψsSa `ϕm�qm�S� e iÒhg0ÔsaP̂m Sψse
� `ψsS �1̂s a 1̂m �

iÒhg0Ôs a P̂m� �Sψsea Sϕm�qm�e� �`ψsSa `ϕm�qm�S�
�1̂s a 1̂m �

iÒhg0Ôs a P̂m� Sψse
� �1̂m �

iÒhg0`ÔseP̂m� Sϕm�qm�e`ϕm�qm�S �1̂m �
iÒhg0`ÔseP̂m�

� e�
iÒhg0`ÔseP̂m Sϕm�qm�e`ϕm�qm�Se iÒhg0`Ôse

� Sϕm�qm � g0`Ôse�e`ϕm�qm � g0`Ôse�S
Gaussien
Ô� `qmSϕm�qm � g0`Ôse�e � 1

4
»
2π�∆q�2 exp���qm � g0`Ôse�2

4�∆q�2 � . (14)
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De manière générale, la position �nale du pointeur ne correspond, non plus aux valeurs propres de
l'observable, mais plutôt à la moyenne de l'opérateur `Ôse pour les états normés Sψse. La largeur
sur la distribution de q initialement très grande par rapport au résultat de la mesure devient de
plus en plus faible au fur et à mesure que la mesure est répétée. En e�et, pour un ensemble de N
états identiquement produits, ∆q décroit en 1º

N
jusqu'à ce que 1º

N
∆q @@ `Ôse. La précision sur la

moyenne est donc un paramètre arbitraire pour l'expérimentateur.

2.4 Pré-sélection et post-sélection pour la mesure faible

Jusqu'ici, nous avons vu que pour un état préparé Sψe, l'expérimentateur peut opérer deux types
de mesure : soit une mesure forte qui fournit une des valeurs propres de l'observable selon une
certaine probabilité, soit une mesure faible qui indique la valeur moyenne de cette observable avec
une incertitude arbitraire. Pour travailler avec cet état Sψe de départ, il est nécessaire de réaliser
une mesure projective du système à la façon d'un �ltre. Cette action est appelée pré-sélection et est
constamment réalisée lorsque l'expérimentateur souhaite utiliser un état pur. A titre d'exemple, un
faisceau de photons non polarisés traversant un polariseur subit une pré-sélection.

Pour aller plus loin, reprenons le cadre d'une mesure quantique. Contrairement à la mécanique
classique qui permet de faire des prédictions e�caces sur la trajectoire d'un objet, le principe d'in-
certitude de Heisenberg empêche de connaître simultanément certaines propriétés avec une grande
précision, remettant en cause la notion même de trajectoire, comme exploité dans la suite de ce
travail. Notamment, entre deux mesures projectives, mener une troisième mesure intermédiaire n'est
pas envisageable sans perturber l'état à observer.
Pourtant, une règle bayésienne permet de calculer l'état entre ces deux mesures. Pour un état pré-
sélectionné préparé en un temps t1, supposons qu'un appareil de mesure est placé sur le parcours
de la particule et entre en interaction à l'instant t. Ce couplage produit une superposition des dif-
férents états propres de l'observable. De là, il est possible de choisir un état particulier de sortie à
un temps t2 à la façon d'un �ltre, en appliquant une mesure projective. Cette méthode est appelée
post-sélection 12 et est à la base de l'analyse bayésienne de la règle de Aharonov-Bergmann-Lebowitz
(ABL) [1, 2]. En considérant la symétrie du temps, certains physiciens interprètent l'état conjugué`ψS, pouvant servir de post-sélection, comme un état Sψe qui remonterait le temps. Il s'agit là d'une
grande di�érence avec la mécanique classique puisque le déterminisme classique est dénué de véri-
table hasard.

La règle ABL se véri�e comme suit. Soient deux vecteurs d'état pré- et post-sélectionnés (PPS) dé-
pendant du temps, Sψi�t�e et Sψf�t�e où l'indice i désigne initial et f �nal. Ces deux états sont dé�nis
respectivement aux instants t1 et t2 par des mesures projectives. La mesure pour une observable
O, quant à elle, est réalisée au temps transitoire t : t1 @ t @ t2. Dès lors, à partir du théorème de
Bayes 13, la probabilité d'avoir une valeur propre particulière ok de Ô est vue comme la probabilité
de transition de l'état Sψi�t1�e à Sψf�t2�e en passant par Soke. Il s'agit donc du produit de deux
probabilités conditionnelles, normalisées par l'ensemble des chemins possibles �Sole�nl�1 vers l'état
�nal Sψf�t2�e. Pour faire évoluer les états PPS à l'instant t, l'opérateur d'évolution est utilisé de
la façon suivante : Sψi�t�e � Û�t, t1�Sψi�t1�e et `ψf�t�S � `ψf�t2�SÛ ��t, t2�. Soit les états propres de
Ô dégénérés sous la forme Π̂l � Pj Sol,je`ol,j S. La dé�nition de la probabilité conditionnelle pour les
états PPS (Sψie�t1�,Sψf e�t2�) et l'état propre Soke en un temps t est donnée comme :

12. Il s'agit du même procédé que pour la pré-sélection.

13. P �ASB� � P �BSA�P �A�
P �B�
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P�Ô � okSψi�t1�, ψf�t2�� � P�ψf�t2�Sok, ψi�t1��P�Ô � okSψi�t1��
Pnl�1P�ψf�t2�Sol, ψi�t1��P�Ô � olSψi�t1�� . (15)

Chaque probabilité peut être réécrite à partir de la formule (6) avec un opérateur de projection. Tout
d'abord, la probabilité de transition de l'état initial vers un état propre particulier s'écrit comme :

P�okSψi�t1�� �Q
j

S`ok,j SÛ�t, t1�Sψi�t1�eS2 �Q
j

S`ok,j Sψi�t�eS2. (16)

Ensuite, il est important de noter que dans le cas de la transition pour l'état de post-sélection, il
est nécessaire de considérer un état intermédiaire Sψ��t�e caractérisant l'état de la pré-sélection juste
après la mesure à l'instant t. Ainsi, le second type de probabilité s'exprime par :

Sψ��t�e � Pj Sok,je`ok,j SÛ�t, t1�Sψi�t1�e»Pj S`ok,j Sψi�t�eS2 �

Π̂kSψi�t�e»Pj S`ok,j Sψi�t�eS2 ,
P�ψf�t2�Sok, ψi�t1�� � T`ψf�t2�SÛ ��t, t2�Sψ��t�eT2 � T`ψf�t�SΠ̂kSψi�t�eT2

Pj T`ok,j Sψi�t�eT2 . (17)

En substituant les probabilités (16) et (17) dans l'expression de départ (15), la règle générale ABL
prend la forme générale :

P�Ô � okSψi�t1�, ψf�t2�� � S`ψf�t�SΠ̂kSψi�t�eS2
Pnl�1 S`ψf�t�SΠ̂lSψi�t�eS2 (18)

où le numérateur devient le produit de deux probabilités dès que les Sole sont non dégénérés :

P�Ô � okSψi�t1�, ψf�t2�� � S`ψf�t2�SokeS2S`okSψi�t1�eS2
Pnl�1 S`ψf�t2�SoleS2S`olSψi�t1�eS2 . (19)

A ce stade, la règle ABL ne représente encore qu'un outil mathématique contrefactuel pour extraire
de l'information entre deux états PPS. De fait, les calculs ne sont pas véri�ables expérimentalement
pour n'importe quelle superposition �nale d'états lors d'une mesure projective, comme constaté à
plusieurs reprises dans la section dédiée aux paradoxes.

Une solution à ce problème revient à exploiter la mesure faible. En e�et, cette dernière a l'avantage
de ne perturber que très peu l'état quantique tout en fournissant une petite quantité d'information.
Appliquer la post-sélection à la mesure faible instaure une nouvelle notion physique appelée la valeur
faible, dont la partie réelle joue le rôle de la moyenne dans (14). La valeur faible sort du formalisme
standard de la mécanique quantique et a été dé�nie par Aharonov, Albert et Vaidman (AAV) [5].
Pour une mesure Ô entre les états PPS Sψie et Sψf e, l'expression de cette grandeur prend la forme
suivante : `Ôew �

`ψf SÔSψie`ψf Sψie . (20)

Notons qu'il est évident que des états PPS orthogonaux entre eux n'admettent pas de valeur faible
puisque la probabilité de transition est nulle. Malgré cette nouvelle notion prometteuse, l'interpré-
tation physique se cachant derrière la réaction de l'appareil de mesure 14 reste fortement discutée.

14. De fait, la partie réelle de la valeur faible donne l'amplitude de la réaction de l'appareil de mesure dans la
con�guration de mesure habituelle.
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Associer une réalité physique à cette grandeur pose des interrogations non seulement à cause de
sa portée dépassant celle des valeurs propres mais aussi par ses possibles contributions imaginaires.
Pour certains physiciens, la valeur faible remet en question l'ontologie de la nature à cette échelle. Les
premiers travaux ayant prédit des comportements exotiques liés aux valeurs faibles ont été réalisés
par l'équipe de Y. Aharonov, par exemple avec des valeurs faibles de spin atteignant la centaine [5]
ou en appliquant ce concept dans di�érents paradoxes quantiques [2, 3, 19].

Certains défendent que la valeur faible peut être vue comme une généralisation de la valeur moyenne
décomposable sur un ensemble d'états post-sélectionnés [20]. Pour le montrer, considérons la valeur
moyenne de l'opérateur Ô dans l'état pré-sélectionné Sψe. Pour un ensemble d'états post-sélectionnés�Sϕje�mj�1 dans la base d'un opérateur quelconque, il est montré qu'une valeur moyenne est la com-
binaison linéaire des valeurs faibles dans l'ensemble des états post-sélectionnés possibles :

`Ôe � `ψSÔSψe � m

Q
j�1

`ψSϕje`ϕj SÔSψe � m

Q
j�1

S`ϕj SψeS2 `ϕj SÔSψe`ϕj Sψe �

m

Q
j�1

S`ϕj SψeS2`Ôe�j�w . (21)

Chaque valeur faible `Ôe�j�w est pondérée par la probabilité de passer de l'état initial Sψe à un des
états �naux Sϕje (6). Il s'agit de la règle de la somme. Par ailleurs, puisque la valeur moyenne est
réelle, alors la somme des contributions imaginaires de la valeur faible doit s'annuler et la redé�nition
de `Ôe revient à la somme des contributions réelles de `Ôe�j�w , représentant la meilleure estimation
possible de l'observable pour des états PPS connus [21,22] :

m

Q
j�1

S`ϕj SψeS2Re`Ôe�j�w � `Ôe,
m

Q
j�1

S`ϕj SψeS2Im`Ôe�j�w � 0.

Une analogie existe également entre l'expression de la moyenne et celle de la valeur faible [20].
En e�et, en exprimant l'observable Ô en terme de projecteurs �Π̂k�nk�1 (3), la valeur faible prend
une forme semblable à une moyenne (5) où chaque probabilité pondérant la valeur propre ok est
remplacée par la valeur faible du projecteur associé Π̂k :

`Ôew �

`ϕSÔSψe`ϕSψe �

`ϕSPnk�1 okΠ̂kSψe`ϕSψe �

n

Q
k�1

ok
`ϕSΠ̂kSψe`ϕSψe �

n

Q
k�1

ok`Π̂kew. (22)

Cette expression de `Ôew encourage à interpréter la valeur faible d'un projecteur comme une quasi-
probabilité. En e�et, il est facile de montrer que leur somme totale vaut 1 par propriété des projec-
teurs :

n

Q
k�1

`Π̂kew �

n

Q
k�1

`ϕSΠ̂kSψe`ϕSψe �

`ϕSPnk�1 Π̂kSψe`ϕSψe �

`ϕS1Sψe`ϕSψe �

`ϕSψe`ϕSψe � 1

mais leur portée n'est pas bornée entre 0 et 1 à cause du dénominateur complexe. Pour l'illustrer,
pour deux états PPS quasi orthogonaux, leur produit scalaire est proche de 0 et peut donc rendre
la valeur faible extrêmement grande, comme montré dans [5]. Au �nal, en injectant (22) dans (21),
la valeur moyenne revient à une double somme, l'une sur l'ensemble des post-sélections possibles,
l'autre sur l'ensemble des chemins passant par un état propre Soke de valeur propre ok entre les deux
états PPS considérés :
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`Ôe � m

Q
j�1

S`ϕj SψeS2 n

Q
k�1

ok`Π̂ke�j�w �

m

Q
j�1

n

Q
k�1

ok P�ϕj Sψ�´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
Post-sélection

P̃�okSψ,ϕj�´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
Chemin suivi

. (23)

Cette dernière expression justi�e le point de vue partagé dans l'introduction de ce chapitre. De fait,
alors que l'expérimentateur étudie souvent les valeurs moyennes d'une observable, il se cacherait en
réalité encore une multitude de contributions plus fondamentales derrière cette grandeur, accessibles
seulement au moyen de la mesure faible sous post-sélection. Ces contributions sortent alors du cadre
habituel de travail et génèrent plus d'un paradoxe sur l'approche classique.

Pour terminer, une dernière propriété permet d'établir un lien entre les résultats d'une mesure forte
et la valeur faible [2]. Pour rappel, la mesure forte permet de récolter précisément une des valeurs
propres de l'observable par une mesure projective consécutive. Considérons dans un premier temps
que P�Ô � okSψi, ψf� � 1 à travers l'expression (18). Par conséquent, pour que le numérateur et
le dénominateur soient égaux, il faut que Pnlxk S`ϕSΠ̂lSψeS2 soit nul, c'est-à-dire que chaque élément`ϕSΠ̂lSψe s'annule 15 :

P�Ô � okSψi, ψf� � S`ϕSΠ̂kSψeS2S`ϕSΠ̂kSψeS2 �Pnlxk S`ϕSΠ̂lSψeS2 �

S`ϕSΠ̂kSψeS2S`ϕSΠ̂kSψeS2 � 1

En injectant cette information dans la valeur faible (20), il découle que la valeur faible est nécessai-
rement égale à la valeur propre ok obtenue par la mesure forte :

`Ôew �

`ϕSÔSψe`ϕSψe �

`ϕSPnl�1 olΠ̂lSψe`ϕSPnl�1 Π̂lSψe �
Pnl�1 ol`ϕSΠ̂lSψe
Pnl�1`ϕSΠ̂lSψe

�

ok`ϕSΠ̂kSψe �Pnlxk ol`ϕSΠ̂lSψe`ϕSΠ̂kSψe �Pnlxk`ϕSΠ̂lSψe � ok. (24)

La réciproque ne se véri�e que pour une classe de variables dichotomiques. Soit une observable
décrite par Ô sur une base à deux vecteurs propres �So1e, So2e�. Si la valeur faible `Ôew vaut la valeur
propre o1, alors il est facilement véri�é que la probabilité d'obtenir o1 comme résultat de la mesure
forte s'élève à 1 puisque le terme `ϕSΠ̂2Sψe doit disparaître :

`Ôew �

o1`ϕSΠ̂1Sψe � o2`ϕSΠ̂2Sψe`ϕSΠ̂1Sψe � `ϕSΠ̂2Sψe � o1 � `ϕSΠ̂2Sψe � 0

P�Ô � o1Sψi, ψf� � S`ϕSΠ̂1SψeS2S`ϕSΠ̂1SψeS2 � S`ϕSΠ̂2SψeS2 �

S`ϕSΠ̂1SψeS2S`ϕSΠ̂1SψeS2 � 1. (25)

En mécanique quantique, des exemples connus de variables dichotomiques sont les projecteurs 16 et
les composantes de spin demi 17. Ces deux propriétés demandent pourtant une discussion poussée car

15. La raison est que S`ϕSΠ̂j SψeS2 est nécessairement positive. Leur somme les donc également à moins que chaque
élément soit nul.
16. Même avec plus que deux états propres, les projecteurs peuvent rester des variables dichotomiques. Soient trois

projecteurs tels que Π̂1 � Π̂2 � Π̂3 � 1. Alors, Π̂1 et 1 � Π̂1 forment bien une paire de variables dichotomiques.

17. Les opérateurs de spin 1
2
dans une direction Ñn sont dé�nis comme Ŝn �

Òh
2
Ñn � Ñ̂σ où σ représente les matrices de

Pauli. Une généralisation de ces opérateurs existe avec le moment cinétique Ĵn pour des dimensions supérieures à 2,
sortant alors du cadre dichotomique.
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Figure 2.3 � Représentation schématique du processus de récupération de la valeur faible pour
l'e�et Hall de spin : un faisceau incident est soumis à deux polariseurs quasi orthogonaux servant
de pré- et post-selction tandis qu'entre les deux, un prisme exerce la mesure faible de polarisation
par e�et Hall de spin. La valeur faible est récoltée au niveau du détecteur suit à la petite déviation
induite par le prisme, par rapport à la moyenne de la position. [6]

il est indispensable de discerner quelles entités sont réellement physiques. Il semblerait plus correct
de considérer une valeur faible physiquement, quand elle est égale à une valeur propre de l'observable
plutôt que le spin de 100 d'Aharonov [5], ce qui n'empêche pourtant pas les phénomènes exotiques
d'apparaître.

2.5 Mesure de la valeur faible

Expérimentalement, il est possible d'extraire tant la partie réelle de la valeur faible que la partie
imaginaire [23, 24]. Comme cité dans la section précédente, lorsque l'observable est couplée à l'im-
pulsion P̂m dans une mesure faible sous PPS, le pointeur réagit typiquement avec une amplitude
proportionnelle à la partie réelle de la valeur faible. Pour le véri�er, le dispositif expérimental exige
d'une part, deux mesures projectives servant de PPS et d'autre part, un élément sonde induisant un
faible couplage traduit par une faible perturbation détectable. Pour un faisceau laser, si la perturba-
tion est une déviation du faisceau, le déplacement doit être bien inférieur au diamètre de celui-ci au
niveau du détecteur. Pour l'illustrer à la Figure 2.3, un prisme, par exemple, exploite la polarisation
du faisceau pour le dévier spatialement par e�et Hall de spin [25].

Pour connaître mathématiquement le rôle de la partie réelle et imaginaire de la valeur faible dans
la réaction du pointeur, supposons au temps initial que l'état du pointeur en représentation spatiale`qmSϕme admet une fonction d'onde sous la forme d'une gaussienne de moyenne nulle et d'écart-type
∆q :

ϕm�qm� � `qmSϕme � 1
4
»
2π�∆q�2 exp�� q2m

4�∆q�2�� S �ª

�ª

ϕ�m�q�ϕm�q�dq � 1. (26)

15



En évolution libre du pointeur 18, la moyenne de la position Q̂m et celle de l'impulsion P̂m du pointeur
ne varient pas au cours du temps et prennent la valeur zéro : `Q̂me � `ϕmSQ̂mSϕme � 0 et `P̂me � 0.
Pour extraire une valeur faible, le détecteur est couplé, à un instant t, au système quantique étudiéSψe, formant un état composite SΨe � Sψea Sϕme. La pré- et post-sélection sur l'état Sψe sont réalisées
respectivement aux temps t1 et t2 tels que t1 @ t @ t2. Les états PPS ainsi obtenus évoluent dans le
temps grâce à l'opérateur d'évolution Û jusqu'au moment de l'interaction. Les états initial et �nal
du système quantique sont alors respectivement les suivants :

Sψie � Û�t, t1�Sψi�t1�e,`ψf S � `ψf�t2�SÛ ��t, t2�
A partir du développement de Taylor de l'opérateur d'évolution Û pour la mesure de Ô (13), l'étatSϕme à l'instant t s'exprime en fonction de la valeur faible (20) et de la force de couplage :

Sϕfie � �Sψf e`ψf Sa 1̂� Û �Sψiea Sϕme� � �1̂ � iÒhg0`ÔewP̂m � ...� Sϕme. (27)

Ce nouvel état normalisé au premier ordre est noté Sϕfie, en référence aux états initial et �nal associés
à la valeur faible `Ôew. Étudions la position du pointeur pour l'état Sϕfie au second ordre, en accord
avec les conditions de la mesure faible :

`Q̂mefi � `ϕfiSQ̂mSϕfie � `ϕmS �1 � iÒhg0`Ôe�wP̂m � ...� Q̂m �1 � iÒhg0`ÔewP̂m � ...� Sϕme
� `ϕmSQ̂mSϕme � iÒhg0`Ôew`ϕmSQ̂mP̂mSϕme � iÒhg0`Ôe�w`ϕmSP̂mQ̂mSϕme � g20Òh2 S`ÔewS2`ϕmSP̂mQ̂mP̂mSϕme.

(28)

Il est possible de simpli�er cette dernière expression en annulant les contributions ayant un nombre
impair d'opérateurs. En e�et, non seulement la moyenne de la position du pointeur en évolution
libre est nulle mais en plus, ce type de moyenne s'annule puisque la fonction d'onde est paire et
centrée en 0. A titre d'exemple, le dernier terme disparaît bien dans le développement (28) :

`ϕmSP̂mQ̂mP̂mSϕme � `ϕmSP̂m�iÒh � P̂mQ̂m�Sϕme � S �ª

�ª

ϕ�m�q���iÒh� ddq �iÒhϕm�q� � ��iÒh� ddq qϕm�q��dq
� S

�ª

�ª

ϕ�m�q� ddq ��ϕm�q� � �ϕm�q� � q ddqϕm�q���dq
� S

�ª

�ª

ϕ�m�q� ddq �q ddqϕm�q��dq � S �ª

�ª

ϕ�m�q��dϕm�q�dq
� q

d2ϕm�q�
dq2

�dq
� S

�ª

�ª

ϕ�m�q� ��2qϕm�q� � q ��2 � 4q2

4�∆q�2�ϕm�q�	
� S

�ª

�ª

��4q � q3�∆q�2�ϕ2m�q�dq � 0.

Ainsi, la réécriture de (28) en terme de partie réelle et partie imaginaire de la valeur faible `Ôew �

Re`Ôew � iIm`Ôew s'exprime :

18. En l'absence de mesure.
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`Q̂mefi � � ig0Òh Re`Ôew`ϕmS�Q̂mP̂m � P̂mQ̂m�Sϕme � g0Òh Im`Ôew`ϕmS�Q̂mP̂m � P̂mQ̂m�Sϕme
� �

ig0Òh Re`Ôew`ϕmS�iÒh1̂�Sϕme � g0Òh Im`Ôew`ϕmS ��iÒh1̂ � 2Q̂mP̂m� Sϕme.
En utilisant la fonction gamma 19, il est possible de véri�er que la partie imaginaire se simpli�e
d'elle-même :

`ϕmS ��iÒh1̂ � 2Q̂mP̂m� Sϕme� S �ª

�ª

ϕ�m�q� �1 � 2q
d

dq
�ϕm�q�dq

� S
�ª

�ª

ϕ�m�q�ϕm�q�dq � 2S
�ª

�ª

ϕ�m�q�q ddqϕm�q�dq
� 1 � 2S

�ª

�ª

�q2

2 �∆q�2 1¼
2π �∆q�2 exp�� q2

2 �∆q�2�dq
� 1 �

4¼
2π �∆q�2 S

�ª

0

�q2

2 �∆q�2 exp�� q2

2 �∆q�2�dq
� 1 �

4¼
2π �∆q�2 �∆q�2¼

2 �∆q�2 S
�ª

0
u1~2 exp ��u�du

� 1 �
2º
π
S

�ª

0
u1~2 exp ��u�du � 1 �

2º
π
Γ�3

2
� � 1 � 1 � 0.

Dès lors, la position moyenne du pointeur soumis à l'interaction entre ces deux états PPS se limite
bien à la partie réelle de `Ôew :

`Q̂mefi � g0Re`Ôew. (29)

Par le même développement, la moyenne de l'impulsion `P̂mefi ne dépend que de la partie imaginaire
de `Ôew :

`P̂mefi � `ϕfiSP̂mSϕfie � `ϕmS �1 � iÒhg0`Ôe�wP̂m� P̂m �1 � iÒhg0`ÔewP̂m� Sϕme
� `ϕmSP̂mSϕme � iÒhg0`Ôew`ϕmSP̂ 2

mSϕme � iÒhg0`Ôe�w`ϕmSP̂ 2
mSϕme

�
g20Òh2 S`ÔewS2`ϕmSP̂ 3

mSϕme
où `ϕmSP̂mSϕme � 0 et `ϕmSP̂ 3

mSϕme � 0

`P̂mefi � � ig0Òh Re`Ôew`ϕmS�P̂ 2
m � P̂ 2

m�Sϕme � g0Òh Im`Ôew`ϕmS�P̂ 2
m � P̂ 2

m�Sϕme
� 2

g0Òh `P̂ 2
meIm`Ôew � 2

g0Òh �∆p�2 Im`Ôew (30)

où ∆p �
¼`P̂ 2

me � `Pme2 �¼`P̂ 2
me.

19. Fonction Gamma : Γ�u� � R �ª

0 tu�1e�xdx où u > C
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En injectant (29) et (30) dans la dé�nition de `Ôew, la valeur faible fait intervenir non seulement
la valeur moyenne de la position mais aussi de l'impulsion de manière indépendante dans le cas
gaussien :

`Ôew �

1

g0
`Q̂m �

iÒh
2 �∆p�2 P̂mefi. (31)

Pour résumer, dans le cadre de la mesure faible, les deux variables conjuguées utilisées fournissent
des informations physiques di�érentes sur l'expérience. D'un côté, la partie réelle de la valeur faible
est considérée comme le résultat de la mesure du système quantique puisque seul Re`Ôew contribue
au déplacement spatial du pointeur. De l'autre côté, la partie imaginaire dépend directement de
l'état initial de l'appareil de mesure à cause de l'incertitude ∆p. En appliquant le principe d'in-
certitude de Heisenberg 20, une mesure est d'autant plus faible dans notre cas que ∆p est petit 21.
D'après [26], Im`Ôew décrit un taux exponentiel instantané de la variation dans la probabilité de
post-sélection, due à la perturbation de l'état pré-sélectionné par l'interaction de mesure. De plus,
la partie imaginaire se lie fortement à la rétroaction induite par la post-sélection comme montré,
notamment, pour l'e�et tunnel post-sélectionné [27].

Une remarque pertinente de [23] fait intervenir l'opérateur d'annihilation â pour un oscillateur
harmonique de masse m et de fréquence ω, dans l'expression de la valeur faible. En e�et, en posant

l'incertitude ∆p égale au rapport
¼ Òhmω

2 , alors il est constaté que la valeur `Ôew est proportionnelle
à la valeur post-sélectionnée de l'opérateur â sur les états PPS :

â �

½
mω

2Òh Q̂m � i

¾
1

2ÒhmωP̂m � `Ôew �

1

2

Òh
g0∆p

`âefi (32)

D'après les auteurs, l'opérateur d'annihilation joue le rôle de sélecteur d'états. En absence de mesure,
chaque état observé du pointeur se trouve au niveau fondamental, noté Sϕ0e � Sϕme pour l'explication.
Il n'y a donc aucune réaction du détecteur, la position est propre à la moyenne de la position
du pointeur au départ 22. Lors d'une mesure faible de von Neumann, il est possible de voir que
le pointeur sonde l'état pré-sélectionné, en faisant passer une partie des états Sϕ0e à un niveau
excité Sϕ1e, quand il y a interaction hamiltonienne. Cette interaction induit un écart par rapport
à la position initiale du pointeur. L'opérateur d'évolution permet de dé�nir l'amplitude de cette
déviation. En considérant le développement en série (13), l'amplitude la plus grande subie par le
pointeur reste celle de l'état fondamental `Q̂me, caractérisé par 1̂. A celle-ci vient s'ajouter une
petite contribution proportionnelle à g0`Ôe. Dès qu'une post-sélection est appliquée, l'ensemble des
états excités à considérer lors de la mesure est réduit et l'amplitude dépend désormais de g0`Ôew.
L'opérateur d'annihilation permet donc de ne conserver que les états choisis par la post-sélection,
en conservant les autres Sϕ1e dans l'état fondamental Sϕ0e.
2.6 Paradoxes quantiques

La plus belle preuve que la physique est contre-intuitive réside dans le comportement des objets
à échelle quantique. En e�et, les phénomènes d'interférence induits par les fonctions d'onde des
états en jeu font ressortir des phénomènes inobservables classiquement, imposant de revoir notre
vision du monde. Pourtant, si les théories classiques fonctionnent si bien, c'est parce qu'il s'agit
d'un résultat phénoménologique moyen, comme vu dans les équations d'Ehernfest (1). Le débat

20. Principe d'incertitude de Heisenberg pour la position q et l'impulsion p : ∆q∆p C
Òh
2

21. Pour rappel, une mesure faible exige que g0δo @@∆q.

22. Pour rappel, l'hypothèse pour le développement précédent posait la moyenne `Q̂me à la valeur 0.
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Figure 2.4 � Représentation simpli�ée du paradoxe des trois boîtes : symboliquement, la particule
(boule grise) dans les boîtes A et B indique que `Π̂Aew � `Π̂Bew � 1 peut représenter une présence
certaine, tandis que le " ?" rappelle l'interrogation sur l'interprétation physique de `Π̂Cew � �1 dans
C.

sur la nature ontologique de la fonction d'onde tout comme celle de la particule reste toujours
ouvert malgré les théories e�caces actuelles. Par exemple, la lumière peut être vue comme une
onde, une particule ou encore un champ. Finalement, cette brève introduction sert à mettre en
évidence qu'un comportement paradoxal en mécanique quantique reste souvent naturel, même si peu
commun. Parmi les outils de la mécanique quantique, la post-sélection fait ressortir des résultats
très particuliers en exploitant la règle ABL. Dans cette section sont présentés successivement, le
paradoxe des trois boîtes, le paradoxe du chat du Cheshire et le paradoxe du pigeonnier. Dans la
littérature, chacun d'eux ont déjà été réalisés expérimentalement grâce à la mesure faible, de sorte à
extraire de l'information du système, sans perturber la superposition d'état dans la post-sélection.

2.6.1 Paradoxe des trois boîtes

Le paradoxe des trois boîtes est l'un des premiers comportements exotiques rencontrés par l'équipe
d'Aharonov dans l'étude de la post-sélection [2]. Considérons un espace de Hilbert à trois états
orthogonaux �SAe, SBe, SCe�, pouvant être associés symboliquement à des boîtes. D'un point de vue
pratique, ceux-ci peuvent correspondre aux chemins dans un interféromètre [13] ou encore, aux états
de Bell symétriques [28], par exemple. Une particule est alors envoyée dans le dispositif suivant une
PPS particulière telle que :
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Sψie � 1º
3
�SAe � SBe � SCe� ,

Sψf e � 1º
3
�SAe � SBe � SCe� (33)

où la probabilité de post-sélection vaut Pfi � S`ψf SψieS2 �
1
9 . Fort de la théorie ABL (19), il est

possible de calculer la probabilité d'observer un résultat d'une mesure forte hypothétique entre ces
deux états PPS. Une mesure de présence de la particule dans la jème boîte revient à considérer l'opé-
rateur de projection dans la jème boîte : Π̂j � Sje`jS. La paire d'opérateurs �Π̂j , 1̂� Π̂j� représentent
ensemble deux variables dichotomiques. De façon concrète, si la particule n'est pas dans la boîte j,
alors elle se trouve forcément dans l'une des deux boîtes restantes et inversement.

Pour le paradoxe des trois boîtes, la probabilité conditionnelle que passe la particule dans la boîte
A entre les états PPS est égale à 1. Cela signi�e qu'en observant A, il est certain que la présence y
est détectée mais pas dans le couple de boîtes B et C 23. Pour suivre, la même situation se répète
pour la boîte C où la probabilité de présence vaut 1, empêchant la détection de présence dans A et
B. Concernant la dernière boîte B, il est possible de montrer que la probabilité conditionnelle est
inférieure à 1, soit 1

5 . Il y a donc une plus grande chance de trouver la particule dans la paire A et
B.

Pour résumer, la théorie indique que si l'observateur ouvre exclusivement A ou C, il a la certitude de
détecter l'unique particule envoyée dans le système 24. A ce stade, ce paradoxe reste une expérience
de pensée car irréalisable. En e�et, une mesure forte sondant la présence projette inévitablement
la particule sur les états propres du système (SAe, SBe ou SCe) empêchant la post-sélection désirée.
Par exemple, si la mesure est opérée à l'aide d'un obstacle opaque, de transmission nulle, dans la
boîte A, alors il est impossible de construire la post-sélection sur tout les états propres. Pourtant,
la mesure faible permet de réaliser ce paradoxe puisqu'elle conserve la superposition dans la PPS.

Reprenons la même situation dans le cadre des mesures faibles. Désormais, l'appareil de mesure fai-
blement couplé permet de récolter expérimentalement une petite quantité d'information sur le sys-
tème PPS. Il n'est plus question d'une expérience de pensée mais de résultats véri�ables au détecteur.
Dans [13,29,30], les auteurs présentent di�érentes méthodes et résultats expérimentaux mettant en
lumière des phénomènes similaires. En exploitant la dé�nition de la valeur faible d'un projecteur,
le résultat retrouve partiellement les mêmes résultats que par l'approche ABL : `Π̂Aew � `Π̂Cew � 1
et `Π̂Bew � �1. La Figure 2.4 représente de manière imagée la situation pour une particule vue
dans les trois boîtes. Rappelons que la valeur faible de détection dans n'importe quelle boîte n'est
pas restreinte aux valeurs propres de l'observable, justi�ant la valeur négative dans C. Bien que
l'interprétation reste encore �oue, le concept de mesure faible semble plus e�cace que le modèle
ABL. De fait, l'expérience de mesure faible post-sélectionnée véri�e les valeurs calculées mais en
plus, par linéarité des valeurs faibles, la somme des quasi-probabilités reste bien égale à 1 grâce à
la valeur négative de `Π̂Bew. En considérant `Π̂jew comme une quasi-probabilité conditionnelle, la
valeur négative que celle-ci représente n'admet pas un sens physique à proprement parler, d'après
Richard Feynman [31]. Il s'agit plutôt d'une solution mathématique intermédiaire qui, combinée
avec une autre solution positive, peut donner un résultat physique observable. A titre d'exemple, en

23. Il est important d'insister sur la notion du couple que peuvent former deux boîtes car il faut considérer cette
paire comme si elle ne formait qu'une seule boîte.
24. Il s'agit d'un bon moyen pour gagner à un jeu avec son ami qui ignore la règle ABL.
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Figure 2.5 � Représentation simpli�ée du paradoxe du chat du Cheshire où le sourire semble se
dissocier spatialement du chat : symboliquement, le chat gris dans le chemin A représente la présence
de la particule par la valeur faible `Π̂Aew � 1, autre part cette valeur est nulle ; quant au sourire, sa
présence dans B signi�e la détection d'une polarisation par `σ̂By ew � 1, l'observation est nulle dans
l'autre chemin. Source : l'image du chat est tiré du �lm Alice in Wonderland de Tim Burton.

se basant sur le paradoxe des trois boîtes, combiner l'observation de la boîte B avec la A revient à
détecter la particule avec certitude dans C puisque `Π̂Aew � `Π̂Bew � 0 et `Π̂Cew � 1.

D'un point de vue expérimental, la valeur négative d'une valeur faible désigne une réaction du
pointeur dans le sens opposé à celui conventionnel. En reprenant la situation imagée en Figure 2.1,
alors qu'une particule venait à pousser le porte lors de son passage avec une valeur faible de 1,
une valeur faible de -1 désigne une porte qui a été tirée. L'e�et semble similaire au passage de
l'antiparticule relative à la situation.

2.6.2 Paradoxe du chat du Cheshire

Dans le conte Alice au pays des merveilles de Lewis Caroll (notamment interprété par Disney et
Tim Burton), un mystérieux chat apparaît sur le chemin d'Alice pour lui indiquer son chemin. Avant
de la quitter, l'animal lui sort cette curieuse phrase 25 : "Vous avez sans doute remarqué que je n'ai
pas toujours... toute ma tête". Sur ces paroles, l'animal disparaît progressivement mais son drôle
de sourire, quant à lui, réside encore sur la branche où le chat était perché. Cette histoire a inspiré
Aharonov pour donner un nom à un nouveau paradoxe : le paradoxe du chat du Cheshire [3]. Pour
cause, un phénomène similaire dans le cadre de la mécanique quantique est reproductible à l'aide de
la mesure faible. De manière plus concrète en mécanique quantique, le chat sur la branche représente
l'état d'une particule dans un système, tandis que le sourire re�ète une propriété de la particule,
intrinsèque au système.

25. Dans la version de Disney.
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Un photon polarisé dans un interféromètre de Mach-Zehnder 26 est un bon cas d'étude pour ce para-
doxe. Contrairement à celui des trois boîtes, les états sont composites et construits sur deux espaces
de Hilbert : d'une part, pour la présence du photon dans les chemins A et B de l'interféromètre,
caractérisée par les deux états propres �SAe, SBe� et d'autre part, pour la polarisation dans la base
linéaire horizontale et verticale �SHe, SV e�. Cette propriété intrinsèque a la particularité d'être me-
surée soit dans l'ensemble du système, soit dans un chemin particulier. Il est possible d'illustrer le
paradoxe du chat du Cheshire grâce aux états PPS suivants :

Sψie � 1º
2
�iSAe � SBe�a SV e,

Sψf e � 1º
2
�SAea SV e � SBea SHe� (34)

admettant une probabilité de post-sélection Pfi �
1
4 . L'objectif de cette situation revient à montrer

une dissociation spatiale entre la polarisation et la présence du photon. Pour ce faire, deux types de
mesures doivent être menées. D'abord, les opérateurs de projection Π̂A et Π̂B permettent d'évaluer
la présence du photon respectivement dans les chemins A et B. Comme précédemment, il représente
tout deux une variable dichotomique puisque Π̂A � 1̂�Π̂B. Ensuite, il est nécessaire de considérer un
autre genre d'opérateur pour calculer la polarisation. La polarisation du photon peut être associée

au spin 1
2 d'une particule qui possède également deux états propres. L'opérateur alors associé Ñ̂S est

proportionnel aux matrices de Pauli : Ñ̂S �

Òh
2
Ñ̂σ

où ˆsigmax � �0 1
1 0

� , ˆsigmay � �0 �i
i 0

� , σ̂z � �1 0
0 �1

� . (35)

Dans la suite de ce travail, les matrices de Pauli su�sent à décrire la valeur de la polarisation pour
ne travailler qu'avec les deux valeurs propres 1 et -1, assurant également la dichotomie de la mesure.
Par ailleurs, en vue de déterminer la polarisation dans un chemin particulier, un nouvel opérateur
est dé�ni sous la forme d'une combinaison d'un projecteur et d'une matrice de Pauli. Ainsi, la me-
sure de polarisation circulaire donné par σ̂y dans la base linéaire 27, dans le chemin A est décrit par
Π̂A a σ̂y, noté σ̂Ay � ��iSHe`V S � iSV e`H S�a SAe`AS. Parmi les trois valeurs propres de cet opérateur,
-1 et 1 désignent une polarisation présente dans A, alors que 0 annonce son absence.
A partir de l'approche ABL (19), il est possible de véri�er, dans un premier temps, que la particule
détectée passe avec une probabilité de 1 dans le chemin A et non dans B. Cependant, la polarisation
ne semble pas suivre le même chemin puisque pour les états PPS (34), une mesure de polarisation
doit être nulle dans le chemin A mais vaut �1 dans B. D'apparence, le chat s'est dissocié spatiale-
ment de son sourire.
Pour véri�er ce comportement paradoxal, il est nécessaire d'appliquer une mesure faible comme pré-
cédemment. De fait, une mesure successive de la présence et de la polarisation 28, Π̂A et σ̂Ay , ne rend

26. L'interféromètre de Mach-Zehnder est expliqué plus en détail dans la partie expérimentale. A ce stade, il est
intéressant de retenir qu'il s'agit d'un interféromètre à deux branches dans lesquelles une particule peut se trouver.
27. Dans la base de polarisation circulaire �S�e � 1º

2
�SHe � iSV e� , S�e � 1º

2
�SHe � iSV e��, l'observable de polarisation

dépend d'une autre matrice de Pauli σ̂z. Avec les nouveaux vecteurs propres, les états (34) prennent une autre
expression :

Sψie � 1

2
�iSAe � SBe�a �S�e � S�e� ,

Sψf e � 1

2
�SAea �S�e � S�e� � iSBea �S�e � S�e�� . (36)

28. Puisque les opérateurs commutent, l'ordre dans la mesure n'in�uence pas le résultat. Par conséquent, opérer les
deux mesures l'une à la suite de l'autre est équivalent à les faire simultanément. VRAI ?
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Figure 2.6 � Représentation simpli�ée du paradoxe du pigeonnier. Symboliquement, chaque pigeon
de couleur peut choisir de se poser sur le perchoir A ou B, comme trois particules pouvant se trouver
dans un des deux chemins à la fois.

pas compte du phénomène désiré avec des mesures fortes puisqu'elles perturbent signi�cativement
l'état préparé. Pour le montrer, si une polarisation est détectée dans A par σ̂Ay , alors le détecteur

associé à Π̂a s'élève à 1 et à l'inverse, l'absence de polarisation détectée en A fait tomber à zéro
Π̂A. L'investigation des valeurs faibles con�rme l'existence du paradoxe en mesurant successivement
chaque observable tout en conservant la superposition présente dans les états PPS. Pour la situation
(34), les valeurs faibles des quatre opérateurs dans chacun des chemins valent :

`Π̂Aew � 1, `Π̂Bew � 0, `σ̂Ay ew � 0, `σ̂By ew � 1.

Dès lors, ces valeurs laisse croire que la particule serait présente dans A mais pas dans B pour une
polarisation non nulle uniquement dans B. Plusieurs équipes de chercheurs ont cherché à mettre
évidence ce comportement étrange à l'aide de photons ou de particules de matière, notamment
dans [3, 14,32�34].

2.6.3 Paradoxe du pigeonnier

A l'origine, le principe du pigeonnier, aussi appelé principe des tiroirs de Dirichlet, est un énoncé
mathématique dans le domaine combinatoire. Présenté de manière naïve, ce dernier stipule que pour
un nombre N d'emplacements occupés dans un colombier, il doit nécessairement y avoir deux pigeons
sur le même perchoir dès que les volatiles sont au nombre de N �1. Mathématiquement, le théorème
montre que pour deux ensembles �nis E et F tel que le nombre d'éléments de chacun di�ère de
l'autre, par exemple #E A #F , alors une application f � E � F ne peut pas être injective. Par
conséquent, pour n éléments de E dans m compartiments de F (n Am),� nm� éléments se trouvent 29

au moins dans un compartiment.

A partir de ce concept, l'équipe d'Aharonov propose un nouveau comportement quantique via la
mesure faible appelé paradoxe du pigeonnier [4]. Pour illustrer celui-ci, la Figure 2.6 représente la
situation naïve précédente dans un cadre trivial. Trois pigeons distinguables par leur bague entrent
dans un colombier. Les espaces de Hilbert �Hj�3j�1 décrivent la position de chaque oiseau sur l'un

29. La fonction �x� est la partie entière par excès de la variable x.
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des deux uniques perchoirs présents �SA�j�e, SB�j�e�. Dans un cadre classique, les volatiles ne se
trouveraient que sur A ou sur B, véri�ant bien le théorème de Dirichlet précédemment énoncé.
Cependant, en mécanique quantique, un pigeon j peut tout à fait se trouver dans une superposition
des états propres comme S�je � 1º

2
�SA�j�e � SB�j�e� ou encore S � ije � 1º

2
�SA�j�e � iSB�j�e�. Grâce

aux états PPS suivants : Sψie � S�1eS�2eS�3e,Sψf e � S � i1eS � i2eS � i3e (37)

avec comme probabilité de post-sélection Pfi �
1
8 , le paradoxe quantique fait ressortir une violation

du principe du pigeonnier. Les deux opérateurs de projection ci-dessous permettent de déterminer
si les pigeons 1 et 2 se trouvent ou non sur le même emplacement :

Π̂same1,2 � Π̂AA1,2 � Π̂BB1,2 � SA�1�eSA�2�e`A�1�S`A�2�S � SB�1�eSB�2�e`B�1�S`B�2�S,
Π̂diff1,2 � Π̂AB1,2 � Π̂BA1,2 � SA�1�eSB�2�e`B�1�S`A�2�S � SB�1�eSA�2�e`A�1�S`B�2�S. (38)

Ensemble, ils forment une paire de variables dichotomiques puisque Π̂same1,2 �Π̂diff1,2 � 1̂. Bien que dans

l'état initial Sψie, la probabilité de mesurer les deux pigeons au même emplacement est non nulle 30,
la post-sélection annule les chances de les voir ensemble par orthogonalité, `ψf SΠ̂same1,2 Sψie � 0. Par
symétrie du problème, ce résultat est identique pour n'importe quelle paire considérée, c'est-à-dire
qu'il n'est pas autorisé de voir 1 et 2, 2 et 3 ou 1 et 3 sur le même perchoir. En termes de valeur
faible, il est facile de véri�er que la conclusion des résultats est identique, notamment en utilisant la
propriété (24).

Cette expérience quantique peut être véri�ée grâce à des particules décrites par un espace de dimen-
sion inférieure à leur nombre. Une possibilité revient à envoyer trois électrons dans un interféromètre
à deux chemins comme celui de Mach-Zender [19]. Pour déterminer si les électrons ont pris le même
chemin, les charges interagissent faiblement entre elles à courte portée, empêchant l'interaction avec
ceux dans l'autre bras ainsi qu'un e�ondrement de la fonction d'onde. A la sortie de l'interféromètre,
la mécanique classique impose qu'au moins deux des électrons se sont trouvés dans le même chemin.
Une variation de l'impulsion �nale doit donc apparaître sur chacune des particules. Par exemple,
si les électrons 1 et 2 ont partagé une voie identique, alors, cette paire doit se repousser spatiale-
ment sous l'e�et de leur charge négative. Pourtant, le raisonnement quantique mené jusqu'ici prédit
qu'aucune paire d'électrons ne semble être entrée en interaction pour la PPS choisie, laissant les
faisceaux sans perturbation. Une interprétation possible revient à dire qu'aucune paire ne coexiste
dans les bras de l'interféromètre. Les auteurs dans [35, 36] proposent une violation du principe du
pigeonnier à l'aide de qubits ou encore de photons polarisés. Comme les deux paradoxes précédents,
il est nécessaire d'utiliser une mesure faible pour mettre en place la PPS. Par ailleurs, l'observation
du paradoxe exige de limiter la mesure à un seul opérateur mutuel à la fois. De fait, mener une
mesure successive Π̂same1,2 et Π̂same1,3 sur l'état pré-sélectionné revient à changer l'opérateur de mesure
par

Π̂same1,2,3 � Π̂same1,3 Π̂same1,2 � Π̂AA1,2,3 � Π̂BB1,2,3

� SA�1�eSA�2�eSA�3�e`A�1�S`A�2�S`A�3�S � SB�1�eSB�2�eSB�3�e`B�1�S`B�2�S`B�3�S.
Dans ce cas-ci, il n'est plus question de chercher si les paires de particules (1,2) ou (1,3) coexistent
mais plutôt que toutes les particules (1,2,3) peuvent se trouver dans le même chemin. Mathémati-
quement, la probabilité et la valeur faible deviennent alors non nulle. Cette remarque importante

30. Psame � `ψiSΠ̂same
1,2 Sψie � 1

2
.
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Figure 2.7 � Représentation commune de la contextualité dans la littérature à l'aide de la projection
des ombres d'un cylindre : selon l'angle d'éclairage du cylindre par les lampes de poche, l'ombre
a�che un résultat di�érent qui est soit un disque, soit un rectangle. De la même façon, le contexte
de la mesure in�uence le résultat de la mesure.

introduit la notion de contextualité où les résultats observés dépendent de la mesure opérée sur le
système.

2.6.4 Contextualité et valeur faible

La contextualité désigne le caractère que prend la valeur récoltée d'une observable, à dépendre de
la base dans laquelle la mesure est réalisée. Expliqué de manière imagée avec le cylindre de la Fi-
gure 2.7, l'angle de vue change la forme (le résultat) projetée de l'objet (le système) : soit un disque,
soit un rectangle. Cette notion intervient dans le théorème de Kochen-Specker stipulant qu'un mo-
dèle non contextuel à variables cachées est inconsistant avec la mécanique quantique [37]. Considérer
une théorie quantique non contextuelle locale mène inévitablement à une contradiction comme le
montrent plusieurs exercices de pensée [38, 39]. Cette ré�exion sur le contexte de la mesure et les
variables cachées devait mettre en lumière la complétude de la mécanique quantique. Une façon d'in-
terpréter ce théorème revient à dire que le caractère probabiliste du résultat de la mesure n'est pas
une conséquence d'un possible manque d'information sur le système, qui serait alors issu de variables
cachées. La réalisation de la violation de l'inégalité de Bell [17] apporte la véri�cation expérimentale
de ce théorème.

Dans ce travail, les di�érents paradoxes présentés dans les sections précédentes sont également une
conséquence du contexte de la mesure. En e�et, le théorème de Pusey-Barret-Rudolph (PBR) permet
de prouver que chaque valeur faible anormale 31 est en lien avec la contextualité [40�42]. Pour
l'illustrer, considérons une théorie quantique non contextuelle locale. Par conséquent, pour une

31. Anormale désigne les valeurs faibles négatives, imaginaires, sortant de la portée des valeur propre de l'observable
ou avec un comportement non classique comme la dissociation spatiale d'une propriété par rapport à la particule.
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combinaison de deux opérateurs de mesure Â et B̂, une fonction v donnant le résultat scalaire de la
mesure doit respecter les lois suivantes :

v�A �B� � v�A� � v�B� (loi de la somme),

v�A �B� � v�A� � v�B� (loi du produit).

Cette fonction v peut être associée à la valeur faible (20) ou la probabilité dans la règle ABL (18),
pour les états PPS Sψie et Sψf e. Désormais, il est possible de montrer que chaque paradoxe génère
une contradiction avec l'hypothèse de ce modèle théorique.
Tout d'abord, dans le paradoxe du chat du Cheshire, deux opérateurs de mesure sont utilisés : un
projecteur Π̂j pour la présence dans un des deux chemins et une matrice de Pauli pour la polarisation
σ̂y. Avec la PPS donnée en (34), la valeur faible de la polarisation dans l'ensemble du système est
égale à 1, `σ̂yew � 1, tandis que la valeur faible de présence n'est non nulle que dans le chemin A,`ΠAew � 1 et `ΠBew � 0. Par le théorème de Kochen-Specker, la valeur faible du produit des deux
opérateurs Π̂j et σ̂y, noté `σ̂jyew, doit donner le produit des valeurs faibles de chaque opérateur :

`σAy ew ?
� `σ̂yew � `ΠAew � 1, `σBy ew ?

� `σ̂yew � `ΠBew � 0.

Pourtant, il n'en est rien et c'est même plutôt l'inverse qui se véri�e tant mathématiquement qu'ex-
périmentalement, comme présenté avant. La loi du produit est donc violée.
Ensuite, dans le paradoxe du pigeonnier, les opérateurs de mesure, construits sur des compositions
de projecteurs, permettent de décrire si parmi trois particules, une paire se trouve dans un même
chemin parmi les deux possibles. Ces opérateurs sont donc au nombre de trois pour chaque couple
de particules possibles : Π̂same1,2 , Π̂same1,3 et Π̂same2,3 . La valeur faible de chacune de ces mesures prises
individuellement prend la valeur 0, indiquant la non coexistence d'une quelconque paire dans un che-
min (37). Par conséquent, le théorème de Kochen-Specker suppose qu'il est impossible de détecter
les trois particules dans le même chemin pour deux mesures successives de paire :

Π̂same1,2,3 � Π̂same1,2 Π̂same1,3 � Π̂same1,2 Π̂same2,3 � Π̂same1,3 Π̂same2,3
?
� 0.

A nouveau, une contradiction apparaît puisque la loi du produit n'est pas respectée. Il s'agit du
dernier commentaire de la section dédiée au paradoxe du pigeonnier. En e�et, la valeur faible de
trouver les trois particules dans le même chemin n'est pas nulle et vaut Π̂same1,2,3 �

i
2 .

En�n, le paradoxe des trois boîtes ne considèrent pour mesure que des projecteurs Π̂j indiquant la
présence d'une particule parmi les boîtes A, B et C (33). Par linéarité de la valeur faible, la loi de
la somme est bien respectée dans cette situation. La contextualité se trouve �nalement suivant l'ap-
proche par la règle ABL (19). De fait, si la fonction v est remplacée par la probabilité conditionnelle
d'observer une présence dans une boîte j :

v �Π̂j� � T`ψf SΠ̂j SψieT2T`ψf SΠ̂j SψieT2 � T`ψf S1 � Π̂j SψieT2 ,
alors les chances de détecter la particule dans le couple de boîte A et B 32 n'est pas de 2 mais plutôt
de 4

5 , malgré une probabilité de 1 de trouver la particule soit dans A, soit dans B.

2.7 Généralisation des valeurs faibles pour des états PPS

Pour mener une exploration de nouveaux phénomènes dont la mesure faible rend possible l'inves-
tigation, il a été élaboré une généralisation des états PPS à partir des di�érents paradoxes décrits

32. L'opérateur de mesure prend la forme Π̂A � Π̂B dans ce cas-ci.
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précédemment. Cette section est dans la continuité du projet de recherche [43] et explore chacun des
paradoxes dans la notation de leurs états PPS, la plus générale possible.

Tout d'abord, le paradoxe des trois boîtes utilise un seul espace de Hilbert à trois états propres. En
généralisant à un nombre N de boîtes, le nouvel espace de Hilbert de dimension N , HN , admet la
base �SAne�Nn�1. L'état suivant représente n'importe quel état superposé des vecteurs propres, comme
par exemple la PPS utilisée dans le paradoxe (33) pour N � 3 :

Sψe � 1º
M

N

Q
n�1

αnSAne (39)

où le coe�cient complexe αn pondère chaque état propre SAne et M normalise le vecteur d'état Sψe.
Dans la suite du travail, la valeur du facteur M varie d'un état à l'autre dans le même objectif de
le normaliser.
Ensuite, en se basant sur le paradoxe du chat du Cheshire qui combine deux sous-espaces vectoriels,
il est nécessaire d'ajouter à (39), un second espace de Hilbert de dimension L, HL, construit sur la
base �SBle�Ll�1. L'état composite généralisant les états PPS de ce deuxième paradoxe (34) prend la
forme suivante :

Sψe � 1º
M

N

Q
n�1

�αnSAnea L

Q
l�1

βn,lSBle� �

1º
M

N

Q
n

L

Q
l

γnlSAnBle (40)

avec SAne désignant un des N chemins et SBle un des L sourires possibles. La matrice γ possède la
même dimension que β et un élément, γnl � αn � βn,l, pondère un état propre de l'espace de Hilbert
total, SAnBle > H � HN aHL.
Pour terminer, le paradoxe du pigeonnier demande un espace de Hilbert à chaque particule envoyée
dans un système à N chemins. Dans le cas de 3 particules, avec les sous-espaces �H �1�

N ,H
�2�
N ,H

�3�
N �

dé�nis comme en (39), un état quelconque sur ces di�érentes bases de même dimension N , à la façon
des états PPS (37), est donné par :

Sψe � 1º
M

N

Q
n1�1

α�1�n1
SA�1�
n1

ea N

Q
n2�1

α�2�n1,n2
SA�2�
n2

ea N

Q
n3�1

α�3�n1,n2,n3
SA�3�
n3

e
�

1º
M

N

Q
n1�1

N

Q
n2�1

N

Q
n3�1

γn1n2n3 SA�1�
n1
A�2�
n2
A�3�
n3

e (41)

où l'exposant désigne la particule et l'indice, le chemin. Désormais, γ représente un tenseur de rang
3 dont un élément γn1n2n3 pondère un état propre composite SA�1�

n1 A
�2�
n2 A

�3�
n3 e et est le produit des

trois coe�cients, γn1n2n3 � α
�1�
n1 �α

�2�
n1,n2 �α

�3�
n1,n2,n3 . A�n de comprendre la construction d'un état par

cette dernière notation, la Figure 2.8 propose une représentation possible sous la forme d'un arbre
de décision. Un niveau de couleur correspond à un sous-espace et chaque branche, SAe ou SBe, un des
états propres avec son coe�cient. Une terminaison donne ainsi un état propre composite de l'état
global ainsi que sa pondération grâce au produit de chaque élément du chemin parcouru dans l'arbre.
Par exemple, la branche rouge donne le coe�cient γ111 pour l'état SA�1�A�2�A�3�e. Cette dernière
notation (41) peut servir de point de départ à la forme la plus générale pour décrire les états pré- et
post-sélectionnés. En e�et, il est possible non seulement d'ajouter plus de particules 33 ou encore de
considérer un des sous-espaces de nature et de dimension di�érente, mesurable par des opérateurs
qui ne sont pas des projecteurs, comme pour une polarisation. A ce stade, il est important de signaler
que ce formalisme met sur un pied d'égalité tous les vecteurs d'états des sous-espaces, peu importe

33. C'est-à-dire, augmenter le nombre de sous-espaces et donc le nombre de sommes.
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Figure 2.8 � Représentation de la contribution d'un état propre global à l'aide d'un arbre de
décision : dans chaque niveau de couleur associé à un sous-espace de Hilbert H

�s�
2 , une branche

représente un état propre de ce dernier, SA�s�e ou SB�s�e. Le chemin vers une terminaison, comme
celui marqué en rouge, dé�nit un état propre composite de l'espace global et sa contribution γ dans
l'état du système qui est le produit de chaque terminaison.

leur nature physique. En d'autres termes, la présence d'une particule a autant d'importance que son
spin ou sa polarisation.

A ce stade, il est possible de généraliser les résultats d'une valeur faible pour une observable Ô et
les états PPS génériques donnés précédemment. En considérant un espace de Hilbert H construit
sur un nombre S de sous-espaces de Hilbert �Hs�Ss�1 ayant individuellement une base orthonormée�SA�s�

ks
e�Ks

ks�1
, un état propre de l'espace global, SAk1k2...kS e, est composite avec un état de chaque base

des sous-espaces. Par exemple, dans l'énoncé du pigeonnier 34, si les trois particules se trouvent dans
le même chemin A et non dans B, alors l'état global prend la forme SA�1�A�2�A�3�e � SA�1�ea SA�2�eaSA�3�e. Un vecteur d'état quelconque revient alors à considérer une superposition de l'ensemble des
états de la base globale, pondérée par les éléments du tenseur γ de rang S :

Sψe � 1º
M

K1

Q
k1�1

K2

Q
k2�1

...
KS

Q
kS�1

γk1k2...kS SA�1�
k1

ea SA�2�
k2

ea ...a SA�S�
kS

e
�

1º
M

K1

Q
k1�1

K2

Q
k2�1

...
KS

Q
kS�1

γk1k2...kS SAk1k2...kS e (42)

De sorte à travailler avec un état normé, un facteur de normalisation 1º
M

multiplie l'ensemble du

vecteur. Au travers de la formule (42), il est possible de donner n'importe quels états PPS utilisés
notamment dans les paradoxes cités précédemment. Le paradoxe des trois boîtes se base sur un seul

34. Pour rappel, les bases se composent de deux états propres notés SA�s�e et SB�s�e pour la pigeon numéro s.
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espace de Hilbert à trois états propres (S � 1, K�1 � boîtes� � 3), le paradoxe du chat du Cheshire ad-
met quant à lui deux espaces ayant chacun deux états propres (S � 2,K�1 � chat� �K�2 � sourire� � 2)
et le paradoxe du pigeonnier utilise un espace pour chacune des trois particules distinguables
avec le choix du chemin comme états propres (S � 3, K�1 � particule1� � K�2 � particule2� �

K�3 � particule3� � 2). De plus, d'autres phénomènes peuvent également être couverts, comme
un échange de sourires entre deux chats du Cheshire quantiques [11] (S � 4, pour la particule 1
K�1 � chat1� � K�2 � sourire1� � 2, pour la particule 2 K�3 � chat2� � K�4 � sourire2� � 2) ou encore
le paradoxe de Hardy [8].

En considérant les états Sψie et Sψf e respectivement comme les états initial et �nal, alors il est
possible de calculer la valeur faible d'une observable quelconque Ô :

Sψie � 1º
M

K1

Q
k1�1

K2

Q
k2�1

...
kS

Q
KS�1

γk1k2...kS SAk1k2...kS e
Sψf e � 1º

M �

K1

Q
k1�1

K2

Q
k2�1

...
KS

Q
kS�1

δk1k2...kS SAk1k2...kS e
`Ôew �

�PK1,...,KS

k1,...,kS
δ�k1...kS `Ak1...kS S� Ô �PK1,...,KS

k1,...,kS
γk1...kS SAk1...kS e�

PK1,...,KS

k1,...,kS
δ�k1...kSγk1...kS

(43)

où δ a le même rôle que γ mais pour l'état �nal. Dans le cas particulier où l'opérateur Ô n'a�ecte
qu'un seul des S sous-espaces de Hilbert, noté Hc, alors l'expression de l'opérateur prend la forme
Ô � @c�1

s�1 1̂s a Ôc@S
s�c�1 1̂s, où 1̂s est la matrice identité pour Hs. Pour les états propres SA�c�

kc
e

exprimés dans la même base que Ôc, la notation Sokce remplace la précédente, avec les valeurs
propres okc de sorte à les associer visuellement à l'opérateur. Il est alors possible de décomposer
dans la base non dégénérée 35 de Ôc la superposition dans Hc donnant :

`Ôew �

�PK1,...,KS

k1,...,kS
δ�k1k2...kS `Ak1...kS S�@c�1

s�1 1̂s a Ôc@S
s�c�1 1̂s �PK1,...,KS

k1,...,kS
γk1k2...kS SAk1...kS e�

Pk1,...,kSk1,...,kS
δ�k1k2...kSγk1k2...kS

�

PK1,...,KS

k1,...,kS
δ�k1k2...kSγk1k2...kS `okc SÔcSokce

PK1,...,KS

k1,...,kS
δ�k1k2...kSγk1k2...kS

�

PK1,...,KS

k1,...,kS
δ�k1k2...kSγk1k2...kSokc

PK1,...,KS

k1,...,kS
δ�k1k2...kSγk1k2...kS

. (44)

Grâce à cette formule (44), il est possible d'exploiter une exploration numérique sur une variation
des éléments de γ et δ, en vue de nouveaux phénomènes accessibles par mesure faible. En toute
généralité, il est admis que chaque état propre composite de H intervient dans la superposition
des états PPS, avec un coe�cient non nul. Malgré cette contrainte, un changement de base dans
les sous-espaces peut permettre de se soustraire de cette condition 36. Par ailleurs, il est posé que
chaque état dans la superposition contribue de manière équiprobable, c'est-à-dire qu'ils ont chacun
la même probabilité d'être obtenus suite à une mesure projective. Pour ce faire, les coe�cients de
projection γ et δ doivent être de norme 1. Cette hypothèse a l'avantage de réduire le nombre de

35. Par facilité de calcul dans un premier temps.
36. A titre d'exemple, reprenons les états PPS du paradoxe du chat du Cheshire (34) dans une base de spin 1

2
, notée

�S �e, S �e�. Dans cet énoncé, tous les états propres de l'espace global contribuent à la dé�nition des états PPS, c'est-à-
dire �SAeS �e, SAeS �e, SBeS �e, SBeS �e�. Cependant, dans une autre base de spin �S�e, S�e� telle que S�e � 1º

2
�S �e � S �e�

et S �e � 1º
2
�S �e � S �e�, tous les états propres de l'espace global ne sont plus nécessaires pour réécrire l'énoncé du
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variables d'exploration puisqu'en représentation exponentielle, une valeur complexe est déterminée
par sa norme et son argument 37, aussi appelé phase. Ainsi, l'exploration se limite à un changement
de phase θ puisque la norme reste unitaire : γ � exp �iθ�. Une autre conséquence de cette hypothèse
revient à considérer périodique le paramètre θ d'exploration sur 2π. A ce stade, les états PPS entrent
toujours dans le formalisme donné en(44).

Dans l'objectif d'étudier les grandeurs que peuvent prendre les valeurs faibles, il est donc déjà très
pertinent d'étudier ce modèle simpli�é aux équisuperpositions des vecteurs de base, qui permet
déjà de restituer les énoncés des paradoxes trois boîtes (33), du chat du Cheshire (34) dans la base
circulaire et du pigeonnier (37), présentés dans les sections précédentes. Bien que les situations non-
équiprobables ne sont pas moins intéressantes, étudier l'ensemble des situations possibles n'est pas
indispensable pour mettre déjà en avant des phénomènes dignes d'intérêt. De plus, la quantité d'e�ort
à fournir serait colossale puisque pour des états PPS dé�nis comme en (43) sans hypothèse, le nombre

de degrés de liberté s'élève à �LS
s�1 2Ks�2, où Ks est le nombre de vecteurs propres dans l'espace

Hs, qui doit être mis au carré pour considérer les états PPS et multiplié par deux pour le nombre
de composantes dé�nissant une valeur complexe. L'objectif est donc de rencontrer un maximum
de cas d'études tout en minimisant le temps de calcul, notamment en évitant la redondance. Tout
d'abord, y arriver, l'un des deux états PPS dé�nis par γ et δ est �xé. En e�et, en se basant sur
l'expression de la valeur faible (44) pour des coe�cients de norme unitaire, la périodicité sur la
phase des coe�cients assure de rencontrer des valeurs faibles redondantes. Pour la suite, l'ensemble
des éléments de δ de la post-sélection admettent alors une phase nulle par souci de facilité, en
d'autres termes : ¦k1...kS , δk1...kS � 1. Pour revenir à cette situation à partir d'une post-sélection
quelconque en équisuperposition , une transformation unitaire diagonale dictée par Û est nécessaire
laissant invariant la norme des éléments de Ô et envoyant l'état post-sélectionné Sψf e sur un état
d'équisuperposition sans phase, noté S1e.
Théorème (Transformation unitaire vers un état équiprobable sans phase). Soit un opérateur Ô
dé�ni sur l'espace de Hilbert H de dimension N . Soient deux états PPS respectivement Sψie et Sψf e
dé�nis dans H sur la même base que Ô, comme une superposition équiprobable des N vecteurs
propres de la base.
Il existe un opérateur unitaire diagonal Û tel que :

`ψf SÛ �Û ÔÛ �Û Sψie � `1SÔ�Sψ�ie.
Le vecteur `1S est un état équiprobable avec aucune phase, Sψ�ie est l'état initial après transformation
Û Sψie et Ô� est l'opérateur Û ÔÛ � dont les éléments diagonaux sont inchangés Ôjj � Ô�

jj et hors

diagonaux ne varient qu'à une phase près TÔjkT � TÔ�

jkT .
Par ailleurs, puisqu'un état est dé�ni à une phase globale près, le nombre de degrés de liberté
d'exploration au départ est réduit au �nal à �LS

s�1Ks� � 1. La forme simpli�ée de la valeur faible

paradoxe :

Sψie � 1º
2
�SAe � SBe�a S�e

Sψf e � 1º
2
�SAea S�e � SBea S�e� .

De fait, au sein de la nouvelle base �SAea S�e, SAea S�e, SBea S�e, SBea S�e�, plusieurs de ces états ne contribuent
pas dans la nouvelle expression des états.

37. Valeur complexe : ¦z > C, z � SzSeiθ
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Figure 2.9 � Représentation dans le plan complexe des ensembles de valeurs possibles pour les
coe�cients dans les formules des valeurs faibles(45), où chaque couleur représente un groupe ponctuel
C2p sur le cercle complexe de norme 1.

(44) est maintenant donnée par :

`Ôew �

PK1,...,KS

k1,...,kS
γk1...kSokc

PK1,...,KS

k1,...,kS
γk1...kS

�

PK1,...,KS

k1,...,kS
eiθk1...kS okc

PK1,...,KS

k1,...,kS
eiθk1...kS

. (45)

A partir d'ici, il su�t de considérer un ensemble de valeurs admises par chaque phase associée
à la pondération des vecteurs propres globaux. Prenons l'exemple de deux sous-espaces vectoriels
construits sur les bases �SAe, SBe� et �SHe, SV e�. Cette situation est semblable au paradoxe du chat
du Cheshire avec un photon polarisé envoyé dans deux chemins. Un état quelconque dans cet espace
est dé�ni comme :

Sψe � 1º
M

�SAe �γ11SHe � γ12SV e� � SBe �γ21SHe � γ22SV e��
�

1º
2 � 2

�SAe �eiθ11 SHe � eiθ12 SV e� � SBe �eiθ21 SHe � eiθ22 SV e�� .
Si l'exploration considère l'ensemble complexe �1, i,�1,�i� pour les éléments dans γ, seulement�2�2�4�1, soit 64 cas di�érents sont à explorer parmi les �2�2�2�4�� 6�104� combinaisons existantes
d'états PPS construits sous équisuperposition.

2.8 Programme d'exploration des valeurs faibles

De sorte à mettre en évidence de nouveaux comportements par la mesure faible, un programme
d'exploration numérique est mis en place sur les états PPS construits en (40). Pour rappel, il s'agit
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d'un système à deux sous-espaces représentant, d'une part, l'état dans le montage expérimental (les
boîtes ou les chemins) et d'autre part, l'état intrinsèque (le sourire). Nous ne considérons pas les
états du paradoxe du pigeonnier car pour un nombre N de pigeons, l'espace de Hilbert global devient
très vaste à observer, d'autant plus si il est associé un état de polarisation à chaque pigeon. En outre,
il existerait un grand nombre de combinaisons possibles d'opérateurs, di�cile à couvrir : mesure soit
de la polarisation, soit d'un pigeon, soit de plusieurs pigeons, dans un chemin ou plusieurs chemins
ou encore dans tous les chemins. Par facilité, l'exploration ne s'est donc pas concentrée sur de tels
opérateurs, qui pourraient, cependant, représenter une ouverture pour un prochain travail.

Il est supposé dans un premier temps que la propriété intrinsèque de la particule admet deux états
propres (L � 2) à la façon d'un spin 1

2 ou d'une polarisation de la lumière 38. Les états propres�SAne�Nn�1 et �SBle�2l�1 désignent respectivement les N chemins et les 2 sourires. Les opérateurs en
jeu sont Π̂n, Ñ̂σ et leur combinaison Π̂n a Ñ̂σ � Ñ̂σn. Successivement, ceux-ci désignent la détection
de la particule dans l'état SAne et la mesure de la polarisation, d'abord, dans tout le système,
puis, localement dans l'état SAne. En appliquant la notation simpli�ée (45), il est possible d'écrire
l'expression des valeurs propres pour les états PPS suivants :

Sψie � N

Q
n�1

2

Q
l�1

γnlSnea Sle Sψf e � N

Q
n�1

2

Q
l�1

Snea Sle (46)

� `Π̂new �
P2
l�1 γnl

PNn�1P2
l�1 γnl`σ̂xew �

PNn�1 �γn1 � γn2�
PNn�1P2

l�1 γnl`σ̂yew �

�iPNn�1 �γn1 � γn2�
PNn�1 γn1 � γn2`σ̂zew �

PNn�1 �γn1 � γn2�
PNn�1P2

l�1 γnl
� �i`σ̂yew

`σ̂nxew �

�γn1 � γn2�
PNn�1P2

l�1 γnl
� `Π̂new

`σ̂ny ew �

�i �γn1 � γn2�
PNn�1P2

l�1 γnl`σ̂nz ew �

�γn1 � γn2�
PNn�1P2

l�1 γnl
� �i`σ̂ny ew. (47)

Pour les hypothèses appliquées, il est forcé de constater que plusieurs valeurs faibles d'opérateur
sont liées entre elles dans le cas particulier d'une particule à deux états propres de spin. Le même
développement a été mené dans le cadre d'une particule à trois états propres de spin (Annexe A).
Au delà des résultat calculatoires, ces valeurs faibles peuvent être véri�ées expérimentalement, par
exemple, pour une particule de spin 1

2 envoyée de manière équiprobable dans un interféromètre à N
chemins avec les états PPS adaptés.

La recherche numérique pour explorer les valeurs faibles (47) revient à un problème combinatoire
qui fait varier les paramètres dans un ensemble de valeurs complexes à la façon du tableau 1 pour
deux valeurs possibles. Il peut être intéressant de considérer un ensemble �ni et symétrique sur le
cercle complexe à la façon du groupe ponctuel C2p où p indique le nombre de paires de valeurs dans
l'ensemble. La Figure 2.9 schématise plusieurs de ces groupes dans le plan complexe. Ce choix de
valeurs de coe�cients permet d'assurer que tous les résultats possibles des valeurs faibles ont été
explorés, par la propriété de fermeture d'un groupe.

Dans la section suivante, pour faciliter l'écriture, chaque cas d'étude exploré par le programme est
décrit par une notation compacte qui regroupe les coe�cients de l'état pré-sélectionné. De fait,

38. L'étude de ce type d'observable à deux vecteurs propres utilise les matrices de Pauli Ñ̂σ en (35).
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�γ11, γ12� �γ21, γ22� �γ31, γ32��1,1� �1,1� �1,1��1,1� �1,1� �1,�1��1,1� �1,1� ��1,�1��1,1� �1,�1� �1,�1��1,1� �1,�1� ��1,�1��1,1� ��1,�1� ��1,�1��1,�1� �1,�1� �1,�1��1,�1� �1,�1� ��1,�1��1,�1� ��1,�1� ��1,�1���1,�1� ��1,�1� ��1,�1�
Table 1 � Exemple des combinaisons calculées par le programme pour la paire de valeurs (1,-1)
dans le cas d'une particule à 2 états propres intrinsèques dans 3 chemins, où une ligne correspond à
une situation de calcul.

puisque l'un des deux états PPS est �xé arbitrairement, l'hypothèse que l'état post-sélectionné
est identique tout au long de l'exploration reste correcte. Le programme le considère comme une
superposition équiprobable sans phase de l'ensemble des états propres composites du système global.
Par conséquent, seulement l'état pré-sélectionné varie entre deux valeurs faibles. Ces coe�cients sont
présentés sous la forme suivante pour deux états intrinsèques : ��γ11, γ12�, �γ21, γ22�, ..., �γN1, γN2�,�
où γnl � eiθnl . Par exemple, la notation ��1,�i�, �i,�1�� donne l'état quantique :Sψe � 1

2 �SAea �SHe � iSV e� � SBea �iSHe � SV e��.
2.9 Nouveaux phénomènes obtenus

Fort de cette méthode de recherche, le programme a fait sortir plusieurs cas d'études intéres-
sants. Dans un premier temps, il est rassurant de retrouver des PPS capables de véri�er les pa-
radoxes des trois boîtes, (33) donné par ��1,1�, �1,1�, ��1,�1��, et du chat du Cheshire (34),
avec ��1,1�, �1,�1��. De plus, d'autres résultats d'exploration montrent des paradoxes similaires
où une partie imaginaire peuvent s'ajouter aux valeurs faibles. Notamment, il est possible de
combiner les trois boîtes avec le chat du Cheshire au sein d'une même expérience à 4 chemins��1,1�, �1,1�, �1,�1�, ��1,�1�� 39, représentée de manière simpli�ée à la Figure 2.10. Dans le cadre
d'une particule avec trois états propres de spin, bien qu'il soit possible de retrouver le paradoxe des
trois boîtes ��1,1,1�, �1,1,1�, ��1,�1,�1��, les opérateurs de mesure de spin n'étant plus les mêmes,
le paradoxe du chat du Cheshire n'est pas identiquement retrouvé 40.

Dans un second temps, de nouveaux cas contre-intuitifs sont sortis de la recherche numérique. Parmi
eux, les états PPS suivants sont retenus pour une réalisation expérimentale, induisant un comporte-
ment interpelant au niveau de la valeur faible du spin dans l'ensemble du système. Puisque l'opérateurÑ̂σ n'est pas un projecteur, sa valeur faible globale `σx,y,zew n'est pas limitée à la portée des valeurs
propres 41 -1 et 1. Ceci avait déjà été mis en évidence par les travaux d'Aharonov avec une méthode
pour détecter un spin de 100 [5]. Cependant, un tel comportement n'a pas l'avantage de respecter la
propriété 25 puisque le résultat de la valeur faible est loin d'être une valeur propre de l'observable.

39. Les résultats donnent alors les valeurs faibles suivantes pour chaque projecteur `Π̂Aew � `Π̂Bew � 1, `Π̂Dew � �1,
`Π̂Cew � 0, en accord avec les trois boîtes, et de polarisation dans les boîtes `σ̂A

z ew � `σ̂B
z ew � `σ̂D

z ew � 0, `σ̂C
z ew � 1,

correspondant au chat du Cheshire.
40. Le cas ��1,�i,�1�, ��1, i,�1��� s'en approche mais induit une partie imaginaire dans les valeurs faibles.

41. Contrairement à l'opérateur σ̂x,y,z, un projecteur respecte la propriété suivante : Pj�1`Π̂je � Pj�1`Π̂jew � 1.
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Figure 2.10 � Représentation simpli�ée d'une fusion des paradoxes des trois boîtes et du chat
du Cheshire pour l'état pré-sélectionné ��1,1�, �1,1�, �1,�1�, ��1,�1�� : symboliquement, le chat
gris dans les boîtes A et B représente les valeurs faibles `Π̂Aew � `Π̂Bew � 1, le chat blanc en D`Π̂Dew � �1 et l'absence de chat en C `Π̂Cew � 0 ; quant au sourire, sa présence dans la boîte C
signi�e que `σ̂Cz ew � 1 et son absence partout ailleurs `σ̂Az ew � `σ̂Bz ew � `σ̂Dz ew � 0. Source : Alice in
Wonderland.

Dans notre nouvelle situation, il est possible d'obtenir un ensemble de spins non nuls répartis dans
di�érents chemins. Ainsi, par linéarité de la valeur faible, obtenir à nouveau un spin de 100 pour le
système global devient possible mais cette fois, à l'aide d'une réalité physique 42 locale. Pour trois
chemins (A,B,C), les états PPS ��1,�1�, �1,�1�, �1,1��, par exemple, permettent d'avoir les valeurs
faibles suivantes :

Sψie � 1º
6
�SAea �S �e � S �e� � SBea �S �e � S �e� � SCea �S �e � S �e��

Sψf e � 1º
6
�SAe � SBe � SCe�a �S �e � S �e�

�`σ̂zew � `σ̂Az ew � `σ̂Bz ew � `σ̂Cz ew � 1 � 1 � 0 � 2`Π̂Aew � `Π̂Bew � `Π̂Cew � 0 � 0 � 1 � 1. (48)

Ainsi, par linéarité, la détection non nulle du spin dans les chemins A et B induit un spin de
valeur 2 dans le système global où est envoyée la particule de spin 1

2 . Schématiquement, ce nouveau
phénomène est représenté à la Figure 2.11.

Pour terminer, il est intéressant de comparer les valeurs faibles pour deux et trois états propres
intrinsèques, au sein de l'exploration numérique. Physiquement, il peut s'agir de la di�érence entre
une particule de spin 1

2 et 1. Passer à un spin entier 1 nécessite de changer les matrices de Pauli

de dimension deux Ñ̂σ avec des matrices de dimension 3, décrivant le moment angulaire quantique Ñ̂J
sous la forme suivante :

42. Réalite physique sous-entend que la valeur faible dans chaque chemin est égale à une valeur propre de l'opérateur
et véri�e la propriété (25) qui lie la règle ABL de la mesure forte aux valeurs faibles.
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Figure 2.11 � Représentation simpli�ée d'un phénomène de démultiplication de spin pour l'état
pré-sélectionné ��1,�1�, �1,�1�, �1,1�� : symboliquement, un chat gris dans un chemin représente
une valeur faible `Π̂ew � 1, sinon cette valeur est nulle ; quant au sourire, sa présence signi�e que`σ̂zew � 1 et sinon 0. Source : Alice in Wonderland.

Ŝx �
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2
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Òhº
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���
0 1 0
1 0 1
0 1 0

��� Ŝy �
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2
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Òhº
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���
0 �i 0
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0 i 0

��� Ŝz �
Òh
2
σ̂z � Ĵz �

Òhº
2

���
1 0 0
0 0 0
0 0 �1

��� .
Pour un ensemble de coe�cients symétriques sur le cercle complexe, la portée des valeurs faibles
dans un chemin individuel varient selon le nombre d'états propres intrinsèques. De fait, tandis que
dans un chemin n, `Π̂new et `Ñ̂σnew sont limités aux valeurs propres -1 et 1 pour un spin 1

2 , ces
mêmes valeurs faibles peuvent sortir de cet intervalle pour le spin de 1. Par exemple, dans la si-
tuation suivante à trois états de spin ���1,�1,�1�, ��1,1,�1�, �1,1,1��, `Π̂Aew et `Π̂Cew atteignent
respectivement 3 et -3. La Figure 2.12 représente de manière imagée ces derniers résultats. Pour
bien comprendre la distinction avec (48) d'une particule 1

2 , bien que la valeur faible `σ̂zew dépasse
1, il s'agit ici d'une grandeur globale au système. En e�et, pour l'obtenir, il est nécessaire de réaliser
deux mesures locales qui donnent chacune une valeur faible limitée par 1.

Une réalité physique certaine associée à ces valeurs faibles exotiques revient au comportement du
détecteur comme vu en (29). Reprenons le dernier cas étudier où une particule est détectée avec une
présence dans A caractérisée par `Π̂Aew � 3. Supposons un proton caractérisé par sa charge positive.
Si la mesure faible est opérée par une particule sonde via un couplage électrique (ex : un électron),
alors la dé�exion du pointeur serait d'une amplitude proportionnelle au triple de la charge étudiée.
Si le signe de la valeur faible était négatif, alors la dé�exion se déroulerait dans le sens opposé,
comme si deux charges opposées se repoussaient au lieu d'être attirées. Ce genre phénomène a été
étudié par [44, 45] où le phénomène d'interférence quantique induit une force e�ective subie par le
pointeur.
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Figure 2.12 � Représentation simpli�ée d'un phénomène d'ampli�cation de la détection pour l'état
pré-sélectionné ���1,�1,�1�, ��1,1,�1�, �1,1,1�� : symboliquement, un chat gris dans un chemin
représente une valeur faible `Π̂ew � 1, trois chat gris `Π̂ew � 3 et trois chats blancs `Π̂ew � �3 ; dans
ce cas-ci, les chats n'ont pas de sourire suivant z avec `σ̂Az ew � `σ̂Bz ew � `σ̂Cz ew � 0, au sens d'un spin
de 1. Source : Alice in Wonderland.

2.10 Interprétation des nouveaux comportements

Au vue du formalisme posé précédemment, la di�érence entre deux paires d'états PPS réside dans
les phases des éléments du tenseur γ, dans l'état pré-sélectionné. En e�et, par hypothèse, chaque état
propre de l'espace global SAn1n2...nS

e contribue de manière équiprobable dans le vecteur d'état initial,
décrivant le système entier avant la mesure. Par conséquent, dans le cadre de notre étude, les para-
doxes et autres comportements exotiques comme le phénomène d'ampli�cation pour des états quasi
orthogonaux, résultent d'un phénomène d'interférence quantique entre la pré- et la post-sélection.
Finalement, ce travail appuie le même point de vue tenu par plusieurs autres physiciens [46�48],
tout en justi�ant en partie le rapprochement de la valeur faible avec des champs classiques [49]. La
question d'interprétation porte donc sur la fonction d'onde. Bien qu'elle soit largement admise, la
nature de cet objet mathématique pose encore problème en physique. Est-elle seulement réelle ou
ne sert-elle qu'à rendre compte de ce qu'observe l'expérimentateur ?

La notion de contextualité joue également un rôle important parmi les nouveaux phénomènes ex-
plorés, notamment à travers l'exemple (48). Dans ce dernier cas, il parait que la grandeur d'une
propriété intrinsèque dans l'ensemble du système peut dépendre directement du nombre N de che-
mins disponibles. En e�et, pour rappel, la valeur faible du spin selon z s'élève à 1 dans deux chemins
di�érents sur les trois. La valeur de la grandeur totale `σ̂zew revient à considérer la somme des
contributions dans chaque chemin :

`σ̂zew � `σ̂Az ew � `σ̂Bz ew � `σ̂Cz ew � 1 � 1 � 0 � 2.

Pour observer cette valeur double du spin, il est nécessaire de mener une mesure faible de propriété
au moins dans A et dans B simultanément. Dans la section précédente sur la contextualité, une

36



valeur faible qui sort de la portée des valeurs propres de l'observable est liée au contexte de la
mesure comme le montre [41]. De plus, par la propriété de la règle ABL (25), la probabilité d'avoir
un spin � entre la PPS s'élève à 1 dans les chemins A et B individuellement, et 0 dans C. Pourtant,
si l'ensemble du système est considéré, par dé�nition de la règle ABL (19), la probabilité d'être dans
l'état � ne vaut que 0,9 environ.

3 Réalisation expérimentale

Parmi les di�érents résultats obtenus lors de l'exploration numérique, notre intérêt s'est porté sur
l'expérience de la démultiplication du sourire dans les di�érents bras d'un interféromètre 2.11. Cette
expérience ressemble au paradoxe du chat du Cheshire sur le fait qu'elle admet des valeurs non
nulles de spin dans les bras où la particule n'est pas détectée par une mesure faible de présence.
La réalisation de cette expérience est également une revisite du travail d'Aharonov [5] où le spin
total du système est capable d'atteindre 100 mais, dans notre cas, cette grandeur est partagée dans
plusieurs chemins de sorte à retrouver la propriété (25). Pour rester dans un cadre accessible, l'ex-
périence prend la forme d'un interféromètre à trois chemins �SAe, SBe, SCe� pour une lumière laser
polarisée dans le système. L'objectif est de proposer des états PPS tels qu'ils retrouvent une situa-
tion proche de (48) précédemment décrite. Avant de réaliser cette expérience, le paradoxe du chat
du Cheshire est mis en place de sorte à calibrer et valider la procédure expérimentale de mesure faible.

3.1 Méthodes dans la littérature

L'expérience étant à réaliser en optique, il est intéressant de se focaliser d'une part, sur la présence
des photons et, d'autre part, leur polarisation dans un interféromètre à trois branches. Il est donc
utile de s'inspirer des méthodes expérimentales déjà réalisées dans le cadre des mesures faibles, par
exemple, dans les paradoxes des trois boîtes et du chat du Cheshire.

3.1.1 Mesure faible de la lumière dans un interféromètre

Au-delà du paradoxe des trois boîtes, d'autres expériences ont mis en évidence des comportements
exotiques de la lumière dans un interféromètre à trois chemins comme des "trajectoires discontinues"
[29, 30]. Le paradoxe du chat du Cheshire lui-même fait appel à la détection de présence dans
l'interféromètre [3, 33, 34, 46]. Di�érentes méthodes de détection sont présentées ici et sélectionnées
pour notre expérience.

Une première technique revient à placer un élément supplémentaire, faiblement perturbatif, dans les
chemins optiques. Cet élément optique peut être un absorbeur ou encore un déphaseur [30, 33, 34].
De cette manière, la valeur faible se manifeste dans l'intensité observée Iobs au niveau du détecteur.
Placer un absorbeur de transmission Tj dans le chemin j du parcours optique revient à ajouter un
facteur dépendant de Tj dans le bras en question pour un état pré-sélectionné Sψie quelconque :

Sψ�e � N �1̂path � �1 �»Tj�Π̂j�a 1̂polSψie
où N �

1¼
1��1�Tj�`ψiSΠ̂j Sψie est un facteur de normalisation proche de 1 si �1 �»Tj� @@ 1. Les in-

dices path et pol distinguent les deux sous-espaces de Hilbert, respectivement pour les chemins et
la polarisation, à considérer dans l'expérience mise en place dans ce travail. L'absorption neutre
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n'in�uençant pas sur la polarisation, la matrice unité marque l'invariance de l'état pré-sélectionnéSψie dans ce sous-espace. A partir de la probabilité de post-sélection S`ψf SψieS2, la partie réelle de la
valeur faible de présence `Π̂jew pour un taux de transmission Tj de l'absorbeur faible dans le chemin
j se calcule comme :

T`ψf Sψ�eT2 � S`ψf SψieS2 �1 � 2 �1 �»Tj�Re`Π̂jew � �1 �»Tj�2 S`Π̂jewS2� (49)

� S`ψf SψieS2 �1 � 2 �1 �»Tj�Re`Π̂jew� (50)

Par conséquent, une valeur faible de présence non nulle est observée comme une variation du nombre
de détections si l'expérience est e�ectuée avec des particules ou photon par photon. Instinctivement, il
est facile de croire que l'intensité diminuerait inévitablement sous présence d'une particule. Pourtant,
dans le cadre du paradoxe des trois boîtes, la valeur négative de la partie réelle impose que l'intensité
augmente.

Puisque la source est un laser et non des photons individuels, l'expérience devrait véri�er les mêmes
résultats en utilisant l'optique ondulatoire, laissant cependant un caractère classique à l'expérience
dans un premier temps. Ce dernier point justi�e la correspondance entre la probabilité d'occurrence
et l'intensité mesurée expérimentalement. Cette méthode est choisie pour sa facilité de mise en place,
en associant Iref à S`ψf SψieS2 et Iobs à S`ψf Sψ�eS2.
Une autre méthode proposée [29] revient à induire sur les montures des miroirs des oscillations de
très petites amplitudes avec des fréquences di�érentes. Les fréquences de déviations spatiales sont
collectées au niveau du détecteur et présentées dans un spectre après transformée de Fourier. Cette
technique a permis d'évaluer d'une certaine manière le chemin pris par les photons, mettant en avant
notamment un comportement semblable à des chemins discontinus. Les résultats de cette méthode
ont pourtant été critiqués notamment dans [50] pour sa capacité à induire une variation dans le
motif d'interférence.

Pour �nir, il peut être intéressant de voir comment une mesure faible de présence est réalisée avec
de la matière. Dans le cadre du chat du Cheshire, l'équipe de Denkmayr [32] a réalisé un dispositif
utilisant des neutrons. Pour déterminer où se trouve la particule, les chercheurs emploies également
un absorbeur caractérisé par un potentiel d'absorption. Les résultats ont pu véri�er le paradoxe
mais des critiques rappellent que le cadre des mesures faibles n'est pas respecté à cause du faisceau
continu de neutrons.

3.1.2 Mesure faible de la polarisation dans un interféromètre

Pour réaliser une mesure faible de la polarisation, il est possible d'utiliser une lame à retard dans
le chemin étudié [33, 34]. En e�et, cet élément permet de changer l'état de polarisation linaire
du faisceau en fonction de l'angle que forme la direction de polarisation avec l'axe optique. La
transformation unitaire Ûλ

2
induite par une lame demi-onde formant un angle θ

2 par rapport à l'axe

est donnée par :

Ûλ
2
�θ
2
� � �cos θ � sin θ

sin θ cos θ
� (51)

à une phase globale près. Son in�uence dans l'intensité du faisceau au détecteur se calcule grâce à
la post-sélection. En e�et, écarter légèrement la polarisation de la direction de l'axe optique devrait
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induire une variation de la détection. Par exemple, un état polarisé dans la direction verticale SV e
se voit transformé en une superposition avec l'état polarisé horizontalement SHe :

Ûλ
2
�θ
2
� SV e � �sinθSHe � cos θSV e.

Dans le cas d'une lame demi-onde insérée dans le chemin j, Ûλ
2
� θj2 � doit se limiter au chemin dans

lequel il est appliqué. A l'aide d'un projecteur spéci�ant le chemin observé, l'opérateur peut se
réécrire sous la forme d'une exponentielle complexe :

Ûλ
2
�θ
2
� � 1̂ cos θ � iσ̂y sin θ � e�iθσ̂y � Û

�j�
λ
2

�θj
2
� � e�iθjΠ̂jaσ̂y

où σ̂y � �0 �i
i 0

� donne la mesure de polarisation circulaire dans la base linéaire.

Ainsi, pour un petit angle de rotation induite à la lame demi-onde, le développement en série de
l'opérateur peut se limiter aux premiers ordres de θj et faire apparaître les valeurs faibles de la
polarisation dans le chemin j :

S`ψf SÛ �j�
λ
2

�θj
2
� SψieS2 � RRRRRRRRRRR`ψf S

<@@@>1̂path a 1̂pol � iθjΠ̂j a σ̂y � θ
2
j

2
�Π̂j a σ̂y�2 � ...=AAA? Sψie

RRRRRRRRRRR
2

� S`ψf SψieS2 RRRRRRRRRRR1 � iθj`Π̂j a σ̂yew �
θ2j

2
`Π̂j a 1̂polewRRRRRRRRRRR

2

� S`ψf SψieS2 �1 � 2θjIm`Π̂j a σ̂yew � θ2jRe`Π̂j a 1̂polew � θ2j S`Π̂j a σ̂yewS2� (52)

� S`ψf SψieS2 �1 � 2θjIm`Π̂j a σ̂yew� (53)

où pour rappel, Π̂jΠ̂j � Π̂j et σ̂yσ̂y � 1̂pol. Il est désormais nécessaire de distinguer les di�érentes
matrices unité puisqu'il s'agit d'état composite d'une polarisation, 1̂pol, dans un chemin particulier
1̂path.

Il est constaté qu'au premier ordre (53), seule la partie imaginaire de la valeur faible locale `Π̂jaσ̂yew
fait varier l'intensité post-sélectionnée mais au second ordre (52), la partie réelle de présence et la
norme de la polarisation locale jouent également un rôle.

Une autre méthode plus récente utilise une porte logique quantique pour réaliser la mesure [14].
En utilisant deux photons individuels, il est possible d'associer l'un au système quantique et l'autre
au pointeur. Ainsi, au site de la mesure faible, la porte CZ 43 appliquée aux deux photons utilise
leur polarisation pour générer une interférence quantique entre eux. Cette méthode sert à la fois à
déterminer l'état de polarisation du photon mais aussi sa présence. La force d'interaction dépend
directement de l'angle de la lame demi-onde présente dans le système du pointeur.

En�n, le travail [32], déjà présenté plus tôt, voit le sourire du chat du Cheshire comme un spin
induit au neutron, à l'aide d'un champ magnétique au niveau de la pré-sélection. A�n de déterminer
la valeur faible de ce spin, un second champ magnétique local (dans le chemin) et de très faible
intensité, génère une légère déviation de l'orientation du spin de la particule.

43. Dans le domaine de l'informatique quantique, une porte quantique permet de transformer l'état d'un ou de
plusieurs qubits qui sont à la base de l'échange d'information. La porte logique CZ (Controlled-Z) est un circuit
élémentaire agissant sur deux qubits où l'un sert de contrôle sur l'autre. A titre d'exemple, si le qubit contrôle est
dans l'état S1e, alors la porte CZ change l'état du second qubit suivant la direction z.
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3.1.3 Mesure faible simultanée de présence et de la polarisation dans un interféromètre

Fort des deux outils développés ci-dessus, il est intéressant de les combiner pour connaître l'intensité
observée suite à une mesure simultanée de présence et de polarisation dans le cadre optique. Cette
mesure revient à placer dans un même chemin j de l'interféromètre un absorbeur à haute transmission
Tj ainsi qu'une lame demi-onde inclinée avec un petit angle θj

2 par rapport à l'axe optique. L'état
initial est alors modi�é comme :

Sψ�e � Û �j�
λ
2

�θj
2
���1̂path � �1 �»Tj� Π̂j�a 1̂pol� Sψie

� �1̂path a 1̂pol � iθj σ̂y a Π̂j � ...� �1̂path a 1̂pol � �1 �»Tj� Π̂j a 1̂pol� Sψie.
Établir la relation liant les intensités observées après post-sélection , Iref , et après mesure faible
post-sélectionnée, Iobs, à partir des valeurs faibles permet de véri�er nos grandeurs expérimentales
avec celle prédite théoriquement. En se limitant au premier ordre 44 de θj et de �1 �»Tj�, le rapport
d'intensités, en terme de valeurs faibles, dépend de la partie imaginaire de la polarisation dans le
chemin j et de la partie réelle de la présence en j :

Iobs
Iref

�

S`ψf Sψ�eS2S`ψf SψieS2 � �1 � 2θjIm`Π̂j a σ̂yew � 2 �1 �»Tj�Re`Π̂j a 1̂polew� . (54)

De sorte à mettre en évidence l'ordre du régime faible de la mesure, il est intéressant de connaître
également le rapport (54) au deuxième ordre, faisant intervenir notamment la norme des valeurs
faibles :

Iobs
Iref

�

S`ψf Sψ�eS2S`ψf SψieS2 � �1 � 2θj
»
TjIm`Π̂j a σ̂yew � 2 �1 �»Tj�Re`Π̂j a 1̂polew
�θ2jTj S`Π̂j a σ̂yewS2 � �1 �»Tj�2 S`Π̂jew a 1̂polS2

�θj
»
Tj �1 �»Tj� �Re`Π̂j a 1̂polewIm`Π̂j a σ̂yew � Im`Π̂j a 1̂polewRe`Π̂j a σ̂yew�� . (55)

3.2 Mise en forme spatiale du faisceau laser

De sorte à appliquer e�cacement la mesure faible, il est nécessaire d'utiliser un faisceau gaussien
dans l'interféromètre. Un tel faisceau est plus facile à manipuler puisque sa superposition dans
l'interféromètre ne crée pas de frange d'interférence indésirable.

Pour ce faire, un �ltre spatial est placé à l'entrée du dispositif. Il est composé de deux lentilles
convergentes (l'une pour la focalisation et l'autre pour la parallélisation) ainsi que d'un diagramme
d'ouverture d'une dizaine de micromètres. Lorsque le faisceau incident déformé (notamment par
des défauts des miroirs précédents) arrive sur la lentille, placer un diaphragme permet d'éliminer
les fréquences parasites présentes dans la transformée de Fourier du faisceau, comme illustré à la
Figure 3.1.

Pour déterminer la taille idéale de l'ouverture en fonction de la taille de la tache lumineuse, il est
possible d'utiliser la formule de la divergence 45 :

44. En négligeant les termes croisés.
45. source : Thorlabs
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Figure 3.1 � Au dessus, dispositif schématique d'un �ltre spatial gaussien à partir de deux lentilles
focalisantes de point focal commun au niveau du diaphragme. En dessous, nettoyage de la transfor-
mée de Fourier du faisceau en une faisceau gaussien. Source : Thorlabs.

D �

λf

r

où f est la focale de la première lentille et r, le rayon du faisceau incident. Il est conseillé de prendre
une ouverture d'au moins 30% plus grande que D de sorte à nettoyer le faisceau laser sans diminuer
signi�cativement l'intensité du pic principal.

Le laser utilisé dans notre cas est un laser hélium-néon de longueur d'onde 632,8 nm et de diamètre
de faisceau 46 0,81 mm pour une puissance de 5mW. Pour une lentille convexe de focale f � 24 mm
, alors la taille du diaphragme doit être d'environ 50 µm. En sortie du �ltre, la règle des triangles
semblables su�t à dé�nir une taille du faisceau pour l'expérience :

rin
fin

�

rout
fout

.

où l'indice in désigne les éléments à l'entrée du �ltre et out, à la sortie. S'il est souhaité une largeur
de faisceau pour l'expérience de 1 mm de rayon, alors une lentille convexe de focale 60 mm est
su�sante. Dans notre expérience, le diamètre à la sortie du �ltre spatial admet un rayon d'environ
2 mm. Cette largeur plus grande que celle annoncée précédemment vient de la propagation libre du
faisceau. De fait, le faisceau sortant directement du laser admet beaucoup trop de défauts pour être
exploitable dans un premier temps. En exploitant la divergence du faisceau sur ce parcours, un simple
diaphragme de large ouverture (de l'ordre de 1 mm de rayon) permet de supprimer les premières
franges indésirables su�samment mises en évidence. Le diamètre à l'entrée du �ltre gaussien est
donc déjà à 2 mm, soit au moins deux fois plus grand qu'à la sortie du laser.

En outre, le laser étant non polarisé, il est donc nécessaire de mettre un polariseur avant l'entrée
dans l'interféromètre. Le polariseur utilisé est une calcite Glan-Taylor.

46. Le diamètre du faisceau est choisi à une fraction 1~e2 de l'intensité maximale.
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3.3 Véri�cation expérimentale du paradoxe du chat du Cheshire

3.3.1 Dispositif expérimental et calculs

Plusieurs articles présentent déjà une réalisation expérimentale du paradoxe du chat du Cheshire
[14, 32�34] et le dipositif utilisé reste relativement le même. Il s'agit d'un interféromètre de Mach-
Zehnder (MZ) conventionnel auquel est ajouté la pré- et la post-sélection. Pour rappel, un interfé-
romètre de Mach-Zehnder sépare un faisceau sur une séparatrice non polarisante (BS 47) de rapport�1
2 �

1
2
� avant de le recombiner au sein d'une seconde BS identique, après une ré�exion dans chaque

chemin, comme montré à la Figure 3.2.

Figure 3.2 � Représentation schématique d'un interféromètre de Mach-Zehnder.

Dans les bases de vecteur �SAe, SBe� pour les chemins et �SHe, SV e� pour les polarisations linéaires 48

des photons, le chat doté d'un sourire utilisé dans le paradoxe représente dans notre cas les photons
composant la lumière sous une polarisation linéaire SHe et SV e.
Pour construire les états PPS du paradoxe (34), l'expérience utilise, dans un premier temps, un
faisceau lumineux polarisé verticalement en entrée pour la pré-sélection, donnée par :

Sψie � 1º
2
�iSAe � eiϕSBe�a SV e

où ϕ correspond à la di�érence de chemin optique entre les deux bras du MZ. Cette notation est
permise puisque l'état est dé�ni à une phase globale près, capable d'annuler la phase dans le chemin
A. Dans un second temps, la post-sélection peut se construire en rebroussant le trajet optique depuis
le détecteur. Puisque l'objectif du Cheshire est de séparer spatialement la détection de présence et
de polarisation dans le système, l'état post-sélectionné ci-dessous :

Sψf e � 1º
2
�SAea SV e � iSBea SHe�

47. Beam Splitter
48. La polarisation verticale V se trouve dans le plan d'incidence et horizontale H est perpendiculaire à ce plan.

42



permet d'avoir les valeurs faibles attendues suivantes utilisées également dans [34] :

`Π̂Aew � 1 `Π̂Bew � 0 `σ̂Ay ew � 0 `σ̂By ew � �ieiϕ � sinϕ � i cosϕ. (56)

A travers ces valeurs, il est bien véri�é que les détections de présence et de polarisation sont spatia-
lement séparées et toutes deux sont caractérisées par une norme de 1 pour la valeur faible.

En plaçant alors le détecteur dans la sortie horizontale de l'interféromètre, la post-sélection est
réalisée en plaçant d'une part, une lame demi-onde (HWP 49) dans le chemin B et d'autre part, un
polariseur linéaire dans la direction verticale juste devant le détecteur. Un angle de 45X est appliqué
à la HWP de sorte à inverser la polarisation du photon la traversant. Ainsi, la polarisation devient
horizontale dans la �n du chemin B comme exigé dans la post-sélection. Le dispositif optique �nal
est représenté schématiquement à la Figure 3.3 où la zone bleutée décrit la région pour exercer la
mesure faible entre la PPS et les �èches noires indiquent la direction de la polarisation.

Figure 3.3 � Schéma optique en vue de la réalisation du chat du Cheshire classique à l'aide d'un
faisceau laser polarisé, où la mesure faible est réalisée par un absorbeur ou une lame demi-onde
(HWP).

La réalisation de la mesure faible dans chacun des deux chemins optiques, A et B, est menée entre
les deux états PPS à l'aide d'un absorbeur faible pour la présence ainsi que d'une lame demi-onde
additionnelle pour la polarisation. Les absorbeurs utilisés sont des �ltres à densité neutre. L'avantage
de ce type d'élément revient à minimiser les re�ets multiples dans le dispositif optique. Chaque
absorbeur est caractérisé par sa densité optique OD dé�nie à partir de son taux de transmission
comme :

T � 10�OD.

De sorte à mettre en évidence le régime de la mesure faible, di�érents absorbeurs faibles sont utilisés
avec un taux de transmission caractérisé par une densité optique de 10%, 20% et 40%, de même
pour la polarisation avec trois angles θ de lame demi-onde à 10X, 20X et 30X.

49. Half Wave Plate
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Il est possible de calculer les intensités dans chacun des chemins selon la mesure réalisée. La post-
sélection, tout d'abord, sert à dé�nir l'intensité de référence en réduisant l'intensité de départ :

Iref � S`ψf SψieS2 � 1

4
.

Pour dé�nir l'intensité observée, il faut projeter l'état pré-sélectionné soumis à la mesure Sψ�e sur
l'état post-sélectionné. Dans le cas tout à fait général où un absorbeur et une HWP est insérée dans
chacun des chemins, l'état pré-sélectionné mesuré prend la forme suivante :

Sψ�e � 1º
2
�iTASAea �cos θASV e � sin θASHe� � TBeiϕSBea �cos θB SV e � sin θB SHe��

où les indices A et B, sous la transmission T et l'angle de la HWP θ, indiquent la grandeur dans le
chemin donné. De là, pour un absorbeur et une HWP dans chaque chemin, le rapport entre l'intensité
observée et celle de référence revient à :

Iobs
Iref

�

S`ψf Sψ�eS2S`ψf SψieS2 � TeiϕTA cos2 θA � TB sin2 θB T2 � �TA cos2 θA � TB sin2 θB � 2
»
TA

»
TB cos θA sin θB cosϕ� .

(57)

De sorte à mettre en évidence une polarisation dans l'interféromètre, les valeurs faibles (57) montrent
une dépendance directe avec la di�érence de chemin optique, traduit par une phase ϕ dans les calculs.
Par conséquent, imposer une variation dans la longueur du parcours optique doit induire un chan-
gement périodique de l'intensité observée dès qu'une polarisation est détectée. La phase ϕ devient
un paramètre libre dans l'expérience grâce à l'utilisation d'un miroir monté sur piézoélectique 50.
Chaque acquisition est récoltée à l'aide d'une photodiode placée à la sortie de l'interféromètre. Une
variation du chemin optique est induite sur le miroir A à l'aide du piézoélectrique. Ceci permet de
mettre en évidence notamment la dépendance de phase de la valeur faible `σ̂By ew. De sorte à rester
dans le cadre d'une mesure faible en conservant le phénomène d'interférence, il est nécessaire que ce
mouvement mécanique soit petit par rapport à la largeur du faisceau laser. La variation angulaire
ne dépassant pas 0,13 mrad pour une distance du détecteur d'environ 40 cm, l'écart de déplacement
est de l'ordre de 52 µm. Il est donc permis d'admettre que cette variation est bien très inférieure à
la largeur du faisceau de 4 mm. Les données récoltées sont obtenues en soustrayant un bruit de fond
induit par des conditions de travail soit externes comme les pollutions lumineuses extérieures, soit
internes issues de l'électronique.

3.3.2 Résultats et observations

Les graphes ci-dessous représentent l'intensité observée à la photodiode en fonction de la variation
du chemin optique induit par le miroir monté sur piézoélectrique. Le pas angulaire est de l'ordre
de 10µrad et chaque acquisition de l'intensité est normalisée par la moyenne de l'intensité de post-
sélection, c'est-à-dire l'intensité de référence.
Tout d'abord, l'Iref doit représenter 1

4 de l'intensité maximale après la post-sélection. Expérimenta-
lement, le rapport des intensités donne en moyenne 0,234. Cet écart avec la théorie peut s'expliquer
par la précision des éléments optiques. Notamment, le polariseur linéaire servant à la post-sélection
semble avoir un potentiel d'absorption, diminuant l'intensité observée.

50. Le principe piézoélectique appliqué au miroir revient à produire une déviation spatiale in�me de l'élément
optique à l'aide d'un courant électrique. Les ordres de grandeurs sont du nanomètre pour le déplacement et du volt
pour le courant.
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Pour continuer avec les mesures faibles, les graphiques de la Figure 3.4 montre l'étude de présence
du photon grâce à l'utilisation de di�érents absorbeurs. En ce basant sur (57), en absence de HWP
dans le dispositif (θA � θB � 0), l'intensité observée ne devrait diminuée que dans le chemin A :

Iobs
Iref

� TA.

Les résultats véri�ent bien le comportement attendu puisque, pour les trois absorbeurs, l'intensité
ne diminue que dans le chemin A où la lame demi-onde pour la post-sélection est absente. L'expé-
rience con�rme la détection de la particule uniquement dans A. Ceci s'explique facilement puisque le
polariseur linéaire devant le détecteur qui permet la post-sélection, �ltre la lumière en ne laissant dé-
tecter que la polarisation verticale issue du chemin A. Par conséquent, couper le laser même avec un
écran opaque dans le chemin B de polarisation horizontale n'a pas d'impact sur la détection en sortie.
Contrairement à ce qui est attendu, une légère oscillation apparait quand même dans les acquisitions
pour une variation du chemin optique. D'ailleurs, ce phénomène se retrouve dans chaque données
récoltées. Une interférence de ce type dans les observations signi�e que le changement de polarisation
induit lors de la post-sélection n'est pas parfaitement réalisée. L'imprécision sur la HWP servant à
la post-sélection s'est véri�é expérimentalement à l'aide d'un polariseur linéaire où une très petite
partie du faisceau reste dans son état de polarisation initiale. Par conséquent, ce défaut est ampli�é
dans le cadre d'une post-sélection mais ne reste que légèrement visible. A partir de la formule (50),
il est possible de déterminer les valeurs faibles de présence dans chacun des chemins. Pour rappel,
il est attendu une valeur faible de présence égale à 1 dans A et nulle dans B. Pour des densités
optiques de 10%, 20% et 40% dans A, la valeur faible de présence prend respectivement la valeur`10%Π̂Aew � 1,03, `20%Π̂Aew � 0,95 et `40%Π̂Aew � 0,95, tandis que dans B, `10%Π̂Bew � �0,071,`20%Π̂Bew � 0,046 et `40%Π̂Aew � 0,039. La méthode de mesure faible pour la présence semble donc
e�cace peu importe la densité optique et est donc conservée pour la prochaine expérience.

Ensuite, pour une mesure faible de polarisation, une lame demi-onde supplémentaire, à di�érents
angles de rotation par rapport à l'axe optique est posée dans les di�érents bras de l'interféromètre.
En absence d'absorbeur (TA � TB � 1), l'équation (57) limitée au premier ordre pour de petits angles
de la HWP de mesure montre une intensité observée indépendante de θA et oscillante avec une
amplitude θB autour de l'intensité de référence en fonction de la variation du chemin optique ϕ :

Iobs
Iref

� �cos2 θA � sin2 θB � 2 cos θA sin θB cosϕ� � �1 � 2θB cosϕ� .
Expérimentalement, les comportements obtenus à la Figure 3.5 diverge de ceux attendus pour des
angles de mesure de plus en plus grand. Un angle de 10 pour la HWP additionnelle semble le seul cas
acceptable pour récolter la valeur faible puisqu'il colle au mieux à l'approximation au premier ordre
de l'équation (57). En e�et, dans le chemin A, l'intensité observée reste relativement inchangée avec
une diminution d'environ 4% par rapport à la référence. Dans B, la polarisation se manifeste comme
prévu avec une oscillation périodique autour de Iref en fonction du déphasage du chemin optique et
une amplitude égale à 0,193 au lieu de 0,349 prédite par l'angle θB. L'e�cacité du matériel peut être
à l'origine de cet écart car la BS à l'entrée de l'interféromètre ne partage pas parfaitement le faisceau
de manière équitable dans les branches. Le chemin B étant légèrement moins intense que A, l'inter-
férence attendue par les photons au détecteur est diminuée, notamment par e�et d'ampli�cation de
la post-sélection. Une seconde raison pourrait être que le faisceau ne se recombine pas au mieux au
niveau du détecteur, réduisant les phénomènes d'interférence. Aux angles de 20X et surtout de 30X,
il est bien observé que l'amplitude est d'autant plus grande. En outre, les termes d'ordres supérieurs
se manifestent signi�cativement avec une diminution de Iobs de plus en plus marquée dans A à cause
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(a) Détection de la particule par la diminution de l'intensité normalisée en fonction de la variation angulaire
induite, pour une mesure faible de présence dans le chemin A par di�érentes absorbeurs de densité optique
10%, 20%, 40%.

(b) Absence de la particule par la constance de l'intensité normalisée en fonction de la variation angulaire
induite, pour une mesure faible de présence dans le chemin B par di�érentes absorbeurs de densité optique
10%, 20%, 40%.

Figure 3.4 � Résultats graphiques de l'étude de présence du photon dans l'interféromètre pour le
paradoxe du chat du Cheshire classique.
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(a) Présence de la particule sans polarisation par la constance et la diminution progressive de l'intensité
normalisée en fonction de la variation angulaire induite, pour une mesure faible de polarisation circulaire
dans le chemin A par di�érents angles 10X, 20X, 30X de rotation de la HWP de mesure.

(b) Détection de la polarisation par l'oscillation périodique de l'intensité normalisée en fonction de la variation
angulaire induite, pour une mesure faible de polarisation circulaire dans le chemin B par di�érents angles
10X, 20X, 30X de rotation de la HWP de mesure.

Figure 3.5 � Résultats graphiques de l'étude de polarisation du photon dans l'interféromètre pour
le paradoxe du chat du Cheshire classique.
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Premier ordre Deuxième ordre
Angle HWP Chemin A Chemin B Chemin A Chemin B

θ � 10X 18,0% 4,32% 19,9% 1,31%
θ � 20X 24,0% 12,5% 29,0% 0,358%
θ � 30X 20,3% 31,3% 29,6% 5,34%

Table 2 � Ensemble des écarts relatifs entre l'intensité observée et celle prédite par les dévelop-
pements au premier et deuxième ordre en termes de valeur faible, pour la détection du chat du
Cheshire classique.

de la présence de la particule. De plus, la translation des courbes vers de plus hautes intensités dans
B est en accord avec ce qui est prédit dans (57). En considérant la moyenne de l'intensité pour les
di�érents angles θB, les erreurs suivantes comparent la translation observée avec celle attendue de
sin2 θB : 1,42% pour 10X, 2,12% pour 20X et 10,2% pour 30X. Dans tous les cas, il est visible que
le chemin B est bien plus sensible que A, à une variation du parcours optique sous une mesure de
polarisation. Ce dernier point laisse donc à penser que la polarisation est détectée dans le chemin B.
Grâce à la formule (53), il est possible de calculer les valeurs faibles de polarisation dans chacun
des chemins 51. Puisque la valeur oscille entre partie réelle et imaginaire (56), la valeur maximale
des oscillations est retenue en vue de véri�er que la partie imaginaire est bien égale à 1. Dans A, la
valeur faible de polarisation vaut `10X σ̂Ay ew � 0,301, `20X σ̂Ay ew � 0,417, `30X σ̂Ay ew � 0,604, tandis que

dans B, `10X σ̂By ew � �0,123, `20X σ̂By ew � �0,179, `10X σ̂By ew � �0,299. Pour A, la valeur faible de la
polarisation est d'autant plus grande que la HWP admet un angle important puisque l'interférence
est de plus en plus marquée au détecteur malgré les défauts du montage optique. Cependant, les
valeurs faibles au-delà de 10X ne sont pas �ables car la mesure ne concordent par avec le régime de
la valeur faible. Une autre approche revient à étudier l'amplitude de l'oscillation pour déterminer la
norme de la valeur faible. Cette étude a l'avantage de ne pas considérer la translation induit par les
termes de second ordre 52. Cependant, les résultats ne semblent pas plus corrects, sauf dans A où il
n'y pas d'oscillation observée, puisque l'amplitude est clairement diminuée par le manque d'interfé-
rence au sein du dispositif. Les valeurs faibles obtenues par cette approches valent `10X σ̂Ay ew � 0,276,`20X σ̂Ay ew � 0,269, `30X σ̂Ay ew � 0,246, tandis que dans B, `10X σ̂By ew � 3,66E � 2, `20X σ̂By ew � 1,46E � 2,`10X σ̂By ew � 2,38E � 2.
Une étude au second ordre est mise en place mais cette fois-ci, donner une grandeur à la valeur
faible devient plus compliqué. Pour cause, dans (52), deux valeurs faibles interviennent dans l'in-
tensité observée. Une étude comparative est donc mise en place évaluant l'erreur entre les données
expérimentales et théoriques attendues pour les valeurs faibles souhaitées (56). Dans le tableau 2,
les di�érents écarts relatifs par rapport à la théorie sont répertoriés.

Les di�érents incertitudes dans le matériel optique, même petite, ainsi que l'alignement remis en
doute ne permettent donc pas d'obtenir la valeur faible de polarisation attendue, même au second
ordre, justi�ant l'extrême précision du dispositif à utiliser dans le cadre de la mesure faible post-
sélectionnée.

En�n, mettre en évidence le paradoxe du chat du Cheshire revient à réaliser les deux mesures faibles
précédentes successivement dans le chemin étudié. Un absorbeur de densité optique à 10% permet
d'indiquer la présence du photon tandis qu'une HWP à 10X, 20X et 30X sert à observer la polarisation.
L'équation (57) montre au premier ordre que dans A, l'intensité observée se contente de diminuée

51. Le calcul réalisé pour évaluer la valeur faible de polarisation revient à : Im`σ̂yew �
Iobs~Iref�1

2θ
.

52. Pour une intensité maximale observée Imax et minimale Imin, la valeur faible se calcule à partir de l'amplitude

d'oscillation par le développement suivant : Im`σ̂j
yew �Imax�Imin�~Iref

4θj
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Premier ordre Deuxième ordre
Angle HWP Chemin A Chemin B Chemin A Chemin B

θ � 10X 3,76% 19,1% 1,27% 17,3%
θ � 20X 17,8% 32,5% 8,96% 30,8%
θ � 30X 21,5% 34,3% 8,22% 33,1%

Table 3 � Ensemble des écarts relatifs entre l'intensité observée et celle prédite par les développe-
ments au premier et deuxième ordre en termes de valeur faible, pour la détection de présence et de
polarisation du chat du Cheshire classique.

sans dépendre du chemin optique alors que dans B, une dépendance en ϕ apparaît avec une oscillation
autour de la référence 53 :

Iobs
Iref

� �TA � 2θB cosϕ� .
Les données obtenues par l'expérience à la Figure 3.6 montre une tendance similaire aux deux me-
sures prises séparément. D'un côté, la diminution signi�cative de l'intensité dans A con�rme la
présence de la particule sans que sa polarisation ne soit détectée. D'un autre côté, l'oscillation ap-
parente de l'intensité en fonction du chemin optique dans B justi�e la détection de la polarisation
sans la présence du photon. De plus, il est à nouveau véri�é que seul un angle de 10X pour la HWP
de mesure est acceptable pour se trouver dans la limite linéaire du régime faible, comme le montre
les résultats ci-dessous.
Contrairement aux acquisitions précédentes, il est di�cile de dissocier les deux valeurs faibles étu-
diées même pour le premier ordre puisqu'elles interviennent simultanément dans l'intensité. Il est
cependant possible de comparer les rapports d'intensités théoriques pour les valeurs faibles attendues
avec celles obtenues expérimentalement en utilisant la formule (54) et (55). Le tableau 3 liste les di�é-
rents pourcentages d'erreurs dans chaque chemin et pour chaque ordre considéré. Le deuxième ordre
semble donner de meilleurs résultats dans tous les cas de �gures mais l'erreur reste très importante
au-delà de 10X et dans le chemin B où la polarisation est présente.

En conclusion, dans le cadre de cette expérience, la méthode est correcte pour une étude qualitative
plutôt que quantitative, avec une absorption de densité optique à 10% mais un angle pas plus grand
que 10X a�n de rester dans le régime linéaire de la mesure faible. Au delà, un développement en
série d'ordre supérieur dans les formules de calcul des valeurs faibles peut être une solution mais
rendant plus di�cile l'évaluation de la grandeur de la valeur faible. De plus, il est indispensable que
le montage optique soit le plus précis possible a�n que les phénomènes d'interférence apparaissent
au mieux.

3.4 Nouveau paradoxe : la démultiplication de la polarisation

3.4.1 Dispositif expérimental et calculs

Pour rappel, l'objectif de cette nouvelle expérience revient à détecter une démultiplication de la
polarisation dans di�érents chemins où la présence n'est pas détectée (48). Le montage primaire de
l'expérience prend la forme d'un interféromètre de Mach-Zehnder dans lequel est inséré un autre
interféromètre du même type dans un seul des deux bras, chacun noté respectivement MZ2 et
MZ1 sur la Figure 3.7. Les bases de vecteurs �SAe, SBe, SCe� pour les chemins et �SHe, SV e� pour les
polarisations linéaires décrivent les états du photon dans l'interféromètre. Les chemins A et B se

53. Il s'agit de la sommes des contributions de chaque mesure faible observée juste au-dessus.
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(a) Présence de la particule sans polarisation par la constance et la diminution progressive de l'intensité
normalisée en fonction de la variation angulaire induite, pour une mesure faible de présence avec un absorbeur
de densité optique à 10% et de polarisation circulaire dans le chemin A par di�érents angles 10X, 20X, 30X de
rotation de la HWP de mesure.

(b) Détection de la polarisation par l'oscillation périodique de l'intensité normalisée en fonction de la variation
angulaire induite, pour une mesure faible de polarisation circulaire dans le chemin B par di�érents angles
10X, 20X, 30X de rotation de la HWP de mesure.

Figure 3.6 � Résultats graphiques de l'étude de polarisation du photon dans l'interféromètre pour
le paradoxe du chat du Cheshire classique.
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Figure 3.7 � Schéma optique en vue de la réalisation de la démultiplication de la polarisation à
l'aide d'un faisceau laser polarisé, où la mesure faible menée au sein de la zone bleutée est réalisée
à l'aide d'un absorbeur ou d'une lame demi-onde (HWP) comme présenté dans le cadre en haut à
gauche, pour chaque chemin mesuré.

trouvent dans le MZ1 tandis que le MZ2 ajoute le chemin C. Dans la suite du travail, l'état SABe
désigne le chemin entre les deux interféromètres de Mach-Zehnder.
De sorte à créer une superposition équiprobable de la présence de la lumière dans les trois chemins
comme dans (48), il est possible d'exploiter la polarisation linéaire du faisceau d'entrée. Supposons
une faisceau polarisé à l'entrée du MZ2 dans une direction 1

3 suivant H et 2
3 suivant V, noté �13 � 23�.

Une lame séparatrice polarisante (PBS 54) permet de séparer dans deux chemins les polarisations
linéaires en re�étant la lumière polarisée dans la direction verticale et en transmettant la direction
horizontale. Par exemple, pour un faisceau dans l'état polarisé Sψinpute � �1

3 �
2
3
�, l'état d'entrée après

la PBS se transforme comme :

Sψinpute � �1
3
�
2

3
� � 1º

3
�SHe �º2SV e�� PBSSψinpute � 1º

3
�SHea STransmise � iº2SV ea SReflechie�

où �STransmise, SReflechie� indique le chemin. Une ré�exion dans le montage optique, comme ci-
dessus pour la polarisation verticale, induit un facteur de phase i � ei

π
2 . Par conséquent, en posant

dans MZ2 des PBS au lieu de lames séparatrices non-polarisantes (BS), la fraction de l'intensité
d'entrée dans C s'élève à 1

3 et les 2
3 restants sont envoyés vers MZ1 qui sépare, à son tour de manière

équitable, l'intensité à l'aide des BS :

Sψinpute � 1º
3
�º2SV e � SHe�

� Sψe � PBSSψinpute � 1º
3
�iº2SV ea SABe � SHea SCe�

� BSSψe � 1º
3
�iSAea SV e � SBea SV e � SCea SHe� .

54. Polarizing Beam Splitter
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La polarisation du faisceau à l'entrée du dispositif à la 3.7 est construite grâce à une PBS 55 suivie
d'une lame demi-onde orientée à environ 27,4X.
Par ailleurs, chaque di�érence de chemin optique induit une phase supplémentaire aux états dans
les chemins A, B et C, �ϕA, ϕB, ϕC}. Comme dans la section précédente, plusieurs libertés sont
prises sur ces trois phases. D'une part, puisque l'état est dé�ni à une phase globale près, il est posé
une phase globale de sorte que ϕB � 0. D'autre part, pour paramétrer les deux phases restantes,
le miroir dans A est monté sur une piézoélectrique et une lame de verre dans C joue le rôle d'un
déphaseur (PS 56) en modi�ant la longueur du parcours optique. De cette manière, il est possible
de �xer arbitrairement ϕC tout au long de l'expérience et de prendre ϕA comme une variable du
système. Au �nal, l'état pré-sélectionné dans l'interféromètre pour une polarisation initiale �1

3 �
2
3
�

s'exprime comme :

Sψie � 1º
3
�ieiϕA SAea SV e � SBea SV e � eiϕC SCea SHe� . (58)

En prenant l'état post-sélectionné ci-dessous :

Sψf e � 1º
3
��iSAe � SBe � SCe�a SHe (59)

avec une probabilité de post-sélection Pfi �
1
9 , les valeurs faibles cibles sont les suivantes :

`Π̂Aew � 0 `σ̂Ay ew � iei�ϕA�ϕC�
� sin �ϕA � ϕC� � i cos �ϕA � ϕC�`Π̂Bew � 0 `σ̂By ew � ie�iϕC � � sin �ϕC� � i cos �ϕC�`Π̂Cew � 1 `σ̂Cy ew � 0 (60)

Ces valeurs (60) véri�ent bel et bien le comportement souhaité de (48), où non seulement, la dé-
tection de présence et celle de polarisation sont spatialement séparées mais en plus, la mesure de
polarisation donne une valeur de norme 1 dans deux chemins di�érents.

Évaluer la post-sélection (59) revient à faire parcourir l'état quantique en trajet inverse depuis le
détecteur jusqu'à la région de la mesure faible. A partir de la Figure 3.7, parcourons étape par étape
le cheminement de l'état. Tout d'abord, un polariseur suivant la direction �1

3 �
2
3
�, servant de projec-

tion, est placé devant le détecteur situé dans la sortie verticale de l'interféromètre. De cette manière,
la PBS du MZ2 sépare les polarisations parmi les chemins. Dans C, l'état post-sélectionné est déjà
retrouvé puisque la polarisation horizontale y est transmise et la probabilité de présence 57 équivaut
à 1

3 . Dans le chemin intermédiaire AB, la polarisation ré�échie y est verticale. Une HWP à 45X est
donc nécessaire de sorte à passer à une polarisation horizontale. Finalement, la lame séparatrice du
MZ1 distribue la probabilité de présence dans AB en 1

3 à la fois dans A et dans B. Pour résumer,
l'état (59) est correctement réalisé puisque la polarisation est horizontale dans chaque chemin et la
présence du photon est équiprobable dans chaque chemin. Les coe�cients de phase sont également
respectés. Pour le véri�er, il su�t de considérer un facteur i à chaque ré�exion subie par l'état et
les coe�cients de la HWP (51) pour un angle θ

2 égal à 45X.

La réalisation de la mesure faible dans les trois chemins optiques A, B et C est menée comme pour
le chat du Cheshire classique, entre les deux états PPS. La mesure faible de présence consiste à

55. Cette PBS sert de mesure projective transformant l'état mixte non polarisé en un état pur polarisé en sélection-
nant le faisceau transmis. Elle est di�érente de la PBS séparant le faisceau en � 1

3
�
2
3
�.

56. Phase Shift

57. P�Π̂C� � `ψf SΠ̂C Sψf e � 1
3
.
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insérer un absorbeur faible tandis qu'une lame demi-onde supplémentaire légèrement inclinée dans
un chemin permet la mesure faible de la polarisation. L'absorbeur de mesure est �xé avec une densité
optique de 10%. De sorte à véri�er le régime de la mesure faible, di�érents angles de lame demi-onde
à 10X, 20X et 30X sont étudiés. En vue de connaître le rapport d'intensités en fonction de la mesure
appliquée, il faut étudier comment varie l'état pré-sélectionné lorsqu'il est soumis à une msure. Pour
un absorbeur T et une HWP d'angle θ dans chaque chemin (A,B,C), l'état pré-sélectionné mesuréSψ�e prend la forme suivante :

Sψie� Sψ�e � 1º
3
�ieiϕA»TASAea �cos θASV e � sin θASHe�

�

»
TB SBea �cos θB SV e � sin θB SHe�

�eiϕC
»
TC SCea �cos θC SHe � sin θC SV e�� .

A partir de l'intensité de référence proportionnelle à la post-sélection :

Iref � S`ψf SψieS2 � 1

9
,

le rapport observé d'intensités s'exprime comme :

Iobs
Iref

�

S`ψf Sψ�eS2`ψf SψieS2 � UeiϕA»TA sin θA �
»
TB sin θB � eiϕC

»
TC cos θC U2

� �TA sin2 θA � TB sin2 θB � TC cos2 θC � 2
»
TA

»
TB sin θA sin θB cosϕA

�2
»
TB

»
TC sin θB cos θC cosϕC � 2

»
TA

»
TC sin θA cos θC cos �ϕA � ϕC�� . (61)

Comme pour l'étude du chat du Cheshire, le détecteur est une photodiode reliée à un oscilloscope. La
variation du chemin optique est permise grâce au miroir A monté sur piézoélectrique. Ceci permet
de mettre en évidence notamment la dépendance de phase de la valeur faible `σ̂Ay ew. De sorte à rester
dans le cadre d'une mesure faible, tout en conservant le phénomène d'interférence, il est nécessaire
que le mouvement mécanique du miroir soit aussi petit que possible face au diamètre du faisceau
laser. Pour une variation angulaire de 0,13mrad et une distance du détecteur d'environ 60 cm, l'écart
de déplacement est de l'ordre de 78µm. Cette amplitude de variation peut être acceptée puisqu'elle
reste bien inférieure à la largeur du faisceau de 4 mm. La lame de verre dans C laisse la phase ϕC
invariante et �xée à 0 dans l'objectif de rendre maximale la partie imaginaire de `σ̂By ew détectée.
L'acquisition est réduite d'un background a�n de considérer l'in�uence de l'environnement de travail
lors de la détection.

Notre nouveau paradoxe tend à révéler une double démultiplication de la manifestation de la po-
larisation dans le système. Il est attendu qu'une mesure de présence ne détecte les photons que
dans le chemin C et une détection locale de polarisation se manifeste à la fois dans A et dans B.
En conséquence de la linéarité de la valeur faible, une mesure faible simultanée dans A et B, de la
polarisation doit révéler un e�et doublé, combinant le comportement dans A et B.

Il est important de noter qu'une mesure en dehors du MZ1, appelé chemin AB, vient changer les
états PPS du problème. Après le MZ1 58, les états PPS sont les suivants :

Sψie � 1º
3
�i �eiϕA � 1� SABea SV e � eiϕC SCea SHe� ,
Sψf e � 1º

3
��iº2SABea SHe � SCea SHe� .

58. La situation est quasi similaire avant le MZ1, avec l'état pré-sélectionné devenant le post-sélectionné et inverse-
ment, sous conjugaison des états.
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Les valeurs faibles changent par rapport à (60) et donnent une valeur faible locale de norme égale
à 2, quittant la portée des valeurs propres puisqu'il ne s'agit plus d'une superposition équiprobable
dans la base :

`Π̂ABew � 0, `Π̂Cew � 1, `σ̂ABy ew � i
º
2 �eiϕA � 1� e�iϕC , `σ̂Cy ew � 0.

3.4.2 Résultats et Observations

Les graphes présentés dans cette section montrent l'intensité à la photodiode en fonction de la va-
riation du chemin optique induit par le miroir monté sur piézoélectrique. Le pas reste de l'ordre de
10µrad et la moyenne de l'intensité après post-sélection, Iref , normalise l'intensité observée Iobs. La
lame de verre dans le chemin C �xe la phase ϕC à la valeur 0 tout au long de l'expérience de sorte
à optimiser l'observation du nouveau paradoxe.
Dans un premier temps, la post-sélection doit représenter 1

9 de l'intensité maximale. Le fraction
obtenue est égale à 0,112 soit 1

9 à moins de 1% d'erreur. La post-sélection semble être correctement
e�ectuée.

Dans un second temps, véri�ons les valeurs faibles attendues (60) dans le dispositif optique. Dans
le cadre d'une mesure purement de présence (θ � 0) avec un absorbeur de densité optique 10%,
l'intensité observée n'est sensée diminuer que dans le chemin C d'après l'équation (61) :

Iobs
Iref

� TC .

Les résultats de l'expérience à la Figure 3.8 a�chent bien une réduction du rapport d'intensité liée
à la transmission dans le chemin C. Le photon détecté est donc issu de C avec la même explication
que celle donnée dans le paradoxe du chat du Cheshire. Les valeurs faibles de présence sont calculées
à l'aide de (50) : `10%Π̂Aew � 0,011, `10%Π̂Bew � 0,007, `10%Π̂Cew � 0,985 et `10%Π̂ABew � 0,013.
L'erreur la plus grande ne dépasse pas 2%, con�rmant la con�ance sur la mesure faible de présence
par rapport à la théorie.

Pour la mesure de polarisation sans absorbeur (T � 1), un comportement di�érent est attendu dans
chaque chemin pour un développement au premier ordre de (61), avec ϕC �xé à 0. Il est attendu que
l'intensité reste inchangée dans C, augmente dans B, tout en restant indépendant de la variation du
chemin optique, et dans A, l'intensité doit dépendre du parcours optique en oscillant périodiquement
autour de la référence :

Iobs
Iref

� �sin2 θA � sin2 θB � cos2 θC � 2 sin θA sin θB cosϕA � 2 sin θB cos θC � 2 sin θA cos θC cos �ϕA��
� �1 � 2θB � 2θA cos �ϕA�� .

Les graphiques de la 3.9 représentent chacun le rapport d'intensités mesuré dans chacun des chemins
pour des angles de la HWP de mesure à 10X, 20X et 30X. Tout d'abord, en accord avec la théorie, le
chemin C semble connaître le moins de variation pour une mesure de polarisation, avec un rapport
d'intensité proche de 1. Ce comportement laisse penser que la polarisation n'est pas détectée dans
C. Le paradoxe annonce une valeur faible de polarisation nulle dans C et égale à 1 à la fois dans
A et dans B. A partir de (53), les valeurs faibles de polarisation aux di�érents angles indiquent`10X σ̂Cy ew � �0,031, `20X σ̂Cy ew � �0,141 et `30X σ̂Cy ew � �0,121. A nouveau, l'écart par rapport aux
valeurs attendues est le plus important pour des angles supérieur à 10X. Ensuite, les chemins A et
B réagissent à une mesure de polarisation mais la dépendance du chemin optique n'est observée que
dans A, en oscillant autour d'une valeur proche de l'intensité de référence. La valeur faible pour A
se basent sur la valeur la plus haute de sorte à mettre en évidence sa norme : `10X σ̂Ay ew � 0,505,
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Figure 3.8 � Résultats graphiques de l'étude de présence du photon dans l'interféromètre, par
mesure faible, à l'aide d'un absorbeur de densité optique 10% placé individuellement dans chaque
chemin : le photon semble détecté que dans le chemin C où l'intensité diminue ; le chemin AB
représente l'espace en dehors du MZ1.

`20X σ̂Ay ew � 0,525 et `30X σ̂Ay ew � 0.544. Bien qu'elles soient non nulle, à aucun moment, la valeur faible
de polarisation n'atteint 1 sans doute à cause de l'alignement des faisceaux qui n'est pas parfaitement
exécutée, minimisant les e�ets d'interférence. Dans B, l'intensité semble augmenter environ jusqu'à
l'amplitude maximum de l'oscillation dans A. La valeur faible calculée pour la polarisation donne`10X σ̂By ew � 0,780, `20X σ̂By ew � 0,420 et `30X σ̂By ew � 0,591.
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Premier ordre
Angle HWP Chemin A Chemin B Chemin C Chemin AB

θ � 10X 12,7% 5,67% 1,09% 17,4%
θ � 20X 19,5% 23,8% 9,88% 32,0%
θ � 30X 23,2% 20,8% 12,6% 31,0%

Deuxième ordre
Angle HWP Chemin A Chemin B Chemin C Chemin AB

θ � 10X 14,7% 7,75% 2,01% 22,9%
θ � 20X 24,9% 28,9% 2,61% 43,4%
θ � 30X 32,3% 30,2% 20,3% 49,0%

Table 4 � Ensemble des écarts relatifs entre l'intensité observée et celle prédite par le développement au premier et
deuxième ordre en termes de valeur faible, pour la polarisation dans le nouveau paradoxe.

(a) Détection de la polarisation par l'oscillation périodique
de l'intensité normalisée en fonction de la variation angu-
laire induite, pour une mesure faible de polarisation circu-
laire dans le chemin A par di�érents angles 10X, 20X, 30X de
rotation de la HWP de mesure.

(b) Détection de la polarisation par l'augmentation de l'intensité
normalisée en fonction de la variation angulaire induite, pour une
mesure faible de polarisation circulaire dans le chemin B par dif-
férents angles 10X, 20X, 30X de rotation de la HWP de mesure.

(c) Absence de polarisation par l'invariance de l'intensité
normalisée en fonction de la variation angulaire induite,
pour une mesure faible de polarisation circulaire dans le
chemin B par di�érents angles 10X, 20X, 30X de rotation de
la HWP de mesure.

(d) Détection de la polarisation démultipliée par l'oscillation pé-
riodique translatée de l'intensité normalisée en fonction de la va-
riation angulaire induite, pour une mesure faible de polarisation
circulaire simultanée dans les chemins A et B par di�érents angles
10X, 20X, 30X de rotation de la HWP de mesure.

Figure 3.9 � Résultats graphiques de l'étude de polarisation du photon dans l'interféromètre pour le phénomène de
démultiplication de la polarisation.
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Pour �nir, une mesure de polarisation dans les chemins A et B simultanément véri�e bien la combi-
naison des e�ets dans A et B séparément. Les résultats de la Figure 3.9d montrent une oscillation
de l'intensité, dépendante du chemin optique autour d'une valeur plus grande que celle de réfé-
rence, égale environ à la mesure dans B. En considérant la valeur maximale de l'oscillation, la valeur
faible de polarisation dans ce petit système à deux chemins équivaut pour les di�érents angles à`10X σ̂ABy ew � 1,15, `20X σ̂ABy ew � 0,902 et `30X σ̂ABy ew � 1,08. A nouveau, les résultats n'atteignent
pas les grandeurs attendues même si certaines dépassent l'unité. De sorte à comparer l'écart entre
les résultats et la théorie, le tableau 4 regroupe les di�érentes erreurs par rapport au prédiction au
premier et au deuxième ordre dans chacun des chemins. Les écarts à l'ordre 2 étant les plus impor-
tants, il est nécessaire de revoir absolument l'alignement des faisceaux au sein de l'interféromètre de
sorte à restaurer les phénomènes d'interférence. Les conclusions sont identiques que pour le chat du
Cheshire. Une mesure faible est d'autant plus proche de donner une valeur faible correcte pour un
angle de mesure de la HWP le plus petit possible et le dispositif optique doit être extrêmement précis.

La dernière série de mesure revient à placer un absorbeur et une HWP dans le chemin étudier, en
vue de faire apparaître le nouveau paradoxe. L'observation doit combiner les comportements de la
polarisation avec ceux de la présence des photons dans les chemins. En d'autres termes, lorsqu'une
mesure est menée dans un chemin, l'équation au premier ordre de (61), où ϕC est nul, annonce
une diminution de l'intensité dans C, une augmentation dans B et une oscillation en fonction de la
variation de la phase ϕ pour A :

Iobs
Iref

� �TC � 2θB � 2θA cosϕA�
Chaque tendance semble à nouveau être respectée en étudiant les résultats graphiques à la Fi-
gure 3.10. Le tableau 5 fournit l'ensemble des écarts relatifs aux deux premiers ordres entre les
intensités mesurées et celles attendues pour les valeurs faibles du paradoxe (60). Considérer le déve-
loppement à l'ordre 2 diminue l'erreur relative même si elle reste encore importante.

Pour résumer, la méthode d'acquisition de la valeur faible n'est pas encore au point pour la mesure
faible de polarisation. L'ouverture déjà énoncée vers une amélioration consiste à changer le montage
optique avec d'un côté, un matériel de très haute e�cacité et d'un autre côté, une précision accrue
sur l'alignement des faisceaux au niveau du détecteur. Bien que quantitativement, l'expérience n'a
pas pu mettre en évidence les valeurs faibles attendues (48), les phénomènes d'interférence attendus
sont pourtant bien présents, encourageant la poursuite de ce nouveau paradoxe avec une approche
quantique pour une source photon par photon, par exemple.
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Premier ordre
Angle HWP Chemin A Chemin B Chemin C Chemin AB

θ � 10X 22,0% 13,6% 2,59% 29,8%
θ � 20X 22,2% 19,7% 11,5% 29,9%
θ � 30X 29,5% 26,5% 21,3% 36,0%

Deuxième ordre
Angle HWP Chemin A Chemin B Chemin C Chemin AB

θ � 10X 19,8% 11,1% 1,09% 26,5%
θ � 20X 18,6% 16,0% 10,1% 25,2%
θ � 30X 25,4% 22,2% 20,1% 30,9%

Table 5 � Ensemble des écarts relatifs entre l'intensité observée et celle prédite par le développement au premier et
deuxième ordre en termes de valeur faible, pour la polarisation et la présence du photon dans le nouveau paradoxe.

(a) Détection de la polarisation par l'oscillation de l'inten-
sité normalisée en fonction de la variation angulaire induite,
pour une mesure faible de polarisation circulaire dans le che-
min B par di�érents angles 10X, 20X, 30X de rotation de la
HWP de mesure.

(b) Détection de la polarisation par l'augmentation de l'intensité
normalisée en fonction de la variation angulaire induite, pour une
mesure faible de polarisation circulaire dans le chemin B par dif-
férents angles 10X, 20X, 30X de rotation de la HWP de mesure.

(c) Détection de la présence du photon sans polarisation
par la diminution de l'intensité normalisée en fonction de
la variation angulaire induite, pour une mesure faible de
polarisation circulaire dans le chemin B par di�érents angles
10X, 20X, 30X de rotation de la HWP de mesure.

(d) Détection de la polarisation démultipliée par l'oscillation pé-
riodique translatée de l'intensité normalisée en fonction de la va-
riation angulaire induite, pour une mesure faible de polarisation
circulaire simultanée dans les chemins A et B par di�érents angles
10X, 20X, 30X de rotation de la HWP de mesure.

Figure 3.10 � Résultats graphiques de l'étude de polarisation et de présence du photon dans l'interféromètre pour le
phénomène de démultiplication de la polarisation.
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4 Conclusion

Au terme de ce travail, plusieurs objectifs ont été atteints ou approchés, encourageant la direction
de la recherche.

Tout d'abord, à partir du modèle de von Neumann, la force de couplage liant l'appareil sonde et le
système quantique étudié distingue deux types de mesure. D'un côté, la mesure forte perturbe l'état
préparé lors de la discrimination de chaque valeur propre de l'observable. De l'autre côté, la mesure
faible tend à ne perturber que très peu l'état et fournit la valeur moyenne de l'observable, dont
l'incertitude, typiquement grande sur une acquisition, est arbitrairement petite selon le nombre de
systèmes identiques étudiés. Grâce aux propriétés de cette dernière, la mesure simultanée de deux
opérateurs non commutatifs ou encore d'une observable entre deux états déterminés par projection,
dits pré- et post-sélectionnés, devient réalisable, contrairement aux méthodes plus communes de la
mesure forte. La pré- et la post-sélection permettent de dé�nir la valeur faible, une grandeur com-
plexe pouvant être négative, imaginaire et ne se limitant pas aux valeurs propres de l'observable.
L'interprétation de cette valeur observée expérimentalement est multiple. La partie réelle représente
la meilleure estimation de l'observable et la valeur faible d'un projecteur est souvent considérée
comme une quasi-probabilité conditionnelle décomposant la moyenne de l'observable sur une base
d'états �naux possibles. La partie imaginaire, quant à elle, est liée à la rétroaction de la post-sélection
ainsi qu'à l'état initial du pointeur et est un indicateur du taux de variation de la probabilité de
post-sélection sous la perturbation de la mesure. Dans le formalisme le plus commun, les parties
réelle et imaginaire se manifestent au niveau du détecteur respectivement comme un déplacement
spatial et une variation de l'impulsion au du niveau pointeur. Par ailleurs, un lien étroit existe entre
la valeur faible et la règle d'Aharonov-Bergmann-Lebowitz, basée sur l'approche bayésienne et la
symétrie du temps. Il s'agit de la raison pour laquelle les paradoxes des trois boîtes, du chat du Che-
shire ou encore du pigeonnier énoncés dans ce travail font intervenir des valeurs faibles anormales,
preuve d'une contextualité dans le cadre des mesures quantiques, sous pré- et post-sélection.

Ensuite, la mise en place de la notation générique des états pré- et post-sélectionnés, à partir des
trois paradoxes cités, a permis d'explorer numériquement de nouvelles situations avec d'autres valeurs
faibles étranges, sous l'hypothèse qu'un état est une équisuperposition des états propres composites
de l'espace global. Nous avons pu retrouver ainsi les paradoxes des trois boîtes et du chat du Cheshire
ainsi qu'une combinaison des deux dans un système à 4 boîtes. L'exploration a également mis en
lumière des situations similaires avec des parties imaginaires supplémentaires ainsi qu'un phénomène
de démultiplication de la polarisation. Il est important de noter que le fait de retrouver les précédents
paradoxes, sous notre hypothèse de travail, renforce l'idée que le phénomène d'interférence quantique
et la contextualité de la mesure sont à l'origine des valeurs faibles exotiques. Pour cause, seuls les
di�érence phases 59, pondérant tous les états propres présents dans les états pré- et post-sélectionnés,
ne jouent un rôle dans l'évaluation de la valeur faible.

Dans ce travail, une réalisation expérimentale d'une mesure faible tente d'extraire la valeur faible de
deux paradoxes quantiques dans le cadre classique d'un faisceau de lumière : d'une part, le paradoxe
du chat du Cheshire et d'autre part, un phénomène de démultiplication de la polarisation. Ce der-
nier cas sort directement des résultats de l'exploration numérique menée juste avant. Bien que les
comportements d'interférence sont observés, les conditions de travail restent encore à optimiser pour
extraire les valeurs faibles attendues. En e�et, la dissociation spatiale de la polarisation ainsi que la
démultiplication dans les chemins se manifestent lors de la mesure mais les erreurs entre la théorie

59. A l'origine des phénomènes d'interférence.
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et l'expérimental sur l'amplitude d'intensité restent encore importantes. Pour améliorer cette expé-
rience, il est nécessaire de corriger l'alignement des faisceaux dans l'interféromètre et sans doute, de
prendre un matériel plus e�cace. En e�et, les phénomènes d'interférence ne font intervenir qu'une
petite fraction de l'intensité d'entrée suite à la post-sélection. Dès lors, toute perte d'intensité par
absorption ou ré�exion indésirable empêche une bonne mesure de la valeur faible. Pour véri�er ce
comportement à échelle quantique, l'expérience mérite d'être réalisée également à l'aide de particules
de matière ou de photons individuelles.

Au �nal, les multiples interprétations de la valeur faible et notamment dans un contexte d'optique
ondulatoire classique rendent d'autant plus compliquée à cerner cette grandeur complexe issue de
la mesure faible. Cependant, il s'agit bien d'une réforme de la manière habituelle d'exercer une me-
sure et d'un début de réponse vers une nature qui nous échappe encore. De fait, il ne su�t plus
de connaître précisément une propriété du système pour en saisir sa réalité physique car un sacri-
�ce s'opère lorsque l'appareil de mesure perturbe le système. Les phénomènes d'interférence que
conserve la mesure faible sont sources d'information et la faiblesse du couplage entre le système et
le pointeur permet, à certains moments, de revenir à un déterminisme cher à Einstein, au-delà de
l'incertitude sur la détection. Il est entendu par là qu'il n'est plus question de détecter précisément
de manière aléatoire une des valeurs propres de l'observable, mais plutôt de récupérer une seule
valeur possible (la moyenne ou la valeur faible) avec une grande incertitude sur une seule mesure.
De plus, comme montré dans ce travail, la valeur moyenne d'une observable se décompose un en-
semble de contributions paraissant plus fondamentales, les valeurs faibles. Ces dernières exploitent
bien plus le caractère ondulatoire de la fonction d'onde au vu de ces valeurs anormales, signe égale-
ment de contextualité. Les paradoxes, comme il est aimé de les appeler, semblent en fait ne montrer
que la réalité physique qui se cache derrière la construction du monde moyen dans lequel nous vivons.

Dans le cadre de ce mémoire, un outil numérique de représentation graphique de la valeur faible a
également été mis en place. Ce programme permet d'a�cher un ensemble de résultats possibles en
fonction des phases des états propres construisant la pré- et post-sélection. Grâce à lui, il est possible
de retrouver les résultats attendus des expériences mises en place, de situer les paradoxes ou encore
de mettre en lumière des symétries. Cependant, cette contribution devra faire o�ce d'un éventuel
prochain travail par manque de place au sein de ce mémoire 60.

60. Une première approche de cette analyse est présente à l'annexe C.
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A Valeurs faibles pour une particule de spin 1

Les valeurs faibles d'une particule de spin 1 admet des états PPS dans une base à trois états propres
de spin (L � 3). Dans un ensemble de N boîtes, dans l'hypothèse d'une équisuperposition des états
propres composites de l'état global dans les états PPS suivants

Sψie � N

Q
n�1

3

Q
l�1

γnlSnea Sle Sψf e � N

Q
n�1

3

Q
l�1

Snea Sle, (62)

les valeurs faibles prennent la forme simpli�ée ci-dessous :

`Π̂new �
P3
l�1 γnl

PNn�1P3
l�1 γnl`Ĵxew �

Òhº
2

PNn�1 �γn1 � 2γn2 � γn3�
PNn�1P3

l�1 γnl`Ĵyew �

Òhº
2

�iPNn�1 �γn1 � γn3�
PNn�1PLl�1 γnl`Ĵzew �

Òhº
2

PNn�1 �γn1 � γn3�
PNn�1P3

l�1 γnl
� �i`Ĵyew

`Ĵnx ew �

Òhº
2

�γn1 � 2γn2 � γn3�
PNn�1P3

l�1 γnl`Ĵny ew �

Òhº
2

�i �γn1 � γn3�
PNn�1P3

l�1 γnl`Ĵnz ew �

Òhº
2

�γn1 � γn3�
PNn�1P3

l�1 γnl
� �i`Ĵny ew

où les matrices Ñ̂J sont de dimensions 3 � 3 telles que

Ĵx �
Òhº
2

���
0 1 0
1 0 1
0 1 0

��� Ĵy �
Òhº
2

���
0 �i 0
i 0 �i
0 i 0

��� Ĵz �
Òhº
2

���
1 0 0
0 0 0
0 0 �1

��� .
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B Rapport d'intensités par une mesure faible de polarisation et de

présence simultanées

Soient les états PPS Sψie et Sψf e. Pour une mesure simultanée de polarisation Ûλ
2
� θ
2
� et de présence

dé�nis respectivement en (51) et (50), la probabilité de post-sélection après mesure en terme de
valeurs faibles au deuxième ordre s'obtient comme suit :

S`ψf Sψ�eS2 � S`ψf SÛ �j�
λ
2

�θ
2
� �1̂path a 1̂pol � �1 �»Tj� Π̂j a 1̂pol� SψieS2

�

RRRRRRRRRRR`ψf S
<@@@>1̂path a 1̂pol � iθjΠ̂j a σ̂y � θ

2
j

2
Π̂j a 1̂pol � ...

=AAA? �1̂path a 1̂pol � �1 �»Tj� Π̂j a 1̂pol� Sψie
RRRRRRRRRRR
2

�

RRRRRRRRRRR`ψf S
<@@@>1̂path a 1̂pol � iθjΠ̂j a σ̂y � θ

2
j

2
Π̂j a 1̂pol

=AAA? �1̂path a 1̂pol � �1 �»Tj� Π̂j a 1̂pol� Sψie
RRRRRRRRRRR
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� S`ψf SψieS2 RRRRRRRRRRR1 � iθj`Π̂j a σ̂yew � �1 �
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2
`Π̂j a 1̂polew � iθj �1 �»Tj� `Π̂j a σ̂yew

�
θ2j

2
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où θj
»
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C Méthode de représentation de la valeur faible

En utilisant l'expression des états PPS (46) pour l'exploration, il peut être intéressant d'avoir un
outil de visualisation de la valeur faible. Le programme réalise une distribution de la valeur faible
en fonction des phases θ dans les états PPS, telles que γ � eiθ. Pour un nombre N de chemins et 2
états propres de sourire, les graphes obtenus sous la forme d'une carte de couleur représentent une
fonction à �2 �N � 1� variables 61 de la forme :

`Ôew �

PN,2n,l�1 e
iθnlonl

eiθ11 � eiθ12 � eiθ21 � eiθ22 � ... � eiθN2
. (63)

De cette manière, il est possible de déterminer graphiquement les états orthogonaux et même de
situer les paradoxes dans cette distribution. Pour ce faire, un programme itératif s'inspire de celui
développé précédemment.

L'objectif n'est plus nécessairement de faire ressortir des cas particuliers mais bien de visualiser l'en-
semble des valeurs faibles pour des phases di�érentes. Pour rappel, la post-sélection reste identique
tout au long de l'exploration avec une superposition d'état équiprobable et sans phase, c'est à dire
qu'avec des coe�cients de pondération égaux à 1 :

Sψf e �M N,2

Q
n,l�1

SAnle
où M est un facteur de normalisation.

Les résultats peuvent se présenter de di�érentes façon selon les paramètres d'exploration. Tout
d'abord, la valeur faible étant complexe, on peut choisir entre la représentation en partie réelle et
imaginaire 62, ou la forme exponentielle 63. Ensuite, le graphique demande une échelle de couleur dont
les bornes restent à dé�nir. Utiliser des bornes �xes a l'avantage de garder une bonne visibilité des
résultats sans être perturbé par des e�ets de renormalisations dues aux valeurs divergentes engendrées
par des états (quasi)orthogonaux. Des bornes variables restent cependant possibles, notamment pour
la mise en évidence des états orthogonaux. Après, une ou plusieurs paires de graphes sont obtenues
à la sortie du programme selon deux facteurs. D'une part, si la valeur faible de la mesure est globale
à tout le système comme `σ̂xew,`σ̂yew ou `σ̂zew, alors une seule paire de graphes est nécessaire pour
présenter les composantes de la valeur faible. Dans ce cas-ci, les axes sont �xés arbitrairement en
tant que phases dans le premier chemin de l'état pré-sélectionné, θ11 et θ12. D'autre part, si la valeur
faible est associée à un chemin unique comme pour `Π̂jew, `σ̂�j�x ew,`σ̂�j�y ew ou `σ̂�j�z ew, alors il est
intéressant de représenter les résultats de chaque chemin a�n de les comparer entre eux. Pour �nir,
il est possible de construire une animation graphique pour favoriser l'exploration des valeurs. Cette
animation a�che un GIF de graphiques successifs comme à la Figure C.1 et se base sur une évolution
des phases à la façon d'une horloge.

Soit un état pré-sélectionné sous la notation dé�nie précédemment ��θ11, θ12�, �θ21, θ22�...�θN1, θN2��.
Lors de la première itération, puisque les axes s'étendent de �π à π l'ensemble des phases est posée à

61. ou �3 �N � 1� si on considère 3 états propres de sourire.

62. `Ôew � Re�`Ôew� � iIm�`Ôew�
63. `Ôew � S`Ôew Seiarg�`Ôew�

66



Figure C.1 � Illustration de la méthode d'animation donnée par le programme : pour chaque
phase dans les chemins di�érents du premier, un graphique est retenue et l'ensemble des images sont
associées successivement dans le temps de sorte à former le GIF.

�π. La première variable incrémentée est θ11. Cette dernière sert comme aiguille des secondes puis-
qu'elle varie à chaque nouvelle exploration. A chaque fois que θ11 atteint π, sa valeur est réinitialisée
à �π et θ12 change de valeur à la façon de l'aiguille des minutes. Ce raisonnement est identique avec
les autres phases suivant l'ordre dans la notation dé�nie plus haut entre parenthèse. On pose que le
dernier coe�cient θN2 représente la phase globale de l'état et est �xée. Dès que cette dernière phase
est modi�ée, le programme s'arrête. Prenons le cas le plus simple, à savoir une particule de spin 1

2
dans 2 chemins. Deux phases sont représentées sur le graphique de manière continue. Un résultat
est donné à la Figure C.2 où le nombre en titre représente la valeur de la phase variable dans les
états PPS.

L'échelle de couleur associe le bleu foncé aux valeurs les plus petites et le jaune aux plus grandes.
Très souvent, le centre des zones d'extrema en visualisation bornée représente une singularité de la
valeur faible, tout comme les frontières nettes entre deux régions. Chaque point rouge indique un
état pour lequel le paradoxe du chat du Cheshire est identi�é sur la Figure C.2.

L'objectif de ce programme est pleinement rempli. En e�et, en utilisant la représentation animée, on
a pu mettre en évidence un comportement particulier lié au paradoxe du chat du Cheshire. En e�et,
pour l'ensemble des valeurs faibles reportées à la Figure C.3, on repère pour les états PPS suivants

Sψie � 1

2
�SAea �eiθ0 S �e � eiθ1 S �e� � SBea �S �e � S �e��

Sψf e � 1

2
�SAe � SBe�a �S �e � S �e� ,

une distribution uniforme de la valeur faible lors de l'apparition du paradoxe du chat du Cheshire
(représenté en rouge au centre et sur les quatre coins). Ceci est tout à fait cohérent avec les fonctions
des valeurs faibles :

`Π̂Aew �

eiθ0 � eiθ1

eiθ0 � eiθ1
`Π̂Bew �

1 � 1

eiθ0 � eiθ1
�

0

eiθ0 � eiθ1`σ̂Az ew �

eiθ0 � eiθ1

eiθ0 � eiθ1
`σ̂Bz ew �

1 � 1

eiθ0 � eiθ1
�

2

eiθ0 � eiθ1
.
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Figure C.2 � Représentation graphique bornée de la valeur faible de présence, en terme de partie
réelle et imaginaire en fonction des phases dans le premier chemin, phase0=θ11 et phase1=θ12, où
les ronds rouges indiquent la réalisation du paradoxe du chat du Cheshire (colonne gauche : valeur
dans A, colonne droite : valeur dans B).

En e�et, on trouve bien la valeur faible de présence à 1 dans la boîte A et 0 dans B pour n'importe
quelle phase. Du côté de la valeur faible de spin, la partie réelle est homogènement nulle dans A 64

sauf quand les états sont orthogonaux. Cependant, la partie imaginaire n'est nulle que si les phases
sont identiques. En réalité, il s'agit du comportement du spin dans la boîte B qui permet de retrouver
le paradoxe du chat du Cheshire. En e�et, il n'existe que deux états pour lesquels `σ̂Bz ew vaut �1.
Sinon, une partie imaginaire apparaît inévitablement 65. Il est très intéressant de montré que l'on
retrouve sur le graphe C.3 les résultats observés expérimentalement dans la section précédente. En
e�et, dès lors que θ0 et θ1 sont identiques pour un choix de vecteurs de base diagonaux, alors on
retrouve la même valeur faible qu'en (56).

Un autre cas où le chat du Cheshire apparait se trouve pour

Sψie � 1

2
�SAea �eiθ0 S �e � eiθ1 S �e� � SBea �S �e � S �e��

Sψf e � 1

2
�SAe � SBe�a �S �e � S �e�

pour les valeurs faibles suivantes :

64. Wolfram
65. Wolfram
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https://www.wolframalpha.com/input?i=f%28x%2Cy%29%3D%5Cfrac%7Be%5E%7Bi*x%7D-e%5E%7Bi*y%7D%7D%7Be%5E%7Bi*x%7D%2Be%5E%7Bi*y%7D%7D
https://www.wolframalpha.com/input?i=f%28x%2Cy%29%3D%5Cfrac%7B2%7D%7Be%5E%7Bi*x%7D%2Be%5E%7Bi*y%7D%7D


Figure C.3 � Représentation graphique de la situation ��eiθ11 , eiθ12� , �1,�1�� bornée de la valeur
faible de présence et de la polarisation, en terme de partie réelle, de partie imaginaire, de la norme
et de l'argument en fonction des phases dans le premier chemin, phase0=θ11 et phase1=θ12� où les
ronds rouges indiquent la réalisation du paradoxe du chat du Cheshire.

`Π̂Aew �

eiθ0 � eiθ1

eiθ0 � eiθ1 � 1 � 1
`Π̂Bew �

�1 � 1

eiθ0 � eiθ1 � 1 � 1
�

�2

eiθ0 � eiθ1 � 2`σ̂Az ew �

eiθ0 � eiθ1

eiθ0 � eiθ1 � 1 � 1
`σ̂Bz ew �

�1 � 1

eiθ0 � eiθ1 � 1 � 1
�

0

eiθ0 � eiθ1 � 2
.
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