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Abstract 

Some aspects of the algorithms for calculating the minimum distance of linear codes over finite fields 

are presented. 
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ВЪВЕДЕНИЕ 

Минималното разстояние на линеен код е една от най-важните му характеристики. Но 

намирането му по дадена пораждаща матрица е NP пълна задача [2]. 

Известните досега практически алгоритми се базират на максимален брой пораждащи 

матрици G1, G2, G3, . . . , Gs с непресичащи се множества от систематични координати. 

Такива са алгоритмите на Брауер и Цимерман и различни техни модификации за 

циклични кодове, квази-циклични кодове, кодове с кратни на цяло число тегла и др. Те 

са описани в [1], [3], [7], [8] и имплементирани в софтуерните  пакети MAGMA [4] и GAP 

[5]. Основната идея е, че след като се направят 1,2,…, l линейни комбинации на редовете 

на всички матрици, всички кодови думи с тегло w (зависещо от l) ще бъдат генерирани 

при условие, че има такива. И ако до този момент на търсене най-леката генерирана 

кодова дума е с тегло w+1, то минималното разстояние на кода d(C) e равно на w+1. 

Въпросът, който разглеждаме тук, е кои матрици измежду 𝐺1, 𝐺2, 𝐺3, . . . , 𝐺𝑠  да 

използваме и кои кодови думи за всяка от матриците да генерираме, така че да обходим 

най-малко вектори. 

 
 

ИЗЛОЖЕНИЕ 

 

Нека 𝐹𝑞
𝑛 e n-мерно векторно пространство над крайно поле 𝐹𝑞. Всяко k – мерно 

подпространство C на 𝐹𝑞
𝑛  наричаме линеен [n,k]  код  с дължина n и размерност k, а 

векторите от C наричаме кодови думи. Тегло (по Хеминг) за кодова дума wt(c) 

дефинираме като брой ненулеви координати. За линеен код, минималното измежду 

теглата на кодовите думи съвпада с минималното разстояние. 

Нека C е линеен [n,k]  код  с дължина n и размерност k. Множеството 𝑇 ⊂ {1,2, . . . , 𝑛} 

с мощност |Т| ≤ 𝑘 наричаме систематично множество, ако съответните стълбове в 

пораждаща матрица на кода са линейно независими. Ако |Т| = 𝑘 множеството се нарича 

пълно, а в противен случай частично. Тогава съществува и систематична матрица  G 
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(зависеща от Т), такава че стълбовете в G, определени от елементите на Т, образуват 

единична матрица 𝐼|𝑇|.  

Да разгледаме случая, когато n е кратно на k, 𝑡 =
𝑛

𝑘
  и C има систематични множества  

Т1, Т2, Т3, . . . , Т𝑡 , които не се пресичат. Такива са например самодуалните кодове или t-

CIS (complementary information set) кодовете. Тогава е ясно, че минималното разстояние 

е поне t. Това е така, защото за всяка кодова дума, съответстваща на нетривиална линейна 

комбинация  на редовете на коя да е пораждаща матрица, ще има поне по една ненулева 

координата за всяко систематично множество. Ако намерим теглата на всички редове на 

𝐺1 , ще определим и всички кодови думи с тегло t, но не и с тегло t+1. Това е така, защото 

може да съществува кодова дума с две ненулеви координати от Т1  и тя няма да е 

генерирана. Ако намери теглата и на всички редове на 𝐺2, ще определим и всички кодови 

думи с тегло t+1 (ако има такива) и т.н. 

 За да разгледаме общия случай, се нуждаем от допълнителни означения. С 𝑈𝑗

(𝑎𝑖)
  

бележим множеството от всички кодови думи с j ≤ ai на брой ненулеви координати в 

систематичното множество Т𝑖. За доказване на следващите твърдения ще използваме 

следния факт, базиран на принципа на Дирихле. 

 

Лема 1. 

Ако 𝑚 = b1 + b2 +  … + be + 𝑒 − 1, то за всяко разбиване на m на сума от е 

положителни цели числа d1 + d2 +  … + de ще има поне едно 𝑖 ≤ 𝑒, такова че di ≤ bi. 

 

  При тези означения е в сила следното твърдение: 

 

Лема 2. 

Нека a1, а2, а3, . . . , а𝑡  са цели неотрицателни числа, не по-големи от k, а C  е [n,k] код 

с непресичащи се систематичните множества Т1, Т2, Т3, . . . , Т𝑡, такива че |Т1| +
|Т2|+. . . +|Т𝑡| = 𝑛 със систематични матрици 𝐺1, 𝐺2, 𝐺3, . . . , 𝐺𝑡  с размерност k. Тогава 

𝑈 = 𝑈1
(𝑎1)

 ∪ 𝑈2
(𝑎2)

 ∪ … ∪ 𝑈𝑡
(𝑎𝑡)

  съдържа всички кодови думи с тегла, не по-големи от  

𝑚 = а1 + а2 +  … + аt + 𝑡 − 1. 
 

Доказателство 

Нека c е  кодова дума с тегло, не по-голямо от m. Тя има  b1, b2, b3, . . . , b𝑡 ненулеви 

координати в систематичните множества Т1, Т2, Т3, . . . , Т𝑡 такива че m=b1 + b2 + b3 +

. . . +b𝑡. Тогава съществува 𝑖 ≤ 𝑡 такова че bi ≤ ai и 𝑐 ∈  𝑈𝑖

(𝑎𝑖)
. Но c е произволно избрано, 

което и доказва твърдението. 

Тези твърдения определят естествен алгоритъм, който е  в основата на целия подход, 

като се вземе предвид, че в този случай 𝑈𝑖

(𝑎𝑖)
 съвпада с линейните комбинации на до а𝑖   

реда на матрицата 𝐺𝑖 .  Описание на алгоритъма може да се намери в [1] и [7].  

Да разгледаме по-общия случай, когато C има систематични непресичащи се 

множества  Т1, Т2, Т3, . . . , Т𝑡 , … , Т𝑠 , като първите t са пълни т.е. са с мощност k, а 

следващите са с мощност по-малка от k. Можем да считаме, че са подредени според 

мощността им. Без ограничение на общността (с точност до пермутация на 

координатите) съответните им систематични матрици 𝐺1, 𝐺2, 𝐺3, . . . , 𝐺𝑠 имат вида: 
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(𝐼𝑘|𝐴1
′ ), (𝐴2|𝐼𝑘 𝐴2

′ ), … , (𝐴𝑡|𝐼𝑘 𝐴𝑡
′ ), (𝐴𝑡+1|

𝐼|𝑇𝑡+1|

0

𝐴|𝑇𝑡+1|
′

0
) , … , (𝐴𝑠|

𝐼|𝑇𝑠|

0
). 

При 𝑖 ≤ 𝑡  имаме: 

 

| 𝑈𝑖

(𝑎𝑖)
| = (𝑞 − 1) (|𝑇𝑖|

1
) + (𝑞 − 1)2 (|𝑇𝑖|

2
) + ⋯ + (𝑞 − 1)𝑎𝑖 (

|𝑇𝑖|
𝑎𝑖

) и  | 𝑈𝑖
(0)

| = 0; 

А при  𝑖 > 𝑡     

| 𝑈𝑖

(𝑎𝑖)
|= 

((𝑞 − 1) (
|𝑇𝑖|

1
) + (𝑞 − 1)2 (

|𝑇𝑖|
2

) + ⋯ + (𝑞 − 1)𝑎𝑖 (
|𝑇𝑖|
𝑎𝑖

)) (𝑞(𝑘−|𝑇𝑖|)) + 𝑞(𝑘−|𝑇𝑖|). 

В този случай за мощността на имаме  | 𝑈𝑖
(0)

|=𝑞(𝑘−|𝑇𝑖|). 
 

Лема 3. 

 Нека C  е [n,k] линеен код cъс систематични непресичащи се множества  

Т1, Т2, Т3, . . . , Т𝑡 , … , Т𝑠 , като първите t са пълни т.е. са с мощност k, а следващите са с 

мощност, по-малка от k, със систематични матрици 𝐺1, 𝐺2, 𝐺3, . . . , 𝐺𝑠. Нека а1, . . . , а𝑡,
а𝑡+1, . . . , а𝑡+𝑟 , 𝑡 + 𝑟 = 𝑠, са цели неотрицателни числа, по-малки от k, и най-много едно 

от числата  а𝑡+1, . . . , а𝑡+𝑟  е нула.  Тогава 𝑈 = 𝑈1
(𝑎1)

 ∪ 𝑈2
(𝑎2)

 ∪ … ∪ 𝑈𝑡+𝑟
(𝑎𝑡+𝑟)

  съдържа всички 

кодови думи с тегла, не по-големи от 𝑚 = а1 + а2 +  … + аt + а𝑡+1+. . . +а𝑡+𝑟 + 𝑡 + 𝑟 −
1. 

 

Доказателство 

Нека c да е  кодова дума с тегло, не по-голямо от m. Тя има  b1, b2, b3, . . . , b𝑡+𝑟 ненулеви 

координати в систематичните множества Т1, Т2, Т3, . . . , Т𝑡+𝑟 такива, че m = b1 + b2 +

b3 +. . . +b𝑡+𝑟 . Нека за 𝑡 <j≤ 𝑡 +r  е изпълнено  bj = aj = 0. В този случай 𝑈
𝑗

(𝑏𝑗)
 съдържа 

c. Ако c е такова, че няма bj = aj = 0 за 𝑡 <j≤ 𝑡 + 𝑟 , този случай се свежда към Лема 2. 

Това са всички възможности за c, което и доказва твърдението. 

 

За положително 𝛿 съществуват цели неотрицателни числа а1, . . . , а𝑡, а𝑡+1, . . . , а𝑡+𝑟 , 𝑡 +
𝑟 = 𝑠, по-малки от k+1, като най-много едно от числата а𝑡+1, . . . , а𝑡+𝑟  е нула, такива че 

δ = а1 + а2+. . . +а𝑡 + а𝑡+1+. . . +а𝑡+𝑟 + 𝑡 + 𝑟 − 1 и 

𝑆 = min
𝑎1,𝑎2,...,𝑎𝑡+𝑟;;𝑟=1,2,...,𝑠−𝑡

|𝑈1
(𝑎1)

 | + | 𝑈2
(𝑎2)

| + … | 𝑈𝑡
(𝑎𝑡)

| + |𝑈𝑡+1
(𝑎𝑡+1)

|+. . . +|𝑈𝑡+𝑟
(𝑎𝑡+𝑟)

 |  . 

За тези  𝛿 и а1, . . . , а𝑡, а𝑡+1, . . . , а𝑡+𝑟 дефинираме 

Ω𝛿=𝑈1
(𝑎1)

 ∪  𝑈2
(𝑎2)

 ∪  … ∪ 𝑈𝑡
(𝑎𝑡)

∪ 𝑈𝑡+1
(𝑎𝑡+1)

 ∪. . .∪ 𝑈𝑡+𝑟
(𝑎𝑡+𝑟)

. 

 

При тези  означения 𝛿 е такова, че всички вектори с такова тегло от кода C  са в Ω𝛿 , а 

ако няма такива вектори, то 𝛿   е долна граница lb= 𝛿 за  минималното разстояние на C. 

Най-леката дума в  Ω𝛿 е горна  граница ub за  минималното разстояние на C.  Точната 

стойност на d(C) се получава, когато  lb+1= ub, или когато в процеса на генериране на 

Ω𝛿 се намери кодова дума с тегло lb= 𝛿. 
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Алгоритъм 

 

INPUT: Линеен код C със систематични непресичащи се множества  

Т1, Т2, Т3, . . . , Т𝑡 , … , Т𝑠, като първите t са пълни, т.е. са с мощност k, а следващите са с 

мощност, по-малка от k (подредени според мощността) и съответните им систематични 

матрици. 

OUTPUT: Минималното разстояние d(C). 

1. 𝛿 = 𝑡 − 𝑟; 
2. ub=n; 

3. while (𝛿 + 1 <ub) do{ 

4. 𝛿 = 𝛿 + 1; 

5. Generate Ω𝛿 and new ub;}  // ub is the weight of the lightest  v in  Ωδ; 

6. Print d(C)=ub. 

 

Коректността на алгоритъма следва от Лема 3 и въведените означения. За отбелязване 

е, че Ω𝛿, дефинирано от а1, . . . , а𝑡, а𝑡+1, . . . , а𝑡+𝑟 и  Ω𝛿+1 дефинирано от b1, . . . , b𝑡,
b𝑡+1, . . . , b𝑡+𝑟′  в общия случай се различават само в една позиция, като  някое  b𝑗   е с едно 

повече от съответното a𝑗 или 𝑟′ е с едно повече от 𝑟 . 

Въпреки че |Ω𝛿| зависи от много променливи, за  определяне на  подходящите 

а1, . . . , а𝑡, а𝑡+1, . . . , а𝑡+𝑟 за намиране на минимума на |Ω𝛿| е необходимо сравняване само 

между |𝑈𝑡+𝑟+1
(0)

| , |𝑈𝑡+𝑟+1
(1)

|и |𝑈1
(а1)

|. 

За по-голяма ефективност генерираме само непропорционални вектори, като всеки 

нов вектор се получава само със събиране с предходния (виж [2]). Ефективен алгоритъм 

за намиране на максимални непресичащи се множества е представен в [8]. 

 

Пример 

Параметри: 

[20,8,≤ 7]  |𝑇1| = 8; |𝑇2| = 8; |𝑇3| = 4; 
Стъпки: 

    |𝑈1
(1)

|<|𝑈3
(0)

|. 

1. а1 = 1;                                𝛿 = 2            |Ω2|=8 

2. а1 = 1, а2 = 1,  ;             𝛿 = 3            |Ω3|=16 

    |𝑈1
(2)

|>|𝑈3
(0)

|. 

3. а1 = 1, а2 = 1, а3 = 0     𝛿 = 4           |Ω4|=16+16 

    |𝑈1
(2)

|<|𝑈3
(1)

|. 

 

4. а1 = 2, а2 = 1, а3 = 0     𝛿 = 5;            |Ω5|=36+16+16 

5. а1 = 2, а2 = 2, а3 = 0;  𝛿 = 6;           |Ω6|=2.36+16+16 

 

 

В Таблица 1 са представени експериментални резултати, като са сравнени с онлайн 

калкулатора на  MAGMA и пакета QextNewEdition [6]. В първата колона са представени 

параметрите на кодовете, във втората и четвъртата броят на генерираните вектори за 
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намиране на минималното разстояние, а в третата и петата - времето за пресмятане в 

секунди. 

 

                               Таблица 1. Експериментални резултати 

 

 MAGMA  QextNewEdition  

Параметри Брой вектори Сек. Брой вектори Сек. 

[45,15,16] 1 053 993 0.030 1 173 563 0.026 

[44,15,16] 1 822 761 0.037 1 454 639 0.020 

[43,15,16] 2 591 529 0.047 2 467 919 0.026 

[42,15,15] 2 591 529 0.054 1 581 195 0.015 

[41,15,14] 2 591 529 0.040 2 153 977 0.026 

[40,15,14] 7 716 649 0.124 1 701 571 0.017 

[39,15,12] 1 727 701 0.030 362 729 0.010 
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