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Capitulo 1

Introduccién y objetivos

En lo que llevamos de milenio, los avances en criogenia y nanotecnologia nos han
permitido una manipulacién cada vez mas fina de los sistemas cuanticos. Por ello, las
teorias de control de sistemas cuanticos y de metrologia cudntica son maés relevantes
que nunca [1; 2; 3; 4; 5], pues existe la posibilidad de una implementacién experimental
rapida de las nuevas técnicas que no existia cuando nacieron dichas teorfas [0; 7]. Es tan
relevante la existencia de profesionales que comprendan el funcionamiento de, por ejemplo,
la computacion cuantica, que se han presentado incluso propuestas de ludificaciéon como
el paper de 2019 “Quantum Poker — a pedagogical tool to learn quantum computing that
is fun to play”[3]. El propésito de este trabajo es comenzar el estudio de estas técnicas de
control de sistemas cuanticos en el marco de un caso particular pero representativo del
ambito de la optimizacién del control cudntico, para ganar asi una vision global de él.

En este trabajo presentaremos las herramientas matematicas para el analisis de siste-
mas cuanticos markovianos generales (cap. 2), tras lo que discutiremos la utilidad de la
autocorrelacion de observables para la caracterizacién de dichos sistemas. Tomando como
hipdtesis que nos encontramos en el caso particular en el que podemos elegir el estado
inicial de nuestro observable, que es el caso con menos restricciones y particularidades,
analizaremos la evolucion de la autocorrelacion en sistemas cerrados gobernados por ha-
miltonianos constantes (cap. 3), en los que obtendremos un resultado periédico. Después
analizaremos sistemas abiertos (cap. 4), esto es, en contacto con un bafo térmico y sus-
ceptibles al defasaje. Dichos sistemas se modelizan mediante los llamados operadores de
Lindblad, que permiten una ecuaciéon de evolucion que es una generalizacion de la que
unicamente toma en cuenta el hamiltoniano. En este caso, al producirse la decoherencia,
el sistema tiende exponencialmente hacia un punto de equilibrio por lo que en general las
soluciones no seran periddicas. Tras el analisis de este caso particular quedara claro que
tiene el nivel de generalidad necesario como para resultarnos de interés suficiente, y por
tanto quedard justificada la eleccién de limitarnos a él.

Para medir la autocorrelacion, una magnitud compleja, tomaremos como hipotesis que
solo podemos medir su médulo o su moédulo al cuadrado. Esto no es en general cierto, pero
de nuevo limitar el analisis a este caso demuestra no perjudicar el interés del trabajo. Para
que la medida de la senal sea lo mas clara posible, es conveniente que la diferencia entre
el maximo y el minimo sea lo mayor posible: al ser la correlacién una medida estadistica,
la autocorrelacién maxima sera siempre de 1 al normalizarla, por lo que para aumentar
la senal solo queda reducir el minimo.

Por suerte, tanto en el caso del sistema sin decoherencia como en el caso del sistema
abierto, existe al menos un observable con una autocorrelacion que se reduce a 0 al menos



una vez. En este escrito mostramos los calculos necesarios para encontrar dicho operador.

Por tltimo, una vez obtenidos los resultados, analizaremos (cap. 5) la viabilidad de
su implementacién en sistemas reales. También hablaremos de qué se puede esperar de
estas técnicas en otros supuestos, como en el caso en el que la eleccion del observable
inicial no es libre o el caso en el que la magnitud de referencia no sea el moédulo de la
autocorrelacion de los observables.

Se pone también a disposicién de la persona evaluadora el archivo de mathematica
4.5.2.- Manipulable 6 parametros.nb, disponible en la pataforma ADDI adjuntado
a este escrito, que arroja un gréafico interactivo en el que se resumen todos los casos
explorados en el trabajo. También es 1til para ganar una intuicion de cémo la variacion
de distintos parametros afecta al recorrido de la autocorrelacién por el plano complejo
segun avanza el tiempo, y para localizar graficamente las condiciones de casos particulares
de dichos recorridos.



Capitulo 2

Marco teorico

Para entender la logica del uso de la autocorrelacion como medida para el anélisis de
los sistemas cuanticos, es conveniente conocer coémo funcionan estos tiltimos. Para ello, en
esta seccién presentamos las herramientas y conceptos basicos que utilizaremos a lo largo
del resto del trabajo.

2.1. Los origenes de la cuantica

En el corazén de la mecénica cuantica se encuentra, tal y como su etimologia indica,
la cuantizacién de la energia. En diciembre de 1900 [9] Max Planck public6 que le era
posible modelizar correctamente el espectro de emisién de un cuerpo negro. Para ello, sélo
hacia falta asumir que la energia de cualquier fotén emitido por él era un multiplo entero
de hv, siendo v la frecuencia lineal del fotén y h el factor de conversion que hoy llamamos
“constante de Planck”.

Esta cuantizacion de la energia de los fotones, también aplicada a la de otras particulas,
llevé inevitablemente a la cuantizacion de otras magnitudes tales como la posicion, el
momento lineal o el momento angular. La naturaleza no continua de las escalas mas
pequenas de la realidad se ha manifestado una y otra vez desde aquel diciembre de 1900
y, para lidiar con ella y con sus consecuencias, se han ideado multitud de herramientas.

Supongamos que tenemos el sistema de energia cuantizada mas simple posible: el
sistema de dos niveles energéticos, de energias F, y Es. Por el postulado de Planck, estas
energias pueden representarse mediante frecuencias lineales a través de la constante de
Planck: E; = hy; : ¢ € {1,2}. De la misma manera se pueden utilizar frecuencias angulares
w para esta conversion: teniendo en cuenta que w = 27v, tenemos que

Ei = hVZ‘ = %271’1/1‘ = hwi, (21)
siendo A = "/2x la conocida como “constante reducida de Plank”. En unidades naturales
en las que h = ¢ = 1 esto se traduce simplemente en F; = w;: energia y frecuencia son
iguales e intercambiables.

2.2. La superposicion cuantica

Quizas algo contraintuitivamente, la cuantizaciéon de la energia no implica que el sis-
tema de dos niveles del que habldbamos deba tener una de las energias hw; (u w;, en
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unidades de A = 1). Significa simplemente que, de tener la energia definida (de estar el
sistema en un “autoestado de la energia”), debe tener una de entre las w; disponibles. A
cada una de las w; se les llama autovalores de la energia del sistema. Asi, puede que un
sistema esté en lo que se conoce como una superposicion cuantica: en un estado en el que,
de medir la energia, puede colapsar el sistema hacia tanto w; como wy, y por tanto no
tenga una energia definida.

2.3. El principio de incertidumbre de Heisenberg

Existen parejas de observables A, B para las que no existe una base de autoestados
comunes: existen autoestados del observable A que no lo son del B, y/o viceversa. Por
tanto, tras medir A y conseguir que el sistema presente el autovalor de A a;, puede darse
que con respecto a B el sistema se encuentre en una superposicion de autoestados de
varios b; diferentes. El ejemplo més tipico y por tanto mas conocido de estas magnitudes
es el de la pareja de posicién y momento! [10], representado por la forma del principio de
incertidumbre de Heisenberg de la ecuacién (2.2):

Az Ap > g , (2.2)

donde Az es la incertidumbre de la posicién y Ap la del momento. Esta incertidumbre (o
“desviacion estandar”) se cuantifica mediante

AA = \/{A2) — (A)2 (2.3)

donde (A) es el valor esperado de la magnitud A, esto es, la suma de la probabilidad de
medir cada autoestado de A, multiplicado por su autovalor a;. Por ejemplo, un sistema
con dos energias w; = —w y we = +w y con la misma probabilidad de estar en cualquiera
de esos dos autoestados tendra una energia esperada (o valor esperado del hamiltoniano)
(H) = 0. Sin embargo, (H?) = w?, pues el cuadrado de ambas autoenergias es positivo (al
ser un cuadrado de una magnitud real). Por tanto, AH = w. El significado fisico de este
resultado es facil de ver: el valor esperado de la energia (H) del sistema es 0, pues hay la
misma probabilidad de que la energia resulte ser + o —w. Sin embargo, ambas energias
posibles estan a una distancia £AH = +w de ese valor esperado, dando una “anchura”de
la distribucién de 2AH. En distribuciones mas complejas los niimeros pueden no cuadrar
tan limpiamente, pero en la mayoria de sistemas la incertidumbre AA siempre dara una
idea de como de alejados estéan los autovalores del sistema del valor esperado.

De hecho, ese principio de Heisenberg entre x y p no es mas que un caso particular
del principio general para dos observables A y B cualesquiera [11],

2 2

AAAB > \/ ‘%({A, BY) — (A)(B) , (2.4)

en el que aparecen el conmutador [A, B] = AB — BA y el anticonmutador {A, B} =
AB + BA.

De este principio de Heisenberg general se deduce directamente el menos estricto pero
méas manejable pricipio de incertidumbre de Robertson [12]:

+[3a8)

1z vy p son, en general, magnitudes de autovalores no discretos, por lo que en general sus autoestados
y autovalores no se presentaran con un subindice, a diferencia de los a; y b; discretos del ejemplo.



AAAB > %|<[A, B . (2.5)

2.4. La notacion de Dirac

En la notacién de Dirac los estados del sistema se representan mediante lo que se
conoce como kets [¢). Estos kets pueden representar autoestados de un observable, por
lo que a menudo es 1til escribir el estado actual del sistema en funcién de los autoestados
del observable que queremos analizar:

) = col0) +er 1) +eal2) +-- =D aili) - (2.6)
Ademas, p; = ¢;¢; es la probabilidad de que al medir el observable A en el sistema en
el estado |¢) la funcién colapse al autoestado de A |i), donde ¢; € C.

Una vez tenemos el sistema escrito en la base ortonormal de |i) estamos en condiciones
de presentar la segunda pieza de la notacion braket de Dirac: si ya teniamos el ket, lo
que nos falta es el bra (¢|. Estos objetos nos sirven principalmente para “preguntar” a
nuestro sistema la cantidad de ese estado que posee: por ejemplo,

() = (A (o 0) +cr [1) + -+ ) = co (1O) +ex (T[1) +--- . (2.7)

Al ser (i| una base ortogonal, (j|i) = 0 excepto para el caso j = i. Ademas. al estar bien
normalizada, la base es ortonormal, por lo que en ese caso (i|i) = 1. Asi, concluimos que
(i|) = ¢; = | (i]Y) |* = p;. En general, de hecho, se cumple lo siguiente: la probabilidad
de medir el estado |¢) en un sistema en el estado ) es de | (¢|¢) |?.

La siguiente pieza de la notacién de Dirac son los operadores. Si estos operadores
representan magnitudes observables se cumplird que, si |i) es la base de autoestados del
operador A,

Ali) = a; i) = (1| Ali) = (i| a; 1) = a; (1]i) = a; . (2.8)
Por tanto, el valor esperado de un observable se puede escribir como

(A) = (V| A1¢) = poao + prar + paaz + -+ = Y pia; . (2.9)

Esta forma de (A) coincide, como es 16gico, con la forma intuitiva usada tras la ecuacién
(2.3) para conseguir (H).
2.5. Las imagenes de Heisenberg y Schrodinger

Una vez tenemos todos los bloques de la notacién de Dirac tenemos que hablar sobre la
evolucién temporal del sistema. Para modelizar esto existen dos imagenes principales [13]:

la primera de ellas es la imagen de Schrodinger. En ella, la evolucion temporal ocurre en
los bras y kets. Si U(t) es el operador de evolucién temporal y U (¢) su operador adjunto,

U(t) [9(0)) = [T (1)) = (T(0)| UT (1) AU(t) [¥(0)) = (¥(t)] A|T(1)) - (2.10)
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Esta es la imagen mds intuitiva, en el que el sistema va variando su estado |U(¢)) pero
la definicién del observable A no se ve afectada. Asi, por ejemplo, al medir la posicion
esperada del sistema (x)(t) usaremos el mismo marco de referencia que al medirlo en el
tiempo 0, pues la definicion del operador x no habrd cambiado.

La segunda imagen de evolucién temporal se llama imagen de Heisenberg. En ella, la
evolucion temporal ocurre en los operadores, mientras que los bras y kets se mantienen
constantes:

UN)AO)U(t) = A(t) = (Y| UT(H)AO)U ) [) = (¥| A(t) [¥) . (2.11)
Esta imagen puede resultar menos natural que la de Schrodinger, pues implica un
cambio no en el estado del sistema sino en la magnitud medida. Seria analogo a, en vez de
mover un coche a una velocidad ¢ con respecto al peatén estacionario, dejarlo aparcado y
mover al observador que lo mira a una velocidad —v: el espectador debe tener en cuenta
que es su sistema de referencia lo que se mueve con respecto a la tierra y no el coche,
aunque la velocidad medida sea la misma en ambos casos. Otra analogia, también un
caso de relatividad galileana, seria la de la equivalencia de rotacion: para un detector
montado en un aparato que gire sobre el punto en el que estd colocado el emisor de
senal, las mediciones obtenidas al pivotar un angulo ¢ la muestra seran las mismas que al
hacer girar al detector un angulo —f. Esta analogia es incluso méas cercana al caso de las
imagenes de Heisenberg y Schrodinger pues, tal y como se muestra en la ecuacién (2.1),
en un sistema cuantico las diferencias de energia equivalen a una diferencia de velocidad
angular y, por tanto, a una diferencia de angulo al avanzar el tiempo.

Sin embargo, la imagen de Heisenberg resulta en muchos casos mas util o versatil.
Ejemplo de ello es el caso de la evolucién de la autocorrelacion (A(0)A(t)) que nos ocupa:
al referirse a una evoluciéon temporal del observable, en la imagen de Schrodinger no tiene
un sentido conceptual estricto, pese a mateméaticamente poder escribirse la expresion en
funcion de la evolucién de bras y kets. No sélo eso, sino que dicha forma de Schrodinger
de la autocorrelacion es, en general, mas engorrosa de manipular que la forma concep-
tualmente solida que nos proporciona la imagen de Heisenberg. Es en casos como este,
pues, que la quizas menos intuitiva imagen de Heisenberg revela su utilidad.

2.6. Del bit al qudit

Los primeros usos del término “bit” para designar una pequena porcién de algo se
remontan a comienzos de la baja edad media inglesa, circa 1200 [11], en relacién a la
palabra inglesa “bite”, mordisco. En 1948, en su articulo “A Mathematical Theory of
Communication”[15], el matemadtico e ingeniero eléctrico Claude Elwood Shannon utilizé
por primera vez el término como acrénimo de “Blnary digiT” , digito binario, por su-
gerencia de su companero John W. Tukey. Estos bits, como digitos binarios, tienen sé6lo
dos estados y representan la unidad de informacién més pequena de un ordenador clasico:
encendido o apagado, uno o cero.

En 1995, en su paper “Quantum coding”[1(], Benjamin Schumacher utilizaba por
primera vez el término qubit para referirse al sistema cuantico de dos autoestados ortogo-
nales, que implica la unidad de informacion mas pequena de una computadora cuantica.
Como dice el propio articulo, el término “fue acunado como broma” en una de las conver-
saciones que W. K. Wooters mantenia con el autor, “y se convirtié en el impulso inicial”
para dicho trabajo.



En un qubit?, ademds de los estados |[¢)) = |0) y |¢)) = |1) del bit cldsico, es posible
encontrar estados superpuestos de la forma [¢)) = ¢o|0) 4 ¢; |1), lo que permite la imple-
mentacién de algoritmos especializados como el de Shor, el de Grover o el de Deutsch-Jozsa
[19]. Pese a que el término qubit se utiliz6 en un principio en el contexto de la informacién
y la computacién, esta extendido su uso para referirse a cualquier sistema cuantico de dos
niveles, y en ese sentido lo utilizaremos en este trabajo.

Estan extendidas también las generalizaciones del término qubit para sistemas de mas
niveles. Al sistema mas simple después del de dos autoestados ortogonales, esto es, al de
tres, se lo llama también qutrit. Al caso general de base de D-dimensional, por su parte,
se lo conoce como qudit. Utilizaremos ambos términos a lo largo del trabajo junto con el
de qubit.

2.7. La matriz de densidad

La notacion de Dirac nos permite operar con qudits pertenecientes a poblaciones de
distinto tipo. Mediante la matriz de densidad p se expresa qué probabilidad hay de que
un qudit concreto pertenezca a cada estado:

P:ZPJWJ> (sl (2.12)

donde P; es el porcentaje de veces en que el qudit medido que se encuentra en el estado
(]

Es importante no confundir P; con p; : el segundo se refiere a la probabilidad de que, en
un sistema en superposicion, se mida un autoestado u otro; esta probabilidad es cuantica,
y tiene que ver con la mezcla de la superposicion. El primero, por el contrario, se refiere
a una mezcla totalmente clasica: de la misma manera que se pueden tener en un saco
pelotas de distintos colores es posible tener un grupo de qudits en distintos estados |1;),
cada uno con coeficientes de superposicion ¢; distintos y, por tanto, en general p; distintos.

Para tener en cuenta esta aleatoriedad clasica, a la hora de calcular el valor esperado
de un observable en un qudit hay que promediar sobre la matriz de densidad. En el caso
en el que existan distintas poblaciones de qudits en distintos estados de superposicién, el
valor esperado de un operador A tiene la forma

(A), = Tr[pA] =Tr

D B ls) (5] A

=Y B (sl Al (2.13)

debido a la propiedad rotativa de la traza, mediante la cual Tr[ABC| = Tr[CAB] =
Tr[BCA], y al hecho de que tanto los P; como los (1;| A |¢;) son escalares y por tanto
equivalen a su traza. Como se ve claramente, esta es la forma del valor esperado intuitiva:
la suma de la forma (2.9) para cada j, multiplicada por la proporcién P; en la que aparece.

Un tipo concreto de p es la matriz de densidad térmica, de la forma

2Se utiliza aqui la grafia “qubit” por consistencia con la literatura especializada y los términos “qutrit”
y “qudit”. Sin embargo, hay que tener en cuenta que tanto la RAE [17] como la Fundéu [18] recomiendan
el uso de la grafia “cabit”.
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donde B = T~ es el inverso de la temperatura, w, son los autovalores del hamiltoniano H
y se ha tomado h = 1. La funcién de particion se ha definido de la manera termodinamica
usual de Z = Y e " En nuestro andlisis asumiremos sistematicamente que p es térmi-
co, pues al hacerlo se consigue que los calculos y los resultados sean mucho mas diafanos.
Esto no significa, sin embargo, que las matrices de densidad no térmicas con respecto
al hamiltoniano utilizado (o directamente no térmicas) no tengan aplicacién: el estudio
de la dindmica de los sistemas fuera del equilibrio térmico del hamiltoniano aplicado (el
templado o “quenching” es un buen ejemplo de ello) son de gran interés también.

2.8. La autocorrelacion

En el marco de la imagen de la evolucién temporal de Heisenberg definimos la auto-
correlacién de un operador A(t) de la siguiente manera:

C(t) = (A(0)A(1)),. (2.15)

C'(t) es siempre un valor promediado sobre p, la matriz de densidad del sistema para
el hamiltoniano H, por lo que a partir de ahora no lo explicitaremos.

También es conveniente definir la correlacion normalizadas:

2oy — Ct) _ (A0)A(R))
C(t) = 50 = AR (2.16)

De esta manera C’(O) = 1. Dado que en general C(t) € C, elegimos como hipédtesis
que solo disponemos de |C(t)| (o, equivalentemente, |C'(¢)|?) como medida de la cantidad
de autocorrelacion del operador. Esto no es en general cierto, pues en ciertos sistemas es
posible medir una cantidad compleja enteramente al medir por separado su parte real y
su parte imaginaria. En otros sistemas como en la medicion de la estructura cristalina por
dispersién de neutrones es el espectro de potencia |F{C,,(Z, t)}* (el cuadrado del médulo
de la transformada de fourier de la autocorrelacién de la densidad) lo que se mide.

Para medir la correlaciéon lo mas facilmente posible, deberemos buscar los minimos de
|C'(t)], pues ahi serd (por definicién) donde se maximice la visibilidad

A = [CW)ax = 1CW) i (2.17)

Es importante destacar que esta no es la tinica manera de definir la visibilidad, y que
por tanto hay que ser cuidadosos la hora de comparar los resultados aqui obtenidos con
los de otras fuentes. Otra métrica de referencia también llamada “visibilidad” (o, también,
“contraste”) , denotada aqui como V para no confundirla con A, es

_ €O max = |C#)|min
—C#) | max +1CE) |min

Sin embargo, vemos que los méaximos de A lo son también de V' y que, por tanto, es
mas util utilizar la expresién mas simple de A a la hora de calcularlos.

1% (2.18)



Si se consigue, ademas, que C(t,) = 0 para algun t,,, se consigue un maximo absoluto
de la visibilidad y por tanto la visibilidad normalizada, también maximizada, toma el
valor de 1:

A =10t max — 1C)lmin = Appax =1—0=1. (2.19)

La posicién en el tiempo t,, de los minimos de |C(t)| y la profundidad del valle en
el que se encuentren (profundidad que, maximizada, hace que el minimo se encuentre en
|C(t,)| = 0) serén funciones de la forma de p y de la de A(t), que a su vez no es més que
la evolucién de A(0) bajo el hamiltoniano H. Ademas, en el caso de la matriz de densidad
de un estado termal p = pr esta equivale al exponencial del hamiltoniano, por lo que
todos los valores de C'(t) estan caracterizados, simplemente, por A(0) y H:

O AO)D] = Tr[e_ﬂH‘go)Zﬁf(o)e_im]

Como se ve claramente, C(t) estd totalmente caracterizado por A(0) y H. Ademas,
siempre existe una base en la que H es diagonal, de la forma general

C(t) = TrlprA(0)A(t)] = Tr|

. (2.20)

w1 0

H=[0 w -- (2.21)

ordenando las w,, de mayor a menor por convencién. Asi, es posible trabajar facilmente
con un hamiltoniano constante genérico y simplemente manipular A(0) para maximizar
la visibilidad A y optimizar asi la medicion de |C(t)].

2.9. La ecuacion de Lindblad

No toda evolucion de un observable cuantico puede expresarse mediante un hamilto-
niano. Una extensién natural de la evolucién bajo hamiltoniano hermitico es la ecuacion
de Lindblad-Gorini-Kossakowsky-Sudardshan [20] (LGKS, o de Lindblad, para abreviar).
Mediante dicha ecuacion se puede expresar la influencia del entorno en el subsistema a
estudiar, incluyendo en el modelo matematico fenomenos tales como las migraciones de
poblacién entre autoestados o el defasaje.

En la imagen que nos interesa para calcular la autocorrelacién del operador A(t), la
de Heisenberg, la ecuacién de Lindblad para D dimensiones tiene la forma

%A(t) —i[H, A(t)] — % ; wILIL;A(t) + A(t)LIL; — 2LTA() L] (2.22)

donde los L, son los distintos operadores de Lindblad (operadores que no necesariamente
seran hermiticos) y los 7, los coeficientes que regulan la magnitud de su efecto. A mayor
7;, més notoria serd la influencia de su L; en el sistema. La forma de esta ecuacién asegura
que, pese a no ser hermiticos los L;, el observable A(t) si que lo sea para cualquier punto
de su evolucion, y que por tanto sus autovalores sean reales y medibles como corresponde
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a un observable bien definido. Para «; > 0, dicha ecuacién es, ademads, la modelizacién
mas general posible de un sistema markoviano [21].

Como se aprecia en los limites del sumatorio, tan solo son necesarios D? — 1 términos
para representar todo el espacio de operadores. Si bien podriamos pensar que, por ejemplo,
para D = 2 nos haria falta una base de 4 matrices para poder representar la totalidad
de los operadores de Lindblad (al estar los L; representados por matrices de D x D =4
elementos), al fijarnos en la ecuacion LGKS observamos que al usar la identidad como L;
todos los términos de dicha j se cancelan y el efecto obtenido es nulo. Es por esto que
es posible obviar ese subespacio initil a la hora de construir nuestro sumatorio, y restar
1 al numero D? que en principio necesitariamos. De ahi el D? — 1 del limite superior del
sumatorio.

Por otra parte, también podriamos pensar en operadores de Linblad complejos, nece-
sitando asf 2D? (o0 2D? — 1) matrices para nuestra base. Pero, de nuevo, no son necesarios:
en el caso puramente imaginario, esto es, al sustituir L; por iL;, vemos que el efecto sobre
A(t) no varfa. Para el caso general de los L; complejos, siempre se puede reordenar la
base de operadores en matrices reales e imaginarias, y después reordenar el subespacio de
las imaginarias para que cada una sea igual a una de las del subespacio real multiplicada
por la unidad imaginaria ¢: como ya hemos visto, estas dos matrices L; e iL; producirian
el mismo efecto. Vemos asi que la inclusion de matrices complejas en nuestra base de
operadores de Lindblad, al igual que la inclusion de la identidad, no anade detalle alguno
a nuestro modelo de evolucién de A(t), y que por ello siempre es posible reducir a D? — 1
el niimero de operadores de Lindblad de un sistema de D dimensiones.

Pese a que calcular la autocorrelacién (A(0)A(t)) es incomodo en la imagen de Schrodin-
ger, en la que A se mantiene constante y es p(t) lo que cambia con el tiempo, también
es util utilizar este formalismo para visualizar mejor, por ejemplo, el fenémeno de la
migracion de poblaciones. En esta imagen la ecuacién LGKS toma la siguiente forma:

D2?2-1

o) = —ilH 0] = 5 S (LI L(0) + pOLIL; —2LpL]] . (223)

dt

Al igual que en la imagen de Heisenberg se conservaba la hermiticidad de A(t), aqui
se asegura la conservacién de la traza y la positividad completa de p(t), haciendo que siga
siendo una matriz de densidad valida. Para ; > 0 se asegura, ademés, que la evolucién
del sistema descrito por la ecuacién (2.23) es markoviana.

Una vez tenemos la ecuacién que nos describe el movimiento de A(t) o p(t), tan solo
queda resolver el sistema de D? ecuaciones diferenciales acopladas en los que se traduce la
ecuaciéon LGKS para conseguir la evolucién temporal de cada uno de los D? componentes
de A(t) o p(t). Adn asi, por hermiticidad (y, ademas, en la imagen de Schrodinger por
conservacion de traza) no es necesario resolverlas todas. Las condiciones iniciales sse
obtienen de las formas conocidas en ¢ = 0 de los elementos de A(t) o p(t).
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Capitulo 3

Qubits y qutrits bajo hamiltoniano
constante, y su generalizaciéon a
espacios D-dimensionales

3.1. El qubit

En el caso del qubit (por ejemplo, el de una particula con spin l/2) escribimos el
hamiltoniano como

. w1 0 _W1+CU2 W1 — W9
H_(O w2)_ o L+ ———0. (3.1)

y nuestro observable genérico como

A(0) = (ﬁ 2) | (3.2)

Podriamos escribir A(0) como

A(O):a(é 8>+b<8 (1))+c<(1) 8>+d<8 (1)) (3.3)

pero las matrices que usarfamos como base no serian hermiticas y por lo tanto no serian
observables, por lo que no podriamos asegurar que para toda combinacién de a,b,c, v d
A(0) fuese realmente un observable. Por tanto, utilizaremos la identidad y las matrices
de Pauli, que si son hermiticas:

A(0) = col + c105 + c20y + €30, = ol +C- 7. (3.4)

Asi aseguramos la hermiticidad de A(0) para coeficientes ¢, reales:

AN 0) = (col + ¢ 3)'
=c1f —1—0_101 +c_2<7£ +c_30£ (3.5)
=cy 1l + ciop + a0y + 30,
= A(0).
Es importante resaltar que escribir el observable en funcién de las matrices de Pauli
no tiene por qué tener un significado fisico de direccién: es cierto que el momento angular
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en el eje z es proporcional a o,, pero hay otros observables proporcionales a una o; que
no tienen por qué tener esa relacion. En nuestro caso las matrices de Pauli estdn tomadas
para que el hamiltoniano sea diagonal (o, si se prefiere, la forma de las matrices queda
determinada por hacer diagonal el hamiltoniano).

Con esta nueva divisién de A(0) la autocorrelacién se escribe de la siguiente manera:

C(t) = Tr[pA(0)UTA(0)U]

3 3
p (Z cnan> Ut (Z cmam> U
n=0 m=0

CnCm Tr[po,Uto,,U]

=Tr

(3.6)

Il
[M]
NE

3
o
3
Il
o

w |
w

CnCm(An(0)An (1))

o

0 m=

n

donde o es la identidad y el resto de o, los componentes de &. A su vez, A,(t) denota
simplemente A(t) para el caso A(0) = o,. Se ha elegido esta notacién A,(t) = U'o,U
para evitar usar expresiones como o,(t), y dejar asi las matrices o, elegidas como nuestra
base, como unidades en vez de como funciones del tiempo.

Vemos, por tanto, que para conseguir la correlacién queremos conseguir las (A,,(0)A,,(t)),
y para conseguir estas debemos conocer las A, (t). Por multiplicacién directa conseguimos
que

Aty =UT1IU =1 Ai(t) =Ulo,U = coswt o, — sinwt o,

‘ (3.7)
As(t) =Ulo,U = o, Ay(t) = UTayU = coswt oy, + sinwt o,

donde w = w; — ws.

Para calcular todos los valores medios (0,0,,) que se obtienen de introducir (3.7) en
(3.6) utilizaremos las propiedades de las matrices de Pauli de 02 = 1 y de que para i, j, k
consecutivos € {1,2,3} se cumple que 0,0; = —0;0; = ioy. Por otra parte, por simetria
(02) = (oy) = 0, pues el eje en el que tenemos dos energfas distintas para los autoestados
1) v [4) es el eje de o, y por ello, al no haber diferencia de energia entre los estados |+)
y |—) de los ejes de o, y 0y, hay la misma probabilidad de medir ambos autoestados: la
media es cero, pues el autovalor del uno es el negativo del del otro. Las tinicas correlaciones
que no son nulas son las siguientes:

(Ap(0)Ap(t)) = (L) (A1(0)A1(t)) = coswt(l) + isinwt(o,)
(Ap(0)A3(t)) = (0.) (A1(0)Ay(t)) = icoswt{o,) — sinwt(1) (3.8)
(A3(0)Ag(t)) = {(0.) (A2(0)A;(t)) = —icoswt(o,) + sinwt(1)
(A3(0)A3(t)) = (1) (A5(0)Ay(t)) = coswt(ll) + isinwt(o,) .
Sabemos que (1) = 1, y operando explicitamente conseguimos que
(0.) = Tr[po,] = — tanh %u . (3.9)

Por tanto, sumando para todos los valores de n y m,
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C(t) = ¢§ — 2cpcs tanh %u + ¢35 + (c] + ¢3)(coswt — isinwt tanh %u) . (3.10)
Al avanzar el tiempo, C(t) describe una elipse en el plano complejo centrada en

w
O = 3 — 2cyes tanh % +c3 (3.11)
y con semieje real
Sg = +c (3.12)
y semieje imaginario

Bw

Sy = (¢} + ¢3) tanh - (3.13)

tal y como se aprecia en la figura (3.1).

Re C(t)

Figura 3.1: Bajo la influencia de un hamiltoniano constante, C'(t) describe una elipse en
el plano complejo.

Al estar el recorrido eliptico de C(t) centrado en la recta real, para lograr que C'(t,,) = 0
se anule simplemente debemos hacer que su centro se encuentre a la distancia justa para
que, al anularse la parte imaginaria, el limite mas negativo de de la elipse roce el origen

del plano complejo y se anule también la parte real. Esto se consigue si |Sg| = |O], esto
es, si
3 — 2coe3 tanh %u +es=ci+c (3.14)
para los tiempos
1. 27
t,=(n—=-)—:neN. 3.15
(=32 (3.15)

La existencia de un tiempo minimo necesario t; dependiente del Hamiltoniano y del
estado inicial del sistema para alcanzar el minimo de la autocorrelacion nos recuerda, aun
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sin ser idéntica la situacion, a los limites de velocidad cuanticos (a menudo llamados QSL
por sus siglas en inglés) de Margolus-Levitin y Mandelstam-Tamm [2]. Como veremos,
la existencia de este tiempo minimo sera una caracteristica comin a todos los casos que
analizaremos.

Si hacemos cumplir la ecuacién (3.14) aseguramos que C(t,) = 0y que asi A es
maximizada. Una manera sencilla de lograrlo es anular, por ejemplo, ¢y y co, v hacer que
c1 = c3 = 1. Asi obtenemos el operador inicial

mm:%+@:<}fo. (3.16)

Otra opcién atin mas simétrica serfa anular cs y c3 e igualar ¢y = ¢;:

A@:ﬂ+%:<}b. (3.17)

Como vemos, el requisito (3.14) es sencillo de satisfacer y existen varias maneras de
cumplirlo.

Hemos logrado, pues, que C(t,) = 0 en cada t,, por lo que se maximiza nuestra
magnitud a medir: la visibilidad

A = |C(0)|aax = |C(O)|min = C(0) = C(ta) = 1. (3.18)

Es importante destacar que aunque esta es la manera en la que se consigue una A
mayor, no es la que minimiza el tiempo en el que se alcanza el minimo. De la figura (3.1)
se deduce rapidamente que para O = 0 se obtiene que, aunque en dicho caso

SR — S]I ﬁw

A:S—Rzl—tanh7<1 : fw >0, (3.19)

esto es, que la profundidad del valle en el que se encuentra el minimo sea menor, también
lo es el tiempo en el que se llega a dicho minimo: este se encuentra a una cuarta parte del
periodo, en vez de a la mitad como ocurrfa en los casos (3.16) y (3.17) en los que A = 1.
En cualquier caso, pese a cambiar el tiempo en el que se alcanza el minimo, este tiempo
nunca sera cero.

3.2. El qutrit

En el caso del qutrit (por ejemplo, el de una particula con spin 1) escribimos el ha-
miltoniano como

w1 0 0
H=|0 w 0]. (3.20)
0 0 w3

Dado que H es ahora una matriz 3 x 3, tanto U = e *#* como U = ef* son también

matrices tridimensionales.

Ademas, nuestro observable genérico inicial tomara la siguiente forma:

A(0) = ol 4 - X, (3.21)
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donde 1 es la identidad tridimensional y A, son las 8 matrices de Gell-Mann [22], equiva-
lentes tridimensionales a las matrices de Pauli del caso bidimensional: igualmente hermiti-
cas, ortogonales tanto con la identidad como entre si y de traza nula. Ademéds obedecen
la relaciéon de normalizacion

Tr(ApAm) = 200m (3.22)
donde 4,,,, es la delta de Kronecker
1 sin=m
Onm = { ) (3.23)
0 sin#m.

(wrst) s — sin(wist) s (3.24)
As(t) = U\U = cos(wyst) A5 + sin(wist) Ay
Ag(t) = U AU = cos(wast) A — sin(wost) Ny
Aq(t) = U AU = cos(wast) Ay + sin(wast) \g

donde w;; = w; — w;. Nétese que las frecuencias elegidas para representar los A, (t) son
positivas, dado que w; > wy > w3 , o nulas en los casos degenerados de w; = wy y
wy = ws. Habiendo ordenado los autovalores del hamiltoniano de mayor a menor nunca
nos encontraremos con el caso w; = ws porque eso equivaldria a un hamiltoniano nulo,
dado que al tratar inicamente con diferencias de energia el origen de esta queda libre como
eleccion arbitraria y por tanto no puede influir en la realidad fisica de nuestro sistema.

Las correlaciones (A, (0)A,,(f)) no nulas se muestran en el cuadro (3.1).

Se puede apreciar a simple vista que existe un agrupamiento de las (A,(0)A,,(t)) no
nulas en el Cuadro (3.1). Conociendo la forma de dichas correlaciones, se aprecia que los
elementos de cada grupo comparten una caracteristica: su velocidad de evolucién o, lo
que es lo mismo, la frecuencia de su periodicidad. Estos son los cuatro grupos del caso
tridimensional:

1. grupo: n,m € {0, 3,8}. Estas correlaciones son reales y constantes en el tiempo.
2. grupo: n,m € {1,2}. Estas correlaciones tienen una periodicidad de frecuencia wys.
3. grupo: n,m € {4,5}. Estas correlaciones tienen una periodicidad de frecuencia ws 3.

4. grupo: n,m € {6,7}. Estas correlaciones tienen una periodicidad de frecuencia wos.

Como en el caso bidimensional, existen miiltiples maneras de lograr que C(t) = 0 para
algtin tiempo y asi hacer que A = 1. Una manera de conseguirlo similar a la elegida en
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A0t) | Aut) | st) | As0) [ Aa) | 45(0) | Ae(t) [ 4rt) | As(t)
Ap(0) | X X X
A4(0) X X

Ay(0) X X

As(0) | x X X
A4(0) X X

A;5(0) X X

Ag(0) X X

A7(0) X X

Ag(0) | x X X

Cuadro 3.1: Las (A4, (0)A,,,(t)) # 0 para la base tridimensional. La forma concreta de todas
estas correlaciones se puede consultar en el anexo del fichero de Mathematica 3.2.- S=1
- Heisenberg.

el caso bidimensional (3.16) o (3.17) consiste en constuir A(0) con una de las matrices
del segundo, tercer o cuarto grupo para que genere una correlacion de recorrido eliptico
en el plano complejo y con otra del primer grupo que genere una correlacion constante
O, desplazando asi el centro de la elipse de manera totalmente andloga a como ocurre
en la figura (3.1) del caso bidimensional. La velocidad a la que completa una érbita sera
inversamente proporcional a la frecuencia w;; del operador elegido por lo que, dado que
es posible conseguir lo que queremos con cualquiera de los operadores de los grupos 2, 3
y 4, utilizaremos los de frecuencia mayor, esto es, los del tercer grupo.

Por tanto, uno de los posibles A(0) en los que C(t,,) = 0 se alcanza en el menor tiempo
posible se consigue anulando todos los ¢, menos ¢y = 1y ¢4 = \/a para un a > 0:

A(O) =1+ \/5/\4 = A(t) =1+ \/& [COS(u}lgt))\4 — Sin(W13t>/\5] (325)
y de ahi
Ct) =1+ %(e*’&‘“eiw“t 4 e Pwsgivnsty (3.26)
Asi, para que 3¢, : C(t,) = 0 el requisito a cumplir es el siguiente:

e Purginst | p=Pusp—inst — 7/, (3.27)

Como la parte de la derecha es real y negativa, la parte izquierda también debe serlo:

ettt — 1 = wigt, =1(2n—1):neN=t, = i(271 —1) (3.28)
w13
y, de ahi,
A
o = —e—ﬁwl n e—BWS . (329)
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Por tanto, para que A =1y que C(t,) = 0 para un ¢, lo mas pequeno posible, uno de
los observables de entre los que podemos elegir es

/ A

3.3. El qudit

Es sencillo generalizar este sistema a un nimero D de dimensiones. Para un hamilto-
niano

w1 0 0
0 W9 0

H= _ (3.31)
0 0 0 wp

se eligen como parte del operador la identidad (o cualquier matriz de la base que sea
diagonal, esto es, que conmute con el hamiltoniano y que por tanto genere una correlacion
constante en el tiempo) y un operador que conecte la mayor y la menor de las frecuencias,
esto es, w; y wp.

En el caso D-dimensional elegimos expresar los operadores en funcion de las matrices de
Gell-Mann generalizadas [23]. Existen tres tipos de matrices de Gell-Mann generalizadas:
si E;; es la matriz cuyos componentes son todos cero excepto el componente ¢j, que es
igual a uno, las matrices de Gell-Mann generalizadas simétricas y antisimétricas tienen la
forma

Nj = Eij + Ej; Y X =i(Ey; — Eji) . (3.32)

Por otra parte, las matrices de Gell-Mann generalizadas diagonales tienen la forma

2
= E.,—IE 1 D -1 .
A ”l(l—l—l) <; i — ”) para <l< , (3.33)

mientras que para [ = 0 definimos Ay como proporcional a la identidad D-dimensional 1

[ 2

para mantener la condicién de normalizacién Tr[\;\;] = 6;; que cumplen tanto las matrices
tridimensionales de Gell-Mann como las matrices de Pauli.

Si en el caso tridimensional podiamos usar tanto A4 como A5, en este caso nos serviran
S A _ /D S/A S
de A7p v Afp. Anulando todos los ¢; menos ¢g = /P/2 y todos los ¢;/" menos ¢} = v/,
de manera analoga a como hemos hecho en la ecuacién (3.25),

1 0 - Va
0 1 .- 0
A)=14+Var,=| . . : (3.35)

N ()
Va 0 0 1
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Calculando la autocorrelacion (A(0)A(t)) vy, exactamente igual que en la ecuacién
(3.27), ddndonos cuenta de que —Z/a debe ser negativo, logramos la forma general de la
ecuacién (3.29) para D dimensiones

Z

Por ello, la forma genérica del operador D-dimensional més simple de entre los que logran
que A = 1 haciendo que C(t,,) = 0 para un t, lo més pequeno posible es la siguiente:

Z S
A(O) =1+ \/m)\lD . (337)

Se logra asi una forma de A(0) para la que, sea cual sea la dimensién del qudit, la
trayectoria de la evolucién de su autocorrelacion (A(0)A(t)) en el plano complejo pasa
por el origen Im C(t,) = Re C(¢t,) = 0.
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Capitulo 4

Qubits bajo hamiltoniano constante
y operadores de Lindblad

Hemos demostrado ya que en el caso de la evoluciéon bajo hamiltoniano del qudit
existe al menos un observable A(0) para el cual la autocorrelacion (A(0)A(t)) pasa por
el cero. Para encontrarlo, calculamos la autocorrelaciéon producida por cada matriz de
la base en la que escribimos el observable y luego construimos el A(t) sumando dichas
matrices en la proporcién justa para que tras un tiempo (que siempre existe y nunca es
cero) las autocorrelaciones se anulen las unas a las otras. Hacer esto es también posible en
qubits bajo la influencia no sélo del hamiltoniano, sino de operadores de Lindblad, como
demostraremos en este capitulo.

4.1. El caso de pérdidas

Uno de los fendmenos que se pueden representar con los operadores de Lindblad es el
de los flujos de energia. En el caso de las pérdidas, este flujo ocurre desde el subsistema
a evaluar hacia otras partes del sistema.

4.1.1. La imagen de Schrodinger

Analicemos primero la imagen de Schrodinger. Si bien es engorroso hablar de la au-
tocorrelacion (A(0)A(t)) en esta imagen, este analisis nos da una comprensién més clara
del significado fisico del proceso a estudiar que el que nos darfa la imagen de Heisenberg.

Si en t = 0 nuestro sistema de dos niveles se encuentra a una temperatura 7T, esto es,
tiene una 3 = T~ !, sabemos que

p(0) = % (e_gwl e_%w2) , (41)

donde Z = e Bwr 4 g=Bwz,

Si lo ponemos en contacto con un bano térmico de T, = 0, sabemos que pasado un
tiempo en la imagen de Schrédinger la probabilidad de medir un estado que no sea el
fundamental tiende a cero. Por tanto, sabemos lo siguiente:

lim p(t) = lim (p“(t) p”(t)) — (8 (1)) . (4.2)

t—00 t—o0 \pai(t)  paa(t)
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Es posible conseguir este efecto con un solo operador de Lindblad, al que llamaremos
operador de pérdidas, o o_. Tiene la siguiente forma:

oy —toy, (0 O
. 2__(1 0), (4.3)

Conviene definir ahora también el operador de ganancias, o o, dado que esta intimamente
relacionado con o_:

oy tioy, (0 1\
op = _<O O)—O‘. (4.4)

Si en la ecuacién (2.23) llamamos p al coeficiente 7; correspondiente al operador de
pérdidas, obtenemos la siguiente ecuacion:

(1) = ~ilH, p(t)] ~ Lloso_plt) + p(t)o0- — 20 p(t)or]. (4.5)

Para un hamiltoniano de dos niveles general, las cuatro ecuaciones diferenciales que nos
quedan son las siguientes:

%pn(t) = —pou(t)

%pm(t) _ (_g — iw)p12(t) (4.6)
%pm(t) — (_g + iw)pzl(t)

d

— t) = t

dtp22( ) = ppu(t)

donde, como de costumbre, w = w; — ws. No es necesario resolverlas todas, tal y como
explicamos en la seccién (sec. 2.9), pues sabemos por la conservacién de la traza que
dfar p11(t) = —d/ar paa(t) y que, por hermiticidad, pio(t) = pai(t). Sin embargo, por
complecién, se muestran las cuatro ecuaciones y sus resultados:

(4.7)

y, teniendo en cuenta forma de p(0) de la ecuacién (4.1), conseguimos los valores de
las constantes C,,. De nuevo estos resultados no son independientes entre si, pero se
muestran por complecién. Asi, en la imagen de Schrodinger, la evolucion de la matriz de
densidad inicialmente térmica bajo la influencia del operador o_ es la siguiente:

1 (e Bwie—nt 0
p(t) = Z ( 0 7 _ e—ﬁwle—pt) : (48)

El significado fisico de esta matriz de densidad se aprecia claramente: hay una migracion
de poblacién del estado excitado de w; al estado relajado de ws que, en el limite de t — oo,
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hace que toda la poblacién haya migrado al estado base, y que por tanto siempre sea wo
la enegia medida:

e Bwip—pt
A
También podemos calcular la media del operador ¢, para luego compararlo con el

resultado obtenido en la imagen de Heisenberg:

(H)y =Tr[p(t)H] = w + wy = tlgglg(H} =ws. (4.9)

Qe Bwi p—pt

(0.) = Te[p(t)o.] = 1= lim(o.) = —1. (4.10)

Z t—00

4.1.2. La imagen de Heisenberg

Analicemos ahora el proceso de pérdidas en la imagen de Heisenberg.

En ¢ = 0 los cuatro operadores de nuestra base seran la identidad y las tres matrices de
Pauli, como de costumbre. Para el sistema de D = 2 la ecuacién LGKS (2.22) se traduce
en tan solo cuatro ecuaciones diferenciales acopladas, por lo que es comodo resolverlas
para un A(t) genérico y después ajustar las constantes de integracién con las condiciones
de contorno que nos dan cada uno de nuestros A(0) conocidos. Tras introducir el operador
2-dimensional genérico

At) = (““(t) a”(t)) (4.11)

en la ecuacion

%A(t) — i[H, At)] - g[a+a_A(t) + At)oso_ — 20, A(t)o_] (4.12)

obtenemos las siguientes cuatro ecuaciones diferenciales acopladas:

%an(t) = p(—an(t) + an(t))

%Gm(t) = (—g ~ wan(t) (4.13)
T (t) = (=5 + iw)an (1)

S an(t) = 0.

Como en el caso de la imagen de Schrodinger, estas ecuaciones y su resultado no
son independientes, pero se muestran por complecién. Ademads, en este caso, aunque la
evolucién de a;; depende tanto de aq; como de aqo, la derivada de esta ultima es cero,
por lo que su valor se mantiene constante y las cuatro ecuaciones quedan desacopladas,
pudiendo resolverse por separado. Estas son las ecuaciones resueltas:

a1 t) = a22(0) + Clleipt

(4.14)



para w = w; — wy. Ahora, insertando las cuatro formas iniciales de nuestras A;

Ao(0) =1 A1(0) = o, A5(0) = o, A3(0) = o (4.15)

como condiciones iniciales, despejamos las C,,,,, para cada caso y obtenemos que

10
Aolt) = (o 1)

[ 0 e
Al(t) =e 2 (6itw 0 )

_pt 0 —ie™
AQ(t) =e 2 (Z'eitw 0 )
—1+2e P 0

En este punto, comprobemos que las predicciones de esta imagen casan con las arro-
jadas por el andlisis en la imagen de Schrédinger de la ecuacién (4.10):

(4.16)

(430)) = Tpas(p)] = -1 + 2

Efectivamente, tal como debia ser, el (o,) de la imagen de Schrodinger es igual al (As(t))
de la imagen de Heisenberg para todos los . Vemos también ahora la utilidad de haber
hecho primero el célculo en la imagen de Schrodinger: no es facil ver a simple vista en las
formas de los A; que el efecto producido por el operador de pérdidas sea una migracion
de poblaciones.

= lim (4g(t)) = —1. (4.17)

Una vez que tenemos nuestros A;(t), hacer el calculo de las autocorrelaciones (A(0)A(t))
es directo. Estas son las C'(t) no nulas:

—Bun —Buw2
(Ap(0)Ag(t)) = % _,
—Bwi __ ,—Bwa
(Ap(0)As(t)) = %
—pt —Bwi +itw — B —itw
(A (0)A, (1)) = e F & JZr e
—pt ] —Bwi+itw __ ;,—Bwas—itw
<A1 (O)Ag(t)> —e 2 e e
< ' (4.18)
(Ay(0) Ay (1)) = ¢TI e
2 1 e ~
—pt —Bwr +itw — Buws—itw
<A2(O)A2(t)> —e 2 € ; e
-1+ 2e Pt 6_5“’1 _ 6_5“)2
(A5(0) A (1)) = )Z
(=1 + 2e Py Bt 4 e=f
As(0)A _ |
< 3(0) 3(t)> Z
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Tal y como ocurria en los casos sin pérdidas, las autorcorrelaciones se dividen en dos
grupos: las reales positivas y las complejas, que cuando cruzan la linea real pueden ser
tanto positivas como negativas.

Por tanto, el procedimiento para conseguir que A = 1 es parecido: creamos nuestro
operador A(t) como una combinacién lineal de un A; que produzca autocorrelacién real,
como Aj;(t), y otro que produzca autocorrelacién compleja, como A (¢):

A(t) = Ay (t) + Va As(t) = (A(0)A(t)) = (A1(0)AL(t)) + a(A3(0)As(t)) . (4.19)

Dada la forma de las autocorrelaciones complejas de (4.18), todas ellas cruzan la linea
real por primera vez en ¢t = w/w. Por ello, si buscamos el a que cause simultdneamente
que Im C(7/w) = Re C(r/w) = 0, la ecuacién a resolver es

—Bwi +itw —Bwa —itw . —pt\ ,— w1 —Bwa
—pte +e (=14 2ePe +e
0=e? +a . 4.20
7 7 (4.20)
Teniendo en cuenta la condicién impuesta de que ¢t = 7/w para que e y que
asi cuando Im C(¢,,) = 0 se logre también Re C(t,,) = 0) llegamos a la conclusién de que

existe

Fitw -1 (

pT
Ze 2w

o (4.21)

b

(=14 2e v )e Pt 4 e=Bw2
que cumple nuestras condiciones y que, por tanto, aun bajo la influencia del operador de
pérdidas o_ es posible conseguir maximizar la visibilidad.

Para este operador

Ze 5w
A(t) = A (t) + o7 As(t 4.22
(1) = At \/ BT e r—0 (422

y los valores numéricos de wy =3, ws =1, 5 =1y p = 0,2 la evoluciéon de C (t) describe
curva de la figura (4.1) en el plano complejo.

Im C(t)

Figura 4.1: Evolucién de la correlacion bajo operador o_. Sin pérdidas, en azul, é’(t)
describiria una elipse en el plano complejo. Con pérdidas, en amarillo, espiralea hacia un
punto de la recta real.

Como podemos observar, nuestro operador A(t) estd bien afinado para que la corre-
lacién normalizada, en amarillo, salga de las coordenadas (1,0) en ¢ = 0 y cruce la linea
real por primera vez por el punto (0,0) en t; = «/2.
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4.2. El caso de ganancias

Ademas de las pérdidas, los operadores de Lindblad nos permiten representar el flujo
de energia contrario, esto es, las ganancias, en las que el subsistema absorbe energia de
otras partes del sistema.

4.2.1. La imagen de Schrodinger

Para entender de manera intuitiva el efecto del operador de Lindblad analicemos pri-
mero la imagen de Schrédinger, tal y como hicimos en el caso del operador de pérdidas.
Si entonces utilizabamos o_ como nuestro L;, en este caso utilizaremos el o definido en
(4.4).

Asumimos que en t = 0 nuestro sistema se encuentra a una temperatura 17" por lo que
la matriz de densidad tiene tiene la forma conocida (4.1). Determinamos también que, al
estar representando una absorcién de calor, el limite estara en estado totalmente excitado
en el que el sistema no admita mas energia:

lim p(f) = ((1] 8) . (4.23)

Podria parecer que para conseguir la energia maxima mediante flujo de calor tuvie-
ramos que colocar nuestro subsistema en contacto con un bano térmico de temperatura
infinita, lo que nos dejaria con una 3, = 0. Pero al introducirla en la forma de una pr nos
damos cuenta de que esto solo consigue que las poblaciones de los dos estados de nuestro
sistema se igualen: atin hay una poblacién relajada que podriamos excitar para insuflar
mas energia al subsistema. La (, requerida para que el estado relajado se vacie y asi el
estado excitado quede repleto es 3, = —oo, lo cual nos deja con bano de temperatura
nula. jPero nuestra intuicién nos dice que el efecto de dicho bano seria el de robarle toda
la energia al sistema! Y, de hecho, es el argumento intuitivo que hemos usado en la secciéon
del operador de pérdidas. La solucién a esta aparente paradoja, claro esta, radica en la
naturaleza asintética de § = 1/T cuando 7" — 0. Mientras que al aproximarnos por los
nimeros positivos 3 tiende a infinito, al hacerlo por los negativos se f — —oo [24]. Siendo
bondadosos con la notacién podriamos afirmar lo siguiente: un bafno de T, = 0" absorbe
toda la energia del subsitema y nos produce el estado de relajacién total, mientras que
para T, = 0~ se produce el estado contrario en el que toda la poblacién queda excitada.

Si en la ecuacién (2.23) llamamos ¢ al coeficiente ; correspondiente al operador de
ganancias, obtenemos la ecuacién anéloga a (4.5) del caso pérdidas. Dicha ecuacién ma-
tricial se nos traduce cuatro ecuaciones diferenciales acopladas, como en (4.6), que se
resuelven como

(4.24)

Como de costumbre, estas ecuaciones no son independientes y se muestran por com-
plitud. Sustituyendo la forma (4.1) de p(0) obtenemos que
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L (7 — e Puredt 0
=5 (750 ) (4.25)

Vemos que hay una simetria clara entre el caso de pérdidas (4.8) y el de ganancias
(4.25). Si en el primero tenfamos una migracién p;; ~» pag, reduciendo la energia al
minimo, en el segundo el operador o, provoca la migraciéon contraria, esto es, pao ~ p11.

4.2.2. La imagen de Heisenberg

Analicemos ahora el proceso de ganancias en la imagen de Heisenberg.

En t = 0 los cuatro operadores de nuestra base seran, como de costumbre, la identidad
y las tres matrices de Pauli. La ecuacién de Lindblad (2.22) para el operador o, (4.4),
como en el caso de sélo pérdidas, se traduce en cuatro ecuaciones facilmente desacoplables:
aunque la evolucién de agy depende tanto del propio ase como de aqq, la derivada de esta
ultima es cero, por lo que su valor se mantiene constante y las cuatro ecuaciones se pueden
resolver por separado. Estos son los resultados:

(4.26)

Con las cuatro formas iniciales de nuestras A; (4.15) despejamos las C,,, para cada
caso y obtenemos que

(4.27)

A3(t) = ((1) 1— gegf)

Estos resultados de la imagen de Heisenberg encajan con nuestra idea intuitiva de la
imagen de Schrodinger de la migraciéon de la poblacion hacia el estado méas energético.
Por ejemplo,

2e Ple= P

(As(t)) = TelpAg(t)] = 1 - =—

Una vez que tenemos nuestros A;(t), podemos calcular las autocorrelaciones. Estas
son las no nulas:

= lim (A3(1)) = 1 (4.28)
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6_/8"‘)1 + €_6w2

(Ap(0)Ap(t)) = — = 1

75"-’1 — 7,80.72
(A(0)A5(t)) = %

—gt —Bwi+itw —Bwa —itw
(A (0)A (1)) = e 3 C ;e

_gt o —Bwititw _ ;,—Pwa—itw
(A1(0)Ax(t)) = e L e

7

gt _ie—ﬁwl-&-itw + ’ie_’ng_itw (429)

—gt —Bwi+itw —Bwa —itw
(As(0) Ay (t)) = e 35 ;e

—Bwi 1 — 29t e~ Bw2
(A5(0) Ag(t)) = X Je

—fuwr _ _ —gt\ ,—Bwa2
(A(0) As()) = — 1 e Je

Tomando, como de costumbre, (4.19), la ecuacién a resolver para que para que C'(7/w) =
0 es

—Bwi+itw —Bwa—itw —fBwi __ o —gt\ ,—Bwa2
—gte +e e (1 —2e 9"e
0=¢3 4.30
e 7 + 7 (4.30)
y por tanto, recordando que t = 7 /w,
Ze %
o= €’ (4.31)

e=Bwr 4 (1 — 2e 0 )ePwe

Por tanto, al igual que ocurria con el operador de pérdidas, también es posible hacer que
la correlacién sea nula en algin punto del tiempo, maximizando asi la visibilidad A.

Para el operador obtenido

Ze 5
s

As(t 4.32
e=Bwr 4 (1 — 2e & )e—Pwe (1) (4.32)

A(t) = Au(t) + \/

y los valores numéricos de wy =3, wy =1, =1y g = 0,2 la evolucién de C(t) describe
la curva de la figura (4.2) en el plano complejo.

4.3. El caso de pérdidas y ganancias

Tal y como se muestra en las ecuaciones LGKS, es posible aplicar los efectos de varios
L; a nuestro sistema. En este caso, analicemos los efectos de un sistema simultaneamente
bajo la influencia de o_ y 0.

4.3.1. La imagen de Schrodinger

Dado que o_ y o, representan flujos de poblacion, mejor entendidos bajo la imagen
de Schrodinger, tiene sentido analizar su combinacion también bajo dicha perspectiva.
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Re C(t)

- 0% ) 0.5 7] 0

—o.1]
o2t \\
~0.3"

Figura 4.2: Evolucién de la correlacién bajo operador o... Sin ganancias, en azul, C(t)
describiria una elipse en el plano complejo. Con ganancias, en amarillo, espiralea hacia
un punto de la recta real.

Asumimos, como siempre, que en t = 0 la matriz de densidad tiene tiene la forma
conocida (4.1).

Llamando, como hemos hecho ya anteriormente, p al coeficiente v; de o_ en la ecua-
ci6én (2.23) y g al de o, obtenemos la siguiente ecuacién, esta vez con dos términos del
sumatorio distintos de cero:

% (t) = — @[H, p(t)] — g[U+0'—p(t) + p(t)0'+0'_ - 20‘_p(t)0'+] (433)

_ g[g_a+p(t) +p(t)o_oy — 20 p(t)o].

Esta vez la solucidn a las cuatro ecuaciones diferenciales es

—(p+g)t —(p+g)t _
pe + e
p11(t) = Cll—g - C'22u
P+yg P+yg
) =0C e—gt—gt—iwt
pualt) = G b g (4.34)
pa1(t) = Cyem 2720
—(p+9)t —(pt+g9)t _
e + e
paa(t) = C'22u - Cnu
P+g Pty
y, conociendo la forma (4.1) de p(0) obtenemos los C,,,. En nuestro caso,
—Buwipe” Pt Lg gL, ge=(PHIE_g
p(t) = L B e T 0
Z 0 e~ Pw2 ge” Pty e—Pw pe” P9 —p
Pty Pty
(4.35)

En este caso, al existir los dos flujos p11 ~» pag v paa ~ p11, ninguno de los dos estados
puede llegar a llenarse: en caso de que eso ocurriera, no tendria flujo entrante, pues no
habria poblacion del estado contrario que convertir; pero si , sin embargo, flujo saliente,
por lo que se empezaria a vaciar inmediatamente. Por tanto, aunque se tenga que p > g
o viceversa, el sistema tiende a un equilibrio en el que ambas poblaciones son distintas de
cero:

28



t—o0 N p+g 0 p
Este nuevo equilibrio, en el caso del qubit, siempre se podra escribir mediante una
nueva matriz de densidad térmica, aunque las w; de esa pys varien con respecto a las w;

del hamiltoniano original. Esto no es cierto, sin embargo, para otros qudits de dimensio-
nalidades mayores.

lim p(t) = — (9 O). (4.36)

4.3.2. La imagen de Heisenberg

Analicemos ahora el proceso de pérdidas y ganancias en la imagen de Heisenberg. En
t = 0 los cuatro operadores de nuestra base serdn, como de costumbre, la identidad y las
tres matrices de Pauli. En la ecuacién de Lindblad (2.22) para los operadores o_ (4.3) y
o4 (4.4), a diferencia de en los casos de unicamente pérdidas o ganancias, las ecuaciones 11
y 22 estan realmente acopladas, por lo que hay que resolverlas conjuntamente. Teniendo
presente que por hermiticidad no son realmente cuatro resultados independientes, estos
son los a;;:

—(p+g)t —(pt+g)t _
an(t) = o, e g pe T TP
p+g p+g
ara(t) = Cge™ 2Bttt (4.37)
Qo1 (t) _ 0216—%—%t—iwt '
—(p+g)t —(ptg)t _
an(t) = 0,2 TP o 98T 9
Pty p+g
Con las formas (4.15) de cada A;(0) ajustamos las C,,,, para cada A;(t):
10
AO(t> - (0 1)
¢ gt itw
Al(t> = 67%7? (e—oitw 60 )
¢ gt _ s ottw
Ap(t) = e 5% (zegtw 5 ) (4.38)
2pe~ (PT9)t_pig 0
_ +
A3(t) - ( pOg _gge—(p+g)i_p+g> :
pt+g

De (4.38) y aplicando la definicién (2.15) se consiguen directamente las C(t). Estas
son las distintas de cero:
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e—Pw + e~ Pw2

(Ag(0)Ag(t)) = ey )
(Ao(0) As (1)) = #
(A1(0)A;(t)) =e 7% Pt ; o—Bw2—itw
(A1(0)As(t)) = e 5% jePertit ; so—Bwa—itw
A0 — - T i .
(A5(0)As(t)) = e~ 2% e~ bty ; o~ Bua—itw
R 7 A
ot — (ro)t
(A3(0)As(t)) = e 2pe_ Y PHY | hen29C - g—)F pP—g

Tomamos como operador, como en otros casos, A(t) = A;(t) ++/a A3(t). En este caso
de pérdidas y ganancias obtenemos que

7 5
o= _Zptglerme _ (4.40)
e~b1 (2pe”PHIT — p o+ g) + et (29e”PHIS 4 p — g)

y demostramos asi que en este caso también es posible hacer que A = 1.

Para el operador obtenido

Z(p+gle i
A t) = A t + [ us
(1) = A1) \/e—bwl (2pe=PH9S — p + g) 4 b2 (2ge” PTIL 4 p — g)

As(t)  (4.41)

y los valores numéricos de w; = 3, wa = 1, 8 =1, p = 02y g = 0,2 la correlacion
normalizada C'(t) describe la trayectoria de la figura (4.3).

En este caso, al ser p y ¢ iguales, el limite de C (t) para tiempo infinito es igual a cero,
pero esta no es una caracteristica comun a todos los casos de pérdidas y ganancias.

4.4. El caso de defasaje puro

En las ecuaciéon LGKS (2.22) y (2.23) el limite del sumatorio estd en D? — 1, que para
D = 2 tiene un valor de 3. Esto implica que, ademés de los operadores de pérdidas y
ganancias o_ y o4 necesitamos otro L; para completar todo el espacio de operadores de
Lindblad: el operador de defasaje o,. Llamaremos d al coeficiente «; de este operador.

En este caso, al ser o, hermitico, L; = L;. Lo que es més, o2 = 1. Por tanto, en algunas
de las ecuaciones de esta seccion dichos aspectos apareceran simplificados, rompiendo la
simetria visual con los casos de o_ y o, a cambio de expresiones mas sucintas y limpias.

30



Re C(t)

f I I
0.4 0.6 0.8 110

Figura 4.3: Evolucién de la correlacién bajo operadores o y 0. Sin pérdidas ni ganancias,
en azul, C(t) describiria una elipse en el plano complejo. Para p y g iguales, en amarillo,
espiralea hacia el origen.

4.4.1. La imagen de Schrodinger

Analicemos como funciona o, como operador de Lindblad en la imagen de Schrodinger.
Tenemos que

d

() = —i[H, p(t)] = d[p(t) — o=p(t)o] (4.42)
que se resuelve como

pll(t) = Cll p12(t) — 012672dt7iwt (4 43)

paa(t) = Ca2 por (t) = Cype~ 2+t :

El resultado es que para un p(0) diagonal como el nuestro, p(t) = p(0), pues el efecto
de el operador de defasaje es inicamente la de hacer desaparecer los elementos extradia-
gonales. Esta desaparicién también la causaban p y g, pero a una eficacia cuatro veces
menor. Dicho de otra manera, para reducir los elementos extradiagonales a la misma ve-
locidad que con los efectos combinados de o_ y o4, d necesita ser tan solo una cuarta
parte de p + g.

4.4.2. La imagen de Heisenberg

Analicemos ahora el proceso de defasaje en la imagen de Heisenberg. Teniendo en
cuenta las propiedades de o, la ecuacién (2.22) toma la forma simplificada de

d

SA() = ilH, A1) ~ dA() ~ 0-A(t)o] (4.44)
en que las ecuaciones quedan desacopladas y
t)y=C t)=C —2dt+iwt
an( ) 11 a12( ) 126_2dt_m (4‘45)
ass(t) = Cy asn (t) = Cye .

Es directo conseguir que C,, = @y, (0) por lo que
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(4.46)

Tal y como hemos visto en la imagen de Schrodinger, para una p diagonal ninguna de
las mediciones (A;(t)) se ve afectada.

Una vez tenemos la evolucion de los observables, podemos conseguir las de las auto-
correlaciones:

(A0(0)Ao(t)) = 6,&]1—;65@ _q

(A0(0)A5(1)) = #

(A1(0)AL (1)) = 6—2dt€7ﬁ°’1“t“’ ; o—Bwa—itw

(A1(0)Ag(t)) = e je”Pertit ; jeBwa—itw .
(Aa(0) 1)) = -2 AT |
(A5(0)As(t)) = €*2dt67ﬁw1+itw ; o—Buwa—itw

(A3(0) Ay (1)) = #

(A35(0) As(1)) = # L,

En este caso de defasaje, para que tomando A(t) = A;(t) + /o Asz(t) consigamos que
la correlacién pase por el origen, siguiendo calculos semejantes a los de las ecuaciones
(4.19 - 4.21), se obtiene que

Ze %
a=— " (4.48)

e_Bwl — e_/Bw2

y, sustituyendo ese « en la forma de A(t) se obtiene que, para los valores numéricos de
w =3, wy=1,0=1yd=0,2laevolucién de C(t) describe la curva de la figura (4.4)
en el plano complejo.

4.5. El caso de pérdidas, ganancias y defasaje

Unamos, por fin, los tres operadores de Linblad en una sola ecuacién LGKS.
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Figura 4.4: Evolucién de la correlacién bajo operador o,. Sin defasaje, en azul, C(t)
describiria una elipse en el plano complejo. Con defasaje, en amarillo, espiralea hacia el
centro de la elipse azul.

4.5.1. La imagen de Schrodinger

Dado que, como hemos visto, en la imagen de Schrodinger el defasaje no produce
cambios en p(t) diagonal, podriamos pensar que este caso de pérdidas ganancias y defasaje
no sera distinto del caso en el que inicamente notamos la influencia de o_ y 0.

La ecuacién LGKS tiene la forma

olt) = - g[H o(0) = Lloopt) + p(t)o0- ~ 20_p(t)o .
— Zlo_oip(t) + p(t)o_or — 204 p(t)o-] — dlp(t) — o.p(t)o.]

2

para el caso 2-dimensional completo de tres operadores de Lindblad.

Tal y como era de esperar, los elementos diagonales permanecen inalterados con res-
pecto al caso sin defasaje (4.34), pues

~(pto)t ~(p+g)t _
pe +g ge g
pu(t) = Cpi————2 — Cyy"—— 2
p12 (t) — 0126—%t—gt—2dt—iwt (4 50)
pa(t) = C2le—§t—gt—2dt+iwt .
~(pto)t ~(ptg)t _
ge + p pe p
p22(t) =Cyp———-— —(Cj——————.
Por tanto, la evolucién de p(t) es la misma que la del caso (4.35)
—Bw pe= (P9t g B ge— ()t _g
P(t):l e ¢ ~(p+o)t ! ~(r+o)t
Z 0 675“-72 ge pTg —+p . efﬂwl pe pTg —p
pty p+g
(4.51)

y son validas las ideas y explicaciones que aplicamos para dicho caso de tnicamente
pérdidas y ganancias.
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4.5.2.

La imagen de Heisenberg

Por fin llegamos al caso general en que se resumen y exponen todos los calculos rele-
vantes de esta seccién: recordemos que el analisis en la imagen de Schrodinger no era sino
una herramienta para la comprension intuitiva de la evolucion del subsistema estudiado,
y es sblo en la imagen de Heisenberg que calculamos la correlacion que estamos tratando

de optimizar.

Esta es la ecuacién de LGKS (2.22) para los operadores o_ o, y 0, :

d
dt

- g[J_O'+A(t) + A(t)o_o, — 20 _A(t)oy] — d[A(t) — 0, A(t)o,] .

LA =i[H, A(t)] — g[a+a_A(t) + A(t)oso_ — 20 A(t)o_]

La resolucion general de esta ecuaciéon es

_ Dby 94 1
a12<t) — 0126 st—5t 2dt+iwt

_ Dby 94 3
a21(t) — 0216 st—St—2dt—iwt

an(t) = Cy

Cllpe (p+g)t + g B pe_(p+g)t — p
+9g p+g

ge_(p+g)t _|_ p : ge_(p+g)t — g

<z - 1/
Pty Pty

y, por tanto, para las formas de A;(0) (4.15),

2pe— (Pt _pig 0
ptg
0 _2ge= (¥ pig | -

p+g

Las correlaciones distintas de cero son
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e~ Pw + e~ Pw2

(Ap(0)Ap(t)) = e ]
(Ag(0)As(t)) = #
(A1(0)A1(t)) = e_%t—%t—wte_ﬁwl“tw ; o~ Pwa—itw
(A1(0)Aq(t)) = e~ B2t je Pertit ; je—Bwa—itw
A0 = - T e .
(A2(0)Ax(t)) = 6_%—2—2dt6_ﬁwl+itw ; o~ Buwa—itw
Ipe—(P+a)t _ - B
(e ae) = 7= (p+g)Zp I b (p+9;LZ]9 ’
2pe” PH" — 2ge—P+a)t _
(A3(0)A3(t)) = e ™ pe o g)Zp +g 4 pbwn 29€ o g_)FZp g

por lo que para que tomando A(t) = A;(t) + /a As(t) la correlacién C(w/w) sea igual a
cero necesitamos que « tome la siguiente forma:

—LT_9%_24¢
a=— - 2 rgle S— . (4.56)
b1 (2pe” PHIL — p - g) 4 embez(2ge”PHIE 4 p — g)
Mediante la existencia de ese a demostramos que incluso para el caso con los tres
tipos de decoherencia (pérdidas, ganancias y defasaje) es posible hacer que A = 1. Para
el operador A(t) obtenido y los valores numéricos de wy = 3, wy =1, 8 =1, p = 0,2,

g=0.2y g=02la C(t) describe en C la curva de la figura (4.5).

Im C(t)

Figura 4.5: Evolucién de la correlacién bajo operadores o, o y 0. Sin pérdidas, ganan-
cias ni defasaje, en azul, C(t) describirfa una elipse en el plano complejo. Para p, g y d
positivos, en amarillo, tiende hacia un punto de la recta real.

Como ocurria en la figura (4.3), al ser p = ¢ tenemos que C(t) tiende a cero en el
limite t — oo. Pero, como se puede comprobar jugando un poco con el grafico manipulable
del archivo adjunto 4.5.2.- Manipulable 6 parametros.nb, esto no siempre es asi. Por
otra parte, para proporciones p : g : d bien afinadas es posible hacer que la autocorrelacion
pase mas de una vez por el origen, incluso infinitas veces, pese a sufrir los efectos de la
decoherencia.
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Capitulo 5

Conclusiones

Con la programacién de 4.5.2.- Manipulable 6 pardmetros.nb concluye el trabajo
propuesto: tras el analisis realizado, podemos decir que hemos conseguido nuestro obje-
tivo de optimizar las autocorrelaciones de los observables para su uso como medida de
caracterizacion del sistema.

Al estudiar la evolucién en del qubit bajo operadores de Lindblad hemos sentado
nuestras las bases tedricas para el desarrollo del formalismo necesario para estudiar mas
a fondo los sistemas cuanticos. Mediante las herramientas de la ecuaciéon LGKS y la
autocorrelacion se han estudiado sistemas en equilibrio térmico, como base también para
el andlisis de los fenémenos que ocurren fuera de dicho equilibrio. Ademas, en todos los
casos analizados se ha logrado aumentar la visibilidad normalizada A al méximo mediante
el ajuste del observable inicial A(0): al escoger los coeficientes de las matrices hermiticas
de la base en la que escribimos el observable escogiendo la proporcion correcta, se consigue
que la correlacién C(t) se haga cero en un tiempo minimo. La existencia de este tiempo
minimo es reminiscente de los tiempos minimos que aparecen al analizar los limites de

velocidad cudnticos (también llamados QSL, por sus siglas en inglés).

Hemos visto cémo, pudiendo elegir nuestro A(0) se puede lograr que A = 1. De
manera notable, este resultado se cumple incluso en sistemas abiertos y expuestos a la
decoherencia: este tipo de sistemas tienden a degradarse velozmente y, sin embargo, este
método no se ve afectado por ello. De hecho, el tiempo ¢; necesario para que C(t;) = 0 no
varia al introducir operadores de Lindblad, pues sélo depende del hamiltoniano H. Aun
en los casos en los que la eleccién de nuestro A(0) no hace que |C(t)|min = 0, existe un
tiempo mayor que cero en el que pasar del maximo a dicho minimo. Esta reminiscencia
de los limites de velocidad cuanticos es senalable y digna de mayor estudio.

Como otras tareas pendientes quedan, por ejemplo, el anélisis explicito de la evolucién
de la correlaciéon en sistemas decoherentes de dimensiones superiores a dos. Es de esperar,
sin embargo, que dichos sistemas también puedan conseguir la visibilidad méaxima, tal
y como pueden conseguirla los sistemas cerrados de esas dimensiones. Al aumentar el
tamano de la base de los observables, si es posible elegir cualquier A(0), no se reducen las
opciones disponibles sino que se aumentan, por lo que cabe pensar que no solo sera posible
hacer que A = 1 en D > 2, sino que de hecho serd més facil que en D = 2. En estos
qudits de dimensiones superiores se espera también nueva fenomenologia, al existir en estos
espacios operadores de Lindblad que interactian de méas maneras con el hamiltoniano que
las encontradas en un qubit expresado en una matriz de cuatro elementos. También es
esperable nueva fenomenologia en sistemas con diferencias de energia no conmensurables,
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en los que la interaccion entre tres o mas frecuencias puede dar lugar a evoluciones no
periodicas del sistema incluso en qudits aislados del ruido.

Por otra parte, otro caso de estudio interesante es el de la restriccién de la eleccién del
A(0). No en todos los sistemas fisicos es posible medir todos los observables por lo que,
en un sistema donde la seleccion del A(0) no es libre, puede darse que incluso en el caso
6ptimo A no pueda llegar a ser igual a 1. Podria ser, incluso, que no todos los observables
que se puedan llegar a medir tengan la misma resolucion de medicién y que, debido a
esto, sea mas conveniente elegir un observador con una A teérica menor. Por tanto, estos
casos deberian estudiarse sobre sistemas fisicos especificos, pues la casuistica es enorme.

Otro punto que podria dar lugar a trabajos ulteriores es, en casos en los que queramos
acelerar las medidas afectando a la visibilidad lo menos posible, el de la maximizacién no
de A, sino la magnitud 2/,.

En resumen, la utilidad de la autocorrelacién de los observables como herramienta para
la caracterizacion de sistemas cuanticos ha quedado demostrada, no sélo por el trabajo
realizado sin por el amplio abanico de ellos que quedan por realizar.
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