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LABURPENA

Ikerkuntza lan honetan, tentsio eta desplazamenduetan oinarritutako elementu finituen
metodoak aztertu dira eta laminatu konpositeen analisian aplikatu dira.

Elementu finitu metodoak desplazamenduetan oinarrituta daude eta honen arrazoia
Elementu Finituen historian aurkitzen da. Egitura diskretuen analisian bi kalkulu
metodo sortu ziren: Desplazamendu eta indar metodoak. Indar metodoan ezezagun
nagusiak indarrak dira eta oreka estatikoan mantentzeko indar erredundanteen
aukeraketan oinarritzen da. Desplazamendu metodoan, ezezagun nagusiak
desplazamenduak dira. Desplazamendu metodoaren formulazioa programatzeko
errazagoa zenez, konputagailuak sortu zirenean indar metodoa desagertu zen.

Solido elastikoaren analisian ere oreka eta bateragarritasunaren ekuazioak tentsioetan
eta desplazamenduetan ezar daitezke, sistemaren ezezagunak desplazamendu edo
tentsioak direnaren arabera. Bestalde, Lan Birtualaren Printzipiotik (PVW) solidoaren
oreka ekuazioak deduzitu dira, eta Lan Birtual Osagarriaren Printzipiotik (PCVW)
bateragarritasun ekuazioak.

Elementu finituen metodoetan, Zurruntasun metodoa (SM) aztertu da. Metodo hau
gehien erabiltzen dena da eta PVW oinarritzen da. Bestalde, Patnaik-ek garatutako
Indar Metodo Integratua (IFM) eta Indar Metodo Integratu Duala (IFMD) aztertu
dira. Bi metodo hauek PVW eta PCVW printzipioetan oinarritzen dira. Bi metodo
hauen formulazioak deformazio orokortuen kontzeptuan oinarrituta daude eta
elementu finituetan, kontzeptu hori ez da argi ikusten. Lan honetan, IFMD
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metodoaren ekuazio nagusiak kalkulatzeko bide zuzen bat aurkeztu da, PVW eta
PCVW printzipioen aplikaziotik, eta deformazio orokortuak erabili gabe.

Bestalde, Pianek garatutako metodo hibridoak (HM) aztertu dira. Hasieran, energia
osagarri minimoaren printzipioan oinarrituta zeunden, eta gero, elementu hauen
formulazioa Hellinger-Reissnerren printzipioa aplikatuz garatu zuen, tentsio eta
desplazamendu eremuak independenteak suposatuz. IFMD metodoa eta Pian-en HM
metodoak baliokideak direla frogatu da.

HM eta IFMD metodoetan, elementuaren malgutasun matrizearen alderantzizkoa
kalkulatzeak konputazio kostua handia du. Arazo hori saihesteko, Zhang et al.-ek HM
metodoetan proposatutako ortonormalizazio metodoa IFMD metodoan aplikatu da
mintz-elementu anisotropoaren malgutasun matrizea diagonalizatzeko. Bi metodo
hauetan PVW eta PCVW printzipioak inposatuta daudela adierazteko, Zurruntasun
Indar metodoa (SFM) deituko zaio, honen formulazioa tentsioetan eta
desplazamenduetan oinarrituta baitago.

Azkenik, SFM metodoaren aplikazioa norabide bakarreko laminatuak aztertu da, eta
horretarako, mintz eta plaka elementuak formulatu dira laminatu ortotropoak eta
anisotropoak suposatuz:

1. SFM metodoaren aplikazioa Mintz-elementuetan. Mintz-elementuaren oreka
eta malgutasun matrizeak kalkulatu ondoren, norabide bakarreko konpositeekin bi
adibide analizatu dira eta SM metodoarekin eta hurbilketa analitikoekin konparatu

dira: Hegal-habe ortotropoa makurduran eta trakzio zeiharraren saiakuntza.

2. SFM metodoaren aplikazioa plaka elementu laukizuzenean. Plaka elementu
laukizuzenaren oreka eta malgutasun matrizeak kalkulatu dira. Ondoren, norabide
bakarreko hiru puntuko makurdura zeiharraren analisi elastiko eta lineala aztertu
da. Saiakuntza hau aukeratu da honen emaitza esperimentalak, analitikoak eta
numerikoak aurretik ezagutzen direlako. SFM metodoaren bitartez plaka
elementua formulatu ondoren, SFM eta SM metodoekin lortutako emaitzak

konparatu dira.
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1.1 ELEMENTU FINITUEN HISTORIA

Elementu finituen metodoa (Finite Element Method, FEM) oso tresna garrantzitsua da
duela zenbait urte ebazterik ez zeuden problema konplexuen analisia egiteko.
Simulazioaren arloan, adibidez, zikloien ibilbidea aurreikusteko, ordenagailuz auto-
istripu bat simulatzeko edo hegazkin baten fuselajea diseinatzeko, tresna oso
garrantzitsua bilakatu da. Ingeniaritzan eta industria diseinuan, FEM hainbat arlotan
erabiltzen da: Egituren kalkuluan, beroaren transferentzian, jariakinen fluxuan eta
potentzial elektromagnetikoan, besteak beste.

1.1 Irudia. Auto-istripu baten simulazioa

FEM metodoan problema erreala diskretizatu egiten da, hau da, portaera ezagutu
daitekeen osagaietan banatzen da. Diskretizazioaren kontzeptua antzinatik ezagutzen
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da. Egiptoarrek diskretizazioa erabiltzen zuten piramideen bolumena kalkulatzeko.
Arquimedesek (287-212 K.A) metodo bera erabiliz solido ezberdinen bolumena eta

azalerak kalkulatzen zituen.

Sistema diskretuetan, osagai kopuru finitu baten bitartez sistema errealaren modelo
egokia lortzen da. Sistema jarraituetan, berriz, sistema errealaren modeloa egiteko
elementu kopurua infinitua denez, ezin da numerikoki soluzio zehatza lortu. Elementu

kopuru finituan diskretizatzean modelo hurbildua lortzen da [1].

Hasieran, FEM metodoa egituren kalkuluaren eremuan garatu zen. 1940an McHenry-
k [2] eremu jarraituaren zati txikien ordez barra sinple elastikoak jarriz, problemaren
ebazpen oso egokiak lortzen zirela frogatu zuen. 1943an Courant-ek [3], bariazioaren
kontzeptua barneratuz tentsioak kalkulatu zituen eta interpolazio funtzioak erabiliz

emaitza numeriko hurbilduak lortu zituen.

wly
-Mi’.
‘HI!" .
ol

N

) -
z

1.1 Irudia. Egitura diskretuen analisia

1947an, Levy-k [4] Indar Metodoaren (Force Method, FM) formulazio matriziala
lehenengo aldiz garatu zuen. FM metodoan indarrak dira ezezagun nagusiak [5-7] eta
sistema oreka estatikoan mantentzeko beharrezkoak ez diren indar erredundanteak
aukeratu behar dira. Hauek kalkulatzeko, oreka eta bateragarritasun baldintzak
inposatu behar dira, hau da, desplazamendu bateragarriak sortzen dituzten indar
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erredundanteak aukeratu eta kalkulatu behar dira. FM metodoan indar erredundanteen
modelo egokia aukeratzea funtsezkoa da [8].

rd e rd
N N N

A : 2 > A
1.2 Irudia. Indar metodoan, a/ Egitura hiperestatikoa; b/ eta ¢/Egituraren ezezagun

hiperestatikoak aukeratzeko bide desberdinak.

1953an, Levy-k [9] indar erredundanteen analisia saihesteko Zurruntasun Metodoa
(Stiffness Method, SM) proposatu zuen. Ebazteko prozedura oso neketsua zenez
metodo honen baliagarritasuna ez zen ikusi konputagailuak agertu arte. SM metodoan
kalkuluak sistematizatzeko prozedura eta konputazio kostua oso egokiak ziren. FM
metodoan,  berriz, programatzeko eragozpenak hasieratik  ikusi  ziren,
hiperestatikotasun gradu handiko egituretan batez ere. 1956an, Turner et al.-ek [10],
SM erabiliz barra-elementuak eta plaka elementu triangeluarrak lehenengo aldiz
formulatu zituzten. 1960an, konputagailuen garapenarekin batera FM metodoa
desagertzen hasi zen [8]. Clough-ek [11], elementu triangeluarren eta laukizuzenen
analisian, FEM gaur egun ezagutzen den moduan formulatu zuen eta elementu finitu
hitza lehenengo aldiz erabili zuen. Przemieniecki-k [12] FEM metodoaren aplikazioa
egituren analisian aurkeztu zuen eta Zienkiewicz-ek [13] FEM metodoa orokortu
zuen, edozein problematan aplikatu ahal izateko.

1.3 Irudia. Eremu jarraituen diskretizazioa
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1.2 DESPLAZAMENDU ETA INDAR METODOAK

FEM metodoan bi formulazio desberdin erabil daitezke: Desplazamendu eta Indar
metodoak, problemaren ezezagun nagusiak desplazamenduak edo barne indarrak
direnaren arabera. Hauek eremu bakarreko formulazioak dira, hauen ekuazio

nagusietan desplazamenduak edo indarrak bakarrik agertzen baitira.

FEM metodoaren bitartez egindako analisietan, SM metodoa solidoen eta egituren
mekanikan maiz erabiltzen den kalkuluko prozedura da [14]. Metodo honetan
ezezagun nagusiak desplazamenduak dira eta hauek kalkulatzeko, elementu
bakoitzaren oreka ekuazioak aplikatzen ditu, nodoetan aplikatutako kanpoko kargak
eta nodo hauetan sortutako desplazamenduak erlazionatuz. Formulazio honen

deskribapena 4.3 atalean aztertuko da.

FM metodo klasikoa programatzeko SM baino zailagoa denez, ia desagertu egin da.
Bestalde, indar erredundanterik erabiltzen ez dituen beste indar metodoa Indar
Metodo Integratua (Integrated Force Method, IFM) da. 1973an, Patnaik-ek metodo
honen aplikazioa egitura diskretuetan argitaratu zuen [15,16]. Lan horretan, oreka
ekuazioak ez ezik, bateragarritasunaren baldintzak ere erabiltzeko ideia agertzen da.
Metodo honetan ezezagun nagusiak barne indarrak dira. 1986an, Airyren eta
Beltrami-Mitchellen formulazioetan oinarritutako FM eta IFM metodoen arteko
konparaketa burutu zuen [17]. Urte berean, IFM metodoaren bariazio funtzionala
garatu zuen [18], Lan Birtualaren Printzipioa (Principle of Virtual Work, PVW) eta
Lan Birtual Osagarriaren Printzipioan (Principle of Complementary Virtual Work,
PCVW) oinarrituta dagoena. Elastikotasunean, Patnaik et al.-ek printzipio hauek
aplikatu zituzten Beltrami-Mitchell formulazioa ezartzeko eta azkenik, IFM

metodoaren ekuazioak sistema jarraituetan lortu zituzten [19,20].

Patnaik et al.-ek bateragarritasun ekuazioak lortzeko bide sistematiko bat garatu
zuten, sistema jarraitu eta diskretuetan aplikatuta [21,22] eta ondoren, IFM
metodoaren formulazioa elementu finituen metodoan aplikatu zuten [23]. Bi [24] eta
hiru [25] dimentsioko hainbat elementuren gobernu matrizeak sortu zituzten, material

isotropoa suposatuz.

Patnaik-ek Indar Metodo Integratu Duala (Dual Integrated Force Method, IFMD)

garatu zuen [26] IFM metodoaren formulazio berdina erabiliz, baina SM metodoaren
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ekuazio nagusiaren egiturarekin, hau da, ezezagun nagusiak desplazamenduak izanik.
IFM eta IFMD metodoek formulazio berdina dute eta emaitza berdinak lortzen dira,

bai tentsioetan, bai desplazamenduetan.

Bestalde, Fraeijs de Veubeke-k SM eta FM metodoak emaitza errealaren goiko eta
beheko limiteak direla ikusi zuen [27]. SM metodoa desplazamendu-eremu
bateragarri baten hipotesian oinarrituta dago. PVW printzipioaren aplikazioak oreka
baldintzak betetzen direla bermatzen du. Sistemaren desplazamendu onargarri guztiak
sartuta ez daudenez, sistemak egoera errealean baino eragozpen gehiago ditu,
lortutako emaitza zurrunegia da eta bere energia beheko limitea izango da [28].
Bestalde, Indar Metodoa tentsio eremu orekatu baten hipotesian oinarrituta dago.
PCVW printzipioaren aplikazioak bateragarritasunaren ekuazioak betetzen direla
bermatzen du. Sistemaren tentsio onargarri guztiak sartuta ez daudenez, sistemak
egoera errealean baino eragozpen gutxiago ditu, sistema malguagoa da eta bere
energia goiko limitea izango da. Ondorioz, Fraeijs de Veubeke-k analisi dual bat
proposatu zuen, desplazamendu eta oreka moduen txandakako erabilpenean
oinarrituta, lortutako goiko eta beheko limiteekin konparatuz emaitza errealarekin
konbergentziaren estimazio kuantitatiboa lortzeko.

1964. urtean, eremu anitzeko elementuak sortu ziren: Elementu Misto (Mixed Finite
Element Method, MFEM) eta hibridoak (Hybrid Finite element method, HFEM). Urte
horretan, Pian-ek tentsio elementu hibridoak lehenengo aldiz formulatu zituen [29].
Hasieran, elementu hibridoen formulazioa Energia Osagarri Egonkorraren
Printzipioan oinarrituta zegoen [30], eta gero, Hellinger- Reissner-en Printzipioan
oinarritu zen [31], tentsio eta desplazamendu eremu independenteak suposatuz.
Elementu mistoa eremu anitzeko funtzionalen bitartez formulatuta dagoen elementua
da eta hauen ekuazio nagusietan aldagai bat baino gehiago agertzen da. Elementu
hibridoa, berriz, eremu anitzeko funtzionalen bitartez formulatuta dagoen elementua
da, baina lortutako ekuazio nagusian ezezagun bakarrak nodoetako desplazamenduak
dira [29].

Azken urteotan, Elementu Finituen analisian [FM metodoaren aplikazio berriak
argitaratu dira [32-37]. Lan hauetan IFM metodoaren bitartez plaka mehe - elementu
berriak formulatu dira material isotropoetan, oreka eta malgutasun matrizeak

kalkulatu ondoren.
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1.3 MATERIAL KONPOSITEAK

131 AZALPEN OROKORRA

Material konpositea honela defini daiteke: eskala makroskopikoan 2 fasez edo
gehiagoz osatutako materiala, bere ezaugarri mekaniko espezifikoak osagaiek banaka
dituztenak baino hobeak izanik [38,39]. Faseetako bat oro har ez jarraitua, zurrunagoa
eta erresistenteagoa izaten da eta errefortzua deitzen zaio. Bestea malguagoa da eta
matrizea deitzen zaio (1.4 Irudia).

Matrizea
Errefortzua

1.4 Irudia. Konpositeen faseak

Zuntz errefortzuak zurruntasuna eta erresistentzia handiak igortzen ditu zuntzen
norabidean. Matrizeak zuntzei kanpoko karga igortzeaz gain babesa eta sostengua

ematen die eta zuntzen arteko tentsio igortze lokala ahalbideratzen du.

Material konpositeak heterogeneoak dira, matrizearen eta zuntzen propietateak
desberdinak baitira. Hala ere, makro-mekanikak materiala homogeneoa suposatzen
du, hau da, zuntzen eta matrizearen arteko desberdintasuna kontutan hartu gabe,
materialak bere osotasunean duen portacra mekanikoa analizatzen du [40].

Material konpositeen propietateak faktore hauen menpe daude: Matrize eta
errefortzuaren propietateak, errefortzuaren kantitatea, errefortzuaren orientazioa eta
konpositearen ekoizpen metodoa. Errefortzuaren arabera, konpositeak honela sailka
daitezke [41]:

1. Zuntzez osatutako konpositeak.

Material hauek ezagunenak dira propietate mekaniko oso altuak ematen dituztelako.

Zuntzak, luzera-diametro erlazioa oso handia duten materialak dira eta bere egitura
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anisotropoa da. Orokorrean matrizeak poliester edo epoxi erretxinak izaten dira.
Material hauen propietate mekanikoak oso anisotropoak izaten dira eta zuntzen
matrizean kokatzeko moduaren arabera asko aldatzen dira. Zuntzak jarraituak edo ez
jarraituak izan daitezke. Zuntzak ez jarraituak norabide bakarrean edo ausaz jar
daitezke (1.5 Irudia).

Jarraltuak

1.5 Irudia. Konpositeak Zuntzen kokapenaren arabera

2. Partikulaz osatutakoak

Partikulak norabide guztietan dimentsio berdintsuak dituzten errefortzuak dira.
Partikulaz osatutako materialik ezagunena hormigoia da. Material honetan partikulak
elkorrak dira eta matrize zeramikoa zementua da. Material polimeriko batzuk ere,
betetzeko gehigarriak sartzean partikulaz osatutako konpositeen portaera dute.
Errefortzuaren eragina handiagoa izaten da partikulak txikiak direnean eta matrizean
ondo banatzen direnean. Propietate mekanikoak ere partikula kopuruarekin hobetzen
dira. Edozein material erabil daiteke partikulaz osatutako konpositeak ekoizteko:
metalak, polimeroak eta zeramikoak .

3. Egitura - konpositeak

Konposite hauek material konposite eta material homogeneoen konbinaketatik lortzen
dira. Hauen artean laminatuak eta sandwich panelak daude (1.6 Irudia).

NN

Laminatu konpositea Sandwich konpositea

1.6 Irudia. Laminatu eta sandwich konpositeak
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Laminatuak norabide jakin batean erresistentzia eta zurruntasun handiko laminen
pilaketak dira. Laminak pilatzean, lamina bakoitzaren zuntzaren norabidea aldakorra

denez laminatuaren ezaugarri mekanikoak lamina pilaketaren baitakoak dira.
Sandwich konpositeen egitura honela osatuta dago:

1. Hegalak: Kanpoaldean bi lamina mehe zurruntasun eta erresistentzia
altukoak.

2. Nukleoa: Materiala oso arina da, hegalak banatzeko eta indar ebakitzaileak
hegal batetik bestera transmititzeko jartzen da.

3. Hegalak eta nukleoaren arteko fase-artea: Honen helburua nukleo eta hegalak
lotuta mantentzea eta kargak transmititzea da.

132 LAMINATU KONPOSITEAK

Laminatu konpositeak zuntzen orientazio desberdineko laminak bata bestearen
gainean pilaturik dituzten materialak dira, bere lodiera laminatuen planoko
dimentsioak baino askoz ere txikiagoa izanik.

Zuntz eta matrizearen materialaren arabera eta laminen kokapenaren arabera laminatu
desberdin anitz egin daitezke. Hau da, erabiltzen den zuntz-luzera, zuntz kantitatea
eta matrizean barneratzeko moduaren arabera, laminatuen portaera mekanikoa

desberdina izango da.

Zuntz luzez osatutako material konpositetan, zuntzaren norabidean eta zuntzarekiko
zeharka propietateak desberdinak dira, eta beraz, material anisotropoak dira. Lamina
egiteko zuntz luzez osatutako konpositea erabiltzen bada, orduan laminaren portaera
ortotropoa izango da. Materialaren puntu bakoitzean 3 simetria-plano aurki daitezke
beraien artean elkarzut direnak: ortotropia plano nagusiak dira [38,42].

Norabide bakarreko zuntzen kasuetan, laminak zuntzaren norabidean erresistentzia
eta modulu altuak izaten ditu eta zuntzarekiko elkarzuta den norabidean, berriz,
baxuagoak. Laminatuaren propietateak lamina bakoitzaren zuntz-orientazioa eta

pilaketa-sekuentziaren funtzioan aldatzen dira.
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1.3.3 LAMINATU KONPOSITEEN TEORIAK

Laminatu konpositeak aztertzeko, desplazamendu eremuaren sinplifikazioak onartzen
dituzten teoriak erabiltzen dira. Teoria hauek bi talde nagusietan sailka daitezke [43]:

1. Geruza Bakar Baliokideen Teoria (Equivalent Single Layer Theories, ESLT)

ESLT teoriak erabiliz plaka laminatu laukizuzenak makurduran aztertzen dituzten
hurbilpen analitikoak aurki daitezke [43]. Bi dimentsiotako teoriak direnez sinpleenak
dira. Ezberdintasuna laminaren planotik kanpoko ebakiduraren eragina kontutan
hartzea hala ez hartzean datza. ESLT teoriak honakoak dira:

(1) Plaka Laminatuaren Teoria Klasikoa (Classical Laminated Plate Theory,
CLPT)

(i) Lehen Mailako Deformazio Teoria (First-order Shear Deformation Theory,
FSDT)

(iii) Goi Mailako Teoriak (Higher-Order Theories, HOT)

CLPT teoriak tentsioak planoan bakarrik kalkulatzen ditu. FSDT teoria CLPT
teoriaren lehenengo optimizazioa da, indar ebakitzailearen eragina kontuan hartzen
duelako eta planotik kanpoko tentsio ebakitzaileak lortzeko aukera ematen duelako.
Bi teoria hauek ESLT teoria sinpleenak dira eta laminatuen portaera mekanikoa modu
egokian laminatu mehetan bakarrik aurreikusten dute, hauetan ebakiduraren eragina
arbuiagarria baita.

Deformazioak Tentsioak

1.7 lIrudia. Laminatu ez simetriko baten tentsioen eta deformazioen banaketa makurduran

Limite hori gainditzeko HOT teoria sortu zen. HOT teoria aurreko hipotesi berdinetan
oinarrituta dago, baina desplazamendu eremua hurbiltzeko erabiltzen den
polinomioak goi mailakoak dira. Teoria honek laminatuaren portaera zehatzago
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deskribatzen du, eta tentsioak laminatuaren lodieran zehar hobeto banatzen ditu.
Edozein ordenako polinomio bat erabil daiteke, baina gehien erabiltzen den teoria
Reddy-k garatutako 3. Mailako Deformazioaren Teoria da (Third Order Shear
Deformation Theory, TSDT) [44].

2. Geruzaz Geruzako Teoriak (Layer Wise Theories, LWT)

Bestalde, Geruzaz Geruzako Teoriak, LWT, laminen arteko o,, , 14, eta 1, tentsioen
jarraitasuna kontsideratzen du, eta emaitzak zehatzagoak ematen ditu, o,,. zeharkako
tentsio normalean batez ere. LWT teorietan, ESLT teorien limiteak gainditzeko eta
Paganoren emaitza “zehatzak” lortzeko ahalegin handiak egin dira [45,46]. Savoia eta
Reddy-ren hurbilketa analitikoak [47] Paganoren emaitzak laminatu angeluarretara
hedatzen ditu, eta horregatik, beste hurbilketak egiaztatzeko erreferentzia bihurtu dira.

Soluzio analitikoa lortzen duten metodoek geometria sinple eta portaera elastiko
lineala den kasuetan bakarrik aplika daitezke. Beraz, metodo numerikoak
ezinbestekoak izaten dira material konposite baten portaera aztertzeko. Konpositeen
analisian FEM da gaur egun gehien erabiltzen den metodo numerikoa. Material hauen
portacra simulatzeko FEM metodo gehienak desplazamendu metodoan oinarrituta
daude. Alde batetik, formulazioa oso sinplea da, eta bestetik, programa komertzialek
erabiltzen duten formulazioa da.

1.4 TESIAREN HELBURUAK

Patnaik-ek proposatutako IFM eta IFMD metodoetan ekuazio nagusiak lortzeko ez da
Lan Birtualen Printzipioa bakarrik inposatzen, Lan Birtual Osagarriaren Printzipioa
ere inposatzen da. Horregatik emaitzak onak ematen dituzte, bai desplazamenduetan,
bai tentsioetan. Beraz hasierako helburuak honakoak dira:

— IFM eta IFMD metodoak analizatzea eta ulertzea, bai metodo hauen
aplikazioa eta bai deformazio orokortuen esanahia sistema jarraituetan ere.

— IFMD metodoa aplikatuz norabide bakarreko laminatuak aztertzea, eta mintz
eta plaka elementuen formulazioan inplementatzea, laminatu ortotropo eta

anisotropoen kasuetan.

10
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10.

11

12.

— IFMD eta SM metodoak aplikatuz, elementu finituen analisia egitea eta
lortutako emaitzak hurbilketa analitiko eta esperimentalarekin konparatzea.
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SOLIDO ELASTIKOAREN ANALISIA

2.1 SARRERA

Elastikotasunaren teoriaren helburua kanpoko indarren eraginez gorputz elastikoen
portaera ezagutzea da. Gorputzean ari diren kanpo indarren ondorioz eta mugaldeko
baldintzak kontuan hartuz sortzen diren desplazamendu, deformazio eta tentsio
eremuak kalkulatzen dira. Orohar, tentsio egoera definitzeko tentsioen oreka
baldintzak eta deformazioen bateragarritasunaren ekuazioak planteatu behar dira
[1,2].

Elastikotasunaren gorputzeko ekuazio orokorrak eta hauekin lotuta dauden
mugaldeko baldintzak lan birtualen printzipio bariazionalen bitartez ere lor daitezke.
Lan birtualaren printzipioa aplikatuz tentsioen oreka ekuazioak lortzen dira eta lan
birtual osagarriaren printzipioa aplikatuz deformazioen bateragarritasun ekuazioak.

2.2 TENTSIO EGOERA

22.1 OREKA EKUAZIOAK

Solido baten barrualdeko O puntuaren inguruko elementu diferentzial baten oreka

aztertuko da [3-5]. Erreferentzia sistemaren jatorria O puntu bera da. Tentsioen
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osagaiak elementuaren aurpegi batetik bestera aldatzen direla suposatzen da.
2.lirudian ikusten den bezala, ertzak infinitesimalak direnez:

Aif(x,y,z):%dxi = fdx, (2.1

Non f (x, y,z) tentsioaren edozein osagai den. x;, x», x; X, y, z adierazten dute,

i=1,2,3 izanik. Tentsioak aurpegietan berdin banatuta daudela suposatzen da eta
beraz, tentsioen erresultanteak hauen aurpegien grabitate zentroetan aplikatuta daude.
Honen ondorioz, tentsioen aldaketak ari diren planoarekiko elkarzuta diren
norabidetan bakarrik kontsideratzen dira. Bestalde, gorputza erresultantea
elementuaren grabitate zentrotik pasatzen den B,, B, eta B. bolumen indarren
eraginpean dagoela suposatzen. Indar hauek grabitatorioak, elektromagnetikoak edo
inertzia indarrak izan daitezke. x ardatzean oreka ekuazioak aplikatuz honako hau
lortzen da:

ZFX =0= (o, +A,0,)dydz — o dydz + (‘ryx +A T, )dxdz -7, dxdz

o (2.2)
+(7., + Az, )dxdy — B dxdydz = 0
y
Uy"'Av(O-})
——0 tA(5)
.+ A7)
162 1}};"‘ x( Ty,
Togueeeesseens
¥
T+ AT :
o200 S— v o+ Ay(0y)
H v
=
; ot A7) T+ A7)
Ty
O O—Z+AZ(GZ) X
z}x‘ ............... ’
Oy
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2.1 Irudia. Puntu bateko tentsio egoera.

(2.1) ekuazioan emandako aldaketen esanahia kontuan hartuz, oreka ekuazioa y eta z
ardatzetan aplikatuz eta eragiketak egin ondoren, oreka ekuazioak honako hauek dira:

0
86U+ z-y)c_‘_az-z)c +Bx:0
ox oy 0z
0 oo, 0
Txy + 0)/}' + TZ,V +Bv =0 (23)
ox oy 0z !
0
62—)(2 + Tyz + ao-zz +BZ :O
ox oy Oz

Oreka ekuazioak indize - notazioan honela adierazten dira:

o, +B,=0 (2.4)

ij,i

222 TENTSIO BEKTOREAREN OSAGAIAK. MUGALDEKO
BALDINTZAK

Edozein puntutako tentsio bektorearen osagaiak ezagututa, puntu horretatik pasatzen
den edozein planoarekiko tentsio bektorearen osagaiak lortu nahi dira. Horretarako,
2.2 irudian ertz diferentzialak dituen tetracdro formako elementua isolatzen da eta
ABC planoa puntutik pasatzen dela suposatzen da.
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| B

2.2 Irudia. Tentsio bektorearen osagaiak.

Indarrak lortzeko tentsioak eta azalerak biderkatu behar direnez, tetraedroaren

aurpegien azalerak honela erlazionatu daiteke [3]:

OBC = ABC'
OAC = ABC m (2.5)
OAB = ABC n

n=1i +mj +nk izanik, non [, m eta n n bektore normal unitarioaren norabidearen

kosinu zuzentzaileak diren. (2.5) erlazioak frogatzeko, 2.2 irudiko AC aldearekiko
elkarzuta den OBP triangelua kontsideratzen da. Beraz, OP eta BP segmentuak AC
aldearekiko elkarzuta dira. Bestalde, BP ii bektore normalarekiko elkarzuta dela

kontuan hartuz, 7 -k y norabide bertikalarekin £ angelua osatzen badu, orduan BP -k
x mnorabide horizontalarekin angelu berdina osatuko du, 2.3 irudiaren eskuinean

ikusten den bezala, m =cos £ izanik.

18
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Sy

2.3 Irudia. AC aldearekiko elkarzuta den OBP triangelua.

OAC eta ABC triangeluen azalerek ondoko erlazioa betetzen dute:

1(4c)(op
Zggz ( )(B ):cosﬂ=m (2.6)

Horrela, (2.5) ekuazioaren bigarren erlazioa frogatzen da. Beste bi erlazioak
arrazonamendu berdina jarraituz lortzen dira. Indarren oreka ekuazioak aplikatuz eta

(2.5) erlazioak kontutan hartuz ondoko erlazioak lortzen dira:

ZFX=0:>Tx-|—Bxd—V=JJ+rvxm+z'nn
ABC
dv 27
ZFy:0:>7}+Byﬁzrxyl+o-ym+rzyn (2.7)
dv

YF=0=>T +B——=t.l+7,m+o,n
ABC - !

dV tetraedroaren bolumena izanik, erlazioa gai diferentziala da, beraz,

bolumeneko indarren eragina oreka ekuazioetan arbuiagarria da tentsioekin
konparatuz. Matrize moduan, (2.7) ekuaziotik lortzen diren oreka ekuazioak honela

adieraz daitezke:
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T;r O-x 4 »x Z—zx l
T =\z, o, 7,|\m (2.8)
T; sz yz O-z n

Tentsio matrizeak bektore normala tentsio bektorean transformatzen du suposatutako

erreferentzia sisteman. Modu laburbilduan (2.8) ekuazioa honela idatz daiteke:
{7} =[eliv} (2.9)
Eta indize notazioan, (2.9) ekuazioa honela adierazten da:

I =0, (2.10)
Gainazala gorputzaren kanpo gainazala denean (2.8)-(2.10) ekuazioak mugaldeko
baldintzak dira.

T=ov, (2.11)

T, mugaldean ari den gainazal indarra izanik.

2.3 DEFORMAZIOAK

231 ELEMENTU DIFERENTZIALAREN ALDAKETAK

Gorputzaren O edozein puntutan erreferentzia sistema baten jatorria kokatuta
dago.Sistema honekin lotutako elementu diferentzial baten analisia egingo da. Puntu
honek u, v, w osagaiak dituen desplazamendua jasaten du x, y, z ardatzetan.
Desplazamenduen osagaiak infinitesimoak direla eta hauen deribatuak gutxienez
hirugarren deribatura arte jarraituak direla suposatzen da. Gainera, lehenengo
deribatuak lehen mailako infinitesimoak direla suposatzen da. Beraz, bigarren
ordenako edo gehiagoko gaiak arbuiagarriak dira. Hipotesi hauek kontuan hartuz
erreferentzia sistema kokatzeko garaian gorputzaren egoera deformatua eta
hasierakoa baliokideak kontsidera daitezke.
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2.4 irudian O eta A puntuen desplazamenduak ikusten dira. A puntuaren
desplazamenduen osagaiak x ardatzarekiko gehikuntzaren arabera adierazita daude.

Ondoko erlazio bektorialak betetzen dira:

00'=ui +vj+wk

OA=dxi
Zéf’z[u+a—udxjf+(v+@dxjj+(w+@del€ (2.12)
Ox ox ox
0'A'=0A4+A4'-00' = 1+6_u dx17+dej+a—de/€
Ox Ox Ox
A y
-7 CLELECCRREEELPPS: ,
o”“ O, 0”. ;
s.‘ ------- . .--E’P E
: 10 : - X
: A =
CHoa o

2.4 Irudia. O eta A puntuen desplazamenduak.

OA ertzaren bariazio erlatiboari deformazio unitario normala deitzen zaio eta honela

2 2 2
01— 0i \/(ngj J{Z‘}) J{gwj dx —dx
g =2 al al al (2.13)
0OA dx

adierazten da:
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Desplazamenduak eta hauen deribatuak infinitesimalak direla kontuan hartuz, dx
zatitzean (2.13) ekuazioa honela idatz daiteke:

2 2 2
gx :l 2a_u+(a_uj +[@) +(@) :a—u (214)
T2 ox Ox Ox Oox Oox

v, z norabideetan antzeko analisia egitean norabide hauetako deformazio normalak

lortzen dira:

gy:@ R (2.15)
oy S0z

Deformazio normalek hasierako elementuaren ertzen luzeraren aldaketa erlatiboa

adierazten dute, 2.5 irudian ikusten den bezala elementuaren bolumenaren aldaketa

eragiten dute.

&dy

dy
l &dx | x
dx

2.5 lrudia: Deformazio normalen eraginez ertzen luzera aldaketa erlatiboak

Aldaketa angeluarrek ardatzen angeluaren bariazioak adierazten dute. g; j norabideak
Oij planoan jasaten duen angeluaren bariazioa izango da. Adibidez, g, x norabideak
xy planoan jasaten duen angeluaren aldaketa da eta g, x norabideak zx planoan
jasaten duen angeluaren aldaketa

* x = 0denean~/1+x =1+1x
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@ dx A g

ox /V"/ NA’
a_wdx ¥ &z
Ox

(1 + a—uj dx
Ox

2.6 Irudia: O'A’ bektorearen osagaiak

Tangentea eta angelua baliokideak kontsidera daitezkeela kontuan hartuz, angelu
aldaketak 2.6 irudiaren arabera honela adieraz daitezke:

@d a—wdx
g =tang, =—C g.=tang, =0~ (2.16)
[1+jdx (l+jdx
Ox Ox

Deribatuak infinitesimoak direla kontuan hartuz, g, balioan ondoko hurbilketa egin

daiteke’
ov ou ouY
tang =—/|1—| — |[+| — | +... 2.17
Ex 8x{ (8xj (8}6} } @17

1 ordena baino gehiagoko gaiak arbuiatuz, (2.16) ekuazioa honela adieraz daiteke:

_ v _ow
g rx ax g zx ax

(2.18)

y, z ardatzei dagozkien bariazio angeluarrek ondokoak dira:

" Hurbilketa hemendik dator: lim L =l+x+x>+...

x%ol_x
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g = ou g = ow

A 2y T AL
% P (2.19)
o

gxz aZ gyz 6Z

Deformazio normalek deformazio angeluarren nomenklaturan honela barnera

daitezke, g, =¢, = a—’ =u,,. Orokorrean, g; osagaiak honela idatz daitezke:
X, ’
Ou, . . . . . .
g = . =u, ;. Gainera, osagai simetrikoa eta antisimetrikoan deskonposa daitezke:
i Ay
J
1 1
& :E(g,.].+gﬁ)+5(gij—gj,.)=sl.j+a)y. (2.20)
Non:

1
& = E(gij +g;)
2.21)

1
@; :E(gij —gj,-)
Indizeak berdinak direnean, hau da, deformazio normalen kasuan @, =0. Indizeak

desberdinak direnean, ¢; osagaiek deformazio tangentzialak adierazten dituzte eta @
osagaiek biraketa hutsa adierazten dute. &; osagaiak simetrikoak dira eta @, osagaiak

antisimetrikoak, hau da:
v (2.22)

2.7 irudian deskonposaketa hori xy planoaren kasuan aurkezten da. Biraketa-

noranzkoak desplazamenduen deribatuen balioekin erlazionatuta daude. g, >g,

ov_0 . .
suposatu da, hau da, A &; osagaiak angelu zuzenaren aldaketarekin
Ox Oy '
erlazionatuta daude eta @; osagaiak solido zurrunaren errotazioarekin. Biraketak

infinitesimalak direnez, ertzen luzera ez da aldatzen, 2.7 irudian ikusten den bezala.

24



SOLIDO ELASTIKOAREN ANALISIA

v v

&x

Wy

gxy X ¥ wxy

| B®

2.7 Irudia: g; deformazioaren deskonposaketa xy planoan

& deformazio normalak elementuaren bolumen aldaketarekin lotuta daude, ertzen
luzeraren aldaketak adierazten dutelako. &; deformazio tangentzialek ertzen arteko
angeluak aldatzen dituzte luzera aldatu gabe, beraz, elementuaren distortsioa eragiten
dute bolumena aldatu gabe. Ingeniaritzako deformazio tangentziala y; angelu

zuzenaren aldaketa da, y; =2¢;izanik. Angelu zuzena gutxitu egiten denean

deformazio tangentzialak positiboak dira, 2.7 irudiaren arabera.

A v A y
Yy
¥ Yay x

2.8 Irudia. Deformazio tangentzialaren baliokidetasuna.

Solido zurrunaren biraketek deformazio tangentzialetan eraginik ez dutenez, 2.8
irudiko deformazio tangentzialak elkarren baliokideak dira eta baita 2.7 irudiko
ezkerreko aldearekin ere, hauen arteko ezberdintasunak solido zurrunaren biraketekin
lotuta daudelako.

2.3.2 BATERAGARRITASUNAREN EKUAZIOAK

Deformazio-desplazamenduen arteko erlazioa honela adierazten da:
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1
& = E(ul.,j +u,,) (2.23)

(2.23) ekuazioaren bitartez deformazio tentsorearen 6 osagaiek desplazamenduaren 3
osagaiekin erlazionatuta daude. Desplazamendu eremua balio bakar eta jarraitua
1zateko, deformazio eremua ezin da arbitrarioa izan, hau da, deformazio eremuaren
osagaiek gorputzeko puntuetan zehar ezin dezakete edozein balio eduki, baldintza
batzuk bete behar dituzte. Baldintza hauek bateragarritasunaren ekuazioak dira [2,6].

Ekuazio hauek lortzeko (2.23) ekuazioetatik desplazamenduak ezabatuko dira.
Horretarako ¢; deformazioen bigarren deribatu partzialak eginez, eta deribatu

gurutzatuen berdinketa aplikatuz, honako erlazioak lortzen dira.

Ein = %( U; iw +ujlkl)

S :%(”A ity ky)
: (2.24)

& ki 5(”[ s lkz)

iy =t + 1)

Lehenengo bi ekuazioak batuz, eta azken biak kenduz, u; osagaiak ezabatzen dira eta

deformazioen arteko erlazioa gelditzen da:

—-g..=0

g, t¢& il (2.25)

ik T T €

Uj ki
(2.25) ekuazioen deribatu gurutzatuen berdinketa inposatu da. Ekuazio hauek gorputz
baten deformazioek bete behar dituzten baldintzak dira, desplazamendu eremua balio
bakar eta jarraitua izateko. (2.25) ekuazioak 81 baldintza adierazten ditu. Horietatik, 6
dira bakarrik errepikatzen ez direnak. Bateragarritasun ekuazioak deitzen dira,

honakoak izanik:
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e, 0, 0%, s, o 0s. oe, O¢,
+ = =— - +—=+
ot o’ Ox0Oy Oy0z Ox ox oy oz
0’ 2 0’¢ o’¢, oe, Oe,
>+ d %= - v Of O Oy | 0% (2.26)
0z oy 0y0z 0z0x Oy oy Oz ox
0’e. . o’e, 0%, s, 0 Os, . Oc,, . oc.,
ox* oz 0z0x ox0y Oz Oz ox oy

2.4 TENTSIO-DEFORMAZIOEN ARTEKO ERLAZIOAK

Tentsioen eta deformazioen arteko erlazioa materialaren propietateen menpe dago.
Atal honetan material homogeneo eta anisotropoak aztertuko dira. Homogeneoak
direnez, propietateak berdinak izango dira gorputzaren puntu guztietan. Anisotropoak
direnez, puntu bakoitzaren propietateak kontsideratutako norabidearen menpe daude.
Hooke-ren lege orokortuaren bitartez, puntu bakoitzaren deformazioak eta tentsioak
erlazionaturik daude. Tentsioen eta deformazioen arteko erlazioa lineala dela
suposatuz eta hasierako tentsioak eta deformazioak kontuan hartu gabe erlazio honen
adierazpena honakoa da:

o, ¢, G, C; C, C5 Cyllg
0, G, Gy Gy G Cy Cyxll&
O3 _ G, G, Gy G Gy Gyl 2.27)
Ty Cy C, Cy Cyp Cy Cully,
75 Gy, G, G G G5 Cio |75
Ts _Cm Cp Cu Cu Ci Cg 17s
(2.27) ekuazioa modu laburbilduan honela idatz daiteke:
{0}0123 = [C]om {‘9}0123 (2‘28)

[C] o1p; Zurruntasun koefizienteak izanik. (2.28) ekuazioaren bi aldeetan [C];123

biderkatzen baditugu, ondorengo ekuazioan alderantzizko erlazioa azaltzen da:

{8}0123 = [S]0123 {0}0123 (229)
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[S ] o123 :[C];123 materialaren malgutasun koefizienteak izanik. (2.29) ekuazioa modu

zabalduan idatz daiteke:

& S S S S Sis S ||
& Si Sn Sy Su S Sy || o)
& Sy Syn Sy Sy Sy Sy |0 (2.30)
V4 S S Su Su S S || T
Vs S S S Sy Sss Sse || T
7s) 1Sa Se Sa Sa Ses Ses |76

(2.27) eta (2.30) ekuazioak orokorrak dira, hau da, edozein material homogeneo,
elastiko eta linealarentzat balio dute. Hala ere, simetria materialeko planoak
daudenean koefiziente batzuk zero egiten dira. Simetria materialeko plano batekiko,
puntu batek eta bere simetrikoak propietate berdinak dituzte.

Benetan, tentsioak eta deformazioak bigarren maila tentsoreak dira eta materialaren
zurruntasun edo malgutasun matrizeak laugarren mailako tentsoreak dira. Tentsio-
deformazio erlazioak indize-notazioan honela adierazten dira:

0, =Cuén (2.31)
& =SiuOu (2.32)

Voight-en notazioa erabiliz, indize pareen kontrakzioa egiten da [7]:

1151 2332)—>4
2252 31(13)>5 (2.33)
3353 12Q21)>6
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241 ORTOTROPIA

Aztertuko diren laminatu konpositetan lamina bakoitzaren errefortzua edozein
norabidetako zuntz luzea da. Lamina bakoitzaren materialak hiru simetria-plano ditu:

13, 12 eta 23 planoak, beraz material ortotropoa da.

3, T

2, T

2.9 Irudia. Laminaren ortotropiako norabide nagusiak.

2.9 irudian lamina ortotropoaren erreferentzia sistema aurkezten da. 1, 2 eta 3
norabideak ortotropiako norabide nagusiak dira eta norabide hauekiko elkarzuta diren
planoak ortotropiako plano nagusiak dira.

Lamina ortotropo batean, tentsio eta deformazioen arteko erlazioak honako hauek

dira, zurruntasun edo malgutasun koefizienteen menpe adierazita:

0, G, G, G5 O 0 0 |le
oF C, Gy Gy 0 0 0 ||e,
G| _ Ci Cy Gy 0 0 0 |)& (2.34)
7, 0 0 o ¢, O 0 |7,
75 0 0 0 0 Cys 0 ||y
I | 0 0 0 0 0 Cg |7
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&l [Sy S, Ss 0 0 0]fq
& S, Sp 8§ 0 0 0 ||o
& S Sy S 0 0 0 |fo; (2.35)
V4 0 0 o S, O 0 T,
Vs 0o 0 0 0 S, O ||z
%) L0 0 0 0 0 S|z

Material ortotropoen tentsio-deformazio erlazioei buruz hiru puntu azpimarratu behar
dira [3], (2.34) eta (2.35) ekuazioetatik ondorioztatzen direnak:

Tentsio normal o;, o, eta o; eta y, s eta ys deformazio angeluarren arteko
interakziorik ez dago, hau da, materialaren norabide nagusietan zehar ari diren tentsio

normalek deformazio normalak bakarrik eragiten dituzte.

Tentsio ebakitzaile 7,, 75 eta 75 eta ¢;, & eta & deformazio normalen arteko
interakziorik ez dago, hau da, materialaren norabide nagusietan ari diren tentsio
ebakitzaileek deformazio angeluarrak bakarrik eragiten dituzte.

Plano desberdinetan tentsio eta deformazio tangentzialen arteko interakziorik ez dago,
hau da, materialaren ortotropiako plano nagusi batean ari diren tentsio ebakitzaileek
plano horretan bakarrik eragiten dituzte deformazio tangentzialak.

242 KONSTANTE MATEMATIKO ETA INGENIARITZAKOEN ARTEKO
ERLAZIOAK

Laminen propietate elastikoak ingeniaritzako moduan idatz daitezke, hau da,
zurruntasun eta ebakidura moduluak eta Poisson-en koefizienteen funtzioan. Zuntz
luzeko konpositea suposatzen da, non 1 norabidea zuntzaren norabidea den, 2.9
irudian ikusten den bezala . Material hau ortotropoa da.

E; zurruntasun moduluak dira, eta horrela definitzen dira:

E=2 i=123 (2.36)
&.

i

v; Poisson-en koefizienteak dira, eta honela adierazten dira:
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&
v =—2LE i j=123ectaj#i (2.37)

ij i

G ebakidura moduluak dira, honela definitzen direnak:

T T T
_ ‘e _ ‘4 _ 5
G12__ st__ G13__

Vs Va Vs

(2.38)

Materiala 1 norabidean karga axial baten menpe badago, (2.35) ekuazioaren arabera
erlazio hauek lortzen dira:

& =35,0 & =5,0, & =850, (2.39)
Ya=7s=7s=0
Bestalde, ingeniaritzako ohizko nomenklatura erabiliz:
O-l 12 13
& =— &, =—V,E =——=0, & =—VpE =——0
1 E.1 2 121 El 1 3 131 El 1 (240)
74=Vs=7s=0

Poisson-en lehenengo eta bigarren koefizienteek tentsioaren eta deformazioaren
norabideak adierazten dituzte, hurrenez hurren. (2.39) eta (2.40) ekuazioak
konparatuz, honako hau lortzen da:

1
Si=—: = =T
E, E, E,

Materialaren elementu bat 2 norabidean karga axial baten menpe badago, (2.35)
ekuaziotik lortutako deformazioak eta ingeniaritzako notazioa konparatuz, honako

hau lortzen da:

v o v
g =8,0,=—-2L & =8,0,=—= e.=S.0, =—-2

1 12%°2 Ez 2 1 22¥2 E2 3 2372 E2 2 (241)
Ya=rs=7s=0

(2.41) ekuaziotik ondoko erlazioak lortzen dira:
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1
Sp=—2, S, =—, 58, =
12 E2 22 E2 E2

1% % o
g =8,0,=—-2L & =8,0,=——=% & =S8,0,=—
1 13~3 E3 3 2 23%3 E3 3 3 33¥3 E3 (242)
Ya=75s=7s=0

eta (2.42) ekuaziotik:

1-2 planoko tentsioa 7; kontsideratzen bada, (2.35) ekuazioaren arabera eta
ingeniaritzako notazioa:

T
& =6=6=y,=y;=0 Ve = SeeTe === (2.43)
12
(2.43) ekuaziotik:
1
S =—
66 (;12
2-3 planoko tentsio ebakitzailea 7, kontsideratzen bada:
T
& =6=6=y,=7;=0 7/42544‘[4:_4 (2.44)

23

(2.44) ekuaziotik erlazio hau lortzen da:

S, =—
44 G,

Azkenik, 1-3 planoko tentsio ebakitzailea 75 kontsideratzen bada:
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T
£=6=6=0,=7=0 75:S5575:G_5 (2.45)

13

Hemendik ondoko erlazioa lortzen da:

Sy =—
55 G]}

(2.35) ekuazioa eta atal honetan lortutako emaitzak kontuan hartuz, tentsio -
deformazio erlazioak ingeniaritzako konstanteak erabiliz honela adieraz daitezke:

B IR AT 0
EI E2 E3
e L vy 0 0 0
81 El E2 E3 Gl
& Vs Ve i 0 0 0 T2
6'3 _ E'1 E2 E3 1 03 (246)
Vs o o0 o0 — o o™
Vs G, Ts
7s 0 0 o o - o |l%
G13
1
0 0 0 0 0 —
L 12 |

Malgutasun matrizearen simetria kontuan hartuz:

Vo _Va Vi _Va
El E2 E21 E3
Eta orokorrean:
Yy Vi
BB j=1,23)
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243 MATERIAL ORTOTROPOA TENTSIO EGOERA LAUEAN

Normalean, laminatu konpositean tentsio egoera lauan dagoela kontsidera daiteke,

hau da, planoarekiko elkarzuta diren tentsio-osagaiak zero dira:
0,=7,=7,=0 (2.47)

Tentsio-deformazio erlazioa honela gelditzen da:

o, _Cn ¢, ¢; 0 0 0 ] &
0, ¢, G, C; O 0 0 |]&
0 _ ¢, C;, C; O 0 0 |]& (2.48)
0 0 0 0o ¢, O 0 |7,
0 0 0 0 0 Cy 0 ||y
1 | 0 0 0 0 0 Ce |7
eta (2.48) ekuazioak sortzen duen ekuazio sistema:
0, = C11‘91 + C12€2 + C13€3
0, = C12‘91 + C2252 + C23‘93
0=Ce +Cpe, +Ciie (2.49)
7.=7s=0
Ts = Cos¥s
(2.49); ekuaziotik &; bakanduz eta (2.49), ekuazioan (2.49), ordezkatuz:
C,..C C.C
Oy :(Cll _MJ‘% +(C12 _MJ‘% =06 + 0,8,
C33 C33
o, :(C12 —ﬁ}el +(C22 —%]52 =0,¢ +0,,¢, (2.50)
C33 C33

7o =Ce¥6 = OesVs

Q;; materialaren zurruntasun murriztuaren koefizienteak izanik:
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BB j=1,2,6 (2.51)

(2.50) ekuazioa matrize moduan honela gelditzen da:

o O, O, 0 |lg
0,=10, On 0 [{& (2.52)
Ts 0 0 O |7

(2.52) ekuazioaren alderantzizkoa kalkulatuz:

81 Sll SIZ 0 O-l
& =S, S, 0 o, (2.53)
Vs 0 0 Sgll7s

Non S§; materialaren malgutasun murriztuaren koefizienteak diren.

2.5 PROBLEMA ELASTIKOAREN PLANTEAMENDU
OROKORRA

251 DESPLAZAMENDUETAN OINARRITUTAKO FORMULAZIOA.

2.10 irudiko gorputzean S gainazala bi zatitan bananduko da: §; mugalde

indeterminatua da, u, desplazamenduak inposatuta daude eta tentsioak ezezagunak

dira. S, mugalde determinatua da, tentsioak inposatuta daude eta desplazamenduak
ezezagunak dira.
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2.10 lrudia. Solido elastikoa.

Problema elastikoaren ezezagun orokorrak 15 dira [2,5,6,9]: c; tentsio eremuaren 6
osagaiak, €; deformazio eremuaren 6 osagaiak, eta u; desplazamendu eremuaren 3
osagaiak. Ekuazioak ere 15 dira: 3 oreka ekuazioak, desplazamendu - deformazio
erlazioaren 6 ekuazioak eta materialaren portaeraren 6 ekuazioak, hau da:

o,,+B =0 (2.4)bis

1 .
£, = E(u,.)/. + u‘/.’,.) (2.23)bis
0, =Cpéy (2.31)bis

Gainera, gorputz-zurrunaren higidurarekin lotutako indeterminazioa saihesteko
gorputzaren desplazamenduen eragozpenak nahikoa direla suposatzen da. Horregatik,
ondoko mugalde-baldintzak ere bete beharko ditu:

S| mugaldean u,=u, (2.54)
n

S, mugaldean o,n, =1, (2.11)bis
Metodo honetan, ezezagun nagusiak desplazamenduak dira, eta desplazamendu eta
hauen deribatuen jarraitasun baldintzak inposatzean bateragarritasunaren ekuazioak
automatikoki betetzen direla suposatzen da [1,10]. (2.23) eta (2.28) ekuazioak (2.4)
oreka ekuazioetan ordezkatuz, Navier-en 3 ekuazioak lortzen dira. Ekuazio hauen

bitartez problema elastikoa desplazamenduen menpe gelditzen da eta, formulazio
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honek oreka baldintzak betetzen direla bermatzen du desplazamendu eremua jarraitua
bada.

252 TENTSIOETAN OINARRITUTAKO FORMULAZIOA

Batzuetan, desplazamenduak kalkulatu gabe tentsioak kalkula daitezke. Lortutako
tentsio eremuak oreka baldintzak bete behar ditu eta desplazamendu eremu
bateragarri batekin lotuta egon behar du. Horretarako bateragarritasunaren ekuazioak
inposatu behar dira [2,6-9]. Love-k, deformazioen bateragarritasunaren ekuazioen
bitartez, tentsioak zuzenean lortzeko formulazioa deskribatu zuen [10].

Tentsioetan oinarritutako formulazioan ezezagun orokorrak c; tentsio eremuaren 6
osagaiak eta g; deformazio eremuaren 6 osagaiak [11,12]. Problema elastiko
tentsioetan planteatzeko gorputzeko ekuazioak ondokoak dira:

o,,+B =0 (2.4)bis
&; =504 (2.32)bis
_ _ -0t ;
Epirw T Euin ~ Ewxn ~ Exnaw =0 (2.26)bis

Formulazio honetan, (2.32) ekuazioa (2.26) ekuazioan ordezkatuz, problema elastikoa
desplazamendurik gabe ezar daiteke, eta lortzen diren ekuazioak bateragarritasun edo
Beltrami-Mitchell-en ekuazioak dira.

Gainera, tentsioen mugalde-baldintzak ere bete beharko ditu:

S, mugaldean on =T (2.11)bis

! Bi indize aske dira. Ez da i indizearen batuketa.
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2.6 LANBIRTUALEN PRINTZIPIOAK

26.1 SARRERA

Elastikotasunaren gorputzeko ekuazio orokorrak eta hauekin lotuta dauden
mugaldeko baldintzak lan birtualen printzipio bariazionalen bitartez ere lor daitezke.
Lan birtualaren printzipioan desplazamenduen bariazioak aplikatuz tentsioen oreka
ekuazioak lortzen dira. Lan birtual osagarriaren printzipioan tentsioen bariazioak
aplikatuz deformazioen bateragarritasun ekuazioak lortzen dira.

26.2 LANBIRTUALAREN PRINTZIPIOA

PVW printzipioan gorputzaren deformazio energia eta kanpoko kargen lana berdinak
dira, hau da [1]:

[ o,08,av =] Boudv +| Touds (2.55)

Non Jg; eta du; deformazio eta desplazamendu eremuen bariazioak diren. oy
simetrikoa denez, (2.55) ekuazioaren lehenengo gaian ondoko aldaketa egin daiteke:

IV o,0s,dV = JV O}ﬁ[%(“,—,,- +u,, )] dv =

:'[Vaij%(é‘ui ),, dV+jVUy%(§”j )’[ dv = (2.56)

= J-VO'U_ (5”,-), dv
(2.56) ekuazioaren azken gaia honela idatz daiteke:
[,o,(6u), av =] (o,6u) aV ~| o, buav (2.57)
Dibergentzia teorema aplikatuz [1,2]:

[ o,(6u), dv =] o,6uvds-| o, sudv (2.58)

i.j
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Non v gainazalarekiko bektore elkarzutaren kosinu zuzentzaileak diren. Horrela, ou;

duten gai guztiak taldekatuz, (2.55) ekuazioa honela gelditzen da:

[ ou(o,,+B,)dV+] su (o, ~T)ds =0 (2.59)

Ou, balio arbitrarioak direnez, (2.59) ekuaziotik gorputzaren oreka ekuazioak eta

mugalde baldintzak lortzen dira.

Gorputzean (V) o.. +B

i.j i

0 (2.4)bis

Gainazalean (S) o.v.—-T=0 (2.11)bis

g oJ i

Beraz, Lan Birtualaren Printzipioa betetzea gorputzean eta gainazalean oreka
baldintzak betetzeko baldintza beharrezko eta nahikoa dela frogatu da.

2.6.3 LANBIRTUAL OSAGARRIAREN PRINTZIPIOA

PCVW deformazio energia osagarrian tentsio eremuaren bariaziotik lortzen da.
Printzipio honek deformazioen bateragarritasuna bermatzen du eta deformazio eta

tentsio eremu bateragarrien arteko erlazioa erakusten du [1,13].

B;bolumen indarrik ez badago, bariazioa honakoa izango da [2]:

jg.&a..dV— u.STdS =0 (2.60)
v Y y s ! i

PCVW printzipioa betetzeko, oo;; tentsioen bariazioak oreka baldintzak bete behar
ditu [2,14]:

(56ij) } =0 V' gorputzean
- (2.61)
(60,)v,=0 S, mugaldean

Honako tentsio bariazioak hartuz, oreka baldintzak automatikoki betetzen dira:
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00,1 =0y 33+ Pi30n — 200553
00y =Ps3,1 + 133 =205,
003, :¢11,22 +éo1 _2¢12,12

(2.62)
50_23 :¢31,12 +¢12,13 _¢11,23 _¢23,11
50—31 :¢12,23 +¢23,21 _¢22,31 _¢31,22
50_12 :¢23,31 +¢31,32 _¢33,12 _¢12,33
Edo modu laburbilduan:
5Gij = eimrejns¢rs,mn (263)

Non (él.j :¢ji tentsio funtzio arbitrarioak diren eta e;, permutazio tentsorea den.

Tentsio funtzioak oreka baldintzak betetzen dituzten tentsio sistema orokorra da, eta,
mugalde- baldintzen bitartez, problema jakin baten ebazpena ematen du [2,15]. (2.62)

ekuazioan ;7 denean ¢; = 0 baldintza aplikatuz, Maxwellen tentsio funtzioak lortzen

dira:
o, = ¢33,22 + ¢22,33 = _¢33,12
Oy =His +Pan T =i (2.64)
O3 = ¢22,11 + ¢11,22 5 = _¢22,31

Moreraren tentsio funtzioak, berriz, i=j denean ¢; = 0 eginez lortzen dira:

o, =—2¢

! 2.2 h = ¢23,31 + ¢31,3z - ¢12,33
Oy :_2¢31,31 Ty = ¢31,12 + ¢12,13 - ¢23,11 (2.65)
Oy = _2¢12,12 5 = ¢12,23 + ¢23,21 _¢31,22

(2.64) Maxwellen tentsio funtzioak erabiliz, PCVW (2.60) honela idatz daiteke:
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oL 200 (8er00) + 910000100 ) = 226805 Y =0 (2.66)

Green teorema aplikatuz eta o¢; duten gai guztiak taldekatuz:

J‘V5¢(i)(i)(g(j)(j),(k)(k)+8(k)(k).(j)(j)_26( A (k))dV+Azalera1ntegralak 0 (2.67)

5(15(,.)(,.) gaia gorputzean zehar arbitrarioa denez, (2.67) ekuaziotik, Saint-Venant-en

bateragarritasunaren lehenengo blokeko 3 ekuazioak lortzen dira:

Enmm TEnw.() ~ 2Ewmw =0 (2.68)

Prozedura berdina jarraituz baina orain (2.65) Morera-ren tentsio funtzioak
ordezkatuz, (2.60) ekuazioko PCVW honela idatz daiteke:

J, [%m (‘25¢( 00 )+ 265 (500, + 800 =0 )JdV =0 (2.69)

Green teorema aplikatuz,
J. |:5¢/k (‘90)(1) & TER 0 w0 —E i ))JdVJrAzalera integralak=0 (2.70)

op, gorputzean zehar arbitrarioa denez, gorputzaren bateragarritasunaren bigarren

blokearen beste 3 ekuazioak lortzen dira.

Eaiak T Emim ~Erwin ~€jmwn =0 (2.71)

Lortutako (2.68) eta (2.71) ekuazioak Saint - Venant-en gorputzeko 6 ekuazioak dira.

Beraz, Maxwell edo Morera-ren tentsio funtzioak erabiltzean 3 bateragarritasun
ekuazio independente lortzen dira.
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3.1 SARRERA

Laminatu konpositeak norabide bakarreko laminak orientazio desberdinetan pilaturik
dituzten materialak dira. Mikro-mekanikan zuntza eta matrizearen arteko lotura
aztertzen da, erresistentzian eta beste propietate batzuetan eragina dutenak. Mikro -
mekanikak konpositearen osagaien propietateak portaera mekaniko globalarekin
erlazionatzen du [1].

Makro-mekanikak lamina bakoitza material homogeneo kontsideratzen du, zuntza eta
matrizearen arteko ezberdintasunak kontuan hartu gabe. Zuntz luzera, kantitatea eta
kokapenaren arabera, laminaren portaera mekanikoa desberdina izango da. Luzera
desberdineko zuntzak matrizean aleatorioki kokatuak erabiltzen badira, laminaren
portaera kuasi-isotropoa izango da [2]. Zuntz luzeak erabiltzen badira, zuntzaren
norabidean eta zeharkako norabidean laminaren portaera anisotropoa izango da.
Laminatu batetik bestera pasatzean zuntzaren angeluaren arabera materialaren
propietateak aldatzen dira.

2.4 atalean ikusi denez, material anisotropo baten portaera mekanikoa definitzeko 21
konstante elastiko independente behar dira. Simetria materialeko baldintzak betetzen
direnean behar diren konstante kopurua murrizten da. Norabide bakarreko
konpositeen kasuan, adibidez, 9 konstante behar dira. Laminen pilaketaren ordenak
eta orientazioak laminatuaren propietate mekanikoetan eragina dute. Laminatuen
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teoria aplikatuz, lamina bakoitzaren propietateak ezagututa laminatuaren portaera
zehaztu daiteke. Materialaren puntu bakoitzean hiru simetria-plano aurki daitezke eta
hauek ortotropia plano nagusiak dira [3].

3.2 NORABIDE BAKARREKO LAMINAREN PORTAERA
MEKANIKOA

321 TENTSIO ETA DEFORMAZIOEN TRANSFORMAZIOAK

Laminatu bat zuntz orientazio desberdinak izan ditzakeen lamina sekuentziaren
bitartez osatuta dago, beraz, laminaren zuntz orientazioaren arabera konstante
clastikoak aldatu egiten dira. Atal honetan z ardatzarekiko laminaren planoaren
biraketa sortzen denean konstante elastikoak jasaten dituzten transformazioak
aurkezten dira.

3.1 irudiko norabide bakarreko lamina ortotropo batean 012 erreferentziatik Oxy

planora pasatzeko, 3 edo z ardatzarekiko erlojuen aldeko biraketa suposatzen da.

02

l% T = T12

01

=]

3.1 Irudia. Laminaren tentsio-osagaiak ardatz sistema global eta lokaletan.
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Oxyz erreferentzia sistema laminatuaren sistema globala da eta (0123 sistema
laminaren sistema lokala da, 3.1 irudian ikusten den bezala. Beraz, laminatuaren
erreferentzia sistema globalean adierazitako tentsioak eta deformazioak laminaren
sistema lokalean adierazteko transformazio bat lortu behar da. 8 angeluaren biraketa z

ardatzarekiko eginez erreferentzia sistema globaletik lokalera pasatzen da.

Laminaren tentsioak definitzeko honako notazioa erabiliko da [1]: (o;)on- sistema
globaleko tentsioak dira eta (oyy)o123 ortotropia norabide nagusietan. Sistema
globaleko tentsioak laminako sistema lokalean adierazteko transformazioa 2. mailako
tentsore baten transformazio ortogonala da:

(O-’“] )0123 =Tuly (O-ij )Oxyz (3.1

(3.1) ekuazio sistematik kosinu zuzentzaile matrizean zero diren gaiak ezabatuz:

O-ll = rlxrlxo-xx + rlxrlyo-xy + rlyrlxayx + rlyrlyo-

yy

0-22 = erFZXO-Xx + r2)rr2y0):y + rZyr2xo-y): + rZyFZyny

0-33 = r3zr32022

(3.2)

0-23 = VZ):"}ZGXZ + rZyr3zo-

vz

0-31 = r}zrlxo-zx + r3z,/iyo-

zy

O-IZ = rlxr2xo-xx + rl.xr2yo-.(v + 7"1 ero-yx + rlyr2yo-

y y

Non ry;, k sistema lokalak 7 sistema globalarekin eratzen duen angeluaren kosinua den.

7w matrize moduan adieraz daiteke:

Ke hy T I m 0
Hhy Ty nh|=|-m [ 0 (3.3)
n,o o, F 0 0 1

Non /=cos@, m=senddiren. Beraz, (3.3) ckuazioa kontuan hartuz eta (2.33)

ekuazioaren Voight-en notazioan, (3.2) ekuazioa honela gelditzen da:
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o, I’ m 0 0 2lm | |0,
o, m> P 0 0 -2lm ||0,,
o _(0 0 1.0 0 0 0. (3.4)
7, 0 0 0 [/ -m 0 Ty
75 0 0 0 m I 0 =
%) |=Im Im 0 0 0 12—m2_ Ty

o, I m> 0 0 0 2m ||o,

o, m> > 0 0 0 —2lm ||o,

o 0 0 1 0 O 0 (e
= : (3.5)

7, 0 0 0 I -m 0 T,

75 0 0 0 m [ 0 T,

T, |-Im Im 0 0 O I*—m’ 1Lz,

Eta modu laburbilduan,

{0-}0123 :[Tﬁ]{o-}o)cyz (3'6)

Non [Ty] transformazio matrizea den. Laminaren sistema lokaletik laminatuaren
sistema globalera pasatzeko behar den transformazioa, aurreko kasuaren kontrako
biraketa da, beraz:

{O-}o)fyz = [Tfﬁ]{a}om (3‘7)

non [714] alderantzizko transformazio matrizea den:

2 om0 0 0 —2im |
m* > 0 0 0 2m
0 0 1 0 0 0
T 1= 38
(7] 0 0 0 [ m 0 (3.8)
0 0 0 -m I 0
_lm —Im 0 0 O lz—mz_
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Deformazioen kasuan, transformazioa (3.7) ekuazio bera erabiltzen da.

g, om0 0 0 -2ml(g
el |m* P 0 0 0 2m ||
£, _ 0 0o 1 0 0 0 & (3.9)
gl o 0o o 1 m 0o |l
g, 0 0 0 -m | 0 &
&, | Im —Im 0 0 O PP—m’ | €6

Tentsio-deformazio erlazioak y; deformazio angeluarren menpe agertzen dira.

V= %81.]. dela kontuan hartuz, (3.9) ekuazioa honela gelditzen da:

el [P m 0 0 0 -im |[g
el |m P 0 0 0 Im ||&
&|_| o 0 1 0 o0 0 & (3.10)
7, 0 0 0 [ m 0 V4
Y, 0 0 0 -m | 0 Vs
) [2Im 2lm 0 0 0 IP-m’||7

Beraz, (3.5) ekuazioko transformazio matrizea jarraituz, (3.10) ekuazioa honela
laburbildu daiteke:

(&} o =IT] {8} o (3.11)

6 angeluaren ordez -6 jarriz, (3.11) ekuazioko alderantzizko transformazioa lortzen
da:

T
{8}0123 :[T—e] {g}om (3.12)
Material ortotropo batean, tentsio eta deformazioen arteko erlazioa zurruntasun

koefizienteen funtzioan (2.48) ekuazioan agertzen da eta modu laburbilduan honela
idatz daiteke:

{G} 0123 = [C]0123 {8}0123 (3 13)
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Sistema globalean, (3.13) erlazioa honela adierazten da:

1 o =[Clon {8000 (3.14)

(3.13) ekuazioa [Ty] ez aurre biderkatuz eta (3.7) eta (3.12) ekuazioak kontuan
hartuz:

{O-}Oxyz - [zg][c]om []19 ]T {g}Oxyz (3'15)

(3.14) eta (3.15) ekuazioak konparatuz honako erlazioa lortzen da:

[C]Oxyz - [T—H][C]om [T—H ]t (3~16)

(2.48) ekuazioko zurruntasun matrizean (3.16) ekuazioko biderketa matrizialak

aplikatuz:
O-x i CXX ny CZX 0 0 st ] (C,‘x
o, ¢, ¢, C. 0 0 C,llg
O- CZX C )Z CZZ 0 0 CZ s g
fh= X ’ : (3.17)
T, o o o0 C, C, 01|y
T, 0 0 C, C,. 0 ||y
TS CXS Vs CZS 0 0 CSS ]/ s

eta (3.17) ekuazioko matrizearen koefizienteak honakoak dira:
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C,. =Cl* +2C,IPm* + Cym* +4C, I*m’

C, =C\’m* +Cp, (I +m*)+ C)l’m* - 4C, I’m’

C., =Cul* +Cym’

C, =Cl’m+Cy,(Im* = Pm)— Cpylm’® +2C (Im* = ’m)
C,, =Cym* +2C,I’m* + C,l* +4C I’ m’

C,.=C,m’ +C,l°

C,, =Cplm’ +C, (Pm—Im’ )= Cpl’'m+2Cy, (Pm—Im* ) (3.18)
sz = C33

C, =(Cy-Cy)im

C,= C,l* +Cim’

qu = (Css -Cy )lm

C,=Cum* +Cl°

C, =G l'm* =2C,I'm* + Cpl*m* + Cyy (I —m” )2

3.2.2 TENTSIO LAU OROKORTUA

Laminatu konpositeen teoria klasikoan tentsio normala lodieran zero dela suposatzen
da, hau da, o, = 0. Kasu horretan, laminaren zurruntasun matrizea honela gelditzen da:

0, ¢, C, Gy 0 0 0 Ile
0, C, Cp Cy 0 0 0 1le
0 _ C, C; C; O 0 0 ||& (3.19)
T, 0 0 o ¢, 0 0 (|7,
75 0 0 0 0 Cs 0 ||y
T | 0 0 0 0 0 Cg |76

Tentsioak eta deformazioak planoan eta planotik kanpo erlazionatuta ez daudenez,
tentsio lauaren (2.52) ekuazioko analisia onartu daiteke. Orduan, (3.19) ekuazioa
honela idatz daiteke:
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O-l —Qll Q12 0 O O —‘ {;‘1
0, O, 0, 0 0 0 |le
0= 0 0 O, 0 0 |37 (3.20)
7, o o0 0 C, 0 ||y
) L0 0 0 0 Cyullys
malgutasun koefizienteen kasuan ez da aldatzen:
g [S, S, 0 0 0](c
& S, S, 0 0 0 ||o
Yer=0 0 S, 0 0 |{7, (3.21)
V4 o o0 o0 S, 0/l
) L0 0 0 0 S|z

Bestalde, tentsioen transformazioan, o; edo o, tentsioei dagozkien ilara eta zutabea
ezabatu behar dira, baina honek ez dauka eraginik (3.16) ekuazioko transformazioan.
Tentsio laua orokortuan o, = 0 denez, (3.20) ekuazioko transformazioa laminaren

zurruntasun matrizean aplikatuz, honela gelditzen da:

o] [0 O, O, 0 0]fe
o, 19, 0, O, 0 0 g
r, =10y O, O, 0 0 |1y (3.22)
7, 0o 0 0 C, C,lln
)] [0 o o C, C |y

Oy zurruntasun murriztuaren koefizienteak, C; koefizienteak lortzeko erabilitako

transformazio-prozedurak jarraituz lortzen dira:
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0, = Qlll4 + 2Q1212m2 + szm4 + 4Q6612m2
0,=09, ‘m' +0, (14 +m’* ) + Oy’ m’ — 4Q6612m2
0, =0,’'m+Q, (Im* = 'm)— Qplm’ + 20, (Im* —’'m)

3.23
0, =0m* +20,I'm* + Opl* + 40 I*m’* (3.23)
st = Q]lln/l3 + le (13m - lm3 ) — Q2213m + 2Q66 (l3m _ lm3)
2
O, =0, ’m* =20,I'm’* + 0, I'm’* + O (12 - mz)
(3.22) ekuazioaren alderantzizko erlazioa honako hau da:
x _Sxx Xy Sxx 0 0 i O-x

&y Sx,v Syy S,vs 0 0llo ¥

Vop=|Ss Sw Su 0 0 ez (3.24)

7 0 0 qq o || %

7r = O 0 0 S@r Srr N Tr

Eta malgutasun koefizienteak honako hauek dira:

S =8, +28,’m* +S,,m* + S, I’m’

S, =S, I’m> + S, (I' +m* )+ S,,I*m* = S, I'm’

S, =28, 'm+ 28, (Im’ = 'm) =28 ,Im’> + Sy; (Im* = 'm)

S, =8,m* +28,°m* + S,I* + Sy ’m’

S, =28,Im’ + 28, (Fm—=Im’) = 28,,’m + Sgs (Pm—Im* ) (3.25)
S, =Syul’ +S;m’

S, =(Sss =Sy )Im

S, =S,m* + Sl

S, =48, Pm> 88, P’ + 48, m’ + Sy, (I —m?)
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3.3 PLAKA LAMINATUEN TEORIA KLASIKOA

3.3.1 SARRERA

Laminatu anisotropoen teoria orokorrean, orientazio desberdineko laminak bata
bestearen gainean pilaturik kontsideratzen dira. Laminen kokapenaren eta beren
orientazioen arabera, laminatuaren ezaugarri mekanikoak aldatu egiten dira. Material
arinagoak izateaz gain, badago aipatutako konpositeen beste abantaila bat: material
isotropo tradizionaletan materialaren propietateak finkoak dira, baina konpositeen
kasuan, erabilitako lamina guztiak berdinak izanik ere, materialaren ezaugarriak
diseinatu egin daitezke, laminaren orientazioa eta kokapena plakak jasango duen
kargaren arabera definituz [4].

0,

0:

0;

0,

3.2 lrudia. Lau laminaz osatutako laminatua.

Laminatuen analisian desplazamendu eremuaren sinplifikazioak egiten dira. Eredu
teoriko sinpleena Geruza Bakarra Baliokidearen Teoria (Equivalent Single Layer
Theories, ESLT) da. Teoria hauetan laminatuaren edozein punturen desplazamendua

erreferentzia plano batekiko ezartzen da. Teoria honen abantaila sinpletasuna da,
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baina laminatuaren portaera globala aurresaten badu ere, eragin lokalak ez ditu
kontutan hartzen.

ESLT teoria hauen artean sinpleena Plaka Laminatuen Teoria Klasikoa (Classical
Laminated Plate Theory, CLPT) da [5] eta ondoko hipotesietan oinarritzen da [1]:

1. Laminak kuasi-homogeneoak eta ortotropoak dira.

2. Laminatua mehea da, zabalera eta luzera bere lodiera baino askoz ere
handiagoak izanik, eta laminatu eta lamina guztiak tentsio egoera lauan daude

(0: =1 = 1,: 0).
3. Desplazamenduen deribatuak lehen mailako infinitesimoak dira.
4. Desplazamenduak funtzio jarraituak dira laminatuaren eremuan.

5. xy planoko desplazamenduak linealki aldatzen dira laminatuaren lodieran
zehar, hau da, u, v desplazamenduaren osagaiak z-ren menpeko funtzio
linealak dira.

6. 7. etay,. deformazio tanjentzialak arbuiagarriak dira.
7. Tentsio-deformazio erlazioak linealak dira.

8. & luzetarako deformazioa arbuiagarria da xy plano barneko e, ¢, eta y,,

deformazioekin alderatuz.

5. eta 6. hipotesiek Kirchhoff-en deformazio hipotesia betetzen dela bermatzen dute,
hau da, laminatuaren deformazioan, erdiko gainazalarekiko elkarzuta diren zuzenak,
zuzen eta gainazalarekiko elkarzut mantentzen dira [3,4]. 5. eta 8. hipotesien

ondorioz, desplazamendu eremua honela adieraz daiteke:

u(x,y,z) =u, (x,y) + zF, (x,y)
v(x,y,z)zv0 (x,y)+ZF2 (x,y) (3.26)
w(x,y,z) =w, (x,y)
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non uy, vy y wp erdiko planoaren puntuen desplazamenduak diren hiru ardatz
cartesiarren funtzioetan. Erdiko plano hau erreferentzia planotzat hartuko da.

6. hipotesiaren ondorioz:

_Ow  Ou ow

=—+—=—+F(x,y)=0
Ve x o6z ox ! (x.) (3.27)
ow v ow ’
yo = LM (xy)=0
oy 0z Oy
Beraz, F; eta F, funtzio ezezagunak (3.27) ekuazioetatik lor daitezke:
ow
Aler)==%
5 (3.28)
W
F(xy)=———
2 ( J’) o

Deformazioak (3.26) ekuazioan emandako desplazamenduen eremua deribatuz
lortzen dira. (3.28) ekuazioa kontuan hartuz:

_ouy O,
oox ox’
:%_Z% (3.29)
y ay 6y2 :
2
yxy=7/s_%+%_ aWO

ox oy : Ox0Oy

(3.29) ekuazioetan, erdiko planoaren deformazioekin eta kurbadurarekin erlazionatuta

dauden gaiak agertzen dira. Erdiko plano barneko deformazioak honako hauek dira:

g’ _ Ouy &’ _ov 7 _Ouy  Ov (3.30)
ox -0y oy Ox

Erdiko planoko kurbadurak honakoak dira:

_ o’w, o’w,
K, = 2 K, 2 xy s
ox Oy Ox0y

(3.31)
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Beraz, laminatuaren edozein puntuko deformazioak, erreferentzia planoko

deformazioekin eta kurbadurarekin honako ekuazioaren bitartez erlaziona daitezke:

0
gx gx ’(.x
)
&, r=1&, Tk, (3.32)
0
yv }/xy Kv

3.3.2 LAMINA BATEN TENTSIO-DEFORMAZIO ERLAZIOAK

Tentsioak &k lamina bakoitzaren deformazioetatik lortzen dira. £ lamina bakoitzeko,
laminatuaren erreferentzia sisteman adierazitako tentsio-deformazio erlazioak
erabiltzen dira. Erlazio hau (3.22) ekuaziotik lortzen da:

O-X QXX QXV QXS gX
N ny Qy,v st &y (3.33)

Z-.T k QXX QS'V Q.TS k 7/ S
(3.32) ekuazioa (3.33) ekuazioan ordezkatuz:
O-x Qxx Qxy Q.xs ‘9)(: Qxx Qxy Q.xs Kx
g, = ny Q.vy Q}S ‘93 tz ny ny st K, (3'34)
Ts k st st st k 7/ sO st st st k Ks
Edo modu laburbilduan:

{o}, =[0],({"} +={x}) (335)

(3.32) ekuazioan ikusten denez, deformazioak laminatuaren lodieran zehar linealki
aldatzen badira ere, (3.34) ekuazioa jarraituz tentsioak laminaz lamina modu etenean
alda daitezke, lamina batetik bestera zurruntasun murriztuaren koefizienteen aldaketa
etena delako.
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3.3.3 INDAR ETA MOMENTU ERRESULTANTEAK

Lamina batetik bestera tentsioak jarraituak ez direnez, egokiagoa da tentsioen eragin
globala kontsideratzea laminatuaren lodiera osoan. Gainera, datu ezaguna eragin
globala izaten da. Horretarako, # lodieran zehar ari diren indar eta momentu
erresultanteak definitzen dira.

T.dz

h%s

2 (3.36)

h

h h
M =I2ﬁazdz M,=\%0,zdz M =M = I 7,zdz
2

N, =[%0dz N, =[%0d N, =N, j

3.3 lrudia. Laminatuaren indar eta momentu erresultanteak.

3.3 irudiko indar eta momentu erresultanteak luzera unitateko indarrak eta
momentuak dira, hurrenez hurren. Integral bakoitza lamina bakoitzari dagokion
integralen batukarian deskonposatzen bada, (3.36) ekuazioa honela gelditzen da:

=z =
1l
s
Q9 Qq

dz

o,

dz—ZL o,

T,

M, . (o {

) zdz—
M,
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Laminak zenbatzeko irizpidea eta & lamina bakoitzaren z; eta z;; koordenatuak 3.4

irudian ikusten dira.

A

[ n J

v,

3.4 Irudia. Laminatuaren koordenatuak eta laminak zenbatzeko irizpidea

3.34 LAMINATUAREN ZURRUNTASUN ETA MALGUTASUN
KOEFIZIENTEAK

(3.34) ekuazioa (3.37) ekuazioan ordezkatuz:

N le. 2, O e 0. 0, O~

N=Ydo, 0 o [ e[ o, 0 o |1kt (338)
v e o o) e o ok

M| 0. 0, O |& 0. 0, 0] &

Mp=310, 0, O | e[ 2+, 0, 0. e[ Fdp (339
m] e o ol le o ol

Modu laburbilduan (3.38) eta (3.39) ekuazioak honela gelditzen dira:

n

{N}oxy = Z{[Q]ny {30} Y dz+ [Q]l;xy {’(}OX}, J‘Zk Zdz} (3.40)

=1 Oxy Jdz;, Zk-1
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n

M}, = {[Q]’;xy ("), =zl (x| d} (3.41)

Zp_ Zp
k= k-1 k-1

(3.40) ekuazioko integralak ebatziz honakoa lortzen da:

(¥, = e, =20 1), + 300D, (=) frda, 0

k=1

(3.42) ekuazioa matrize moduan adieraz daiteke:
Moo =[]0}, +1Bloy 151 0, (3.43)

(3.41) ekuazioarekin gauza bera eginez honakoa lortzen da:

M}, =[Bl,, €'}, +[Dloy 1Kl o, (3.44)

(3.43) eta (3.44) ekuazioetako matrizeak honakoak dira:

[A]oXy = Z[Q]];xy (Zk - Zk—l)

k=1

[Bl,,, = %i[Q];y (z2-21.) (3.45)

k=1

1< k 3 3
(Do, =320, (20 -211)

k=1

Beraz, indar eta momentu erresultanteak eta erdiko planoaren deformazio eta
kurbaduraren arteko erlazioak honakoak dira, modu hedatu eta laburbilduan, hurrenez
hurren.
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N X Axv Axy Axs B xXx B xy B xS & S
Ny AW Ay}’ AJ’ s BX}’ Byy B}S 83
N s Axs A s Ass B xs B s B s 30
Mx - Bxx Bry Bxs Dxx ny st ;(::

4
My BXJ" BV} ByS Dx}’ DyJ DJ’S Ky (3 6)
MS Bxs B}s Bss st Dys Dss KS

<=

-

i
H

{ ————— !L---- matrizea laminatuaren zurruntasun matrizea da.
i

A; mintz moduko zurruntasun koefizienteak dira laminatuaren planoan, planoan

sortutako kargak eta deformazioak erlazionatzen dituztenak.

Bj;; laminatuaren mintz-plaka akoplamenduaren zurruntasun koefizienteak dira, mintz

kargak kurbadurekin eta momentuak mintz deformazioekin erlazionatzen dituztenak.

D;; laminatuaren plaka moduko zurruntasun koefizienteak dira, momentuak eta

kurbadurak erlazionatzen dituztenak.

Laminen arteko tentsioen ez jarraitasunagatik, deformazioetan lan egitea egokiagoa
da, deformazioak lodieran zehar jarraituak direlako deformazioak eta kurbadurak
aplikatutako kargak eta momentuen menpe jartzen dira. (3.46) ekuazioa honela
adieraz daiteke:
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gg a, a, a, b bxy b, |[N,
¢ S Ay Ay Gy bx,v byy byS N y
o B b, bys b, _]XL
K, Co €y Oy d,. d . d,||M,
K, ¢y ¢, ¢,id, d d |IM, (3.47)
K] ¢ €y € |dy dy d || M,

-

(3.47) ekuazioaren matrizea laminatuaren malgutasun matrizea izanik. Malgutasun

matrizea zurruntasun matrizearen alderantzizkoa da. Beraz, [a] eta [d] matrizeak

simetrikoak dira eta [b] eta [c] matrizeak berriz ez dira simetrikoak, [c]=[B] izanik.

Lan honetan norabide bakarreko zuntzez osatutako laminatuak aztertuko dira; beraz,
lamina bakoitzaren materiala ortotropoa da. Kasu guztietan lodiera oso txikia izango
da laminatuaren tamainarekin konparatuta, beraz CLPT teoria onartuko da.
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41 SARRERA

Barraz osatutako egituretan izan ezik, ingeniaritza mekanikoan, zibilean eta
aeronautikan egitura gehienak jarraituak dira: plakak, deposituak, estalkiak, zubiak
eta hegazkinen fuselajeak, besteak beste. Egitura hauen portaera ezin da zehazki
adierazi aldagai diskretu kopuru txikiaren bitartez, analisia zehatza egiteko oreka

ekuazio diferentzialen integrazioa beharrezkoa da.

Egitura jarraituak hiru dimentsiokoak badira ere, kasu batzuetan hauen portaera
dimentsio bakar edo bi dimentsioko modelo matematikoen bitartez zehaztu daitezke.
Hau, elastikotasunean bat edo bi dimentsioko hipotesiak erabilgarriak diren kasuetan
gertatzen da. Plaken makurduran, adibidez, plakaren erdiko planoaren deformazioaren
analisia egiten da.

Elementu finituen metodoa (Finite Element Method, FEM), egiturak eta solidoak
aztertzeko maiz erabiltzen den kalkulu prozedura da [1,2]. Metodo honetan problema
jarraitua elementu finitutan diskretizatu egiten da. Elementu finituen portaera
parametro kopuru finitu batzuen bitartez zehaztuta dago, eta sistema osoaren
ebazpenak problema jarraituaren ebazpen hurbildua ematen du.
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FEM formulatzeko gehien erabiltzen den metodoa Zurruntasun metodoa (Stiffness
Method, SM) da. Metodo honetan ezezagun nagusiak desplazamenduak dira eta
elementu bakoitzaren oreka ekuazioak aplikatzen ditu, nodoetan ari diren indarrak eta

nodo horietan sortutako desplazamenduak erlazionatuz.

Barraz osatutako egituretan, barra bakoitzaren indar eta desplazamenduen arteko
erlazioak kalkulatzen dira eta gero, korapiloen oreka baldintzak aplikatuz barra
bakoitzaren eragina, muntaketa prozedura jarraituz, egituraren ekuazioan ezartzen da.
Ekuazio hauetatik korapiloen desplazamenduak lortzen dira. Elementu finituen
metodoa sistema jarraituen diskretizazio prozedura orokorra da, eta sistema
diskretuetan jarraitu den prozedura aplikatzen da [3]. Diskretizazio prozedurak
ondoko baldintzak bete behar ditu:

a) Eremu jarraitua elementu kopuru finituan zatitzen da, eta elementua hauen
portaera parametro kopuru finituen bitartez definitzen da.

b) Elementu guztien muntaketa sistema diskretuen muntaketa prozedura
jarraituz lortzen da.

4.2 SISTEMA DISKRETUEN KALKULU MATRIZIALA

421 BARRAZ OSATUTAKO EGITUREN ANALISIA

Hasieran, barraz osatutako egiturak metodo matrizialen bitartez kalkulatzen ziren.
Gero, FEM metodoa metodo matrizialetan oinarritu zen beste elementu batzuk
formulatzeko. Kalkulu matrizialaren prozedura ezagutzeak, beraz, asko laguntzen du
elementu finituen metodoa ulertzeko. Horretarako, 4.1 irudiko egitura diskretuan,

kalkulu matrizialaren oinarrizko kontzeptuak berrikusiko dira [1,4].
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4.1 lrudia. a/ Barraz osatutako egitura; ij barraren desplazamendu ezezagunak b/, koordenatu
globaletan; c¢/Muturreko indar orokortuak, koordenatu lokaletan.

Edozein barra egituratik isolatzean, muturreko indar orokortuak ikus daitezke. Barren
arteko loturak zurrunak direnez, egitura lauean korapilo bakoitzeko 3 desplazamendu
daude: o, eta o, desplazamenduak eta @ biraketa. Barra bakoitzean o
desplazamenduak eta S; indar orokortuak erlazionatuta daudela kontuan hartuz,

S, =k,5, (4.1)

ki zurruntasun koefizientea izanik. Zurruntasun koefizientea, i norabidean ari den
indar orokortua da, ¢ norabidean desplazamendu unitarioa sortzen bada. Barra
batean 6 desplazamendu daudela kontuan hartuz, barraren zurruntasun matrizea
koordenatu lokaletan honakoa da:
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£4 o _E4 0
L L
12EI  6EI 12EI 6EI
r Rz
o SEL 4K _6EI 2EI
2 2
S e (42)
2 0o = 0 0
L L
12EI  6EI 12EI  6EI
O T L
6EI 2EI 6EI 4EI
0 =Ly - =L
i rr L r L |

Non E elastikotasun modulua, 4 sekzioaren azalera, / inertzi momentua eta L luzera
diren. Zurruntasun matrizea simetrikoa da eta geometria eta materialen propietateen
menpe dago. Barra baten muturreko indar orokortuak eta desplazamenduak
koordenatu lokaletan zurruntasun matrizearen bitartez erlazionatzen dira:

] A

(4.3)
{S;},» {Si}, ¥ barraren muturreko indar orokortuak, eta ), {d;}, iectaj
korapiloen desplazamenduak izanik:
N, N, |
{S!/}L = T; {S_,,-}L =| T;
M, M | (4.4)
é‘xi 5)g/
{di}L = 5)/7’ {dj}L = é‘yj
Z 9 (4.5)

4.1 b irudiaren arabera, korapiloen desplazamenduak koordenatu globaletan kalkulatu
behar dira, baina (4.3) ekuazioan koordenatu lokaletan daude. Beraz, (4.3) ekuazioa
koordenatu sistema lokaletik globalera pasa behar da.
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422
GLOBALETAN, [K7],

BARRA BATEN ZURRUNTASUN MATRIZEA KOORDENATU

Koordenatu sistema lokalen eta globalen arteko o angelua, ardatz globaletik

lokaletara erlojuaren kontrako biraketa eginez neurtu da, 4.2. irudian ikusten den

bezala.

Vi Ye
XL

XG‘

4.2 Irudia. Ardatz lokalak eta globalen arteko angelua, o.

Edozein V bektore honela transformatzen da:

Jo =[RI7},

[R
bo=[RT {7}

Vl
II

{
{

VL

Barrak zuzenak badira, [ R] biraketa matrizea honela definitzen da:

cosa -sena 0
[R]: sena cosa O
0 0 1

[R] aurre biderkatuz (4.3) ekuazioan honako aldaketa egin daiteke:

[R ]{ } =[R][k:], {d.}, +[R][ Ky ], {d;} .
[R]{S;}, =[R [kﬂ] {d +[R][k/j]L{d/}

Eta indar orokortuak koordenatu globaletan,

{ ~} —[R][ku] [R] {e}o +[RI[& 1, [R] {d
I:kfj:IL i G+[R][kjjl R]
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Barraren muturreko indar orokortuak eta desplazamenduak koordenatu globaletan

erlazionatzen dituen matrizeari [K? ]G zurruntasun matrizea deitzen zaio. Zurruntasun

matrizearen ondoko 4 azpi-matrizetan banatzen da:

[Kfi G :[R][Kif]L [R]T’ I:Ki/:lc; :[R:”:Ki/‘]L [R]T
[Kﬁ]c = [R][Kﬂl [R]T [K/'f]g :[R][Kff ]L [R]T

(4.10)

Beraz, (4.3) ekuazioa koordenatu globaletan honela gelditzen da:

Eta modu laburbilduan:

(51 ZI:K”:|G L4, ], (4.12)

423 EGITURAREN ZURRUNTASUN MATRIZEA. MATRIZEEN
MUNTAKETA PROZEDURA

(4.11) ekuazioa aplikatuz, barra guztien ekuazioak egituraren ekuazio nagusian
sartzeko muntaketa prozedura orokorra honakoa da: i eta j korapiloak lotzen dituen
edozein barra baten zurruntasun koefizienteak, egituraren zurruntasun matrizearen i

eta j kokapenetan jarriko dira, (4.13) ekuazioan ikusten den bezala.

{siy| |-k LR ]| {d
- =] . S (4.13)
i | Wl Wl |

L -~ Jg L 1L - Jg

Egituraren barra guztiekin muntaketa prozedura jarraituz, [KO] egituraren

zurruntasun matrize osoa lortzen da:
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2{s)] [zlsd, - [hls - - [k ([ {a}]
>{S,} [k ], - . . {d,}
Z{S,-} [k“]G " Z[k” ]G ” [ki/ ]G " [k""]c {df} (4.14)

z{:gj} ST PR 3 7l . {c};}

_Z{S”}_G _I:k”]:IG " I:k”i:|G " Zl:k””:lc_ _{d"}_G

n korapilo kopurua izanik. Bestalde, korapiloetan oreka baldintzak aplikatuz,

muturreko indar orokortuen erresultantea eta kanpo indarrak berdinak dira:

4.3 Irudia. i korapiloaren oreka baldintza
D.is1={r} (4.15)
Horregatik, (4.14) ekuazioan muturreko indar orokortuen bektorearen ordez kanpo

indarren bektorea jar daiteke. Problemaren karga egoera ezaguna denez, korapiloen

desplazamendu ezezagunak kalkula daitezke.
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() [k.]. [klz]a . . . I:kln:|G (d)]
I e R L M RS

_ R e . 4.16)

R A L P e 1 | RCA

(4.16) ekuazioan 3n desplazamendu daude eta egituraren zurruntasun matrize osoa
[KO] singularra da. Sistema ebazteko, desplazamendu batzuk zero direla kontuan

hartu behar da. Desplazamenduak ezezagunak edo ezagunak direnaren arabera

ordenatzen bada, egituraren ekuazio sistema honela idatz daiteke:
(P} (k] [K"]][td}
= (4.17)
R}, [LKTIk"]][{0}],

Non {Pa} ; eta {R}; desplazamendu ezezagunen norabidetan ari diren kanpo

indarren eta kanpo erreakzioen bektoreak diren. Desplazamenduak (4.17) ekuazio
sistemaren goiko ekuaziotik kalkulatzen dira:

{P}e =[K{d}s (4.18)
Korapiloen desplazamenduak ezagututa, kanpo erreakzioak ere kalkula daitezke:
{Ri¢ =[KNd}o (4.19)

Atal honetan lortutako emaitzak erabilgarriak izango dira lan honetan zehar. Izan ere,
elementu finituen formulazio desberdinetan (4.16) ekuazioaren parekoa lortuko da
kasu guztietan.
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4.3 ZURRUNTASUN METODOAREN (SM) FORMULAZIO
OROKORRA

SM eta kalkulu matrizialaren arteko antzekotasunak ikusteko, SM metodoan
oinarritutako FEM metodoaren prozedura honako urratsetan laburbil daiteke:

1. Egituraren portaera deskribatzen duen modelo matematikoa aukeratzen da.

2. Oreka baldintzak aplikatzeko, Lan Birtualen Printzipioa (Principle of
Virtual Work, PVW) aplikatzen da.

3. Egituraren modelo matematikoa aukeratuta, Elementu Finitu izeneko
hainbat elementutan zatitzen da. Elementu finituak hauen mugaldean
dauden nodoen bitartez lotzen dira eta, elementuen barrualdeko
desplazamenduak, nodoetako balioen menpe interpolatzen dira.

4. PVW printzipiotik elementu bakoitzaren indar bektorea eta zurruntasun
matrizeak kalkulatzen dira.

5. Elementu guztien indar bektorea eta zurruntasun matrizeen muntaketa.
Ekuazio sistematik nodoetako desplazamenduak lortzen dira.

6. Desplazamenduak ezagututa, deformazioak eta tentsioak kalkula daitezke.

Suposa dezagun eremu jarraitu bat elementu finituetan diskretizatuta dagoela.
Desplazamenduen askatasun gradu kopurua n dela suposatuz, PVW printzipioen
arabera [5,6]:

[ {08} {o}av ={oa'} {P}) (4.20)

Noni=1 ... n; {&'} nodoetako desplazamendu birtualen bektorea; {P’} nodoetako
kanpo indarren bektorea; {Jd¢} deformazio birtualen bektorea; eta {o} tentsio

osagaien bektorea.

Interpolazio funtzioak erabiliz, elementuaren edozein puntutako desplazamenduak
nodoetako desplazamendu bitartez lortzen dira. Matrize moduan erlazio hau honela

adierazten da:

{u}=[N]{a'} (4.21)
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Non {u} elementuaren edozein puntuaren desplazamenduaren bektorea eta [N]
desplazamenduen  interpolazio  funtzioen  matrizea den.  Elementuaren
desplazamenduak, {u}, [L] eragile diferentzialaren bitartez {&} deformazioekin

erlazionatzen dira:
{e}=[L]{u} (4.22)

(4.20) eta (4.21) ekuazioak konbinatuz eta nodoetako desplazamenduak ezagututa,
elementuaren edozein puntutako deformazioak lortzen dira:

(e} =[]V {o'} =[B] e} @.23)

[B] desplazamendu-deformazio matrizea izanik. Materialaren [D] zurruntasun

matrizearen bitartez {o} tentsioak eta {¢} deformazioak erlazionatzen dira:

[o]=[D]{s} (4.24)

(4.24) eta (4.23) ekuazioak ordezkatuz (4.20) ekuazioa honela gelditzen da:
T T . NT
foa'y' (], (81 [D]1[5] av o'} ={oa'y (P} (4.25)
{§ai} arbitrarioa denez, Zurruntasun Metodoaren ekuazio nagusia lortzen da:
[k ]{a'} ={P} (4.26)
[K¢] elementuaren zurruntasun matrizea izanik:
[k<]=] [B] [D][B]aV (427)

Sistemaren zurruntasun matrizea elementu guztien zurruntasun matrizeen muntaketa
eginez lortzen da, 4.2.3 atalean ikusi den bezala. (4.26) ekuaziotik egituraren
nodoetako desplazamenduak lortzen dira. Deformazioak, lortutako desplazamenduak
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(4.23) ekuazioan deribatuz lortzen dira. Eta azkenik deformazioak (4.24) ekuazioan
ordezkatuz tentsioak lortzen dira.

44 DESPLAZAMENDUEN INTERPOLAZIO FUNTZIOAK

441 BARRAELEMENTUAK: LAGRANGE INTERPOLAZIO FUNTZIOAK

Sistema jarraituen diskretizazioan, desplazamendu eremua interpolazio funtzioen
bitartez hurbiltzen da. Interpolazio funtzioak, (4.21) ekuazioaren arabera, nodoetako
desplazamenduen menpe adierazten dira:

{up=[N|{a'} (4.21)bis

Elementuen desplazamendu eremua hurbiltzeko interpolazio funtzio polinomikoak
erabiltzen dira.

Indar axialen menpe ari diren barretan desplazamendu eremua elementu bakoitzeko
funtzio polinomikoak erabiliz hurbilduko da [1,3]. 4.4 irudian bi nodoko elementu
lineala ikusten da. Elementu horretan desplazamendu eremuaren hurbilketa ondokoa

izango da:

ul(x)=a +a,x, x <x<x,bada
{ ()=a+ax x ? (4.28)

0 beste toki guztietan

u(x)

Uy

uz

X2

4.4 Irudia: Elementu lineala eta erreferentzia ardatz globalak
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Elementuan zehar interpolazio funtzioa lineala da; elementutik kanpo, berriz, zero.
Nodotako interpolazio funtzioaren ebaluaketak, honako ekuazioetara eramaten du:
u, =a, +a,x

(4.29)

u, =a,+a,x,

Non u; eta u; 1 eta 2 nodoetako u(x) funtzioaren balioak diren. (4.29) ekuazio

sistematik,

U, X, —U,X
q, =40 TN
Xy =X
(4.30)
u, —u
_ U~y
a,=——-
Xy =X

(4.30) ckuazioa (4.29) ekuazioan ordezkatuz eta gai guztiak taldekatzean

desplazamenduaren eremuaren interpolazio funtzioa u(x) honela gelditzen da:

X, —X X—X
u(x): 2 u, + 'u2 ‘v’x1<x<x2
Xy =X Xy =X
(4.31)

Interpolazio funtzioa nodoetako koordenatuak, elementuaren luzera eta interpolazio
funtzioaren nodoetako balioen menpe dago eta (4.21) ekuazioaren arabera honela
idatz daiteke:

u(x)le.ui i=12
- - 4.32
N=220 N =2TN wrcx<n, (432)
X, — X X, — X,

(4.31) ekuazioak elementuaren mugalde baldintzak betetzen ditu. A; interpolazio
funtzioak jarraituak eta linealki independenteak dira eta ondoko propietate dituzte: NV;
funtzioak linealki aldatzen dira elementuan zehar eta i nodo baliotzean 1 balioa

hartzen dute eta zero bestean.

! 0 i # j bada
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N, N

X1 Xo X1 X2

4.5 Irudia: Barra elementuen interpolazio funtzio linealak

Elementu hauetan interpolazio funtzioak linealak direnez, elementuan zehar eta
elementuen artean desplazamendu axialak jarraituak direla bermatzen da. Baldintza
hauek betetzen dituzten elementuak C’ elementuak dira. Desplazamendu axialaren
lehenengo deribatua jarraitua badu orduan C’ elementua litzateke. Orokorrean
elementu bat C" da, desplazamendu eremuaren lehenengo m deribatuak jarraituak
badira.

C’ elementuak baina n graduko polinomioak erabiliz lortzeko Lagrange polinomioak
erabil daitezke. Horrela, n nodo dituen barra elementu batean, i nodoaren N;

interpolazio funtzioaren ekuazioa honela adierazten da:

O (C T S (b Y b s

(xi _xl)(xi —X, ) ) '(xi _xi—l)(xz‘ —Xin ) ) '(xi _xn)

Edo modu laburbilduan,

no( x—x,
NV — J
, (4.35)

Barra elementu lineal batean edozein puntutako desplazamendu axiala koordenatu

naturaletan honela adieraz daiteke:
“(5):]\]1(5)“1"’]\[2(5)“2 (4.36)

& koordenatu naturala honela definitzen da:
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L (4.37)

Non L elementuaren luzera eta x. barraren erdiko koordenatua diren. Horrela, {&=-1
barraren mutur batean, =0 elementuaren erdian eta =1 beste muturrean. (4.17)

ekuazioaren analogiagatik N; funtzioak honela idatz daitezke:

L g_éj
N(9)=T1 (ﬁ]
JAGE\ i T 9 (4.38)

Beraz, £=-1 eta £=1 bi nodoko elementu batetik honako interpolazio funtzioak

lortzen dira:

N=ETE=40-0)

;_g (4.39)
N, = L=1(]

51_52 ( +§)

(4.39) ekuazioan (4.37) ekuazioko balioak ordezkatuz (4.32) ekuazioa lortzen da.
Hiru nodoko elementu koadratikoan, & =-1, & =0 eta & =1 badira, N; interpolazio

funtzioak honela idazten dira:

_ (5_52)(68_53) _1 _
M lemeeme) e
(£-8)(E-E) _oiyes
Nz(f)_(éz_gl)(éz_é)_(é 1)(5 1) (4~4O)
(5_51)(5_‘:2) 1 +
N3(§)_(§3_§2)(§3_§3) 2§(§ 1)

Eta lau nodoko elementu kubiko batean, & =-1, & =-1/3, &=1/3 eta £, =1 badira, N;

funtzioak honela idazten dira:
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)(95_‘53)(5_ 4) 27(E4 1 _
M e e e g-g) HETNEREY wan
=88 E=E) e ey |
3(5)_(953_é:z)(é_é)(é_é)_ 16(§ 1)(5 )(5 1)
(-&)(£-4)(6-¢)

M) “(E (e ()

(54 _51)(%&4 _52)(54 _53)

4.6 irudian barra elementu koadratiko eta kubiko baten interpolazio funtzioak ikusten
dira.

=1 &=0 &=1 E=-1 &e=-1/3 &=1/3 &=1

1 3 1 2 3 4

2
N
N X
" _ v »
2
1 . N
—_ .

4.6 Irudia: Barra elementuen interpolazio funtzio kubiko eta koadratikoak
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442 HABE ELEMENTUAK: HERMITE INTERPOLAZIO FUNTZIOAK

Elementu hauek Euler-Bernouilli-ren habe lerdenen makurduraren teorian oinarritzen
dira [7], hau da, indar ebakitzailearen eragina ez dute kontuan hartzen habearen

deformazioan.

Ezezagun nagusia v desplazamendua da ,baina aldagai honen deribatua 4. ere
jarraitua izan behar du integralak kalkulatu ahal izateko. Deribatu hori habearen
deformatuaren malda da. Beraz, habe elementuetan nodo bakoitzeko bi aldagai behar
dira: desplazamendua eta honen deribatua (v, %/, ). Nodoetako desplazamenduak eta

hauen deribatuak ezagutzen direnean, desplazamenduen interpolazio funtzioak
Hermite polinomioen bitartez lor daitezke [1,3].

—_— X

4.7 Irudia: Habe baten muturreko desplazamendu eta biraketa ezezagunak

Elementu honek 4 askatasun gradu dituenez, v edozein puntutako desplazamenduaren

hurbilketa honela idazten da:
v=a, +ax+a,x +ax (4.42)

Non x koordenatu lokala den. ¢; parametroak kalkulatzeko, nodoetako
desplazamenduak eta hauen deribatuak ebaluatu behar dira, (4.42) ekuazioan

nodoetako v; eta €/ balioak ordezkatuz honako ekuazioak lortzen dira:
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_ 2 3
v =a, +ox, +o,x; +agx;

d
(—v) =a, +2a,x, +30,x;

dx 1
v, =0, + X, +052x§ +a3x; (4.43)
dv
(—j =a, +20,x, +30,%
dx 2

Sistema askatu ondoren eta «; konstanteen balioak ordezkatzean, (4.42) ekuazioa
honela idatz daiteke:

u=N1u1+]V1£(d—u) + Nyu, + N, (d“) (4.44)
2\ dx 1 dx 2

N; Hermite polinomio kubikoak dira, eta (4.37) ekuazioko koordenatuak:

Ni(&)=4(2-3¢+¢)

N(&)=4(1-¢-&+&) (4.45)
N> (£)=4(2+3¢-¢8)

N, (£)=4(-1-¢6+&+¢)

Funtzio hauek 4.8 Irudian ikusten dira.

W

1 1
L ' L :

Vs Wy

;1 1

4.8 Irudia: Hermite interpolazio funtzioak
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Beraz, interpolazio funtzioak erabiliz habearen desplazamendu eremua honela adieraz
daiteke:

{uy =[Nla'} (4.46)

Prozedura berdina jarraituz beste ordenatako Hermite polinomioak lor daitezke.

443 LAU NODOKO ELEMENTU LAUKIZUZENAREN INTERPOLAZIO
FUNTZIO LINEALAK

2a

2b L.x

- 1 )

A
A 4

4.9 Irudia: Elementu laukizuzena eta erreferentzia sistema

Elementu hau elementu laukizuzenen artean sinpleena da eta bi dimentsioko
elastikotasunean erabiltzen da. 4.9 irudiko 4 nodoko elementuan norabide bakoitzeko
4 desplazamendu ezezagun daude. Beraz, interpolazio funtzio sinpleenak honakoak

dira:

u(x,y)za +a,x+a,y+a,xy
P (4.47)
v(x,y) =a5 +a6x+a7y+a8xy

4.9 irudiko elementu laukizuzenean eta interpolazio funtzioak kalkulatzeko hartu den

erreferentzia sistema ikusten dira. (4.47) ekuazioa nodoetan ebaluatzean honako
balioak lortzen dira:
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u(xlﬂyl) u(_a,_b):ul V(Xl,yl)=v(—a,—b)=vl
u(x25y2):u(aa b)—l/l2 V(xz,yz):V(a,—b):Vz
(4.48)
u(x3,y3)=u(a,b):u3 v(x3,y3)=v(a,b)=v3
u(x4,y4)=u(—a,b):u4 V(x4ay4 =v(—a,b)=v4
(4.48) ekuazioko konstanteak kalkulatu eta (4.47) ekuazioa honela idatz daiteke:
4
u(x,y)=2 Ny,
" (4.49)
v(x,y):ZNivi
i=1
Eta NV, 4.10 irudiko interpolazio funtzioak dira eta honela adierazten dira:
Men{i-li) wen=fo-5)
(4.50)

4.10 Irudia: Elementu laukizuzenaren interpolazio funtzio linealak

Elementu laukizuzenaren interpolazio funtzioak (£, 77) koordenatu naturaletan jartzeko
erlazioak honakoak dira:

- =Y
$= = (4.51)
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(-1,1) (1,1)

L

g

(-1,-1) 1,-1)
4.11 lrudia: Elementu laukizuzena eta erreferentzia sistema naturala

(4.50) ekuazioko interpolazio funtzio linealak koordenatu naturaletan honela
adierazten dira:

(4.52)

Antzeko prozedura jarraituz interpolazio funtzio koadratikoak eta beste ordenakoak
ere lor daitezke.

444 PLAKA LAUKIZUZENAREN INTERPOLAZIO FUNTZIO LINEALAK

4.12 Irudia: Lau nodoko plaka elementu laukizuzena.

Melosh-ek [8] lau nodoko plaka laukizuzen bat proposatu zuen, nodo bakoitzean

w;, Oy, l9yl- desplazamendu eta bi biraketa dituena. Elementu honen interpolazio
funtzioak bi nodoko habe-elementuaren 3. mailako Hermite polinomioak konbinatuz
lortzen dira, (4.45) ekuazioaren arabera [1,9].
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N (&)=4(2-38+&)
N (E)=2(1-¢-&+&)

4.53
No(£)=1(2+3¢6 &) #39
N, (E)=4(-1-¢E+&+ &)

Non & x/a eta i = y/b koordenatu naturalak diren eta N; eta N; bi nodoko Hermite

elementuaren funtzioak diren. Desplazamenduen interpolazio polinomioa honako hau
da:

w=N(E)N () wi + N (E) N (1) + N ()N (17) 0+ N () N () ws
+No(E)N:(7) 0 + N (E)Ni(17) 0+ Na (E) Na(m) ws + No (& )M(n)as+ (4.54)

+ N2 (E)No (1) 0+ N (E)Na (17) wi + N (€) Vo (17) B + N () N (17) 64

Non w;, 6, 6,, elementuaren 12 desplazamendu ezezagunak diren: desplazamendu
bat eta bi biraketa korapilo bakoitzeko. (4.54) ekuazioko polinomioa, 4. mailako
polinomio osoan bihurduraren gaiak kenduz lortu da [8].

45 KONBERGENTZIA IRIZPIDEAK

Aukeratutako interpolazio funtzioek baldintza batzuk bete behar dituzte FEM analisia
konbergentea izateko. Konbergentzia irizpideak betetzen badira, elementuen tamaina
jaistean lortutako balioak soluzio errealera hurbilduko dira. Konbergentzia baldintzak
honakoak dira [1,3]:

1. Jarraitasuna: Desplazamendu eremuak elementu bakoitzean zehar jarraitua
izan behar du. Desplazamenduak interpolatzeko polinomioak erabiltzen baditugu.
baldintza hau automatikoki betetzen da.

2. Deribagarritasuna: Aukeratutako polinomioak deribagarria izan behar du
gutxienez PVW printzipioan agertzen diren deribatuen ordena arte. Horrela, barren
kasuan adibidez, lan birtualen ekuazioan 1. mailako deribatuak agertzen direnez,
aukeratutako interpolazio funtzioek gutxienez linealak izan behar dute.
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3. Integragarritasuna: Funtzio baten m ordenako deribatua integragarria izango
da, funtzio honen m-/ ordenako deribatuak jarraituak badira. Beraz, PVW
printzipioan desplazamenduen m  ordenako deribatuak agertzen badira,
desplazamenduek eta hurbiltzeko aukeratu diren polinomioek jarraituak izan behar

dute m-/ ordenako deribatuak arte.

4. Partzela-irizpidea: Elementu baten konbergentzia aztertzeko elementu-
multzo edo partzela bat aukeratzen da. Elementu-multzo horren mugaldeko
korapiloetan desplazamendu ezagunak inposatzen dira. Partzelaren barrualdean
lortutako desplazamendu eta deformazioak eta analitikoki lortuko liratekeenak
berdinak badira, elementuak partzela-irizpidea betetzen duela esaten da, eta beraz,
konbergentea da.

Partzela-irizpidea edo konbergentzia egiaztatzeko bi baldintza bete behar dira:

4.1 Deformazio konstantearen baldintza: Diskretizazio maila handiagoa
den neurrian, elementu bakoitzaren egoera deformazio konstantera gero eta gehiago
hurbilduko da. Elementu batek deformazio egoera konstantea lortzeko gai izan behar
du konbergente izateko.

4.2 Solido zurrunaren baldintza: Elementu edo partzela baten
mugaldean solido zurrunaren desplazamendu eremua inposatzen badugu, elementu

edo partzelaren barrualdean deformazio egoerak zero izan behar du.

Ondoren azalduko diren bi baldintzak komenigarriak dira, baina ez derrigorrezkoak.
Baldintza hauek betetzen ez dituzten elementuak konbergenteak izan daitezke.

5. Bateragarritasun baldintza: Elementuek bateragarriak izan behar dute.
Honek desplazamenduak elementuen artean jarraituak izan behar direla esan nahi du,
hau da, elementuen arteko desplazamenduen balioetan ez dira jauziak sortu behar.
Baldintza hau betetzen duten elementuak elementu bateragarriak edo konformeak
dira.

Desplazamendu eremuaren jarraitasun baldintza betetzen bada bateragarritasuna

zuzen betetzen da. Hau betetzen ez bada elementua bateraezina izango da. Hala ere,
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elementu hauek onargarriak izan daitezke eta elementuen tamaina jaistean soluzio
errealekin konbergentzia gerta daiteke.

6. Polinomio osoaren baldintza Interpolazio funtzioaren parametroek
polinomio osoa osatzen badute hurbilketa optimoa izango da. Parametro gehiago
badu, parametro hauekin osatutako interpolazio funtzioek ez dute elementuaren
hurbilketa hobea lortuko. Hala ere, polinomio osoa ez izateak ez du esan nahi
konbergentziarik ez dagoenik.
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5.1 SARRERA

Tentsioak aztertzeko erabiltzen diren elementu finitu metodo gehienak
desplazamenduetan oinarrituta daude. Zurruntasun metodoan (Stiffness method, SM)

ezezagun nagusiak nodoetako desplazamenduak dira.

SM metodoak emaitza oso eraginkorrak ematen ditu material homogeneotan.
Laminatu konpositetan, berriz, tentsio gradiente handiak sortzen dira zeharkako
norabidean eta, zurruntasun metodoa erabiltzen bada, elementu kopuru handiko
analisiak behar dira [1]. Laminatu konpositeetan, laminen arteko limiteetan
materialen propietateak aldatu egiten dira, eta limite hauek tentsio gradiente handiko
lekuak dira. Tentsioak eta deformazioak desplazamendu hurbilduetatik kalkulatzen
dira deribazio numerikoa erabiliz eta horregatik tentsio gradiente handiko kasuetan

konbergentzia motela izan daiteke.

Tentsioetan oinarrituta baina indar erredundanteak erabiltzen ez dituen formulazioa
Patnaik et al.-ek garatutako Indar Metodo Integratua (Integrated Force Method, IFM)
da. Metodo honetan barne indarrak dira ezezagun nagusiak eta Lan Birtualaren
Printzipioan (Principle of Virtuak Work, PVW) eta Lan Birtual Osagarriaren
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Printzipioan (Principle of Complementary Virtual Work, PCVW) oinarrituta dago.
Patnaik-ek garatutako Indar Metodo integratu Dualak (Dual Integrated Force
Method, 1IFMD) [2] IFM metodoaren formulazio berdina du, baina formulazio

honetan ezezagun nagusiak desplazamenduak dira.

IFM eta IFMD metodoek interpolazio funtzio desberdinak erabiltzen dituzte tentsioak
eta desplazamenduak interpolatzeko. Desplazamenduak interpolatzeko SM metodoan
erabiltzen diren interpolazio funtzioak erabiltzen dira. Tentsioen interpolazio funtzio
egokiak aukeratzeak garrantzi handia du emaitzen zehaztasunean eta konputazio
kostuan [3]. Metodo hibridoen ikerketan, tentsio eremuaren interpolazio funtzio
egokiak aurkitzeko metodoak aztertu dira [4-8]. Desplazamenduen kasuan
interpolazio funtzioak aukeratzeko metodoak oso garatuta badaude ere, tentsioen
interpolazio funtzioak aukeratzeko metodo sistematikorik ez dago.

5.2 INDARREN INTERPOLAZIO FUNTZIOAK

Tentsioetan eta desplazamenduetan oinarritutako metodoetan indarrak eta
desplazamenduak hurbiltzeko interpolazio funtzio ezberdinak erabiltzen dira.
Elementuen matrizeak osatzeko desplazamendu eta tentsio eremuen hurbilketak
definitu behar dira. Elementuaren edozein puntutako desplazamendua, nodoetako
desplazamenduen funtzioan hurbiltzen da, eta tentsioaren osagaiak barne indar

parametro independente batzuen menpe.

Edozein elementutan oso erraz planteatzen dira nodoetako desplazamenduak, baina

indar parametro independenteen kopurua eta esanahi fisikoa ez da zuzen ikusten.

Indarren interpolazio funtzioak elementu baten indarren askatasun gradu kopurua m
bada, elementuaren edozein puntutako tentsioa honela adieraz daiteke:

I
o, O, O'j .
o, r=lYKFi}=| + "~ 5. (5.1)
o, o, - o |

F,
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Non j = 1 ... m; indarren interpolazio funtzio matrizea den [9] eta {F} barne indar
independenteen bektorea den. [Y] matrizearen zutabe bakoitza {G,} tentsio moduak

dira.

Pian et al.-ek [7] tentsio eremu hurbilduan honako baldintzak bete behar direla ikusi

zuten [3]:

1. Oreka baldintzak bete behar dira.

2. Tentsio osagaiak simetrikoak izan behar dira.

3. Sortutako matrizeak transformazio matrizeekiko independenteak izatea.
4. Deformazio energia nulua ez izatea.

Polinomio osoak erabiliz oreka baldintzak betetzen dira, baina indar independente
kopuru altuko interpolazio funtzioak lortzen dira. Spilker-ek eta Singh-ek [8], metodo
hibridoen ikerketan gradu altuko tentsioen interpolazio funtzioak erabiltzeak
elementu zurrunegiak ematen dituela ikusi zuten. Horregatik, tentsioen interpolazio
funtzioen kalkuluan, beharrezkoa da indar independente kopurua murriztea,
elementuaren matrizeak behar dituen propietateak mantenduz.

Bestalde, indar independente kopurua ezin da arbitrarioki kalkulatu, n elementuaren
desplazamendu kopurua kontuan hartu gabe [10]. m indar independente kopuruak

m=>n—r erlazioa bete behar du, r oreka ekuazio kopurua izanik.

4 nodoko mintz-elementu laukizuzenaren kasuan, adibidez, 8 desplazamendu eta 3
oreka ekuazio daudenez, aurreko baldintzak betetzen dituzten tentsioen interpolazio
funtzio linealak honakoak dira:

o, =F+Fn
ayzF3 +F¢ (5.2)
7, =F;

[Y] indarren interpolazio funtzioen matrizea honakoa izanik:
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0 0
E O (5.3)
0 1

[Y] matrizea (5.1) ekuazioan ordezkatuz tentsio eremua lortzen da. Lortutako tentsio

eremua, eta Pianek [6], Wu et al.-ek [11] eta Huang-ek [12] proposatutakoak berdinak
dira.

Plakaren kasuan, deformazio energia osagarria luzera unitateko momentuen menpe

adierazten denez, momentuak interpolatzen dira:
{m}=[v]{F’} (5.4)

4 nodoko plaka-elementu laukizuzen batean desplazamendu ezezagunak korapilo
bakoitzeko desplazamendu bertikala eta bi biraketa suposatzen badira, oreka
ekuazioak 3 direnez, n—r =9 lehen aipatutako baldintzak betetzen dituzten tentsioen
interpolazio funtzioak honakoak dira:

M, =F+ B+ Fn+Fén
M, =F+F&+Fn+Fén (5.5
M =-F,

N

6 eta 7 ataletan, (5.2) eta(5.5) ekuazioetako interpolazio funtzioak erabili dira mintz
eta plaka-elementuak formulatzeko, hurrenez hurren.

53 INDAR METODO INTEGRATUA (IFM)

53.1 OREKA EKUAZIOAK

Indar Metodo klasikoa (Force Method, FM) oreka mantentzeko indar erredundanteen
aukeraketan oinarrituta dago [13-15]. Indar erredundanteen modelo egokia aukeratzea
funtsezkoa da emaitza onargarriak lortzeko [16]. Horregatik, metodo honen prozedura
programatzeko SM baino zailagoa denez, ia desagertu da. Atal honetan Patnaik-ek
garatutako Indar Metodo Integratua (Integrated Force Method, IFM) azaltzen da
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[17,18]. IFM metodoak ez du indar erredundanterik erabiltzen eta barne indarrak
kalkulatzeko, oreka eta bateragarritasunaren ekuazioak erabiltzen ditu.

Tentsio eremua orden egokiko polinomioak erabiliz interpolatzen da [4,8], polinomio
hauen koefizienteak indar independenteak {F'} izanik. Elementu finitu batean barne
indar independenteak oreka ekuazioak betetzen dituzten indar independente sorta bat
da, indarren interpolazio funtzioen bitartez elementuaren tentsio eremua hurbiltzen
duena. 5.2 atalean ikusi denez, elementu baten indarren askatasun gradu kopurua m
bada, elementuaren edozein puntutako tentsioa honela adieraz daiteke:

(o} =[11{F) (5.6

Beraz, (4.23) eta (5.6) ekuazioak Lan Birtualen Printzipioan (Principle of Virtual
Work, PVW) (4.20) ordezkatuz, honela gelditzen da:

{oa'}' ([, [8) [¥1av ) {F'} ={oa} (P} (5.7)
{5ai }T arbitrarioa denez, oreka ekuazioa honela gelditzen da:

(] (F) =) 59
Eta oreka matrizea honela definitzen da:
T
[E]=] [B] [r]av (5.9)
Egituraren oreka ekuazioa, [E] elementu guztien oreka matrizeen 4.2.3 atalean
azaldutako muntaketa prozedura jarraituz lortzen da. Matrize honek (N x M)

dimentsioak ditu, N eta M egituraren desplazamendu eta indarren askatasun maila

izanik, hurrenez hurren.

Azkenik, egituraren oreka matrizea honakoa da:

[E]{F*}={P'} (5.10)
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Non/=1...N;etak=1... M,

53.2 DESPLAZAMENDU-DEFORMAZIO OROKORTUEN ERLAZIOA

Erlazio hau egituran metatzen den barne energiaren (Internal Energy, IE) eta kanpo
indarrek egiten duten lanaren (W) berdinketatik sortzen da [19]. Portaera elastiko
linealean, egituran metatutako barne energia (/E), barne indarretatik eta hauei
dagokien deformazioen eraginez sortzen da:

]E:%{F«f}T{ﬂf} (5.11)

Non { Yo } barne indarrekin lotutako deformazio orokortuaren bektorea den. Patnaik-

en garapenean deformazio orokortuen kontzeptua oso garrantzitsua da. Egitura
diskretuetan deformazio orokortuen kontzeptua argi ikusten da, baina eremu
jarraituen diskretizazioan honen esanahia ez dago argi. Habe baten kasuan, indar
axialekin lotutako deformazio orokortua habearen luzapena da; momentu
makurtzailearekin lotuta dagoena makurdura-angelua da; eta momentu bihurtzailearen
deformazio orokortua bihurdura-angelua da. Ideia hori ezin da zabaldu mintz edo

plaka elementuak bezalako elementu jarraituetara.

F ! |d9
‘ ) i I'. M,
L+AL I )
a/

c/

5.1 Irudia: Habe baten deformazio orokortuak. a/ Trakzioa; b/ Makurdura; ¢/ Bihurdura.
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Kanpo indarrek egiten duten lana (W) kanpo indarrek eta hauek sortzen dituzten

desplazamenduen eraginez sortzen dira. Portaera elastiko-linealaren kasuan:

L a7
W=—{P} {d] (5.12)
Non {ai} kanpoko kargei dagokien desplazamendu bektorea den eta i = 1 ... n.,

Desplazamenduen askatasun gradua » izanik. (5.11) eta (5.12) ekuazioak berdinduz,
honakoa ematen du:

(B =Py {a) (5.13)
(5.8) ekuazioa (5.13) ekuazioan ordezkatuz:
E s =R [T e (5.14)

(5.14) ekuazioa honela idatz daiteke:
(P (£ {a)-{p}) =0 (5.15)

{F / } independenteak direnez, elementuaren Desplazamendu- Deformazio

orokortuaren erlazioa (Displacement Deformation Relation, DDR) honela gelditzen
da:

#)-2T () 610

Egituraren desplazamendu ezezagun kopurua N eta Indar ezezagun kopurua M direla
suposatuz, egituraren oreka matrizea [E] elementu guztien oreka matrizeak muntatuz
lortzen da, eta ondoren, egituraren DDR erlazioa lortzen da

(B} =[E] {a'} (5.17)

Non/=1...N;etak=1... M,
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533 BATERAGARRITASUN BALDINTZAK

Bateragarritasunaren  baldintzak  eremu  jarraitu = baten  diskretizazioan
Elastikotasunaren Saint - Venant prozedura jarraituz lortzen dira [20]. Antzera, eremu
jarraitu  baten diskretizazioan, DDR erlazioan desplazamenduak kenduz
bateragarritasun baldintzak lor daitezke. (5.17) ekuazioan, M deformazio orokortuak
N desplazamenduen funtzioan adierazten dira. Hasierako deformaziorik ez badago,
(N-M) bateragarritasun baldintzak honela adieraz daitezke:

[C]{B*} =10} (5.18)

(5.17) ekuaziotik, (5.18) ekuazioa honela gelditzen da:
[CILET {a'}={o} (5.19)

Desplazamenduak zero ez direnez, bateragarritasun matrizearen koefiziente

ezezagunak osatzen den sistema homogeneotik lortzen dira:

[l = A€ o JHEN, BT =[O}, = {0}, ] (520

(5.10) ekuazioko [N x M] Oreka ekuazioak M barne indarren menpe adierazten dira,
baina [(M-N) x M] Bateragarritasun Baldintzak (5.18) M deformazio orokortuen
menpe idazten dira. Nagabushanam-ek, 1988. urtean, [C] Bateragarritasun matrizea
kalkulatzeko programa aurkeztu zuen [21].

534 INDAR - DEFORMAZIO OROKORTUEN ERLAZIOA

IFM ekuazio nagusietan jarri ahal izateko, bateragarritasun baldintzak barne indarren
funtzioan jarri behar dira, eta horretarako, barne indarrak eta deformazio orokortuen
erlazio bat behar da. Lan Birtual Osagarriaren Printzipioak (Principle of
Complementary Virtual Work, PCVW) [22,23] honakoa ezartzen du:

jV{(sa}T (syav ={sP}" {a') (5.20)
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Non {8} tentsio birtualen bektorea den eta {0P'} nodoetan ari diren kanpo indar

birtualen bektorea den.

(5.6) ekuazioa PCVW Printzipioan ordezkatuz, erlazio hau lortzen da [22],
[ {sF7} [Y){etav ={sP} {a'} (5.21)

Gainera, tentsioak eta deformazioak [S] materialaren malgutasun matrizearen bidez

erlazionatzen dira, hau da:
e =[S]io} (5.22)
(5.6), (5.8) eta (5.22) ekuazioak (5.21) ekuazioan ordezkatuz
for} [o {r}={or} [ {a) (523)
Non [G*]malgutasun matrizea den [9,24], eta ondoko balioa du
(G ]=] [r] [s][r)av (5.24)
Eta (5.17) ekuaziotik,
(o [} =(om7Y 1) 529

{OF} arbitrarioa denez, (5.25) ekuazioak Indar - Deformazio orokortuen erlazioa

(Force-Deformation relation, FDR) ematen du:
(6]t} - (o' 520
Orain, egituraren FDR erlazioa lortzen da:

[G{F*}={A"] (5.27)
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[G] egituraren malgutasun matrizea da eta elementu guztien malgutasun matrizeen

muntaketa prozedura estandarra jarraituz lortzen da:

(6]

6= . (5:28)

[6°]

e=1 ... E; egituraren elementu kopurua izanik.

Orain, (5.27) erlazioa (5.18) ekuazioan ordezkatuz, bateragarritasun baldintzak barne

indarren menpe lortzen dira:
[CI[G)F =10} (529)

Horrela, Oreka ekuazioak (5.10) eta Bateragarritasunaren ekuazioak (5.29) erabiliz,
IFM metodoaren ekuazio nagusia lortzen da:

{[C[]LE]G]}{F/C} ) {{{Zl}}} (5.30)

Barne indar independenteak ezagutu ondoren, (5.6) ekuazioaren bitartez tentsioak

lortzen dira. Bestalde, {F/} (5.26) erlazioan ordezkatuz {p’} deformazio orokortuak

lortzen dira, eta hauek (5.16) erlazioan ordezkatuz nodoetako desplazamenduak
kalkula daitezke [3].

535 IFM METODOAREN APLIKAZIOA EGITURA DISKRETOETAN

Atal honetan, IFM metodoa 5.2 irudiko egitura giltzatuan aplikatu da. 1, 2 , 3 eta 6
barren sekzioko azalera 645 mm’ da eta 2, 4 barrarenak, berriz, 456 mm’. Material
isotropoaren elastikotasun modulua 6,9-10* MPa dela kontuan hartuz, barren indar
ezezagunak eta korapiloen desplazamenduak kalkulatuko dira.
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I

50 cm

X

»
AP O !

4 3
(a3, ag)
1

50 cm

5.2 Irudia: Egitura giltzatua

Egituraren ezezagun nagusiak barren indar axialak F;, -+, Fs izango dira edo indarren
askatasun gradua n=6. 1 eta 2 nodoak libre direnez hauen desplazamenduak a;, a,,

as, asezezagunak dira, hau da, desplazamenduen askatasun gradua m=4.

1 eta 2 korapiloetan (5.10) ekuazioko oreka baldintzak aplikatuz, ondoko erlazioa

lortzen da:
_ILO 0 00_
V2 I
OLI 000 £ 0
V2 E_J0
00 OLIO £ 0
£ ||E] Lo
-1 F,
00 -1—=00|'°¢
{2

Seigarren zutabean balio guztiak zero dira. Seigarren barra bi giltzadura finkoen
artean kokatua dagoenez ezin da deformatu eta bere barne indarra zero izango da
(F 6= 0)

Orain, DDR erlazioa, (5.17) ekuaziotik, [ E] oreka matrizeen irauliarekin lortzen da:
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B =a

_a1+a2

P 7

By=a,—a,

c=n—m denez,

a; —a,
S
Bs = a;
Bs=0

2 Dbateragarritasun ekuazio behar dira ekuazio nagusian

inplementatzeko. Ekuazio hauek (5.16) ekuaziotik a,, ...,a, desplazamenduak ezabatuz

lortzen dira. (5.18) ekuazioko bateragarritasun baldintzak honakoak dira:

0000 0t]g| (o0
1v21-210]]8 _{0}

B
B

P
s

Lehenengo ekuazioak S =0 dela adierazten du. Lehen aipatu den bezala, barra

horren desplazamendu axiala eragotzita dagoenez f; = Fy = 0. Aurrera jarraitu baino

lehen, [E][C]" =[0] egiaztatu behar da, hau da:

1

2

0L 1|

V2

1—0 0 00|

000

2
1
00 0—10
2
0 0 —1_—100

0
0
0

0
0
1

.
2] [oo
1| |00
2] |00
1 00
1_

Materiala homogeneoa eta barren sekzioak konstanteak dituzten egitura giltzatuetan,

FDR erlazioa honela adierazten da:
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Eta 5.2 irudiko egituran,

B [1,12:107 0 0 0 0 0 F
B 0 2,25-10° 0 0 0 0 F,
Bl | o0 0 1,12:10° 0 0 0 F,
Bl | o0 0 0 22510° 0 0 F,
Bs 0 0 0 0 112:10° 0 F,
Bs) | 0 0 0 0 0 LI12:10%||F

(5.29) ekuazioa jarraituz, bateragarritasun ekuazioak indarren funtzioetan honela
adierazten dira:

00 0 0 01
12212210

Jmmam
I
f_/%
o O
%/_J

Azkenik, oreka eta bateragarritasun ekuazioak elkartu behar dira [FM metodoaren
ekuazioak lortzeko:

1
1 — 0 0 00
V2
0 - 1 0 o oA 0
{2 F | [1000
1 F, 0
0 0 0 —— 1 045l
2 F, 0
-1 F, 0
0 0 -1 — 00
V2 £ 0
0O 0 0 0 01
12 1 2 1 0]

Eta hemendik barren indar axialak lortzen dira:
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F) (-545,4

F, 771,4

F| | 4545

F (" -ea28 V)
F| | 4545

F, 0

Eta bukatzeko, korapiloen desplazamenduak DDR erlaziotik ateratzen dira:

LK
a, = =—-=-6,13-10"mm
lEl
a, =—a, +23,=3,06-102 mm
F
a, = fs 2225,11-10'3mm
lEl

a,=a,— f,=2,55-102 mm
54 INDAR METODO INTEGRATU DUALA (IFMD)

54.1 METODOAREN FORMULAZIOA

Atal honetan Patnaik-ek garatutako Indar Metodo Integratu Duala (Integrated Force
Method, IFMD) azaltzen da. IFM metodoan, ekuazio nagusia osatzen duten oreka
eta malgutasun matrizeak DDR eta FDR erlazioetatik ateratzen dira. IFMD metodoak
ere, IFM metodoaren matrize elementalak erabiltzen ditu, baina, ezezagun nagusiak
barne indarrak izan ordez desplazamenduak dira, SM metodoan bezala. IFM eta
IFMD bi formula sorta dituzte: bata desplazamenduak kalkulatzeko eta bestea
tentsioak kalkulatzeko.

IFMD metodoan, 5.3.2 atalean IFM metodoan ikusi den bezala, elementu bakoitzaren
DDR erlazioa ondokoa da:

(#}=[E] {a} (5.16)bis

Eta 5.3.4 ataleko FDR erlazioa:
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(G |{F'}={p’} (5.27)bis

DDR eta FDR erlazioetatik {3/} ezabatuz ondoko erlazioa lortzen da,

(6]} =[7 fo] 531

Hemendik, elementuaren indar independenteen bektorea {F/} kalkulatzen da:

(Fy=[c] [E] {a) (5.32)

[E<] oreka matrizea (5.32) ekuazioaren bi aldeetan aurre biderkatuz:

(5} =[£ 1o ] (5T o] 53

eta (5.8) oreka ekuazioa aplikatuz, elementuaren ekuazio nagusia lortzen da:

(P)=[F 0T (£ T (o) (534

[K¢] elementuaren zurruntasun matrizea izanik:

[k J=[FI[e ] =T 539

SM metodoan 4.2.3 atalean ikusi den bezala, egituraren zurruntasun matrizea (5.36),
elementu guztiekin muntaketa prozedura jarraituz lortzen da. Beraz, IFMD
metodoaren ekuazio nagusia modu laburbilduan honako hau da:

[K){d'}={P"} (5.36)

/=1 ... N; eta N egituraren desplazamenduen askatasun gradua izanik. Egituraren N
desplazamenduak ezagututa, (5.32) eckuaziotik elementu bakoitzaren indar
independenteak kalkulatzen dira. Indar independenteak ezagututa eta (5.6) ekuazioa

erabiliz, elementu bakoitzaren tentsio eremua kalkulatzen da.
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542 IFMD METODOAREN APLIKAZIOA EGITURA DISKRETOETAN

Atal honetan, 5.3.5 ataleko egitura IFMD metodoa erabiliz, barren indar ezezagunak
eta korapiloen desplazamenduak kalkulatuko dira.

IFMD metodoan, egituraren ezezagun nagusiak desplazamenduak a;, a, a; a, dira.

Barne indar independenteak barren indar axialak F';, -+, F;s izango dira.

IFM metodoan bezala, (5.9) ekuaziotik [ E] oreka matrizea lortzen da:

S ;
1—=0 000
V2

OLI 0 00

NG
I

00 0—10

V2

00 —1_—100

NG

Materiala homogeneoa eta barren sekzioak konstanteak dituzten egitura giltzatuetan,
elementuen FDR erlazioa honela adierazten da:

L12-10° 0 0 0 0 0
0 2,25-10°° 0 0 0 0
0 0 1,12-107° 0 0 0
[G]= s
0 0 0 2,25-10 0 0
0 0 0 0 1,12-107° 0
|0 0 0 0 0 1,12:107 |
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Azkenik, (5.35) ekuazioa erabiliz, oreka eta malgutasun matrizeak egituraren
zurruntasun matrizean inplementatzen dira.:

111262,5 22252.5 0 0
B Lo | 222525 111262,5 0 ~89010
[K]=[ENlG) [E]=| " 0 111262—5 -22252—-5
0 ~89010 -22252-5 1112625

Zurruntasun matrizea eta karga egoera ezagutuz, (5.36)ekuaziotik desplazamenduak
lortzen ditugu:

0 111262,5 22252,5 0 0 X,
1000| | 22252,5 111262,5 0 -89010 || X,
0 [ 0 0 111262-5 -22252-5| X,
0 0 89010 —22252-5 111262-5 || X,

Eta korapiloen desplazamendu berdinak IFM metodoa ateratzen dira:

a) [-613-10°
a| ]3,06-10°
a1 511100 [ "

ay 2,55-107

Eta bukatzeko, (5.32) ekuazioa aplikatuz, lortutako indar independenteak ere berdinak
dira:

K —545,4

F 771,4

F e | 4545

Fz :[GJIEE ]T{a}: —642,8 (V)
F. 4545

F, 0
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5.5 IFMD METODOAREN EKUAZIO NAGUSIAK LORTZEKO
BIDE ZUZENA

Patnaik et al.-en formulazio teorikoan deformazio orokortuaren kontzeptuan
oinarrituta dago. Azpimarratu behar da hasiera batean metodoa egitura diskretuetan
garatu zutela. Sistema hauetan, Patnaik-ek azaldutako deformazio orokortua eta barne
indarraren esanahia argi ikusten da: Habe baten kasuan indar axialarekin lotutako
deformazio orokortua luzapena da; momentu makurtzailearekin lotutako deformazio
orokortua makurdura angelua da eta momentu bihurtzailearekin bihurdura-angelua da.

Nahiz eta deformazio kontzeptuak eremu jarraituetan esanahi fisiko argirik ez izan,
Patnaik et al.-ek sistema diskretuetan erabilitako bide paralelo bat jarraitu zuten
IFMD sistema jarraituetara zabaltzeko: alde batetik deformazio orokortuak eta
desplazamenduak oreka matrizearen bitartez erlazionatu zituen, eta bestetik, barne
indarrak eta deformazio orokortuak malgutasun matrizearen bitartez erlazionatu
zituen. Horrela, bi erlazio nagusietatik deformazio orokortuak ezabatuz IFMD
ekuazio nagusiak lortu zituzten [19].

Lan honetan, deformazio orokortuak erabili gabe IFMD metodoko ekuazio nagusiak
lortzeko bide zuzen bat garatu da. Formulazio honen ondoko azalpenean, aurreko
metodoetako pauso batzuk errepikatuko dira.

PVW printzipioa [22,25] honakoa da:
T AT ( i .
[ {oe} {a}ar ={sa'} {P} (4.20)bis
(4.23) ekuazioan deformazioak eta nodoetako desplazamenduak erlazionatzen dira:
{e}=[L][N{a'} =[B]{a'} (4.23)bis

Bestalde, (5.6) ekuazioa aplikatuz, tentsioak barne indar independenteen funtzioan
kalkula daitezke:

{o}=[Y{F'} (5.6)bis
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(4.20) eta (4.23)ekuazioak PVW printzipioan ordezkatuz, honako erlazioa gelditzen
da:

toa't' ([, LY [Y)av )tF it ={5a'} {P') (537)
Eta hemendik, elementuaren oreka ekuazioa lortzen da:
[E<1{F/}={P'} (5.8)bis
Bestalde, PCVW Printzipioak [22,26] honako hau ezartzen du:
[ (oo} {e}av ={sP}" {a'} (5.37)

(5.22) ekuazioan, tentsioak eta deformazioak [S] materialaren malgutasun matrizearen
bidez erlazionatzen dira:

{6‘} = [S]{a} (5.22)bis

(5.6) ekuazioa, (5.8) oreka ekuazioa eta (5.22) PCVW Printzipioan ordezkatuz [22],
ondoko erlazioa gelditzen da:

or ) (Y IsIar )} ={or} [T} (5:39)

{6F7} Kantitate arbitrarioa denez eta [G¢] (5.24) ekuazioko malgutasun matrizea

izanik, (5.31) ekuazioa lortzen da:
(6 {F/)=[ET {a) (5.31)bis

(5.31) ekuaziotik, barne indarrak {F} eta desplazamenduak {a'} honako ekuazioaren

bidez erlazionatzen dira:

(Fh=[c]"[ET {a'} (5.32)bis

103



ZURRUNTASUN-INDAR METODOAREN ANALISIA ETA BERE APLIKAZIOA LAMINATU
KONPOSITETAN

Orain, [E¢] ekuazioko bi aldeetan aurre biderkatuz eta (5.8) ekuazioa ordezkatuz,
[EJle T [E] {a'} =P} (5:39)

Non [K¢] IFMD metodoari dagokion elementu baten zurruntasun matrizea den:

(k< )=[E][c ] [ET (5.35)bis

Egituraren zurruntasun matrizea muntaketa prozedura jarraituz lortzen da eta horrela,
IFMD metodoaren ekuazio nagusia lortzen da.

[K]{d'}={P'} (5.36)bis

Lortutako ekuazio nagusia eta IFMD metodoarenak baliokideak direla ikus daiteke.
IFMD metodoaren prozeduran, (5.13) ekuazioa deformazio orokortua erabiliz DDR
eta FDR erlazioetatik lortzen da. Proposatutako prozedurarekin, berriz, PVW eta
PCVW printzipioetatik lortzen dira eta deformazio orokortuak ez dira beharrezkoak.
5.3 irudian prozedura zuzenaren laburbiltzen da.
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{e}=[B]{a'} {o} =[Y){F’} - = | Tentsioak

Lan Birtualen Printzipioa Oreka ekuazioak |

n
I
1
I
: [E)(F/)={P) [Ef]=![B]T[Y]dv
I
I
:
I

i i y > e i e i
e i) -(= T o)
S R ARt R e
|
v : v
(Py=(le e (e ] fal [T oo = - SiE=lo ] [T {«)
t il Muntaketa T v
{P’} |: [K]{a’} Barne indarrak
—¥ —> PVW eta PCVW desplazamenduak
Desplazamenduak lortzeko.

--» Desplazamenduak ezagututa barne
indarrak eta tentsioak lortzeko.

5.3 Irudia. [IFMD metodoaren ekuazio nagusiak zuzenean lortzeko prozedura.

5.6 METODO HIBRIDOAK

5.6.1 SARRERA

1960. hamarkadaren hasieran, elementu finituen metodoa elementuen propietateen
eremu bakarren formulazioetan oinarrituta zegoen [27, 28]. Garai hartan, bi
formulazio garatu ziren: Desplazamendu eta tentsioetan oinarritutako formulazioak
Indar metodoa, bere prozedura programatzeko zaila denez, ez zen ia erabili [29].
Desplazamendu metodoaren bitartez, lehenengo desplazamenduak kalkulatzen dira,
eta tentsioak, desplazamenduen deribazio numerikotik lortzen da.

Eremu bakarren formulazioen arazoak saihesteko eremu anitzeko formulazioak sortu
ziren. 1964an Pianek, metodo hibridoak (Hybrid methods, HM) garatu zituen [30,31].

Formulazio hau, hasieran, energia osagarri egonkorraren printzipioan oinarrituta
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zegoen, eta eragozpen baldintzak betearazteko Lagrange biderkatzaileak erabili
zituen. Gero, elementu hauen formulazioa Hellinger-Reissnerren printzipioa aplikatuz

garatu zuen, tentsio eta desplazamendu eremuak independenteak suposatuz.

Handik aurrera, eremu anitzeko elementu finitu asko garatu dira, eta elementu hibrido
eta mistoen modeloak proposatu dira [32]. Elementu mistoa eremu anitzeko
funtzionalaren bitartez formulatuta dagoen elementua da eta hauen ekuazio
nagusietan aldagai bat baino gehiago agertzen da. Elementu hibridoa, berriz, eremu
anitzeko funtzionalaren bitartez formulatuta dagoen elementua da, baina lortutako
ekuazio nagusian ezezagun bakarrak nodoetako desplazamenduak dira [33].

56.2 FUNTZIONALAREN FORMULAZIOA

Egituren eta solidoen mekanikan bi bariazio-printzipio oinarrizkoak daude: PVW eta
PCVW [34]. Desplazamenduetan oinarritutako elementuak PVW printzipiotik lortzen

dira, eta tentsioetan oinarritutako elementuak PCVW printzipiotik.

Bariazio-metodoetan ez dira eremu zehatzak erabiltzen. Hauen ordez, bariazioak
jasan daitzaketen eremu independente batzuk, eta eremu independenteen menpeko
beste eremu batzuk, bariaziorik ez dutenak. Hurbilketa eremu independenterekiko
bariazioak suposatuz lortzen da [35].

Gorputz elastiko lineal batean, {}tentsio, {¢} deformazio eta {y}desplazamendu

eremuen artean, honako erlazioak bete behar dira:

1. Deformazio- desplazamendu erlazioak:
{e}h=[L]{u} =[B]{a'} (4.23)bis
2. Tentsio- deformazio ekuazioak:
{0'} :[D]{e} edo {5} =[S]{O'} (4.24)bis

3. Tentsio eremuaren hurbilketa:
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{o}=[Y{F'} (5.1)bis
4. Oreka ekuazioak:

(B)=[L]"{c} (2.4)bis
(T} ={o}{v} (2.9)bis

Elastikotasun linealaren bariazio-printzipio guztiak, ondoko funtzionaletan oinarritzen
dira:

n=u-w (5.40)
Non U gorputzeko deformazio energia orokortua eta W kanpo indarren lana diren.
Deformazio energia orokortuak honela adierazten da [35]:

U=4iu] t6HemtdV + )] 164ardV + ji[ (6}Hew}dV +

(5.41)
+J'22J.V{O'£}{§}dV+j23J.V{Gg}{8"}dV+%j33jy{0“}{€”}dV

Non ji1, ... j33, koefiziente numeriko batzuk diren. Koefiziente hauen arabera

bariazio-printzipio guztiak atera daitezke. Bestalde, ~ notazioak bariazioa jasan

dezakeen eremu independentea adierazi nahi du, etal }",{ }",{ }° aldagaia tentsio,

desplazamendua edo deformazioen menpe adierazten direla esan nahi du.

Bestalde, W kanpo indarren lana honela adierazten da:
w(i,6)=[ (BitadV +[ {F}a}dS (5.42)

Beraz, j,=-1,j,;=1,j;, =1 eta beste guztiak zero eginez, Hellinger-Reissner

printzipioa lortzen da:

My =3[ (&Heo)dV +[ (GHe)dV = [ (BHaydV — [ {T}{ajdS  (5.43)
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5.7 IFMD ETA HM METODOEN ARTEKO
BALIOKIDETASUNA

Atal honetan Pian-ek Hellinger-Reissner printzipioan oinarritutako formulazio
hibridoa laburtuko da. Suposa dezagun gorputz elastiko bat elementu finituetan
diskretizatuta dagoela. Bolumen indarrak eta gainazalekoak aplikatuta baditu eta
inposatutako desplazamendurik ez badu, gorputz horren tentsio-banaketa elementuan
zehar Hellinger-Reissner printzipioaren bitartez lor daiteke [36].

(4.22) eta (4.24) ekuazioak Hellinguer-Reissner printzipioan ordezkatuz, (5.43)
funtzionala honela gelditzen da:

7=, [-H&V [Slod {8} (L))~ (@) (B} Jav [ (@) {T)ds  (5.44)

Funtzional honetan, bariazioa jasaten duten aldagai independenteak {5} eta {i1} dira.

(5.6) ekuazioa (5.44) ekuazioan ordezkatzean:

Tyg = _%{ﬁi}T (IV

T [SIv1aV ){r 3+ ([, Y LIV )iat-
(5.45)

_{di}f(L[N]T (Blav+[ [NT {T"}ds)
Ondoren,

m==HF [G )P} [ Y -{a ) (P (5:46)

Non [G¢] (5.24) ekuazioaren malgutasun matrizea den, [7°¢] (leverage) eragin

matrizea da eta {P'} kanpo indarren bektorea.

Funtzional honetan, bariazioa jasaten duten aldagai independenteak {Fi} eta {a'}

dira.{F7} bektorearckiko baldintza partzial egonkorra aplikatuz, {Fi} eta {a'}

elementu bakoitzaren barne indarren bektorea eta nodoetako desplazamenduen arteko
erlazioa lortzen da:
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(6P =[1 e} 547

Hemendik {F/} lortzen da,

(Fy =[G ][1]{a'} (5.48)

Orain, (5.48) ekuazioa (5.46) ekuazioan ordezkatuz,
=@y [T (o] [r )i} -{a) {7} (5.49)

Eta {a'} bektorearekiko baldintza partzial egonkorra aplikatuz, elementuaren ekuazio

nagusia lortzen da.

(][] [r] {a}-{P}=0 (5.50)

Eta ondoren,

[&],, {a'} =1} (5.51)

(5.47) ekuazioko eragin matrizearen iraulia [1,36] eta IFMD metodoen oreka matrizea
T
berdinak direla ikus dezakegu, [T GJ =[E€] . Beraz, bi metodoek espresio analitiko

bera dute eta oreka ekuazioa (5.10) honela idatz daiteke:
[E<]{F’}={P"} (5.8)bis

Pianek eta Sumiharak analisia sakonagoa egin zuten elementu laukizuzen orokorretan
metodoaren baliozkotasuna egiaztatzeko [6], baina lan honetan laukizuzenak bakarrik
erabiliko dira.

IFM eta IFMD metodoetan, oreka matrizea [E°] oreka ekuaziotik zuzenean lortzen da.
HM metodoetan, berriz, eragin matrizea [7°] (leverage matrix) Hellinger—Reissnerren
printzipiotik ateratzen da. Horregatik, metodo hibridoetan eragin matrizea oreka

matrize bera dela ez da zuzen ikusten.
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5.8 MALGUTASUN MATRIZEAREN DIAGONALIZAZIO -
METODOA

58.1 TENTSIO MODU BALIOKIDEAK

IFMD eta HM metodoetan elementuaren zurruntasun matrizearen kalkuluan
malgutasun matrizearen alderantzizkoa kalkulatu behar da, eta eragiketa honen
konputazio kostua handia da. Zhang et al.-ek [1,37,38,39] elementu hibridoetan
eragiketa honen konputazio kostuaren arazoa malgutasun matrizearen

diagonalizazioaren bitartez ebatzi zuten.

Teorema 1: Suposatutako {O‘i} (i =1...M) tentsio moduak linealki independenteak

badira, elementuaren [G*] malgutasun matrizea ez da singularra izango.
Frogapena:

1) Baldintza beharrezkoa: Elementu baten malgutasun matrize ez-singularra suposa

dezagun. Orduan k; €R parametroen bitartez, erlazio hau ezar daiteke:

ko ++ky {o-M}:ij{o-j}:{o} (5.52)

Jj=1

{0} tentsio moduak [y] matrizearen zutabeak direnez,

oy 153 oo = [ 1) -

N (5.53)
=ZG”.k/.=O (i=1,---M)
=
[G¢] malgutasun matrizea singularra ez denez,
k=-=k, =0 (5.54)

Beraz, tentsio moduak linealki independenteak dira.
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2) Baldintza nahikoa: Tentsio modu independenteak suposa ditzagun. Absurdo
bidezko froga egiteko, malgutasun matrizea singularra dela suposatuko da. Singularra
bada, honako ekuazioan zero ez diren emaitzak lor daitezke:

G. k.

g

i(IV{o-i}T[S]{O'j}dV)kj:O (i=1-M) (5.55)

J=1

M=

~
o

Eta beraz, ba daude zero ez diren k; parametroak (5.55) ekuazioa betetzen dutenak:

i:ki [ﬁ;(IV{Gf}T [S]{aj}dv)kjj = jy[izi“ki {ai}jT [S](i:kj {aj}JdV =0 (5.56)

1

Materialaren malgutasun koefizienteen matrizea definitu positiboa denez:

ZA:,’@ {o}= ZA:,k, {o;}=0 (5.57)

Eta kontraesana dago tentsio moduak linealki independenteen suposaketarekin,beraz

[G¢] ez-singularra da.

Teorema 2: Suposatutako tentsio moduak independenteak badira, hauek erabiliz
elementu baliokidea lortzen da.

Frogapena:

{0',.} eta {o_',«} tentsio modu baliokideak direla suposa dezagun, non i=1, ..., M den.

Orduan, badago [T ] matrize ez singularra, honako erlazioa betetzen duena:
[y]1=[Y][r] (5.58)

Non, [¥] eta [Y] matrizeak {o;} eta {5 }tentsio moduak osatuta dauden.

Suposatutako tentsio modu hurbildua erabiliz, {;}, (5.35) ekuazioaren arabera,

elementuaren zurruntasun matrizea honela adieraz daiteke:
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R)-[F1[T [F] 59

Non [E¢] eta [G°] (5.9) eta (5.24) ekuazioetako oreka eta malgutasun matrizeak

diren, hurrenez hurren. Ekuazio hauetan (5.58) ekuazioa ordezkatuz, honako
ekuazioak lortzen dira:

[E<] :(IV[B]T [V]ar )[T] =[E“][7] (5.60)
[6]=1eY (], [¥] [s][¥]av )z)=[2) [G]ir] (5.61)

(5.60) eta (5.61) ekuazioak (5.35) elementuaren zurruntasun matrizean ordezkatuz,

eta [T] matrizea ez-singularra bada, honakoa lortzen da:

(K ]=([E ([ G el ) (Y [E]) =
=[] [F] -k]

(5.62)

58.2 DIADONALIZAZIO METODOA

{O'l»} tentsio moduak [y] matrizearen zutabeak dira. Suposatutako tentsio moduak

{O'i} independenteak badira, Gram-Schmidt metodoa erabiliz, tentsio modu hauen

baliokide ortogonalak kalkula daitezke. Barne- biderketa honela definitzen da:
({oh.Is)o ) =] {0} [Sloyar (5.63)

Tentsio moduen ortogonal baliokideak Gram-Schmidt metodoaren bitartez lor
daitezke. Hau da:

2 ({o.}.I51{o,}) (5.64)
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Suposatutako tentsio modu ortogonalean, [Y] indarren interpolazio-funtzioen
matrizea da eta {5‘,} matrize honen tentsio modu ortogonalak dira. Tentsio modu

ortogonalak honela normalizatu daitezke:

(&'} = o (i=1-M) (5.65)

non

e =z v Is1ta)) =], (& (sa v (5.66)

{o_'l-*} tentsio modu ortonormalak dira. Horrela, tentsio modu ortonormalen arabera,

elementu baten malgutasun matrize berria diagonala eta unitarioa izango da.

[G“] ZIV[I?*]T[S][?*]de[]] (5.67)

[17 ] indarren interpolazio-funtzioen matrizea da, suposatutako tentsio modu

ortonormalean. Oreka matrizearen ekuazioan ordezkatuz:
[E<]=] [B] [7"]aV (5.68)

Beraz, (5.35) ekuazioaren arabera, elementu baten zurruntasun matrizea eraiki daiteke
malgutasun matrizearen alderantzizkoa kalkulatu gabe:

(k< ]=[E"][E"] (5.69)

Tentsio modu ortonormaletik lortutako (5.69) ekuazioko zurruntasun matrizea, eta
tentsio modua ez ortonormaletik lortutakoak berdinak dira (5.68) ekuazioko oreka
matrize berria (5.48) ekuazioan ordezkatuz elementu bakoitzaren indar

independenteak lortzen dira:

(=11 {a'} (5.70)
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Azkenean, elementuaren edozein puntutako tentsio osagaiak ondokoak dira:

o} =[T"HF"} =7 NE] {a'} (5.71)

Tentsio modu baliokide honetatik lortutako zurruntasun matrizeak elementu berdin
batera eramaten du, [Ee*], tentsio modu ortonormalean lortutako oreka matrizea

izanik.

59 ZURRUNTASUN-INDAR METODOA (SFM)

5.4 atalean ikusi denez, IFMD metodoa PVW eta PCVW printzipioetatik dator.
Bestalde, 5.7 atalean HM eta IFMD metodoak baliokideak direla frogatu da, beraz,
HM metodoa ere printzipio hauetan ere oinarrituta dago.

IFMD eta HM metodoetan PVW eta PCVW printzipioak oinarrituta daudenez,
tentsioetan eta desplazamenduetan oinarritutako formulazioak direla esan daiteke, eta
hori adierazteko, Zurruntasun Indar Metodoa (Stiffness Force Method, SFM) deituko
zaie, bai IFMD eta bai HM-ri ere.

5.10 ONDORIOAK

Patnaik et al.-ek garatutako IFM eta IFMD metodoetan ekuazio nagusiak DDR eta
FDR erlazioen bitartez lortzen dira. Erlazio hauetan, { B’ } deformazio orokortuaren

kontzeptua oso garrantzitsua da, deformazio orokortuak eta barne indarrak erlazio
hauen bidez lotzen direlako. Eremu diskretuetan deformazio orokortuaren esanahia
argi dago, baina eremu jarraitu baten diskretizazioan honen esanahia ez dago argi.
IFMD metodoan ekuazio nagusia PVW eta PCVW printzipioen aplikazio zuzenetik
lortu da, deformazio orokortuaren kontzeptua erabili gabe.

IFMD metodoa eta Hellinger - Reissner printzipio egonkorrean oinarritzen diren
Pian-en HM metodoak baliokideak direla frogatu da.

Malgutasun matrizearen alderantzizkoa kalkulatzeak konputazio kostua handia du.
Zhang et al.-ek Elementu hibridoetan proposatutako diagonalizazio metodoa IFMD
metodoan ere aplika daiteke.
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IFMD eta HM metodoetan PVW eta PCVW printzipioak inposatuta daudenez,
tentsioetan eta desplazamenduetan oinarritutako formulazioak direla esan daiteke, eta
hori adierazteko, Zurruntasun Indar Metodoa (Stiffness Force Method, SFM) deituko

zale.
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SFM METODOAREN APLIKAZIOA MINTZ
ELEMENTU LAUKIZUZENEAN

6.1 SARRERA

Laminatu konpositeen tentsio egoera aldagai askoren menpe dago: laminen pilaketa-
sekuentzia, lamina bakoitzaren zuntz-angelua eta zuntza eta matrizearen propietateak,
besteak beste. Geometria, materiala edo mugalde baldintzak konplexuak direnean
Elementu Finituen metodoa bezalako metodo numerikoak erabiltzen dira material

hauen tentsio eta desplazamendu eremuak ezagutzeko.

Material konpositeen analisi numerikoan gehien erabiltzen den metodoa Zurruntasun
Metodoa (SM) da. Hoa-k 1998. urtean laminatu konpositeetan aplikatutako Metodo
Hibridoei (HM) buruzko liburu bat argitaratu zuen [1], baina konpositeen analisian
metodo hauek oso gutxi erabili izan dira azken urte hauetan. Bestalde, 5.6 atalean
IFMD eta Pian-ek garatutako HM metodoak baliokideak direla frogatu da eta, hauen
formulazioak bai tentsioetan bai desplazamenduetan oinarrituta daudenez, SFM deitu

zale.

Atal honetan SFM metodoa aplikatu da lau nodoko mintz elementu laukizuzenean.
Bai SFM, bai SM metodoetan, desplazamenduak hurbiltzeko erabili diren
interpolazio-funtzioak 4.3 atalean aurkeztutako Lagrange polinomioak dira, eta indar
interpolazio funtzioak 5.2 atalean azaldutakoak dira.
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Lehenengo pausoan SFM aplikatuz mintz-elementu baten oreka eta malgutasun
matrizeak kalkulatuko dira.

Zhang et al. [2] malgutasun matrizearen alderantzizkoa kalkulatzeko konputazio
kostuaren arazoa konpontzeko, ortonormalizazio metodoa garatu zuten eta elementu
laukizuzenetan eta lauki orokorretan aplikatu zuten Hala ere, lan honetan
ortonormalizazio -metodoa mintz-elementu laukizuzenetan aplikatuko da.

6.2 OREKA MATRIZEA [E¢]

SFM metodoa aplikatzeko 6.1 irudiko lau nodoko mintz-elementu laukizuzena erabili
da [3]:

t A N a6 A
—_——— ay y
T R a
2b » X
a >
A A
s
aj az
2a

< >

6.1 Irudia. Lau nodoko mintz-elementu laukizuzena.

IFMD metodoan aukeratuko diren elementuen desplazamendu interpolazio funtzioak
SM metodoan erabili diren 4.4.3 ataleko Lagrange polinomio linealak [4] dira:

u(x,y):%{(l—i)(l—n)a,+(1+§)(1—77)a3+(1+§)(1+77)a5+(1—§)(1+77)a7} (6.1)

v(x,y):%{(l—g)(l—n)az +(1+&)(1-n)a, +(1+&)(1+n)a, +(1-&)(1+7)a,} (6.2)

&= x/a eta = y/b; eta aj, a,... ag nodoetako desplazamenduak izanik. Atalean ikusi
denez, indarren interpolazio funtzioak [5,6] honakoak dira:

o =F+En
o,=F+F¢ (5.2)bis
7, =15

5
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(5.3) ekuazioko [Y] indarren interpolazio funtzioen matrizea erabiliz, elementuaren

tentsio eremua indar independenteen funtzioan idatz daiteke:

F
o, N, 1 00 O\F
o, :% N, :% 0 01 & O0)KE (6.3)
T, N, 0 00 0 1}|F

F;

Non N,, N,, N,, luzera-unitateko indarrak; # mintz-elementuaren lodiera; eta F;, F>...
F'5 luzera-unitateko indar independenteak. Ondoren, desplazamenduen interpolazio-
funtzioak deribatuz, (4.23) ekuazioko [B] desplazamendu-deformazio matrizea

lortzen da:
__;1(1—77) 0 é(l—n) 0 -i(lm) 0 _;1(1+f7) o |

[B]ZZI1 0 _zl(l_g) 0 ‘zl(ug) 0 ;17(1+e:) 0 _;1(1—5) (6.4)
-8 ) ) o) 2058 21mn) 201 ()|

Kasu honetan, elementuaren lodiera konstantea denez, oreka matrizea elementuaren
gainazalean hedatzen da:

[E¢)=] [B] [r]ds 6.5)

(6.5) ekuazioa aplikatuz, [E<] lau nodoko mintz-elementuaren oreka matrizea

honakoa da:
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-b b 0 0 -a
0 0 —-a +a -b
b -ib 0 0 -—a
=) o e ! (6.6)
b % 0 0 a
0 0 a ia b
-b —3b 0 0 a
0 0 a -ia -b]

6.3 MALGUTASUN MATRIZEA [G¢]

Norabide bakarreko konposite zeihar baten malgutasun koefizienteen matrizea, 3.2.1
atala jarraituz, honakoa da [7,8]:

Sxx Xy st
[S]= Syx »y Sys (67)
Ssx sy Sss

Eta (3.25) ekuazioko materialaren malgutasun koefizienteak honakoak dira:

S, =8, 0" +2S,’m* + S,m* + S, I’m’

S, =8,m’ + S, (I +m* )+ Sl m* = S, 'm’

S, =28, ’m+28, (Im* = 'm) =28 ,Im’* + Sy, (Im* = 'm)
S, =8,m" +28,1m* + S,I* + Sy l*m’

S, =28,0m* + 28, (Pm—im*) =28, m+ S, (Pm—Im*)

(3.25)bis

S, =48, Pm’ —8S, P’ +4S,IPm* + S (I —m?)’

I=cosa eta m=sina eta a zuntzaren angeluaren orientazioa izanik. / eta 2

ortotropiako norabide nagusietan malgutasun koefizienteak honakoak dira:

S :l/El ’Slz :_Ulz/El ’Szz :l/Ez Se6 :1/G12
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Elementuaren oreka ekuazioan bezala, (5.24) ckuazioaren malgutasun matrizea

elementuaren gainazalean hedatzen da:
1
[G?]=;L[Y]T[S][Y]dS (5.24)bis

Ondoren, (5.3) eta (6.7) ckuazioak (5.24) ekuazioan ordezkatuz, elementuaren

malgutasun matrizea lortzen da:

S, 0 S, 0 S,
0 1S, 0 0 0
(6] -4%5 S, 0 S, 0 S, (6.8)
0 0 0 i5, 0
S, 0 S, 0 S,

6.4 ZURRUNTASUN MATRIZEA

(6.6) orecka matrizea eta (6.8) malgutasun matrizea (5.35) ekuazioan ordezkatuz,

elementu baten zurruntasun matrizea lortzen da.
(k< )=[E][c ] [ET (5.35)bis

Egituraren zurruntasun matrizea, 4.2.3 atalean azaldutako elementu guztien
zurruntasun matrizeen muntaketa prozedura jarraituz lortzen da. Beraz, ekuazio

nagusia modu laburbilduan honako hau da:

[K{d'}={P'} (5.36)bis

I =1 ... N; eta N egituraren desplazamenduen askatasun gradua izanik. {a'}
nodoetako desplazamenduak, (6.8) eta (6.6) ekuazioko malgutasun eta oreka
matrizeak ezagututa, (5.32) ekuazioa erabiliz elementu bakoitzeko indar

independenteak kalkulatzen dira:

(Fy=[¢ ] [E] {a) (5.32)bis
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Indar independenteak ezagututa eta (5.6) ekuazioa erabiliz, elementu bakoitzaren

tentsio eremua kalkulatzen da.
{o}=[YI{F'} (5.6)bis

Azpimarratu behar da, oreka [E°] eta malgutasun [G°] matrizeak PVW eta PCVW
printzipioen aplikaziotik eratorri direla.

Sistema zurruntzen duten desplazamendu parametroak eta sistema malguagoa egiten
duten tentsio parametroak SFM formulazioan parte hartzen dutenez, lortutako emaitza
Zurruntasun eta Indar metodoak erabiliz lortutako goiko eta beheko limiteen artean
egongo da [9].

6.5 MALGUTASUN MATRIZEAREN DIAGONALIZAZIO-
METODOA

6.5.1 OREKA MATRIZEAREN KALKULUA TENTSIO MODU
ORTONORMALEAN

SFM metodoen desabantaila nagusiena honakoa da: Suposatutako tentsio eremuan
beharrezko tentsio parametro-kopurua handia denean, malgutasun matrizearen
alderantzizkoa kalkulatzearen konputazio kostua oso handia da. Desabantaila hori
Zhang et al.-ek [2,10] malgutasun matrizea diagonalizatuz saihestu zuten. Metodo
honetan suposatutako tentsio moduak linealki independenteak badira, haien baliokide
ortonormalak lor daitezke.

Indar-interpolazio funtzioetan (5.3) tentsio-moduak, hau da, [y ] matrizearen zutabeak

linealki independenteak direnez, haien ortonormal baliokideak 5.8 atalean azaldutako
prozedura jarraituz lortuko dira. Tentsio-modu ortonormalean lortutako indar-

interpolazio funtzioen matrizea honakoa da:
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1 _ Sia 0 \/gaSny
2Jabs,, 28, 2(abs,, )" A
_ 1 3bS,,x
[y’]=| O — 0 ——= (6.9)
2a 1 2(abSy,)
0 0 ——— 0 0
2.JabS,,
Non:
S2
o= ab(—imﬂj (6.10)
Sll

(6.9) ekuazioko indar-interpolazio funtzioen matrizea (6.5) ekuazioan ordezkatuz, lau
nodoko mintz-elementu laukizuzen baten oreka matrizea honela gelditzen da:

_b _Slza _a b
2\JabS,, 2a(Sh—5,,55) 2.JabSe 24/3abS,,
0 e b, e
2a 2.JabS, 2./3abS,,
b Slza —a _b
0
2\JabS,, 2a(Sh =55y ) 2.JabSe 24/3abS,,
0 _a _b 0 4
o 2a 2.JabS, 2./3abS,,
[E<]= (6.11)
b Shpa a b 0
2\JabS,, 2a(Sh =55 ) 2.JabSe 24/3abS,,
0 a b o, _a
2a 2.JabS, 2./3abS,,
_b _Slza a _b
0
2\JabS,, 2a(Sh =55 ) 2.JabSe 24/3abS,,
0 a I S
2a 2./abS,, 2./3abS,,
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6.5.2 DIAGONALIZAZIO METODOAREN APLIKAZIOA MINTZ-
ELEMENTU ANISOTROPOAN

Atal honetan ortonormalizazio metodoaren aplikazioa 6.2 irudiko mintz-elementu
anisotropoan aurkezten da. Aztertutako materiala IM7-8552 norabide bakarreko
karbono/epoxi konpositea da, zuntzaren angelua x ardatzarekiko 20° suposatu da eta
elementuaren dimentsioak eta propietate elastikoak honako hauek dira [11]: L = 100
mm ; A= 10 mm, =2 mm E,=142GPa; £,=8.9GPa; v,=0.28; G1,=4.8GPa.

hI A X3
L 3"

4 X
I L .

h ,

6.2 Irudia. Lau nodoko mintz-elementu anisotropoa.

Adibide honen helburua, oinarri ortonormalean zurruntasun matrize berdina lortzen
dela erakustea da. Horregatik, metodoa aplikatzeko 4 nodoko elementu bakar bat
suposatu da. Kasu honetan, 1 eta 4 nodoak eragotzita daude eta ezezagunak 2 eta 3

korapiloarenak dira.

Ortonormalizazio metodoa aplikatu gabe, oreka matrizea (6.6) ekuazioa aplikatuz

lortzen da:

-5 1,67 0 0 -50]
0 0 -50 16,7 -5
5 -1,67 0 0 -50
0 0 -50-16,7 5
-5 1L67 0 0 50
0 0 50 16,7 5
5 -L67 0 0 50

10 0 50 -16,7 =5 |

Eta malgutasun matrizea (6.8) ekuazioa aplikatuz lortzen da:
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[ 0,0089 0 -0,0037 0 —0,0149]
0 00029 0 0 0
[G¢]=]|-0,0037 0 0,0264 0 —0,0045
0 0 0 0,008 0
|-0,0149 0 -0,0045 0  0,0399 |

(5.35) ekuazioa aplikatuz, egituraren zurruntasun matrizea, modu ez ortonormalean,

honela gelditzen da:

337420 153668 225988 97327
199149 98828 110791
162299 59999

1 158167 —97327 —173900 —59999 -95058
[k]= 337420 153668 225988 97327
sim 199149 98828 110791
162299 59999
i 158167 |
Orain, ortonormalizazio metodoa aplikatzean, (6.11) ekuazioa aplikatuz,
elementuaren oreka matrizea honela gelditzen da:
[-37,27 -9,34 -408,38 21,52 0
0 224,28 -183,02 0 125,61
37,27 9,34 281,44 -21,52 0
—. 0 224,28 -114,37 0 -125,61
[E]= 37,27 9,34 408,38 21,52 0
0 224,28 183,02 0 125,61
-37,27 -9,34 281,44 -21,52 0
| 0 224,28 114,37 0 —125,61]

Beraz, oinarri ortonormalean

—335567 —153668 —227541 —97327 |
—153668 —136041 —98828 —173899
—227841 -98828 —160446 —-59999

elementuaren zurruntasun matrizea (5.69) ekuazioa
aplikatuz kalkula daiteke:

[k<]=[E=1[E=] (5.69)bis
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(5.69) ekuazioko emaitza, (5.35) ekuazioko oinarri ez ortonormalean lortutako
zurruntasun matrizea da. Desplazamendu ezezagunak kalkulatzeko, karga egoera
honakoa da: Py, = 20N; Py, = -5N; P3 = -10N; Py, = -5N.

(5.36) ekuazioko zurruntasun matrizea erabiliz, eta karga kasu honetan, korapiloen
desplazamenduak mm-tan honakoak dira:

6.1Taula: Korapiloen desplazamenduak mm-tan

aj a as ay as (273 az as

0 0 -0,0165 -0,1944 0,0213 -0,1944 0 0

Orain elementuaren indar independenteak eta nodoetako tentsioak kalkulatuko dira.
Tentsio modu ez ortonormalean, indar independenteak (5.48) ekuazioa aplikatuz
kalkulatzen dira:

16686
I 68,8
(F/y=[G ]| [E] {d}=| -390,5 | (N)

0

-906,8

Eta indar independenteak ezagututa, (6.3) ekuazioa erabiliz tentsio eremua lortzen da.
Elementuaren nodoetako balioak honakoak dira:

F
o, N, 1 n 00 OF
o, :% N, :% 0 01 & O0)KE
T, N, 0 00 0 1}|F
F
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6.2 Taula: Korapiloen tentsioak MPa-etan

Nodoak lo o, Oy

1 -868,7 -195,2 -453,4
2 -868,7 -195,2 -453,4
3 -799,9 -195,2 -453,4
4 -799,9 -195,2 -453,4

Tentsio modu ortonormalean indar independenteak honakoan dira:

0
0
{Fri=[E"] {a'} =| 65,73 |(N)
2,66
0

Azkenik, (5.71) ekuazioa aplikatzean oinarri ortonormalean eta oinarri ez
ortonormalean lortutako tentsioak berdinak dira.

6.53 KONPUTAZIO KOSTUA

Metodo honen bitartez, Zhang et al.-ek [10] lauki-elementu isotropo orokorraren
oreka matrizea modu esplizituan lortu zuten, hau da, integrazio numerikorik gabe.
Gainera, metodo ezberdinen arteko konparaketa bat egin ondoren zera ondorioztatu
zuten: elementu kopuru berdineko analisietan diagonalizazio metodo esplizituaren
konputazio kontua, SM metodoan baino % 37 gutxiago dela, eta HM metodoan
tentsio-modu ez ortonormalean baino % 83 gutxiago dela.

Atal honetan, Mintz-elementu baten zurruntasun matrizea kalkulatzeko eragiketa-
kopurua (Floating point operations per second, FLOP) kalkulatu da [12]. 6.3 irudian
eragiketa-kopuruaren konparaketa ikusten da SM eta SFM artean, diagonalizazio
metodoa aplikatuta eta aplikatu gabe. Diagonalizazio metodo esplizituaren kasuan
eragiketa-kopurua SM baino % 64 txikiagoa da, eta tentsio modu ez ortogonalean
baino % 74 txikiagoa.
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(K]
2500 -

2000 -4

1500 1

1000 1

Eragiketa kopurua

500 A

SFM SFM-Ortonorm. SM

BOrekaMatrizea[Ee]  BIMalgutasun Matrizea[Ge]  BZurruntasun Matrizea [Ke]

6.3 lrudia. Eragiketa-kopuruaren konparaketa: SFM eta SM

6.6 HEGAL-HABE BATEN ANALISIA MATERIAL
ORTOTROPOAN

SFM metodoa erabiliz 6.4 irudiko hegal-habearen analisia aurkezten da atal honetan.
Zuntzak luzetarako norabidean kokatuta daude. Aztertutako materiala IM7-8552
norabide bakarreko karbono/epoxi konpositea da, eta bere propietate elastikoak
honakoak dira [11]: E,=142GPa; E,=8.9GPa; v,=0.28; G|,=4.8GPa.

6.4 Irudia. Hegal-habea, mutur askean bi karga puntual aplikatuta dituena.
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SFM metodoaren bitartez lortutako desplazamenduak eta tentsioak, SM metodoarekin
eta hurbilketa analitikoarekin konparatu dira. Hurbilketa analitikoa Timoshenkoren
habeen teorian oinarrituta dago eta zeharkako ebakiduraren eragina kontuan hartzen
du. Erdiko lerroaren edozein puntutako desplazamendu bertikalaren balioa honako

ekuazioa erabiliz kalkulatzen da:

2
__6Px (L_ﬁj_i Px 6.12)
Eth 3) 5G,ht
Bestalde, tentsio maximoak honako ekuazioaren bidez lortzen dira:
o= fh’f (-L+x) (6.13)

Hegal-habearen dimentsioak eta kargaren balioa hauek dira: L = 100mm; 4 = 4mm,; ¢
= 2mm eta P = 10N. Horrela, desplazamendu eta tentsio maximoen balioak honakoak
dira:

~2,232
Vs mm (6.14)
o, =187,5MPa

Lortutako desplazamendu banaketak 6.5 irudian erakusten dira: SFM eta SM
aplikatuz lortutako desplazamenduak eta (6.12) ekuazioko hurbilketa analitikoa
aplikatuz lortutakoak. SFM analisian, 4 eta 8 elementuekin lortutako emaitzak eta
hurbilketa analitikoarekin lortutakoak oso antzekoak dira. SM analisiaren
desplazamenduak, berriz, balio analitikoak baino txikiagoak dira.
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v (mm)

-2,232

25 4

—0— SFM ==¢=-SM. Hurb. analitikoa

a/

v (mm)

-15 1

-2,5 -

—O—SFM -+ SM

Hurb.analitikoa

b/
6.5 Irudia. Hegal-habearen desplazamenduak, a/ 4 elementu; b/ 8 elementu.

6.6 irudian lortutako tentsio banaketa erakusten da: SFM eta SM metodoak aplikatuz
lortutakoak eta (6.13) ekuazioko hurbilketa analitikoa aplikatuz lortutakoak. SFM
metodoan eta 8 elementuekin sortutako errorea tentsio maximoan %6a da. SFM eta

SM erabiliz lortutako tentsioak konstanteak dira elementuan zehar. SFM kasuan,
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batez besteko balioak eta (6.13) ekuazioko hurbilketa analitikotik lortutako balioak
bat datoz, muturretan izan ezik. SM kasuan, aldea maximoa mutur landatuan

gertatzen da.

200 7 187,5

\ 164,1
C a

150 1

117,2

100

oy (MPa)

23,4
>
30,6 H O
1028 . N
0 T T 3
1 2 3 4 5

—0—SFM =--¢--SM Hurb. Analitikoa

a/

200

150 1

100

oy (MPa)

50

—0— SFM -4 SM
b/

Hurb. analitikoa

6.6 Irudia. Hegal-habearen tentsio banaketa, a/ 4 elementu; b/ 8 elementu.
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SFM metodoko emaitzak hobeak dira SM metodokoak baino, SFM metodoan PVW
eta PCVW printzipioak aplikatu dira bai tentsioak bai desplazamenduak kalkulatzeko.
SM metodoan berriz, desplazamenduak PVW printzipioa aplikatuz lortu dira, eta
gero, tentsioak desplazamenduak deribatuz kalkulatzen dira. Gainera, tentsioentzat
lisatu teknikak erabiliko balira [4], korapiloetako batez bestekoak erabiliz eta ertzetan
estrapolatuz, SFM kasuko emaitzak hurbilketa analitikoen gainean geldituko lirateke
4 eta 8 elementuekin.

6.7 irudian tentsio eta desplazamendu maximoen balioak erakusten dira: alde batetik
balio teorikoak, eta bestetik, SFM eta SM analisiekin elementu kopurua aldatuz
lortutako emaitzak. SFM metodoan konbergentzia SM metodoan baino azkarragoa
dela ikusten da.

2,218
2,232 — ]
2,089 2,165 '
Y1572 1',585,0
—
— -
g — - -
€ —_—
NG 0635, — 0.914
/ -
0.096 | — Y039
0 9 T T T T
1 2 3 4 5 6 7 8

Elementu kopurua

—O— SFM —-#—-SM

a/
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187,5
175,8
156.2 164,1
_ 140,6 -
%“i o920 - —_ 1257
& _ 709
.5 e 46,8
0 — .
1 2 3 4 5 6 7 8
Elementu kopurua
—0O— SFM —-%— SM
b/
6.7 Irudia. Balio maximoak diskretizazio mailaren arabera:a/ Desplazamenduak; b/
Tentsioak.

6.7 TRAKZIO ZEIHARRAREN SAIAKUNTZA. MATERIAL
ANISOTROPOA

6.8 irudiko adibidean, aurreko kasuan erabilitako norabide bakarreko konposite bera
erakusten da, baina orain trakzio zeiharra saiakuntzan. Zuntzaren orientazioa
habearen luzetarako norabidearekiko 10° da. Probetaren dimentsioak honakoak dira:
L =100; » =10 mm; £ = 2 mm. A eta B muturretan 0,15 mm-ko desplazamendua
inposatu da. SFM eta SM analisietatik lortutako emaitzak Mujikak [13] proposatutako
hurbilketa analitikoarekin konparatu dira.

Erdiko lerroa

v

“I_—Xv ------ e I "

Ua
__} A

Beheko lerroa

/

Yoo

6.8 Irudia. Trakzio zeiharraren saiakuntza.

135



ZURRUNTASUN-INDAR METODOAREN ANALISIA ETA BERE APLIKAZIOA LAMINATU
KONPOSITETAN

Habearen beheko lerroan desplazamendu horizontalak eta bertikalak u eta v honakoak
dira, hurrenez hurren:

P
u= Tx(Sxx + stkl)

(6.15)

Non A=ht eta =%th3 diren. 6.8 irudiko beheko lerroan tentsioak o eta z, ekuazio

hauen bitartez lortzen dira:

—~

o,),.. =0 (1+3kc)

X

=0

)

(6.16)

|

Non o, =P/th aplikatutako tentsio nominala den; k; parametroa materialaren

malgutasun koefizienteen menpe eta ¢ luzera-zabalera eralzioaren menpe dago, hau
da:

—S L
= c=— (6.17)
S.c +L2S h
0,04 7
0,03 1
0,02 1
0,01 1
3
E
> 0,6 0,7 0,8 0,9 1
-0,04 -
—4—SFM_8e ~—=*—SM_8e — Hurb. analitikoa

a/
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0,16 1

7 S
0,12

0,1 A

0,08 A

u (mm)

0,06 A

0,04 A

0,02 A

b/
6.9 Irudia. Desplazamenduak. a/ Desplazamendu horizontalak;b/ Desplazamendu bertikalak

6.9 irudian hurbilketa analitikoan (6.15) ekuazioaren bitartez beheko lerroan lortu
diren desplazamendu horizontal eta bertikalak erakusten dira. Desplazamendu hauek
SM eta SFM analisian 8 elementuekin lortutako emaitzekin konparatu dira. SM eta
SFM metodoen arteko hurbiltasuna aurreko adibidean baino handiagoa da. Hori,
trakzio saiakuntzan kanpo-eragozpenen eraginez sistemaren desplazamendu
onargarriak murriztuta daudelako gertatzen da. Beraz, SM metodoarekin lortutako
emaitzak hobeak dira sistemak kanpo-eragozpenak dituenean.
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330 1

ox (MPa)

20 9 0,1 0,2 0,3 0,4 05 0,6 0,7 0,8 0,9 1

—O—SFM ---4---SM Hurb. analitikoa

a/
330 1
280 1
230 A

180 A

oy (MPa)

130 A

80 1

30 9

-20 4; 01 02 03 04 05 06 07 08 09 '
O0— SFM -----SM —%— Hurb. Analitikoa

b/

6.10 lrudia. Tentsio banaketa trakzio zeiharraren saiakuntzan. a/ 4 elementu;b/ 8 elementu

6.10 irudian habearen beheko lerroko o; tentsio-balioen konparaketa erakusten da.
SFM eta SM metodoa aplikatuz, 4 eta 8 elementuekin lortutako balioak, (6.16)
ekuazioa aplikatuz lortutako emaitza analitikoarekin konparatu dira. SFM kasuko
emaitzak gehiago hurbiltzen dira SM metodoan lortutakoak baino. SM kasuan, 4 eta 8
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elementuekin hurbiltasun analitikoarekiko lortutako emaitzen aldeak antzekoak dira,
eta maximoak habearen bukaeran daude. Honen zergatia 6.9 irudia aztertuz
ondoriozta daiteke: analitikoki eta numerikoki lortutako desplazamenduen maldak
ezberdinak dira eta bi kasuetan, maximoak habearen bukaeran dira. SM kasuan
deformazioak desplazamenduak deribatuz lortzen direnez, deformazioak eta tentsioak
kalkulatzean errore maximoa asken muturretan izango da. SFM metodoan berriz,
tentsioak zuzenean kalkulatzen dira, deribatu gabe. Beraz, SM metodoen emaitzen

arrazoia desplazamenduen deribazio prozesuan datza.

6.8 LABURPENA ETA ONDORIOAK

Norabide bakarreko konpositeekin bi adibide analizatu dira eta hurbilketa
analitikoekin konparatu dira: Hegal-habe ortotropoa makurduran eta trakzio
zeiharraren saiakuntza. SFM metodoa erabiliz lortutako desplazamenduak eta
tentsioak gehiago hurbiltzen dira hurbilketa analitikoarekin SM metodoarekin eta
elementu kopuru berdinarekin lortutakoak baino. Honen arrazoiak honakoak dira:

— SFM metodoa PVW eta PCVW printzipioetan oinarrituta dagoenez
baldintzak SM baino hobeto betetzen ditu, SM PVW printzipioan bakarrik

oinarritzen delako.

— SFM metodoan tentsioak desplazamenduetatik zuzenean lortzen dira, eta SM

metodoan, berriz, desplazamenduak deribatuz lortzen dira.

Hegal-habeak deformazio-eragozpen gutxiago ditu trakzio-saiakuntzaren probeta
baino, azken hau bi muturretan landatuta baitago. Bi adibidetako desplazamenduen
emaitzak ikusi ondoren zera ondorioztatzen da: SM metodoan emaitzak hobeak dira
sistemaren eragozpen kopurua handitzen bada. Bestalde, SM eta SFM metodoekin
lortutako tentsioen arteko aldeak nabarmenak dira bigarren adibidean probetaren
muturretan, nahiz eta desplazamenduen kasuan horrela ez izan. Hau, SM metodoan

tentsioak lortzeko desplazamenduak deribatu behar direlako gertatzen da.

SFM metodoan eragozpenik handiena zera da: malgutasun matrizearen alderantzizkoa
kalkulatzearen konputazio kostua handia da. Lan honetan, Zhang et al.-ek HM
metodoetan proposatutako ortonormalizazio metodoa SFM metodoan erabili da

material anisotropoa duten mintz-elementuetan.
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Ortogonalizazio metodoaren konputazio kontuaren murrizketa ikusteko, elementu

baten zurruntasun matrizea lortzeko eragiketa kopurua edo FLOP kalkulatu dira. SFM

metodoan tentsio modu ortogonalean eragiketa kopurua txikiagoa da SFM oinarri ez

ortogonalean eta SM metodoetan baino.

10
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SFM METODOAREN APLIKAZIOA PLAKA
ELEMENTU LAUKIZUZENEAN

7.1 SARRERA

Atal honetan norabide bakarreko hiru puntuko makurdura zeiharraren analisi elastiko
eta lineala aztertuko da. Saiakuntza hau aukeratu da honen emaitza esperimentalak,
analitikoak eta numerikoak aurretik ezagutzen direlako. SFM metodoaren bitartez
plaka elementua formulatu ondoren, SFM eta SM metodoekin lortutako emaitzak

konparatu dira.

Norabide bakarreko konpositeen hiru puntuko makurdura zeiharraren saiakuntzan,
makurdura-bihurdura akoplamendua sortzen denean probeta berma zilindroetatik
deslotu egiten da. Probetaren deslotzea gertatzen denean, probeta eta berma
zilindroen arteko kontaktua bi kontrako erpinetan gertatzen da eta momentu
bihurtzaileak sortzen dira, 7.1 irudian ikusten den bezala [1].
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7.1 Irudia: Ardatz kanpoko makurdura deslotzea gertatzen denean

Norabide bakarreko konpositeetan hiru puntuko makurdura zeiharra hainbat
artikulutan azaltzen da. Mujika et al.-ek [2] hiru puntuko makurdura saiakuntzan,
45°%o0 zuntz orientazioa duen norabide bakarreko konpositeen plano barneko
ebakidura modulua kalkulatzeko metodo bat proposatu zuten. Hurrengo lanetan,
deslotzea gertatzeko baldintzak determinatu zituzten eta hiru puntuko makurduran
ardatz kanpoko konposite baten desplazamendu eremua determinatu zuten, baita
planoan eta planotik kanpoko tentsioak ere [1,3]. Deslotze eta deslotzerik gabeko
egoerak kontuan hartuz, desplazamendu eremua edozein zuntz orientazio kasutan
kalkulatu zuen. Azkenaldiko lanean, hurbilketa analitikoa norabide anitzeko
laminatuetara hedatu da [4].

Hiru puntuko makurdura zeiharrean norabide bakarreko konposite baten
desplazamendu eta tentsio eremuak elementu finituen metodoa erabiliz aztertu dira
[5]. Analisi lineal eta elastikoa burutu da eta zurruntasun metodoan oinarritutako
oskol eta solido elementuak erabili dira.

Atal honetan, 45°ko zuntz orientazioa duten norabide bakarreko konpositeak SFM
metodoaren bitartez aztertu dira, hiru puntuko makurdura saiakuntzan eta probetaren
deslotzea suposatuz. Metodo honen bidez norabide bakarreko plaka laminatu baten
zurruntasun matrizea kalkulatu da. Elementua formulatu ondoren, aztertutako

sistemaren desplazamendu eta tentsio eremuak lortu dira.

SFM metodoaren bidez lortutako emaitzak bi programa komertzialekin konparatu
dira: ABAQUS eta COSMOS/M [5], biak SM formulazioan oinarrituta. Emaitza
hauek Mujika et al.-ek [1] garatutako hurbilketa analitikoarekin ere konparatu dira.
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Gainera, hurbilketa hori karga aplikazio puntuko emaitza esperimentalekin alderatuta
zegoen [3], emaitza onak lortuz.

Plaka elementuaren formulazioa SFM aplikatuz garatuko da, planoz kanpoko
ebakiduraren eragina kontuan hartu gabe. Elementu hau laminatu simetrikoetan erabil
daiteke, mintz-plakaren akoplamendua gertatzen ez delako. Kasu honetan, SFM
norabide bakarreko konposite baten hiru puntuko makurdura saiakuntza aztertzeko
erabili da. Lehen aipatu den bezala, problema honi buruz badaude aurretik lortutako
emaitza analitikoak, esperimentalak eta numerikoak, eta emaitza hauek, erreferentzia
moduan erabili dira. Gainera, SFM metodoarekin lortutako emaitzak, ABAQUS
programa eta oskol-elementu kopuru berdinarekin lortutako emaitzekin konparatu
dira.

7.2 OREKA MATRIZEA

IFMD metodoa norabide bakarreko plaka batean ezartzeko, propictate elastikoak
geruza bakar bat suposatuz kalkulatu dira. Lau nodoko plaka elementu laukizuzena
erabili da, 7.2 irudian ikusten dena.

7.2 Irudia: Lau nodoko plaka elementu laukizuzena.

Makurduraren kasuan, deformazio eremuaren osagaiak honakoak dira [6]:

(e} =z{xl=z[B, ]l == T L0 .
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{K} makurdura eta bihurduraren kurbadurak izanik. Laminatu simetrikoen kasuan,

kurbadurak eta momentu erresultanteak materialaren malgutasun matrizearen bitartez

erlazionatzen dira, 3.3.4 atalean ikusi denez:
{r} =[a]{m} (7.2)

Non {M } momentu erresultanteen bektorea eta [d] materialaren malgutasunaren

matrizea diren [7]:

d. d

XX xy xs
[d]1=|d,. d, d, (7.3)
d, d, d

sX sy sS

[B,] deformazio-desplazamenduen matrizea da eta desplazamenduen interpolazio
funtzioak deribatuz lortzen da. Plaka elementu honetan (4.53) ekuazioko interpolazio
funtzioak aukeratu dira, bi nodoko habe baten 3. mailako Hermite polinomioak
konbinatuz lortzen direnak [8,9]:

Ni(&)=4(2-36+&)
V(&)= t(1-e- 4 2)

7.3
No(£)=H(2+36-£) 73
V. (£)=t(cl-¢+& +&)

Non &= x/a eta 1 = y/b koordenatu naturalak diren. Desplazamenduen interpolazio
polinomioa honako hau da:

N () ws + N2 (E)Na () 6 + (7.4)

Non w;,6i, 6, elementuaren desplazamenduen askatasun gradua den, hau da,
korapilo bakoitzeko desplazamendu bat eta bi biraketa ezezagunak. (7.4) ekuazioko
polinomioa 4. mailako polinomio osoan bihurduraren gaiak ezabatuz lortu da [S8].

Polinomio honek elementu laukizuzenetan desplazamenduen jarraitasun baldintza
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bermatzen du. (7.4) interpolazio polinomioa Patnaik-ek plakaren formulazioak erabili
zuena da [10]. (7.1) ekuazioa ordezkatzean PVW Printzipioa honela gelditzen da:

.[VZ{5ai}T[Bp:|T{a}dV={5a"}r{P"} (7.5)

{M} luzera unitateko momentu erresultanteen bektorea da, eta 3.3.3 atalean ikusi
denez, ondoko balioa du:

My =] zlold: (7.6)
t plakaren lodiera izanik. Plakaren kasuan PVW printzipioa honela idatz daiteke:
T ~NT .
{6a'}" [ {M}][B,]dS={sa'} {P'| (7.7)

Non § plakaren azalera den. (5.4) ekuazioaren arabera, plakaren kasuan luzera

unitateko momentuak interpolatzen dira:
{m} =[r){F’| (5.4)bis

Ondorioz, (5.4) ekuazioko {F J } parametroak luzera unitateko momentuak dira. (5.4)

ekuazioa (7.7) ekuazioan ordezkatuz eta {ai } independenteak direnez, oreka

ekuazioa honakoa da:

(J.[Br Jir1ds ){pr} =P}

_ _ (7.8)
L {77} ={P}
Non [E¢] plaka elementuaren oreka matrizea den,
T
[e]=] [B,] [y1dS (7.9)

Plaka laukizuzen batean, (5.5) ekuazioaren interpolazio funtzioak aukeratu dira [11-
13]:
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M, =F+Fn+FES+Fné
M, =F+Fn+F{+Fné (5.5)bis
M_ =-F,

xy 9

Desplazamenduen interpolazio funtzioetan bezala, {= x/a eta 7n=)/b koordenatu
naturalak erabili dira. Indarren interpolazio funtzioen matrizea honakoa da:

1 n & ng 00 0 0 O
Y=0 00 0 1 n & né O (7.10)
000 0O O0O0OO0O O 1

(7.1) ekuazioko [B,] eta (7.10) ekuazioko [Y] (7.9) ekuazioan ordezkatuz, plaka

elementu baten oreka matrizea [E°] honela gelditzen da:

0 b 0 2 0 0 -a 24 -2
0 ‘lez 0 %bz a ‘?zaz ab %azb 0
b —ab %‘bz %ab2 0 0 ’Tlaz %az 0
0 b 0 2» 0 0 -a 2da 2
0 %bz 0 1‘—51172 a %az —ab ‘%azb 0
1 -b —ab %b2 %ab2 0 0 %az ~a 0 711
=l 2p? 0 a 2 -2 '
0 ’lez 0 ;—Slbz —a %az —ab %azb 0
b —ab %‘bz %abz 0 0 ’Tlaz 2a 0
0 -b 0 2p 0 a Zd 2
0 ‘lez 0 %bz —a %az ab %azb 0
b —ab %bz %abz 0 0 %az 2a 0

7.3 MALGUTASUN MATRIZEA, [G?].
(7.1) eta (7.2) ekuazioen arabera, deformazio eremuaren osagaiak honakoak dira:

{et=z[dlim} (7.12)
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Ondoren, (7.12) ekuazioa PCVW Printzipioan ordezkatuz ,

[ ztoo} [alimray ={sP} {a'} (7.13)
(7.6) ekuazioa kontutan hartuz, (7.13) ekuazioa honela adieraz daiteke.

[ {omy" La)inryds ={6P'} {a') (7.14)

(5.4) eta (7.8) ekuazioak (7.14) ekuazioan ordezkatuz ,

(sFV [G]{Fy={6F) [E] {d} (7.15)
[G°] Plaka-elementu baten malgutasun matrizea izanik,
[6°]=] (Y] [d)(¥1ds (7.16)

Beraz, (7.10) ekuazioko [Y] eta (7.3) ekuazioko [d] (7.16) ekuazioan ordezkatuz,
plaka-elementu baten malgutasun matrizea honakoa da:

d. 0 0 0 d, 0 0 d.
0 lad, O 0 0 iad, O 0 0
0 0 4, 0 0 0 ipd, 0 0
0 0 0 ia®%d, 0 0 0 ta®%d, O
[G)1=dab|d, 0 0 0 d, 0 0 0 d,
0 ta*d, O 0 0 tdd, O 0 0
0 0 4, 0 0 0 ipd, 0 0
0 0 0 iabd, 0 0 0 iad, O
d, 0 0 0 d, 0 0 0 d,

7.4 ZURRUNTASUN MATRIZEA, [K].

(7.11) ekuazioko oreka matrizea eta (7.17) ekuazioko malgutasun matrizea (5.35)

ekuazioan ordezkatuz elementuaren zurruntasun matrizea lortzen da.
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[k )=[E][c ] [ET (5.35)bis

Egituraren zurruntasun matrizea elementu guztien zurruntasun matrizeen muntaketa
egiten lortzen da, 4.2.3 atalean SM metodoan ikusi den bezala.

Egituraren N desplazamenduak ezagutu ondoren, SFM eta SM metodoetan
gainontzeko ezezagunen kalkulua desberdina da. 7.1 Taulan bi kalkulu prozeduren
laburpenak ikusten dira.

(5.32) ekuaziotik elementu bakoitzaren indar independenteak kalkulatzen dira.
(Fy=[¢] [E] {a) (5.32)bis

Indar independenteak ezagututa eta (5.5) ekuazioa erabiliz, elementu bakoitzaren
momentu erresultanteak kalkulatzen dira.

Momentu erresultanteak ezagututa, (7.2) erabiliz, kurbadurak lortzen dira.
i} =[d]{M} (7.18)
Tentsioak kalkulatzeko, (3.33) ekuazioaren arabera, tentsio eremua honakoa da:

O-X Q.’CX QX}’ QXS KX
o, =2[0, 0, O,| 1k, (7.19)
Ts k st st st k Ks
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7.1 Taula: Tentsioak lortzeko prozedurak SFM eta SM metodoetan

Formulazio-pausoak SFM SM
— Kl 4] =1P) Kl (@) =(7]
Desplazamenduak {d'} {a'}

Indar independenteak (Fi}Y =[G T'[E] {a')

Momentu erresultanteak (M) =[YNF/}

Plaka-kurbadurak {«}=[d]{M} {x}=[B,{a'}
Deformazioak (e} =z{K}

Tentsioak {0} = [Q] {g}

7.5 EREDU ANALITIKOA

Hiru puntuko makurdura zeiharrean desplazamendu eremua lortzeko [3], 7.3 Irudiko
lau zatitan banatu da. Plakaren erdiko puntuarekiko simetriaren ondorioz,
desplazamendu eremua A - D eta B - C zatietan berdina da. Gainera, zati bakoitzak
erreferentzia ardatzak ezberdinak ditu, 7.3 Irudian ikusten den bezala.

X X

L’

7.3 Irudia. Hurbilketa analitikoan definitutako plakaren zatiak.

Ebakiduraren eragina kontuan hartu gabe, A eta D zatietako desplazamendu eremua
honela kalkulatzen da:
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2d,, (4x) +3x, ) c* +3d, (2kx, +2x2 (1— k) + v, —4x2y, ) +
PI’
Wi (xo,yo)zw +[3hd” (xo+ o —2x0y0)+6dxyg(—x§ + X, _y<2) +%, )]cz +
+3dysg(2ky0 +2y§ (1-k)+x, _4x0y§)c+2dyyg(_4y3 +3yo)

0<x,<% 0<y, <3 (7.20)

Non w;, A, D zatietan makurdura-bihurdurako akoplamenduak eragindako
desplazamendua den. Bestalde, B, C zatietan edozein puntutako desplazamendua
honako hau da:

2d,, (3x, —4x; )¢t +3d,, [ 14 2kx, — y, +2x2 (14 k) +4x2y, | +
PI*
Wiro (xo,yo) :W +[3kdm (l—xO - ¥ +2x0y0)+6dxyg(x0 + % —xé —yé )]c2 +
+3d,, g (1-x, +2ky, — 292 (1+ k) +4x, 02 ) +2d, g (3y, — 437 )

0<x,<% 0<y,<% (7.21)

Non w, B, C zatietan makurdura-bihurdura akoplamenduak eragindako
desplazamendua den.

(7.20) eta (7.21) ekuazioetan P karga da; x eta y koordenatu Cartesiarrak, A, B, C eta
D zatietako koordenatu sisteman; x, = x/L eta y, = y/L koordenatu normalizatuak; L
zilindro euskarrien arteko distantzia (argia); b plakaren zabalera; ¢ = L/b argi-zabalera
erlazioa; h lodiera; L’ plakaren luzera, g = L/L’ argi-luzera erlazioa; 6 zuntz

orientazioa; d; laminatuaren malgutasun koefizienteak.

k momentu bihurtzaileen arteko erlazioa deslotze eta deslotzerik gabeko egoeretan.
Deslotzea gertatzen denean k£ = 1, eta gertatzen ez denean, £ < 1. Kasu honetan

kontaktua lau erpinetan gertatzen dela suposatzen da.

Norabide bakarreko laminatu batean, plano barneko tentsio osagaiak deslotze egoeran
hauek dira:

o, =2 cx, (7.22)

152



SFM METODOAREN APLIKAZIOA PLAKA - ELEMENTUETAN

3P
=2 % ’, (7.23)
T, =7, = j% (7.24)

7.6 NORABIDE BAKARREKO KONPOSITEA HIRU PUNTUKO
MAKURDURA ZEIHARREAN

76.1 GEOMETRIAETAPROPIETATEAK

Lan honetan, norabide bakarreko laminatua suposatu da, kasu honen emaitza

analitikoak, esperimentalak eta numerikoak ezagutzen baitira [1-,5].

SFM metodoaren bitartez desplazamendu eta tentsio eremuak lortzeko, 7.4 irudiko
norabide bakarreko laminatu baten hiru puntuko makurdura zeiharra aztertu da lau,
zortzi eta hamasei elementuekin. Erabilitako karbono/epoxi konpositearen propietate
elastikoak hauek dira [2]: £;=142 GPa; E=8.9G Pa; v;;= 0.27; vir= 0.3; G;7=4.8
GPa; G;r=4.8 GPa; Gy7=3.4 GPa.

Karga

Indarra
zilindroa \

& ,

i

t

i

Berma
zilindroak

7.4 Irudia. Norabide bakarreko konpositea hiru puntuko makurdura zeiharreko saiakuntzan
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76.2 KONPARAKETA AURREKO EMAITZA ANALITIKO ETA
NUMERIKOEKIN

SFM analisitik lortutako emaitzak Romera et al-ek [5] egindako analisi numerikotik
lortutako emaitzekin konparatu dira. Analisi numeriko hau zurruntasun metodoan
oinarritutako COSMOS/M software komertziala erabiliz egin zen. Analisi honetan,
Modelo Osoa  (Complete Model, CM) izenekoa, Reissner-Mindlin teorian
oinarritutako 1960 oskol-elementu erabili ziren. Karga eta euskarri arrabolak zilindro
infinituki zurrunak izango bailiran modelatu ziren. Arrabolak eta plakaren arteko
kontaktua nodo-nodo gap lineal izeneko elementuen bitartez modelatu dira. Horrela,
deslotzea gertatzen denean, plaka eta arrabolen arteko kontaktua bi puntutan gertatzen
da. Bi analisia hauek 7.5 atalean garatutako hurbilketa analitikoarekin konparatu dira.

Gainera, 16 elementuekin egindako SFM analisiko emaitzak ABAQUS software
komertzialaren bitartez eta elementu kopuru berdinarekin lortutako emaitzekin
konparatu dira. ABAQUS software komertzialarekin egindako analisian S4R oskol
elementuak erabili dira, plaka meheen kasuan ebakitzailearen eragina kontuan hartzen
ez dutenak.

Plakaren dimentsioak eta kargak hauek dira: L = 120 mm; 6 = 15 mm; £ = 2,114 mm
eta P = 46 N. Zuntzaren angelua 45° da. Konfigurazio hau deslotze egoerari
dagokiona da. Lortutako emaitzak hurbilketa analitikoarekin konparatzeko, plakaren

luzera eta argia berdinak direla suposatu da, g=1.

7.5 irudian desplazamenduaren konbergentzia erakusten da kargaren aplikazio
puntuan, eta deslotze puntuan, elementu kopuruaren arabera. Kasu guztietan eta
COSMOS/M-ren CM modeloarekin lortutako desplazamenduak oso antzekoak dira,
baina SFM kasuan konbergentzia azkarragoa da. Erdiko puntuaren desplazamenduan
konbergentzia SFM eta SM analisietan 16 elementuekin lortzen denez,
desplazamenduak eta tentsioak diskretizazio maila honekin aztertuko dira.
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11 1
A
2 6
o
9 4
=)
E
2
--------- ™M
8 4
o SFM
SM
6 T r )
0 2x2 4x2 8x2
Elementu kopurua (Luzera x zabalera)
(a)
1,020 -
1,010 A A
1,000 -1
0,990 - o
0,980 - 0
=)
g 0970 - °
= 0960 1 A
0,950 =7 o oM
0,940 A A SFM
0,930 A ° SM
0,920
0 2x2 4x2 8x2

Elementu kopurua (Luzera x zabalera)
(b)

7.5 Irudia. Desplazamendu eremua elementu-kopuruaren arabera. (a) Kargaren aplikazio
puntuan. (b) Deslotze puntuan.

7.6 irudian, SFM eta SM analisiak erabiliz 16 elementuekin lortutako
desplazamenduak erakusten dira, erdiko lerroan eta karga lerroan hurbilketa
analitikoa eta CM erabiliz lortutako desplazamenduekin konparatuz. Karga lerroan
lortutako desplazamenduak SFM analisiarekin gehiago gerturatzen dira ABAQUS
software komertziala erabiliz eta elementu kopuru berdinarekin lortutakoak baino.
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y0:0~5
-1 g 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 19
1 .
3 B p-t
= N /'
Y .
7 R\‘ /’g
. . e —— Hurb. analitikoa- CM
’ A A A SFM_8x2e
________ R FM_8x2¢l
11 O  SM_8x2e
(a)
X():O.S
-9 T T T T 1
0,2 0,4 0,6 0,8 1
-9,2 1
o o o
q o
9.4 4
é 961 T Hurb. analitikoa
B oM
A SFM_4x4el
87 O SM_dxdel
A A A
-10 A A
R EEE
-10,2 -
(b)

7.6 Irudia. Desplazamenduak erdiko lerroan eta karga lerroan

7.7 irudian SM eta SFM 16 elementuekin lortutako biraketak y, = 0,5 elementuaren

luzeran zehar ikusten dira hurbilketa analitikoarekin konparatuta. Desplazamenduen
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kasuan bezala, SFM analisiarekin lortutako €, bai 6, biraketak gehiago gerturatzen
dira hurbilketa analitikora elementu kopuru berdinarekin egindako SM analisia baino.

Yo=0.5

0,3

Hurb. analitikoa

0,2 4 A SFM_8x2el

O SM_8x2el
0,1 1

-0,1 A

-0,2 A

-0,3 -

Xo (mm/mm)
(a)

Yo= 0.5
0,08 7

0,04 A

0,02 A

-0,02 A

-0,04

Hurb. analitikoa

0,06 7 A SFM_8x2el

-0,08 O SM_8x2el

Xo (mm/mm)

(b)
7.7 Irudia. Biraketak erdiko lerroan, y, = 0,5. (a) &; (b) 6.

7.8 irudian oy eta 7, tentsioen banaketa erakusten da plakaren luzeran zehar, y,= 0,5
denean. 1, kasuan, CM modeloak tentsioen kontzentrazio bat aurreikusten du erdiko

puntuan [5], eta emaitza analitikoek banaketa numerikoen bataz besteko balioak dira.
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=
s T CM
% Hurb. analitikoa
© A SFM-8x2el
O  SM-8x2el
0 + T T T T \
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5
Xo(Mmm/mm)
(a)
18 -
16 -
’/
14 -
,/
12 - . cM
~~ ,’/
£ 10 - - A Hurb. analitikoa
E T T T T
< . / A a o A SFM-8x2el
2 8
/ a =
6 2 / ©  SM-8x2el
/
44
’I
2 1 /"
0 T T T T !
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5
Xo(mm/mm)
(b)

7.8 Irudia: Tentsioak luzeran zehar, y, =0.5. (a) oy; (b)1s.

7.9 irudian oy eta 7, tentsio banaketak plakaren zabalean ikusten dira, xo= 0,5 denean.
Karga lerroan, analitikoki lortutako o eta 7, emaitzak CM modeloaren bataz besteko
balioak dira, eta CM modeloak tentsioen kontzentrazio bat aurreikusten du. SFM
metodoarekin lortutako o; tentsioak gehiago gerturatzen dira hurbilketa analitikora
SM metodoarekin lortutakoak baino.
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150

140

130

120

ox(MPa)

110

100

90

25

20

1s(MPa)
"

'/lt' ‘\~~\
T "/‘/’/ \\\\\ _________ M
i L g Hurb.analitikoa
A SFM_8x2el
e A S
3 A é O SM 8x2el
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
V,(mm/mm)
a/
--------- ™M
e ‘ Hurb. analitikoa
] , \ A SFM-4x4el
e A ™ O SM-4xdel
4 ,//A (@) A\\\
A O o A
q < ¢
i N
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
b/

7.9 Irudia. Tentsioak plakaren zabalean zehar, beheko aurpegian, xy = 0,5.(a) oy; (b) 7.

7.10 irudian oy eta 7, tentsio banaketak zabalean zehar x, = 0,25 denean ikusten dira.

Karga aplikazio puntutik kanpo, hurbilketa analitikoarekin lortutako oy eta z; tentsio

banaketa,

CM modeloarekin lortutako bataz bestea da.

Kasu honetan, SM

analisiarekin lortutako emaitzak hobeak dira SFM analisiarekin lortutakoak baino.
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ox(N/mm?)

1(MPa)

70

65

60

55

50

45

16
14
12
10

S N s

2
-4

o)
\,

Hurb. analitikoa
A SFM_4x4el
SM_4x4el

0,0

. Hurb. analitikoa
SFM-4x4el
SM-4x4el

0,2

T T T <, d

0,4 0,6

¥, (mm/mm)

(b)

7.10 Irudia. Tentsioak zabalean zehar beheko aurpegian, x¢=0,25. (a) oy; (b) Ts.

7.7 ONDORIOAK

SFM metodoa erabiliz plaka-elementu baten formulazioa garatu da, laminatu

simetrikoentzat onargarria dena. Formulazioa norabide bakarreko konposite baten
hiru puntuko makurdura zeiharraren saiakuntzan aplikatu da eta SM metodoarekin
konparatu da. SFM eta SM metodoak erabiliz 16 elementuekin lortutako emaitzak,
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hurbilketa analitikoarekin eta diskretizazio maila altuko analisi numerikoarekin

konparatu dira.

SFM metodoa PVW eta PCVW printzipioetan oinarrituta dagoenez, SFM
metodoarekin lortutako desplazamenduak eta biraketak hobeak dira SM metodoan

lortutakoak baino.

Hala ere, b1 metodoekin tentsio emaitzak oso antzekoak dira. Emaitza hauek SFM eta
SM metodoetan kurbadurak kalkulatzeko prozedura ezberdinekin erlazionatuta daude.
SM metodoan kurbadurak biraketak deribatuz lortzen dira eta SFM metodoan barne
momentuetatik lortzen dira, 7.1 Taularen arabera. Kasu honetan, bi metodoekin oso
antzeko kurbadurak lortu dira, eta beraz, baita tentsioak ere.

Horregatik, diskretizazio maila jakin batean SFM metodoa erabiliz lortutako emaitzak
hobeak dira SM metodokoak baino. Beste moduan esanda, emaitzen doitasun maila
jakin batean, SFM metodoan behar den elementu kopurua txikiagoa da SM metodoan

baino.
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ONDORIO OROKORRAK

Hauek dira ikerkuntza lan honetatik aipa daitezkeen ondorio nagusiak:

1.

IFMD metodoaren ekuazio nagusia PVW eta PCVW printzipioen aplikazio
zuzenetik lortu da, deformazio orokortuaren kontzeptua erabili gabe.

IFMD metodoa eta Pian-en HM baliokideak direla frogatu da. HM metodoa
Hellinger—Reissnerren printzipiotik lortzen da. Ondorioz, PVW eta PCVW

eta Hellinger—Reissnerren printzipioen aplikazioa baliokideak dira.

IFMD eta HM metodoak baliokideak izanik, hauen formulazioak tentsioetan
eta desplazamenduetan oinarrituta daude. Horregatik, Zurruntasun-indar
metodoa (Stiffness Force Method, SFM) deitu zaie.

SFM eta HM metodoetan eragozpenik handiena malgutasun matrizearen
alderantzizkoa kalkulatzearen konputazio kostua da. Bi metodoak baliokideak
direnez, Zhang et al.-ek elementu hibridoetan garatutako ortonormalizazio
metodoa SFM metodoan ere aplika daiteke. Lan honetan, SFM metodoan
ortonormalizazio metodoa aplikatu da mintz-elementu anisotropoen
malgutasun matrizea diagonalizatzeko, konputazio kostua nabarmenki
gutxituz.,

163



ZURRUNTASUN-INDAR METODOAREN ANALISIA ETA BERE APLIKAZIOA LAMINATU
KONPOSITETAN

5. SFM metodoa mintz eta plaka elementuetan inplementatu da. Adibide bezala,
mintz elementuaren kasuan hegal-habe ortotropoa makurduran eta trakzio
zeiharraren saiakuntza analizatu dira. Plaka elementuaren kasuan hiru

puntuko makurdura zeiharraren saiakuntza analizatu da.

6. Aurkeztu diren norabide bakarreko konpositeen adibideetan, SFM metodoan
desplazamenduak eta tentsioak gehiago hurbildu dira hurbilketa
analitikoarekin SM metodoarekin eta elementu kopuru berdinarekin
lortutakoak baino. SFM metodoak problemaren baldintzak SM baino hobeto
betetzen dituela ikusi da. SFM metodoan tentsioak desplazamenduetatik
zuzenean lortzen dira, eta SM metodoan, berriz, desplazamenduak deribatuz
lortzen dira.

7. SFM metodoko elementuak programa komertzialetan inplementatzeko
elementu bakoitzaren zurruntasun matrizea bakarrik aldatu behar da eta SM
metodoaren prozedura nagusia mantentzen da. Gero, interpolazio funtzioak

erabiliz tentsioak kalkulatzen dira.
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AURRERA BEGIRA

Ikerkuntza lan honetan SFM erabiliz mintz-elementu laukizuzen baten formulazioa
garatu da indarren interpolazio funtzio linealak erabiliz. Lan honekin jarraitzeko,
SFM metodoaren formulazioa jarraituz baina indar interpolazio funtzio desberdinak
erabiliz beste elementu batzuk garatu daitezke.

SM  metodoko elementu isoparametrikoetan koordenatuen transformazioak eta
aldagaien aldaketak jakobiarraren bitartez garatuta daudela kontuan hartuz, SFM
metodoan elementu lauki eta solido orokorrak ere formula daitezke jakobiarra
erabiliz. Bestalde, SFM metodoaren bitartez formulatutako elementuen distortsioa eta
forma-faktorearen eragina aztertu daitezke.

Laminatu konpositetan, SFM metodoarekin formulatutako elementuak tentsio
gradiente handiko problemetan aplika daitezke: laminen arteko tentsioen kasuan edo
ertz-efektuaren analisian, adibidez.

Elementuen zurruntasun matrizea aldatuz eta tentsioak interpolazio funtzioak erabiliz
kalkulatuz, SFM metodoaren formulazioa programa komertzialean inplementatuko
da.
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