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Presentacion

Tanto en economia de la empresa como en el campo macroeconémico, se plantea el proble-
ma de la toma de decisiones, es decir, la eleccién de una opcion entre diversas alternativas.
A la hora de tomar una decision es muy importante contar con una visién de lo que va a
suceder en el futuro: tomar una decisién exige considerar todas aquellas alteraciones que
pueden producirse durante el horizonte temporal relevante para el tema en cuestion. En
buena logica no se deberia tomar una decision sin considerar la evolucién futura de todos
aquellos acontecimientos que la condicionan. En los ultimos anos se ha puesto un gran
énfasis en mejorar el proceso de toma de decisiones y aqui es donde entra la idea de la
prediccion.

Predecir es una tarea compleja. Al predecir se trata de calcular algin hecho futuro, en
general, como resultado de un analisis racional o de un estudio de los datos existentes. El
objetivo de este documento es presentar las técnicas de prediccion mas utilizadas en el
area de la economia y la empresa. De hecho, esta pensado para su utilizacién como mate-
rial docente en cursos de prediccién en licenciaturas como Economia y Administracién y
Direccion de Empresas. Los métodos desarrollados son métodos cuantitativos de andlisis
de series temporales, en particular, de analisis de series temporales univariantes.

Los métodos de prediccion de series temporales univariantes se basan en dos nociones: los
componentes no observados (tendencias, estacionalidad, ciclos,...) y los modelos ARIMA
que son modelos paramétricos que tratan de obtener predicciones de la serie temporal
en términos de la interrelacién temporal de sus elementos. Si bien este documento va
a tratar ambos tipos de modelos de series temporales, el hincapié se va a poner en los
modelos de componentes no observados. Asi, tras introducir en el capitulo 1 la necesidad
de la prediccién en el drea de la economia, asi como describir las principales técnicas
de prediccion y sus limitaciones, el capitulo 2 pasa a definir y explicitar la nocién de
modelos de componentes no observados. Estos modelos se desarrollan con mas detalle en
el capitulo 3 que analiza las series con tendencia, el capitulo 4 que trata de las series con
estacionalidad y el capitulo 5 que estudia los Modelos Estructurales de series temporales
que son modelos basados en la idea de los componentes no observados pero especificados
de forma estocastica. Por ultimo, en el capitulo 6 se presenta de forma sucinta la teoria
de la prediccion con modelos ARIMA vy el capitulo 7 ofrece al lector una coleccién de
ejercicios como apoyo para trabajar los distintos temas planteados.
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El enfoque del documento es tanto tedrico como practico. Cada capitulo incluye ejemplos
empiricos de aplicacion de las distintas técnicas de prediccién que se proponen, planteando
algunos ejercicios sencillos para que el lector pueda trabajar de forma auténoma.

Para poder predecir con series temporales es preciso disponer del software adecuado. En la
actualidad, existen un buen nimero de paquetes estadistico-econométricos que permiten
trabajar con series temporales. En los ejemplos que se presentan en este documento se
han utilizado varios paquetes para el andlisis de series temporales:

e EViews. Quantitative Microsoft Software. http://www.eviews.com/
Este software se ha utilizado en los capitulos 2, 3 y 4.
e STAMP (Structural Time series Analyser, Modeller and Predictor). Las primeras

versiones de este programa fueron escritas por Andrew Harvey y Simon Peters.
http://www.stamp-software.com/

Este software se ha utilizado en el capitulo 5.

e GRETL (Gnu Regression, Econometrics and Time-series Library )

Este paquete es software libre y se puede descargar en espanol desde la pagina
http://gretl.sourceforge.net /gretl_espanol.html

Este software se ha utilizado en el capitulo 6.



Capitulo 1

La prediccion economica

1.1. Prediccion econédmica y toma de decisiones

En un sentido amplio se puede decir que el objeto de la ciencia econémica es el estudio de la
forma en que los agentes econdémicos toman sus decisiones y el analisis de las consecuencias
que se derivan de la adopcion de dichas decisiones. Tanto en economia de la empresa como
en el campo macroecondémico, se plantea el problema de la toma de decisiones, es decir, la
eleccion de una opcion entre diversas alternativas. Cada opcién dard lugar a un resultado
distinto que puede ser medido en términos de utilidad, coste, beneficio, o cualquier otra
magnitud, dependiendo del problema que se esté considerando. Ahora bien, el resultado
concreto que se obtenga dependera de situaciones que se puedan producir fuera del a&mbito
de influencia del decisor. A la hora de tomar una decisiéon es muy importante contar con
una visién de lo que va a suceder en el futuro: tomar una decision exige considerar todas
aquellas alteraciones que pueden producirse durante el horizonte temporal relevante para
el tema en cuestién. En buena légica no se deberia tomar una decisién sin considerar la
evolucion futura de todos aquellos acontecimientos que la condicionan. En los ultimos
anos se ha puesto un gran énfasis en mejorar el proceso de toma de decisiones y aqui es
donde entra la idea de la prediccion.

Cuando se toman decisiones, el decisor se encuentra, en general, en ambiente de incerti-
dumbre respecto a los sucesos que se pueden producir en el futuro. El problema con el que
se enfrenta el decisor es elegir entre decisiones alternativas, teniendo en cuenta la utilidad
de sus decisiones ante cada uno de los sucesos posibles. Estos sucesos son hechos, situa-
dos generalmente en el futuro, o que el decisor desconoce. En cualquier caso, el decisor
podra lograr unos mejores resultados si en alguna medida logra reducir la incertidumbre
sobre los sucesos situados en el futuro, o que el decisor desconoce. Las técnicas de pre-
diccion van dirigidas, precisamente, a reducir la incertidumbre sobre el futuro y, por lo
tanto, reducir el riesgo a la hora de tomar decisiones.

Al predecir se trata de calcular algiin hecho futuro, en general, como resultado de un anali-
sis racional o de un estudio de los datos existentes. Para que la predicciéon sea 1til en el
proceso de planificacion es necesario abandonar el planteamiento simplista de una predic-
cién unica y permanentemente mantenida. Es conveniente realizar predicciones multiples
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y someterlas a un proceso continuo de revision y perfeccionamiento. Cuando se toma una
accion determinada, la prediccion ha de ajustarse de manera que refleje el impacto de
dicha accion. Si la prediccién no se revisa, puede inducir a error si se usa como base para
tomar nuevas decisiones. Ademas, ya no seria posible evaluar la precision de la prediccién
porque ya no refleja las circunstancias (o supuestos) que existian cuando se llevé a cabo.

El campo de aplicacién de la prediccién es muy amplio en el drea de la economia.

A nivel de economias domésticas podemos considerar los siguientes ejemplos:

e predicciones sobre la evolucion futura del salario y otras rentas para decidir qué parte
de su tiempo dedican al ocio y qué parte a actividad laboral.

e predicciones sobre la rentabilidad que se espera recibir en el futuro para decidir
entre consumo y ahorro deberan tener alguna idea.

e predicciones sobre el nivel de renta futura y la evolucién de los precios para adquirir
bienes duraderos.

En una Empresa es preciso utilizar predicciones para poder llevar a cabo la planificacion
del dia a dia y para poder controlar las operaciones a largo plazo de la compania. El éxito
de una empresa depende en parte de la habilidad de sus gestores de prever el futuro.
Ejemplos de la necesidad de previsién en el ambito de la empresa:

a) Los Departamentos de Marketing realizarén predicciones de los niveles de deman-
da para poder planificar sus estrategias de venta. Por ejemplo, les puede interesar
conocer la demanda en diversas zonas de un mercado o entre distintos grupos de
consumidores para poder llevar a cabo estrategias publicitarias efectivas. También
les interesa saber cuales son las preferencias de los consumidores en las caracteristi-
cas del producto, color, etc. Cual va a ser la politica de los competidores y cémo va
a afectar a la participacion de la empresa.

b) El Departamento de Finanzas querra predecir los tipos de interés para poder pla-
nificar y financiar las proximas adquisiciones de capital. Cuales van a ser a largo
plazo las necesidades de capital. La prediccion de los ingresos y los gastos es también
fundamental para poder mantener la liquidez de la compania..

¢) El Departamento de Personal necesitara conocer el nimero de trabajadores requeri-
dos en cada area para llevar a cabo una politica de contratacién o reciclaje razonable.

d) Para organizar la produccion puede ser necesario contar con predicciones de la de-
manda de cada linea de producto. Con estas predicciones la empresa puede planificar
la produccion y el mantenimiento de inventarios. Las predicciones de la demanda de
cada producto se pueden traducir en predicciones de las materias primas necesarias
y planificar asi su compra (que también dependerd de predicciones sobre precios y

4
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recursos disponibles). Se necesitard conocer la evolucién de los precios de esas ma-
terias primas. Cuales van a ser las necesidades de mano de obra, su especializacién
y la evolucion salarial. Los cambios tecnoldgicos en su campo, etc.

Los gerentes precisaran de predicciones sobre las condiciones econémicas generales,
precios y costes, factores productivos, inventarios, progresos tecnolégicos, cuota de
mercado, etc. para disenar el funcionamiento a largo plazo de la empresa.

Las empresas estan afectadas por tres areas de actividad: la macroeconémica, la sectorial
y su propia empresa. En general, una empresa solo puede controlar su propio funciona-
miento, por lo que para poder predecir, necesita estar informado de lo que ocurre a nivel
macroeconomico y sectorial, para lo que necesita también predicciones.

Las Predicciones macroeconomicas son necesarias tanto para el gobierno, como para la
industria y los agentes financieros. Los gobiernos necesitan predicciones para tomar deci-
siones de politica econdémica:

a)

Para hacer el presupuesto el gobierno necesita predicciones de ingresos y gastos
sociales (desempleo, pensiones, administraciones locales, ..). Algunos de los gastos
dependen del gobierno pero para planificar otros necesita tener una idea general de
como va la economia: paro, inflacion, tipo de interés, crecimiento, ..

Cuando el gobierno decide cual va a ser su politica de financiacion del deficit, la hace
tras prever cudl va a ser la evolucion que van a seguir los tipos de interés asi como
el efecto que se puede derivar de la adopcion de dicha politica.

Para disenar la politica monetaria en un momento dado, se tendran en cuenta los
pronésticos hechos sobre la evolucion de variables como la inflacion o el tipo de
cambio.

El sector internacional también es importante ya que las exportaciones y las impor-
taciones afectan a la Renta Nacional directamente y ademds junto con la politica
monetaria y fiscal, determinan el valor del tipo de cambio.

Prevision de la infraestructura necesaria para el pais. El gobierno ha de realizar los
Planes Nacionales de Carreteras, Electricidad, Hidroélogico, etc. Todos estos planes
precisan de grandes inversiones y llevan mucho tiempo, por lo que es fundamental
tener conocimiento sobre las necesidades futuras del pais: niveles futuros de tréfico,
consumo de electricidad, etc.

A los gobiernos locales les puede interesar predecir, por ejemplo, la demanda de
plazas de Educacién Primaria y Secundaria en los proximos anos, para poder redis-
tribuir sus recursos educativos racionalmente
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En los Mercados Financieros la actividad se centra en la interaccion entre los valores
presentes y futuros de la cartera de valores. Las interrelaciones entre los tipos de interés
a corto y largo plazo, los tipo de cambio presentes y futuros y la politica monetaria
y fiscal afectan las perspectivas que tienen los agentes del mercado. Las predicciones
macroeconomicas tratan de predecir todas esas variables y por lo tanto, pueden ser un
factor importante a la hora de tomar decisiones.

Tipos de predicciones

Existen diferentes tipos de predicciones dependiendo de qué es lo que se predice y que
requeriran enfoques y técnicas distintas.

1. Prediccion de los efectos de un suceso

En este caso, se sabe que un suceso se va a producir en un futuro con certeza y se
quiere determinar cudles seran sus efectos. Por ejemplo, saber quién ganara las proximas
elecciones, o qué efectos tendra una ley que se promulgard proximamente o cudles seran
las ventas futuras de una nueva marca que sale al mercado, etc.

El problema que se plantea es que el suceso puede ser tnico, por lo que o bien no se
dispondra de informacion relevante o sera muy dificil de adquirir. El mejor enfoque posible
en estas situaciones es buscar o generar datos relevantes, es decir, es preciso aumentar el
conjunto de informacion relevante de alguna forma. Por ejemplo, para predecir el resultado
de unas elecciones, se puede realizar un sondeo entre los electores, o para predecir el éxito
de la introduccién de una nueva marca en el mercado se pueden realizar pruebas de
mercado.

2. Prediccion del tiempo en que se produzca un suceso

Esta clase de predicciones se cuestionan cuando y si es que, se va a producir un deter-
minado suceso, es decir, cuando seran las proximas elecciones o cuando se producira la
recuperacion de la economia o cudndo sacaran mis competidores un nuevo producto al
mercado.

En algunos de estos ejemplos puede existir una secuencia de hechos similares en el pasado,
por ejemplo, las fechas de las elecciones. En este caso, observando el patron de los tiempos
entre sucesos, se podria predecir cuando ocurrird el proximo. Sin embargo, la manera
habitual de trabajar es buscar indicadores adelantados, que son sucesos susceptibles de
ocurrir antes del que estamos tratando de predecir. Este enfoque se utiliza mucho para
predecir puntos de cambio en la evolucion de la economia. Por ejemplo, antes de lanzar
un producto al mercado se puede observar que una empresa ha reservado mucho tiempo
de anuncios televisivos.
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3. Prediccion de series temporales

Una serie temporal es un conjunto de observaciones recogidas a intervalos regulares de
tiempo. Por ejemplo, las temperaturas horarias, los precios diarios de acciones al cierre
de la bolsa, la tasa de desempleo mensual o la Renta Nacional anual.

Supongamos que se observa una serie temporal denotada por Y; , para t = 0 hasta
t =T, donde T es el momento final de observacion de la variable. La prediccion de series
temporales supone decir algo sobre el valor que tomara la serie en momentos futuros, 1T+,
donde ¢ representa el nimero de periodos hacia adelante que estamos considerando. Si ¢/ =
1, entonces se denomina prediccién un periodo hacia adelante. Por ejemplo, supongamos
que la serie Y; representa las ventas mensuales de automoéviles observadas durante 100
meses consecutivos, t = 1,2,...,100, de Enero de 2000 hasta Abril de 2008 y que queremos
predecir el valor tomado por esta serie en Mayo de 2008 (¢ = 1), y el valor en Diciembre
de 2008 (¢ = 8). Como las causas para que los automoviles se vendan més o menos son
muy complejas, la serie Y; se puede considerar como una sucesion de variables aleatorias.
Si estamos en el momento Ty queremos predecir lo que ocurrird en el momento T + ¢,
no tenemos ninguna razon para pensar que vamos a acertar, a no ser por pura suerte.

Limitaciones de la prediccion

La mayoria de las criticas que se hacen a las predicciones (desarrollos inesperados, hechos
predichos que no suceden nunca, grandes errores de prediccion, errores en el momento,
intensidad de los cambios predichos, ...) estdn bien fundadas. Sin embargo, los agentes
decisores que utilizan las predicciones tienen también cierta culpa de lo que pasa en el
sentido de que sus expectativas suelen ser muy altas.

1.- ; Qué se puede predecir y qué no?

No se deben tener expectativas poco realistas sobre la precision y certeza con que se puede
predecir el futuro. Un prerrequisito necesario para poder predecir, sea con el método que
sea, es (que exista un patrén de comportamiento en el fenémeno que estamos estudiando. Si
no existe un patron de comportamiento no es posible predecir aunque, a veces, se puedan
dar opiniones subjetivas basadas en situaciones pasadas semejantes.

En economia la predecibilidad de un fenémeno varia desde ser casi nula (precio diario
de una accién) hasta ser excelente (patrones estacionales basados fundamentalmente en
razones climatoldgicas). El problema es que en economia los patrones y las relaciones se
mezclan con componentes aleatorios y pueden cambiar en el tiempo de forma impredecible.
Dos causas, entre otras, de estos cambios en los patrones o relaciones son:

e Aleatoriedad del comportamiento humano

e Capacidad de la gente de influenciar el futuro con sus propias acciones.

7
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2.- Factores que influyen en la predecibilidad.

e Cantidad de informacion. A la hora de extraer el patrén de conducta seguida en
el pasado y poder hacer conjeturas sobre el futuro un punto muy importante es la
cantidad de informacién con la que contemos.

Centrandonos en las series temporales, consideremos en primer lugar una serie tem-
poral constituida por observaciones diarias sobre la hora de la salida del sol durante
cincuenta anos. El problema seria predecir a qué hora va a salir el sol manana. Con
una serie de datos de este tipo es muy facil realizar esta prediccion. Bien es cierto
que, en lugar de utilizar las observaciones del pasado, se puede realizar también la
prediccién en base al conocimiento de las leyes sobre el movimiento de los astros.
En cualquier caso, y es lo que interesa recalcar aqui, en un fenémeno de este tipo a
partir de la observacion del pasado se puede hacer una buena previsién de cual va
a ser el futuro. ;Por qué sucede esto? Sencillamente porque la serie contiene mucha
informacion siendo los valores pasados de gran utilidad para predecir el futuro.

Como segundo ejemplo, puede considerarse una serie temporal en la que se ha regis-
trado el primer premio de la loteria de los sorteos que se han celebrado en los ultimos
cincuenta anos. Con esta informacion disponible se presenta el problema de predecir
cual va a ser el primer premio en el préximo sorteo de loteria. Atun siendo series del
mismo tamano (supongamos que los sorteos son diarios) y recogidas formalmente de
la misma manera, esta claro que la serie del primer premio de loteria es una serie que
contiene poca informacién. En realidad, esta informacién no sirve absolutamente de
nada para predecir, suponiendo que se cumplen todas las normas y principios que
debe seguir un sorteo aleatorio.

Estos ejemplo son dos casos extremos de series temporales. En el primer caso, la
variable observada tiene un esquema o patrén de comportamiento fijo, mientras que
en segundo caso no existe ningin patrén de comportamiento.

e Horizonte de prediccion. Cuanto mayor es el horizonte de prediccién mayor es la
posibilidad de cambio en patrones o relaciones porque:

- el comportamiento o actitudes de la gente puede cambiar.

- hay mas tiempo para utilizar las predicciones para modificar el futuro con el fin
de alcanzar los beneficios deseados.

- pueden producirse cambios fundamentales en el entorno, por ejemplo, cambios
tecnoldgicos.

Las predicciones a corto plazo son predicciones a un plazo menor de tres meses por
lo que hay dos aspectos a tener en cuenta. Por una parte, los cambios en los patrones
y relaciones econémicos se pueden producir y de hecho se producen. Pero debido a la
gran inercia que presentan la mayoria de los fenémenos econémicos, cuando cambia
alguna relacion, el resultado de este cambio no es inmediato. Este concepto de inercia
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es muy importante en el campo econémico. Por ejemplo, hizo falta casi un ano desde
la denominada “crisis del petrdleo” para que las economias occidentales entraran en
recesion. Debido a esta inercia y a los retardos en la respuesta, el estado corriente de
muchas variables es un buen predictor de su valor en un futuro préximo. Es decir,
se pueden extrapolar los patrones establecidos a corto plazo con cierto grado de
precision.

Las predicciones a medio plazo son las predicciones que cubren el periodo que va
de los tres meses a los dos anos y, en general, se derivan de las predicciones a largo
plazo, o se construyen acumulando las predicciones a corto plazo. Estas predicciones
no suelen ser muy precisas y, en general, suele ser dificil predecir los puntos de
cambio en los ciclos econdmicos, ni las recesiones ni las épocas de expansién. Pero
estas predicciones son también necesarias para tomar decisiones sobre presupuestos o
asignacion de recursos, por lo tanto, los planificadores deben aceptar sus limitaciones
para predecir recesiones y booms en la economia y desarrollar planes flexibles que
sean capaces de ajustarse a los cambios ciclicos.

Las predicciones a largo plazo. Son las predicciones que cubren un periodo de dos
anos en adelante. Las conclusiones que se recogen en la literatura sobre la preci-
sion de estas predicciones son pesimistas: es dificil senalar de antemano, el tamano
del error de prediccion, se pueden producir cambios imprevistos en la tendencia,
discontinuidades, nuevos acontecimientos, etc.

. Quien podia predecir a comienzos de los 70 que se iba a producir un embargo de
petréleo, precios tan altos como 39 ddlares el barril, escasez de materias primas,
estanflacién, colapso del mercado de valores y dos recesiones en menos de cinco
anos? Adn més incluso menos podia haber predicho el giro que iba a tomar la
economia con una caida de los precios del petréleo hasta menos de 10 ddlares en
1986, un mercado de valores efervescente , una caida en los precios de las materias,
la inflacién, los tipos de interés.

En resumen, las predicciones a largo plazo, tienden a ser imprecisas, pero son nece-
sarias para las planificaciones estratégicas y presupuestarias. Por lo tanto, todos los
problemas creados por la incertidumbre de estas predicciones deber ser estudiados
y no ignorados.

1.2. Técnicas de Prediccion

Con las técnicas de prediccién se trata de hacer prondsticos lo mas acertadamente posible
sobre sucesos que todavia no han tenido lugar. Para hacer estas predicciones, una pito-
nisa utiliza como herramienta una bola de cristal, aunque implicitamente puede tener en
cuenta la historia pasada. Por el contrario, las predicciones que realiza el econémetra o el
estadistico estan basadas en un andlisis explicito de la informacién proporcionada por los
sucesos ocurridos en un pasado més o menos inmediato.
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La prediccién en general y la econémica en particular, no tienen una base cientifica uni-
taria. En ella se conjugan enfoques metodoldgicos provenientes de la estadistica o la eco-
nomia, junto con desarrollos puntuales de la fisica, la ingenieria, la psicologia e incluso la
biologia.

Desde un punto de vista metodolégico, los métodos de prediccion se pueden agrupar
en dos grandes bloques: métodos cualitativos (o tecnolégicos o subjetivos) y métodos
cuantitativos. Los métodos cuantitativos se utilizan cuando contamos con datos histéricos,
mientras que las técnicas de prediccién cualitativas se utilizan cuando los datos son escasos
o no estan disponibles. Los métodos cuantitativos se utilizan cuando se espera que el
patron de comportamiento de los datos persista en el tiempo, y las técnicas cualitativas
se usan para predecir cuando el patron existente en los datos pueda cambiar.

Métodos Cualitativos

Basicamente los métodos cualitativos se utilizan en aquellos casos en los que el pasado
no proporciona una informacion directa sobre el fenémeno considerado, por lo que se
les denomina también métodos sin historia. Por ejemplo, en el caso de la apariciéon de
nuevos productos en el mercado no se puede recurrir a la informacién sobre el volumen
de ventas en el pasado, ya que este producto no existia todavia en el mercado. En este
caso, para poder predecir, la empresa habra de basarse en la opiniéon de sus expertos de
los departamentos de ventas y marketing. También los métodos cualitativos pueden ser
aplicados a estudios sobre resultados de aplicacion de nuevas técnicas o a investigaciones
de tipo politico o socioldgico sobre posibles cambios en los patrones sociales histéricos.

En la prediccién de caracter cualitativo o tecnoldgico, los métodos estadisticos juegan
un papel relativamente secundario. En estos casos lo més importante es contar con un
grupo de expertos, dotados de intuicién y sagacidad, que tengan un buen conocimiento
tecnoldgico o especializado acerca del fenémeno cuya proyeccion en el futuro se trata de
analizar. En este contexto, los métodos estadisticos serian utilizables en la organizacion y
sistematizacion de las opiniones de los expertos.

En el método cualitativos denominado el brainstorming (literalmente tormenta de cere-
bros), la previsién se efectia a partir de la discusién entre un grupo de expertos donde
se crea un determinado ambiente para facilitar que afloren nuevas ideas. La aplicacién de
este método no requiere practicamente la utilizacién de elementos estadisticos.

Otro método de prediccion cualitativo muy conocido es el Método Delphi desarrollado
por la Corporacién RAND. Esta técnica se basa en reunir a un conjunto de expertos
para que hagan predicciones sobre alguna cuestion especifica como, por ejemplo, si se va a
producir algin desarrollo novedoso en algin campo en particular. Este método supone que
la combinacién del conocimiento de todo el conjunto de expertos producira predicciones al
menos tan buenas como cada uno de los miembros. Reunir a todo el conjunto de expertos
en torno a una mesa a discutir presenta problemas ya que, por una parte, siempre va a
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existir algin individuo o grupo de individuos que van a dominar la discusion, y, por otra,
este tipo de decisiones conjuntas pueden estar influidas por diversas presiones sociales.
Para evitar esto, el método Delphi mantiene a cada miembro del conjunto fisicamente
separado. Cada participante rellena una serie de cuestionarios que son revisados por un
coordinador del equipo. Este elabora un documento de sintesis donde se destacan las
coincidencias y las discrepancias, enviando a cada experto este documento. Posteriormente
han de rellenar otros cuestionarios que ya van acompanados por informacion referente a las
opiniones del grupo en su conjunto. Cada participante puede revisar sus opiniones teniendo
en cuenta las opiniones del conjunto. Es de esperar que después de varias vueltas se llegue
a algun tipo de consenso que se pueda utilizar como prediccion. De todas formas, este
método no busca el consenso, sino que permite que haya diferencias de opinion justificadas.

Métodos Cuantitativos

En las predicciones de caracter cuantitativo, se parte del supuesto de que se dispone
de informacion sobre el pasado del fenémeno que se quiere estudiar. Generalmente la
informacion sobre el pasado aparece en forma de series temporales.

Para predecir, el profesional debe analizar los datos del pasado y debe basar la prediccion
en los resultados de este analisis. La informacion se suele utilizar de la forma siguiente.
En primer lugar, se analizan los datos para poder identificar el patrén que se puede
utilizar para describirlos. Después se extrapola este patron de comportamiento en el futuro
para realizar la prediccion. Esta estrategia que se utiliza en la mayoria de las técnicas
cuantitativas de predicciéon descansa en el supuesto de que el patrén que hemos identificado
en los datos pasados va a continuar en el futuro. Es de esperar que ninguna técnica de
prediccion va a dar buenos resultados si este supuesto no es valido.

Una técnica de prediccion cuantitativa va a consistir en dos fases fundamentales:

a) Construccién del modelo: un modelo de prediccién se disena en funcién de los da-
tos pasados y la teoria disponible. En algunos casos esta teoria nos puede sugerir
modelos, en otros casos, tal teoria no existe o es incompleta y hemos de basar la
especificacion de nuestros modelos tnicamente en los datos historicos.

b) Fase de prediccién: el modelo obtenido en la etapa anterior se utiliza para predecir.
Como estas predicciones van a depender del modelo especificado en primer lugar nos
tenemos que asegurar de que el modelo y sus parametros permanecen constantes
durante el periodo de prediccion.

En los métodos cuantitativos la mision del profesional consiste en extraer toda la informa-
cion posible contenida en los datos y, en base al patrén de conducta seguida en el pasado,
realizar conjeturas sobre el futuro.
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Con los métodos de prediccion cuantitativos se pretende conocer los patrones de com-
portamiento subyacentes de una serie con objeto de realizar previsiones del futuro. El
instrumento de analisis que se suele utilizar es un modelo que permita reproducir el
comportamiento de la variable de interés.

Los modelos cuantitativos se pueden agrupar, en principio, en dos grandes bloques: Anali-
sis de Series Temporales y Analisis Causal.

1. Analisis de Series Temporales.

En el analisis de series temporales se trata de hacer predicciones de valores futuros
de una o varias variables, utilizando como informacion tinicamente la contenida en
los valores pasados de la serie temporal que mide la evolucion de la variables objeto
de estudio. Es decir, se trata de identificar los patrones historicos y después, bajo
el supuesto de que se mantienen en el futuro predecir extrapolandolos.

Ningun tipo de decisiones que adopte el decisor van a cambiar las predicciones gene-
radas por un modelo de series temporales. Este tipo de modelos es 1til para predecir
cuando pensamos que las condiciones no van a cambiar. En este sentido, el modelo
no sera muy util para predecir el impacto de ciertas decisiones que pueda tomar el
agente decisor. Los métodos de prediccién basados en el andlisis de series tempora-
les tratan al sistema como una caja negra y no intentan descubrir los factores que
afectan su funcionamiento. A pesar de esta desventaja, existen importantes razones
para utilizar los métodos de prediccién basados en el andlisis de series temporales:

e Es posible que no conozcamos el comportamiento del sistema, o que aunque lo
conozcamos, sea muy dificil o imposible medir las relaciones que supuestamente
gobiernan su comportamiento.

e Puede ser que nuestro interés sea solo predecir que es lo que va a pasar y no el
por qué pasa.

e Puede interesarnos de igual manera conocer el comportamiento del sistema
como el predecirlo, pero mientras estudiar los factores que determinan el fun-
cionamiento del sistema puede ser muy costoso, el predecir su evolucién por
medio de un analisis de series temporales no.

Los modelos de series temporales puros no contienen variables explicativas aparte
de las que son unicamente funciones del tiempo. Las predicciones de las futuras
observaciones se llevan a cabo extrapolando la informacién pasada. En este sen-
tido se suele hablar de predicciones naive. Sin embargo, son en muchas ocasiones
muy efectivas y nos proporcionan un punto de referencia con el que comparar el
funcionamiento de otros modelos mas sofisticados.
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2. Andlisis Causal.

Se denomina asi porque en la explicacion de la variable o variables objeto de estudio
intervienen factores explicativos externos. Quizas el término de causalidad, por las
connotaciones de todo tipo que pueda tener, sea demasiado fuerte para describir la
forma en que inciden los factores externos en la explicaciéon de una variable. Sin em-
bargo, este término ha adquirido su carta de naturaleza especialmente en el analisis
estadistico de variables relacionadas temporalmente. Basicamente los métodos cau-
sales suponen que el valor de cierta variable es funciéon de una o mas variables.

Estos métodos causales o explicativos tratan de identificar las relaciones que produ-
jeron (o causaron) los resultados observados en el pasado. Después se puede predecir
aplicando estas relaciones al futuro, supuestos conocidos los inputs del sistema en
momentos futuros.

La fuerza o ventaja real de un método causal de prediccion es que se puedan desa-
rrollar una gama de predicciones correspondientes a una gama de valores para las
diferentes variables explicativas. Estos modelos causales permiten evaluar el impacto
de politicas o decisiones alternativas. Sin embargo, una desventaja de estos métodos
es que requieren informacion sobre varias variables. Ademas como incluyen varios
factores son mas sensibles a los cambios en las relaciones subyacentes que un modelo
de series temporales. Por otra parte, requieren la estimacién de los valores futuros
de los factores antes de predecir.

No tiene sentido, sin embargo, decir que los métodos econométricos tradicionales y los
métodos de series temporales son contrapuestos, ya que son complementarios.

Simplificando un poco, la diferencia entre el enfoque econémico tradicional y el enfoque
de series temporales, acerca de la elaboracion de modelos causales seria el siguiente: en
el primero, el énfasis se sittia en el modelo de partida, efectuandose contrastes sobre la
adecuacion entre modelo y datos; por el contrario, en el enfoque de series temporales el
punto de partida son los datos y quizas alguna idea general sobre el fendmeno que se trata
de modelizar, siendo el modelo el resultado final de la investigacion.

El uso de variables explicativas en un modelo requiere mas esfuerzo y mas informacion
que predecir a partir de un modelo de series temporales puro. La desventaja de un modelo
de series temporales puro es que puede que no sea estable a lo largo del tiempo y, como
consecuencia, las predicciones pueden ser altamente imprecisas. La introduccion de varia-
bles explicativas nos puede conducir a un modelo en el que los pardmetros permanezcan
constantes en el tiempo. Sin embargo, no hay garantia de que tal modelo exista. Lo que
es mas un modelo con variables explicativas mal especificado nos puede llevar a peores
predicciones que un modelo de series temporales naive.

Ahora bien, en una investigacién concreta puede surgir la siguiente cuestion: jqué linea
es conveniente seguir, un modelo de series temporales o un modelo causal? Cuando se
dispone de un modelo tedrico apropiado, de informacién estadistica suficiente y de una

13



SARRIKO-ON 5/09 Técnicas de prediccion economica

prevision exacta de los factores externos o variables explicativas es preferible utilizar un
modelo causal como instrumento de prediccién. No obstante, en muchas ocasiones, no
se dan simultdneamente esas circunstancias siendo necesario recurrir a un andlisis de
caracter univariante. En cualquier caso siempre es 1til como una primera aproximacién a
un fenémeno, efectuar un andlisis univariante de las variables involucradas en el modelo
econométrico.

Al elegir una técnica de prediccion, el profesional ha de tener en cuenta los siguientes
factores:

a)

El tipo de prediccién que deseamos. En ocasiones la prediccién por punto puede
ser suficiente, pero puede ser que nos interese una prediccion por intervalo. Esto
condiciona la eleccién del método de prediccion, ya que algunos de ellos no nos
proporcionan predicciones por intervalo.

El horizonte temporal. El horizonte temporal lo solemos catalogar en corto plazo,
medio plazo y largo plazo. Normalmente conforme el horizonte temporal es mas
largo, la precision de las predicciones es menor y en este caso las técnicas cualitativas
se vuelven mas utiles conforme el horizonte temporal crece.

El patrén de los datos. Si estamos utilizando datos histéricos para predecir es fun-
damental tener en cuenta que tipo de estructura presentan los datos (si tienen
tendencias, estacionalidades, etc.) y asi adecuar el método elegido a los datos.

El coste de la prediccion. A la hora de elegir una técnica de prediccion hemos de
tener en cuenta los siguientes costes. En primer lugar, el coste de desarrollar el
método de prediccién. Este coste cambiard de técnica a técnica dependiendo de
su complejidad. En segundo lugar, el coste de almacenar los datos necesarios para
predecir. Mientras que algunos métodos de prediccién requieren guardar muy pocos
datos, en otros hay que acumular gran cantidad de informacién. Por tltimo, el coste
de utilizar la técnica de prediccion. En algunos casos el método de prediccién es
operativamente muy simple, pero en otros puede llegar a ser muy complejo.

La precisién deseada.

La disponibilidad de los datos. Los métodos cuantitativos solo se podran utilizar si
contamos con los datos necesarios. Los distintos métodos necesitan distinta cantidad
de datos y, en muchas ocasiones, el que podamos utilizar unas técnicas u otras va
a depender de los datos disponibles. Sin o disponemos de los datos histéricos que
necesitamos habremos de llevar a cabo métodos especiales de recogida de datos que
pueden suponer un coste.

La facilidad operacional y de comprensién. La facilidad de utilizacién y compresion
de una técnica de prediccién es fundamental. Los agentes econémicos que han de
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tomar las decisiones y que muchas veces han de basarlas en predicciones, deben ser
capaces de entender estas técnicas, para poder tener confianza en ellas.

La eleccion del método de prediccion a usar en una situacién determinada conlleva encon-
trar una técnica que responda satisfactoriamente a las cuestiones planteadas. El “mejor”
método de prediccién no es siempre el mas “preciso”. El método de predicciéon que deberia
ser utilizado es aquel que cubre nuestras necesidades con el menor coste e incoveniencia.

El profesional debe tratar de construir modelos simples, faciles de entender y, por lo tanto,
de explicar. Un modelo elaborado puede generar predicciones mas precisas pero puede ser
muy costoso y dificil de implementar. El principio de parsimonia nos dice, que al elegir
entre modelos competidores, si todo lo demas es igual, hemos de elegir el mas simple.

A veces solo necesitamos predicciones muy burdas, en otros casos, la precisién es esencial.
En algunas aplicaciones la precisiéon puede ser muy costosa, por ejemplo, una prediccion
imprecisa de un indicador econémico puede llevar al Banco Central Europeo a subir los
tipos de interés erréneamente con todas las consecuencias que esto tendria. Por otro lado,
aumentar la precision suele incrementar mucho los costes tanto de adquisicion de datos,
como de personal o de uso de ordenador. Si una pérdida pequena de precisién no es muy
importante, y baja el coste sustancialmente, puede que prefiramos el modelo simple menos
preciso, que el complejo.

1.3. Evaluacion de las predicciones

Cuando se hace una prediccion siempre se va a cometer un error de prediccién, que se
define como la diferencia entre el verdadero valor y la prediccion:

er(l) = Yrie — Yo(0)

Las fuentes o causas de los errores de prediccién son numerosas. En la ciencia econémica
abundan los errores de medida en las variables, no es posible la experimentacién, etc. De-
bido a la complejidad de las situaciones econémicas, la inconsistencia del comportamiento
humano, los retardos entre acciones y resultados, etc. los errores de prediccion son mucho
mayores que en otras ciencias. Su tamano y persistencia dependen de:

a) Identificacién errénea de los patrones y relaciones:

e Podemos identificar un patrén ilusorio, no existente

e Un modelo estadistico basado en pocos datos puede identificar un patrén que
no se mantiene durante mucho tiempo. Hay que tener en cuenta que la serie
de datos que nosotros observamos no es mas que una parte de un proceso mas
largo que comenzd en algiin momento del pasado y se extiende en el futuro. Si
nuestra serie es muy corta podemos estar enfocando una parte relativamente
poco relevante de los patrones subyacentes del proceso.
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e La relacion entre dos variables puede ser esptrea, debido a un tercer factor
comun a ambas.

e Podemos identificar patrones de forma incorrecta por falta de informacion o
porque la realidad es muy compleja como para ser modelada con un nimero
limitado de variables.

La identificacion ilusoria o inapropiada puede causar errores de prediccién muy serios
y no aleatorios porque el futuro puede resultar ser muy diferente de la relacién o
patrén erréneo que se postulo.

Patrones inexactos o relaciones imprecisas.

En las ciencias sociales por sus propias caracteristicas, los patronos son inexactos
e imprecisos. Aunque se pueda identificar un patrén o relaciéon en promedio, las
fluctuaciones en torno a esa media existen en la mayoria de los casos. El propédsito
de la modelizacién estadistica o econométrica es identificar los patronos y las re-
laciones de manera que en el pasado las fluctuaciones respecto a la media sean lo
mas pequenas y lo mas aleatorias posible. Si es 0 no es una buena estrategia, se
puede discutir, pero aunque sea apropiada no garantiza que los errores futuros sean
aleatorios o simétricos o que no excedan cierta magnitud.

Cambios en los patrones o relaciones.

Para entender las ventajas y limitaciones de la prediccién es muy importante re-
conocer que todos los tipos y formas técnicas de prediccion son extrapolativas por
naturaleza. A la hora de hablar de precisién de las predicciones y de qué podemos
esperar de ellas, hay que tener en cuenta muchos factores:

e Si estamos haciendo anélisis de series temporales, estamos prediciendo tnica-
mente extrapolando los valores pasados de la serie

e Si seguimos un enfoque causal, hemos de saber que las relaciones entre los
diferentes factores no permanecen constantes y nuestra habilidad para entender
fendmenos complejos es limitada. Ademaés la existencia de relacion no implica
causalidad. Pero, por otra parte, si identificamos los factores que afectan los
cambios y la direccion de la causalidad, nos puede ser muy ttil a la hora de
planificar y tomar decisiones.

Tenemos que reconocer que las técnicas cuantitativas de prediccion no tienen una
manera simple de predecir con cierta confianza cuando los patrones o las relaciones
establecidas cambian. Debido a que los métodos cuantitativos, tanto causales como
de series temporales, basan sus predicciones o extrapolaciones en patrones de com-
portamiento o interrelaciones pasadas, solo funciona bien si el futuro es similar al
pasado. Sin embargo, en la mayoria de los ambientes tanto econémicos como em-
presariales, tales patrones y relaciones cambian continuamente, y ademas la tasa de
cambio varfa. Cuanto mayor sea la tasa de cambio menos precisa sera la prediccion.
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Esta fluidez de las relaciones se acentiia ademés por la accién y por los objetivos de
los agentes decisores que influyen en el curso de los futuros acontecimientos. Asi, en
muchas ocasiones, los objetivos fijados cambian el entorno de la toma de decisiones
y asi afectan la precisién de los métodos de prediccion.

Cuando las técnicas cuantitativas no funcionan bien, la tnica forma de predecir el
impacto de los cambios es la razon humana con cierta ayuda. Este juicio humano
también depende de las tendencias y patrones de comportamiento observados en el
pasado, pero presenta la ventaja de que pueden identificar los cambios sistematicos
mas rapidamente e interpretar mejor los efectos de tales cambios en el futuro. En
contra tiene que el juicio humano puede estar influido por los intereses en juego y
por nuestro deseo de que se produzca un determinado resultado.

En las ciencias sociales, los patrones o relaciones estan cambiando constantemente
en el tiempo de forma no predecible en la mayoria de los casos. Estos cambios de las
relaciones pueden causar errores persistentes cuya magnitud no podemos conocer
de antemano. La precisién de la prediccion estd muy influida por los cambios en
patrones o relaciones que se pueden clasificar segiin su caracter, duracién o si son
aleatorios o sistemaéticos.

“Aleatorio” indica que no se puede predecir, mientras que sisteméatico sugiere que
se puede, aunque el conocimiento o el entendimiento necesario para hacer tales
predicciones no esté todavia disponible.

Para poder elegir entre varios métodos de prediccién convendria contar con un criterio
que nos dijera cual es el mejor. Uno de los criterios que mas se tienen en cuenta a la hora
de evaluar la bondad de las distintas técnicas de prediccion es la precision.

Cuando se predice siempre se comete un error de prediccién lo que supone un coste
porque el decisor no va a tomar la decisién 6ptima. En general cuanto mayor sea el error
de prediccion mayor sera el coste. Lo ideal seria que cada decisor conociera su funcién de
coste (qué le cuesta por unidad de error de prediccién negativa, y por unidad de error
de prediccién positiva), y entonces elegir la técnica de prediccién que de acuerdo con
esta funcién de costes tiene un coste menor. Pero como el decisor en general, no va a
proporcionar la funcién de costes lo que se suele hacer es elegir, por conveniencia, una
funcion de costes que sea una buena aproximacion a la verdadera funcion de costes.

Dada una funcién de coste, C'(e), el mejor método de prediccién dentro de un conjunto
de alternativas es aquel que nos proporcione el mejor coste (promedio) esperado.

Supongamos que f(1) y f(2) son dos métodos de prediccién con errores de prediccién
dados por ex(f) y e%(¢), £ =1,..., L, respectivamente. Si utilizamos una funcién de coste

general C(e), el criterio se expresa de la siguiente manera:

Ceht) < 73 CED)
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Si ambos lados de esta desigualdad se multiplican por una cantidad constante positiva, la

desigualdad se mantiene (se podria prescindir del término %)

Supongamos que podemos considerar todos los posibles métodos de prediccion que uti-
lizan un conjunto de informacion particular I7. El método que nos proporcione el coste
promedio minimo se denomina la prediccién 6ptima basada en el conjunto de informacion
Iy (y dada una funcién de coste). Es muy dificil, en general, considerar todas las posi-
bles predicciones basadas en I, aunque este conjunto de informacién contenga solo datos
numéricos. Los predictores que consideremos usualmente son los que tratan los datos de
Iy de forma lineal. Por ejemplo, si solo utilizamos una serie temporal, Iy : Yp_; > 0,
entonces la prediccion de Y7, se puede expresar como:

Yr(0) =Y v Yr
=0

y se denomina prediccion lineal. Si elegimos m y v; de forma que la prediccién es la mejor
de acuerdo con nuestro criterio, entonces tenemos la prediccion éptima, linear, univariante.

Para decidir qué método de prediccién es el mejor es necesario tener un punto de referencia
con el comparar la precision de la prediccién. Precisamente una de las dificultades al
manejar el criterio de precision es la ausencia de una medida de precision que sea aceptada
universalmente. Las medidas mas utilizadas en la préactica son las siguientes:

a) La desviacién media absoluta o error medio absoluto (EAM): es una medida de
la precision general que da una idea del grado de dispersion y en la que todos los
errores reciben el mismo peso:

L

BAM =7 3 Jer (1)

(=1

donde |er(?)| es el error de prediccién en valor absoluto, y L es el nimero de pre-
dicciones.

b) El error cuadrético medio (ECM) es también una medida de precisién general que
proporciona una indicacién del grado de dispersion, pero donde se da mas peso a
los errores méas grandes. Es la medida de precision mas cominmente utilizada:

EOM =+ 3" (ex(0))?

Un problema con esta funciéon de coste es que es simétrica y las funciones de coste
reales suelen ser asimétricas. Seria posible que el decisor tuviera en cuenta el hecho
de que se elige un funcion de coste incorrecta, pero para hacer esto deberia contar con
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una estimacion de la verdadera funcion de coste y esto no se da en la practica. Elegir
como funcién de coste el error cuadratico se justifica sélo en términos practicos, pero
no esta claro como se pueden reducir los costes extras que esta elecciéon produce al
decisor. La ventaja de esta funcién de coste es que corresponde a los criterios de
minimos cuadrados con lo que nos permite utilizar teoria estadistica estandar muy
conocida.

Ejemplo 1.1. Una comparacion de las implicaciones de elegir el EAM o el ECM
como medida de precisién se puede ver en la siguiente tabla:

Met. Pred. A Met. Pred. B
¢ | Obser. | Pred. | Error | Error? | Pred. | Error | Error?
1 25 23 2 4 22 3 9
2 28 29 -1 1 31 -3 9
3 23 24 -1 1 20 3 9
4 30 20 10 100 27 3 9
5 27 26 1 1 31 -4 16

Dada la tabla es facil calcular las medidas de precisién de la prediccion:

EAMA, =30  ECM,=214  EAMg=232 ECMpg = 10,4

Examinando los resultados se puede observar que el método de prediccién A produce
predicciones mas préximas al valor real que el método B en cuatro de los cinco
casos, la mayoria de las veces es mas preciso. Sin embargo, en el periodo 4 el error
de prediccién es grande. El método B, por otro lado, aunque no es tan preciso, salvo
en el periodo 4, no tiene errores grandes. Estos hechos se reflejan en las diferentes
medidas. El método A tiene un EAM de 3 que es menor que el del método B,
mientras que el ECM del método A es casi dos veces mayor que el del método B.

Muchas veces se utiliza como medida la raiz cuadrada del ECM, el RECM, porque
en este caso, la gravedad del error de prediccion se recoge en las mismas dimensiones
en que estan el valor real y el predicho.

Error Medio Absoluto Porcentual es la medida relativa que corresponde con el EAM
y viene dada por:

lex(£)]

T
Yrie

L
1
EMAP = - ; x 100

Esta medida no recibe demasiada atencién en los libros de texto més habituales.
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d) Raiz del Error Cuadréatico Medio Porcentual es la medida relativa que se corresponde
con el ECM:

1 < er(0)]?
ECMP = | = T—l x 100
1Y %

Esta medida toma el error como un porcentaje del valor actual.

e) U de Theil

% Zﬁ:l e%(ﬁ)

1L 2
T 2= Y7y

En ocasiones se evalia esta medida para las fluctuaciones en Y;:

U:

T 2 (AYr(0) — AYry)?
L
72 AYE
donde AYr puede denotar bien la variacién absoluta en Y; o su tasa de variacion

porcentual. El estadistico Ua evalia la bondad del modelo predictivo para anticipar
puntos de giro en Y;.

Un =

1.4. Prediccion con series temporales

Cuando buscamos datos para estudiar el comportamiento de una variable econémica y su
relacion con otras a lo largo del tiempo, estos datos se presentan frecuentemente en forma
de series temporales.

Una serte temporal es una secuencia ordenada de observaciones cada una de las cuales
esta asociada a un momento de tiempo.

Ejemplos de series temporales las podemos encontrar en cualquier campo de la ciencia.
En Economia podemos pensar en series como los precios diarios de las acciones, las expor-
taciones mensuales, el consumo mensual, los beneficios trimestrales, etc. En Metereologia,
tenemos series temporales de temperatura, cantidad de lluvia caida en una regién, velo-
cidad del viento, etc. En Marketing son de gran interés las series de ventas mensuales o
semanales. En Demografia se estudian las series de Poblacion Total, tasas de natalidad,
etc. En Medicina, los electrocardiogramas o electroencefalogramas. En Astronomia, la
actividad solar, o en Sociologia, datos como el nimero de crimenes, etc.

El conjunto de técnicas de estudio de series de observaciones dependientes ordenadas en
el tiempo se denomina Analisis de Series Temporales. El instrumento de anélisis que se
suele utilizar es un modelo que permita reproducir el comportamiento de la variable de
interés.
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Los Modelos de Series Temporales pueden ser:

e Univariantes: solo se analiza una serie temporal en funcién de su propio pasado

e Multivariantes: se analizan varias series temporales a la vez. Un ejemplo muy po-
pular en la literatura son las series de ntimero de pieles de visén y rata almizclera
capturadas en Canada. Se sabe que existe una relacion victima-depredador entre
ambos animales lo que se supone que afecta a la dinamica de ambas series. La
forma de reflejar estas interacciones dinamicas entre ambas series es construir un
modelo multivariante. Cuando se construye un modelo multivariante, para casos
como éste, suponemos que hay cierta dependencia o relacién entre los pasados de
las diversas series.

Estas interacciones dinamicas también aparecen cuando construimos modelos mul-
tivariantes para variables econdmicas, tales como la renta, consumo e inversién que,
cémo es bien sabido, influyen las unas en las otras.

En este texto se van a considerar inicamente los modelos de series temporales univariantes,
por lo que se va a centrar en el analisis de las series temporales univariantes.

Una serie temporal univariante consiste en un conjunto de observaciones de una variable
Y. Si hay T observaciones, se denota por

Y, teg Y, t=1,...,T

El subindice ¢ indica el tiempo en que se observa el dato Y;. Los datos u observaciones se
suelen recoger a intervalos iguales de tiempo, es decir, equidistantes los unos de los otros;
es el caso de series mensuales, trimestrales, etc.

Cuando las observaciones se recogen solo en momentos determinados de tiempo, gene-
ralmente a intervalos iguales, nos referimos a una serie temporal discreta. Puede darse
el caso de que los datos se generen de forma continua y se observen de forma continua,
como, por ejemplo, la temperatura, que se observa de forma continua en el tiempo por
medio de aparatos fisicos. En este caso denotamos la serie temporal por

Y:, teR

y contamos con un numero infinito de observaciones. En este caso nos referiremos a una
serie temporal continua. Sin embargo, la mayoria de las series disponibles, en particular,
en las ciencias sociales, se observan en tiempo discreto a intervalos iguales, aunque se
puedan suponer generadas por algiin proceso en tiempo continuo. Por lo tanto, nos vamos
a centrar en el estudio de variables discretas tomadas a intervalos regulares dejando de
lado las variables continuas y las variables discretas tomadas a intervalos irregulares.

Cada uno de los datos, Y;, puede representar o una acumulacion sobre un intervalo de
tiempo de alguna cantidad subyacente, por ejemplo, lluvia diaria, o bien un valor tomado
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en un momento dado. Las variables flujo son aquellas que se miden respecto a un intervalo
de tiempo, por ejemplo, el consumo mensual de petréleo. Las variables stock son aquellas
que se miden en un momento determinado de tiempo, por ejemplo, la temperatura, las
cotizaciones de bolsa, etc. Los métodos de andlisis de series temporales son, en general,
los mismos para ambos tipos de variables, pero puede haber ocasiones en que la distincion
sea de interés debido a las distintas caracteristicas que tienen las observaciones.

La mayoria de los métodos estadisticos elementales suponen que las observaciones indi-
viduales que forman un conjunto de datos son realizaciones de variables aleatorias mu-
tuamente independientes. En general, este supuesto de independencia mutua se justifica
por la atencion prestada a diversos aspectos del experimento, incluyendo la extraccion
aleatoria de la muestra de una poblacion mas grande, la asignacién aleatoria del trata-
miento a cada unidad experimental, etc. Ademds en este tipo de datos (tomamos una
muestra aleatoria simple de una poblacién més grande) el orden de las observaciones no
tiene mayor importancia. En el caso del analisis de series temporales, hemos de tener en
cuenta, sin embargo, que:

e ¢l orden es fundamental: tenemos un conjunto de datos ordenado

e ¢l supuesto de independencia no se sostiene

Debido a estas caracteristicas especificas de los datos de series temporales no se pueden
utilizar para analizarlas algunas de las técnicas ya estudiadas en las asignaturas de Es-
tadistica, sino que se han de desarrollar modelos especificos que recojan y aprovechen la
dependencia entre las observaciones ordenadas de una serie temporal.

Estudiando algunos graficos de series econémicas y sociales podemos notar que las ob-
servaciones no son independientes, sino que su evolucién parece seguir un cierto patron
de comportamiento. Ademads, la naturaleza y estructura de esta dependencia es de gran
interés en si misma. Por otra parte, si se analizan con cuidado algunos de estos gréficos
se puede observar que, tendencias y estacionalidades son rasgos relevantes de estos datos.
Parece deseable que un analista de series temporales sea capaz de identificar estos rasgos
caracteristicos de las series, analizarlos y estudiarlos.

El andlisis univariante resulta poco costoso en términos de informacion: sélo una variable
debe ser observada. Por la misma razon, el objetivo de dicho andlisis no puede ser muy
ambicioso. En general, se pueden abordar dos objetivos bdsicos:

a) Describir las caracteristicas de la serie, en términos de sus componentes de interés.
Por ejemplo, podemos desear examinar la tendencia para ver cuales han sido los
)
principales movimientos de la serie. Por otro lado, también el comportamiento es-
tacional es de interés ara algunos propositos, nos puede interesar extraerlo de la
b )
serie: desestacionalizar.

Esta descripcién puede consistir en algunos estadisticos resumen (media, varianza,
etc.) pero es més probable que incluya una o més representaciones graficas de los
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datos. La complejidad de una serie temporal (opuesta a una m.a.s.) es tal que a
menudo requiere una funcién, mas que un simple ntimero, para senalar las carac-
teristicas fundamentales de las series; por ejemplo, una funciéon p; en vez de un
numero 4 para recoger el valor medio de la serie.

b) Predecir futuros valores de las variables. Un modelo de series temporales univariante
se formula tinicamente en términos de los valores pasados de Y;, y/o de su posicién
con respecto al tiempo (ningiin modelo univariante puede ser tomado seriamente
como un mecanismo que describe la manera en que la serie es generada: no es
un proceso generador de datos). Las predicciones obtenidas a partir de un modelo
univariante no son por lo tanto mas que extrapolaciones de los datos observados
hasta el momento 7T'. En este sentido se dice que son naive; sin embargo, son en
muchas ocasiones muy efectivas y nos proporcionan un punto de referencia con el
que comprar el funcionamiento de otros modelos mas sofisticados.

Cuando las observaciones sucesivas son dependientes, los valores futuros pueden ser
predichos a partir de las observaciones pasadas. Si una serie temporal se puede pre-
decir exactamente, entonces se diria que es una serie determinista. Pero la mayoria
de las series son estocasticas en que el futuro solo se puede determinar parcialmente
por sus valores pasados, por lo que las predicciones exactas son imposibles y deben
ser reemplazadas por la idea de que los valores futuros tienen una distribucién de
probabilidad que esta condicionada al conocimiento de los valores pasados.

Ambos objetivos pueden conseguirse a muy distintos niveles. Es evidente que, dada la
muestra, calcular la media y la desviacion tipica de las observaciones supone describir
caracteristicas de la serie. De la misma manera podemos predecir que los valores futuros
de la variable van a ser iguales al ultimo valor observado. Sin embargo, en ninguno de los
dos casos se usa la informacién muestral de una manera sistemética. El uso sistematico
de la informacién muestral pasa normalmente por la formulacién de modelos que pueden
describir la evolucion de la serie.

Los modelos utilizados para describir el comportamiento de las variables econémicas de
interés, siempre responden a la misma estructura:

Y, = PS; +a;

donde: PS; = Parte sistematica o comportamiento regular de la variable y a; es la parte
aleatoria, también denominada innovacion.

En los modelos de series temporales univariantes la PS; se determina unicamente en
funcién de la informacion disponible en el pasado de la serie:

pSt = f(}/l-fa Y;ffl) }/1-5727 }/t737 . )
El analisis de series temporales se basa en dos nociones fundamentales:
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Componentes no observados. Se basa en la idea de que una serie temporal puede
ser considerada como la superposicién de varios componentes elementales no observables:
tendencia, estacionalidad y ciclo. La estimacion de tendencias y el ajuste estacional atraen
mucho la atencién debido a su importancia practica para el analisis de series econémicas.

Modelos ARIMA. Son modelos paramétricos que tratan de obtener la representacion
de la serie en términos de la interrelacién temporal de sus elementos. El instrumento
fundamental a la hora de analizar las propiedades de una serie temporal en términos de
la interrelacion temporal de sus observaciones es el denominado coeficiente de autocorre-
lacion que mide la correlacion, es decir, el grado de asociacion lineal que existe entre
observaciones separadas k periodos.

Estos coeficientes de autocorrelacion proporcionan mucha informacién sobre como estan
relacionadas entre si las distintas observaciones de una serie temporal, lo que ayudara a
construir el modelo apropiado para los datos. Por otro lado, proporcionan también in-
formacién para predecir. Supongamos que se calcula el coeficiente de autocorrelacion de
orden 1, rq, que refleja la estructura de correlacién entre observaciones separadas un perio-
do, es decir, observaciones consecutivas. Si obtenemos un valor de r; muy grande préximo
a +1, y se ha observado un valor de Y; por encima de la media, esperamos que el préximo
valor esté también por encima de la media. De forma analoga, si r; es muy negativo,
préoximo a —1, esperamos que el préximo valor esté por debajo de la media (si el valor
de Y; estd por encima). Por lo tanto, intuitivamente, parece claro que los coeficientes de
autocorrelacion tienen un papel muy importante para la prediccién de series temporales.

Ejercicio 1.1. ;Qué prediccién propondrias en los siguientes graficos? Discute en cada
caso por qué rechazas o aceptas cada uno de los puntos posibles.
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Capitulo 2

Modelos de Componentes No
Observados

Los modelos de series temporales de Componentes No Observados (CNO) tratan de re-
coger las regularidades en el comportamiento de una variable a lo largo del tiempo. La
idea de los componentes no observados es basicamente una manera de mirar a los datos:
se observa un determinado fenémeno, se toma nota de sus regularidades o patrones y
se formulan modelos basados en estas regularidades observadas. Se basan en la idea de
que una serie temporal se puede descomponer en diferentes elementos que no se observan
pero que se cree que forman parte de la serie y que pueden explicar su evolucién. Estos
modelos de CNO no pretenden representar el proceso generador de los datos sino describir
las principales caracteristicas de las series en funcion de elementos que son de interés en
si mismos.

La nocién de que una serie temporal esta formada por la superposicion de diversos com-
ponentes no observados fue ya muy 1til para las mediciones realizadas por los astréonomos
en el siglo XVII. Dentro del campo de la economia esta idea se hizo comtn a mediados del
siglo XIX. El uso de variables no observables en economia ha sido aceptado ampliamente
como un enfoque muy fructifero para describir los fenémenos econémicos. Los primeros
modelos tratan a la estacionalidad o los errores de media como componentes no obser-
vados que deben ser extraidos. Otros modelos consideran el ciclo econémico como una
variable no observable que determina indirectamente el comportamiento de la serie obser-
vada. Una aplicacién muy conocida también es la de la renta permanente, que aunque no
se puede medir, explica las regularidades observadas en los datos. Algunos modelos ma-
croeconomicos recientes tratan con variables como expectativas, la tasa de interés real o la
tasa natural de desempleo que no se pueden observar pero que presumiblemente ayudan
a explicar nuestros datos.

El punto de partida para la construccion de estos modelos es, por lo tanto, la existencia
de dichos componentes no observados o regularidades. En el campo del anélisis de series
temporales es practica comun clasificar los tipos de movimientos que caracterizan una
serie temporal como tendencia, estacionalidad, ciclo e irregular, entre otros.

e Tendencia: comportamiento a largo plazo de la serie. Son los movimientos a largo
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plazo en el nivel promedio de la serie una vez eliminados los movimientos ciclicos y
el irregular.

En muchas series econémicas se puede observar un crecimiento continuado a lo largo
de este siglo. Existen muchas razones para la existencia de estas tendencias crecien-
tes, incluyendo incrementos de la poblacion y la inflacién que se observa en muchos
paises. Debido a esto muchas variables se consideran en términos “per capita” para
remover los efectos del incremento de la poblacion o en términos “reales” para tener
en cuenta los cambios en los precios. Otras series econdmicas presentan tendencias
debido a cambios tecnoldgicos y a incrementos en el nivel de vida, por ejemplo, el
PIB, etc. Otras tendencias son debidas a cambios en actitudes o en la estructura de
la sociedad, como la disminucion de la natalidad, o el incremento de la delincuencia.

e Estacionalidad: comportamiento ciclico de periodo exactamente el ano y que se
agota en si mismo.

Suele ser frecuente su presencia en series que se observan varias veces al ano, por
ejemplo, series mensuales o trimestrales, aunque no se tiene por qué dar siempre.
Ejemplos de series con un componente estacional muy fuerte son: produccion, ventas,
ingresos y gastos del gobierno, el desempleo suele ser mas alto en invierno y mas bajo
en verano, etc. Las principales razones de la existencia de estos ciclos estacionales son
las fiestas laborales, como Navidades, Semana Santa o verano, el pago de dividendos,
y, por supuesto, los efectos climatoldgicos.

e Ciclo: movimiento ciclico a medio plazo de periodo superior a un ano.

Es posible notarlo si se cuenta con series anuales durante un largo periodo de tiempo.
Asi, hay tedricos que argumentan que la economia presenta los denominados “ciclos
de negocios” de periodo entre cinco y siete anos.

e Irregular: movimientos no sistematicos de la serie que no se pueden predecir y que
suponemos que en promedio son cero.

La especificacién de un Modelo de Componentes No Observados se basa en el supuesto
de que la serie observada Y; se forma como una composicién de todos (o algunos de estos)
elementos. Las figuras del gréfico 2.1 representan la idea subyacente en los modelos de
CNO. En este ejemplo, la serie observada resulta de la superposiciéon de un componente
irregular al movimiento a largo plazo o tendencia.

En el caso de las series econémicas el punto de partida més general para formular el
modelo de CNO es el siguiente:

Serie Observada = f( Tendencia, Estacionalidad, Ciclo, Irregular )

Serie Observada = f (T}, S, Cy, I)*!

!Estacionalidad = S;, nomenclatura que proviene del inglés Seasonality.
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Gréfico 2.1: Serie observada = Tendencia + Irregular
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Tanto la definicién de los componentes como cudles deben formar parte del modelo es
relativamente arbitraria. Los componentes que forman parte de la serie que se analiza
dependen de la longitud, del periodo de medida de la misma y de sus caracteristicas
especificas.

La periodicidad de los datos define lo que debe considerarse como tendencia. En series
largas, es posible identificar el componente de ciclo; en series no tan largas, sin embargo, los
componentes de tendencia y ciclo se confunden. Los movimientos ciclicos raramente tienen
un tratamiento independiente, por lo que es bastante habitual que un solo componente
recoja los movimientos de mas larga duracién. A este componente se le suele denominar
Tendencia-Ciclo, o simplemente Tendencia.

Por otro lado, en las series cuyo periodo de medicién es anual no se puede identificar un
componente estacional. Para ello, es preciso contar con varias observaciones a lo largo del
ano, es decir, series trimestrales (periodo estacional, 4) o series mensuales (periodo estacio-
nal, 12). Esto no significa que toda serie mensual o trimestral, tenga un comportamiento
estacional.

Por dltimo, el componente irregular siempre esta presente y forma el residuo o término
de error, que puede servir para analizar la propia bondad de la aplicacién realizada.

El analista de series temporales debe identificar los principales rasgos del fenémeno que
desea analizar e incorporarlos de forma explicita en el modelo. En este sentido, la des-
composicién anterior no es arbitraria. La simple inspeccion visual del grafico de una serie
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temporal revela frecuntemente que tendencias y estacionalidades son rasgos relevantes de
los datos y, por lo tanto, parece deseable modelar estas caracteristicas explicitamente. Los
componentes no observables tratan en definitiva de representar aquellas caracteristicas de
la serie bajo estudio que, por ser de interés en si mismas para los economistas, conviene
especificar en el modelo.

Los modelos de CNO mas utilizados en el andlisis de series temporales de frecuencia
superior o igual a la mensual son del tipo:

Serie Observada = f(T}, Sy, I;)

El problema que se plantea es determinar cudl es la relacién que une a los componentes no
observados de una serie, es decir, qué es f. Existen multiples opciones, pero los modelos
m&s comunmente utilizados son:

Modelo Aditivo: Y,=T,+ S+ I,

Modelo Multiplicativo: Y, =T, x5 x I

Como muestran las figuras del gréfico 2.2, en el modelo aditivo, el valor de la serie consta
de un valor dado de la tendencia en el momento ¢, T}, al que se le suma el valor de la
estacionalidad del mes correspondiente al momento ¢, S;, y el del irregular, I;. Los indices
estacionales son positivos, si ese mes estd por encima de la media, o negativos, si esta por
debajo de la media. Como el componente estacional se agota en si mismo, es decir, no
debe anadir nada al comportamiento promedio de la serie recogido por la tendencia, la
media de los factores estacionales ha de ser cero.

El modelo multiplicativo se puede interpretar como sigue: dado un valor de la tendencia,
T;, su producto por un factor de estacionalidad, S;, y anadiéndose el irregular, I;, se
obtiene una valoracién adecuada de los valores de la serie original (vedse el gréfico 2.2).
En este caso, los indices estacionales son mayores que 1 si ese mes esta por encima de la
media, o menores que 1, si estd por debajo de la media. Como el componente estacional
se agota en si mismo, se ha de cumplir que la media de los factores estacionales a lo largo
del afio ha de ser 1 (6 100 en indice).

El grafico de los datos es, precisamente, quien mejor puede indicar cudl es el modelo
apropiado si el aditivo o el multiplicativo. Si se observa que la estacionalidad es constante
respecto a la tendencia, el modelo apropiado seria el aditivo. Si el grafico muestra una
estacionalidad cuya amplitud aumenta con la tendencia, el modelo apropiado seria el
multiplicativo.

Los pasos que se siguen al analizar series temporales mediante los modelos de componentes
no observados son los siguientes:
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Gréfico 2.2: Serie observada = f(Tendencia, Estacionalidad, Irregular)
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a)

Especificar el modelo apropiado para la serie, lo que implica, seleccionar los compo-
nentes que forman parte de la misma y la relacion que existe entre ellos. Ademas, la
descomposicion de la serie en componentes no es tinica y, generalmente, se incluye en
este tipo de andlisis algiun tipo de modelizacién de los componentes tanto explicita
como implicita, es decir, qué modelo es apropiado para la tendencia, el ciclo, etc.

A veces, aunque el modelo apropiado sea el modelo multiplicativo, no resulta sen-
cillo trabajar directamente con él. En este caso, si tomamos logaritmos al modelo
multiplicativo, se convierte en un modelo aditivo,

Y, =T, xS;xI; — logY; =logT,+logS;+logly, — logY; =T,+S;+1I;

Estimar los componentes no observados a partir de la serie original:

T, t=1,2,...,T S, t=1,2,...,T

Con los componentes estimados se puede:

1. Describir la evolucién temporal de la serie. Una vez estimada la tendencia
para cada momento t, Tt, podemos describir sus caracteristicas (crece, decrece,
a qué ritmo, sufre cambios, etc.) y lo mismo con la estacionalidad estimada S;
(qué meses son mas relevantes, etc.).

Ahora bien, también nos puede interesar utilizar estos componentes estimados para
eliminarlos de la serie. Asi, en muchas aplicaciones econémicas, se prefiere utilizar
las series libres del componente estacional para, por ejemplo, poder observar mejor
el comportamiento a largo plazo. Se denomina serie desestacionalizada a la serie de
la que se ha eliminado el componente estacional.

Modelo CNO aditivo: Serie sin tendencia: Y =Y, — T,

Serie desestacionalizada : Ytd =Y, — 5}

Y,
Modelo CNO multiplicativo: Serie sin tendencia: Y = 7%
t

: o Y
Serie desestacionalizada : Y, = —

t

2. Predecir. Vamos a distinguir entre los modelos aditivos y multiplicativos.

Modelo CNO Aditivo:

K:E+St+[t7 t:1,2,...,T
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Para predecir ¢ periodos hacia adelante, el verdadero valor de la serie viene dado
por el modelo:
YT-‘rf = TT+Z + ST-‘rf + [T-‘rfa (= 1a 27 B 7L

La prediccién viene dada por?:
Yr(€) = Tr(¢) + Sr(f)

La figura de la izquierda del grafico 2.3 muestra como la predicciéon de los valores
de la serie se obtiene proyectando la tendencia a la que se suma el componente
estacional estimado, de forma que la amplitud del componente estacional permanece
constante.

Gréfico 2.3: Prediccion por punto.
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Modelo CNO Multiplicativo:
}/;:EXStXIt, t:1,2,...,T

Para predecir ¢ periodos hacia adelante, el verdadero valor de la serie viene dado:

YT+€ - TT-{-E X ST+€ X -[T-‘rﬁa l= 1727"'7L

Yo(f) = Tr(0) x Sr(0)

Es decir, la prediccién se obtiene multiplicando el valor estimado de la tendencia
en el momento T + ¢ por los factores estacionales estimados. Como la tendencia es
creciente, se puede observar en la figura derecha del grafico 2.3 que en las predicciones
la amplitud del ciclo estacional crece en el tiempo.

La prediccién viene dada por:

2Tr(0) = TT+£ , es decir, la estimacion de la tendencia en el momento T+ £, obtenida a través del

modelo especificado para la tendencia.

Sr(0) = S’TH , es decir, la estimacion de la estacionalidad en el momento T + ¢, obtenida a través
del modelo especificado para la estacionalidad.
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Los componentes no observados se pueden especificar de forma deterministica como fun-
ciones del tiempo. En este caso los modelos de CNO se denominan modelos globales
deterministas. Estos modelos imponen a la serie la restriccion de seguir un patrén fijo a lo
largo del tiempo lo que no es muy satisfactorio cuando se trabaja con series econémicas.
Ademas, en estos modelos a la hora de predecir todas las observaciones a lo largo del
tiempo reciben el mismo peso. Este tipo de modelos seran desarrollados en el capitulo 3
para series con tendencia y en el capitulo 4 para series con tendencia y estacionalidad.

Se pueden formular también modelos mas flexibles en los que ni la tendencia ni el com-
ponente estacional son funciones deterministas del tiempo sino que son capaces de variar
suavemente a lo largo del tiempo recogiendo los posibles cambios de estructura de la serie.
Esto se traduce, a la hora de hacer predicciones, en poner mas peso en las observaciones
mas recientes. Los modelos de alisado exponencial con tendencia se estudian en el capitulo
3) y los modelos de alisado exponencial con estacionalidad en el capitulo 4.

Otra posibilidad para especificar modelos flexibles se basa en especificar explicitamente
los componentes no observados de tendencia, estacionalidad, etc. de forma estocéstica
de manera que se permite en el modelo una lenta evolucién de los mismos. Este tipo
de modelos se denominan Modelos Estructurales de Series Temporales (Harvey, 1989) y
se van a desarrollar en el capitulo 5. Estos modelos estructurales son modelos locales
y estocasticos que incluyen a los modelos globales deterministas como caso limite. Esto
quiere decir que se pueden interpretar como modelos de regresién en los que las variables
explicativas son funciones del tiempo y sus pardmetros cambian con el tiempo.

Ejercicio 2.1. Especifica los modelos de CNO apropiados para las siguientes series.
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Capitulo 3

Analisis de una serie con tendencia

La definiciéon mas comun de tendencia senala que es el movimiento a largo plazo de las
series, una vez eliminadas las variaciones irregulares y los ciclos si los hubiera. Ahora bien,
es bastante comin denominar con la palabra tendencia dos ideas diferentes. Por un lado,
el nivel medio de la serie en el momento t viene dado por 7; y se le denomina tendencia.
Por otro, si la serie presenta un comportamiento creciente o decreciente, a la pendiente
se le suele denotar también tendencia. En este caso la tendencia recogeria el cambio en el
nivel de la serie por unidad de tiempo. De todas formas, suele ser facil, por el contexto,
saber a qué nos estamos refiriendo en cada caso.

En lo que al componente de tendencia se refiere, es interesante identificarla y estimarla
porque para predecir suele ser importante conocer el comportamiento sisteméatico de la
serie. Existen diferentes métodos para analizar y estimar tendencias que dividiremos en
dos grandes grupos: métodos globales y métodos locales. Por otro lado, en ocasiones,
también puede ser de interés eliminar la tendencia de la serie, por ejemplo, porque se
quiera aislar la estacionalidad. Para llevarlo a cabo, se puede o bien eliminar la tendencia
ya estimada de la serie o bien tomar diferencias a la serie original.

3.1. Modelos globales: ajuste de funciones matematicas

Los modelos globales se basan en que la evolucion del largo plazo de la serie, o tendencia,
se puede recoger simplemente como una funcién del tiempo. Se pueden utilizar infinidad
de funciones del tiempo para representar la tendencia pero, en general, las de mas interés
son las funciones mas sencillas que no dependen de muchos parametros.

Funciones polindmicas del tiempo.

1.a) Funcién lineal:
T,—a+bt t=12,....T

donde a es el intercepto y b es la pendiente. Con esta especificaciéon suponemos un
comportamiento lineal de la tendencia, es decir, independientemente del nivel de la
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serie o del momento de tiempo el crecimiento (b > 0) o decrecimiento (b < 0) de la
tendencia es siempre constante:

o1,
ZZt
ot
1.b) Funcién cuadratica:
T,=a+bt+ct? t=1,2....T

La tendencia no es lineal, es decir, el crecimiento de la tendencia depende del tiempo:

oT,
— =b+2ct t=1,2,...,T
at + c = Y

1.c) En general se puede ajustar cualquier funcién polinémica:
Ti=ay+art+at’?+...+a,t" t=12...,T

Ahora bien, no se trata de ajustar una curva que pase por todos los puntos de la
serie temporal®, sino de estimar el nivel promedio de la serie, su evolucién a largo
plazo. Se intentara siempre especificar el modelo mas sencillo posible que responda
a la evolucién a largo plazo de la serie.

La estimacion de la tendencia con los datos disponibles es muy sencilla en los modelos
globales con tendencias polindémicas. El modelo de CNO queda, en general, como sigue:

Yi,=T,+ I
t=1,2,...,T
T, = f(t)
En el caso particular de la tendencia lineal:
Y, =T+ 1,
o —1,2,....T
Ti=a-+bt

Sobre el componente irregular, I;, sé6lo se supone que es aleatorio, impredecible y que en
promedio es cero. Sustituyendo el modelo para la tendencia, se obtiene:

Yi=a+bt+1, t=12....T (3.1)

que es un modelo de regresiéon lineal donde Y; es la variable endogena y t, el tiempo, es
la variable explicativa. Por lo tanto, los parametros del modelo, a,b, se pueden estimar

1 Como es sabido si se dispone de una serie temporal de T observaciones y se estima una funcién

polinémica de order T' — 1, el ajuste seria perfecto ya que dicha funcién pasaria por los T puntos de la
serie temporal.
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por Minimos Cuadrados Ordinarios (MCO), es decir, mediante el criterio de minimizar la
suma de los errores al cuadrado (vedse apéndice A):

T
S:ZYt T,)* =) (Y, —a—0t)
t=1 t=1

lo que resultaria en:

{Z} (X' X)Xy

donde Y = [Y1,Y5,...,Yr] es el vector de datos de la serie observada y X es la matriz
de datos de las variables explicativas.

La variable tiempo no es una variable explicativa, en el sentido de que se pueda tomar
una muestra de sus valores. De hecho, el tiempo se puede medir de muchas maneras: su
valor en si mismo no es importante, lo que tiene que recoger esta variable es la definicion
del origen a partir del cual se comienza a contar el tiempo y luego las unidades en que
se mide. Por ejemplo, si la variable endégena toma valores anuales desde 1960 a 2001, la
variable tiempo se puede medir, entre otras opciones, como sigue:

Opcién A: t = 1960,1961,1962,...,2001
Opcién B: t = 1,2,3,...,42
Opcién C: ¢t = —-21,-20,-19,...,20

Por lo tanto, la matriz X para el modelo (3.1) puede tomar muchas formas:

[ 1 1960 | 1 1 ] (1 —21 ]

1 1961 1 2 1 —20

xA— |1 1962 xB_|1 3 xC— |1 -19
| 12002 | 1 43 | |1 21 |

De cualquiera de estas maneras la variable tzempo mide lo mismo, a saber, el nimero de
periodos para los que tenemos datos de la serie temporal.

Una vez estimados los pardmetros del modelo (3.1), la tendencia estimada para cada t es:

T,=a+bt, t=1,2,...,T

La figura superior izquierda del grafico 3.1 representa la Tasa de actividad de la mujer en
la Comunidad Auténoma de Euskadi desde el tercer trimestre de 1988 al segundo de 2003.
Se puede observar un crecimiento continuado y regular de la misma por lo que el modelo
(3.1) parece, en principio, apropiado para reproducir el comportamiento de la serie. Los
resultados de su estimacién por MCO son (véase la tabla del grafico 3.1):

Y, =92597+ 0,17t R*=0,965 R>=0,9645 AIC =1,901 SIC =1,969

(0,33) (0,0044)
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siendo la tendencia estimada: )
T, =25,97+0,17 ¢

Para predecir las futuras observaciones de la serie temporal, Y4, ¢ = 1,2, ..., su verda-
dero valor viene dado por el modelo, en este caso, el modelo (3.1):

YT+€:TT+K+IT+Z:a—i‘b(T—'_g)—f—IT_;'_g, EZ]_,Q,

Graéfico 3.1: Tasa de actividad de la mujer.
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Dependent Variable: MVASCO
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Como estamos considerando que la serie temporal Y; depende de una tendencia determinis-
ta y de un componente irregular aletorio, el valor que se quiere predecir, Y., es también
una variable aleatoria. Para predecir una variable aleatoria, se deberia predecir su funcion
de distribucién y asi poder hacer afirmaciones tales como: prob(163 < Yr., < 190) = 0, 42.
Ahora bien, en general, va a ser muy dificil determinar completamente la forma de la fun-
cién de densidad sin hacer supuestos muy fuertes y poco realistas sobre la forma de esta
funcién. Un objetivo menos ambicioso seria disenar unos intervalos de confianza alrede-
dor del valor Yr,,, que nos permitan decir que  prob(B < Yri, < A) = 0,95. Estos
valores A y B permiten poner unos limites al valor que se quiere predecir con un grado
de confianza de estar en lo cierto suficientemente alto.

Es interesante distinguir entre prediccion por intervalo que conlleva la construccion de
estos intervalos de predicciéon y la prediccion por punto, que implica simplemente asignar
un valor a Y7, que de alguna manera represente a toda la distribuciéon de valores. Por
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ejemplo, una predicciéon por punto seria afirmar que “se predice un ntimero de ocupados
en el sector industrial el primer trimestre de 2010 de 120.000”. Un ejemplo de la prediccion
por intervalo, seria decir: “se predice un nimero de ocupados en el sector industrial el
primer trimestre de 2010 entre 100.000 y 140.000 con una probabilidad de 0,95”. Si el
método de prediccién es bueno y si se pudiera hacer un secuencia de predicciones de
este tipo, es de esperar que el nimero real de ocupados estaria fuera de los intervalos
construidos solo en un 5% de los casos.

Como el componente irregular no es sistematico y se supone que en promedio es cero, las
predicciones por punto para el modelo (3.1) son:

Yr(1) = Tr(1) = Troy = a+b(T+1)
Yr2) = Tr(2) = Tros = a+b(T +2)
Yr(3) = Tr(3) = Trys = a+b(T +3)

La funcién de prediccién es una funcién de ¢ que nos permite obtener todas las predicciones
por punto para cada ¢. En nuestro ejemplo,

~

Vi) = Tp(0) = Troy = a+b(T+10) (=1,2,3,...

Al calcular las predicciones por punto hay que tener en cuenta cémo se ha medido la
variable ¢t. En el ejemplo anterior, la prediccion un periodo hacia adelante, es decir, del
valor de la serie en el afio 2003 seria:

Opcién A: }/2002(1) = Tgoog(l) = TQOQg =a + [; 2003
Opcién B:  Yis(1) = Tys(1) = Tyy = .+ b 44
Opcién C: Ygl(l) = Tgl(l) = TQQ =a —f—i) 22

Si suponemos que el componente irregular, [; sigue la distribuciéon Normal, la prediccion
por intervalo de un (1 — a)) % de confianza es (vedse apéndice A):

P Yr(l) = Nop VV(er() < Yrer < yr() + Nopp VV(er(D)] = (1= )%
donde Y7 (¢) es la predicciéon por punto y V(er(f)) es la varianza del error de prediccién

correspondiente. Esta varianza no se suele conocer por lo que hay que estimarla y el
intervalo de prediccién del (1 — a) % se obtiene como sigue:

P{¥o0) = taalT = 0V er(0) < Vias < ¥ol0) + tan(T = 0V er(0)]
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donde, V(er(£)) =% [1 4+ Xrpo (X' X)) Xb, ], =1 (T+0)

La interpretacion del intervalo de prediccién es la siguiente: si contaramos con muchas se-
ries temporales de la misma variables y fuéramos capaces de construir repetidos intervalos
el (1 —a) % de ellos contendrian el verdadero valor de Yr,,. Como solo se suele tener una
serie temporal y solo construimos un intervalo no podemos estar seguros de que contenga
el verdadero valor.

El grafico 3.2 muestra las predicciones por punto y por intervalo para la Tasa de Actividad
femenina para el periodo de 2003:3 a 2006:4. Como se puede observar, la funciéon de
prediccion es simplemente la proyeccion de la tendencia lineal.

Gréfico 3.2: Tasa de actividad femenina. Prediccidn.
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En ocasiones se pueden ajustar diferentes funciones de tendencia a una misma serie. Por
ejemplo, si ajustamos a la serie de Tasa de Actividad femenina un modelo con tendencia
cuadratica:

Y,=T,+1, =a+bt+ct*+1, t=1,2,...,T (3.2)

se obtienen los siguientes resultados presentados en la tabla y la figura del grafico 3.3.

Ejercicio 3.1. ,Qué forma toma la matriz X para la funciéon de tendencia cuadratica?
., Cudl seria la funcion de predicciéon para este modelo?

El problema que se plantea ahora es cémo seleccionar el modelo que mejor reproduce el
comportamiento de la serie Tasa de actividad de la mujer.

En el andlisis de regresién contamos con el coeficiente de determinacién, R?, que es una
medida de la bondad de ajuste del modelo que indica el porcentaje de la variabilidad
muestral de la variable endégena que es explicada por las variables exdgenas, en este caso
la variable tiempo. Pero este coeficiente presenta el problema de que nunca decrece al
anadir mas variables explicativas, por lo que el coeficiente de determinacién del modelo
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Gréafico 3.3: Tasa actividad femenina. Tendencia cuadratica.
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(3.2) nunca va a ser menor que el del modelo (3.1). Para paliar este problema, se han
disenado medidas que tienen en cuenta la inclusién de mas variables y penalizan el tener
que estimar mas parametros en el modelo:

R?, denominado coeficiente de determinacién corregido:

T
> NT —k)
t=1

—

R =1- -
E yt—yt /(T_l)
t=1

AIC, o Criterio de Informacion de Akaike:

T
> I
AIC =T =
‘ T

SIC, o Criterio de Informacién de Schwarz
T
> &

SIC =TT =
T

Ejercicio 3.2. ;Qué modelo seleccionarias para la tasa de actividad: el modelo con ten-
dencia lineal o con tendencia cuadratica?
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Funciones exponenciales. Un comportamiento no lineal a largo plazo se puede repre-
sentar también mediante funciones de tendencia exponenciales,

T;f — ea—l—bt

de forma que
Y,=T, 1, (3.3)

La figura izquierda del grafico 3.4 muestra el volumen mensual de acciones negociado en
la bolsa de New York en un determinado periodo?. Los ajustes de tendencias lineales y

cuadréticas no son capaces de recoger el comportamiento de la serie (vednse las figuras
del grafico 3.5).

Grafico 3.4: Serie: Volumen de acciones en la bolsa de New York.
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Gréfico 3.5: Bolsa New York. Tendencia lineal y cuadratica.
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Sin embargo, si tomamos logaritmos a la serie, su evolucion es lineal, como muestra la
figura de la derecha del grafico 3.4. Esto implica la presencia de una tendencia exponencial
en los datos originales, ya que tomando logaritmos al modelo (3.3), se obtiene:

log(Y;) =a+bt+ I, (3.4)

2Vedse Francis X. Diebold (1998). Elements of forecasting, Ed. South-Western.
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La estimacion de estas tendencias exponenciales se puede realizar, estimando por MCO
el modelo (3.4) o estimando directamente el modelo (3.3).

Curvas de crecimiento. Las mas utilizadas son las siguientes:

e La curva Gompertz logT; = a — br! 0<r<l.

1

m 0<r<l.

e La curva logistica: T} =

Estas curvas tienen la forma de S y toman cierto valor limite cuando t — oo. Este valor
es e para la curva Gompertz y 1/a para la logistica. Por lo tanto, estas curvas solo son
apropiadas para variables que tengan un limite superior alcanzable ademas en un futuro
no muy lejano, como por ejemplo, el porcentaje de hogares de un pais con agua corriente.

Los pardametros desconocidos de estos componentes de tendencia (a, b) se pueden estimar
por MCO tras linealizar los modelos realizando las transformaciones correspondientes.

Como se puede observar estimar tendencias mediante el ajuste de funciones del tiempo
es bastante sencillo. El inconveniente de estos procedimientos es que son esquemas muy
rigidos ya que exigen que el modelo se ajuste a todas las observaciones. Tanto la tendencia
mas sencilla de la ecuacion lineal como las otras funciones propuestas, mas complejas,
son funciones deterministas del tiempo y suelen recibir el nombre de tendencias lineales
globales. Como este supuesto es, en general, poco realista en la actualidad se tiende a
pensar en esquemas mas flexibles que permitan a los parametros a y b variar en el tiempo,
de forma que la tendencia vaya evolucionando con el tiempo, en lo que se denomina
tendencia local lineal.

Gréfico 3.6: Tasa actividad masculina. Tendencia lineal y cuadratica.
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Esta cuestion se observa claramente analizando la serie de Tasa de actividad del hombre
en la CAE. Las figuras del grafico 3.6 presentan los resultados del ajuste de una tendencia
lineal y una cuadrética. Se observa que esta variable tiene una tendencia que cambia de
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pendiente durante este periodo. Ni el ajuste lineal ni el ajuste cuadratico resultan satisfac-
torios. Convendria o bien ajustar dos funciones de tiempo diferentes para los dos tramos
de comportamiento diferenciado presentes en la serie o utilizar modelos mas flexibles que
permitan estimar tendencias que vayan cambiando segun la evolucion temporal de la serie.

3.2. Métodos de alisado

Estos métodos son muy ttiles si se desea obtener predicciones a corto plazo de un gran
nimero de variables porque se pueden utilizar muy facilmente y proporcionan predicciones
razonablemente buenas.

La nocién basica de las técnicas de alisado es que existe algin patréon subyacente en
la evolucion de las variables que se tienen que predecir y que los datos histéricos de
las mismas representan tanto el patron subyacente como la variabilidad aleatoria. El
objetivo de estos métodos de prediccion es distinguir entre las variaciones aleatorias y el
patron subyacente por medio del alisado, del promedio de datos. Esto supone eliminar la
aleatoriedad de los datos y basar la prediccion en el patron alisado de los datos.

Por alisado o suavizamiento entendemos la descomposicion de una serie temporal en un
componente suave (alisado) y uno irregular. Al alisar una serie pretendemos eliminar los
movimientos no sistematicos con el fin de resaltar los principales aspectos de la misma;
todo ello sin formular de forma explicita modelos o hipétesis. Dentro de este marco, se
puede considerar que los métodos de ajuste de funciones polinémicas son métodos de
alisado con un modelo previo y que proporcionan tendencias globales.

Supongamos que se cuenta con la serie de datos Y7, Ys, ..., Yr. Los métodos de prediccion
mas sencillos, que se suelen denominar ingenuos o naive, son aquellos procedimientos de
prediccion que repiten de forma mecanica un comportamiento pasado. Por ejemplo:

Yr(l) = Yy
Yr(l) =Yy = Yp—Yr,

En el primer caso consideramos que la prediccion es igual al ultimo dato observado y, en
el segundo, creemos que los incrementos son iguales a lo largo del tiempo.

Una variante un poco mas elaborada es utilizar como prediccién el valor medio a lo
largo de un periodo. ;{Cémo se puede obtener este valor? Calcular la media aritmética es
algo trivial: basta con sumar todas las observaciones y dividirlas por el niimero total de
ellas, T'. La media aritmética de una serie Y; es una media global, se ajusta a todas las
observaciones, dandole ademas el mismo peso a todas ellas. Este esquema de prediccion
solo tendria sentido en una serie sin tendencia y con oscilaciones aleatorias alrededor de la
media. En este caso, el valor mas probable de prediccién seria precisamente la media. Sin
embargo, si la serie, por ejemplo, crece sisteméaticamente con el tiempo y queremos tomar
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alguna decision con respecto a esta media, no parece buena idea tomar los mismos valores
al final que al principio de la serie. Seria més flexible trabajar con medias méviles, es decir,
con medias de un nimero preestablecido de datos, en que se va anadiendo sucesivamente
un dato nuevo y quitando al mismo tiempo, el més antiguo de los incluidos en la media
anterior.

Los métodos de alisado se basan en las medias moviles. En estos métodos lo que se hace
es utilizar los datos disponibles para obtener un valor alisado de la serie. Después este
valor alisado se extrapola y se convierte en nuestra predicciéon para un valor futuro de la
serie. En este capitulo se van a desarrollar dos clases de métodos de alisado: las Medias
Moéviles y las técnicas de Alisado Exponencial.

3.2.1. Medias moviles

La serie correspondiente a la media moévil, por un lado, alisa las variaciones estacionales,
ciclicas y/o erréticas de la serie original, y, por otro, si existe algin dato anémalo que se
desvia mucho de los demés, al hacer medias méviles ya no se desviard tanto; de ahi que
se incluya entre las denominadas técnicas de alisado. Asi, la serie alisada aunque tenga
oscilaciones siempre serd mas regular que la original®.

Cuanto mayor sea el nimero de términos de la media mévil, la denominada banda de
alisado, mas suavizada quedara la serie, pero también seran mas los momentos de tiempo
para los que no podré calcularse la media moévil, por falta de datos anteriores, es decir,
perderemos mas observaciones al principio y al final de la muestra (si se calculan medias
moviles centradas). El caso més extremo es la media muestral global que se puede rein-
terpretar como una media mévil de orden s = T, con lo que solo queda un valor alisado.
No existen resultados de caracter general que permitan aconsejar sobre la amplitud de
la banda de alisado, es decir, sobre el orden de la media movil . Ahora bien, podemos
observar que las medias méviles suponen un suavizado de la serie eliminando precisamente
las oscilaciones de periodo s, es decir, de periodo igual a la banda de alisado. Se podria
escoger como periodo s, el periodo de las oscilaciones mas importantes de la serie.

La idea subyacente en este método, es que como el componente irregular es impredecible
y en media suponemos que es cero, al hacer promedios de la serie se espera eliminar
aproximadamente el componente irregular y quedarnos asi solo con el componente de
largo plazo o tendencia. Si ademés la serie presentara algin tipo de comportamiento
ciclico, tomando medias méviles de igual orden que el periodo del ciclo este componente
también se eliminaria de la serie y quedaria sélo la tendencia. Asi, una vez obtenidas las
medias moviles de orden s = 2r + 1, la tendencia sera la linea quebrada que las una:

Tt:Mt, t=r+1r+2,....7T—7r

3La definicién de media mévil y algunos ejemplos se puede encontrar en el apéndice B.
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La tendencia estimada mediante medias mdéviles no es una tendencia global sino que es
una tendencia local, porque va cambiando y ajustandose a la evolucién temporal de la
serie. Con el método de las medias moviles se obtiene una tendencia variable a lo largo de
la serie, aunque tanto mas estable cuanto mayor sea el niimero de términos de la media
movil o “memoria”. Cuanto més ancha sea la banda de alisado mas tiempo permanece la
informacion de Y; en la serie de medias méviles M; del proceso de alisado.

Ahora bien, a efectos de prediccién, se toma la dltima media mévil calculada:
Yr(1) = Myr—,  Yp(2) = Mp_, Yr(3) = Mp_,,
Funcién de prediccion Yr(0) = My, (=1,2,3,...

Como la funcién de prediccién obtenida es horizontal, solo es razonable para series que no
presenten tendencia ni estacionalidad. La serie de medias moéviles, es decir, la tendencia
estimada puede tener comportamiento creciente o decreciente en el tiempo, pero no es
inmediato incorporarlo en la funcién de prediccién. Por lo tanto, aunque este método
puede ser til para analizar y estimar tendencias, no lo serd tanto para predecir valores
futuros de las series.

Gréfico 3.7: Prediccién mediante Medias Mdviles.
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Consideréndese los siguientes casos. La figura izquierda del grafico 3.7, estima la tendencia
de la serie Espectadores de cine espanol mediante medias moviles y luego la proyecta al
futuro. Los resultados pueden ser razonables, ya que esta serie oscila en torno a una ten-
dencia bastante estable. Sin embargo, la figura derecha del gréfico 3.7, estima la tendencia
por medias moviles de la serie Tasa de Actividad de la mujer que presenta una tendencia
creciente. Las medias méviles son capaces de estimar la tendencia de la serie (al ser un
procedimiento local se ajusta a los cambios de evolucién en la tendencia de la serie) pero,
sin embargo no pueden incorporar este comportamiento en la funcién de prediccion.

Las predicciones obtenidas por medias moviles se pueden revisar facilmente. Una vez
calculada la prediccién para el periodo T + 1, se puede obtener la del periodo T + 2
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cuando llegue la nueva observacién Y, 1 como sigue:

Yrg Yoo

YT+2 = + }A/T+1

S S

Escrito de esta forma podemos ver como cada nueva prediccién basada en medias méviles
es simplemente un ajuste de la anterior prediccion.

3.2.2. Métodos de Alisado Exponencial

Al menos se pueden encontrar dos limitaciones importantes en el método de medias mévi-
les, lo que ha llevado a los usuarios de técnicas de prediccién a aplicar los métodos del
alisado exponencial en su lugar:

a) Para calcular una prediccién es necesario almacenar s valores observados

b) El método de las medias méviles da el mismo peso a cada una de las s observaciones
y ninguno en absoluto al resto de los T — s datos

Un argumento de bastante peso especifico es que ya que las observaciones mas recientes
contienen la informacién més actual sobre lo que va a suceder en el futuro, deberian recibir
mas peso en la funcion de prediccién que las observaciones més antiguas. Por lo tanto,
seria preferible un esquema de ponderaciones que aplicar mas peso a las observaciones mas
recientes y ponderaciones decrecientes a los valores mas viejos. Los métodos de alisamiento
exponencial se basan en esta idea y ademds eliminan la necesidad de almacenar datos de
la variable.

La nocion de descontar observaciones pasadas da idea de tendencia local en vez de tenden-
cia global, es decir, de una tendencia que puede cambiar de direccion durante la muestra
y que no es una funciéon determinista del tiempo que se “ha de cumplirse” en todos los
puntos a lo largo de la muestra, como son las tendencias globales ajustadas por Mini-
mos Cuadrados Ordinarios. Las técnicas de alisado exponencial proporcionan funciones
de prediccion basadas en el descuento de observaciones pasadas. Estos métodos tienen la
ventaja de que permiten que la funcién de prediccion se actualice muy facilmente al llegar
una nueva observacion.

Los métodos de alisado exponencial son métodos de prediccion que extrapolan los pa-
trones historicos de los datos tales como la tendencia y la estacionalidad en el futuro.
Las predicciones se computan promediando los datos para aislar los patrones de compor-
tamiento de la fluctuacién puramente aleatoria. Estos métodos son bastante populares,
porque son faciles de utilizar y bastante efectivos. Sin embargo, son métodos ad hoc y no
se basan en ningtin modelo estadistico propiamente definido.
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AE1: Alisado Exponencial Simple

El método de alisado exponencial simple contempla a la serie temporal como compuesta
de un nivel y un irregular de media cero que no se puede predecir:

K:E‘I‘It:m—{—[t, t:1,2,...,T

El inico elemento predecible de la serie es el nivel, m, y, por lo tanto, ésta va a ser la base
de las predicciones. El nivel de la serie se supone constante al menos localmente ya que
se le permite variar lentamente en el tiempo.

.,Como se puede estimar el nivel de la serie con toda la informacién de la muestra? Si los
datos fueran una muestra aleatoria, lo obvio seria tomar la media muestral:

1
= E — Yr_
— T
Sin embargo, si el objetivo al estimar el nivel, es usarlo como base para predecir futuras
observaciones, resulta mas razonable poner méas peso en las observaciones mas recientes.

Asi, la estimacién del nivel de la serie en el momento 1", my, es decir, con todo el conjunto
de informacién, se podria obtener mediante una media mévil ponderada:

T-1 T-1
mr = E w; YT,J' E wjzl
j=0 J=0

Una manera de dar mas peso en las observaciones mas recientes, es especificar los pesos
w; de forma que decrezcan exponencialmente:

’ﬂ
,_a

.
Il
o

mr =« (1—a) Yy (3.5)
=0
La media mévil (3.5) es una media mévil con ponderaciones decrecientes en forma de

progresion geométrica, donde 0 < a < 1 es la constante de alisamiento. Si el tamano
muestral T es suficientemente grande:

~

-1

, , : [0

I
o

J
por lo que la condicién de que los pesos sumen la unidad se satisface aproximadamente.

Esta estimacién del nivel mp, que es la estimacion de la tendencia de la serie obtenida en
base a todos los datos pero descontando las observaciones pasadas, es la prediccion para
las futuras observaciones. La funcion de prediccion viene dada por:

YT(E) =mr (= 1,2,... (36)
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por lo tanto, la prediccion en los métodos de alisado puede interpretarse como una media
ponderada de los valores pasados y presentes. Es interesante observar que la funcién de
prediccién es una linea recta horizontal.

Aplicando la expresién (3.5), se puede estimar el nivel de la serie, m;, para cualquier valor

det=1,2,...,T. Si se divide esta formula en dos partes, se obtiene lo siguiente:
t—1
m; = « (1—-a) Y, vi=1,2,...,T
§=0
t—1 t—2
my = a)@+a2(1—&)j}/},j:a§/}+a(1—a) (1—a) Vi
j=1 Jj=0
my=aY; + (1 —a)m_ t=1,2,...,T (3.7)

De donde se deduce que para estimar el nivel o tendencia de la serie en el momento ¢,
my, NO es preciso procesar todas las observaciones sino que basta con la ltima observa-
cién disponible, Y;, y la estimaciéon del nivel en el momento anterior, m;_1, que lleva la
informacion relevante sobre el nivel contenida en todas las observaciones anteriores.

Como (3.7) es una formula recursiva, se ha de contar con valores iniciales para poder
comenzar, es decir, se ha de dar un valor a myq. Si no se dispone de alguna informacién a
priori sobre este valor se suele suponer que mg = 0. Alguna idea para un valor apropiado
de my, se puede obtener también de los datos; por ejemplo, se pueden tomar las k primeras
observaciones para estimar un valor inicial:

k
_ C Y,
my =Y, = —Zlkl i

y comenzar el proceso recursivo (3.7) a partir de la observacién para t = k + 1. Otro
enfoque satisfactorio es suponer que m; = Y; y comenzar la recursién en ms:

me = aYo+ (1—a)ym =aYeo+ (1—-a)V;

ms = aYs+ (1—a)my =aYs + a(l—a)Ys+ (1 —a)*V;

my = a¥y+ (1—a)ms =aYy+a(l—a)Ys + (1—a)*Ys + (1 -a)’Y;

Estas recursiones producen un resultado algo diferente que la formula (3.5) porque Y
recibe un peso de (1 —a)T=! en vez de a(1 — a)?~!. Sin embargo, tiene la propiedad de
que los pesos suman 1 incluso en muestras pequenas:

a all-a) a(l-a)? al-a)p ... (1-a)"!
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a—a(l —a)ft

1-(1-a)

S = +(1-a)t=1

La eleccion de los valores iniciales es arbitraria, lo que es un problema porque es impor-
tante. Si la constante de alisamiento « es pequena, el valor inicial fijado influird en los
resultados durante muchos periodos. La eleccién de mg = Y}, funciona bien si la media de
la serie cambia poco. Sin embargo, es mejor elegir m; = Y7 si la media cambia bastante.

Como segun la funcién de prediccién (3.6), my es la prediccién apropiada para Y1, la
recursion dada por la expresion (3.7) se suele escribir como:

Yi(1)=1—-a)Yi1(1)+aY;, t=12,... (3.8)

Asi, con informaciéon hasta t, la prediccién para el periodo siguiente es una media maévil
de la observacién actual, Y;, y de la prediccion de dicha observacion hecha en el periodo
anterior, Y;_1(1).

Esta recursién se conoce con el nombre de medias moviles exponencialmente ponderadas
(Exponential Weigthed Moving Average), y el método de construir la funcién de prediccién
como Alisamiento Exponencial Simple (Simple Exponential Smoothing).

De forma alternativa, la prediccién (3.8) se puede escribir
Vi) = Yia(1) + a (Vi Yia(1))
Yi(1) = Yia(1) + aes(l) (3.9)

lo que indica que la actualizacion de las predicciones una vez que llega nueva informacion se
realiza de acuerdo con el error de prediccién que hayamos cometido el periodo precedente.
Cada vez que observamos un nuevo dato de la serie, calculamos el error de prediccion. Si
el error es positivo (la ultima prediccién fue muy baja), incrementamos la prediccién. Si el
error es negativo (la ultima prediccién fue muy alta), disminuimos la prediccién. De esta
forma, los errores de prediccion cometidos nos ayudan a dirigir nuestras predicciones hacia
su objetivo: el verdadero nivel de la serie. La recursién (3.9) explica también por que las
predicciones para ¢ > 1 seran sucesivamente iguales: al no disponer de los correspondientes
errores de prediccion los suponemos nulos. La funcién de prediccién es, por lo tanto, una
linea horizontal.

La actualizaciéon de la prediccién depende también de «. Si a = 1, la nueva prediccion
incluird un ajuste muy fuerte en base al error cometido en la anterior prediccién. Si a = 0,
la nueva predicciéon no sufrird mucho ajuste. Hay que tener en cuenta que del valor de
«a depende hasta qué punto se descuentan las observaciones pasadas. Estos resultados se
pueden observar en las figuras del grafico 3.8. En la figura superior se ha utilizado un
valor de a pequeno y la serie se ha alisado mucho. En la figura inferior del grafico se ha
utiliza e = 1 por lo que la prediccion viene dada por la tltima observacion.
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Grafico 3.8: Espectadores de cine espanol: Alisado Exponencial Simple.
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La eleccion de « debe acomodarse, por lo tanto, a las caracteristicas particulares de cada
serie para lo que es interesante conocer previamente las implicaciones de tomar distintos
valores del parametro «. En general, se considera que un « alto es indicativo de fuertes
oscilaciones o de la existencia de tendencia en la serie, lo que conlleva un reducido alisado
para ajustarse mejor a estos cambios continuos. Por el contrario, una serie con pequenas
oscilaciones irregulares aconsejard un « bajo (habitualmente comprendido entre 0,01 y
0,3) que supone un fuerte alisado de la serie al considerar un elevado nimero de valores
de la serie. Para comprobar estos comportamientos basta con analizar la aplicacion del
método de Alisado Exponencial Simple a la serie de Espectadores de cine espanol con el
valor a = 0,064 y compararla con lo obtenido para la serie de Tasa de Actividad de la
mugjer en el grafico 3.9 con un valor de o00, 824.

Los factores que interaccionan a la hora de determinar el mejor parametro de alisado «
son fundamentalmente dos:

e Cantidad de ruido en la serie. Cuanto mas ruido tenga, menor serd el parametro,
para evitar reacciones exageradas al ruido.

e Estabilidad de la media de la serie. Si la media es relativamente constante, el parame-
tro sera pequeno. Si la media cambia, el pardmetro sera grande para ser capaz de

49



SARRIKO-ON 5/09 Técnicas de prediccion economica

Grafico 3.9: Tasa de actividad de la mujer: Alisado Exponencial Simple.
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adaptarse a estos cambios. En el limite, el parametro llegara a la unidad, que signi-
fica que la nueva prediccién es igual al ultimo dato

Mirando las figuras del grafico 3.8 se puede observar céomo la eleccién de « afecta la
estabilidad de las predicciones. Con o = 0,064, las predicciones son estables, que es lo
que requiere esta serie temporal de FEspectadores de cine espanol porque su media es
relativamente constante, pero con o = 1, las predicciones fluctiian exageradamente y los
errores son mucho mayores.

Para poder aplicar el método de Alisado Exponencial Simple (AES) es preciso especificar
un valor para la constante de alisamiento o por lo que conviene hacer algunas considera-
ciones sobre este tema. El parametro a se puede establecer a priori, teniendo en cuenta
las consideraciones anteriores. Como una regla general, la constante de alisamiento para
un modelo con un nivel constante deberia estar entre 0,01 y 0,4. Una técnica que se utiliza
mucho es llevar a cabo una serie de experimentos con la serie utilizando diferentes valores
de a y después seleccionar aquel valor de a que cumple algin criterio de efectividad.
Un criterio que se suele utilizar es escoger aquella constante de alisamiento que hubiera
predicho mejor los datos que tenemos, que se puede materializar en elegir la o que nos
proporciona los mejores errores de prediccion un periodo hacia adelante, es decir, que
minimiza el Error Cuadratico Medio (ECM) de Prediccién:

ECM = i(yt — Y a(1))?

t=m

siendo m lo suficientemente grande para que el efecto de la eleccién de los valores iniciales
desaparezca.

Algunos autores defienden que si el proceso de estimacion de a nos lleva a una constante
de alisamiento mayor que 0,33, entonces se debe plantear la validez del modelo: puede ser
que la serie presente cambios de nivel sisteméaticos o ciclos que deberian recogerse en un
modelo mas complicado. Sin embargo, no existe suficiente evidencia para mantener este
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supuesto. En bastantes trabajos empiricos se han estimado valores de a > 0,3, lo que
sugiere que deberia considerarse un intervalo mayor para «. En conclusién, los estudios
realizados hasta el momento demuestran que es peligroso hacer supuestos sobre los valores
de la constante de alisamiento, que, en general, debe ser estimada a partir de los datos.

Para usar la técnica del Alisado Exponencial Simple, solo se necesita el valor observado
mas reciente, la ultima prediccién y un valor para «. La utilizacion del AES es facil y
barata porque los programas pueden calcular el mejor o automaticamente. Ademas la
experiencia practica es que AES es un método preciso, efectivo y confiable.

El Alisado Exponencial Simple deja abiertas, sin embargo, cierto niimero de cuestiones:

a) La media muestral no se puede obtener como un caso especial, estableciendo a = 0.

b) No parece que haya una solucién ideal para encontrar valores iniciales de las recur-
siones AES. Ambas cuestiones se solucionan proporcionando un marco estadistico
al problema.

c) Este procedimiento, como el de medias mdviles, sélo se debe aplicar cuando los
patrones de comportamiento histéricos de los datos se puedan considerar estables.
Sin embargo, esta técnica no serd efectiva, en general, para manejar tendencias o
patrones estacionales (vedse el gréfico 3.9).

Las predicciones del AES se realizan sin hacer referencia a ningiin modelo en particular.
Ahora bien, este método presenta varias ventajas:

e Ecuaciones de actualizacion: hace que sea muy facil computar nuevas predicciones.

e Es un método completamente automatico una vez que se fije a. Esto es también
una desventaja ya que todas las series se tratan de la misma manera.

AE2: Método de Alisado Exponencial con Tendencia

El método del Alisado Exponencial Simple es apropiado tedricamente cuando las series
contienen un patrén horizontal (es decir, no hay pendiente en la tendencia). Si el AES se
utiliza en series que presentan una pendiente persistente, las predicciones siempre van a
ir un paso por detras de esta tendencia. El modelo de Alisado Exponencial con tendencia
(AET) evita este problema reconociendo de forma explicita la presencia de esta tendencia
e incluyéndola en la funcion de prediccién. Este método se denomina también Alisamiento
exponencial lineal con doble pardmetro o Alisado Exponencial Holt-Winters.

La funcion de prediccién del AES era una linea recta. Ahora bien para series con tendencia
aproximadamente lineal parece interesante introducir de alguna forma un componente de
pendiente en la funcién de prediccion, para eliminar el sesgo en la prediccion:

Yr(0) = myp + by £ (=1,2,...
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Un modelo de alisamiento para una tendencia lineal es una extensién de un modelo de
regresion con el tiempo como variable explicativa. La ecuacién de regresion seria:

Yy=m+bt

donde m es el intercepto y b es la pendiente. En el modelo de regresion, tanto m como b se
promedian con todos los datos y se tratan como constantes. En un método de alisamiento
exponencial la diferencia estd en que m y b no son constantes sino que se actualizan cada
periodo dando mayor peso a los datos mas recientes.

Sean my;_1 v bi_1, las estimaciones del nivel y la pendiente en el momento t — 1%, La
prediccion un periodo hacia adelante vendria dada por:

Yia(1) =my_q + by

Una vez que se cuenta con la nueva observacion, Y;, al igual que en el método del AES, se
procede a la actualizacién del nivel promedio y de la pendiente con informacion hasta ¢,
my y by . Holt(1957) y Winters(1960) introdujeron un esquema para actualizar m; y b, en
el que las observaciones pasadas se descuentan por medio de dos constantes de alisamiento
ay @, talqued<a, g<1.

La estimacién actualizada del nivel m; es, como en el AES, una combinacion de la pre-
diccién anterior, Y;_1(1), y la nueva observacién, Y;:

my=aY+(1-a)Y(1) = a¥, + (1 —a)[me +b]

Con esta estimaciéon actualizada del nivel, podemos construir una estimacién actualizada
de la pendiente como diferencia entre niveles, m; — m;_; . Esto sugiere que la estimacion
actualizada de la pendiente, b;, se puede obtener como combinaciéon de m; — m;_, y la
estimacion anterior b;_q :

by =0 (my —my_1) + (1 —B) by

Las denominadas recursiones de Holt-Winters son, por lo tanto:

Yz(l) = mt—i—bt t:1,2,
my = aYi+ (1 —a)[m_1+ b4]
by = B(me—my_1)+(1—0)by

Laidea que hay bajo estas recursiones es la siguiente: en el AES se promedian los datos, “se
alisan” para eliminar la aleatoriedad, en el AET, se promedia para alisar la aleatoriedad

4Se puede demostrar que ambas se pueden expresar en forma de medias méviles exponencialmente
ponderadas, ver Pulido (1989) pag. 93.
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como en el AES y ademads se corrige este alisamiento para poder ajustarse a la tendencia
existente en la serie.

Estas recursiones pueden ser manipuladas de manera que se obtenga lo siguiente:
my = my_1+b1+ae(l)
by = b1 +afe(l)

que nos indica que la actualizacion del nivel y de la pendiente dependen del error de
prediccion y de las constantes de alisamiento. Cuanto mas se acerca « a cero, menos des-
contamos las observaciones pasadas al formar la estimacion actual del nivel. De la misma
manera, cuanto mas cerca esté (3 de cero, menos se descuenta al estimar la pendiente.

Aligual que para el método de AES, los valores iniciales para ambas recursiones se pueden
construir a través de las observaciones iniciales. Existen varias alternativas:

a) my = Y5 by=Y, -V,
b) my =Y, by =0

¢) Obtener un punto inicial para el nivel y la tendencia de la serie, realizando una
regresion con el tiempo como variable explicativa.

Grafico 3.10: Tasa de actividad femenina. Alisado Exponencial Simple.
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Sample: 1987:3 2003:2

Included observations: 64

Method: Holt-Winters No Seasonal
Original Series: TAmujer

Forecast Series: TAmujersm

Parameters:  Alpha 0.7100
Beta 0.0000

Sum of Squared Residuals 15.69614
Root Mean Squared Error 0.495230
End of Period Levels: Mean 45.24658
Trend 0.223750
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En cuanto a las constantes de alisamiento, se pueden fijar a priori o estimar minimizando
el Error Cuadratico Medio de prediccion. En general, se suele obtener como resultado que
el mejor 8 es menor que el mejor a. La razén para este resultado es que la cantidad de
pendiente en cada periodo es muy pequena en comparacion con la cantidad de nivel.

El alisamiento exponencial de Holt-Winters se puede emplear en series con tendencia
pero no con estacionalidad (vedse el grafico 3.10). Una solucién operativa es partir de
la serie desestacionalizada y afectar posteriormente las predicciones por los factores de
estacionalidad calculados.
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Métodos con tendencia no lineal. El modelo con tendencia lineal se puede modificar
para acomodar tendencias no lineales. La idea se basa en anadir un nuevo parametro que
controle la tasa de crecimiento de las predicciones, ¢:

V(1) = my+9¢b
my = aYi+ (1 —a)[m_1+ ¢b]
by = B(my—mu_1)+ (1 —=08)dbiy

De la misma forma, estas recursiones se pueden manipular de forma que:
my = my_1+ ¢ b1 +ael(l)
by = ¢b1+afe(l)

y la funcién de prediccion seria de la forma:
¢
Vi) =mi+ > o' b (=1,2,...
i=1

Como se puede observar la unica diferencia con el modelo de tendencia lineal de Holt-
Winters es que la pendiente va multiplicada por el parametro ¢:

a) Si ¢ > 1, se tendria una tendencia exponencial, es decir, la tasa de crecimiento de
las predicciones seria mayor cada periodo.

b) Si ¢ < 1, la tendencia serfa amortiguada con una tasa de crecimiento de las predic-
ciones menor cada periodo.

Estos métodos con tendencia no lineal son mas generales que los métodos con tendencia
lineal, a los que incluyen como caso particular:

a) Si ¢ = 1: Método con tendencia local lineal

b) Si ¢ = 0: Método con nivel constante

3.3. Diferenciacion

El objetivo es estudiar como se puede eliminar la tendencia de una serie de forma que
se pueda predecir lo que queda por diferentes métodos. Una clase de filtros que es 1til
para eliminar la tendencia, es simplemente la diferenciacion de los datos originales de las
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series. Para series no estacionales, generalmente basta con tomar la primera diferencia.
Asi la serie Y; se convierte en la serie diferenciada W;:

Wi =AY, = (1-L)Y, =Y, - Y,

donde L es el operador de retardos (vedse apéndice C).
El grafico 3.11 muestra como la tendencia creciente de la serie Tasa de Actividad femenina

desaparece con la primera diferencia.

QGréafico 3.11: Tasa de actividad femenina. Diferencia de orden 1.
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De forma que si contamos con algin método para predecir W;, podemos obtener predic-
ciones para Y; teniendo en cuenta que:

Yrie = Wry+ Yriea
por lo que las predicciones seran:
Yr(l) = Wr(l) + Yp(£—1) £=1,2,...
Supongamos que Y; consta de una tendencia lineal y término estocdstico:
Yi=a+bt+¢
se tiene que tomando diferencias de orden 1:
Wy=Y, =Y 1 =b+e —e

por lo que mientras que Y; contiene una tendencia, su diferencia, W, , no la tiene. De
esta forma, ademads, se puede comprobar cémo la idea de diferenciar esta intimamente
relacionada con la de eliminar una tendencia de tipo polinomial.

Si la tendencia no es lineal, entonces diferenciar la serie una vez no conseguira eliminar to-
talmente la tendencia. Existen diferentes métodos para solucionar este problema. Algunas
tendencias se llaman localmente lineales, y se pueden aproximar adecuadamente mediante
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Gréfico 3.12: Tasa de actividad del hombre. Diferencia de orden 1.
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lineas rectas a trozos. En este caso podremos eliminar la tendencia diferenciando (véase
el grafico 3.12), pero predecir va a ser muy complicado.

Por otro lado, si la tendencia es exponencial, tomando logaritmos a los datos se volveria
lineal y podriamos diferenciar, como se ha realizado en el grafico 3.13 para la serie Volumen
de acciones de la bolsa de New York.

Grafico 3.13: Acciones de la Bolsa de New York. Diferencia de orden 1.
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Una de las transformaciones mas frecuentes que se suele hacer a las variables econémicas
es tomar las primeras diferencias de los logaritmos:

Yo Y o Yi—Yi,
}/t 1 Y;& 1 Y;_l

Por lo tanto, tomar las primeras diferencias de logaritmos es equivalente a trabajar con
tasas de crecimiento.

AlogY; = logV; —logV;, ;1 = log

Por dltimo, si la serie y; es una funciéon determinista cuadratica del tiempo de la forma:
Y, =a+bt+ct?
Diferenciando dos veces se elimina la tendencia:

W, = (1-L)?Y, = A%Y, = AY, — AY, y =b+tc+2tc— (b+c+2(t—1)c) = 2
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Capitulo 4

Analisis de una serie con estacionalidad

La estacionalidad es un movimiento ciclico de periodo un ano que se repite sistematica-
mente. Si la serie temporal presenta comportamiento estacional, este puede relacionarse
con la tendencia de distintas maneras:

a) Si la amplitud del componente estacional es estable a lo largo de la serie, entonces
la variacién estacional se sumaria a la tendencia en un modelo aditivo

K:E—Fst—{—[t t:1,2,,T (41)
La estacionalidad cumple la condiciéon de que su media es cero a lo largo del ano.

b) Si la amplitud del componente estacional va creciendo segun crece la tendencia, la
estacionalidad se relacionaria de forma multiplicativa con la tendencia:

)/;g:j—;gst]t t:1,2,...,T (42)

En este caso, la media anual de los factores o indices estacionales S; ha de ser uno.

Se suele trabajar bajo el supuesto de que los efectos estacionales son practicamente inva-
riantes en el tiempo, es decir, S; ~ S;_,, donde s es el periodo estacional, a saber, s = 4
para series trimestrales y s = 12 para series mensuales.

4.1. Modelos globales. Variables ficticias estacionales.

Supongamos que el modelo apropiado para la serie temporal Y; es el siguiente:

Ylf:ﬂ+st+jt t:1,2,...,T

En el capitulo 3 se explicé como, dentro del marco de los modelos globales, la tendencia
se puede modelar mediante funciones del tiempo: polinémicas, exponenciales, etc. En lo
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que se refiere al componente estacional para modelar el comportamiento diferenciado de
cada mes respecto de la tendencia se pueden utilizar variables ficticias del tipo:

1 sit=3j,2j,...
Djt -
0 en otro caso

de forma que el componente estacional se especificaria como sigue:

S S

St:ZSjDﬁ s.a. Zsj:O

Jj=1 Jj=1

donde s; es el factor estacional correspondiente al mes j-ésimo. De esta forma, para cada
momento de tiempo ¢, la funcién del tiempo, S;, asigna a cada observacion de la serie
temporal el factor estacional correspondiente a su mes.!

Suponiendo, por ejemplo, que la serie es mensual y que la tendencia sigue una funciéon

i ié u

Dentro del marco de los modelos globales, el componente estacional también se puede representar
como una combinacién de ondas seno-coseno a las frecuencias estacionales. Un modelo simple que puede
representar el comportamiento ciclico estacional determinista es:

ft) = Acos(At — 0)

donde A es la amplitud del ciclo; 6 es la fase; A es la frecuencia y 27/ es el periodo del ciclo.
Aplicando resultados trigonométricos conocidos, lo podemos escribir como una combinacién lineal de
funciones seno y coseno:

f(t) = acos At + [sin At

donde o = Acosf y 3 = Asin.

Sin embargo, no existe ninguna razon para esperar que un componente ciclico, como un ciclo anual,
por ejemplo, sea representable por una sola onda coseno.

Una funcién periddica f(t) de periodo p, cumple que f(t + kp) = f(t)Vk.

Se puede demostrar que toda funcién peridédica se puede representar por la suma :

[p/2]
fit)y= Z (ay, cos Akt + by, sin Akt)
k=0

donde A = 27 /p, dado que p es un miltiplo del periodo muestral.

Esta no es méas que la representacion de Fourier de una serie periédica. La frecuencia A es conocida
como la frecuencia fundamental, y las frecuencias Ak son los arménicos de A.

En el caso del componente estacional, la frecuencia fundamental es A = 27/s , y sus armdnicos son
2rj/s, j=1,...,8/2:

S o] o
S, — gip 254 ) 20
t Z [67 sin S + 7y cos 5
j=1
Para una serie dada Y7,..., Y7, los estimadores de los pardmetros f;,7;, se obtienen por los métodos

estandar de regresiéon MCO.
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lineal, el modelo de componentes no observados global para la serie Y; es el siguiente:
12 12
Yt:a+bt+25j Dj + I s.a. Zsj:() (4.3)
j=1 Jj=1

Este es un modelo de regresion lineal sujeto a una restriccion, por lo que sus parametros,
(a, b) para la tendencia y s;,j = 1,2,...,12 para la estacionalidad, se pueden estimar
por Minimos Cuadrados Restringidos. Este método se basa en minimizar la suma de los
errores al cuadrado teniendo en cuenta que los parametros han de cumplir la restriccion
impuesta.

Una forma de estimar los parametros por Minimos Cuadrados Restringidos, se reduce a
aplicar Minimos Cuadrados Ordinarios al modelo en el que se ha incluido la restriccion.
En primer lugar, se reescribe la restriccién de forma operativa, es decir,

S§] = —82—83 —...— 812 (44)
y se incluye en el modelo (4.3) obteniéndose:

Yi=a+bt+(—so—s3—...—512) Dy + 52 Doy + 53 Dgy + ... + 512 Doy + I

Y, haciendo factor comun a los factores estacionales queda:

Yi=a+0bt + sy (Dy — Dyy) + s3 (D3 — Dyg) + ... + s12 (D12y — D) + I (4.5)
Estimando los pardmetros del modelo (4.5) por MCO, obtenemos la tendencia estimada:
T,=a+bt, t=1,2,...,T

y la estimacion de 11 factores estacionales:
So 83 S84 ... 819
El factor estacional del primer mes lo estimamos a partir de la restriccién (4.4):
§1=—8 — 83— ...— 819

Por lo tanto, se han estimado los dos patrones de comportamiento sistematico de la serie,
la tendencia y la estacionalidad.

Para predecir las futuras observaciones, Yy, ¢ = 1,2, ..., la funcién de prediccion se ba-
saria en la proyeccion de la tendencia estimada a la que se suma el componente estacional
estimado correspondiente:

Yr(l) = Tr(0) + Sr(0) = Tro+ Srie
Yr(l) = a+b(T+0)+35 £=1,2,...
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Ejemplo 4.1. Si el modelo apropiado para la serie fuera el modelo multiplicativo, ;jcémo
se especificaria el modelo global con tendencia y estacionalidad?

Gréfico 4.1: Pasajeros de lineas aéreas
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En la figura izquierda del grafico 4.1 esta representada la serie de Pasajeros de Lineas
Aéreas de enero de 1949 a diciembre de 1960. Esta serie muestra una tendencia creciente y
un componente estacional cuya amplitud crece conforme aumenta el nivel de la tendencia,
por lo que el modelo de Componentes No Observados apropiado seria el multiplicativo
(4.2). Para aplicar los métodos globales de estimacién de tendencias y estacionalidades es
mas sencillo trabajar con el modelo aditivo, por lo que se toman logaritmos a la serie, de
forma que:

logV, =T, + S, +1, t=1,2....T

Grafico 4.2: Pasajeros de lineas aéreas. Ajuste global

Dependent Variable: LOG(pasajero)
Method: Least Squares
Sample: 1949:01 1960:12
Included observations: 144
Variable Coefficient ~ Std. Error ~ t-Statistic ~ Prob. 65
Residual Actual Fitted
C 4812188  0.009962  483.0757  0.0000
TIEMPO 0.010069 0.000119 84.39895 0.0000 6.0
FEB-ENE -0.107462  0.016399 -6.552794  0.0000
MAR-ENE 0.022765 0.016396 1.388455 0.1674
ABR-ENE -0.008504  0.016393 -0.518735  0.6048 L ss
MAY-ENE -0.010876 0.016392  -0.663537 0.5082
JUN-ENE 0111270  0.016391  6.788572  0.0000 02
JUL-ENE 0.215212 0.016391 13.13010 0.0000 /
AGO-ENE 0205917 0016392 1256235  0.0000 \/ s
SEP-ENE 0061283 0016393  3.738262  0.0003 01 Y
OCT-ENE -0.076876 0016396  -4.688693  0.0000 | A AN M
NOV-ENE 0.220593  0.016399 -1345128  0.0000 Il VV/ s
DIC-ENE 0.106728  0.016404 -6.506330  0.0000 00 | A LA A
: T Vv
R-squared 0.983468 Mean dependent var 5.542176 \ ’\ f\[ U V/V \ / \/\ f/\/\‘ //\/\
Adjusted R-squared 0.981954  S.D. dependent var 0.441456 \/ \{ \ | VW
S.E. of regression 0.059304  Akaike info criterion -2.726355 014
Sum squared resid 0.460715 Schwarz criterion -2.458247
Log likelihood 209.2976 F-statistic 649.4254
Durbin-Watson stat 0.425184  Prob(F-statistic) 0.000000 0.2 T T T T T T T T T T
49 50 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60

Se estima, por lo tanto, el modelo (4.3) para la serie de Pasajeros en logaritmos con los
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resultados recogidos en la tabla del grafico 4.2:

Y, = 4,81+40,01t— 0,083 Dy — 0,107 Dy + 0,022 Dy, — 0,009 Dy, — 0,011 Dy, +
+ 0,11 Dg; + 0,215 D7 + 0,206 Dgy + 0,06 Do, — 0,077 Dygy — 0,22 Dyq ¢ — 0,107 Doy

La figura derecha del gréfico 4.2 recoge el ajuste del modelo a la muestra y los residuos.

Gréfico 4.3: Pasajeros de lineas aéreas. Componentes.
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Grafico 4.4: Pasajeros de lineas aéreas. Prediccion
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Como se han estimado la tendencia y la estacionalidad es posible, por un lado, des-
componer la serie en estos componentes y, por otro, si asi interesara calcular la serie
desestacionalizada restando a la serie en logaritmos el componente estacional estimado
(vednse las figuras del grafico 4.3). Como se puede observar comparando ambas figuras,
la serie desestacionalizada es mucho mas ruidosa que la serie de tendencia. Esto no se
debe solamente a que hayamos impuesto un modelo muy suave para la tendencia, sino
que hay que recordar que la serie desestacionalizada es la serie de la que se ha eliminado
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el componente estacional, pero aun sigue presente no sélo la tendencia sino también el
componente irregular.

Por tltimo, el grafico 4.4 muestra la prediccién para un periodo de dos anos tanto por
punto como por intervalo.

4.2. Métodos de alisado

4.2.1. Método de Relacion a la Media Movil

Una técnica muy utilizada para desestacionalizar las series temporales ha sido la derivada
en el Bureau de Census de los Estados Unidos siguiendo las propuestas de Shiskin de finales
de los anos 50 y que se concretd en 1965 en un método muy elaborado, atiin ampliamente
utilizado a nivel internacional, el Filtro X-11. Partiendo de este método se han realizado
muy diversas adaptaciones y variantes, la ultima de las cuales ha resultado en le Filtro X-
12 ARIMA de amplio uso por los analistas de coyuntura de todo el mundo. Estos métodos
de desestacionalizacion son mecanicos, en el sentido de que tratan a todas las series por
igual independientemente de sus caracteristicas especificas. Ademas estos métodos son de
naturaleza heuristica surgiendo de la practica y no de ningtin concepto tedrico ni modelo
estocastico.

La idea original del método de la relacién a la media moévil se puede resumir en las tres
fases siguientes, tomando como base para la serie temporal el modelo de tendencia y
estacionalidad multiplicativo (4.2):

a) Estimacién de la tendencia mediante medias mdviles. Se trata, en realidad, de es-
timar una tendencia local que puede recoger, al menos parcialmente, ciertos movi-
mientos ciclicos. Con datos mensuales, por ejemplo, se sugiere una media mévil de
orden 12 como valor de la tendencia para cada periodo:

Yie + ...+ Y1+ Y +Yi + ...+ Yis
12

Dado que la media mévil de orden par no se puede centrar directamente, se promedia
con la media siguiente:

Yis+...+Y, 1+ Y, +Y + ...+ Y
12

para conseguir tal efecto, de forma que la tendencia estimada viene dada por:

th:% Yt—ﬁ+2n—5+"'+??+”'+2m5+mﬁ t=7,8,....,T—6
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b)

Célculo de los indices de los datos originales respecto a las medias méviles centradas
correspondientes:
Y,
M—t12 t:7,8,,T—6
En las figuras del gréafico 4.5 se representan para la serie Pasajeros de lineas aéreas,
por un lado, la tendencia estimada por medias méviles de orden 12 centradas y, por
otro, el resultado de eliminar de la serie la tendencia.

Grafico 4.5: Pasajeros de lineas aéreas. Componentes estimados.
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Obtencién de la media de estos indices para cada mes (de todos los eneros, todos
los febreros, etc.) que se tomaran como coeficientes de estacionalidad del esquema
multiplicativo:

’ 1 le YQz Yni
SZ»ZH M—112+M—212+...+W

1,2,...,n
1,2,...,12

} donde t = ji {‘1

en el que el primer subindice de Y o M, j, hace referencia al afio (n en total) y el
segundo 7, al mes de referencia (12 en total).

Los factores estacionales han de valer 1 en promedio:

Pero esta condicién no se tiene por qué cumplir para los s, que se han calculado has-
ta el momento, porque no se ha impuesto explicitamente esta restricciéon. Hara falta,
por lo tanto, corregirlos como sigue para que la cumplan:
/
Si

Si = T3

> /12

i=1
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El proceso de estimacién de los factores estacionales no se acaba aqui. De hecho, los an-
teriormente calculados se consideran aiin como una primera estimacién los coeficientes de
estacionalidad. Los perfeccionamientos propuestos por Shiskin anaden tres nuevas etapas:

a) Calculo de los valores desestacionalizados de la serie original:

Yii
vP="2 t=12..T

i) SZ

b) Obtener una segunda estimacién de la tendencia de la serie mediante medias méviles
centradas sobre los datos desestacionalizados. El orden de la media mévil depen-
dera de la variabilidad de los datos. Por experiencia Shiskin propone una media
simple de orden 9, 13 o 23.

c¢) Con estos nuevos datos de tendencia se repite el calculo de indices para cada mes y,
finalmente, se determinan los coeficientes estacionales definitivos para cada mes.

El resultado final es, en cualquier caso, la obtencién de unos coeficientes estacionales,
constantes en el tiempo para cada mes. Una vez estimados estos estacionales, se puede
analizar el componente estacional o se puede desestacionalizar la serie.

Gréfico 4.6: Pasajeros de lineas aéreas. Relacién a la media moévil.

6.4-]

—— Serie desestacionalizada
Log(PLA)

Sample: 1949:01 1960:12
Included observations: 144
Difference from Moving Average
Original Series: PasajeroL
Adjusted Series: PasajeroLSA

Scaling Factors:

-0.085815
-0.114413
0.018113
-0.013046
-0.008966
0.115393
0.210816
0.204512
0.064836

©CONONDWNE

10 -0.075271
11 -0.215846
12 -0.100315

En el grafico 4.6 se pueden observar los resultados de aplicar este método a la serie de
Pasajeros de lineas aéreas en logaritmos. Dado que la serie esta en logaritmos, el modelo
apropiado para esta serie seria el modelo aditivo. En la tabla se muestran los factores
estacionales estimados y en el grafico la serie desestacionalizada.

Aunque el filtro X-11 es un método muy utilizado en la practica no estd libre de criticas.
Muchas provienen del hecho de que es un método que carece de toda base estadistica o
tedrica lo que impide hacer una interpretacion clara de los resultados que se obtienen.
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Ejercicio 4.1. Deriva el método de relacion a la media movil para el modelo aditivo.

4.2.2. Alisado exponencial de Holt-Winters con estacionalidad

La funcién de prediccion del método de alisado de Holt-Winters con tendencia era una
linea recta con pendiente. Ahora bien, si la serie temporal presenta comportamiento es-
tacional de la forma siguiente:

}/;:E‘f—st—'—lt, t:1,2,...,T

seria deseable que la funcién de prediccion incluyera también un componente estacional,
de forma que quedara:

YT(E) = (mT—I— bTE) + ST(K) (= 1,2,...

El método de prediccion de Holt-Winters para la tendencia local lineal se puede extender
facilmente para introducir la estacionalidad.

El método de alisado exponencial de Holt-Winters con estacionalidad, H-W, consiste
en tres ecuaciones, cada una de las cuales suaviza un factor asociado con cada uno de
los componentes de la serie: aleatoriedad, tendencia y estacionalidad, por lo que ha de
utilizar tres constantes de alisamiento, «, 3,~, todas comprendidas entre 0 y 1. Por esto,
a este método se le conoce también como método de alisamiento exponencial con triple
parametro. Existen dos versiones de este procedimiento dependiendo de si los componentes
de tendencia y estacionalidad se combinan aditiva o multiplicativamente.

Consideremos el modelo aditivo anterior. Las recursiones para el nivel, la pendiente y la
estacionalidad, my, b; v s¢, son respectivamente:

my = aYy—S)+ (1 —a)me1+bi]
by = B(my—myq1)+(1—=705)b
Spo= vV —my) + (1 =7) S
La funcién de prediccion con toda la informacion disponible hasta ¢ es de la forma:
Y,(0) = my + bl + Si(€) (=1,2,...

donde S;(¢) es el factor estacional apropiado para la observacién que se predice, Y.

El método de alisado de Holt-Winters con estacionalidad es intuitivamente muy atractivo.
La ecuaciéon de actualizacién del factor estacional S; es comparable a un indice estacio-
nal. Este indice se encuentra como la resta entre el valor actual de la serie Y; y el valor
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suavizado de la serie m;. Si Y; es mayor que m; el resto serd positivo, y si es mas pe-
queno, el resto sera menor que cero. Para entender el papel del indice estacional, S;, es
importante tener en cuenta que m; es un valor alisado de la serie que incluye tendencia
pero no estacionalidad. Los valores de Y;, por el contrario, contienen estacionalidad. Por
lo tanto, la diferencia Y; — my, da idea sobre la parte de estacionalidad en el dato obser-
vado. Sin embargo, la estacionalidad en cada periodo no es perfecta, sino que contiene
aleatoriedad. Para eliminar esta aleatoriedad hay que promediar o alisar. Para alisar la
estacionalidad, la ecuacién para S; pondera el nuevo factor estacional Y; —m; con v y el
factor estacional més reciente correspondiente a la misma estacién S;_s con (1 —+). Las
dos primeras recursiones son las mismas que para el modelo con tendencia lineal, pero
con la Y; corregida también por el efecto estacional.

Una debilidad obvia de este método es que cada componente estacional se actualiza tinica-
mente cada s periodos y la desestacionalizacion de la serie en la primera recursion utiliza,
por lo tanto, una estimacién del factor estacional que estd s periodos “atrasada”. Sin
embargo, estos métodos parece que funcionan muy bien en la préctica.

Gréfico 4.7: Pasajeros de lineas aéreas. Holt-Winters con estacionalidad.

Sample: 1949:01 1960:12

Included observations: 144

Method: Holt-Winters Additive Seasonal
Original Series: pasajeroL

Forecast Series: AIRELSM

Parameters: Alpha 0.7500
Beta 0.0000

Gamma 0.0000

Sum of Squared Residuals 0.186013
Root Mean Squared Error 0.035941
End of Period Levels: Mean 6.181905
Trend 0.009985

Seasonals: 1960:01 -0.085867
1960:02 -0.107839
1960:03 0.022472
1960:04 -0.008713
1960:05 -0.011002
1960:06 0.111228
1960:07  0.215254
1960:08  0.206043
1960:09 0.061492
1960:10 -0.076583 ’ /

1960:11 -0.220217 Log(PLA) sm Log(PLA)
1960:12 -0.106268 46

49 50 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60 61 62

Como es un método recursivo son necesarios los valores iniciales. Para obtenerlos, se puede
estimar por MCO con las k primeras observaciones un modelo de regresion lineal con
variables ficticias para los factores estacionales y empezar las recursiones para t = k+ 1.

El grafico 4.7 muestra los resultados de predecir la serie Pasajeros de lineas aéreas en
logaritmos por el método de Holt-Winters con estacionalidad. La tabla proporciona las
constantes de alisamiento estimadas por el criterio de minimizar el error cuadratico medio
de prediccion un periodo hacia adelante y, ademas, las estimaciones del nivel, la pendiente
y los factores estacionales obtenidas con toda la muestra. En la figura estan representadas
la serie original y la serie suavizada (Log(PLA)sm). Esta tultima contiene las predicciones
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un periodo hacia adelante para t = 1,...,T , y las predicciones por punto con informacion
hasta T'para t=T+/¢ (=1,2,....

Ejercicio 4.3. Deriva las recursiones del método H-W para el modelo multiplicativo.

4.3. Diferenciacion

El componente estacional se puede eliminar de la serie aplicando los denominados opera-
dores de diferencias estacionales, que relacionan un mes con el precedente. Por ejemplo, si
los datos son mensuales, se toman diferencias de orden 12, o lo que es lo mismo se aplica
el operador Ao donde:

A12 Y;t = Y; _Y;—12

Gréfico 4.8: Pasajeros de lineas aéreas(logs). Diferenciacion.
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Log (PLA)
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Si suponemos que la serie presenta un componente estacional regular cada 12 meses:
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donde Y; es la serie observada, S(t) es una estacionalidad perfectamente regular y z; es
el componente no estacional de la serie. Tomando diferencias de orden 12 se obtiene:

Wy =Y, =Y 10 =S0t)—S({t—12) + a1 —T4120 = Tt — T4_12

de forma que la serie diferenciada ya no presenta comportamiento estacional.

Para entender mejor como funciona el operador de diferencias estacional, hay que tener
en cuenta que lo podemos descomponer como sigue:

Ap=1-L") =Q+L+L+...+L") (1—L) = Si»(L)(1-1L)

Luego, el operador Ajs incluye el operador suma de todas las observaciones a lo largo
del ano, Sio(L), por lo que elimina la estacionalidad, y el operador de diferencias regular,
(1 — L), por lo que se elimina la tendencia creciente.

El grafico 4.8 muestra los resultados de aplicar diferentes operadores de diferencias a la
serie Pasajeros de lineas aéreas en logaritmos. En las cuatro figuras de dicho grafico se
puede apreciar con claridad los distintos efectos que la aplicacién de cada uno de los
operadores tiene sobre la serie original. Asi, si se toma una diferencia de orden 1 (1 —1L),
se elimina la tendencia creciente, pero queda la estacionalidad y el irregular. La aplicacion
del operador Si5(L) elimina la estacionalidad dejando la tendencia creciente y el irregular,
mientras que el operador de diferencias estacional elimina ambos componentes.
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Capitulo 5

Modelos Estructurales de Series
Temporales

5.1. Especificacion del modelo estructural

Los modelos estructurales de series temporales se formulan directamente en funcién de
componentes no observables pero que tienen una interpretacion directa:

Y;:E+St+-[t t:1,2,,T (51)

donde Y; representa las observaciones (a veces en logaritmos), T; la tendencia, S; la es-
tacionalidad e I; el componente irregular. El modelo (5.1) se puede completar con otros
componentes que recojan ciclos, efectos diarios, festivos, etc. (Harvey 1989).

Una de las principales caracteristicas de los modelos estructurales es que cada uno de sus
componentes se modela explicitamente. Ademas, los modelos estructurales entran dentro
de la categoria de modelos estocasticos de series temporales porque los componentes no
se especifican de forma determinista, sino que se les permite evolucionar a lo largo del
tiempo, introduciendo en su modelizacién un elemento aleatorio.

Tendencia

La tendencia se puede especificar de maneras muy diferentes atin centrandonos en modelos
lineales. La forma mas sencilla de modelar la tendencia es como una funcién determinista
del tiempo (véase capitulo 3):

T,=a+bt (5.2)

Este modelo proyecta una tendencia determinista global, en particular una linea recta que
se obtiene dando el mismo peso a todas las observaciones en la funcion de prediccion. Si
partimos de la base de que los diversos componentes de la serie evolucionan a lo largo
del tiempo, es razonable pensar que la informacién mas importante sobre los valores
corrientes y futuros de la tendencia estara contenida en las observaciones mas recientes de
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la serie. Por lo tanto, intuitivamente parece mejor proyectar la tendencia, asi como otros
componentes de la serie, poniendo mayor peso en las observaciones mas recientes.

La tendencia local se puede especificar mediante un modelo estocastico. Para derivar este
modelo se puede partir del modelo determinista (5.2) que escrito de forma recursiva queda
como sigue:

T, = T+ B
By = B

donde [, es la pendiente de la tendencia en el momento t y siendo Ty = a y By = b.

Las perturbaciones estocasticas se introducen en el modelo facilmente:

T, = T+ B +m
Br = Bio1+ G

donde n; y (; son perturbaciones aleatorias con media cero y matriz de covarianzas Q).
Con el fin de asegurar la identificabilidad de los componentes han de imponerse algunas
restricciones en la matriz (). Por simplificar, vamos a suponer que la matrix () es diagonal:

o2 0
Q:H c]

La introduccion de las perturbaciones aleatorias en el modelo permite que la tendencia
evolucione con el tiempo: la perturbacién n; hace que el nivel de la tendencia pueda subir
o bajar y (; permite que la pendiente cambie. Si 02 = 0, el proceso que genera la tendencia
se convierte en:

Ti=Ti1+0B+mn

Este modelo permite que el nivel de la tendencia pueda evolucionar en el tiempo alrededor
de un punto fijo, pero no asi la pendiente. Por otro lado, si 0727 = ag = 0, la tendencia
estocéastica se transforma en una tendencia determinista. Por lo tanto, los modelos de
tendencia estocéstica (o tendencia local) engloban como un caso particular los modelos
de tendencia global. Cuanto mayores sean las varianzas de las perturbaciones estocésticas,

mayores seran los movimientos aleatorios de la tendencia.

Estacionalidad

Se puede esperar la presencia de un comportamiento estacional acusado si trabajamos
con series mensuales y trimestrales 6, en general, con series formadas por un nimero de
observaciones s, tomadas regularmente cada ano (s = 4 para las series trimestrales y
s = 12 para las series mensuales).
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Los procedimientos para incorporar un componente estacional estocastico en los modelos
estructurales son muy variados. Partiendo del componente estacional determinista especi-
ficado por medio de variables ficticias estacionales (véase capitulo 4), se puede especificar
la estacionalidad estocéastica como sigue. El efecto estacional deterministico cumple para
cada momento t la restriccion de que la suma de los efectos estacionales a lo largo del ano

ha de ser cero:
s—1
D s;=0 (5.3)
§=0

Como esta modelizacién es muy restrictiva, en ocasiones, interesa un esquema mas flexible
basado en permitir que el componente estacional evolucione en el tiempo sujeto a la
restriccion de que la suma esperada de los efectos estacionales a lo largo del ano sea cero.
Esto se puede especificar introduciendo una perturbacién aleatoria en la restriccién (5.3):

s—1
E St—j5 = Wt
J=0

donde w; sigue una distribucién normal con media cero y varianza o2, lo que implica
que la suma de los efectos estacionales evoluciona aleatoriamente en torno a cero. Este
modelo permite que el patrén estacional varie en el tiempo mediante un mecanismo que
asegura que la suma de los efectos estacionales cada s periodos consecutivos tiene un valor
esperado cero y una varianza constante en el tiempo.

Irregular

El componente irregular representa aquellas influencias aleatorias en la serie que tienen
solo efectos momentaneos y es estacionario por definicién. Se suele especificar como un

proceso ruido blanco con media cero y varianza o7.

5.1.1. Principales Modelos Estructurales
En esta seccion se describen los principales modelos estructurales de series temporales

en los que los distintos componentes que hemos especificado, tendencia, estacionalidad e
irregular, se van a combinar de forma aditiva.

Modelo de paseo aleatorio con ruido
El modelo estructural mas sencillo esta formado por un componente de tendencia mas

una perturbacion aleatoria. Este modelo se va a denominar paseo aleatorio con ruido,
debido a que la tendencia T; se especifica como un proceso de paseo aleatorio, es decir,
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depende tnicamente de su pasado en el momento ¢ — 1 y de una perturbacién aleatoria.
Este modelo fue introducido originalmente por Muth (1960):

Ty = T+

donde ¢; y 1 son perturbaciones aleatorias incorreladas entre si y que se distribuyen

conjuntamente como sigue:
2
el LN 0. (o= O2
M 0 o,

Una extension muy utilizada de este modelo es el modelo denominado paseo aleatorio con
rumbo en el que la tendencia incluye una pendiente fija:

Yo = T, +¢&
T, = Tia+B+m

Ejemplo 5.1. Serie Espectadores de cine.

Graéfico 5.1: Espectadores de cine
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El gréfico 5.1 muestra la evolucion de la serie espectadores de cine desde agosto de 1998
hasta julio de 2003. Los componentes que se observan en esta serie son tendencia e irre-
gular. Dado que la tendencia no presenta un crecimiento (o decrecimiento) continuado,
sino que oscila en torno a un nivel promedio mas o menos constante el modelo de paseo
aleatorio con ruido (5.4) serfa apropiado para describir el comportamiento de esta serie.

Modelo de tendencia local lineal

El modelo de tendencia local lineal es una extensién del modelo (5.4) en la que tanto el
nivel como la pendiente de la tendencia siguen procesos de paseo aleatorio. El modelo fue
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introducido por Theil y Wage (1964) y se especifica como sigue:

}/t = ﬂ + & (55)
T, = Tiqa+ B+
By = B+ G

donde €4, m; v (; son perturbaciones aleatorias incorreladas entre si y que se distribuyen
conjuntamente como sigue:

Et O'g 0 0
m | ~N{0, | 0 o2 0
gt 0 0 O'g

Ejemplo 5.2. Serie Tasa de actividad de la mujer.

Graéfico 5.2: Tasa de actividad de la mujer

[ —— T.Actividad mujer

L L L L I
1980 1985 1990 1993 2000

El grafico 5.2 muestra la evolucion de la serie de tasa de actividad de la mujer en Bizkaia
desde el tercer trimestre de 1976 hasta el segundo trimestre de 2003. Los componentes
que se observan en esta serie son tendencia e irregular. Dado que la tendencia presenta
un crecimiento continuado el modelo apropiado para describir el comportamiento de esta
serie seria el modelo de tendencia local lineal (5.5).

Modelo estructural basico

El modelo adecuado, en principio, para series mensuales o trimestrales con claro compor-
tamiento estacional es el modelo estructural basico (MEB) en el que la serie observada se
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descompone en tendencia, estacionalidad e irregular:

Yo = T+ 5 +¢ (5.6)
T, = T+ B+
B = B+ G

s—1
St = —E St—j T wi
j=1

donde los términos de perturbacién e;,n, (; v w; estan incorrelacionados entre si, tienen
media cero y y que se distribuyen conjuntamente como sigue:

€t 03 0O 0 O

Mt 0 o2 0 0
~ N |0, N

¢ 0 0 0? 0

Wy 0O 0 0 af,

Ejemplo 5.3. Serie Pasajeros de lineas aéreas.

Grafico 5.3: Pasajeros de lineas aéreas

600

aaaaaa

La figura de la izquierda del gréafico 5.3 representa la serie mensual de pasajeros de lineas
aéreas desde el mes de enero de 1949 hasta el mes de diciembre de 1960. Como se puede
observar esta serie presenta comportamiento estacional ademas de tendencia y componente
irregular. Ademads, la amplitud del ciclo estacional aumenta conforme crece la tendencia
por lo que la relacién entre el componente de tendencia y el componente estacional es
multiplicativa.

Para poder especificar un modelo aditivo, se toman logaritmos a la serie. La figura
derecha del grafico 5.3 muestra que la amplitud del componente estacional de la serie
Ln(Pasajeros) es mas homogénea y ya no crece con la tendencia. Por lo tanto, el modelo
adecuado para reproducir la evolucién de la serie Ln(Pasajeros) es el Modelo Estructural
Basico (5.6).
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5.2. Estimacion maximo verosimil

Los parametros desconocidos de los modelos estructurales de series temporales (MEST)
se pueden estimar por maxima verosimilitud construyendo la funcion de verosimilitud
mediante el método de la descomposicion del error de predicciéon. Este procedimiento
de estimacién requiere la representacién de los MEST en el espacio de los estados. Los
modelos escritos en el espacio de los estados presentan la ventaja de que permiten utilizar
una serie de algoritmos basados en el filtro de Kalman. Mediante este filtro se puede
calcular la funcién de verosimilitud para modelos complejos. En lo que se refiere a la
estimacion de los MEST, una vez expresados en el espacio de los estados y bajo el supuesto
de que las perturbaciones siguen una distribuciéon normal, se puede estimar los parametros
construyendo la funcién de verosimilitud a partir de los residuos del filtro de Kalman
mediante la descomposicién del error de prediccion.

Una vez estimados los parametros del modelo se pueden obtener estimaciones 6ptimas de
los componentes no observados de interés como tendencia, estacionalidad, etc. mediante
un algoritmo basado también en el filtro de Kalman.

En primer lugar vamos a explicar brevemente qué son los modelos en el espacio de los
estados y después se presentara el filtro de Kalman.

5.2.1. Modelos en el Espacio de los Estados

Consideremos el caso méas general en el que contamos con una serie temporal multivariante,
Y; de N elementos. El modelo general en el espacio de los estados(MEE), relaciona estas
variables observadas Y; con un vector (m x 1), «; , denominado vector estado a través de
la llamada ecuacion de medida:

Y;:Ztozt—i—dt—i—et tzl,,T (57)

donde Z; es una matriz de orden (N x m), d; es un vector (N X 1) y ¢ es un vector
(N x 1) de perturbaciones aleatorias serialmente incorreladas con

E(e) =0 y Var(e) = Hy t=1,....T
e incorrelado con el vector estado, es decir, Cov(e, ) =0 k> 0.

En general, las variables a; no son observables pero se suele suponer que estan generadas
por un proceso markoviano de primer orden. La ecuacién que nos describe la evolucion
en el tiempo del vector estado a; se denomina ecuacion de transicion:

at:Ct at—1+€t+Rtnt tzl,,T (58)

donde C} es una matriz de orden (m x m), e; es un vector (m x 1), R; es una matriz
(m X g),y m esun vector (g x 1) de perturbaciones serialmente incorreladas con

E(m) =0y Var(m) = Q
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La inclusién de la matriz R; junto con el vector n; es hasta cierto punto arbitraria. El
término de pertubacién siempre se podria redefinir de forma que su matriz de covarianzas
fuera R;Q:R;}. De todas maneras, la especificacién dada por (5.8) es més adecuada cuando
7, se identifica con un conjunto particular de perturbaciones del modelo.

La especificacién completa de un modelo en el espacio de los estados suele incluir dos
supuestos adicionales:

a) El vector estado inicial ag, tiene media ag y matriz de covarianzas F:

E(ag) = ag Yy Var(ag) = Py

b) Los términos de perturbacion ¢, y n; estan incorrelados entre si y con el vector estado
inicial:

E(eml) =0 Vs, t=1,...,T
E(eay) =0 E(niag) =0 t=1,....T

En general vamos a considerar que las matrices Z;, dy, H;, Cy, e;, Ry, Q; no son estocésticas?
de forma que el MEE es un modelo lineal?. Si ademds imponemos la restriccién de que
no cambien a lo largo del tiempo, diremos que el MEE correspondiente es invariante en
el tiempo:

Y; = ZO{t“—d‘l‘Et (59)
o = Coyqg+e+ Ry,

Para un modelo univariante e invariante en el tiempo, la representacién en el espacio de
los estados seria:

Y, = zou+d+¢ (5.10)
oy = COétfl—'—e‘i‘RtT]t

donde Y; es un escalar y z es un vector (1 x m) y Var(e) = H = o>

Los modelos estructurales univariantes, objeto de estudio de este texto, estan escritos en
el espacio de los estados directamente, donde el vector estado a; contiene los componentes
no observados de tendencia, estacionalidad, etc.

1Si se les permite cambiar en el tiempo es de forma prederminada.
2El modelo es lineal en el sentido de que para cualquier valor de t, y; se puede expresar como una
combinacion lineal de valores pasados y presentes de 1, B, X3, € y el vector estado inicial ay.
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Modelo de Paseo Aleatorio con ruido. Este modelo estd directamente escrito en el
espacio de los estados con:

Q= iy C=z=R=1 d=e=0 Qzai

El vector estado recoge el inico componente no observable de la serie que viene represen-
tado por el nivel de la tendencia p;.

Es importante tener en cuenta que la definicién del vector estado «; para cualquier modelo
estadistico viene dada por construccion. Los elementos de a; pueden estar o no identi-
ficados con componentes susceptibles de una interpretacién interesante, por ejemplo, en
términos de tendencia y estacionalidad.

Modelo de tendencia local lineal. Supongamos que el vector estado recoge los compo-
nentes de nivel y pendiente de la tendencia, p, 3 :

ye = [1 0y + &
He 11 Hi—1 Tt
(0% = = —|—
RN EsT R b
con Q = diag(o;, 07).
Modelo estructural basico. Consideremos el caso particular de un modelo estructural

bésico con un componente estacional de periodo s = 4 y definido en funcién de variables
ficticias. La representacion en el espacio de los estados:

¥y = [10100]ay + &
e I 1 0 0 0 Hi—1 Ur
By 01 0 0 0 Bi-1 ¢
ap = Ve =100 -1 -1 -1 Yeo1 | + | we
V-1 00 1 0 0 Vi—2 0
Yt—2 00 O 1 0 V-3 0

donde con Q = diag(o}, o¢, o2, 0, 0).

w?

Ejercicio 5.1. Escribe en el espacio de los estados el modelo estructural basico para una
serie mensual.
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5.2.2. EIl Filtro de Kalman

Una vez que el modelo esta escrito en la forma del Espacio de los Estados, se pueden
aplicar un nimero importante de algoritmos que tienen como centro el Filtro de Kalman
(FK). Para simplificar, se van a considerar los modelos univariantes y invariantes en el
tiempo.

El FK es un procedimiento recursivo cuyo objetivo es calcular estimadores optimos del
vector estado en un momento dado t, basados en toda la informacién disponible hasta ese
momento t. Este conjunto de informacién consistiria en las observaciones de la serie Y;
hasta e incluyendo el momento t. Tanto z, C, R, Q, y 02, como los valores iniciales ag y
Py se suponen conocidos en todos los momentos de tiempo y, por lo tanto, no es necesario
que estén explicitamente incluidos en el conjunto de informacion.

Este método o algoritmo recursivo se puede dividir en dos grupos de ecuaciones:

e Ecuaciones de Prediccion, que obtienen un predictor éptimo del vector estado y de
la préxima observacion con toda la informaciéon hasta t:

dados a;, P, se obtienen a; i1/, Yit1/e, Pigige

e Ecuaciones de Actualizacién que incorporan la nueva observacion Y, en la estima-
cion del vector estado:

dada la nueva observacion Y;,; se obtienen a;i1, P11

Una de las ventajas del FK es que permite actualizar la estimacién del vector estado
continuamente segin vamos obteniendo nuevas observaciones. Esta aplicacion es de gran
utilidad, en general, en ingenieria, donde se producen nuevas observaciones muy frecuen-
temente. No parece, sin embargo, que tenga tanta importancia en Economia donde las
observaciones aparecen a intervalos mas largos, por lo que cabe la pregunta ;cual es la
utilidad del FK en el campo de la economia?

e Produce predicciones 6ptimas (en el sentido de ECM minimo) tanto de las observa-
ciones futuras como del vector estado junto con sus ECM de prediccion.

e En cuanto al vector se refiere, no siempre tiene interpretacion econémica, pero cuan-
do la tiene (tendencia, estacionalidad, etc.) interesa estimar su valor en cada mo-
mento t, a; , utilizando toda la informacién de la muestra y no sélo parte de ella,
es decir, la disponible hasta t. Esto es lo que se conoce como extraccion de senales.
Existen algoritmos relacionados con el FK que solucionan este problema.

e Otra razon fundamental es que cuando las perturbaciones y el vector estado inicial se
distribuyen normalmente, se puede construir la funciéon de verosimilitud via lo que se
conoce como la descomposicién del error de prediccion. Este resultado proporciona
una base para estimar los parametros desconocidos del modelo y realizar contrastes
de diagnosticos y especificacién.
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Forma general del Filtro

Consideremos el modelo en el espacio de los estados invariante en el tiempo siguiente:

Y, = zay+d+ ¢
ap = Cay_1+e+ Ry

2
€t o 0
~ NID |o,
( N ) { < 0 @ )1
Cov(er,ap—) =0 VE>0 oo ~ N(ag, P)
Elen,) =0 E(e ap) =0 E(nag) =0 Vt, s

donde:

El conjunto de ecuaciones que forman el FK se dividen en ecuaciones de prediccion que
proporcionan el predictor 6ptimo para el vector estado ay; con toda la informacion hasta
t, v las ecuaciones de actualizacion que nos permiten incorporar la nueva informacion
disponible dentro del estimador del vector estado.

Sea a;_; el estimador éptimo ? de a;_1, basado en todas las observaciones disponibles hasta
e incluyendo Y;_;. Denotemos por P,_; la matriz de covarianzas del error de estimacion
del vector estado:

Py=F [(Oétfl - atfl) (OCtA - at71>/]

Dados a;—1 y Pi_1, el estimador 6ptimo de a; junto con su ECM viene dado por las
ecuaciones de prediccion :

at/t_l = Cat_l +e (511)
Pt/t—l - CPtC, —|—RQR/ (512)

Dada esta estimacion del vector estado en el momento t con informacién hasta el momento
t-1, se puede obtener la prediccion del valor futuro Y;:

Yiji1=zay1+d
El error de prediccion correspondiente es:
=YY =Y,—zay1—d=z( —ay—1) + &

Estos errores de prediccion se denominan innovaciones ya que representan la nueva infor-
macion contenida en la ultima observacion.

3Se dice que a; es un estimador éptimo de ay cuando, Va, dentro de la clase considerada:
El(oy — ar) (o — ar)'] < Ef(ew — ) (o — a@)']

donde < indica que la matriz de la izquierda tiene elementos menores en la diagonal principal.
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Cuando llega la nueva observacion, Y;, el estimador de oy, a;/¢—1, junto con su matriz de
ECM, se puede actualizar, mediante las ecuaciones de actualizacion:

ap = Qg1+ Pt/t—lzl f;l (Y, — =2 /-1 — d) (5.13)
P, = Pp1— Ppa? fitz Py (5.14)

donde:
fe=2Pp172 + o’

Se puede observar que las innovaciones tienen un papel fundamental en la actualizacién
del vector estado. Cuanto méas alejado este el error 1, del vector nulo, mayor sera la
correccion en el vector estado. Ademas podemos observar tambien que f; no es mas que
la varianza del error de prediccion.

Las ecuaciones de prediccion junto con las de actualizacién conforman el FK. Este se
puede especificar tambien como un solo conjunto de recursiones:

i1/t = C [at/t—l + Pt/t_lzl ftil (Sft - Z/ Atjt—1 — d)] +e (515)
Piap = ClPyy — Py 2 [7'2 P, )] C"+ RQR (5.16)
Operando:
A+1/t = Cat/t—l + kt(}/t - Z, at/t—1 — d)] +e (517)
Py = ClPy—1 — Pippa 2 [tz t//tfl] C'"+RQFR (5.18)
donde:

ky=C Pt/tflzl ft_l

es conocida como la ganancia de Kalman. La ecuacion de recursion para el vector estado
se puede escribir como una combinacién lineal de la nueva observacion y de la tultima
estimacion:
/
e = (C—k2)agpr + kbt Yy

La recursién para la matriz de covarianzas del error de estimacion (6) se conoce como la
ecuacion de Ricatti.

Los valores iniciales del FK se pueden especificar en términos de ag y Fy y/o de ays
y Pij0. Dadas las condiciones iniciales, el FK nos proporciona el estimador 6ptimo del
vector estado segun va llegando cada nueva observacién. Cuando se han procesado las
T observaciones, el filtro nos proporciona el estimador éptimo del vector estado en el
momento T', ar, y en el T'+ 1 basado en el conjunto de informacién completo, azq/7.
Este estimador contiene toda la informacién necesaria para llevar a cabo predicciones
optimas de los valores futuros tanto de Y; como del vector estado.
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Interpretacién del Filtro de Kalman

Bajo los supuestos de normalidad siguientes:

ag N(ao, P())

2
€; o> 0
~ N |0,
(3) ~ (5 0)]
podemos derivar el FK y darle una interpretacién determinada. Para ¢t = 1, tenemos que:

a; = Cap + Ry

donde a; sigue una distribucion normal multivariante porque es combinacién lineal de
variables normales. Ademas, condicionado a Yy, tenemos que la media de «a; es:

a0 = CCLO

y su matriz de covarianzas:

P1/0 - CP[)C/ + RQR

Con lo que la distribucién condicionada es:
Otl/Yo ~ N(al/Oa Pl/o)

donde a;/p es la media de «; condicionada a la informacién disponible en el momento
t=0.

Si se conociera la distribucion de a7 en t = 0, entonces los resultados anteriores son
redundantes y las condiciones iniciales vendrian dadas en términos de a9 y P 0.

Para obtener la distribucién de «; condicionda a Y7, se hace lo siguiente:

ay = ayp+ (041 — Cl1/0)

El vector (4, Y7) tiene una distribucién normal con media (d},, 2"ai/0) y matriz de

covarianzas:
Py g P2
Z/P1/0 Z,P1/02+02

Aplicando el siguiente lema:

X1 px Yxx XXy
Y y )7\ Zyx Xyy
X/Y ~ N [NX/Y; EXX/Y]
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donde:

px;y = Hx+ Sxy Syy (Y — py)
Sxx/y = Sxx — Sxv Syy Syx

se ve que la distribuciéon de a4 condicionada a Y; es:
a1/Y1 ~ N(ay, Pr)
donde:

a = ayo+ PiyZ (ZPipZ+H) " (Y1 — Z'ay)
P = Pi—PipZ (ZPpZ+H) Z Py

Repitiendo los pasos sucesivamente, tenemos las ecuaciones de prediccién y actualizacion

del FK.

La derivaciéon del FK sélo permite interpretar a; y P, como la media y la matriz de
covarianzas de la distribucién condicionada de ;. Pero al presentar el FK, a; ha sido
descrito como el estimador 6ptimo de a; basado en toda la informacién disponible en el
momento ¢, mientras que P, se presentaba como la matriz de covarianzas del error de
estimacion.

. Por qué bajo el supuesto de Normalidad, el FK proporciona estimadores éptimos?

Se puede demostrar que, bajo los supuestos de Normalidad, el FK proporciona la media
y la matriz de covarianzas de la distribucion de «; condicionada a toda la informacién
disponible hasta el momento ¢:

a; = Eloy|Y1,Ys, ..., Y] = El()
P = E {(Oét — Ey(ay)) (o — Et(at))/}

Anélogamente se tiene que:

ag/t—1 = E[Oét\yh Yo, ... ,Yt—l] = Etfl(at)
Pt/t—l = FEiq {(Oét - Et—l(at)> (Oét - Et—l(a/t)),}

Consideremos la media de la distribucién de o condicionada a la informacién disponible en
el momento ¢, E;(oy). La media condicionada es una estimacion de o de Error Cuadratico
Medio Minimo, en el sentido de que cualquier otra estimaciéon tiene una matriz de ECM
que se puede escribir como:

V=PF+A

donde A es una matriz semidefinida positiva.
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Esta media condicionada se puede considerar tambien como un estimador de «;. La di-
ferencia entre una estimacion y un estimador es que la primera es un niimero mientras
el segundo es una regla. Es decir, la media condicionada como una estimacion es una
coleccién de numeros asociadas a una realizacién particular de observaciones; mientras
que como estimador es una expresion que se aplica a cualquier conjunto de observaciones.
Con este cambio de interpretacion la media condicionada se convierte en un vector de
variables aleatorias. Ahora bien, se puede demostrar que este estimador minimiza el ECM
cuando el valor medio se toma sobre todas las variables del conjunto de informacién y no
sobre un conjunto particular de valores. En este sentido, E;(a;) es un estimador de ECM
minimo de ;.

Como, en general, la cantidad que va a ser estimada, o sea el vector estado, es aleatorio, no
podemos hablar de matriz de covarianzas del estimador, ni de insesgadez del estimador,
etc. De la misma forma que cuando hablamos de insesgadez nos referimos a que el valor
medio del error de estimacion es cero, tambien hablamos de matriz de covarianzas del
error de estimacién que tambien denominamos matriz de ECM del estimador.

Cuando las perturbaciones del modelo en el espacio de los estados no se distribuyen nor-
malmente ya no es cierto que, en general, el FK proporcione la media condicionada del
vector estado. ;Qué propiedades tiene el estimador que proporciona el FK, a;? Restrin-
giéndose a los estimadores que son lzneales en las observaciones, entonces a; es el estimador
que minimiza el ECM. Es decir, a; es el estimador lineal de ECM minimo de «.

Todo lo dicho anteriormente se aplica a ay/;—1 y P;;—1, y a las predicciones de Y; con
informacién hasta el momento ¢ — 1. Dada la estimacién del vector estado a;/;—1, la
prediccion del valor futuro, Y; es:

Yt/t—l = 20/t

que son las predicciones de ECM minimo si el modelo es normal, y si no lo es, Y}/, es el
predictor lineal de ECM minimo de y;. Los errores de prediccién son:

v =Y, =Yy =2 (0 —agp-1) + & t=1,...,T

y Se conocen como innovaciones, ya que representan la nueva informacién contenida en
la dltima observacion.

En un modelo gaussiano el valor medio del error v, es cero, y en este sentido el predictor
es insesgado, y su varianza (o ECM de predicciéon un periodo hacia adelante) viene dada
por:

V(n)=F [Z (o — at/t—l) + €t] [Z' (o — Gt/t—l) + Et}/ = f
Se puede demostrar que estos errores de prediccién estan incorrelados entre si para dife-
rentes momentos de tiempo*:

E(wv,)=E [2 (o —agjp—1) + et] [z (s — ag/s—1) + 65]/ =0 t#s

E [e (o — agye—1)] =0
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de forma que:
v ~ NI1D(0, f)

Si no hacemos el supuesto de normalidad en el modelo, la media del vector de innovaciones
sigue siendo cero, mientras que su matriz de covarianzas sigue siendo f;.

Es interesante hacer hincapié, en que los resultados sobre la distribucién de las innovacio-
nes solo son exactos si las matrices del sistema son fijas y conocidas. No son, en general,
ciertos si estas matrices contienen algunos parametros desconocidos que hay que sustituir
por estimaciones.

Los valores iniciales necesarios para comenzar las recursiones del filtro de Kalman se pue-
de especificar en funcién de ag y Fy o de ai/9 y Pyjo. Si existe informacion a priori de este
tipo, es decir, si la media y la matriz de covarianzas del vector estado inicial son conocidas,
entonces el FK produce estimaciones optimas del vector estado asi como predicciones opti-
mas de los valores de las futuras observaciones, basadas en toda la informacién disponible
incluida la observacion actual.

Condiciones Iniciales

Considerénse las condiciones iniciales para un modelo en el espacio de los estados inva-
riante en el tiempo. En principio, los valores iniciales vendrian dados por la media y la
matriz de varianzas de la distribucién no condicionada del vector estado. Las recursiones
comienzan en ag, Py 0 a1/, P10 . Dado que ay g es la prediccién de a; basada en ninguna
informacion sobre Y o X. Por lo tanto, es simplemente la esperanza no condicionada de
.

ai/o = E(al)

y su ECM asociado:
Py = Eay — E()] [an — E(on)]

El vector estado es estacionario si |A;(C')| > 1, es decir, si los valores propios de la matriz C'
son todos menores que la unidad en valor absoluto. En este caso la media no condicionada
de ay se puede obtener a partir del propio modelo tomando esperanzas no condicionadas
a ambos lados:

E(Clq) = CE(Oét_l)

Como «; es estacionario en covarianza:

(I, — C) E(a;) = 0

porque €; estd incorrelado con oy por definicién, y ademds estd tambien incorrelado con a;/;_; porque es
una funcion lineal de Y;_1.
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y como ninguno de los valores propios de C es la unidad, porque el vector estado es
estacioanrio, la matriz (/,, — C) no es singular y la tnica solucién para este sistema es:

E(a;) =0

La matriz de covarianzas no condicionada de a; , P;, se puede obtener tambien a trav,s
del modelo, simplemente multiplicandolo por su traspuesta y tomando esperanzas:

E(at)(at)/ = E[Coaq 1+ Ry [Coy1+ Rﬁt], =
= CE(ay_1)(_1)C" + E(RnmR)

Y = CXC' + RQR
cuya solucién general es:

vee(X) = [ - C ® C] ' vec(RQR')

Por lo que la matriz de covarianzas no condicionada de «y, se obtiene resolviendo la
ecuacion de Ricatti. Es decir, en general, si el vector estado es estacionario, y como la
distribuciéon no condicionada de «; es la misma que la distribucién no condicionada de
Qy, las iteraciones del FK pueden comenzar por:

ag =0 Ph=X
611/0:0 Pl/():E

Cuando el vector estado no es estacionario, su distribuciéon no condicionada no esta defi-
nida. A no ser que tengamos informacién a priori, la distribucién inicial de ag se puede
especificar como sigue:

a) A Priori Difuso: Py =kxl, k>0

El "a priori’ difuso se obtiene cuando x — oo, que corresponde con P;'. En este
caso tenemos una distribucion impropia en el sentido de que no integra a 1. Hay que
senalar que tambien se puede aplicar el ’a priori’ difuso a ay, con lo que Py = k1.

b) Obtener las condiciones iniciales a partir de las primeras observaciones. Si d < m
elementos del vector estado no son estacionarios, entonces utilizaremos las d primeras
observaciones para construir las condiciones iniciales y comenzaremos las recursiones
a partir de la observacion d + 1.

Para modelos univariantes, se puede demostrar que “el uso de un a priori difuso es equiva-

lente a construir las condiciones iniciales a partir de las m primeras observacioenes dado
que el modelo es observable”.
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Ejemplo 5.4. Consideremos el modelo de paseo aleatorio con ruido siguiente:

Y, = Ui + € V(Et)ZO'Q
U = -1+ 1 Vi) = o,

Un aspecto que podemos tener en cuenta cuando trabajamos con filtros en modelos univa-
riantes es que a veces puede ser interesante construir el modelo en el espacio de los estados
de forma que la varianza de las perturbaciones sea proporcional a un escalar positivo. De
esta forma:

V(e) = o2h V(m) =0o2Q

Si la matriz de covarianzas inicial se especifica tambien con un factor de proporcionalidad,

o2 entondes el FK se puede correr independientemente de o2 con las cantidades con

asterisco:
_ 2= 2 prx
Pt+1/t—U*Pt+1/t fe=0.1;

apareciendo en las recursiones.

Consideremos el modelo de paseo aleatorio con ruido escrito como sigue:
Y, = m+e Vig)=0*x1

Bt = fe—1+ M V() = oy =0%q =0’

Ecuaciones de prediccion

Myj—1 = My

Dtjt—-1 = DPt—1+1t(

FEcuaciones de actualizacion

my = Myp-1 + pt/t—lftil (Ye — muji—1)
bt = Ptjt—1 — pt/tflft_lpt/tfl
Jt = b1 t1
de forma que:

Pt/t—1

= o — _
my Myjt—1 Dy 1 (yt Myt 1)
b o= p _ pf/t—l
t t/t—1 p—t/tq 1
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Condiciones Iniciales. Supongamos que el proceso de paseo aleatorio comenzd en algin
momento del pasado remoto, entonces P, o seria infinita. Pongamos P90 =k, & >0y
arbitriamente grande:

K
man = (1 —ki)mijo + kun kl:l—i—m
2
P21 = K_1+/<;+q
Cuando:
Kk—oo = k=1 = M2/1 =41
P21 =1+¢q

5.2.3. Estimacion por Maxima Verosimilitud

Supongamos que hemos de estimar el vector de pardametros €, en base a T conjuntos
de observaciones Y7, Ys, ..., Y independiente e idénticamente distribuidas. La funcién de
densidad conjunta sera:

L(v:0) = [ p(vi:0) (5.19)

t=1

donde p(Y;) es la funcién de densidad del t-ésimo conjunto de observaciones. Tomada la
muestra, L(Y,0) se puede reinterpretar como la funcién de verosimilitud y el estimador
maximo-verosimil (MV) serd aquel que maximice la funcién (5.19) respecto de 6.

Una de las caracteristicas de las series temporales es que las T' observaciones no son
independientes. Por lo tanto, no se puede utilizar (5.19) y se ha de definir la funcién MV

como sigue: °
T

L(Y;0) = [ [ p(Vi/ Y1) (5.20)
t=1
donde p(Y;/Y;_1) representa la distribucién de Y; condicionada al conjunto de informacién
disponible en el momento ¢ — 1, es decir, Y,y = (Y7,...,Y;_1). Para estimar la funcién
de verosimilitud necesitamos conocer la distribucién p(Y;/Y¢—1) .

5Esta definicién de la funcién de verosimilitud se obtiene a partir del conocido resultado:
p(A() B) = p(A/B) p(B)

La densidad conjunta de la muestra Yo = (Y1,Ya,...,Yr) se puede escribir entonces de la siguiente
manera:

p(Yr)=p(Yr,Yr-1) =p(Y7/Y1-1)p(YT-1)

y aplicando sucesivamente el mismo resultado obtenemos la funcién de verosimilitud (5.19).

87



SARRIKO-ON 5/09 Técnicas de prediccion economica

Si el modelo esta escrito en la forma del espacio de los estados y si las perturbaciones
y el vector estado inicial del MEE se distribuyen como Normales Multivariantes, la dis-
tribucién de Y; condicionada a Y;_; serd tambien normal. Ademads, como se ha senalado
anteriormente

Et71<Y;£) =20t/ = Y;i/t—l

ECM1(Yy) = Era [(Yi = B (Y)) (Ve — Eea (V1)1 = V() = fo
obteniendose ambas mediante el filtro de Kalman.
Por lo tanto, la funciéon de Verosimilitud se puede escribir como:

T

T
r 1 Y, — Yi1)?
oot =~ ogze — Yo, - 5 el
t=1 t=1 t

Como Y; — Yi,—1 = 14, que puede ser interpretado como el vector de errores de pre-
diccion un periodo hacia adelante, a esta expresion de la funcién de verosimilitud se le
denomina descomposicion del error de prediccion. Los estimadores MV de 6 se obtendran
minimizando la funcién de Verosimilitud mediante algin procedimiento de optimizacion
numérica.

Ejemplo 5.5. Modelo de paseo aleatorio con ruido.

La estimacién del modelo de paseo aleatorio con ruido (5.4) para la serie Espectadores de
cine proporciona los siguientes resultados:

e Parametros estimados

0. = 2988,7 o, =1632,1
e Estimacién del vector estado al final de la muestra (entre paréntesis el ECM):
mr = 4126,9 (1929, 9)

donde my es la estimacién del nivel de la tendencia con toda la informaciéon de la
muestra.

Ejemplo 5.6. Modelo de tendencia local lineal.

La estimacién del modelo de tendencia local lineal (5.5) para la serie Tasa de actividad
de la mujer proporciona los siguientes resultados.

e Parametros estimados

5.=0,12223 6, =0,49467 ¢ = 0,00000

38



Técnicas de prediccion econdomica SARRIKO-ON 5/09

e Estimacién del vector estado al final de la muestra (entre paréntesis el ECM):
mr =45,34 (0,1188) b, = 0,16195 (0,0478)

donde my, by son las estimacién del nivel y la pendiente de la tendencia respectiva-
mente, con toda la informacién de la muestra.

Ejemplo 5.7. Modelo estructural basico.

La estimacién del modelo estructual bascio (5.6) para la serie Pasajeros de lineas aéreas
proporciona los siguientes resultados:

e Parametros estimados

0. = 0,01138 o, = 0,026447 o = 0,00000 o, = 0,008008

e Estimacién del vector estado al final de la muestra (entre paréntesis el ECM):

~

fir = 6,1809  (0,01698) 3=10,00937 (0,0022)

sip = —0,1101 (0,0152) sy = —0,21568  (0,01379)
ss7 = —0,06963 (0,0137) sar = 0,040004  (0,01374)
ssr=0,21936  (0,01374) ser =0,23184 (0,01374)
szp=0,10554  (0,01374) ss = —0,00295 (0,01375)
sor = —0,100244  (0,01376) sior = —0,014385  (0,01378)

sir = —0,11648 (0,013786)

donde my, by son las estimacién del nivel y la pendiente de la tendencia respecti-
vamente y s;r es la estimacién del factor estacional del mes j-ésimo, con toda la
informacion de la muestra.

5.3. Prediccion

Una de las finalidades del analisis de series temporales es la prediccion de futuras observa-
ciones. En el campo de los modelos estructurales de series temporales, una vez especificado
el modelo apropiado para la serie temporal, se puede obtener la funcién de prediccion de
las observaciones y de los componentes no observables del modelo, junto con sus errores
cuadraticos medios, mediante el filtro de Kalman.
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En resumen, si conocemos los pardmetros del modelo, la predicciéon de Y7,; junto con
su error cuadratico medio vienen dados directamente por las ecuaciones de prediccién del
filtro de Kalman. En el modelo gaussiano, el Filtro de Kalman proporciona ar, el estimador
de ECM minimo de a basado en todas las observaciones. Ademas, proporciona tambien
la prediccién un periodo hacia adelante y su ECMP:

aryir = Car
Yriyr = zargyr
ECM[YT+1/T] = Z PT+1/T Z/ + 0'3

Consideremos ahora el problema general de obtener predicciones de valores futuros de
Yrie, 0 =1,2,... basadas en la informacién de la muestra, es decir, conocidos ar y Pr.

En el modelo gaussiano, la prediccion éptima, en el sentido de que minimiza el error
cuadratico medio de prediccién, de Yo, Yr(£), es la esperanza condicionada:

Yr(0) = EYr|Yr, Yr_1, ..., Y1| = zaryyr

donde
arye¢/T = E[aT+£’YTa Yroq,... ,Yl] = 2ar4eT

y el Error Cuadratico Medio de Prediccion viene dado por:

ECM (Yry¢) = 2 Prygr 2 + 02 (=1,2,...

La mejor forma de obtener ari,/r y Prye/r es sustituir repetidamente en las ecuaciones
de prediccion del FK saltandose las de actualizacién (ya que no tenemos nuevas observa-
ciones):

-1
Qryp = C'ZCYT—FZ Oz_jRUT_i_j—I—RnT_,_g (=2,3,...
j=1
ET(aT+€) = aryyT = CeClT
-1
Progyr = C'Pr(C)'+> CIQ(C'Y
5=0

Hay que tener en cuenta que las matrices de ECM, Pr, 7, no tienen en cuenta los errores
que provienen de estimar cualquier parametro desconocido en la matrices del sistema:
C, Z;, etc. Pero normalmente el modelo contiene un conjunto de parametros desconocidos,
g, por lo que la formula para el ECM (yri¢/r) subestima el verdadero ECM porque no
tiene en cuenta la variacion extra debida a la estimacion de los parametros.
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Ejemplo 5.8. Modelo de paseo aleatorio con ruido.

Una vez estimado el modelo de paseo aleatorio con ruido (5.4) para la serie Espectadores
de cine, se pueden obtener predicciones para el futuro tanto por punto como por intervalo
(vease el gréfico 5.4). Nétese que en este caso las predicciones para la serie vienen dadas
por la proyeccion del nivel de la tendencia estimado con toda la informacion hasta T:

¢
arye/T = Ctar = apr = mr

YT(@ = ZQr4g/T = ar = M7
-1
ECM[Yr(0)] = z(C'Pr(C)'+>  CIQ(C'Y)2 +0o? =
=0
= Pr+ 50727 + o2

donde Pr es el error cuadratico medio de m estimacion del nivel en el momento 7.

Gréfico 5.4: Prediccion
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Ejemplo 5.9. Modelo de tendencia local lineal.

Una vez estimado el modelo de paseo aleatorio con ruido (5.5) para la serie Tasa de
Actividad de la mujer, se pueden obtener predicciones para el futuro tanto por punto
como por intervalo (vease el grafico 5.5).
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En este caso las predicciones para la serie vienen dadas por la proyeccién en el futuro de
la tendencia lineal donde tanto el nivel como la pendiente han sido estimados con toda la
informacion hasta T:

1/
s = =3 1] 3]

1 /¢
YT(E) = ZaT+g/T:[1 0]|:0 1:| |:7/Z;:|:mT+€bT

/—1
ECM[Yr(0)] = z(C'Pr(C)'+> CIQ(C'Y)2 +o?

J=0

Gréfico 5.5: Predicciéon
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Ejemplo 5.10. Modelo estructural basico.

Una vez estimado el modelo de paseo aleatorio con ruido (5.6) para la serie Pasajeros de
lineas aereas, se pueden obtener predicciones para el futuro tanto por punto como por
intervalo (vease el grafico 5.6).

En este caso, la prediccién del valor futuro de Y es la composicion de la proyecciéon de los
dos componentes no observados de la serie, tendencia y estacionalidad (vease el grafico
5.7) estimados con toda la informacion hasta T:

4
CLT+g/T = OCLT

YT(E) = ZQpyg/T = ar = Mp + (b + ST

-1
ECM[Yr(0)] = z(C'Pr(C)'+)  C7Q(C'Y)Z +o?
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Grafico 5.6: Predicciéon de futuras observaciones

Ln(Pasajeros)
Prediccion Ln(Pasajeros)
64
62
ok
58
56

I . . . . . I .
55 56 57 58 59 60 61 62

Grafico 5.7: Predicciéon de los componentes
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5.4. Extraccion de senales

Uno de los objetivos principales al analizar una serie temporal suele ser la estimacion en
cada momento t de ciertos componentes no observables de la serie que tienen interés por
si mismos y que tradicionalmente se denominan tendencia, estacionalidad, etc. lo que se
conoce como extraccion de senales. Por ejemplo, si contamos con series mensuales que
presentan comportamiento estacional puede interesar estimar la estacionalidad en cada
momento ¢ con el fin de obtener la serie desestacionalizada.

Los modelos estructurales de series temporales estan especificados directamente en funcion
de los componentes no observados de tendencia, estacionalidad, etc. Por otro lado, estos
modelos se representan muy facilmente en el espacio de los estados. Como hemos visto,
una vez estimados los parametros desconocidos del modelo por méxima verosimilitud, las
recursiones del filtro de Kalman proporcionan estimaciones 6ptimas de los componentes no
observados de la series que estan incluidos en el vector estado a4, basadas en las observa-
ciones disponibles hasta el momento ¢. Sin embargo, seria posible obtener una estimacion
maés eficiente de los componentes del vector estado o4 si utilizaramos toda la informacion
muestral hasta el momento T, es decir, el objetivo es calcular E(oy|Y1,Ys, ..., Yr). A esta
media condicional de oy se le denomina estimacién suavizada y al filtro que la genera le
denominaremos algoritmo suavizador.

Es importante hacer la siguiente distincién. El objetivo del filtrado es encontrar el valor
esperado del vector estado a;, condicionado a la informacion disponible en el momento t, es
decir, E(a4|Y}). El objetivo del alisado (extraccion de sefiales) es tener en cuenta tambien
la informacion despuces del momento t. La media de la distribucién de a4, condicionada
a toda la muestra, se puede escribir como E(ay|Yr) y se conoce como estimador alisado.
Como este estimador se basa en mas informacion que el estimador de filtrado, tendra un
ECM que serd en general menor (nunca puede ser mayor).

Si el MEE es gaussiano:
Qg = ET(at) = E(Oét’YT)

es el estimador de ECM minimo de «; basado en toda la muestra. Si relajamos el supuesto
de normalidad, atn sigue siendo el estimador lineal de ECM minimo.

Existen varios algoritmos de alisado de un modelo lineal. El més interesante en nuestro
caso es el algoritmo de intervalo fijo. Este algoritmo consiste en un conjunto de recursiones
que comienzan con las cantidades finales, ar v Pr, dadas por el FK y trabaja hacia atras.
Las ecuaciones son:

CLt/T = a; + Pt* (CLt+1/T — C’at)
Pyr = P+ P (Pyyr — Pap) P

donde:
Pf=PRC'Pl,, t=T-1,...,1
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con ar/p = ar 'y Pryp = Pr. Este algoritmo requiere, por lo tanto, que a; y P; se guarden
para todo ¢, asi como P,yy;.

Con estos algoritmos podemos estimar la senda seguida por parametros que varian en el
tiempo, componentes no observados de las series como tendencias y estacionalidades, etc.

Una de las razones mas conocidas por las que nos puede interesar la extraccion de senales
es para obtener series desestacionalizadas. Desestacionalizar una serie supone remover el
componente estacional de la serie original. En un modelo estructural los componentes de
una serie estan definidos explicitamente, por lo tanto, una vez estimados los parametros
del modelo, podemos obtener el componente estacional mediante un algoritmo suavizador
y extraerlo de la serie. La serie desestacionalizada seria:

s—1

Y}D =Y, — ST =Y —Z St—j/T

j=1

Ejemplo 5.11. Modelo de paseo aleatorio con ruido.

El tnico componente no observable de este modelo es la tendencia. La figura izquierda
del gréfico 5.8 muestra la serie Espectadores de cine y su tendencia estimada con toda
la informacion de la muestra. Se puede observar que el componente de tendencia tiene
una evoluciéon mucho mas suave que la serie. La figura derecha del grafico 5.8 recoge el
componente irregular estimado que, en este caso, es igual a la serie sin tendencia.

Grafico 5.8: Componentes suavizados
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Ejemplo 5.12. Modelo de tendencia local lineal.

El unico componente no observable de este modelo es la tendencia que consta de un nivel y
una pendiente. La figura de la izquierda del grafico 5.9 muestra la serie Tasa de actividad
de la mujer y su tendencia estimada con toda la informacion de la muestra. El componente
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irregular estimado se recoge en el grafico derecho de la misma figura. Se observar que la
tendencia estimada y la serie observada son muy similares, siendo el irregular estimado
muy pequeno.

Gréfico 5.9: Componentes suavizados
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Ejemplo 5.13. Modelo estructural bdsico.

En este modelo se incluyen dos componentes no observados de interés en si mismos, la
tendencia y la estacionalidad. En las dos figuras del grafico 5.10 se representan la tendencia
y la estacionalidad estimadas para la serie Pasajeros de lineas aéreas en logaritmos con
toda la informacion de la muestra.

Grafico 5.10: Componentes suavizados
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Otro de los objetivos que se plantean cuando se lleva a cabo la extraccion de senales en
una serie es la eliminacién de alguna de estas senales. Asi, si se elimina el componente de
tendencia se obtiene la serie desestacionalizada:
s—1
YP =Y, —syr=Y,— ;
g Lt t/T = It St—j/T

j=1
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La figura inferior del grafico 5.11 muestra la serie Pasajeros de lineas aéreas desestaciona-
lizada. Se puede observar que el ciclo estacional ha desaparecido y presenta una evolucion
creciente.

Gréafico 5.11: Serie desestacionalidad vs. tendencia suavizada
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Cuando se trabaja con una serie con un marcado componente estacional como es el caso
de la serie Pasajeros de Lineas aéreas, en ocasiones, interesa no analizar la serie bruta sino
alguna senal libre de estacionalidad que permita estudiar mejor el comportamiento a largo
plazo. Existen dos senales que se pueden utilizar en este caso: la serie desestacionalizada
y la tendencia.

El grafico 5.11 muestra ambas senales para la serie Pasajeros de lineas aéreas: la tendencia
suavizada (figura superior) y la serie desestacionalizada (figura inferior) lo que permite
compararlas facilmente. Obviamente, las dos senales han eliminado la estacionalidad, pero
la tendencia siempre va a ser mas suave que la serie desestacionalizada ya que esta ultima
incluye tendencia y componente irregular.

Por otro lado, también puede interesar eliminar el comportamiento a largo plazo de la
serie. Existen dos senales que se pueden utilizar en este caso:
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e La serie sin tendencia:

s—1

Y =Y, = Tyr =) seyr+lyr

j=1
e El componente estacional suavizado

El grafico 5.11 muestra ambas senales para la serie Pasajeros de lineas aéreas. Se puede
observar que ambas senales oscilan en torno a cero y presentan el ciclo estacional. La
estacionalidad estimada es més suave que la serie sin tendencia que incluye también el
componente irregular.

Grafico 5.12: Serie sin tendencia vs. estacionalidad suavizada
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Capitulo 6

Prediccion con modelos ARIMA

Dado que desarrollar el marco teérico de los modelos ARIMA y su metodologia de mode-
lizacién seria muy amplio para la extension de este documento, se refiere al lector a libros
de texto de referencia como Aznar y Trivez (1993) o Uriel (2000) donde encontrara toda
la informacion necesaria sobre estos modelos.

El objetivo de este capitulo es obtener predicciones éptimas de Y; en algiin momento
futuro basadas en un conjunto de informacion

Ir ={Yr, Yr_1, Yr_o, Yp_o,...} (6.1)

y bajo el supuesto de la serie Y; sigue el siguiente modelo ARIM A(p, d, q):
®,(L) AY; =0 + 6,(L)a (6.2)
donde el polinomio autorregresivo estacionario ®,(L) y el invertible de medias méviles

©,(L) no tienen raices comunes.

Por predictor éptimo (o predicciéon éptima) se denomina a aquel que es la mejor en el
sentido de que minimiza una determinada funcién de pérdida. Lo mas usual es minimizar
el Error Cuadratico Medio de Prediccién, por lo que diremos que Yr(¢) es un predictor
6ptimo si minimiza el ECMP, es decir, si cumple que:

EYrye = Yr(0)) < EYroe = Y7(O)  VYZ(0)

Se puede demostrar que, bajo condiciones de regularidad muy débiles, el predictor por
punto 6ptimo viene dado por la esperanza condicionada al conjunto de informacién:

Yr(l) = EYrullr] = EYrol|Yr, Yro1, Yroo, Yro3,...| = Er[Yri]
es decir, por el valor esperado de la distribucién de Y7 (¢) condicionada la informacién
disponible.

Nada garantiza que esta esperanza condicionada sea una funcién lineal del pasado de la
serie. Pero si el proceso sigue una distribuciéon normal, se puede demostrar que la esperanza
condicionada se puede expresar como una funcion lineal del conjunto de informacion,
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I7. Por lo tanto, bajo el supuesto de normalidad, el predictor éptimo en el sentido de
minimizar el ECMP es lineal. Si no se cumple este supuesto, la proyecciéon lineal de Y7,
en su pasado proporcionaria el predictor éptimo dentro de la clase de predictores lineales.

La prediccion éptima por intervalo se construira a partir de la distribucion del error de
prediccién que, bajo el supuesto de que a; ~ RBN(0,0?), es la siguiente:

er(() = Yryo — Yp(l) ~ N(0, V(er(()))

Tipificando se obtiene:
Yrie — Yr(0) =0

V(er(£))

De forma que el intervalo de prediccién de probabilidad (1 — «) % es:

Ye(0) = Noja /V(er(@),  Ye(€) + Najzv/Vier(0) |

~ N(0, 1)

Para tratar la prediccion éptima en el marco de los modelos ARIMA comenzaremos desa-
rrollando la teoria de la prediccion para los modelos estacionarios, para después aplicarla
a los modelos no estacionarios utilizando como ilustracién aquellos modelos ARIMA més
sencillos.

6.1. Prediccion con modelos estacionarios

Consideremos el modelo lineal general
Y;g = at+w1at_1+w2at_2+¢3at_3+... t:1,2,... (63)

que es un modelo M A(c0) y el conjunto de informacién dado por (6.1). La estrategia
de prediccién se va a basar en escribir el valor que se desea predecir, Yr,, tal y como
se genera en funcién del modelo para luego obtener la prediccién éptima calculando la
esperanza condicionada al conjunto de informacién. Para la representacion medias méviles
general, Y., viene dado por:

Yrie = arpe+ v arpe—r 02 arieo+ . ey arp HYrar + e a1 Yo ar—o+ ..

Tomando la esperanza condicionada al conjunto de informacién, se obtiene:

Yr(l) = Ep[Yrid = Year + Y1 ar—1 + Yeyoar—o + Yepsar—s + ...

dado que:
ar+j J<0

Erlary;) =
r(ary;) { Elars,) =0 >0
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La perturbacién a; es la innovacion en el momento ¢. Si, dado el conjunto de informacion
I, se conoce el verdadero valor de Y;, como la parte sistematica se puede predecir
mediante el modelo, la perturbacion a; = Y, — P.S; esta determinada, es fija. Si, dado I,
no se conoce el verdadero valor de Y, entonces la innovacion a; no esta determinada por
el conjunto de informacion, con lo que su media condicionada serd la misma que su media
no condicionada, es decir, cero.

Los errores de prediccion son:

er(l) = Y =Yr(l) = app + rap + Yoar—y + Ysap—g + ... —
— (Yrar + Yoar—1 + Y3ar—s + ...) = ary
er(2) = Yro—Yr(2) = apyo + Yrars + Yoar + Ysap_ + ... —

— (Yoar + Ysar—1 + Yaar—s + ...) = ars2 + VY1 ary

er(0) = Yroo—=Yr(l) = arge + Y1arpe—1 + Yoarp—2 + ...+ Y ary +
+ Year + Y1 ar—1 + Ypoar_g + .o —
— (Year + Yey1ar—1 + Yepoar—o + Yeisap_s + ...) =

= ary + Yrarye + Yrarp—o + oo+ Y1 ary

Los errores de prediccion son una combinacion lineal de las perturbaciones futuras ag,,, £ =
1,2,... con valor medio cero:

Er(er(l)) = Erlarie + 1ari-1 + Yoarie—s + ... + Y_1arp1] = 0

La varianza del error de predicciéon o Error Cuadratico Medio de Prediccion viene dado
por:

Viler(1)) = Erler(1)]® = Erlara]? = o°
Vi(er(2)) = Erler(2)]? = Erlarye + ¢vrara]® = (1+47) o

Vier(t)) = Erler(0))> = Erlarie + ¥1ario—1 + Yoarie—a + ... + Y1 arq)® =
-1

= (I+ei+s+.. +ei,) 0 = o> ) 4 (6.4)

=0
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Como se puede observar la varianza del error de predicciéon va creciendo conforme nos
alejamos en el futuro. Ahora bien, si el proceso es estacionario se cumple que:

o
D vi<oo
i=1

por lo que esta varianza no crece indefinidamente, sino que tiene una cota maxima finita.

Se puede observar que la perturbacién o innovacién a; y su varianza o? tienen una nueva
interpretacion:

-a; =Y, =Y, 1(1) , es el error de prediccién un periodo hacia adelante.

- V(a;) = 0% , es la varianza del error de prediccién un periodo hacia adelante.

Si el proceso ruido blanco sigue una distribuciéon normal, se tiene que:

er(l) =Yy — Yr(€) ~ N[0, V(er(())]
Por lo que el intervalo de prediccién de probabilidad (1 —«) % es:

YT+1 . [YT<1) — Na/Q \/02 ) YT(l) + Na/g \/03:|

YT+2 . [YT(Q) — Na/g 0'2 (]. -+ ¢%) 3 YT(2> + Na,/Q 0'2 (1 + ¢%>:|

6.1.1. Predicciéon con modelos MA(q).

Comencemos por un modelo de medias méviles sencillo, por ejemplo, el M A(2) de media

CEero:
Y;g :at—ﬁlat,l —92(115,2 CLtNRBN(O,O'Q) t:1,2,

La funcién de prediccion es:

Yryo = arp — bhar — Orar—y

YT(D = ET[YT—H] = ET[GTH — thar — Oy aT—l] = —birar — Oyar_y
Yrio = aryo — bhapp — Orar

Yr(2) = Er[Yryo = Erlarys — bharyy — Oar) = —b02ar4
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Yrys = args — brarpe — bharp
Yr(3) = Er[Yrys] = Erlaris — Orarys — bhary] =0

Por lo tanto, la funcién de prediccién de un M A(2), depende del conjunto de informacién,
I7, para ¢ =1,2. A partir de £ > 2, la prediccién éptima viene dada por la media del
proceso.

Estos resultados se pueden generalizar facilmente para el modelo M A(q):

Yi=a — a1 — Ogap—0 — ... — Ogas—, a; ~ RBN(0,0%) t=1,2,...

La funcién de prediccion es:

( Yr(1) = —61ar — Osar—1 — ... — Oyari1-4
Yr(2) = —6yar — Osap_o— ... — O ari0-,
Yr(l) =
Yr(q) = —b,ar
Yr() = 0 Vil=q+1,q+2,...

\

Como el modelo M A(2) esta escrito directamente en forma medias méviles, se obtiene la
varianza del error de prediccién aplicando la expresién (6.4) con o; = 60;,1=1,2,...,q
y ¥ =0,Vi>q

( Vier(1)) = o7
Vier(2)) = (1+603%) 0>
Vier(£)) =
Vier(q)) = (A+6+63+...4+602 )07
[ Vier(0)) = (Q+6+605+...+602) 0% (=V(Y)) (=q+1,q+2,...

Aunque la varianza del error de prediccion es una funcién creciente de /¢, el horizonte de
prediccion, tiene una cota maxima que viene dada por la varianza no condicionada del
proceso y que se alcanza para ¢ = q.

Se puede concluir que para un modelo M A(q) las predicciones para los ¢ primeros hori-
zontes de prediccion, ¢ =1,2,...,q, dependen del conjunto de informacion a través de los
errores de prediccion un periodo hacia adelante ar,ar_1,...,ary1-4, con lo que se me-
jora la prediccion respecto de la media no condicionada del proceso porque se predice con
una varianza del error de prediccién menor que la varianza no condicionada del proceso.
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A partir de ¢ = ¢, el conjunto de informacién no aporta nada a la prediccién porque las
predicciones 6ptimas son la media no condicionada del proceso y la varianza del error de
prediccion es la varianza no condicionada del proceso. Esto significa que, condicionando
al conjunto de informacién, se obtienen los mismos resultados que sin condicionar, luego
a partir de £ = ¢, I ya no es informativo.

La prediccién por intervalo viene dada por:

(=1 ——HlaT—OQGT,l—...—QanH,q + Na/g \/0'2]

{=2 _02(11” — 036LT_2— el = QqCLT+2_q + Na/g 02(1+¢9%):|
l{=gq —0O,ar £ Na/g\/O'Q (1+6%+...+9§_1)]

(>q [0 % NopyJo? 1+ 6+, +62,+62)]

La amplitud de los intervalos de prediccion va creciendo con £, con el limite impuesto por

£ Nopo \JO2 (L4674 + 02y +02) = £Nopo /V(V))

6.1.2. Predicciéon con modelos AR(p)

Consideremos el modelo autorregresivo més sencillo, el AR(1).

Y, = ¢Y,.1 +a  a, ~ RBN(0,0%) t=1,2,...

La funcién de prediccion es:

YT+1 = ¢YT + ariq
Yr(1) = Er[Yrp] = ErloYr + arp] = ¢Yr

Yrpo = 0Yrp + argo

Yr(2) = Er[Yryo] = Er(¢Yri + aryo] = ¢ Er[Yrp] = ¢Yr(1)

Yris = ¢Yrie + arys
Yr(3) = Er[Yris) = Er[oYrio + aris]) = ¢ Er[Yrie] = ¢Yr(2)

De forma que la funcién de prediccion es:

Yr(l) = ¢Yp(0), €=1,2,3,... (6.5)
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dado que:
Yrij J<0

E“”“):{Eaﬂﬁ> j>0

La funcién de prediccién (6.5) recoge una regla de cadena para obtener las predicciones
de un proceso autorregresivo unas en funcion de las otras hasta un futuro indefinido. La
trayectoria de la funcién de prediccién depende de la estructura de la parte autorregresiva:

) = oYr
(2) = oYr(l) = poYr =¢"Vr
Yr(3) = ¢Yr(2) = ¢¢*Yr=¢’Yr
4) = oYr(3) = ¢’ Yr =¢' Yy
)

= ¢'Yr (=1,2,3,...

Como el proceso autorregresivo es estacionario, |¢| < 1, y por lo tanto cuando nos alejamos
en el futuro la funcién de prediccion tiende hacia la media no condicionada del proceso:

lim Y7(0) = 0 (= E(Y}))

l—00

Para construir los intervalos de prediccién, se ha de obtener la varianza del error de
prediccion. Para ello es preciso partir del modelo escrito en forma medias méviles. En el
caso del AR(1):

1

(1-0L)Yi=a = Y= ;=

— YV, = (1+¢oL+ L+ LP+.. )y

— Yi=a+oua+da ot az+...

Por lo que la varianza del error de prediccion se obtiene aplicando la férmula general (6.4)

con U = ¢, Vi:

( Vier(l))= o
Vier(2)) = (1+¢°)0°
Vier(0)) = { Vier(3) = (1+¢*+(¢*)?) 0
Vier(4)) = (14 ¢*+ (¢*)* + (¢*)?) 0”
( Vier(£)) = (1 +¢*+(¢*)* +...+ (671)*)0”
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La varianza del error de prediccion es monotonamente creciente conforme nos alejamos
en el futuro. Como el proceso es estacionario, esta varianza no crece indefinidamente sino
que tiene una cota superior dada por la varianza no condicionada del proceso:

0.2

lim V(er(¢)) = elggo o [T+ + () + ...+ ("] = T

{—00

= V(1Y)

La prediccién por intervalo es:

(=1 [o¥r + Nop Vo?|

(=2 |9Yr(1) £ Nop /o> (1+ )|

(=3 [6Y2(2) £ Nup Vo2 (1+ 2+ (09|

O |OYr(l=1) £ Nap Vo> T+ @+ @+ ..+ (@) |

La amplitud de los intervalos de prediccion va creciendo con £, con el limite impuesto por

o2

o2 |10

= E£Nopp V'V (V)

Los resultados obtenidos para el modelo AR(1) se pueden extender para el modelo AR(p).
En general, las funciones de prediccién de procesos autorregresivos puros, se obtendran a
partir de reglas de cadena:

YT(£) = ¢1YT(€_1> + ¢2YT<£_2) + ¢3YT(€_3) + ...+ ¢pYT(€_p)7 (= 1,2,3,...

La funcién de predicciéon de un proceso AR(1) utiliza la ultima observacién Y para
obtener la predicciéon un periodo hacia adelante y luego, a partir de ésta, se obtienen
el resto de las predicciones. En el caso de un autorregresivo de orden p autorregresivo
de orden p, se utilizaran las p ultimas observaciones para obtener las predicciones para
¢=1,2,...,p, v el resto se obtienen a partir de las p primeras.

6.1.3. Predicciéon con modelos ARMA(p,q).

Consideremos un modelo ARM A(p, q) sencillo, el ARM A(1,2):

Y;g =9 + ¢Y;,1 + a; — 91&,571 — Ggat,g Ay ~ RBN(O, 0'2) t= 1,2,... (66)
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La media de este proceso no es cero si § # 0:

J

EY:) = -0

Las predicciones por punto son:
Yrpn = 0+ ¢Yr + arp — bhar — Ohar—y
Yr(1) = Er[Yri) = E7[0 + ¢Yr + aryy — 6har — Osar—q] =
=0 + quT - 01aT — QQCLT_l
Yrpo = 0+ 0Yr + arype — Orapy — Ozar
Yr(2) = Ep[Yryo = Ep[d + ¢Yri + arge — O1ap — Orarp] =
=0 + QbYT(l) — QQCLT

Yrys = 0+ ¢Yrie + apys — Orapye — Orarp
Yr(3) = Er[Yrys) = Erld + ¢Yrio + apys — Orapys — Orary] =
=0+ oYr(2)

— YT(€> = ET[YT—M] =0+ ¢YT(£— 1) Vi{>2

La estructura de la funcién de prediccion es la siguiente. Las dos primeras predicciones
dependen de la ultima observaciéon Yr (parte autorregresiva) y de los tltimos errores de
prediccién un periodo hacia adelante ar y ar_; (parte medias méviles). Para ¢ > 2, la
parte medias moviles no aparece de forma explicita en la funcién de prediccién, y cada
prediccion se va obteniendo de las anteriores siguiendo una regla en cadena marcada por
la parte autorregresiva. Esta funciéon se va acercando a la media del proceso conforme nos
alejamos en el futuro:

Yr(3) = 6+ ¢Yr(2)
Yr(4) = 64+ oYr(3) =8+ (6 + ¢Yr(2) = 6(1+¢) + ¢* Y (2)
Yr(5) = 04+ oYr(4) = 6 + ¢(6(1+¢) +¢* Yr(2) = 6(1 4 ¢+ ¢*) + ¢* Y (2)

Yr(l) = 6§+ oYr(l—1) = 6(1+0+¢*+...+¢"3) +02Y(2)

de forma que como el modelo ARM A(2,1) es estacionario, |¢| < 1 y:

{—3 ‘ 5
lim Yr(6) =6 > 9= ﬂ<= E(Y}1))
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Para obtener la varianza del error de prediccion y, por lo tanto, las predicciones por
intervalo, se deriva la representacion medias méviles infinita:

(1—¢L)Y, = (1 —0,L — 0,L%) a,

1—0,L—0,L>
— Y, = 11_¢L2 a = (L+ 1L+ o l? + 5L + .. ) ay

de donde:
1—6,L— 0,17

1—o¢L
— 1—-0L -0, = (1 —¢L)(1 + 1 L + o L* + 93 L* + ..))

e igualando coeficientes:

L —-0L=@W1—-¢9)L = —-bh=1v1—¢ = Y1=0¢-0

L o L= (2 — ¢n) L = —Oh =ty — b1 = = dwhy — b = §(d — 61) — b5

LP 0L =(@s—tao) L’ = 0=vs—th¢ = t3=0oi

=1+ L+ L*+ s L3+ ...

Los pesos de la forma medias méviles infinita son:
k=0 1p=1
k=1 Q/11 = éf? -t
k=2 ty=0¢h1 — 0y =¢d(¢p—01) — 0
k>2 tp=¢pa

con estos pesos se pueden construir los intervalos de prediccién. Como el proceso ARM A(1, 2)
es estacionario, la amplitud de los intervalos ira creciendo conforme nos alejamos en el

futuro pero con una cota maxima dada por [i Noj2 x V(YY) } .

6.1.4. Predicciones con modelos estacionarios estimados

Habitualmente no se conoce el proceso que ha generado la serie temporal Y; por lo que
hay que estimarlo con los datos disponibles, obteniendo:

0o (L)Y: = 0,(L)d, t=1,2,...,T

donde a; son los residuos del modelo, pero también una estimacion del error de prediccion
un periodo hacia adelante.
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Por ejemplo, en el caso del modelo (6.6), la funcién de prediccién estimada serfa:

621 YT(1>:(§+QEYT—9A1&T—¢§2€LT,1
Yp(l) = ¢ £=2 Yr(2) =6+ ¢ Yr(1) — ba iy
(>2  Yp(0) =64 ¢Yr(l—1)

Ejemplo 6.1. Modelo M A(2)
Y, =10,34+a;+0,67a,-1 — 0,31 ay_o t=1,2,...,T
Funcién de prediccion:
(=1 Yr(1) =10,3+0,67 ar — 0,31 ar—4
Yo(f) = =2 Yy(2)=10,3—-0,3Llar

~

(>2  Ypt)=10,3(= E(Y}))

Todos los procesos medias méviles finitos son estacionarios y, como se puede observar en la
figura de la izquierda del grafico 6.1, a partir de ¢ = 2 la funcién de prediccién permanece
constante en la media del proceso con una amplitud constante del intervalo de prediccion.

Gréfico 6.1: Proceso MA(2) versus Proceso AR(2)
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Ejemplo 6.2. Modelo AR(2)
Y, =24+1,33Y,1—0,69Y; 9+ a, t=1,2,...,T
Funcién de prediccion:
(=1 Yr(1)=2,4+1,33Y7, — 0,69 Y74
Yo(l) = (=2 Yr(2) =2,4+1,33Yr(1) — 0,69 Y7

0=1,2,3,... Yp(0)=2,4+1,33Yp(¢ —1)—0,69Ys(l —2)
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El proceso AR(2) es estacionario:

1—1,33L+0,69L%>=0

1,334 /1,332 — 4 1,334 /— 1
L opp, - L% V1,33 x 0,69 1,33 0,9 _ 133 09 _ .
2 x 0,69 1,38 1,38 © 1,38

1,33 V0.99\?
|Ly| = |Ly| = Va2 + b = \/ 138 (1138) = /1,4486 = 1,2 > 1

Por lo que la funcién de predicciéon tiende a su media cuando nos alejamos en el futuro:

~

) 5 2.4
lim Yp(0) = E(Y;) = A ! — 6,67
Jim Y (6) (¥:) = — ¢y 1-1,3340,69

Este resultado se puede observar claramente en la figura de la derecha del grafico 6.1.
La serie presenta un comportamiento ciclico que se refleja en la funcion de prediccion
que presenta un ciclo amortiguado antes de dirigirse sistematicamente hacia la media del
proceso.

Ejemplo 6.3. Modelo ARMA(1,1)
Y, =9,3+0,82Y, 1 +a; +0,62a;4 t=1,2,...,T
La funcién de prediccion es:
(=1 Yr(1) =9,3+0,82Yr +0,62ar
= { (2 Yp(0)=9,3+0,82Yp(C 1)

Gréfico 6.2: Funcién de prediccion: ARMA(1,1) estacionario
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Como el proceso es estacionario dado que cumple la condiciéon de que la raiz del polinomio
autorregresivo es, en valor absoluto, mayor que la unidad,

1
1-0.82L = L=— =122 Ll =122 > 1
0,8 0 — o8 = b — |L|=11,22| >

la funcion de prediccion tiende a su media cuando nos alejamos en el futuro:

R 5 9,3
1/ Y g :EY — -~ = ?
P r(0) (Y1) 1—¢ 1-0,82

= 51,67

En las figuras del grafico 6.2 se puede observar el comportamiento de la funcién de pre-
diccion por punto y por intervalo. Las 1ltimas observaciones se encuentran por debajo de
la media lo que lleva a que la funcién de prediccion parta de un valor inferior a la media
estimada del proceso. De forma que la trayectoria de la funcion de prediccion es creciente
al principio para dirigirse hacia la media del proceso donde se va estabilizando. Asimis-
mo, se observa el comportamiento de los intervalos de prediccion, de amplitud creciente
al principio hasta estabilizarse con la varianza del proceso.

6.2. Prediccion con modelos no estacionarios.

La prediccién con modelos no estacionarios ARIM A(p,d, q) se lleva a cabo de la misma
manera que con los modelos estacionarios ARM A(p, q). El predictor por punto 6ptimo
de Yy, viene dado por la esperanza condicionada al conjunto de informacién Yr(¢) =
Er[Yrye]. Para obtener esta esperanza condicionada basta con escribir el modelo en forma
de ecuacion en diferencias y obtener las esperanzas condicionadas, sabiendo que:

Yry; J<0
Yr(j) J>0

aryj  J<0

ErYryy] = { Erlary;] = {

0 >0

Para construir los intervalos de prediccion,

[YT(é) + Nojo V(eT(ﬁ))] donde V(er(?)) = UZ_: 2/132

J=0

el modelo ha de estar escrito en forma M A(co) ya que v, son los pesos del modelo ARIM A
escrito en forma medias méviles.

Para analizar las caracteristicas de la funcién de prediccién para modelos no estacionarios
ARIM A(p,d, q), consideremos varios ejemplos sencillos.
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Ejemplo 6.4. Modelo ARIMA(0,1,1).

Consideremos que la serie Y; ha sido generada por el siguiente modelo:
Y, = Y1 +a +0a

La funcién de prediccion es:
YT(l) = ET[YT+1] = YT + QCLT
YT(Q) = ET[YT—i-Q] = YT(l) = YT + Q(ZT
YT(3) = ET[YT+3] = YT(Q) = YT<]_) == YT + QCLT

Yr(l) = Er[Yry] = Yr({—1) = Yr + Oar (=1,2,3,...

Por lo tanto, la funcién de prediccion es una linea horizontal: pasa por la prediccién un
periodo hacia adelante, Y7 (1), que depende del conjunto de informacién a través de Yr
y ar y del pardmetro del modelo, #, y permanece alli conforme ¢ crece.

En el caso del modelo de paseo aleatorio, como 6 = 0, la funciéon de prediccién es:
Yr(¢) = Er[Yry] = Yr (=1,2,3,...

Por lo tanto, las predicciones 6ptimas vienen dadas por la ultima observacién indepen-

dientemente del horizonte de prediccién (vedse la figura izquierda del grafico 6.3).

Se puede demostrar que si la serie Y; ha sido generada por un proceso integrado de orden
1, de forma que se puede representar mediante un modelo ARIM A(p,1,q) sin término
independiente (6 = 0), la funcién de prediccién cuando ¢ — oo, tiende a una constante:

Yr(f) =% KT

Hay que tener en cuenta que K no es la media del proceso porque como no es estacionario
no tiene una media hacia donde ir, sino que es una constante que depende del conjunto
de informacién y de los parametros AR y M A del modelo.

Obtengamos la funcién de prediccién para un proceso integrado de orden 1 con constante,
por ejemplo, el modelo de paseo aleatorio con deriva (77).

Yr(1) = Er[Yry] =Yr +90
YT(Q) = ET[YT+2] = YT(I) + 0 = YT -+ 2 (S
YT(S) - ET[YT+3] - YT(2> + (5 == YT + 3 (5

YT(€> - ET[YT+€} :YT<£_1)+5:YT+€6 621,2,3,...
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La funcién de prediccién es una linea recta de pendiente 6 (vedse la figura derecha del
grafico 6.3).

Se puede demostrar que si la serie Y; ha sido generada por un proceso integrado de orden
1, de forma que se puede representar mediante un modelo ARIM A(p, 1,q) con término
independiente (6 # 0), la funcién de prediccién tiende a una linea recta cuando ¢ — oo,

Yr(t) = KT 4 5¢

La pendiente de la funcién de prediccion viene dada por la constante o y el intercepto,
KT, depende del conjunto de informacién y de los pardmetros del modelo.

Gréfico 6.3: Modelos ARIMA: Funciones de prediccién.
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En lo que se refiere a la prediccién por intervalo para modelos no estacionarios, las fi-
guras del grafico 6.3 muestran como la amplitud de los intervalos de prediccién para los
modelos ARIM A(p,d, q) crece indefinidamente conforme el horizonte de prediccién ¢ se
hace mayor. Hay que tener en cuenta que cuando el proceso no es estacionario el limite
lim.o Vler(¢)] no existe.

Para calcular la V]er(f)] de un modelo no estacionario ARIM A(p,d, q) es necesario
escribir el modelo en forma M A(co0). Pongamos como ejemplo el modelo de paseo aleato-
rio (?77?) que, escrito en forma M A(oco) queda como sigue:

Y, = ar + a1 + a9 + a3 + ... de forma que ;=1 Vj
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La varianza del error de prediccion es:
0
Vier()] = o* Y 07 = o°
§=0
1
Vier(2)] = o) ¢ = o (1+1) = 20
5=0

2
Vier(3)] = oY ¢ = o> (1+1+1) = 30
=0

Vier())) = o® Y 47 =0 (1+1+..4+1) =L0® (=123, ..

que no tiene limite finito.

Por dltimo, considerando el caso de procesos integrados de orden 2, ARIM A(p,2,q), su
funcién de prediccion final toma la forma:

Yr(0) =% KT 4+ KT/

Es decir, conforme el horizonte de prediccién aumenta y nos alejamos en el futuro la
funcién de prediccién tiende a una linea recta donde tanto el intercepto, K{ , como la
pendiente, KI , dependen del conjunto de informacién y de los pardmetros del modelo.
Por lo tanto, aunque la estructura de esta funcién de prediccién es la misma que la de los
modelos ARIM A(p, 1, q) con término independiente (por ejemplo, la funcién de prediccién
del paseo aleatorio con deriva), esta funcién de prediccién es més flexible.
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Capitulo 7

Ejercicios

7.1. Cuestiones

C.1. ;Como se especifica un modelo de componentes no observados? Describe el com-
portamiento de una serie temporal

“sin tendencia”

que presenta tendencia lineal

que decrece en el tiempo con un componente estacional multiplicativo

con una tendencia creciente y un componente estacional aditivo

C.2. ;Qué es una serie desestacionalizada?

e Explica por qué puede ser una buena idea estimar la tendencia de una serie a partir
de la serie desestacionalizada cuando trabajamos con series estacionales.

e Si un dato corresponde a un mes con un factor estacional menor que uno, el dato
desestacionalizado es mayor que el valor actual de la observacion.

C.3. ;De doénde proviene el nombre de Métodos de Alisado Exponencial?

e ;Por qué se le denomina también Métodos de Prediccion “ad hoc”?

e En el Método de Alisado Exponencial Simple, ;qué observaciones tienen mayor peso
a la hora de estimar el nivel actual de la serie que queremos predecir?

e Para que tipo de series puede ser apropiado utilizar el Método de Alisado Expo-
nencial Simple? ;Y el Método de Holt-Winters? ;Y el Método de Holt-Winters con
estacionalidad?
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e Explica intuitivamente como actualizamos el nivel y la pendiente en el método de
Holt-Winters? ;Y en el método de Holt-Winters con estacionalidad? ;Y el compo-
nente estacional?

C.4. Describe dos procedimientos sencillos para predecir una serie temporal cuyo com-
portamiento es:

e Y, =T, +1
o Y, =T, +5 + 1

° Yt:TtXStXIt

C.5. Modelos de Componentes No observados globales:

e Si una serie posee una tendencia cuadratica y un componente estacional muy estable
aditivo ;qué modelo de regresion podrias utilizar para predecir valores futuros de la
serie?

e Para un modelo con estacionalidad aditiva, explica que recogen los coeficientes s;
que acompanan a las variables ficticias.

C.6. ;Qué comportamiento esperas de los errores de prediccion en los siguientes casos?

e Se ha utilizado un modelo con el componente estacional aditivo para predecir una
serie que tiene una tendencia decreciente y un componente estacional multiplicativo.

e Se ha utilizado un modelo con el componente estacional aditivo para predecir una
serie que tiene una tendencia decreciente y un componente estacional multiplicativo.

C.7. Explica las ventajas y desventajas de utilizar los modelos globales de regresion
frente a los métodos de alisado exponencial y de medias méviles.
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C.8. ;Son ciertas o falsas las siguientes afirmaciones? jPor qué? Si fueran falsas modifica
su redaccion para convertirlas en ciertas.

e Una serie temporal “sin tendencia” fluctia aleatoriamente en torno a un nivel medio
que cambia rapidamente en el tiempo.

e Una serie temporal con tendencia lineal fluctia aleatoriamente en torno a un nivel
medio que cambia de forma lineal o curvilinea en el tiempo.

e Una serie temporal con tendencia cuadrética fluctia aleatoriamente en torno a un
nivel medio que decrece a una tasa creciente.

e Si una serie presenta un componente estacional multiplicativo , la amplitud del ciclo
estacional permanece constante a lo largo del tiempo.

e Si una serie presenta una tendencia decreciente y un componente estacional aditivo,
la magnitud del ciclo estacional decrece con el tiempo.

e El Método de Alisado Exponencial Simple
> se utiliza cuando el patréon de comportamiento de los datos presenta una ten-

dencia lineal.

> se puede demostrar que el valor estimado del nivel es una combinacion lineal
de todas las observaciones pasadas de la serie.

> la 1dltima observacion es la que tiene menor importancia a la hora de estimar
el nivel my, mientras que el resto de las observaciones tienen mas importancia
conforme nos alejamos mas en el pasado.

> valores grandes de la constante de alisamiento, «, hacen que el peso dado a las
observaciones pasadas decaiga muy lentamente.

e El Método de alisado exponencial de Holt-Winters con estacionalidad

> actualiza el componente de la pendiente combinando la estimacién previa de
la pendiente con la diferencia entre la estimacién de la estacionalidad en el
periodo corriente y la estimacién de la estacionalidad en el periodo anterior.

> el procedimiento apropiado para series con estacionalidad aditiva se puede
aplicar a series con estacionalidad multiplicativa reemplazando las divisiones
por restas y las sumas por multiplicaciones.

C.9. En un conocido boletin de coyuntura las tasas de crecimiento de las variables se
calculan utilizando lo que alli denominan “tasas logaritmicas”, ja qué se refiere?
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7.2. Problemas

Problema 1. Contamos con la siguiente serie de ventas anuales de un conocido producto,
medida en cientos de miles de unidades para los anos 1987-2003:

Ano | 1987 1988 1989 1990 1991 1992 1993 1994 1995 1996
Ventas | 174 154 175 221 200 234 230 249 262 293

Ano 1997 1998 1999 2000 2001 2002 2003
Ventas | 270 291 299 327 317 337 336

e ;,Qué modelo de componentes no observados es apropiado para la serie? Estima los
parametros del modelo con datos desde 1987 hasta 1996 unicamente. Los siguientes
datos te pueden ser de utilidad: t =1,...,10

0 t=55 0o =38 30y =2192 10ty = 13185

e Predice por punto y por intervalo los valores futuros de la serie desde el ano 1997
hasta el 2003. Represéntalas graficamente.

e Dado que conoces los verdaderos valores de las ventas para el periodo 1997-2003,
calcula y representa graficamente los errores de prediccion. ; Qué conclusién obtienes
sobre la capacidad predictiva del modelo?

Problema 2. El responsable de una empresa del sector necesita unas previsiones del
numero de lineas telefénicas contratadas. Se dispone de datos mensuales desestacionaliza-
dos, desde enero de 1980 a diciembre de 2001 (en miles de lineas) que estén representados
en el siguiente grafico:

350

Lineas telefénicas (1980,1 - 2001,12)

300+

250

200+

150 -

100

50

80 82 84 86 88 90 92 94 96 98 00

e ;Qué significa que los datos han sido desestacionalizados?
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e A la vista de la evolucion temporal de la serie de datos, ;qué modelo de componentes
no observados propondrias para predecirla? ;por qué? Interpreta los componentes
del modelo propuesto.

e Se han estimado por Minimos Cuadrados Ordinarios dos modelos diferentes para
esta serie con datos desde enero de 1980 a diciembre de 2000. Luego, con cada uno
de ellos se han obtenido predicciones de la serie desde enero de 2001 hasta diciembre
de 2001. Los resultados han sido los siguientes:

(1) Yi=T+1L donde T, = 88,96 + 0,838 ¢
) 252 . 12 1 ,
R2 = 0,984 ; I? = 15363, 02 ; 5 eon2(0)* = 2819
2) Y, =T, +1, donde T, = 96,06 + 0,670 ¢ + 0, 00066 ¢2
) 252 . 12 1 ,
R? = 0,986 ; I? = 12881,40 ; 15 con2(()* = 76,04

> Interpreta los dos modelos propuestos para estimar los componentes de la serie.
. Qué tipo de modelos son? ; Qué tipo de comportamientos generan para la serie
temporal?

> ;Cudl de los dos modelos propuestos proporciona mejor ajuste dentro de la
muestra?

> ;Cudl es la funciéon de prediccién de cada modelo? ;Qué modelo genera las
mejores predicciones?

> Qué modelo utilizarias para predecir Y;? Calcula las predicciones de Y; para
el ano 2002, sabiendo que re-estimando los dos modelos con datos de enero de
1980 a diciembre de 2001, se ha obtenido:

(1) Y,=T,+1, donde 7T, =87,53+0,854 t
252
R* = 0,984 > I} =18173,85
t=1
(2) Yi=T+1 donde T, = 96,06 + 0,670 £ + 0,00066 1>
252
R* = 0,988 > I} =13482,65

t=1
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Problema 3. El gréfico siguiente representa las ventas al por menor en EE.UU. de
América contabilizadas en ddlares corrientes. Los datos son mensuales, desde enero de
1955 a diciembre de 1994 y han sido previamente desestacionalizados!.

200000

Ventas (1995, - 1996,1)

150000 -

100000 |

50000

56 58 60 62 64 66 68 70 72 74 76 78 80 82 84 86 88 90 92 94 96

e ;Qué significa que los datos han sido desestacionalizados?

e ;Te parece que las unidades de medida son las mas adecuadas? ; Aplicarias alguna
correccién sobre la variable?

Respecto a la tendencia de la serie:

e A la vista del grafico, jte parece correcto especificar una tendencia global determi-
nista? jPor qué?

e ;Qué funcién (o funciones) del tiempo elegirias para representar el comportamiento
de la tendencia? ;Por qué?

A continuacién, puedes encontrar los ajustes por Minimos Cuadrados Ordinarios de dife-
rentes funciones para la tendencia.

a) Tendencia lineal: Y, = T; + [,

468
T, = —16391, 25 + 349, 77¢ R? = 0,898859 > I =117210°
t=1
b) Tendencia parabdlica: Y; = T, + I,
B 468
T, = 18708,7 — 98,3t + 0,9+’ R* = 0,997 > 17 =3,46210°
t=1

Wedse Francis X. Diebold (1998). Elements of forecasting, Ed. South-Western, pp.91-99.
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¢) Tendencia exponencial: logY; =T, + I;

468
T, = 9,39 + 0, 006t R? = 0,987 > I} =3,934
t=1

e Propdn algun criterio para elegir entre las funciones ajustadas.
e Segln ese criterio, jcudl te parece mejor, la tendencia lineal o la parabdlica?

e ;Te parece correcto utilizar la suma de cuadrado de los residuos u otra medida
similar para elegir entre la tendencia exponencial y la parabdlica? ; Por qué?

Finalmente se ha estimado la tendencia exponencial directamente sobre la serie y;, utili-
zando Minimos Cuadrados No Lineales en lugar de Minimos Cuadrados Ordinarios. Los
resultados han sido:

Tendencia exponencial: Y; = T, + [,

468
T, = 11967, 8 %0034 R? =10,989 > 17 =1,3210"
t=1

A la vista de estos resultados, ;qué tendencia crees que se ajusta mejor, la parabola o la
exponencial?

Problema 4. Con datos mensuales de enero de 1988 a diciembre 1993, se ha ajustado
por Minimos Cuadrados Ordinarios un modelo de regresion, obteniéndose:

T T
Y, = 6+0,2t Y Wi-Y) =) F=74307 T=T2
t=1 t=1

e ;Cuadles son los elementos que forman parte de este modelo? Escribe el modelo para
Y; e interpreta los parametros.

e (Calcula la prediccion por punto para los doce meses del ano 1994.
e El siguiente grafico representa los valores de los residuos del ajuste minimo-cuadrati-
co ordinario, I;. A la vista del grafico, jcrees que el modelo ajustado recoge correcta-

mente el comportamiento de la serie? ;por qué? Si tu respuesta es negativa, explica
que modelo utilizarias.
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Problema 5. Considera el siguiente modelo para la serie Y;:

Y;f = aebt It;

e Interpreta el modelo. Interpreta el coeficiente b.

a>0

e ;Qué comportamiento esperas si b > 07 ;Y para b < 07

e ;Cémo se puede estimar el parametro b?

Problema 6. Un fabricante de marionetas desea predecir las ventas mensuales de un
determinado diseno. Este modelo lleva ya en el mercado unos cuantos anos y ha observado
que su demanda es bastante estable. Los datos disponibles son los siguientes:

2000 2001 | 2002
Enero 423 350 330
Febrero 403 400 410
Marzo 474 470 408
Abril 451 311 514
Mayo 465 395 402
Junio 445 333 343
Julio 459 452 438
Agosto 325 414 | 419
Septiembre 365 310 | 374
Octubre 331 341 415
Noviembre 376 433 451
Diciembre 331 378 333

e ;Cuadl es el modelo de regresion lineal apropiado para representar la evolucién de

esta serie?

e Estima los parametros del modelo por minimos cuadrados ordinarios utilizando
como conjunto de informacién los anos 2000-2001. Interpreta los resultados.

e Predice por punto y por intervalo las ventas para el ano 2002. Represéntalas grafi-

camente.

e Obtén los errores de prediccién y comenta los resultados.
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Problema 7. La siguiente tabla contiene datos anuales de las series Tasa mortalidad
infantil por mil nacimientos (A), Consumo per capita de pescado (B) y Produccion de
energia eléctrica (C)2.

TABLA III
Ano A B C Ano A B C

1940 | 47,0 11,0 179 | 1966 | 23,7 10,9 1249
1941 | 45,3 11,2 208 | 1967 | 22,4 10,6 1317
1042 | 40,4 8,70 233 | 1968 | 21,8 11,0 1436
1943 | 40,3 7.9 267 | 1969 | 20,0 11,2 1552
1944 | 39.4 87 279 | 1970 | 20,0 11,8 1639
1945 | 38,3 99 271 | 1971 | 19,1 11,9 1718
1946 | 33,8 10,8 269 | 1972 | 18,5 124 1853
1947 | 32,2 10,3 307 | 1973 | 17,7 12,9 1959
1948 | 32,0 11,1 336 | 1974 | 16,7 12,2 1968
1949 | 31,3 10,9 345 | 1975 | 16,1 12,2 2003
1950 | 29,2 11,8 388 | 1976 | 152 12,9 2123
1951 | 284 11,2 433 | 1977 | 14,1 12,7 2212
1952 | 284 11,2 463 | 1978 | 13,8 134 2785
1953 | 27,8 11,4 514 | 1979 | 13,1 13,0 2319
1954 | 26,6 11,2 544 | 1980 | 12,6 12,8 2286
1955 | 26,4 10,5 629 | 1981 | 11,0 12,9 2295
1956 | 26,0 10,4 684 | 1982 | 11,5 12,3 2241
1957 | 26,3 10,2 716 | 1983 | 11,2 13,1 2310
1958 | 27,1 10,6 724 | 1984 | 10,8 13,7 2416
1959 | 26,4 10,9 797 | 1985 | 10,6 14,5 2469
1960 | 26,0 10,3 844
1961 | 25,3 10,7 881
1962 | 25,3 10,6 946
1963 | 25,2 10,7 1011
1964 | 24,8 10,5 1083
1965 | 24,7 10,9 1157

e Utilizando los datos de 1940-65 identifica y estima la tendencia de cada una de las

series®.

e Compara tus predicciones para el periodo 1966-1985 con los datos reales. jHan sido
buenas tus predicciones? Si no, sugiere por qué.

Problema 8. La tabla recoge la serie de Numero de Turistas llegados a un pais. Consi-
derando tnicamente la serie para los afios 1975-1982 (ambos inclusive),

2Los datos han sido tomados de C.W.J. Granger (1995). Forecasting in business and economics. Ed.
Academic Press.
3No hay que fijarse en los datos postmuestrales al elegir la curva de ajuste.
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e Especifica un modelo de regresion lineal que represente el comportamiento observado
en la serie.

e ;Cuadles son los factores estacionales estimados?. Calcula serie desestacionalizada.
Represéntala graficamente.

e ;Cual es la tendencia estimada? Represéntala graficamente.

e Obtén las predicciones por punto y por intervalo del nimero de turistas para los
anos 1983 y 1984. Represéntalas graficamente.

1 trim. 2 trim. 3 trim. 4 trim.

1975 224 570 800 512
1976 230 995 835 537
1977 238 622 869 560
1978 249 650 900 585
1979 260 675 932 605
1980 271 702 966 628
1981 280 724 1000 651
1982 291 748 1040 674
1983 300 772 1070 685
1984 312 800 1100 702

Supongamos que conocemos los datos para los anos 83-84. Calcula los errores de prediccién
cometidos. Represéntalos graficamente y comenta los resultados.

Problema 9. Con los datos de la demanda mensual de automoviles durante cuatro anos
recogidos en la tabla, obtén la funcién de prediccion para ¢ = 1,2, ...,12, mediante un
modelo de regresion. Representa graficamente las predicciones obtenidas.

1970 1971 1972 1973

Enero 31 43 55 66
Febrero 30 42 54 67
Marzo 35 47 60 71
Abril 42 54 70 78
Mayo 45 57 69 81
Junio 52 64 76 88
Julio 58 70 81 93
Agosto 60 71 84 96
Septiembre 57 69 80 93
Octubre 51 65 76 87
Noviembre 52 60 75 88
Diciembre 47 61 71 83
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Problema 10. Sea Y, una serie temporal de ventas mensuales de un producto que sigue
el siguiente comportamiento:

Y = Tendencia + Estacionalidad + Irregular

e Especifica un modelo de regresion con las siguientes caracteristicas: una tendencia
lineal y un componente estacional. Interpreta los parametros del modelo propuesto

e Imagina que las ventas del producto aumentan en Semana Santa ; Cémo recogerias
en el modelo este hecho? (ayuda: considera su semejanza con un factor estacional,
algo que se repite anualmente, pero que cada ano se sitia en época distinta)

Problema 11. Considera las dos series temporales siguientes:

Serie: Capturas anuales de bonito en toneladas (Cofradia de San Telmo)
t | 1970 | 1971 | 1972 | 1973 | 1974 | 1975 | 1976 | 1977 | 1978 | 1979
5136 | 4604 | 5141 | 5613 | 5539 | 560 | 5562 | 5578 | 4891 | 4557

t | 1980 | 1981 | 1982 | 1983 | 1984 | 1985 | 1986 | 1987 | 1988 | 1989
0981 | 5744 | 5140 | 4798 | 4886 | 5321 | 4198 | 4517 | 5073 | 4821

Serie: Trafico aéreo mensual en la CAPV
Mes 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

1985 | 77,1 | 92,8 | 103,2 | 126,9 | 105,1 | 1255 | 138,2 | 146,4 | 124,8 | 1552 | 160,3 | 1715
1986 | 144,0 | 169,3 | 163,2 | 170,5 | 150,1 | 156,5 | 145,7 | 144,5 | 119,0 | 135,1 | 143,2 | 151,8

e ;Qué modelo de series temporales propones para cada una de ellas?

e Explica detalladamente cémo predecirias los valores futuros de las mismas

Problema 12. Sea Y} una serie trimestral compuesta por un nivel promedio constante y
un componente estacional, es decir:

Yi=a+ S5 +1,
Supon que utilizas para predecir la siguiente funcion de prediccién:
Yr(0) =Y

donde Y es la media aritmética con las T' observaciones disponibles de la serie. ;Cémo
esperarias que se comporten los errores de prediccién?
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Problema 13. Con los datos de la tabla que corresponden a las ventas trimestrales de
un famoso juego en los almacenes El Barato:

e (Calcula y representa las medias moviles simples de orden 5 de la serie.

e Calcula los factores estacionales de la serie mediante el método de la relacion a la
media movil.

e Estima la tendencia que debemos usar para predecir esta serie.

e Predice las ventas para el ano 4.

1 trim. 2 trim. 3 trim. 4 trim.

1 20 25 35 44
28 29 43 48
3 24 37 39 o6

Problema 14. EI numero de toneladas de acero producida por una empresa durante el
ultimo mes ascendio a 5250. El tonelaje pronosticado fue de 6000. La compania utiliza un
modelo de alisamiento exponencial simple con una constante de alisamiento de 0,3 para
elaborar sus predicciones. ;Cudl serd la prediccion de la compania para el mes siguiente?

Problema 15. El estadistico de una empresa decide utilizar el siguiente modelo sencillo
para predecir las ventas trimestrales de su producto, Y;:

Y;g = My + St -+ [t (1)
my = a(Yy—Si4)+ (1 —a)me_y
Spo= y(Ye—my) + (1 —7)S-a

donde my es el nivel de la serie en el momento ¢, S; son los factores estacionales (de forma
que Sy, 4 corresponden a los primeros trimestres de cada ano, So, 4 a los segundos, etc
k=0,1,2,...) e I; es el componente irregular correspondiente al momento ¢t que se supone
en promedio cero. Las ventas para los anos 1994 y 1995 son:

Trimestre 1 2 3 4

1994 210 118 116 210
1995 214 210 118 212

Los factores estacionales S; estimados en 1994 son:
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Trimestre ‘ 1 2 3 4
s |8 0 6 =2

y el valor de m; estimado para el tultimo trimestre de 1994 fue 116.

e ;Qué tipo de comportamiento de la serie de ventas estd recogiendo el modelo (1)7
e Sia=05yv=0,5,

> Actualiza las estimaciones tanto del nivel como de los factores estacionales de
la serie utilizando la informaciéon que tienes sobre el ano 1975.

> Predice las ventas para cada trimestre de los anos 1976 y 1977.

Problema 16. Supongamos el siguiente Modelo de Descomposicién en Componentes:

Y, =T+ S+ I

e Deriva el método de la “Relacion a la media movil” para estimar los factores esta-
cionales.

e Bajo el supuesto de que la tendencia es lineal, escribe las recursiones para el nivel, la
pendiente y el componente estacional para el método de prediccion de Holt-Winters
con estacionalidad. ;Cual es la funcién de prediccion?

Supongamos que contamos con los siguientes datos para la serie mensual de consumo de
energia eléctrica de una ciudad:

1997 1998 1999

Enero 31 43 55
Febrero 30 42 54
Marzo 35 47 60
Abril 42 54 70
Mayo 45 57 69
Junio 52 64 76
Julio 58 70 81
Agosto 60 71 84
Septiembre 57 69 80
Octubre 51 65 76
Noviembre 52 60 75
Diciembre 47 61 71

Basandote en el gréfico de la serie, jcrees que el modelo propuesto es el apropiado para
representar en comportamiento del consumo de energia eléctrica? ;jpor qué?

Tomando como referencia el modelo propuesto:
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e Estima los factores estacionales mediante el método de la relacién a la media mévil.

e Estima el nivel y la pendiente de la tendencia lineal mediante un procedimiento
adecuado.

e Predice el consumo de energia eléctrica de esta ciudad para cada mes del ano 2000.
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Apéndice A
Modelo de Regresion Lineal

El Modelo de Regresion Lineal General supone una relacién lineal entre la variable enddge-
na Y; y un conjunto de variables explicativas x;;,j = 1,2,... k:

}/t - 60 + 61$17t + 52.7/‘2715 T ﬁkxk,t + Uy t= 1,2,...,T
Este modelo se puede escribir en forma matricial para cada una de las observaciones:
YV, =0 X +u t=12,....,T

donde ﬁ, = [607617/627 o 75]6] y Xt = []- L1t Lot --- xk,t]-

Para todas las observaciones queda de la siguiente manera:

o

Yi 1 T11 X211 .. Tk ﬁ (51
1

Y, I 212 Xao ... Tpo Uz

=, T B | +

YT 1 i Y217 ... TkT ur

[ ]
Y=Xp34u

El vector de coeficientes 3, se puede estimar por Minimos Cuadrados Ordinarios, es decir,
minimizando la suma de los errores al cuadrado:

B | Min(Y; =By — prars — fawor — ... — Bpawy)’ = Min(y — X 5)'(Y — X 5)

Las condiciones de primer orden del problema de minimizaciéon exigen que la primera
derivada de la funcion objetivo respecto de [ se anule:

oY —Xp)y(Y - Xp)
op

=2(X'X)3-2X'Y =0
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Resolviendo para (:

(X'X)g=X'Y — B=(X'X)'XY

Una vez estimados los coeficientes, la recta de regresion muestral es:
Yo = 0o + iwie + Bowoy + oo+ Grage t=1,2,....T

La recta de regresion muestral permite estimar el valor promedio de Y; correspondiente a
un conjunto de valores de las variables explicativas.

El objetivo es predecir los valores futuros de la variable endégena Y 4, ¢ = 1,2,.... El
verdadero valor de la variable enddgena viene dado por el modelo:

Yrie = Bo+ Bixiree + Beorie + oo + BrTirye + Ui
YT+K = ﬁ/Xé“+[+uT+g t:1727"'7T

Suponiendo conocidos los valores futuros de las variables explicativas y bajo el supuesto de
que la relacién entre y; y las variables explicativas especificada por el modelo de regresion
permanece constante en el futuro, la prediccion por punto se puede obtener utilizando la
recta de regresiéon muestral:

YT(@ = BO + Bl T1,17+¢ + 32 ToTqe + ... + Bk Tl T+t
= B,Xé“_i_g 621,2,

donde Xryy = [l Z114e Torie --. Terie] €s el vector que recoge los valores de las
variables explicativas del modelo en el momento 1" + /.

La prediccion por intervalo se obtiene a partir de la distribucién del error de prediccién.

El error de prediccion viene dado por:
er(l) = Yy = Yr(€) = 3" Xiyy 4+ upiy — B/ Xry = (8- B)/X/TM + Upy

Como la perturbacién u; se supone que sigue una distribucién normal, el estimador MCO
[ sigue también una distribucién normal. El error de prediccion es una combinacion lineal
de variables normales, luego sigue también una distribucién normal con media:

Eler(0)] = E[(8 = B) Xq +urid = E[(8 = B)] Xrys + Elurys] = 0
si se cumplen las condiciones para que el estimador MCO sea insesgado, y con varianza:
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Vier(0)) = Eler(0)]* = E[(B—B) Xpye +urse [(B = B) Xy + ursd]
= E[Xri0 (8= 8)(8—B) Xjppf + Uy grie +pyy (B—B) Xipyy
+ Xy o8 = B)ursd = Xpyo B[(B = 6) (8 — B)) Xppy + 02

= Xraeoy(X'X) 7 Xy + oy = oy [L+ Xy (X'X) 7 X7

Por lo tanto, la distribuciéon del error de prediccion es:
er(€) ~ N0, Vier(£)))
lo que implica que:
Yrw =Yr(l) ~  N(0, V(er(()))
Estandarizando esta distribucién:

Yri = Yr(f)

~ N(0,1
V(er(?)) 0

El intervalo de prediccién de probabilidad (1 — «) %:

Yrie—Yr(l)
V(er(())

P

_Noz/2 >

< Na/2] = (1 _OZ)%

P [Ya(t) = Nojo /V(er(D) < Yo < Ye(l) + Noo V/V{er(0))] = (1 - a) %

Por lo tanto, el intervalo de prediccién esta centrado en la prediccién por punto y su
amplitud depende de la varianza del error de prediccion: a mayor varianza del error de
prediccion, mayor amplitud del intervalo.
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Usualmente no se conoce la varianza del error de prediccién y hay que estimarlal:

~

Vier(0)) = a3 [1+ Xrpe (X'X)™ X1y ]

En este caso, el intervalo de prediccion de confianza (1 — «) % es:

P\Yp(l) = tapp(T — (k4 1)) /V(er()) < Yrpe < Yp(£) +tap(T — (K +1)) V(eT(E))]

1Si no se conocen los valores futuros de las variables explicativas, también habria que estimarlos, por
ejemplo, mediante modelos de series temporales univariantes.
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Apéndice B

Medias Moviles

Un filtro lineal convierte una serie temporal Y; en otra Z;, a través de la operacién lineal:

donde a, es el conjunto de ponderaciones.

Si la sucesién de pesos es tal que > °_ gor=1¢l filtro lineal recibe el nombre de Media
Mowil.

Las medias méviles son, por lo tanto, medias de un nimero preestablecido de datos, en

que se va anadiendo sucesivamente un dato nuevo y quitando al mismo tiempo, el mas
antiguo de los incluidos en la media anterior.

Asi, una media movil de s términos, denominada media moévil de orden s, se calcu-
lara segun la expresion:

Mtzaoyt—i—al}/},l—l—...jtasﬁft,s, t:S—|—1,S—|—2,...,T
donde Y _ja, = 1.

Notése, que la media muestral se puede reinterpretar como una media mévil de orden T
(incluye todas las observaciones).

Las medias moéviles pueden ser:

a) Simples: Si todos los pesos o ponderaciones son iguales,

_YitYia o+ Y
S 7

M; =s+1,s+2,...,T

b) Ponderadas: Si los pesos son distintos.

Otro tema relevante es la referencia temporal que debe asignarse a una media mévil, es
decir, en una media moévil estan involucradas varias observaciones a diferentes momentos
de tiempo, ;a cual de todos ellos asignamos la media mévil? Las soluciones mas habituales
son las siguientes:
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Gréfico B.1: Serie: Espectadores de cine espanol (en miles)
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e Pensando en términos de prediccion parece inmediato que la media de una serie
de valores se asigne a la fecha que corresponde al dato més reciente (al periodo ¢
porque ¥, es el valor mas cercano a M,).

e Sin embargo, para algunas aplicaciones de analisis de series temporales, seria mas
légico que una media de valores se asignase al periodo medio, con lo que una me-
dia movil debiera definirse basandose en un ntmero similar de datos anteriores y

posteriores:

Y+ Y+ Y+ Y+ o+ Y,

M,

2r+1

134

t=r,s+2,..., 7 —r



Técnicas de prediccion econdomica SARRIKO-ON 5/09

En el caso de que la media se realice con un nimero par de datos no quedara “cen-
trada” en un momento t en particular y seria entonces necesario calcular una media
de medias:

Gréfico B.2: Serie: Indice de Precios al Consumo (base=2001)

107 107
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106 106 4
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104 - 104 -
103 103
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Ejemplo:
ML — Y+ Y M2 — Yio1 + Yo
t+1 — 2 t+1 — 2
1 2
Most — Mgy + M7, M- Yi+2Yi1 + Yo
t+1 = 5 =My = 1

La restriccion de que la media movil esté centrada es artificial, pero se puede imponer
para preservar una correspondencia entre la serie Y; y la serie M,.

Es importante no confundir una media moévil ponderada en general, con una media movil
simple centrada. Asi, por ejemplo, no hay que confundir la media mévil centrada de orden
2 que se ha calculado antes con una media movil ponderada de orden tres general:

Y +2Y+3Y

M, 5
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Cuando se trabaja con un filtro simétrico como suele ser la media moévil surgen problemas
en los extremos de la serie ya que M; se calcula parat =r+1 a t =T —r. En la practica,
r suele ser mucho mas pequeno que T por lo que en algunas situaciones esto no tiene
mucha importancia, pero en otras nos puede interesar mucho obtener valores suavizados
de la serie hasta el momento t =T

La serie correspondiente a la media moévil alisa las variaciones de la serie original, tanto
estacionales como ciclicas o errdticas (si existe algin dato anémalo que se desvia mucho
de los demas, al hacer medias méviles ya no se desviara tanto. De ahi que se incluya a las
medias moviles entre las denominadas técnicas de alisado.
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Apéndice C
Operador de retardos

L: operador de retardos, retrasa 1 periodo a las variables:

LY, = Yia
L?Y, = Y,
LFY, = Y4
LYY, = Y
L7"Y, = Y

LFC = C , donde C es una constante.

A partir del operador de retardos, se derivan polinomios en el operador de retardos que
se utilizan mucho en el Analisis de Series Temporales:

e Operador de diferencias de orden j:
A= (1-L) —  AY,=(1-L)Y, =YY,

Ay = (1-1L%) — AY,=(01-LY)Y,=Y,—Y, 5 deorden?
A =(1-L") — AY,=(0-L"Y,=Y,—Y, v deorden7

e Operador de diferencias regular:
A=(1-1)  — AY,=(1-L)Y, =YY,
A?=(1-1) — AY,;=(1-L)Y,=(1-2L+LY)Y, =Y, -2V, +Yio
Al=1-L¢ — A, =00-L¢Y,=@0-L)...1-L)Y,

(. J
e

d veces

e Operador de diferencias estacional. Se utiliza para realizar diferencias anuales, es
decir, un mes respecto del mismo mes del ano anterior.
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Serie trimestral: Ay = (1 - LY —  AY,=(1-ILYY, =Y, - Y,
Serie mensual: Ap = (1-L17?) — ApY, = (1-LY®Y, =Y, -Y, 1

e Operador suma: S, (L)

Su(L) =1+ L+ L*+ LP+ ...+ L™
De especial interés es su aplicacién con series trimestrales o mensuales para sumar
todas las observaciones de un ano:

Serie trimestral:
SL)Y, = A+ L+L*+ L)Y, =Y, +Y, 1 +Y, o+ Y, 3

Serie mensual:
Sy = I+ L+L2+ ...+ LY, =Y, +Y 1 +Yio+...+ Y
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Apéndice D
Minimos Cuadrados Descontados

Una tendencia global puede ser estimada por Minimos Cuadrados Ordinarios (MCO):
regresando las observaciones sobre una constante y el tiempo. Un nivel global es, por
ejemplo, la media muestral, ¢, que es, por supuesto, un estimador MCO.

El Alisado Exponencial Simple se puede obtener también introduciendo un factor de
descuento w, en la suma de cuadrados de la funcién objetivo. Esto es lo que se conoce
como Minimos Cuadrados Descontados (MCD):

T-1

donde 0 < w < 1. Diferenciando con respecto a m, obtenemos el estimador MCD:

-1 74

T—1
m S| S
5=0 §=0
que es la media muestral para w = 1. Para w menor que la unidad:
1 —w
Tl o7 Zw Yr-5

Si fijamos w = 1 — a, esta expresiéon es la misma que la del AES, menos por el divisor
1 — (1 —aT). Cuando T — oo, la expresién coincide exactamente.

Si queremos introducir una pendiente en la funcién de prediccion, MCD equivale a encon-
trar los valores del nivel m y de la pendiente b que minimizan:

-1
S(m,b,w) = ij(YT_j —m — bj)?

=0
Diferenciando los estimadores son:

{ r ] _ { _%j;f_%{?jw 11 { _Zzﬁ??_] ]
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Si T es grande, se puede demostrar que:

mr = (1 — wz) ZWJYT—j — (1 — W2) ijjYT_j

Si seguimos manipulando se puede demostrar que estos estimadores MCD se pueden
obtener de las recursiones:

me = mu1+b1+ (1 —w’)y

bt = bt,1 + (1 — u)>2Vt

El uso de las recursiones anteriores junto con la funcién de prediccién:

~

YT(K):mT—i-ng 621,2,

se denomina alisamiento exponencial doble, o alisamiento exponencial lineal con parame-
tro unico.

Generalmente se sugiere que el factor de descuento se fije cercano a la unidad.

Se puede demostrar que el alisamiento exponencial doble es un caso particular del método
de H-W con:

1—w
ap=1—w? o = ——
0 "Tltw

El método de MCD se puede extender hasta cubrir un amplio campo de funciones de

tiempo, incluyendo polinomios de alto grado y sinusoides:

k

Ye = ijfj<t_j) té

t=1

uncion i pueden ser polinomi Xponenci uncion no- n rar T
Las funciones f; pueden ser polinomios, exponenciales, funciones seno-coseno para recoge
por ejemplo estacionalidades, etc. Estos modelos son solo locales, de forma que el método
de estimacion mas natural es Minimos Cuadrados Descontados.

El problema fundamental de MCD es que maneja una séla constante de alisamiento, lo
que le hace menos flexible.
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