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white dwarf stars
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'Universidade Federal do Rio Grande do Sul, Porto Alegre, RS, Brasil
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RESUMO

Este trabalho se propde a utilizar a interdisciplinaridade e a astronomia como ferramenta ludica para o
ensino de fisica, despertando, assim, maior interesse nos discentes de graduacao e pds-graduacao das
ciéncias exatas e da Terra, potencializando o processo de ensino-aprendizagem nas aulas da disciplina
de Mecanica Estatistica. O objetivo do referido foi discutir sobre as estrelas anas brancas (WDS), que
sdo o estagio final da evolucdo de uma estrela com até 8 My, como o Sol, e sdo objetos de estudo
interessantes por serem compactos, de alta densidade, e descritas como um gas de Fermi degenerado.
Tem-se como motiva¢do o interesse em aperfeicoar o conhecimento, objetivando, desta forma, a
obtencdo da relacdo entre a massa e o raio das estrelas ands brancas, assim como a classificacdo de
uma amostra de 5 anas brancas obtidas pelo Sloan Digital Sky Survey (SDSS), de acordo com o elemento
quimico que se dispdem em sua superficie. Ao final deste trabalho, foi possivel concluir através da
relacdo massa e raio das WDS que quanto maior a massa da estrela menor sera o seu tamanho, e que
em equilibrio, esta deve possuir uma massa menor que 1,44 M. Além disso, adicionou-se um relato
de experiéncia da abordagem didatica inovadora que usou a astronomia como ferramenta ludica para
o0 ensino de Fisica na disciplina de mecanica estatistica a nivel de curso de grada¢do e mestrado.

Palavras-chave: Ensino de fisica; Interdisciplinaridade; Equacdo de estado; Ands brancas; Limite de
Chandrasekhar

ABSTRACT

This interdisciplinary work proposes the use of astronomy as a ludic tool to teach Physics, hence, to
arouse the curiosity of undergraduate and graduate students from the program of Exact Sciences
and the Earth courses, providing enhance on the teaching-learning process in Statistical Mechanics
classes. The main goal of the present study is to discuss white dwarf stars (WDS), which are the final
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stage of the evolution of a star like the Sun and up to 8 My, since those are an interesting object
of study because of their compact nature, high density, and, also, because they are eliminated as
a degenerated fermi gas. Having as motivation and interest in the improvement of the knowledge
regarding these objects, we aim to obtain the relationship between the mass and the radius of the
white dwarf stars, as well as to classify a sample of 5 white dwarfs required by the Sloan Digital Sky
Survey (SDSS), according to the chemical element that is destined for the surface. At the end of this
work, we conclude throughthe mass and radius ratio of white dwarf stars that the greater the mass
of the star, the smaller its size, and that in equilibrium it must have a mass less than 1.44 Mq. In
addition, we show a experiment reports of this teaching innovative that used astronomy as ludic tool
to teach Physics in the subject of statistical mechanics at undergraduate and master’s level.

Keywords: Teaching of physics; Interdisciplinarity; Equation of state; White dwarfs; Chandrasekhar limit

1 INTRODUCAO

A astronomia acompanha a histéria da humanidade desde a antiguidade, ela era
utilizada de varias formas, como para medir a passagem do tempo, a fim de prever
quais seriam as épocas de plantio e colheita, além de ser utilizada como um meio de
navegacao e orientacdo através das posi¢cdes das estrelas no céu (Filho e Saraiva, 2017, p.1).
A astronomia esta presente em nosso cotidiano mesmo quando ndo a percebemos
diretamente. O conhecimento de Astronomia desperta o interesse dos estudantes, pois
contribui para a compreensdo de acontecimentos do cotidiano, como 0s movimentos
que o Sol aparenta fazer, as fases da Lua, as marés, as estacdes do ano ou, até mesmo,
as viagens espaciais, dentre muitos outros assuntos (Lopes, 2000, p. 104).

A astronomia é uma area do conhecimento excelente para aplicarmos o conceito
de interdisciplinaridade com o objetivo do ensino de ciéncias exatas e da Terra em
varios niveis académicos, pois varios fendmenos fisicos e quimicos ocorrem nos
mais variados objetos astrondmicos. A astronomia pode ser utilizada para motivar,
contextualizar, contribuir e instigar um pensamento cientifico natural que ja existe no
ser humano, e ndo seria diferente para provocar um pensamento abstrato nos cursos

de fisica licenciatura e/ou bacharelado.
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A interdisciplinaridade pode ser definida como toda a interacdo existente entre
duas ou mais disciplinas no ambito do conhecimento, dos métodos e da aprendizagem
destas. Assim, a interdisciplinaridade pode ser traduzida em atitudes e pela busca do
conhecimento, o que também reflete a cultura do local e dos professores envolvidos

(Fazenda, 2008, p. 162). De acordo com Luck (1995, p.64):

Interdisciplinaridade é o processo que envolve a integracdo e engaja-
mento de educadores, num trabalho conjunto, de interacao das discipli-
nas do curriculo escolar entre si e com a realidade, de modo a superar a
fragmentacdo do ensino, objetivando a formacdo integral dos alunos, a
fim de que possam exercer criticamente a cidadania, mediante uma vi-
sdo global de mundo e serem capazes de enfrentar os problemas com-
plexos, amplos e globais da realidade atual (LUCK, 1995, p. 64).

Nesse sentido, a interdisciplinaridade torna a aprendizagem mais atraente e
contribui ndo s6 para uma melhor compreensao dos conteudos de uma disciplina,
como também para interligacdes dos assuntos abordados em diferentes areas.
Recentemente, Silva-Oliveira et al. (2020, p. 2) discutiu a importancia da astronomia
como uma ferramenta ludica para o ensino das propriedades de gases ideais nas
disciplinas de Fisica e Mecanica Estatistica. O autor mostrou a lei de distribuicdo de
velocidades de Maxwell-Boltzmann também descreve o com das velocidades das
estrelas em aglomerados estelares.

De acordo com Farias e Barbosa (2017, p.7) a integracdo de diferentes areas
do conhecimento pode possibilitar uma abordagem mais complexa de temas que
geralmente sdo trabalhados apenas de forma superficial durante aprendizagem. A
astronomia e a astrobiologia contribuem para ensino mais contextualizado e integrado
de temas da termodinamica, como o estudo de temperaturas reais e efetivas e de
pressdo de planetas rochosos, e em quais condi¢des eles poderiam abrigar vida, como
ocorre na Terra (Farias e Barbosa, 2017, p. 7).

O Sol, e tudo o que o envolve, é um excelente tema para se trabalhar em sala de

aula, pois, assim como a Lua, se trata de um dos astros mais presentes e notaveis em

Ci. e Nat., Santa Maria, v. 44, e49, 2022



4 | Astronomia como ferramenta ludica para o ensino...

nosso dia a dia. O fato de o Sol ser uma estrela gera margem para grandes debates, como
qual seu real tamanho? Porque ele é tdo quente? O que ocorre em seu interior? Qual o
seu tempo de vida? Qual € o seu caminho evolutivo? Essas questdes sao respondidas por
meio de algumas areas da fisica: sao elas a termodinamica, a mecanica estatistica e a fisica
nuclear.

Uma estrela como o Sol possui um ciclo evolutivo, sendo assim no final de sua
vida ele se tornara uma estrela ana branca (WDS, do inglés White Dwarf Star). Partindo
do interesse em motivar a construcao e o aperfeicoamento do conhecimento acerca das
WDS, este trabalho, realizado durante a disciplina de Mecanica Estatistica do Programa
de Pos Graduacao em Fisica da Universidade Federal do Rio Grande (FURG), tem como
objetivo apresentar um estudo interdisciplinar entre a Mecanica Estatistica e a Astronomia,
provocando um pensamento ludico nos alunos de graduac¢ao e de mestrado de cursos
que possuem disciplinas relacionadas a termodinamica e mecanica estatistica.

Portanto, neste trabalho sera apresentado um estudo da equacdo de estado e a
relacdo entre a massa e o raio de uma estrela ana branca. Além disso, sera realizado
uma analise com dados espectroscépicos de uma amostra de 7 estrelas anas brancas
obtidas com o Sloan Digital Sky Survey (SDSS), a fim de classifica-las de acordo com suas
caracteristicas espectrais.

Este trabalho também pode ser uma atividade propicia para reduzir o
distanciamento entre disciplinas e dos cursos de graduacao e pos-graduacao, visando
aproximar de diferentes conteudos, e transforma o aprendizado em uma experiéncia
social, possibilitando, desta forma, a troca de conhecimento em diferentes niveis,
seguindo a ideia de Vygostsky L.S. (1991, p. 87). Portanto, objetiva-se que neste estudo
o aluno seja capaz de compreender o formalismo matematico da equac¢do de estado
aplicado a uma estrela ana branca na disciplina de mecanica estatistica no final do curso
de graduacao e/ou mestrado, e ainda, que este possa ampliar o seu conhecimento

acerca desse tipo de estrela.

Ci. e Nat., Santa Maria, v. 44, e49, 2022



Gatto, L. M.; Sales, D. A. | 5

2 ESTRELAS ANAS BRANCAS

Estrelas nascem, crescem e morrem, e sua massa inicial é o que ditara qual
caminho evolutivo que a mesma ira seguir no diagrama de Hertzsprung-Russell (ver
Figura 1), também conhecido como diagrama HR (Russell, 1914, p.1). Estrelas como o
Sol, de 1 Mg, passam a maior parte da sua vida na sequéncia principal, transformando
hidrogénio em hélio por meio de reacBes nucleares. Quando a estrela adquire
energia suficiente para a queima do hélio, ela entra em sua fase de gigante vermelha,
e esgotando todo seu hélio e hidrogénio as estrelas que possuem uma massa em
torno de 1 Mg e 8 Mgyenceram sua atividade nuclear, pois ndo conseguem queimar
elementos mais pesados, como o carbono e o oxigénio. Chegando a esta fase de vida,
elas comecam a ejetar sua camada mais externa, formando uma nebulosa planetaria
e deixando para tras um nucleo composto praticamente de carbono e oxigénio, dando
origem a uma estrela ana branca.

A primeira estrela Ana Branca a ser observada foi a Sirius 3, em 1850, junto
com Sirius ela constitui um sistema binario. Sirus B possui uma luminosidade de
0.027 Lg, 10000 vezes menos luminosa do que Sirius a, uma massa de 0.98 Mg, e
uma temperatura na ordem de 10,000K, ou seja, seu raio deve ser extremamente
pequeno. Como estrelas com essa temperatura superficial sdo brancas, esse tipo de
estrela passou a ser chamado de and branca. Anas brancas séo, portanto, de massa
comparavel a do Sol, mas de tamanho apenas ligeiramente maior do que o da Terra.

Como as ands brancas ja esgotaram seu combustivel nuclear, elas ndo possuem
uma fonte de energia nuclear que as mantenham luminosas por muito tempo, mas
por serem o nucleo resultante da fase final de uma estrela do tipo Solar, sdo objetos
inicialmente quentes. Portanto, as WDS continuam irradiando luz pelo processo de
conversdo de energia interna em radia¢do. Logo, ao nao ter um processo de reposicao
de energia interna as WDS vao, lentamente, se resfriando, e quanto maior a massa,

mais rapido elas resfriarao (Filho e Saraiva, 2017, p. 472). Além disso, dado que o
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material no interior de uma ana branca é muito denso, elas ndo se comportam como

gas ideal. Ao invés disso, elas sdao descritas como um gas degenerado de Fermi.

Figura 1 - Diagrama Hertzsprung-Russell (HR)
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Fonte: (Filho e Saraiva, 2017, 194)
Legenda: Disponivel em http://astro.if.ufrgs.br/estrelas/node2.htm

Eimportante lembrar que, ao contrdrio de estrelas normais, que ao aumentarem
sua massa aumentam seu tamanho (diametro), para as ands brancas, quanto maior
for sua massa menor sera o seu didmetro, como ilustrado na Figura 2. Portanto, ha um
limite superior para a massa de uma ana branca, para o qual o seu raio tende a zero.
Este limite € chamado de limite de Chandrasekhar, em que o valor preciso do limite

depende da composicdo quimica da estrela. A féormula de Chandrasekhar é
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Men = 0§ 3 (5) 32 —— (1)
onde h é a constante de Planck reduzida, c € a velocidade da luz, G é a constante
gravitacional universal, my é a massa do atomo de hidrogénio p e € a massa mo-
lecular média por elétron, e w3 ~ 2.018236 é a constante matematica relacionado a
equacao de Lane-Emden. A Figura 2 ilustra a relacdo entre a massa e o raio das anas
brancas, onde os pontos representam dados experimentais de WDS, em vermelho
Siruis B, em turquesa 40EriB, em roxo Stein2051, e em preto Procyon, sobrepostos
a modelos tedricos de nucleos compostos por Carbono (linha continua azul) e Ferro
(linha continua verde). Verificou-se que SiriusB e ProcyonB se ajustaram melhor ao
modelo de nucleo carbono, enquanto Stein 2051 e 40 Eri B se ajustaram melhor ao

modelo de nucleo ferro.

Figura 2 - Variacao da massa pelo raio de estrelas anas brancas
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Fonte: Lascelles (2016, p. 8)

Legenda: Os pontos representam dados experimentais de WDS, em vermelho SiruisB, em turquesa
40EriB, em roxo Stein2051, e em preto Procyon, sobrepostos a modelos tedricos de nlcleos compostos
por Carbono (linha continua azul) e Ferro (linha continua verde)
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E possivel perceber, por meio da relacdo massa-raio, o tamanho da estrela
é determinado pelo equilibrio entre a pressao interna do gas, que tende a fazer a
estrela se expandir, e a pressdo gravitacional, que tende a fazer a estrela colapsar.
Em um gas degenerado, como o gas de elétrons, o aumento da densidade aumenta
mais a pressao gravitacional do que a pressao interna do gas. Portanto, um acréscimo
de massa a uma ana branca, originalmente em equilibrio, faz com que a pressao
gravitacional prevaleca sobre a pressao interna levando, consequentemente, a uma
contracdo da estrela.

A diversidade das anas brancas sao definidas através dos elementos quimicos
gue sao encontrados em sua superficie. Dados espectroscopicos de estrelas anas
brancas revelam que a maioria contém uma superficie pura em hidrogénio e hélio,
onde, acredita-se, que no seu nucleo contenha carbono e oxigénio. Portanto, este
sistema de classificacao realizado a mao (analisando as linhas de absorcao de seu
espectro eletromagnético na regiao do visivel), reflete a composicao superficial
dessas estrelas. Em relacdo a notacdo, no sistema atual, a letra D indica uma estrela
degenerada, e a segunda letra indica a primeira assinatura espectroscopica, no
comprimento de onda do 6ptico, na atmosfera da estrela. As principais classificacdes
estao listadas abaixo (Kawaler e Dahlstrom, 2000).

DA, estrelas que possuem um espectro no intervalo do 6ptico composto
principalmente por linhas de absorcdo da série de Balmer (H,, H,, Hg, H,). E o tipo mais
comum, cerca de 83% das estrelas anas brancas sao DA (Ourique, 2019, p. 22);

DB, estrelas que possuem um espectro no intervalo do 6ptico composto
principalmente por linhas de absorcao de hélio (Hel);

DO, estrelas que possuem um espectro no intervalo do 6ptico com linhas de
absorcdo fortes de He Il, mas com a presenca de He | ou H;

DC, estrelas que possuem um espectro no intervalo do 6ptico sem muitas linhas
de absorc¢do, um espectro continuo;

DZ, estrelas que possuem um espectro no intervalo do 6ptico com linhas de
absorcao de elementos metalicos (Mg, Ca, Fe);

DQ, estrelas que possuem um espectro no intervalo do 6ptico com linhas de
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absorcao de carbono.

A Figura 3, é uma representacado artistica dos principais tipos de classifica¢do:
DA, DB e DO, respectivamente. Essa figura ilustra também a estrela PG-1159, um
caso interessante de ser comentado, pois ela tem seu nucleo de carbono e oxigénio

totalmente exposto.

Figura 3 - Representacdo dos tipos DA, DB, DO, e da estrela PG 1159

Fillr Iy il nearly pure nearly pure exposed cong of
niitral halium surlacs ianiped halium surlace carbon and G

. carbonand
oxygen core

Fonte: Kawaler e Dahlstrom (2000, p. 3)
Legenda: Onde a cor rosa representa hidrogénio, o amarelo representa o hélio neutro, o verde
representa o hélio ionizado e o0 azul representa o nucleo composto de carbono e oxigénio

Anads brancas também podem ter uma mistura de elementos em suas superficies
e sdo nomeadas da seguinte forma: estrelas DAB contém hidrogénio e hélio neutro,

enquanto as estrelas DAO possuem hidrogénio e hélio ionizado.

3 ESTRELAS ANAS BRANCAS E A MECANICA ESTATISTICA

Um modelo tipico, embora um tanto idealizado, de uma estrela ana branca
consiste em uma massa (M ~ 10*® g) de hélio, com geometria esférica de densidade
de massa p~107gem=3 e temperatura T ~ 107 K Pathria e Beale (2011, p. 260).
E importante lembrar que um gis com uma temperatura da ordem de ~10"K
corresponde a uma energia térmica média por particula da ordem de 103 eV, onde
essa energia € muito maior que a necessaria para ionizar um atomo de hélio. Assim,

é possivel concluir que, praticamente, todo o hélio dessas estrelas esta em um estado
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de ionizacdo completo. Os constituintes microscopicos das WDS podem, portanto, ser
considerados como N elétrons (cada um de massa m,) e %2 N nucleos de hélio (cada

um de massa = 4m,). Assim, a massa das WDS é dada por:

N
M = Nm, +—4m, = N(m, + 2m,) = 2Nm,, (2)

E a densidade eletrdénica por:

M
N 2m P
n=S~2p o P 3)
1’4 r 2myp

O valor tipico da densidade eletrénica em estrelas ands brancas é em torno de O

(10%°) elétrons por cm? . Obtemos, assim, o momento de Fermi do gas de elétrons, como:

1/3
pr=(2)" h=0@10")g-cm-s’ @

8m

A equacdo de estado para o interior degenerado de uma estrela ana branca
pode ser derivada considerando-se a densidade de estado quantico, g(p), definido no

espaco de fase, como:

8

!
.2 2
gp) -dp-du = s - dp - du. (5)
Isto inclui a degenerescéncia de dois elétrons de spins opostos. Considere que

a distribuicao de elétrons, ou seja, os férmions, entre os estados quanticos obedece a

estatistica de Fermi-Dirac, em que a ocupacao média de um estado de energia € é dada por:

!

fe) ===, (6)

e kt +1
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sendo, g’ a degenerescéncia dos elétrons com o valor de g'=2.

Portanto, microscopicamente, a pressdo é definida como o fluxo de momento
através de uma superficie (S). Se considerarmos um elemento de area do com uma
normal n, podemos derivar uma expressao para a pressao, a0 mens urar quantos
elétrons passam pela area por segundo em um elemento de angulo sélido dQ, em

uma direcao S, no intervalo de momento p = p +dp (ver Figura 4).

Figura 4 - Representacao da geometria do fluxo de momento, S, através do

elemento de superficie do

dg2

do

Fonte: Autores
Legenda: n, 8 e dQ representam o vetor normal, angulo entre normal e dire¢do do fluxo de momento S
e elemento de angulo sélido respectivamente

De acordo com F (e), o numero de densidade dos estados ocupados na
vizinhanca de do é dado por g(p).dp. Na direcdo de n , cada elétron carrega um
momento igual a p - cos(0), através de uma area de superficie projetado cos(0) -
do. Esse fator precisa ser considerado para todos os elétrons, portanto, ainda é
necessario multiplicar pela velocidade dos elétrons u. Como a funcdo de distribuicao
é isotrdpica, a fracdo de elétrons passando em dQ é igual a dQ/4tt.

Para obtermos a pressao na superficie, dividimos por dw integrando em mais

de um hemisfério e em todos os estados de momento, seguindo a equacao:
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= el e T c0s2(6) u(p)dp 7)

p=0 h3
e kt +1

Integrando a parte angular da Equacao (7), onde dQ =sin(f)dwdg,

ST cos?(0) sin(0)d0 = 1/3 e J.™ dp = 2m, obtemos:

_8m o p Su(p)dp

33 0 €p-p - 8
3hpekt+1 (8)

Onde, u(p) e E(p) sdo, respectivamente, as expressdes relativisticas da
velocidade e energia de um estado de momento e y é o potencial quimico com
dimensdo de energia.

Quando todos os estados quanticos estdao ocupados até algum momento i, e
nao ha nenhum acima disso, o gas de elétrons é dito ser totalmente degenerado. O
estado de ocupag¢do mais alto é denotado por pf e chamado de momento Fermi. A
energia de Fermi corresponde a Ef, que equivale a uma temperatura zero no interior.

E importante ressaltar que essa condicdo é ndo-fisico, e que, qualquer energia
térmica promovera elétrons para estados de maior momento. Na realidade, o interior
de uma ana branca é apenas parcialmente degenerado e o equilibrio hidrostatico é
mantido através de uma mistura complexa de pressao de degeneracdo e pressao
térmica pequena, mas finita. Portanto, essa suposi¢ao simplifica muito a solugao
para a equacao de estado, pois, nesse regime, a funcao de distribuicdo assume a

seguinte forma:
{re = 573 9
assim, a Equacao 8 se resume a:

=22 [ p* u(p)dp. (10)
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Para obtermos a velocidade relativistica das particulas serd considerado a

energia para particulas relativistica, através da seguinte equacao:

£=m962\21+(p)2—1]. (11)

Como as velocidades das particulas sdo determinadas através da derivada das

energias pelos momentos, obtemos:

C—/—.
2 1+( P )2 (13)

Substituindo a expressao da velocidade acima na Equacdo 10, a expressao da

pressao P do gas é:

_ P _ p/mec__
ETE f 'p*e——=dp. (14)

P 2
1 )
MeC

. . .z D
Para resolver a integral, realizamos uma mudanca de variavel, onde, @ =—,
e

dp = mocdw e p* = w*mzc* , assim a Equacdo (14) pode ser escrita da seguinte forma:

P=—cm fos
3h3

(15)

Onde, x é chamado de parametro de relatividade e aparece amplamente nos

. ~ x : pr
calculos de pressao de degeneracdo e determinado p como x = . Resolvendo a

e

integral obtemos:
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P= ;%m;‘CS i [xzx/xz +1(2x* — 3) + 3sinh™* (%) | (16)

P =T22 Ax), (17)
onde:

A(x) = xVx% + 1(2x* — 3) + 3sinh 1 (x). (18)

A Equacdo 18 é a expressao geral da pressao em todos os valores do parametro
de relatividade, para o caso totalmente degenerado.
Podemos expressar a densidade numérica de elétrons como uma func¢ao do

momento de Fermi Py, integrando a densidade de estados no espaco de fase sobre

todos os valores possiveis do momento (p = 0 = Pr ). Assim teremos:

= BE FUF o2 . BE .4 19

Me = 13 lp=oP" = 553Pr (19)

n, = 2mect 43, (20)
3h3

Consequentemente € possivel expressar a pressao em termos da densidade
numeérica de elétrons, mas antes de realizarmos esta mudanca, podemos
simplificar ainda mais a equac¢do de estado ao considerar dois casos limitantes,
sendo eles, os regimes ndo-relativistico ( X — 0 ) e relativistico ( X — %), através
da funcdo A(x). Portanto, resultados assintdticos para X —-0 e X — o, sdo

frequentemente uteis, eles sdao dados por:
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5
FETE TR LR S W
¢ 7% T3¥ T3 = (21)
\ ) TN 5 g
Alx)=2x*—2x +3(h12x—- )+Zx +---, x—00

12
O parametro x é uma medida do momento dos elétrons nos estados de energia
mais populosos e, portanto, mede a importancia dos efeitos relativisticos. Nestes dois

casos a equacdo geral de estado reduz-se as seguintes formas:

a5
8MmegcC
€- x5 sex—0

pi= * (22)

-y h? (3)2/3715,'3. .
Ll (23)

Estas equac¢bes fornecem aproximacbes a equac¢dao de estado para
configura¢Bes de estrelas completamente degeneradas, nos regimes nao-relativistico

e relativistico, respectivamente.

3.2 Massa das WDS

n

Na auséncia da gravitacao, faz-se necessario a presenca de “paredes externas
para manter o gas de elétrons a uma densidade n. O gas ira exercer uma pressao
P(n) nas paredes e qualquer compressdao ou expansao do gas implicara em uma
realizacao de trabalho. Assumindo que a configuracdo seja esférica e considerando

uma configuracao de equilibrio, uma alteracdo adiabatica em V causard uma mudanca

no gas, dada por:
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dE, = —P(n)dV = —P(R)4mR*dR (24)

Agora, na presenca da gravitacdo, ndo sao necessarias as paredes externas,
mas a mudanca na energia do gas, como resultado de uma mudanc¢a no tamanho da
esfera ainda sera dada pela equacao anterior (Equacdo 24).

A expressao de P, como uma funcdo da densidade média n devera agora levar
em conta a nao uniformidade do sistema. No entanto, a Equa¢do24 sozinha ndo nos
da mais a mudanca na energia do sistema, se fosse o caso, o sistema se expandiria
indefinidamente, nitidamente, até n e P(n) — 0. Na verdade, temos agora uma

mudanca na energia potencial como dada por:

dE, = (52)dR = a2 dR. (25)

dR R?

Onde, M é a massa total do gas, G é a constante da gravitacdo e a é o niumero
cujo valor exato depende da variacdo espacial de n dentro da esfera. Se o sistema esta
em equilibrio, a mudanca liquida a sua energia total (Eo + Eg), para uma mudanca

infinitesimal de seu tamanho, deve ser igual a zero, assim:

Ey+E, =0
Eo+E,=0
~P(R)4nR*dR + a2t dR = 0 26)
a2 = —P(R)4nR?

GM?
P(R) =3 (27)

. . N 3N
Podemos reescrever a variavel x considerando que, logo n = e
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on \/3 n
*= (32?1'2) mecR’ (28)

e através da Equacado 2, podemos dizer que N =—, portanto:

!
Zmp

9M 1/3 h 9Mm 1/3 h
X = 2 - 3 3
64m,T MeCR 8.23my,m MeCR

 fomn\Y? (29)
- 8my, mgcR’

h

onde, h = — .
2T

Explicitando A(x) na Equacao 17, obtemos

P6h3

A(x) - mmic? (30)

e substituindo a Equacao 27 e a Equag¢ao29, temos que:

2
A(gnM)I/S h l_%ﬁhgz_’r—ﬂna(}ﬂa’zﬁ—hs =
8mp mecR|” mmzc* 2m 23m3mgctRrY ...
1/3 2 3 S (31)
A[(tanM) h l=12naGM ( h )
8myp mecR| mMec R \mecR

A Equacdo 31, estabelece uma correspondéncia entre a massa M e o raio
R das estrelas ands brancas, mais conhecido como, a relacdo massa-raio como
mostrado na Figura 2. Analisando a Equacdo 31, obtemos algumas propriedades

importantes, como: (i) relacdo entre a massa da estrela com a massa de protons;
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(ii) a relacdo entre o raio da estrela em termos do comprimento de onda Compton
do elétron, e; (iii) a relacdo entre a energia gravitacional da estrela descrita em
termos da energia do elétron.

Por outro lado, por meio da Equacdo 31, ndo podemos expressar o raio da
estrela como uma fungdo explicita de sua massa, exceto em dois casos extremos.
Para isso, consideramos que, desde M ~ 10°%, m,, ~ 1072* g , e I 1011,

mc
o argumento da funcdo A(x) sera da ordem da unidade quando R ~ 108. Podemos,
portanto, definir os dois casos extremos da seguinte forma:

8
R>» 10%cm , o que faz X — 0 e, consequentemente, A(x) = Ex5, com o

resultado

3 (911-)2/3 h2 M—1/3

40a G m, M§/3

R

o M~1/3, (32)

R >» 108cm ,0quefaz X — @ e, portanto, A(x) = 2x* — 2x? ,comoresultado

1/3 1/3 2/3 1/2
I O B (ﬂ) [1 _ (ﬂ) ] . (33)
2 mec \my My
Onde,
9 3m\Y3 (hc/6)3/?
M= (7)) T (34)

14

Através disso, podemos concluir que quanto maior a massa da WDS menor
sera seu tamanho. Além disso, existe uma massa limitante My , dada pela Equacdo
34, que corresponde ao tamanho de desaparecimento da estrela. Obviamente, para
M > M, nossa relagdo massa-raio ndo possui qualquer solugao real. Por esse motivo,
podemos concluir também, que todas as WDS em equilibrio devem ter uma massa

menor que M, . Essa conclusdo corrobora com as observa¢des astrondmicas (ver
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diagrama HR mostrado na Figura 1).

Como discutido anteriormente, a massa maxima de uma WDS é dada pelo
limite de Chandrasekhar, pois esse regime demonstra que, ao exceder o limite da
massa, a pressao do estado do gas de elétron (que surge do fato de os elétrons
obedecerem ao principio de exclusdao de Pauli) ndo seria suficiente para apoiar
a estrela contra a sua “tendéncia a um colapso gravitacional”. O valor numérico
da massa limitante, dada pela Equacao 33, é aproximadamente . Investigacfes

detalhadas por Chandrasekhar levaram ao resultado:

7 Mo:: (35)

Onde, M, é amassado Sol, que é aproximadamente 2 x 103g, e e € 0 NUMero

M
que representa o grau de ionizacao do hélio. Por definicdo, M = o . Adotando
He

o valor aceito atualmente de g, = 2, derivamos um resultado de M, =~ 1,44 M.

Ver também o trabalho de Evangelista (2019, p. 5).

4 ANALISE DE UMA AMOSTRA DE WDS USANDO DADOS DO SLOAN
DIGITAL SKY SURVEY

Como discutido na Secdo 2, as WDS podem ser classificadas conforme
o elemento quimico encontrado em sua superficie. Dados espectrograficos no
comprimento de onda do éptico possuem assinaturas espectrais dos elementos
quimicos que estdo presentes na superficie das estrelas, e sdo um 6timo método
para realizar esta classificacdo.

Neste trabalho utilizaremos espectros obtidos pelo Sloan Digital Sky Survey
(SDSS) para discutir as diferencas espectrais entre os principais tipos de WDS.

Também utilizaremos as informacdes das magnitudes obtidas pelo SDSS.
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O SDSS usa um telescopio Ritchey-Chrétien de 2.5m de diametro o dua e
distancia focal de f /5, localizado no Observatorio Apache Point, no sudeste do Novo
México, um espelho secundario de 1,08 m e duas lentes corretoras resultam em
um campo de visao livre de distorcdo de 3 (Gunn et al., 2006, p. 4). Esses dados sao
nomeados seguindo a nomenclatura: SDSS JHHMMSS.ss+DDMMSS.ss. No primeiro
conjunto (JHHMMSS.ss) temos a hora (HH), os minutos (MM) e os segundos (SS.ss).
No segundo conjunto (DDMMSS.ss) temos o angulo de inclinacdo do objeto (DD).

O SDSS utiliza o sistema fotométrico mais usado na atualidade, o ugriz, definido por
Fukugita et al. (1996, p.1). Esse sistema compreende cinco bandas de cores que dividem
toda a gama de corte do ultravioleta atmosférico a 3.000 A ao limite de sensibilidade
dos CCDs de silicio a 11.000 A em cinco bandas de passagem essencialmente ndo
sobrepostas. Os cinco filtros tém as seguintes propriedades: u possui o pico a 3500

A com largura méaxima até ao meio maximo de 600 A ; g estd na banda do azul
esverdeado, centradoem4800 A comumalargurade 1400 A ;réabandade passagem
vermelha centrada em 6250 A com uma largura de 1400 A ; V é um filtro vermelho
centrado em 7700 A com uma largura de 1500 A ; e z é uma banda de passagem
préxima do infravermelho centrada em 9100 A com uma largura de 1200 A ; onde a
forma da func¢do de resposta z em comprimentos de onda longos é determinada pela
sensibilidade do CCD.

Foram utilizados dados publicos do Data Release 14 (DR14), que é o segundo
lancamento de dados da quarta geracao do SDSS (SDSS-IV). O DR14 contém
observacdes do SDSS até julho de 2016. Para a nossa analise espectral utilizamos
dados de 5 WDS, os espectros e as magnitudes apresentadas foram obtidos pelo

SDSS e estao listados abaixo.

Ci. e Nat., Santa Maria, v. 44, e49, 2022



Gatto, L. M.; Sales, D. A. |21

4.1 SDSS J020848.27+121332.6

Analisando o espectro obtido pelo SDSS do objeto SDSS J020848.27 +
121332.6, Fig. 5, observamos a presenca de linhas de absorcdo intensas da série
de Balmer do hidrogénio, sdo elas as linhas de Ha (A 6564A), HB (A 4862A), Hy (A

4341A) e HE (A 4102A). O que é caracteristica de uma WDS do tipo DA.

Figura 5 - Espectro obtido pelo SDSS da WDS DA SDSS J020848.27+121332.6

Survey: sdss Program: legecy Target: STAR_CATY_VAR SERENDIP_SLUE SERENDIP_DISTANT @50
RA=32.20118, Dac=12225688, Plate=428, Fibar=248, MID=5168683
gz=—81+,/-50 km/8 Clasa=5TAR WD
Ho warnings.
—— T T T T T
| Noln B8 Hy J
20| | *lm =
15
E I
3]
= B
-‘\T“ -
o L
w L
r- =
T
2 5
< 0
D e
4000 5000 8000 7000 8000 9000
Wavelength (Angstroms)
Fonte: SDSS

Legenda: Linhas de emissao e absor¢do estdo identificadas

A magnitude desta estrela nas cinco bandas é: u=18.7+0.02 mag; g=18.72 +

0.01 mag; r=18.95+£0.01 mag; i=19.15 £ 0.02 mag; e z=19.34 £ 0.06 mag.
4.2 SDSS J144738.39+034930.4

Como o objeto anterior, através o espectro obtido pelo SDSS do objeto SDSS
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J144738.39 + 034930.4, Fig. 6, observamos que as grandes linhas de absorcao
presentes sao correspondentes a série de Balmer do hidrogénio, sdo elas as
linhas de H a (A 6564A), H B (A 4862A), Hy (A 4341A) e H & (A 4102A). O que ¢é

caracteristica de WDS do tipo DA.

Figura 6 - Espectro obtido pelo SDSS da estrela DA SDSS J144738.39+034930.4

Survey: sdss Program: legecy Target: SERENDIF_BLUE SERENDIP_DISTANT QS6_REJECT
RA=Z21.90997, Dec=002611, Plate=5687, Fibar=118, MID=62028

cz=8+,-24 km/s Class=5STAR WD

Ho warnings.

,_.
n

£ (1077 erg/s/em®/Ang)
2 o

PR (R | I —— | | Lo Calli o i i | o i

4000 5000 6000 7000 8000 9000
Wavelength (Angstroms)

Fonte: SDSS
Legenda: Linhas de emissao e absor¢do estdo identificadas

A magnitude desta estrela nas cinco bandas é:u=23.62+0.62mag; g=19.28+0.01

mag; r = 19.51£0.01 mag; i = 19.72+0.02 mag; e z= 19.91+0.1 mag.

4.3 SDSS J155340.35+011335.2

Analisando o espectro do objeto SDSS J155340.35 + 011335.2 obtido pelo

SDSS, Fig. 7, vemos que ele ndo possui linhas de absorc¢ao intensas de hidrogénio
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como os dois objetos anteriores, assim esta estrela ndo é uma DA. Mas este

No entanto, o objeto possui a linha de absorcdo de Hel (A5876A), o que é uma

caracteristica de uma WDS do tipo DB.

Figura 7 - Espectro obtido pelo SDSS da estrala DB SDSS J155340.35+011335.2

cz=—6+,/-25 km/s Class=STAR OB
No warnings.

Burvey: sdss Program: legacy Target: SERENDIP_BLUE QSO_MAG_GUTLIER
RA=238.41818, Dec=1.22847, Plate=343, Fiber=387, MID=51692

I B L L T T | LS ]

| Nelll -
. 20F ]
af i
& [ |, 1e ]
N = ‘ ‘om ]
q 15 | —
< F i
o i e :
2 10 | _
w - i
Sof T !

| Ha _
E 5 | ‘ W ‘ T Arll —
< [ e | ]

i | .'

= Na D
_u P T T T T T T T Lo by I T T T T T T T | T T TN T T T T | I “||| R |_
4000 5000 6000 7000 8000 9000
Wavelength {Angstroms)
Fonte: SDSS

Legenda: Linhas de emissdo e absorcao estdo identificadas

A magnitude desta estrela nas cinco bandas é: u=19.38 + 0.03 mag; g=19.3 £

0.01 mag; r=19.50 + 0.02 mag; i =19.67 + 0.03 mage z=19.93 £ 0.14 mag.

4.4 SDSS J160437.76+005206.6

Analisando o espectro do objeto SDSS J160437.76 + 005206.6 obtido pelo SDSS,

Fig. 8, vemos que ele tem as mesmas caracteristicas do objeto anterior, o espectro
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possui a linha de absorcdo de Hel (A5876A). Assim, concluimos assim que esta estrela
também se trata de € uma WDS do tipo DB.
A magnitude desta estrela nas cinco bandas é:u =19.66 + 0.03 mag; g = 19.71 =

0.01 mag; r =19.87 £ 0.02 mag; i = 20.07 + 0.03 mag; e z = 20.05 + 0.13 mag.

Figura 8 - Espectro obtido pelo SDSS da estrala DB SDSS J160437.76+005206.6

Survey: sdss Program: legacy Target: SERENDIP_BLUE QS0_MAG_CUTLIER
RA=241.15738, Dec=0.8B8853, Plate=344, Fiber=523, MID=51693
ez=—371+,/-33 km/s Class=STAR OB
No warnings.
L T rr rrr rrr rrr T
15 [Fem N
- | Hy .
§ Ha ‘om T
% rfl! | :
g N _
-
3 He
I i | bm .
]
~ B 1
=1i]
Ea B ” Hel 7]
~ 5 [~ KH | | o Ho ]
T - c | NIt ‘ Ml arm i
o
S | | | _
St | Mg i
< | |
Na D
or u |
[ Call T
A Lo v v e Lo v v n Lo v v Loy LW,
4000 2000 6000 7000 8000 9000
Wavelength {Angstroms)
Fonte: SDSS

Legenda: Linhas de emissdo e absorcao estao identificadas

4.5 SDSS J081115.08+270621.8

Estudando o espectro da estrela SDSS J081115.08 + 270621.8, Fig. 9, obtido pelo
SDSS, observamos que esta estrela tem caracteristicas de uma WDS do tipo DO, pois

possui linhas de absorc¢ado fracas das linhas de H e de He fracas.

Ci. e Nat., Santa Maria, v. 44, e49, 2022



Gatto, L. M.; Sales, D. A. |25

Amagnitude destaestrelanascincobandasé:u=17.73+0.01 mag; g=18.08 £0.01

mag; r=18.63+0.01 mag;i=18.96+0.01 mag; e z=19.37 + 0.8 mag, respectivamente.

Figura 9 - Espectro obtido pelo SDSS da estrala DO SDSS J081115.08+270621.8

Survey: boss Program: boss Target: WilITEDWARF_SDSS

RA=122.81287, Dec=27,10803, Plate=4457, Fiber=420, MID=5656858

cg=—8+/—-14 km/s Class=STAR 08/089 (167771)

No warnings.
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£, (107" erg/s/cm?®/Ang)

20

Mg ‘

o by b v by by Ly MR

5000 6000 7000 8000 9000 10000
Wavelength {Angstroms)

Fonte: SDSS
Legenda: Linhas de emissdo e absorcao estao identificadas

Amagnitude destaestrelanascincobandasé:u=17.73+0.01 mag; g=18.08 £0.01

mag; r=18.63+0.01 mag; i=18.96+0.01 mag; ez=19.37 + 0.8 mag, respectivamente.

5 CONCLUSOES

Um grande desafio para o ensino de Fisica na graduag¢ao e na po6s-graduacao
é a demonstracao da interdisciplinaridade entre os conteddos ministrados pelas
disciplinas. Quando buscamos usar a astronomia como ferramenta ludica para o
ensino de Fisica estamos objetivando ndo apenas a necessidade de contextualizar
os conteudos, mas também de trazer formas empiricas de dados, neste caso, dados

astrofisicos publicos, para trazer mais atencdo dos discentes as aulas e proporcionar
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a interacdo entre a graduacao e a pés-graduacgao.

Portanto, este trabalho apresentou o estudo do conceito e o formalismo
matematico da estrutura interna de WDS, explicitando a equagao de estado, a relacdo
massa e raio para essa classe de estrelas. Nesse estudo foi possivel levar o discente a
concluir que quanto maior € a massa da WDS, menor é o seu tamanho. Além disso, foi
possivel concluir que as WDS em equilibrio devem ter uma massa menor que < 1,44,
corroborando com dados observacionais.

Foi possivel concluir também, através por meio dos dados publicos do SDSS,
gue as estrelas SDSS J020848.27 + 121332.6 e SDSS J144738.39 + 034930.4 possuem
hidrogénio puro em sua superficie, caracteristicas de uma WDS do tipo DA. Por
outro lado, os objetos SDSS J155340.35 + 011335.2 e SDSS J160437.76 + 005206.6
possuem em sua superficie de hélio neutro propriedade de WDS do tipo DB. Além
disso, o objeto SDSS J081115.08 + 270621.8 dispde em sua superficie hélio ionizado
caracteristica de WDS tipo DO.

Relato de Autor X sobre a experiéncia inovadora da abordagem didatica e
interdisciplinar da disciplina de Mecanica Estatistica da PPG-X que resultou neste produto:

Disciplinas formativas em cursos de pods-graduacdo em fisica normalmente
compreendem os chamados pilares da fisica, que s@o, mecdnica cldssica, mecdanica
estatistica, eletromagnetismo e mecanica quantica. Normalmente estas disciplinas s@o
obrigatdrias para a formagdo, mas muitas vezes estes conteudos estdo longe do que é
aplicado ou estudado na pesquisa.

Considero fundamental um conhecimento minimo bdsico (o que consta na ementa)
em todas estas grandes dreas da fisica, mas quando ocorre a interdisciplinaridade entre
0 contetdo da disciplina com o tema da pesquisa o aprendizado torna-se mais completo
e mais agradavel. Sem falar que por meio desta interdisciplinaridade, pode-se surgir um
novo topico a ser avaliado na pesquisa. Por este motivo, uma abordagem mista nos cursos
de pos-graduacgéo é a melhor opg¢éo.

No caso do curso de mecdnica estatistica, o estudo aprofundado da equacdo
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de estado em estrelas ands brancas me proporcionou uma experiéncia muito
benéfica, onde pude compreender melhor o interior estelar, as caracteristicas e

peculiaridades das ands brancas.
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