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1 Johdanto

Matematiikan yhdeksannen luokan valtakunnallinen koe mittaa vuosittain oppilai-
den osaamista kansallisella tasolla. Talla hetkella valtakunnalliset kokeet teh-
daan paperisina. Maailma kuitenkin sahkoistyy koko ajan ja ohjelmistojen hyo-
dyntaminen lisdantyy koko ajan kouluissa. Lisaksi matematiikan ylioppilaskirjoi-
tukset sahkaoistyivat kevaalla 2019 (Trotschkes, 2015). On siis mahdollista, etta
tulevaisuudessa yhdeksannen luokan matematiikan valtakunnalliset kokeet teh-
taisiin sahkdisind ja GeoGebra ohjelmisto tulisi tyovalineeksi kokeisiin. Taman
tutkimuksen tavoitteena on selvittaa, kuinka paljon kokeita tulisi muuttaa, mikali
GeoGebra tulisi tyovalineeksi kokeeseen. Liséksi tutkimuksella voi arvioida, mi-
ten hyvin kokeet talla hetkella mittaavat ohjelmistojen hyddyntamista, jota paino-
tetaan opetussuunnitelmassa. Tutkimuksessa tarkastellaan vuosien 2012-2021

kokeiden laskimellisia tehtavia kvalitatiivisesti seka kvantitatiivisesti.

Tutkielma koostuu kuudesta luvusta. Toisessa luvussa tutustutaan, miten ope-
tussuunnitelma suhtautuu sahkoéisiin tyévalineisiin. Lisaksi kerrotaan vuosien
2012-2021 valtakunnallisista kokeista. Kappaleessa myds esitellaan GeoGebra
ohjelmiston hyétyja ja haasteita opetuksessa ja oppimisessa. On tarkeaa tietaa,
millaisia haasteita on hyva huomioida, jos GeoGebran kaytt6 lisaantyisi niin ope-
tuksessa kuin kokeissa. Kolmannessa luvussa esitelldan tutkimuksen tavoitteita
ja toteutustapa. Neljannessé luvussa esitellddn tutkimustuloksia kvalitatiivisesti
seka kvantitatiivisesti. Luvussa esitelladn, miten eri opetussuunnitelman sisalto-
alueiden tehtavat taipuvat GeoGebralla ja verrataan millaisia taitoja ja tietoja op-
pilas tarvitsee ratkaisussa ohjelmistolla ja k&dmmenlaskimella. Tutkimuksessa
oletetaan, etta oppilaat osaavat GeoGebran peruskayton. Oletuksen pohjalta
pohditaan, riittaisiko realistisesti oppilaiden tiedot ja taidot ohjelmistolla esitettyi-
hin ratkaisuihin. Kvantitatiivisessa osassa esitellaén, miten suuri osa tehtévista
voisi pysya ennallaan, jos GeoGebra sallittaisiin tyévalineeksi. Viidennessa lu-
vussa pohditaan tutkimuksen luotettavuuteen liittyvia tekijoita. Viimeisessa lu-
vussa pohditaan, kuinka paljon kokeen tulisi muuttua aiempien lukujen pohjalta.

Liséksi pohditaan, miten osaaminen muuttuu ohjelmistoja kayttaessa.



2 Teoreettinen tausta

2.1 Opetussuunnitelma

Perusopetuksen opetussuunnitelman perusteissa (OPS) on kuusi matematiikan
siséltdaluetta, jotka ovat ajattelun taidot ja menetelmat, luvut ja laskutoimitukset,
algebra, funktiot, geometria seké tietojen kasittely ja tilastot seka todennakaoisyys.
Ajatteluntaitoihin ja -menetelmiin kuuluu muun muassa paassalaskut, vaihtoeh-
tojen lukumaara, todistaminen, vastausten paattely ja perusteleminen seka oh-
jelmointi. Luvut ja laskutoimitukset -sisaltbalueeseen kuuluu muun muassa pe-
ruslaskutoimitukset, murtoluvuilla laskeminen, prosenttilaskenta, potenssilaskuja
ja nelibjuuren kasite. Algebraan kuuluu esimerkiksi muuttujilla laskeminen, lau-
sekkeiden muodostaminen, ensimmaisen asteen ja vaillinaisen toiseen asteen
yhtalon ratkaiseminen ja yhtaloparien ratkaiseminen. Funktioihin kuuluu suoraan
ja kdantaen verrannollisuus, suorien ja paraabelien piirtAminen koordinaatistoon
seka nollakohtien maarittdminen. Geometriaan kuuluu muun muassa kuvioiden
pinta-alojen ja piirien laskeminen, yksikkdmuunnokset, kappaleiden pinta-alojen
ja tilavuuksien selvittaminen, suorakulmaisen kolmion ominaisuuksia ja geomet-
rista konstruoimista. Sisaltbalueeseen tietojen kasittely ja tilastot seka todenna-
koisyys kuuluu esimerkiksi todennakdoisyyksien laskeminen, tietojen analysointi,
diagrammien tuottaminen ja tulkinta seka keskiarvon ja tyyppiarvon laskeminen.
(OPS 2014.)

2.1.1 Sahkodiset tyovalineet

Opetussuunnitelma kannustaa tieto- ja viestintateknologian hyédyntamiseen op-
pimisessa. Opetussuunnitelman mukaan oppilaan tavoitteena on kehittda oppi-
maan oppimisen taitoja. Yhtena tallaisena taitona mainitaan teknologisten apu-
valineiden hyddyntaminen. Ylaasteella matematiikan tydskentelytaitojen yhtena
tavoitteena on ohjata oppilasta hyddyntdmaan tieto- ja viestintateknologiaa opis-
kelussa ja ongelmien ratkaisussa. (OPS, 2014.) Perusopetuksen paattbarvosa-
nan kriteereissa (2020) arvosanan 9 erddné kriteerind on osata soveltaa tieto- ja
viestintateknologiaa tutkivassa tyoskentelyssa. Arvosanassa 8 puolestaan kritee-

rind on osata kayttda tieto- ja viestintateknologiaa matemaattisten ongelmien



ratkaisemiseen. Arvosanan 7 kriteerit oppilas saavuttaa, mikali han osaa kayttaa
omien tuotosten laatimiseen ja matematiikan opiskeluun soveltuvaa ohjelmistoa.
Arvosanaan 5 riitta&, kun oppilas tutustuu matematiikan oppimista tukevaan oh-
jelmistoon ja kayttaa sita ohjatusti.

2.2 Valtakunnalliset kokeet

Matematiikan 9. luokan valtakunnalliset kokeet ovat MFKA-Kustannus Oy:n vuo-
sittain tuottama koe, joka mittaa oppilaiden osaamista kansallisella tasolla. Ko-
keet testaavat opetussuunnitelmaan asetettuja tavoitteiden ja sisaltdjen saavut-
tamista. Kokeet sisaltavat tehtéavapaketit, ohjeet opettajalle, ratkaisut ja pisteytys-

suosituksen opettajalle, kaavakokoelman seké arvosanataulukon. (MFKA, 2022.)

2.2.1 Valtakunnalliset 2012-2021

Kokeen tehtavat mittaavat opetussuunnitelman sisaltoja tasaisesti. Tehtavat ovat
eri vaikeustasoisia. Vuosina 2020 ja 2021 kokeessa on myds ollut mukana ohjel-
mointitehtava. Kokeet ovat usein jaettu kahteen eri osioon, joista ensimmaisessa
ei saa kayttaa laskinta, vaan oppilaan on tarkoitus laskea kaikki laskut paassa.
Kyseisessa osiossa on usein tehtavia, joihin riittaa pelkké vastaus seka tehtavia,
joihin taytyy laittaa valivaiheita. Toisessa osiossa saa kayttaa laskinta. Poikkeuk-

sena oli 2018, jolloin laskinta sai kayttaa kaikissa tehtavissa.

Kokeissa on aina ollut pakollisia tehtavia ja jonkin verran tehtavia, joista oppilaat
saavat valita, mihin esittavat ratkaisun. Valinnanvaraisuuden mé&aréa on jonkin
verran vaihdellut eri vuosina. Vuosina 2012-2017 ja 2019 kokeessa oli kolme
valinnaista tehtavaa, joista oppilas teki vain yhden. Vuonna 2018 kokeessa oli
my6s kolme valinnaista tehtavaa, mutta talléin oppilas vastasi niista kahteen. Op-
pilas sai valita kahdesta tehtavasta yhden tehtdvan vuonna 2021. Vuoden 2020

kokeessa oli kaksi tehtavaparia, joista kummastakin valittiin yksi tehtava.



2.3 GeoGebran hyddyt

Matematiikkaa voidaan opettaa hyvin monella eri tavalla. Opetussuunnitelma
kannustaa hyodyntamaan tieto- ja viestintateknologiaa oppimisessa (OPS,
2014). Tietokoneiden kaytdlla matematiikan opetuksessa on havaittu olevan po-
sitiivinen vaikutus oppimiseen, motivaatioon ja asenteisiin. Etenkin on havaittu,
ettd geometrian osa-alueella teknologian hyddyntadminen parantaa oppimistulok-
sissa. (Higgins, Huscroft-D’Angelo & Crawford, 2019.) Geometrian opetuksessa
voidaan hyddyntad dynaamista geometrian ohjelmistoa, kuten GeoGebraa, silla
se lisdé oppilaiden paattelykykya, visualisointitaitoja seké edistaa matemaattisten
perusprosessien oppimista (Bhagar & Chang, 2015). Oppimisen ei tarvitse ta-
pahtua yksin, silla GeoGebra ohjelmisto luo mahdollisuuden yhteistoiminnalliselle
oppimiselle (Wei & Ismail, 2010). GeoGebra on ilmainen ohjelmisto ja nain ollen
sopii kaikille. Lisaksi se sopii erityisesti myds katvealueille, koska siihen ei tarvita
internetyhteytta. (Bhagat & Chang, 2015.)

2.3.1 GeoGebran vaikutus oppimistuloksiin

Chan & Leung (2014) toteavat meta-analyysissaan dynaamisten geometristen
ohjelmistojen kaytdbn parantavan merkitsevasti oppimistuloksia geometriassa
etenkin peruskoulutasolla. Useissa eri tutkimuksissa geometrian eri osa-alueilla,
kuten monikulmioissa ja ympyroissa, on havaittu GeoGebran kaytdn parantavan
oppimistuloksia. Kolmioiden geometrian oppimisessa GeoGebraa kayttaneet yla-
koululaiset suoriutuivat paremmin kuin pelkan oppikirjan avulla oppineet (Dogan
& icel, 2011). Viidennen luokan nelikulmioiden geometriassa GeoGebran kaytta-
misell&a opetuksella havaittiin saatavan paremmat oppimistulokset kuin kaytta-
mall& matematiikan havainnollistusvélineita tai pelkastaan kynaa ja paperia (Dis-
budak & Akyuz, 2019). Nelikulmioiden pinta-alojen opetuksessa GeoGebrasta oli
selvasti hyodtya (Ozcakir & Cakiroglu, 2019). Dynaamista geometrian ohjelmistoa
Geometer’s Sketchpadia kayttaneet kuudesluokkalaiset oppilaat saivat merkitta-
vasti parempia oppimistuloksia monikulmioiden luokittelussa ja yhdenmuotoisuu-

dessa kuin pelkastaan oppikirjaa kayttaneet (Erbas & Yenmez, 2011).



Monikulmioiden liséksi esimerkiksi ympyrdiden opettelussa GeoGebralla oppi-
neet ylakouluryhmat suoriutuivat paremmin kuin perinteisella tavalla opiskelleet
ryhmat (Bhagar & Chang, 2015; Birgin & Topuz, 2021; Shadaan & Leong, 2013).
Myds lukiotasolla GeoGebralla ympyroéiden teorian opiskellut ryhmé suoriutui pa-
remmin kuin kontrolliryhma (Tay & Mensah-Wonkyi, 2018; Mthethwa, Bayaga,
Bossé & Williams, 2020). Etenkin euklidisen geometrian oppimistulokset olivat
huomattavasti parempia GeoGebraa kayttaneella rynmalla (Mthethwa ym. 2020).
Korkeakoulutasollakin huomattiin GeoGebralla olevan myodnteista vaikutusta op-
pimistuloksiin (Sudihartinih & Purniati, 2019; Hussin, Yusoff, Mustaffa, & Mokmin,
2018).

Liséksi on saatu parempia oppimistuloksia geometrisissa muunnoksissa; oppilaat
suoriutuivat paremmin kuvioiden peilaamisessa ja kdantamisessa, kun kayttivét
GeoGebraa (Mutlu & Soylemez, 2019). GeoGebra vaikutti myodnteisesti erityisesti
heikosti visuaalisesti ja spatiaalisesti taitavien oppilaiden oppimistuloksiin koordi-
naatiston geometriassa (Saha, Ayub & Tarmizi, 2010).

2.3.2 Muut hyodyt

GeoGebralla on havaittu paljon muitakin hyotyja oppimistuloksien parantumisen
lisdksi. On huomattu, etta GeoGebran kayttd opetuksessa paransi oppilaiden
paattely- ja visualisointitaitoja verrattuna perinteisella kirjasta opetteluun (Bhagar
& Chang, 2015). GeoGebraa hyddyntaneet lukio-opiskelijat onnistuivat ratkaise-
maan paremmin ongelmia seka perustelemaan ratkaisujaan kuin perinteisella lu-
entotavalla oppineet opiskelijat (Mthethwa ym., 2020). Oppilaat osasivat vastata
paremmin avoimiin kysymyksiin kuin kontrolliryhma (Turk & Akyuz, 2016). Lis&ksi
oppilaat muistivat pidemman ajan jalkeen opittavat asiat paremmin kuin kirjan
avulla oppineet (Birgin & Topuz, 2021; Dodan & igel, 2011). GeoGebran kayttd
auttoi heitd saamaan laskut oikein ja nédin vahentdvan pelkoa laskuvirheista
(Dogan & icel, 2011; Poon, 2018).

GeoGebran kaytannonlaheisyys on ehdottomasti suuri hyoty. Opiskelu oli kay-
tannonlaheista seka helposti ymmarrettavad, minka takia GeoGebralla opiskelu

parantaa suoriutumista matematiikassa (Tay & Mensah-Wonkyi, 2018). Shadaan



& Leong (2013) toteavat, ettéd GeoGebran hyodyllisyys piilee erityisesti sen kay-
tannodnlaheisyydessa, jolloin oppijat ovat aktiivisia tydskentelijoitd passiivisten
kuuntelijoiden sijaan. Ohjelmisto mahdollistaa tutkivan oppimisen, jossa oppijat
l6ytavat matemaattisia riippuvuuksia kokeilemalla (Ozgakir & Cakiroglu, 2019).
Oppilaat olivat uteliaita ja halusivat kokeilla tehtaviin kuulumattomiakin toimintoja
(Poon, 2018).

Useammassa tutkimuksessa on huomattu GeoGebran lisénneen oppilaiden kiin-
nostusta, asenteita ja motivaatiota matematiikan oppimista kohtaan (Turk &
Akyuz, 2016; Dogan & icel, 2011; Tay & Mensah-Wonkyi, 2018; Bhagar & Chang,
2015; Birgin & Topuz, 2021). GeoGebralla opiskelu oli oppilaiden mielestéa kiin-
nostavaa (Tay & Mensah-Wonkyi, 2018). Tietokoneiden kaytt6 ja GeoGebra-oh-
jelmisto loivat innostavan oppimisympariston ja oppilaat kokivat geometrian op-
pimisen mielekkaana (Turk & Akyuz, 2016). GeoGebraa kayttaneet oppilaat toi-
voivat, ettd muissakin matemaattisissa aiheissa voitaisiin hyddyntdé ohjelmistoa
(Dogan & icel, 2011). Myos yliopisto-opiskelijat kokivat, ettda GeoGebrasta on ai-
dosti hyotya ja sita tulisi kayttaa myos kouluissa (Sudihartinih & Purniati, 2019).

GeoGebralla opiskelu lisasi oppilaiden ymmarrysta matematiikasta. Disbudak &
Akyuz (2019) toteavat, ettd GeoGebran kayttaminen auttaa ymmartamaan neli-
kulmioiden luokittelua ja maaritelmia. Lisaksi oppilaiden ymmarrys riippuvuuk-
sista ja eri muodoista lisdéntyy ohjelmistoa kayttaen, silla oppilaat voivat manipu-
loivat nelikulmioita GeoGebralla ja nain ollen pystyvat tutkimaan muutoksien vai-
kutusta esimerkiksi pinta-alaan. (Ozcakir & Cakiroglu, 2019.) Dynaamisen geo-
metrian ohjelmisto rohkaisi oppilaita kertomaan ja perustelemaan ratkaisujaan.
Mitd enemman oppilaat kayttivat ohjelmistoa, sitd virheetttmampad matemaat-
tista kieltd he kayttivat arkikielen sijaan. (Erbas & Yenmez, 2011.) Liséksi oppilaat

neuvoivat toisiaan tehtavid tehdessa (Poon, 2018).

2.4 GeoGebran haasteet

Tassa kappaleessa esittelen kirjallisuudessa esiin tulleita haasteita. Osa
GeoGebran haasteista liittyy GeoGebran kayttamiseen, appletteihin seka ylipaa-
taan sahkaisten tyovalineiden kayttamisen ongelmiin.



Haasteita liittyy myds GeoGebran kayttdmiseen, silla dynaamisen geometrian
ohjelmisto on monimutkainen (Trouche, 2014). Osa GeoGebran komentojen
syottamistavoista eivat ole kayttajaystavallisia ja ovat haastavia etenkin niille op-
pilaille, joilla ei ole ohjelmointikokemusta (Wassie & Zergaw, 2019). Esimerkiksi
GeoGebralla ei pysty automaattisesti esittdmaan epajatkuvien funktioiden kuvaa-
jia helposti (Wassie & Zergaw, 2019). Lisaksi osa oppilasta vetivat liukusaatimia
lian nopeasti, jolloin he eivat pystyneet nakemaan pieninta yhteista nimittajaa
(Poon, 2018).

Opettaja voi luoda GeoGebran appletteja opetuksessaan, mutta niihin liittyy
haasteita, jotka on hyvd huomioida opetuksen suunnittelussa. Applettien tulee
olla interaktiivisia ja mahdollistaa oppilaiden luovuuden kehittyminen, jotta oppi-
laiden ymmarrys matematiikasta kasvaisi eniten (Ljajko & lbro, 2013). Kuitenkin
opettajaopiskelijat eivat kyenneet luomaan luovia ongelmia dynaamisella geo-
metrian ohjelmalla (Ocal, Kar, Giiler & Ipek, 2020). Opettajilla on siis haasteena
luoda oikeanlaisia appletteja. Ljajko & Ibro (2013) kehottavat rakentamaan ap-
pletit siten, ettd oppilaat pystyvat itsenéisesti tutustumaan applettiin ilman opet-

tajan avustusta.

GeoGebran erdéana haasteena on sahkoisten tyévalineiden luomat ongelmat, ku-
ten sahkokatkot ja systeemiviat. Tallaisia tilanteita varten opettajan kannattaa
luoda varasuunnitelma (Wassie & Zergaw, 2019). GeoGebra-sovellus ei vaadi
internet-yhteytta, mutta nettiyhteysongelmat estavat GeoGebran sisdanrakenne-
tun kayttboppaan kayton (Bhagat & Chang, 2015; Wassie & Zergaw, 2019). Net-
tiyhteysongelmat voivat luoda vield suuremman ongelman. Osassa kouluissa voi
olla kaytossa Chrome Bookit, jolloin GeoGebrasta voi kayttdd ainoastaan selain-
versiota. Talléin GeoGebran kaytto vaatii toimivan nettiyhteyden ja néin ollen vika
nettiyhteydessa estaa ohjelmiston kayton kokonaan. Sahkaisia tyovalineita kay-
tettdessa aina on riskind, ettd ohjelmisto luo mahdollisuuden huijata opettajaa.
Oppilaat voivat esimerkiksi pelata tietokoneella ja opettajan tullessa luokse vaih-

taa GeoGebran nakyviin. (Trouche, 2014.)



3 Tutkimuksen toteutus

Taman tutkimuksen tarkoituksena on selvittaa, miten matematiikan valtakunnal-
listen kokeiden tehtavat sujuvat GeoGebralla. Tutkimuksella voi arvioida, tuleeko
kokeeseen paljonkin muutoksia, mikali GeoGebra tulisi joskus valineeksi kokei-
siin. Tietokoneohjelmistojen hyddyntaminen on yha tarkeampaa ja valtakunnalli-
set kokeet pyrkivat mittaamaan opetussuunnitelmien sisaltéja. Tutkimuksella voi-
daan analysoida, miten kokeet télla hetkella mittaisivat ohjelmistojen hyddynta-

mista.

Tutkimuksessa tutkitaan kvalitatiivisesti osaa tehtavista. Tehtavat, jotka valikoi-
tuivat tahan tutkimukseen, ovat valittu kokeiden laskimellisesta osasta. Mikéli val-
takunnalliset kokeet sdhkaistyisivat, niissa voisi yha olla laskimeton osa, joten on
mielekkaampaa tutkia juuri niité tehtavia, joissa voi hyddyntaa laskinta. Tehtaviksi
on valittu opetussuunnitelman eri siséltdalueiden sisaltéja mittaavia tehtavia. Li-
saksi tehtavien ratkaisujen yhteydessa pohditaan, onko teoriassa mahdollista,
ettd yhdeksasluokkalainen pystyisi ratkaisemaan ohjelmistolla omatoimisesti ky-
seisen tehtavan. Jos oppilaat saisivat kayttéa GeoGebraa valtakunnallisessa ko-
keessa, he ovat todennakdisesti opiskelleet ohjelmiston kayttéa ainakin ylaas-
teen matematiikan tunneilla ja ehka jopa fysiikan ja kemian tunneilla. Taman takia
tutkimuksessa oletetaan, etta oppilaille on opetettu GeoGebran peruskayttd. Pe-
ruskayttéa on esimerkiksi yhtalon ratkaiseminen, muuttujilla laskeminen ja kuvaa-
jien piirtaminen. Geometrisista konstruoinneista voidaan olettaa oppilaan ainakin

osaavan piirtaa suoria, janoja ja kulmia.

Kvalitatiivisen tutkimuksen lisaksi tdssa tutkimuksessa tutkitaan kvantitatiivisesti,
miten suurta osaa tehtavista tulisi muuttaa tulevaisuudessa, mikali GeoGebra
olisi valineena ja miten suuri osa taas voisi sailya ennallaan. GeoGebrasta hy6-
tyviin tehtaviin laskettiin sellaiset tehtavat, jotka oppilaat ajallisesti ehtivét rat-
kaista ja ohjelmistosta saatu hydty on vahintd&n puolet tehtavan pisteista. Tutki-
muksessa myo6s pohditaan, miten matematiikan osaaminen muuttuu
GeoGebralla ratkaisemisessa. Millainen osaaminen vahvistuu ja millainen heik-

kenee?



4  Tutkimustulokset ja niiden tulkintaa

Tassa luvussa esitellddn kvalitatiivisia ja kvantitatiivisia tuloksia. Alaluku 4.1kes-
kittyy kvalitatiivisiin tuloksiin. Kyseisessa alaluvussa esitetdaan, miten opetus-
suunnitelman eri sisaltdalueiden tehtavia voidaan ratkaista GeoGebra ohjelmis-
tolla. Alaluvussa pohditaan, millaisia taitoja ja tietoja oppilas tarvitsee ratkaisus-
saan. Puolestaan 4.2 alaluvussa esitelldadn, kuinka suuri osa tehtéavista voisi py-
sya ennallaan, mikali GeoGebra sallittaisiin apuvalineeksi matematiikan valta-
kunnalliseen kokeeseen. Lisdksi pohditaan, miten matematikan osaaminen

muuttuu ohjelmistolla ratkaistaessa.

4.1 Kvalitatiivinen analyysi

Tassa alaluvussa esitelladn GeoGebralla ratkaistuja valtakunnallisten kokeiden
tehtavia sisaltdalueittain. Ratkaisujen yhteydessa pohditaan, pystyyko yhdeksas-
luokkalainen ratkaisemaan tehtavan silla oletuksella, ettd oppilaat osaavat ohjel-
miston perustoiminnot. Liséksi kappaleessa pohditaan, millaisia taitoja ja tietoja

oppilas tarvitsee ratkaisuissaan.

4.1.1 Tietojen kasittely ja tilastot seka todennakoisyys
Valtakunnallisissa kokeissa on nékynyt tehtavia, joissa oppilaan on tarkoitus las-

kea keskiarvo, mediaani tai tyyppiarvo annetusta aineistosta (2020, 2017, 2019).
Alla kuva vuoden 2019 tehtdvassa B1, jossa kysyttiin keskiarvoa ja mediaania
(Kuval).

1. Aino ja Elias tulevat pikkubussilla huvipuistoon kuuden muun henkilén kanssa.
Bussissa matkustavien iat ovat 40, 16, 8, 45, 3, 15, 46 ja 43 vuotta.
a) Laske bussissa matkustavien keski-ika.

b) Maéarita ikavuosien mediaani.

(2+2) /4p

Kuva 1. Valtakunnallinen 2019 tehtava B1 tehtdvananto
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Talloin oppilaan on taytynyt muistaa, mika on keskiarvo ja mediaani ja miten ne
voidaan selvittaa. Vaikka heilla on ollut laskimet kaytossa, heidan on pitanyt tie-
taa oikea kaava keskiarvolle. GeoGebra mahdollistaa keskiarvon, mediaanin ja
tyyppiarvon selvittamisen pelkastaan luettelemalla numeroarvot. Vuoden 2019

tehtavan B1 voisi ratkaista GeoGebralla seuraavasti (Kuva 2).

1 Mediaani(40, 16, 8,45, 3, 15, 46, 43)

— 28
2 keskar(40,16,8,45,3,15,46,43)

- 27

Kuva 2. Valtakunnallinen 2019 tehtédva B1 ratkaisu GeoGebralla

GeoGebralla saatuun ratkaisuun riittdd, kun oppilas osaa kirjoittaa keskiarvo tai
mediaani, talloin GeoGebra ehdottaa komentoja keskar ja Mediaani.
GeoGebralla totta kai voi laskea myds vastaavasti kuin kdimmenlaskimella, mutta
GeoGebra antaa myos mahdollisuuden selvittdd mediaanin, tyyppiarvon ja kes-
kiarvon ilman, ettd tarvitsee ymmartaa, mita kyseiset kasitteet tarkoittavat. Teh-
tava on erittéin yksinkertainen seka intuitiivinen ratkaista GeoGebraa hyodyn-
taen. Yhdeksasluokkalaisen oppilas pystyy vaivatta ratkaisemaan tehtavan oh-

jelmistolla.

Vuonna 2012 valinnainen tehtava 2 oli soveltava mediaaniin, tyyppiarvoon ja kes-
kiarvoon liittyva tehtava, jossa GeoGebran hydédyntaminen ei juurikaan nopeuta
tehtdvan tekemistd (Kuva 3). Etenkin b-kohdassa oppilas ei voi pelkdstdén ko-

keilemalla l16ytaa oikeaa vaihtoehtoa.

2. Milld arvosanoilla todistuksen keskiarvo on paras mahdollinen, kun todistuksessa on 11
arvosanaa, joiden
a) mediaani on 7? (3 p)
b) ainoa tyyppiarvo eli moodi on 7 ja todistuksessa on ainakin yksi 8? (3 p)

Perustele vastauksesi.

Kuva 3. Valtakunnallinen 2012 valinnainen tehtava 2.
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A-kohdassa oppilaan taytyy tietdd, mita mediaani tarkoittaa. Suuruusjarjestyk-
sessa kuudennen arvosanan taytyy siis olla 7, talléin 5 ensimmaista arvosanaa
saa olla enintd&n 7 ja viisi vimeista arvosanaa vahintaan 7. Jotta keskiarvo olisi
suurin mahdollinen, niin viisi ensimmaista arvosanaa taytyy olla mahdollisimman
suuria, eli tdssa tapauksessa 7. Myos jalkimmaiset viisi taytyy olla mahdollisim-
man suuria eli tdssa tapauksessa 10. Tehtavassa oppilaan taytyy siis ymmartaa
mediaanin ja keskiarvon kasite, jotta han pystyy ratkaista tehtavan.

GeoGebralla voi luetella taulukkolaskentanakymaan 11 eri arvosanaa. Yhden
muuttujan analyysilla oppilas saa nakyviin histogrammin ja halutessaan aineis-
toonsa liittyvié tilastoja. Tilastot nayttavat muun muassa mediaanin ja keskiarvon.
Na&in oppilas voi vaihtaa arvosanoja aineistossaan ja katsoa, milla arvosanoilla
mediaani on 7 ja keskiarvo on mahdollisimman suuri (Kuva 4). Kuvassa 4 olen
ympyroinyt punaisella keskiarvon ja mediaanin sinisella selkeyttadkseni missa
oppilas voi ndhda keskiarvon ja mediaanin tilastoissa. Kuitenkin on hyva huo-
mata, etta téllainen kokeilu voi olla hyvin aikaa vievaa etenkin, etenkin jos oppilas
ei ymmarra mika mediaani on. Kyseisessa kokeessa oli 45 minuuttia aikaa tehda

4 tehtavaa. Nain ollen siis keskimaarin aikaa oli 11 minuuttia tehtavaa kohden.

E] o2 ¥
A

B C L T v
1 , T Tilastot
n 1
2 7 Keskiarves.3636 >
3 7 o T.4938
4 7 S 1.5667
° ’ B
X
3 1; Min 7
Q“... 7
8 10 < |Mediaani 7 TS
9 10 Q3 10
10 10 Max 10
11 10
12

Kuva 4. Vuoden 2012 kokeen valinnaisen tehtdvan 2 ratkaisu GeoGebralla.
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B-kohdassa taas yksi arvosanoista on 8 ja oppilaan taytyy ymmartaa, etta arvo-
sanaa 7 taytyy olla eniten. Oppilaan tulee siis pohtia, miten loput 10 arvosanaa
voidaan valita siten, etta arvosanaa 7 on eniten ja arvosanat olisivat mahdollisim-
man suuria. Oppilas voisi esimerkiksi pohtia sopivia vaihtoehtoja ja laskea, milla
keskiarvo on suurin. GeoGebran tilastot eivat kerro aineiston tyyppiarvoa. Oppi-
laan tulisi siis itse osata selvittaa tyyppiarvo, mikali ratkaisisi osatehtavan samalla
tavalla kuin a-kohdassa kokeilemalla. GeoGebralla oppilaan on haastava perus-
tella, ettd hdnen saamansa ratkaisu on juuri se oikea ratkaisu. Kuitenkin mallirat-
kaisussa riitti, etté laski keskiarvojen suuruuksia, ei siis ollut pakko perustella yk-
sikasitteisyyttd. Nain ollen myts GeoGebralla voi l6ytaa vastauksen, jolla saa
taydet pisteet. Ajan riittdminen on suuri haaste kokeilemisessa, oppilaan on erit-
tain haastavaa ehtia optimoida keskiarvo GeoGebralla. Jos oppilas nopeasti ehtii
optimoida keskiarvon, han ymmartaa, mitka tekijat nopeuttavat optimointia ja
milla tavoin numeroita kannattaa muuttaa. Talléin oppilas vastauksessaan hyo-
dyntaa ohjelmistoa ongelmanratkaisussa, eika ratkaisu oikeastaan ole huonompi
kuin paperikokeessa pohdittuna. Vaikka tehtavan voikin ratkaista katevasti kokei-
lemalla, tehtava toimisi sahkoisessa kokeessa samanlaisena, silla ilman ymmar-

rysté tehtavan ratkaisu veisi paljon aikaa.

4.1.2 Funktiot

GeoGebra on erinomainen véline funktioiden kasittelyyn. Silla voidaan piirtédé ku-
vaajia. Pystymme selvittdmaan funktion arvon tietyssa kohdassa. Suoria voidaan
piirtad esimerkiksi kahden pisteen avulla. Suorille pystytaan piirtamaan kohtisuo-
ria ja yhdensuuntaisia suoria, jotka kulkevat tietyn pisteen kautta. Lisaksi
GeoGebralla voidaan selvittdd suoran kulmakerroin ja yhtéld. Useampana
vuonna laskimellisessa osassa on ollut tehtavia, joissa GeoGebrasta olisi ollut
hyotya (2012, 2013, 2014, 2015, 2017, 2018). Vuoden 2013 valinnainen tehtava
6 (Kuva 5) voidaan ratkaista kayttamalla GeoGebran taulukkolaskenta ja CAS-

laskin nakymia.
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6. a) Paattele viereisen taulukon lukujen avulla funktion fx) lauseke.

fix)

b) Laske f[-4) + g(—4), kun fix) = 2x + 7 ja g(x) =%x +4.

Wl e |o| =

c) Madrita laskemalla, millda muuttujan arvolla funktiot fix) ja g(x)

1
saavat saman arvan, kun f{x) = 2x + 7 ja g(x) =Ex +4.

Kuva 5. Valtakunnallinen 2013 tehtava 6

Tehtavan 6 a-kohdan voisi ratkaista syottamalla taulukkolaskentanakymaan tau-
lukon arvot. Taulukolle voidaan tehda kahden muuttujan regressioanalyysi. Nain
saadaan nakyviin erillinen ikkuna koordinaatistosta, johon on merkitty taulukon
arvot pisteind. Koordinaatistoon voidaan valita regressiomalliksi lineaarinen, jol-
loin ohjelma piirtd& pisteiden kautta kulkevan suoran (Kuva 6). Ohjelma myds
kertoo suoran yhtalon eli tdssa tapauksessa y = 2x — 1. Oppilaan ei siis itse tar-
vitse osata muodostaa sen yhtaléd. Oppilaan tosin taytyy tietaa, ettd regres-
siomalleista valitaan lineaarinen. Jos oppilas ei tieda, etta lineaarisella mallilla
tarkoitetaan suoraa, han voi paatya valitsemaan oikean mallin kuvaajan seka yh-

talon perusteella kokeilemalla eri malleja.

Kysymykseksi nousee, pystyyko ylakoululainen ratkaisemaan talla tavoin tehta-
van. Oppilaalle on valmiiksi annettu taulukko, talléin loogisin nakymavaihtoehto
on taulukkolaskenta. Arvojen kopiointi nakymaan ei pitdisi tuottaa ongelmia,
mutta kahden muuttujan regressiomallin valinta voi olla haastavaa yhdeksasluok-
kalaiselle. Kuitenkin kahden muuttujan regressiomallin kuvakkeessa (Kuvassa 6
ympyradity vihrealld) on punainen suora, jolloin se olisi jarkevin vaihtoehdoista.
Ylaasteella yleisimpien funktioiden kuvaajat ovat suoria tai paraabeleja. Nain ol-
len yhdeksasluokkalaisen voisi olettaa painavan oikeaa kuvaketta, silla se muis-
tuttaa heitd eniten funktioista. Tosin oppilas voisi myos painaa "Luo pistelista” -
painiketta, mita kautta oppilas voisi itse piirtdd suoran pisteiden valille ja myo6s
paasta oikeaan lopputulokseen. Jos oppilas ei yhdista mitaan painiketta funkti-
oon, niin han voisi kokeilla painikkeita jarjestyksessa ja katsoa milla valinnalla
paatyy oikeaan nakdiseen lopputulokseen. Siis oppilas voisi ratkaista tehtavan
vaikkei suoranaisesti osaisikaan paatella ratkaisua.
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Kuva 6. A-kohdan ratkaisu GeoGebralla.

B-kohdassa oppilaan olisi tarkoitus sijoittaa x:n paikalle luku — 4 ja taman jalkeen
laskea lausekkeen arvo. GeoGebralla oppilas voi maarittaa CAS-nakymaan itsel-
leen funktion f, jonka lauseke on 2x + 7. Kun funktio on maaritelty oikein, oppilas
voi laskea funktion arvoja eri x:n arvoilla. Tassé tapauksessa oppilas voi syottaa
f(—4), jolloin ohjelma laskee arvoksi -1. Vastaavasti funktio g voidaan maarittéa
ja selvittaa funktion arvo kohdassa - 4. GeoGebralla pystytéaan siis helposti las-
kemaan summa f(—4) + g(—4) (Kuva 7). C-kohdan taas voi esimerkiksi ratkaista
muodostamalla yhtalon, jonka GeoGebra ratkaisee vaivatta. Oppilaan taytyisi
osata siis muodostaa yhtald, mutta ei tarvitse osata ratkaista sitd, jos héanella on

ohjelmisto kaytossa.

1 f(x):= 2x+7
- f(x) :=2x47

1
g(x) := §x+4

1
— g(x) = 5 x+4

3 f(-4) + g(-4)
- 1

4 Ratkaise(Zx +7 = %x + 4)
- {x=-2}

Kuva 7. B- ja c-kohdan ratkaisu GeoGebralla.



15

B-kohdassa funktion maarittdmisen sijaan oppilas voisi esimerkiksi piirtda funktiot
ohjelmistolla ja tulkita funktion arvon kohdassa x = — 4. Totta kai oppilas voisi
my0s sijoittaa itse luvun - 4 muuttujan x paikalle. Tall6in mekaanisen laskemisen
hoitaisi laskin. Ratkaisu on varsin simppeli, yhdeksés luokkalainen pystyy jollain
esitetyista kolmesta tavasta ratkaista tehtdvan. C-kohdassa puolestaan yhtal6pa-
rin tai yhtalon ratkaisemisen sijaan oppilas voi piirtamalla ratkaista muuttujan x
arvon. Oletuksena on, etta oppilaat osaavat GeoGebran peruskéayton, johon kuu-
luu funktioiden piirtdminen ja yhtélonratkaisu. Oppilas pystyy vaivatta ratkaise-

maan tehtavan.

GeoGebralla voi ratkaista myds erityyppisia funktiotehtavia. Vuoden 2017 tehta-
vassa 2 keskiossa on suoran kulmakerroin ja vakiotermi (Kuva 8). Tehtavassa
oppilaan tulisi tietdd kulmakertoimen seka vakiotermin yhteys suoran yhtaléssa

ja kuvaajassa.

2. Tarkastellaan suoraa y = —3x + 2.
a) Mika on suoran kulmakerroin? (1 p)
b) Onko piste (1, —=2) suoralla? Perustele. (1 p)
c) Piirrd suora, joka on yhdensuuntainen suoran y = —-3x + 2 kanssa
ia kulkee pisteen (1, —4) kautta. (2 p)
d) Ma&arita sellaisen suoran yhtdld, joka leikkaa y-akselin samassa

pisteessd suoran y = —3x + 2 kanssa ja jonka kulmakerroin on 4. Perustele. (2 p)

Kuva 8. Vuoden 2017 tehtava 2

GeoGebralla voi “Kuvaajan piirtaminen” -nakymassa helposti piirtdéd suoran kir-
joittamalla suoran yhtalén. Kyseisen suoran kulmakertoimen voi selvittéaa kirjoit-
tamalla kulmakerroin, jolloin GeoGebra ehdottaa Kulmakerroin-komentoa. Sulku-
jen sisdan voi kirjoittaa suoran nimen tai yhtalon. Komennon kirjoittamisen sijasta
GeoGebrassa on vasemman ylarivin valikossa painike suorakertoimen selvitta-
miselle. Painike nakyy kuvassa 9 punaisella ympyroitynd. Painikkeen jalkeen tu-

lee klikata hiiren painikkeella suoraa, jonka kulmakertoimen haluaa selvittaa. A-
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kohdassa oppilas voi siis helposti GeoGebralla selvittaa kulmakertoimen. Hanen

ei siis tarvitse tietdd, miten kulmakerroin nékyy suoran yhtalossa.

B-kohdassa oppilas voi piirtda kysytyn pisteen kirjoittamalla (1, —2) tai ylavalikon
"Uusi piste” -painikkeen avulla, jolloin han itse asettaa pisteen oikeaan kohtaan.
Ensin mainitulla tavalla oppilaan ei tarvitse ymmartaa pisteen koordinaattien yh-
teyttd pisteen sijaintiin koordinaatistossa. Kuvasta hén voi katsoa, onko piste suo-
ralla. Oppilaan ei siis tarvinnut osata itse piirtdé suoraa eika pistettd, mutta silti
han pystyy ratkaisemaan a- ja b-kohdan. C-kohdassa oppilas voi kayttaa kuvassa
9 vihrealla ympyrditya painiketta, jolloin hénen taytyy valita yhdensuuntainen
suora ja piste, jonka kautta uusi suora piirretdén eli tdssa tapauksessa piste
(1, —4). GeoGebra automaattisesti kertoo suoran yhtalén muodossa ax + by = c.
Painamalla suoran viereisista kolmesta pisteesta voi valita asetukset. Asetuksista

Algebra-osiosta voi vaihtaa yhtalén muodoksi y = kx + b.

EC XX
n 3

Luku

a = Kulmakerroin(y = —3 x+ 2) : 1

<@/
L

[}
w

— -3

=7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 2 3 4
Piste
1

@ A=1-2) : A

-2 ®
@ B=(-9
-3
Suora B
-4
O h:y=-3x+2
-5
i : Suora(B, h) H
O _ﬁ
—y=-3x-1
+ -7

-8

Kuva 9. Vuoden 2017 tehtavan 2 a-, b- ja c-kohtien ratkaisut GeoGebralla

D-kohdan oppilas voisi ratkaista pelkastaan paattelemalla. Oppilaan tulisi tietaa,
ettd suoran yhtaléssa kulmakerroin on x:n kertoimena seké y-koordinaatti, jossa
suora leikkaa y-akselin on vakiotermina. Nain ollen olisi helppo paatella, etta ky-

seisen suoran yhtalon taytyy olla y = 4x + 2. GeoGebralla kyseisen kohdan voisi
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ratkaista esimerkiksi piirtden suoran kahden pisteen kautta (Kuva 10). Ensiksi
taytyy piirtdd tehtdvan antama suora y = —3x + 2 kirjoittamalla suoran yhtalo.
Taman jalkeen voi laittaa pisteen A siihen pisteeseen, jossa suora leikkaa y-ak-
selin, lisddmalla uuden pisteen itse tai kayttdmalla painiketta "leikkauspisteet”.
Suoran piirtamiseen tarvitaan kaksi pistetta. Toinen piste B voidaan asettaa x-
akselille painikkeella "Piste objektilla”. Talldin pistetta voi siirrella x-akselilla ha-
luamallaan tavallaan. Painikkeella "Suora kahden pisteen kautta” saadaan piir-
rettyd suora. Nyt uuteen suoraan voidaan kayttaa komentoa kulmakerroin, jolloin
oppilas nakee kulmakertoimen. Oppilas voi nyt siirtda pistetta B niin, ettd kulma-
kerroin on haluttu 4. Kun oppilas 16ytaa oikean kohdan pisteelle B, hanen taytyy
muuttaa suoran muoto samalla tapaa kuin c-kohdassa. Nain oppilas I6ytaa oi-
kean vastauksen ilman, ettd hdnen taytyy ymmartdd kulmakertoimen ja vakioter-

min yhteytta suoran yhtaloon.

() - L P00 &N =+

@  flx) = -3x+2 N
A = Leikkauspiste(f, yAkseli)
@
- (0.2)
B = Piste(xAkseli) :
o
— (-05, 0) ®
g : Suora(B, A) :
@
— y =4x + 2

a = Kulmakerroin(g)

— 4

Kuva 10. D-kohdan ratkaisu GeoGebralla.

Kohdat a-c ovat intuitiivisia ja helppoja ratkaista laskinohjelmistolla. D-kohta on
kinkkisempi. Tehtavassa kuitenkin mainitaan suora y = —3x + 2, jolloin on intui-
tiivista piirtda kyseinen suora. Lisaksi puhutaan siita pisteestd, jossa edella mai-
nittu suora leikkaa y-akselin. Talléin kyseisen pisteen merkitseminenkin on sel-

kedsti seuraava askel, joka pitdd tehda. Erinakoiset liukusaatimet tai pisteet
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objektilla ovat GeoGebran vahvuuksia, silla nAma mahdollistavat tutkivan oppi-
misen. Kokeileminen nain ollen pitaisi olla tuttua oppilaalle. Tutkiva oppiminen
vaatii karsivallisyytta ja tarkkuutta liukusaatimia sadadeltaessa. Kulmakertoimen
katsominen komennolla ei tuota vaikeuksia oppilaalle. Yhdeksasluokkaisen on

mahdollista ratkaista tehtava ohjelmistolla.

4.1.3 Geometria

GeoGebra on erinomainen véline ratkaisemaan geometrian ongelmia.
GeoGebran Geometrianakymalla oppilas pystyy piirtaméaéan tarkkoja mallikuvia.
Nakymassa oppilas voi mitata tydvalineita kayttaen pituuksia, kulmia ja pinta-
aloja. Naita toimintoja hyddyntéen oppilaan on helpompi ratkaista valtakunnalli-
sissa kokeissa esiintyneitd geometrian tehtavia.
4, Liisa on ostanut agilityssa kaytettdvan A-esteen, joka on tasakylkisen kolmion
muotoinen. Este asetettiin takapihalle niin, ettd se osuu maahan 50 asteen

kulmassa. Yhden kyljen pituus on 2,5 m. Laske esteen ylos- ja alastulon vélinen
etaisyys maata pitkin.

[3p

Kuva 11. Vuoden 2020 tehtavan B4 tehtavananto.

Esimerkiksi vuoden 2020 kokeen tehtavassd B4 oppilas voisi hyodyntaa
GeoGebraa (Kuva 11). Kokeessa oppilaan on taytynyt ensinnakin ymmartaa,
mik& kolmion kulmista on 50 astetta. Kolmion korkeusjana jakaa kolmion kahteen
yhtenevaan suorakulmaiseen kolmioon. Suorakulmaisen kolmion kannan pituus
on voitu laskea kayttden trigopnometrisista funktioista kosinia. Yhtélosta on saatu

alkuperaisen kolmion kannan puolikas. Oppilaan on taytynyt siis viela ymmartaa
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kertoa kahdella saamansa pituus. Lopuksi taytyy ymmartaa pyoristad saatu tulos

kahden merkitsevan numeron tarkkuuteen.

GeoGebralla tehtavan voisi tehdé piirtamalla tarkan mallikuvan ja mittaamalla ky-
sytyn etdisyyden (Kuva 12). Aluksi kannattaa piirtda janan AB kiintealla pituudella
2,5, silla kun piirramme 50 asteen kulman, niin kulman toisesta kyljesta tulee yhta
pitk& kuin ensimmaisesta. Nain saamme luotua samalla 50 asteen kulman seka
kolmion toisen kyljen. Liséksi voisimme piirtdd kolmion kannan selvittamista hel-
pottamaan suoran kulkemaan suoran A ja B kautta. Suoralle voimme asettaa pis-
teen C painikkeella piste objektilla. Taydennamme kolmion piirtamalla janan kol-
mion huipusta pisteeseen C. Nyt pistetta C voi liikutella ja etsida kohdan, jolloin
kuvio vastaa mallikuvaa. Oppilas voi joko mitata kulman B’CA suuruuden ja kat-
soa milloin se on 50 astetta. Vastaavasti oppilas voi katsoa, milloin janan B'C
pituus on tdsmalleen 2,5. Kun oppilas on siirtdnyt pisteen C oikeaan kohtaan, han

VoI mitata kysytyn etaisyyden ja ohjelmisto kertoo sen pituuden olevan 3,21.

Oppilaan taytyy siis GeoGebran ratkaisussa ymmartaa, mika kulmista on 50 as-
tetta. Liséksi oppilaan tulisi lopuksi itse tajuta pyodristaa ratkaisu kahden merkit-
sevan numeron tarkkuuteen. Muuten ratkaisussa riittda, etta oppilas piirtaa tar-
kan kuvion ja kayttaa ndkyman tarjoamia painikkeita. Oppilaan ei tarvitse siis
osata matemaattisesti ratkaista tehtavaa tai edes ymmartad, miten sen voisi rat-

kaista. Riittd&, ettd han kokeilemalla 16ytaa oikean ratkaisun.
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LHaCch @ Nim Kuvaus Arvo Tekst

1 Piste A A=(4,-1)
Piste
. objektilla B=(-1.5
2 |PisteB Ympyra(A. -1)
2.3)
3 Janaf Jana[A,B] =25
, B kierrettyna B’ =(-2.39
= Piste B 50°nverran  0.92)
B:n, Annja
) Kulma o B'nvalinen a=50°
kulma
6 Janag Jana[A, B] g=25
7 Suora h Suora A, B h:y=-1
. Piste C =(-0.79,
8 PisleC  pekilah  -1)
9  Janai Jana[B',C] =25
Bn, C:nja

10  Kulmap Annvélinen B =50
kulma

Luku AnjacCn etdisyysAC

eldisyysAC etdisyys =321

AC =321 “ Nimi(A) +

Teksti (Nimi(C)) + "

TekstiAC ="+
etaisyysAC

"AC=321"

Kuva 12. Tarkan kuvan mallintaminen GeoGebralla vuoden 2020 tehtdvassa B4.

Oppilaan taidot riittavat ratkaisemaan tehtavan, silla tasakylkinen kolmio on
helppo piirtdé etenkin, kun tehtdvananossa on mallikuva, josta voivat ottaa mallia.
GeoGebralla voi piirtda haastavampiakin kuvioita. Esimerkiksi vuoden 2017 teh-
tava C3 segmentti voitaisiin ratkaista piirtdmalla tarkka mallikuva (Kuva 13). A-
kohdassa oppilaan on taytynyt kayttaa trigopnometrisista funktioista sinia, jotta on
saanut selville puolikkaan keskuskolmion kannasta x. Oppilaan on tarvinnut ym-
martaa piirtda korkeusjana, muodostaa oikea yhtald, ratkaista yhtalosta kannan
puolikas ja kertoa saatu pituus kahdella. Lisaksi oppilaan totta kai taytyy ymmar-
taa, etta korkeusjana puolittaa huippukulman. B-kohdassa puolestaan oppilaan
on taytynyt ymmartaa laskea erikseen sektorin pinta-ala ja keskuskolmion pinta-
ala. Sektorin pinta-alan kaava loytyy kaavakokoelmasta, mutta oppilaan taytyy
ymmartaa, ettéd sektoria vastaava keskuskulma onkin 360° — 125° = 235°. Kes-
kuskolmion pinta-alaa varten oppilaan on taytynyt ensin laskea keskuskolmion
korkeus kosinilla. Lopuksi oppilaan taytyy laskea saamansa pinta-alat yhteen ja

lopuksi pyoristaa tulos kahden merkitsevan numeron tarkkuuteen.
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3. a) Laske kuviossa olevan sivun x pituus. (2 p)

b) Laske koko kuvion pinta-ala. (4 p)

125°

KAANNA!

Kuva 13. Vuoden 2017 tehtava C3.

GeoGebralla puolestaan tehtavan voisi ratkaista piirtamalla (Kuva 14). A-kohta
on helppo piirtdd ohjelmistoa kayttden. Ensiksi piirretaan sade, jonka pituus on
13, kayttaen painiketta “jana kiintealla pituudella”. Sitten piirramme 125 asteisen
keskuskulman painikkeella “Kulma: koko annetaan”. Nyt voimme piirtaa janan
pisteesta A pisteeseen B’. A-kohdassa kysyttiin siis pisteen B ja B’ etaisyytta.
Tama voidaan mitata painikkeella etaisyys, jolloin ohjelma kertoo etaisyydeksi
23.06. B-kohtaa varten oppilaan taytyy piirtdaa sektori painikkeella “Ympyrasek-
tori: keskipiste ja kaksi pistetta”. Lisaksi oppilaan kannattaa piirtdd keskuskolmio
painikkeella Monikulmio. Selkeyden takia olen kuvassa 14 vaihtanut sektorin va-
rin siniseksi ja kolmion varin vihredksi. Lopuksi oppilaan taytyy painikkeella
Pinta-ala valita sekd sektori etta kolmio. GeoGebra laskee siis kolmion ja seg-
mentin pinta-alan oppilaan puolesta. Oppilaan taytyy enaa laskea ne yhteen ja
pyoristad oikeaan tarkkuuteen.

GeoGebrasta huolimatta oppilaan taytyy ymmartaa, ettd kuviossa taytyy laskea
sekd keskuskolmion ettd sektorin pinta-ala. Oppilaan ei siis tarvitse osata
GeoGebra ratkaisussa kayttaa trigonometrisia funktioita hyédyksi tai osata rat-
kaista yhtaloitd. Hanen ei tarvitse myoskaan osata kolmion tai sektorin pinta-alo-
jen kaavoja pinta-alojen selvittamiseksi. Oppilaan taytyy pelkastaan piirtaéa tarkka

kuva, joka ei vaadi talla kertaa edes liikuteltavia osia.
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Blr A P>OO& N2

_l__ H aCc ¢ H & Nimi Kuvaus Arvo ] Tekst
1 Piste A A=(-375
2.69)

Piste objektilla Ympyra(A, B = (-15.28

2 PisteB g -3.33)

3 Janaf Jana [A, B] f=13

' \ B kierrettyna 125°:n B'=(7.79

: Piste B verran -3.29)

¢:n pinta-ala = 346.58 5 Kumag DnAnjaBmvalinen o _oq

kulma

6 Janag Jana [A, B g=13

Luku i , etaisyysBB' =
T etaisyyspg BniaBin etaisyys 23.06
g Teksti Nimi(B) + (NImi(B") + "= oo _ 5o gan

TekstiBB' " + etaisyysBB’
9 Sektori ¢ Ympyréansektori(A, B', B) ¢ = 346.58

B BAB"n pinta-ala = 69.22 10 Kolmio k1 Monikulmio B, A, B' k1=69.22
= = 10 Janab' Jana [B, A] b'=13
BB'=23.06 10 Janab Jana [A, B] b=13
10 Janaa Jana [B', B) a=23.06
11 Lukud PintaAla(c) d = 346.58
f 12 Teksti "+ (Nimi(c)) + ":n pinta- "c:n pinta-ala
Tekstic ala="+d = 346.58"

Pistec =

13 Piste Pistec Piste objektin ¢ sisalla (-4.95, 10.57)

Kuva 14. Segmentin mallintaminen GeoGebralla vuoden 2017 tehtavassa C3.

Tehtavan C3 mallikuvan konstruoiminen oli monivaiheinen. Tassakin tehtavanan-
nossa on mallikuva, josta pystyy hahmottaa, mita kaikkea konstruoimiseen tarvi-
taan. Keskuskolmion piirtdminen on erittain helppoa, silla janojen ja kulmien piir-
tdminen kuuluu peruskayttamiseen. Mallikuvassa on jo piirretty erikseen sektori
ja kolmio. Sektorista oppilaat tietavat keskipisteen ja kaksi pistetta. Nain ollen
loogisin painike sektorin piirtdmiseen on “Ympyrasektori: keskipiste ja kaksi pis-
tettd”. Jos oppilas ei muista, etté sektoriksi kutsutaan ympyran osaa, jota rajaa
kaksi sadettd, niin oppilas valitsee oikean painikkeen kuvakkeiden perusteella.
Monivaiheisuudesta huolimatta tehtavan piirtaminen on mahdollista yhdeksas-

luokkalaisen taidoilla.

Oppilas pystyy luomaan tarkan kuvan, vaikkei tehtdvanannossa olisikaan val-
miina mallikuvaa. Sanallisissa tehtavissa oppilas voi luoda tarkan kuvan, josta
mittaa kysytyn asian. Talléin hanen taytyy ymmartaa taysin, mita tehtavanan-
nossa kysytaan ja mita muita informaatioita tehtadvassa kerrotaan. Vuoden 2016
valtakunnallista koetta tehneen oppilaan on taytynyt ymmartaa tehtavan C3 b-
kohdassa tasakylkiseen kolmioon liittyvia ominaisuuksia, kuten kantakulmien ole-
van yhtd suuret (Kuva 15). Oppilaan on taytynyt kolmioiden kulmien summan

avulla muodostaa yhtalo, josta han ratkaisee kantakulman suuruuden. Taman
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lisdksi h&nen on taytynyt muistaa laskea myds huippukulman suuruus. Hanen on
kannattanut piirtdd mallikuva itselleen helpottamaan ymmartamista, mita tietoja
han tarvitsee ja miten h&n voi ne selvittaa. Pinta-alaa varten hanen on taytynyt

selvittdd kolmion korkeus ja kanta trigonometristen funktioiden avulla.

3. a) Laske oheisen nelikulmion neljannen sivun pituus. (2 p)

91m 134 m

120 m
b) Tasakylkisen kolmion huippukulma on kolminkertainen kantakulmaan verrattuna. Kyljen

pituus on 5,0 cm. Maaritd kolmion kulmien suuruudet ja sen pinta-ala. (4 p)

Kuva 15. Vuoden 2016 tehtavan C3 tehtdvananto.

GeoGebralla oppilas voi ensin piirtda kaksi janaa kiintealla pituudella 5,0 (Kuva
16). Taméan jalkeen hanen kannattaa Monikulmio-painikkeella muodostaa kolmio
naistd kolmesta eri pisteesta. Kolmion kaikki kulmat tulee mitata painikkeella
Kulma. Jos oppilas siirtdd jotain kolmion karkipisteistd, kaikki kolmion kulmien
suuruudet vaihtuvat. Oppilas voi paassaan laskea, milloin huippukulma on 3 ker-
taa kantakulman verran. Paassalasku voi olla ty6lasta, silla GeoGebra kertoo kul-
man suuruuden kahden desimaalin tarkkuudella. Laskemista helpottamaan oppi-
las voi ottaa “kuvaajan piirtdminen” -nakyman. Komentoriville oppilas voi kirjoittaa
3 - a. Nain ohjelma nayttaa kuinka paljon on 3 kertaa kantakulma. Oppilas voi
nain verrata, milloin taman laskun suuruus (Kuvassa 16 sinisella ympyrdoity) on
yht& suuri kuin huippukulman suuruus (Kuvassa 16 punaisella ympyroity). Lo-
puksi oppilas voi mittaamalla selvittda kolmion pinta-alan, kun on Igytanyt oikeat
kulmat kolmiolle. Lopuksi on muistettava pydristaa oikeaan tarkkuuteen ja poh-

dittava oikea yksikkd.

GeoGebra ratkaisussa oppilaan taytyy ymmartaa, etta tasakylkisessa kolmiossa
on kaksi kylked, jotka molemmat ovat pituudeltaan 5,0 cm. Hanen taytyy ymmar-
taa kasitteet kantakulma ja huippukulma. Jos oppilas ei tee apulaskua nékyviin,

niin oikeiden kulmien selvittdminen voi olla &arimmaisen tyolasta. Oppilaalla on
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mahdollisuus l6ytaa oikea ratkaisu GeoGebralla ilman, ettd han osaa muodostaa
yhtaléa kolmion kulmien suuruudesta tai laskea kantaa seka korkeutta trigono-

metrisilla yhtaloilla.

R .A/;,,.,j.@@xt; & =
= (JA B 1@ 8@ :

a = Kulma(B,C,A)

— 36"

B = Kulma(A, B, C)

v = Kulma(C,A,B)

ABC:n pinta-ala = 11.89
— 36°

d=a-3

Piste

Kuva 16. Sanallisen tehtavan mallintaminen GeoGebralla vuoden 2016 tehtdvan C3 b-
kohdassa.

Edella esitetyn ratkaisun piirtdmisvaihe on helppo. Oikeiden kulmien l6ytaminen
VoI tuottaa haastetta oppilaille. Oppilaan laskiessa paassaan han nopeasti huo-
maan sen olevan tydlasta. Talldin oppilas harkitsee muitakin vaihtoehtoja ratkai-
suun. GeoGebran muuttujilla, kuten kulmalla «, laskeminen kuuluisi olla tuttua
oppilaille entuudestaan. Siis oppilaan on mahdollista ratkaista tehtava esitetylla

tavalla.

Kaikkiin konstruoimisiin eivat oppilaiden taidot riitd. Esimerkiksi avaruusgeomet-
rian tehtavissa voisi hyddyntaa 3D-grafikkandkymaa, mutta kyseisessa naky-
massé on kolmiulotteinen koordinaatisto, joka ei kuulu opetussuunnitelmaan.
Nain ollen nakymé& on haastava oppilaille. Vuoden 2014 tehtavassa C3 yhdistyy
tasokuvio geometria ja avaruusgeometria (Kuva 17). A-kohdan voisi esimerkiksi
ratkaista yhdenmuotoisten kolmioiden avulla. Oppilaan tulisi muodostaa yhtalo ja
ratkaista siita kysytty pituus. B-kohdassa puolestaan lasketaan katkaistun kartion
muotoisen vesisailion tilavuus. Oppilaan tulee siis ymmartaa vahentéaa ison kar-

tion tilavuudesta pienen kartion tilavuus.
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. . . . . 38 m
3. Vesitorni on malliltaan sellainen, ettd se muodostuu, kun suora - A <

ympyrakartio, jonka korkeus on 18 m ja pohjaympyrén halkaisija on \vesiséilia

38 m, asetetaan yldsalaisin suoran ympyralierion sisaan. Ympyralierion

18 m

korkeus on 25 m ja pohjaympyran halkaisija 9 m. Kuvassa nakyy N

rakennuksen poikkileikkaus. 2m

a) Laske, kuinka syvalle lieridn sisdan kartio asettuu.

b) Laske harmaalla merkityn vesisdilion tilavuus.

Kuva 17. Vuoden 2014 tehtava C3.

GeoGebralla voidaan piirtda vesitornin sailion poikkileikkaus (Kuva 18). Ensin
piirretdén jana, jonka pituus on 38. Janalle kannattaa piirtdd keskinormaali Kes-
kinormaali-painikkeella. Keskinormaalille voi laittaa pisteen “Piste objektilla” -pai-
nikkeella. Pistetta siirretdan sellaiseen kohtaan, ettd kolmion korkeudeksi tulee
18. Piirretdan kolmion kyljet “Kahden pisteen valinen jana” -painikkeella. Vaihto-
ehtoisesti jos oppilas ymmartaa hyvin koordinaatistoa, niin han voi valita kolmion
karkipisteille sopivat koordinaatit. Esimerkiksi pisteet (—19,0), (19,0) ja (0,18)
muodostavat sopivan kolmion. Keskinormaalille kannattaa asettaa toinenkin
piste, joka on se piste, josta alkaen séilid on lierion sisalla. Tahan pisteeseen
piirretddn alkuperaisen janan kanssa yhdensuuntainen suora Yhdensuuntainen-
painikkeella. Kuvassa 18 tdmé& yhdensuuntainen suora on varitetty punaiseksi
selkeyttdmisen vuoksi. Ne pisteet, joissa kolmion kyljet ja yhdensuuntainen suora
leikkaavat, merkitaan kayttamalla esimerkiksi Leikkauspisteet-painiketta. Naiden
kahden pisteen etaisyys mitataan. Tehtavdnannon mukaan tdman pituuden pi-
taisi olla 9. Nyt keskinormaalilla olevaa pistetta voi siirtda ja etsid sen kohdan,
jossa kyseinen pituus on 9. Kun oppilas I6ytaa oikean kohdan, han voi mitata
tehtdvanannossa pyydetyn pituuden ja saada tulokseksi 4,26. Oppilas l6ytaa piir-
tamalla kysytyn pituuden. Konstruoimisessa tosin on monta vaihetta, joten piirta-

minen ei ole kovin nopea tapa ratkaista tehtava.
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Kuva 18. Vuoden 2014 tehtavan C3 a-kohdan ratkaisu GeoGebralla.

B-kohdassa oppilas voi kokeilla kirjoittaa GeoGebran CAS-nakymaan kartio. Tal-
|6in ohjelmisto ehdottaa komentoa Kartio, johon oppilaan tulee syottaa ympyran
yhtalo ja korkeus. GeoGebralla voi totta kai selvittdd ympyran yhtalén, mutta se
ei kuulu opetussuunnitelmaan, joten oppilaalle yhtalo voi tuntua oudolta ja haas-
tavalta. Oppilas voi kuitenkin kirjoittaa ympyra, jolloin ohjelmisto tarjoaa komen-
toa Ympyra, johon taytyy syottaa piste ja sateen pituus. Piste voi olla mika ta-
hansa piste. Kuvassa 19 on valittu isomman ympyran keskipisteeksi origo ja pie-
nemman ympyran piste (1,3), jotta nakyy, ettei keskipisteen valinnalla ole valia.
GeoGebra muodostaa talla komennolla ympyran yhtalon. Nyt oppilas voi sijoittaa
komentokenttdan komennon Kartio, jonka sisdan syottaa kopioidun ympyran yh-
talon ja korkeudeksi 18. Oppilas tekee samat toimenpiteet pienemmalle kartiolle.
Lopuksi oppilas vahentaa ison kartion tilavuudesta pienen kartion tilavuuden. Li-
saksi taytyy miettid sopiva tarkkuus vastaukselle ja yksikkd. Oppilaan taytyy siis
GeoGebran ratkaisussakin tajuta laskea erikseen kummankin kartion tilavuus ja
lopuksi vahentdd nama toisistaan, mutta hanen ei tarvitse osata kayttaa kartion

tilavuuden kaavaa.
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Oppilaan taidot tuskin riittaisivat tehtéavan ratkaisemiseen, silla ratkaisu on moni-
vaiheinen ja siina hyddynnetddn opetussuunnitelmaan kuulumattomia sisaltoja.
Koska sek& 3D-grafiikkandkyman kaytto etta komennot Kartio ja Ympyra ovat
ylakoululaiselle haastavia, avaruusgeometrian tehtavat sopisivat mainiosti valta-

kunnalliseen kokeeseen, jos GeoGebra olisi apuvalineena.

1 Ympyra((0,0),19)
- x*4+y? =361
2 Kartio(x* +y* = 361,18)

— 6804.69
3 Ympyra((1,3),4.5)
81
- =1+ (-3 =

4 Kartio((x — 12+ (y—3)? = 8741 14.26)
- 90.34

S  6804.69 — 90.34
~ 6714.35

Kuva 19. Vuoden 2014 tehtavan C3 b-kohdan ratkaisu GeoGebralla.

4.2 Kvantitatiivinen analyysi

Tassé alaluvussa tutkitaan méarallisesti valtakunnallisten kokeiden laskimellisten
tehtavien toimivuutta, mikali GeoGebra sallittaisiin vélineena. Aluksi alaluvussa
4.2.1 esitelladn tarkemmin kokeiden rakennetta vuosittain. Tehtavien valinnan
kriteerit esitellaan alaluvussa 4.2.2. Erilaisia keinoja, jolla GeoGebra-ohjelmis-
tosta voi hyotya esitellaan alaluvussa 4.2.3. Alaluvussa 4.2.4 puolestaan tutki-
taan pelkastaan laskimellisia tehtavia ja esitellaan, kuinka suuri osa niista toimisi
sellaisenaan GeoGebralla. Lopuksi alaluvussa 4.2.5 pohditaan, miltd osin mate-

matiikan osaaminen kehittyy ja milta osin heikkenee GeoGebraa kaytettaessa.
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4.2.1 Kokeiden rakenne

Matematiikan yhdeksannen luokan valtakunnallisissa kokeissa on ollut yhteensa
246 tehtavaa vuosina 2012-2021. Naista 79 tehtavassa on saanut kayttaa las-
kinta. Valinnaiset tehtavat ovat aina olleet laskimellisessa osiossa eli naista 79
tehtavasta on taytynyt ratkaista 61 tehtavad. Tassa tutkimuksessa keskitytdaan
pelkastaan laskimellisiin tehtaviin. Taulukossa 1 on eriteltyn&, kuinka monta teh-
tdvaa on vuosittain ollut kokeessa seka laskimellisessa osassa. Liséksi taulu-
kossa on kokeen maksimipisteet ja laskimellisen osan pisteet. Taulukkoon on
merkitty, kuinka monessa tehtavassa sai kayttaa laskinta ja suluissa oleva nu-

mero puolestaan kertoo, montako tehtavaa oppilaan on taytynyt ratkaista.

Taulukko 1. Matematiikan valtakunnallisten 2012—-2021 kokeiden pistemadaran erittely

Vuosi 2012 2013 2014 2015 2016 2017 2018 2019 2020 2021
Tehtavia 28 28 28 27 27 27 19 22 20 20
yhteensa

Kokonais- 60 60 60 60 60 60 46 50 50 60
pistemaara

Laskinteh- 6(4) 6(4) 64 64 6@l 64 19(18) 8(6) 8(6) 8(7)
tavia

Pisteita 24 24 24 24 24 24 46 18 16 20

Osuus ko- 40% 40% 40% 40% 40% 40% 100% 36% 32% 33,3%

konaispis-

teista

Vuosina 2012-2017 kokeen rakenne pysyi suhteellisen samana. Kaikista tehta-
vistd saaduista pisteista 43,1 % on tullut laskimellisista tehtavista. Taulukosta 1
huomataan, ettd laskimellisista tehtavista saatujen pisteiden osuus on ollut p&aa-
saantoisesti korkeintaan 40 %. Poikkeuksena on vuosi 2018, jolloin koko ko-
keessa sai kayttdd laskinta. Uusimmissa kokeissa laskimellisen osan painotus
kokonaispisteissa on ollut laskussa. Vuonna 2020 laskimellisen kokeen osuus on

ollut alimmillaan 32 prosentissa.

yht.
246

566

79(61)

244
43,1 %
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4.2.2 Tehtavien jaottelun kriteerit

Tassa alaluvussa esitellaan kriteerit, joiden pohjalta paatetaan, onko GeoGeb-
rasta lisahyotya ratkaisussa verrattuna kammenlaskimeen. GeoGebrasta hyoty-

vien tehtévien tulee kaikkien noudattaa seuraavia kahta kriteeria.

1. Oppilaan taytyy ehtia ratkaista tehtava GeoGebralla.
2. GeoGebrasta hyotyva osa vastaa vahintdan puolta tehtdvasta saatavista

pisteista.

On ilmiselvaa, ettd oppilaan taytyy ehtid ratkaista tehtava, jotta oppilas hyotyy
ohjelmistosta kammenlaskimeen verrattuna. Laskinohjelmistosta ei voi olla hyo-
tya, mikali oppilas ei ajan puitteissa ehdi esittamaan ratkaisua. Toisena kriteerina
on, ettd GeoGebralla hydtyva osa vastaa vahintaan puolia tehtavasta saatavia
pisteitd malliratkaisun mukaan. Monissa tehtavissd GeoGebralla pystyi ratkaise-
maan koko tehtavan. Kuitenkin joissakin tehtavissa GeoGebrasta oli hyotya 1a-
hinna yhtalon tai yhtaloparin ratkaisemisesta GeoGebralla. Kuitenkin yhtalon rat-
kaiseminen ei aina ole keskiosséa tehtavassa. Esimerkiksi verrannon osaamista
mittaavissa tehtévissa oikean verrantoyhtalon muodostaminen ja yksikkdmuun-
nokset saattavat olla suuremmassa painoarvossa kuin itse verrantoyhtalon rat-
kaiseminen. Téallaiset tehtavat toimisivat silti myds sahkoisessa kokeessa. Teh-
tavat luokiteltiin tassa tutkimuksessa siihen ryhmaén, joissa GeoGebrasta ei juu-
rikaan ollut apua, silla mekaaninen laskeminen vastasi alle puolia pisteita. Talloin
oppilaan pitdisi yha ansaita suurin osa pisteistd omalla osaamisella ja ymmarta-
misell&a. Myds pienemmista osista koostuneet tehtavat saatettiin taman kriteerin
perusteella luokitella niihin tehtaviin, joissa ohjelmistosta ei juurikaan hyodytty.
Jos yhdessé kohdassa GeoGebrasta hyotyi paljon mutta muissa ei ollenkaan,
hy6tyvan osan painoarvo pisteytyksessa jai pieneksi. Talloin tehtava yha toimisi
kokeessa, vaikka jokin osatehtdva helpottuisikin. Havainnollistan seuraavaksi

tata kriteeria kahdella esimerkilla.
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4.2.2.1 Esimerkki tehtavasta, jossa GeoGebrasta on vahainen hyoty

5. a) Aki valmistaa suolaliuoksen niin, ettd han mittaa 86 g suolaa ja 2,5 kg vettd. Mikd on
syntyneen liuoksen suolapitoisuus prosentteina eli kuinka monta prosenttia liuoksen

massasta on suolaa?

b) 4-prosenttinen suolaliuos tarkoittaa sitd, ettd liuoksen massasta 4 % on suolaa ja loput
vettd. Kuinka monta grammaa vettd pitaa lisdta 120 grammaan suolaa, jotta saadaan 4-

prosenttinen suolaliuos?

Kuva 20. Vuoden 2015 tehtavan C5 tehtdavananto.

Vuonna 2015 tehtdvassa C5 (Kuva 20) GeoGebrasta saatava hyotty jaa va-
haiseksi. A-osassa taytyy laskea suolapitoisuus jakamalla suolan maara liuoksen
kokonaismaaralla ja muuttaa saatu desimaaliluku prosenteiksi (Kuva 21). Oppi-
laan pitda osata laskea liuoksen kokonaismaara, jotta pystyy ratkaisemaan teh-
tavan. Kyseisessa osassa oppilas voi laskea GeoGebralla mekaaniset laskut sa-
malla tavalla kuin kaimmenlaskimella. Oppilaan tulee yha ymmartaa laskea teh-

tadva samalla tavalla. N&in ollen a-kohdassa GeoGebra ei tuo lainkaan lisahyotya.

5. a) Aki valmistaa suolaliuoksen niin, ettd han mittaa 86 g suolaa ja 2,5 kg vetta. Mikd on syntyneen

liuoksen suolapitoisuus prosentteina eli kuinka monta prosenttia liuoksen massasta on suolaa?

2,5kg=2500g +0,5p
Liuoksen kokonaismaara 86 g + 2500g = 2586 g +05p
86 g
suolapitosuus= +1p
2586 g
~0,033=33 % +1p
Vastaus: Liuoksen suolapitoisuus on 3,3 %.
Jos laskettu 86 : 2500 1p

Kuva 21. Vuoden 2015 tehtavan C5 a-kohdan malliratkaisu ja pisteytysohje.
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B-osassa oppilaan kuuluu muodostaa suolapitoisuudelle yhtalé (Kuva 20). Suo-
lapitoisuus lasketaan jakamalla suolan maara liuoksen maaralla. Tehtdvanannon
mukaan valmistetaan neljaprosenttista suolaliuosta, jossa on 120 g suolaa. Liu-

oksen paino on veden ja suolan yhteispaino. Veden maaraa voidaan merkita

120g

= 0,04. Veden méaara saadaan sel-
x+120g

muuttujalla x, jolloin yhtaloksi saadaan

ville ratkaisemalla yhtalo. Pisteytysohjeesta huomataan, etta ristiin kertomisesta
saadaan yksi piste (Kuva 22). Muuttujan x ratkaisemisesta ja vastauksen pyoris-
tamisesta tulee toinen piste. GeoGebralla voitaisiin suoraan ratkaista yhtal6 ilman

ristiin kertomista. GeoGebran kayttamisesta hyotyisi kaksi pistettd. Koko tehta-
vasta voi saada 6 pistettd. Nain ollen GeoGebrasta hy6tyva osa on % joka on

vahemman kuin puolet. Nain ollen tehtava sopisi ohjelmistosta huolimatta kokee-

seen!

b) 4-prosenttinen suolaliuos tarkoittaa sitd, etta liuoksen massasta 4 % on suolaa ja loput vetta.

Kuinka monta grammaa vettd pitda lisdtd 120 grammaan suolaa, jotta saadaan 4-prosenttinen

suolaliuos?
12
0 _ 0,04 +1p
120+ x
0,04x +4,8=120 +1p
X = 2900 (g) (tai 2880 g) +1p
TAI
120
"B 004, +1p
josta liuoksen kokonaismassa y = 3000 g +1p
ja veden osuus (3000-120)g = 2880 g ~ 2900 g +1p

Vastaus: 2900 g vettd (tai 2880 g vettd)

Kuva 22. Vuoden 2015 tehtavan C5 b-kohdan pisteytysohje.
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4.2.2.2 Esimerkki, jossa GeoGebrasta hydtyva osa vastaa vahintaan puolta
pisteista

Vuoden 2019 valtakunnallisen kokeen B osan tehtavassa 6.l yhtaloparin ratkaisu

vastaa valtaosaa tehtavasta saatavista pisteista (Kuva 23).

Il. Lucan luokka kerasi rahaa leirikoulua varten myymalla keksi- ja suklaarasioita.
Yhdesta keksirasiasta luokka sai 2,40 euroa ja yhdesta suklaarasiasta 1,80
euroa. Yhteensa myyntituottoa kertyi 741,60 euroa. Laske, kuinka monta
keksirasiaa ja kuinka monta suklaarasiaa luokka myi, kun yhteensé rasioita
myytiin 342 kpl? (4 p)

Kuva 23. Vuoden 2019 tehtavan B6.ll tehtavananto.

Tehtavanannon perusteella oppilaan kuuluu muodostaa kaksi yhtal6a annettujen
tietojen perusteella. Aluksi oppilaan taytyy merkita keksirasioiden maaraa muut-
tujalla x ja suklaarasioiden méaraa muuttujalla y. Yhteensa rasioita myytiin 342
kappaletta, joten yhtdlé on x + y = 342. Yhdesta keksirasiasta saadaan 2,40 € ja
yhdesta suklaarasiasta saadaan 1,80 €. Kaikista myydyista keksirasioista saa-
daan siis 2,40x ja kaikista suklaarasioista saadaan 1,80y. Lisdksi tiedetaan, etta
741,60 euron myyntituotto koostuu kaikkien suklaa- ja keksirasioiden yhteistuo-
tosta. Tama on yhtalona 2,40x + 1,80y = 741,60. Saaduista yhtaldista muodos-

tetaan yhtalopari:

{2,40x + 1,80y = 741,60
x+y =342

Yhtal6parin voi ratkaista sijoitus- tai yhteenlaskumenetelmalld. GeoGebralla pys-
tyy ratkaisemaan yhtéloparin suoraan yhdella komennolla. Pisteytysohjeen pe-
rusteella yhtéldiden ja yhtaléparin muodostamisesta saa vain yhden pisteen
(Kuva 24). Alemman yhtalon sijoittamisesta ylempaén ja ratkaisemalla toisen
muuttujista saa 1,5 pistettéd. Yhden pisteen saa, kun selvittaa toisen muuttujan
sijoittamalla jo selvitetyn muuttujan toiseen yhtéldista. Erillisestd vastauksesta
saa 0,5 pistetta. GeoGebran vastauksessa molemmat yhtélot ratkaistaan samalla

komennolla. GeoGebran vastauksessa oppilaan taytyy kuitenkin itse osata
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muodostaa yhtal6t ja kirjoittaa erillinen sanallinen vastaus. GeoGebrasta hyotyva
osa vastaa siis ensimmaisen muuttujan selvittamista ja toisen muuttujan selvitta-

mista. N&in ollen ohjelmistosta hyotyy 2,5 pisteen verran. Koko tehtavasta on

2,5

mahdollista saada 4 pistetta. N&in ollen hydtyva osa on - = g joka on yli puolet

tehtavasta saatavista pisteista.

Il. Lucan luokka kerasi rahaa leirikoulua varten myymalla keksi- ja suklaarasioita.
Yhdesta keksirasiasta luokka sai 2,40 € ja yhdesta suklaarasiasta 1,80 €.
Yhteensa myyntituottoa kertyi 741,60 €. Laske, kuinka monta keksirasiaa ja
kuinka monta suklaarasiaa luokka myi, kun yhteensa rasioita myytiin 342 kpl?

Kekseja x kpl, suklaita y kpl
Keksien hinta 2,40 - x, suklaiden hinta 1,80 - y

{2,4x + 1,8y =741,6
x+y=342

2,4x + 1,8y = 741,6
{ x=342-y

Sijoitetaan alempi yhtald ylempaan yhtaloon.

2,4- (342 —y) + 1,8y = 741,6

820,8 — 2,4y + 1,8y = 741,6

—0,6y =—=79,2 |: (—=0,6)

y =132 +15p
x =342 -132 =210 +1p

Vastaus: Lucan luokka myi 210 keksirasiaa ja 132 suklaarasiaa. +0,5p

1 p: Ratkaisutapa (muodostettu yhtalopari tai yhtalo)
1,5 p: Toinen tuntematon ratkaistu
1 p: Molemmat tuntemattomat ratkaistu

0,5 p: Vastaus l4p
Kuva 24. Vuoden 2019 tehtavan B6.ll malliratkaisu ja pisteytysohje

4.2.3 Erilaisiatapoja hyotyd GeoGebrasta

GeoGebrasta voi olla monella tavalla hydtya. Tahan on koottu esimerkkeja, miten
ohjelmistosta voi hyotya tehtavien ratkaisemisesta. GeoGebrasta on selvasti hyo-
tya, mikali GeoGebrassa on jokin komento kuten keskar keskiarvon laskemiseen,
mika laskee kysytyn asian oppilaan puolesta. Komentoja voi joutua kayttdmaan
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useamman, mutta on tarkeéa, etta tehtavan ehtii ratkaista jarkevassa ajassa oh-
jelmistoa kayttden (Katso vuoden 2012 valinnaisen tehtavan 2 ratkaisu kappa-
leesta 4.1). Geometrian tehtavissa GeoGebrasta on hy6tya, jos oppilas voi piirtda
tarkan kuvion ja mitata kysyttyja pituuksia, kulmia ja pinta-aloja. Myds tehtavat,
joissa liukusaatimelld voidaan selvittdd oikeita arvoa, lasketaan GeoGebrasta

hyotyviin tehtaviin.

Alla on listattuna, miten GeoGebrasta voisi esimerkiksi olla selvdd hyotya tehta-

van ratkaisussa:

1. Komento ratkaisee oppilaan puolesta kysytyn asian.

2. Oppilaan piirtAmasta kuviosta voi mitata esimerkiksi kysytyn pituuden, kul-
man tai pinta-alan.

3. Liukusaatimilla voi kokeilemalla I6ytaa oikean ratkaisun.

4. Yhtaloparin- tai yhtalonratkaisu on huomattava osa tehtavaa.

5. Jokin muu GeoGebran ominaisuuksia hyddyntava ratkaisu

Etenkin kuvaajien piirtdminen, Cas-laskin, geometria ja taulukkolaskenta -naky-
mid kayttdmalla oppilas voi hydtyd GeoGebrasta. Avaruusgeometrian tehtavia
voi ratkaista kayttaen 3D-grafiikkanakymé&a. Esimerkiksi pallojen, lierididen ja
kartioiden tilavuuksia voi laskea ndkyméassa. Kuitenkin nakyma voi olla haastava
oppilaille, silla opetussuunnitelmaan ei kuulu kolmiulotteinen koordinaatisto. Esi-
merkiksi vuoden 2014 C3 tehtdva on mahdollista ratkaista GeoGebralla piirta-
malld, mutta se on monimutkaista (Katso kuva 18). Lisaksi kartion tilavuus on
mahdollista laskea komennolla Kartio (Katso kuva 19). Tama vaatii, etta syottaa
ympyran yhtélon, jonka GeoGebra totta kai voi muodostaa, mutta tallainen on
haastavaa oppilaalle, silla ympyréan yhtalo ei kuulu peruskoulun opetussuunnitel-
maan. Ylla mainituista syista avaruusgeometrian tehtavét sopivat yha kokeeseen

GeoGebrasta huolimatta.
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Valtakunnallisten kokeiden jokainen laskimellinen tehtava on jaettu GeoGebrasta

hyotyviin tai ei juurikaan hyotyviin tehtaviin luvun 4.4.2 kriteerien perusteella.

Kammenlaskimia oppilaat ovat saaneet kayttaa, joten selvitamme, kuinka mo-

nessa tehtavassa GeoGebrasta on jotain lisahyotya. Taulukossa 2 on esitetty,

kuinka monessa tehtavassa GeoGebrasta on hyodtya ja monessako ei juurikaan.

Liséksi on myos merkitty, kuinka suuri osuus tehtavamaarasta on laskintehtavia.

Liitteesséa 1 on jaoteltu tarkemmin tehtavat GeoGebrasta hyotyviin ja ei juurikaan

hyotyviin.

Taulukko 2. Laskintehtavien erittely GeoGebrasta hy6tyviin ja ei juurikaan hyotyviin teh-

taviin.
vuosi | Laskin- | Tehtavia, Osuus laskin- | Tehtavia, Osuus las-
tehtavia | joissa tehtavista joissa GeoGeb- | kintehta-
GeoGeb- rasta ei juuri- | vista
rastaon hyo- kaan ole hyotya
tya
2012 |6 2 33,3% 4 67,7 %
2013 |6 4 67,7 % 2 33,3 %
2014 |6 3 50 % 3 50 %
2015 |6 2 33,3 % 4 67,7 %
2016 |6 3 50 % 3 50 %
2017 |6 4 67,7 % 2 33,3%
2018 |19 12 63,2 % 7 37,8 %
2019 |8 4 50 % 4 50 %
2020 75 % 2 25 %
2021 |8 3 37,5% 5 62,5 %
yht. |79 43 54,4 % 36 45,6 %
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Yli puolessa tehtavistd GeoGebrasta on ollut selvaa lisdhyotya vuosien 2012—
2021 valtakunnallisissa kokeissa. Nain ollen siis 45,6 % tehtavista voisi pysya
entisella&n, mikali GeoGebra sallittaisiin apuvalineeksi kokeeseen. Vain kolmena
vuotena on ollut enemman sellaisia tehtavia, jolloin GeoGebrasta ei juurikaan ol-
lut hyotya ratkaisussa. Siis seitsemana vuotena GeoGebra on hyddyttanyt puolia
tai enemman tehtéavid. Vuosittain tarkasteltuna huomataan, ettda GeoGebrasta
hy6tyminen on vaihdellut paljon. Vahiten hyotyd GeoGebrasta oli vuosina 2012
ja 2015, jolloin kolmasosa tehtavista hyotyi ohjelmiston ominaisuuksista. Eniten
hyotya puolestaan oli vuonna 2020, jolloin jopa 75 % tehtavista pystyi ratkaise-

maan GeoGebralla selvasti helpommin kuin perinteisemmilla valineilla.

4.25 Matematiikan osaamisen muuttuminen

GeoGebra muuttaa tehtévien ratkaisua ja siiné tarvittavia tietoja ja taitoja. Me-
kaaninen laskemisen ohjelmisto laskee oppilaan puolesta. Tall6in algebran osaa-
minen kehittyy heikommin kuin itse laskemalla. Kaavakokoelman takia oppilaiden
ei tarvitse muistaa kaavoja ulkoa vaan heidan taytyy tietdd ja ymmartaa, mita
kaavaa heidan tulisi kayttaa ratkaisussaan. GeoGebra antaa mahdollisuuden,
jossa oppilaan ei tarvitse kayttaa kaavoja ollenkaan, vaan GeoGebran komennot
ja painikkeet laskevat oppilaan puolesta. Oppilaat eivat siis tallin osaa myods-
kaan kayttaa oikeita kaavoja ratkaisuissaan. Tosin oppilaiden ohjelmistojen hyo-
dyntadminen kehittyy.

GeoGebra kuitenkin kehittdd oppilaan ymmarrysta riippuvuuksista. Oppilaat voi-
vat huomata pienten ja suurten muutosten vaikutuksen kokonaisuuteen.
GeoGebralla oppilaat pystyvéat luomaan tarkempia visualisointeja, joten heidén
visualisointitaitonsa kehittyvat. Ongelmanratkaisutaidot painottuvat GeoGebraa
kaytettdessa, koska GeoGebra hoitaa mekaanisen laskemisen oppilaan puo-
lesta. Ohjelmisto mahdollistaa esimerkiksi yhtalonratkaisun komennolla. Nain op-
pilas voi edeté tehtavassa ja osoittaa osaamista, vaikkei osaisikaan ratkaista yh-
taléad ilman ohjelmistoa. Tosin oppilaan yhtalonratkaisutaidot eivat kehity yhté hy-

vin kuin ilman ohjelmistoa kehittyisivat.
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5 Luotettavuus

Tulosten luotettavuudessa tulisi ainakin ottaa huomioon, ettéd pelk&staan tutkija
on jakanut tehtavat GeoGebrasta hyotyviin ja ei juurikaan hyo6tyviin tehtéviin. Jos
tutkimus uusitaan, on suositeltavaa, ettd useampi henkilo jakaa tehtavat, jotta
tulokset olisivat mahdollisimman luotettavat. Liséksi kokeissa laskimellisia teht&-
vid on ollut paasaantoisesti 68, joista oppilas on ratkaissut vain 4—7. Yksittaisen
vuoden prosenteissa saattaa olla epaluotettavuutta vahaisen tehtavamaéran ta-
kia. Vuonna 2018 laskinta sai kayttaa koko kokeessa, jossa oli 19 tehtavaa. Vuosi
2018 vaikuttaa enemman kuin muut vuodet, kun tarkastellaan kaikkia tehtavia

kokonaisuutena.

Tutkimuksessa on esitetty mahdollisia ratkaisuja valtakunnallisiin tehtaviin
GeoGebralla. Esimerkiksi tutkimuksessa on esitetty ratkaisuja, joissa on hyddyn-
netty GeoGebran liukusdaadinominaisuuksia. Aiemmissa tutkimuksissa on kuiten-
kin havaittu, ettd oppilaat eivat vetaneet saatimia tarpeeksi rauhallisesti, jotta [0y-
taisivat oikean ratkaisun (Poon, 2018). Tutkimuksessa on esitetty pohdintaa, pys-
tyisivatko oppilaat ratkaisemaan tehtavia ohjelmistolla esitetyilla tavoilla. Oletuk-
sena tutkimuksessa on, ettd heille on opetettu GeoGebran peruskaytto. Olisi tar-
keda selvittaa jatkotutkimuksena, riittavatkd suomalaisten ylaasteikaisten oppilai-
den taidot ja tiedot ratkaisemaan GeoGebralla tehtavia, jos heille GeoGebra on
ohjelmistona tuttu. Liséksi olisi mielekasté saada tietad, kuinka paljon oppilaiden
tulisi ensin kayttdd ohjelmistoa, jotta he olisivat tarpeeksi harjaantuneita ratkaise-

maan ongelmia GeoGebralla.
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6 Pohdintaa

Tutkimuksen tuloksista voidaan ndhda, ettd yli puolet laskimellisista tehtavista
tulisi muuttaa, mikali GeoGebra sallittaisiin apuvéalineend matematiikan valtakun-
nallisessa kokeessa. Jos koe halutaan pysyvan suhteellisen samanlaisena, niin
mielekkaampi véline kokeessa voisi olla esimerkiksi laskinohjelma nimelta
SpeedCrunch, joka on kayttbominaisuuksiltaan samankaltainen kuin nykyiset ko-
keessa sallitut kdammenlaskimet. On kuitenkin hyva huomata, ettd GeoGebran
takia tulevien muutosten ei kuitenkaan valttamaétta tarvitse olla suuria. Esimer-

kiksi tehtavissa, joissa oppilas selvittdd suoran yhtalda, kulmakertoimeksi voisi
harkita laittaa jonkun murtoluvun kuten % joka on desimaalilukuna paattyméaton.

Talloin GeoGebra ei nayta murtoluvun tarkkaa arvoa vaan pydristetyn arvon de-

simaaliluvusta.

Tutkimuksessa huomattiin, ettd GeoGebralla ratkaisemisessa oppilaan ei tarvin-
nut osata mekaanisia laskutoimituksia tai tarvinnut tietéda, mita kaavoja héanen tu-
lisi kayttad. Tama laskee esimerkiksi oppilaan yhtalonratkaisutaitoa. Valtakunnal-
lisen kokeen rakenne kuitenkin mahdollistaa mekaanisen laskutaidon arvioimisen
laskimettomassa osassa. Laskimellisista tehtavista on saatu 43,1 % kaikista pis-
teistd vuosien 2012—-2021 valtakunnallisissa kokeissa. Laskimeton osa on siis ol-
lut suuremmassa painoarvossa paasaantoisesti. Laskimettomassa osassa Voisi
varmistaa mekaanisen laskutaidon. On hyva huomata, etta soveltavissa tehta-
vissd mekaaninen laskeminen, kuten yhtalon ratkaiseminen, ei valttdmatta ole
keskidssa. Yhtalonratkaisun osaamisen arviointi kannattaa varmistaa laskimetto-
massa osassa ja laskimellisten soveltavien tehtavien pisteohjeistuksessa painot-

taa ratkaisun muita osia.

Tutkimuksessa havaittiin, etta GeoGebralla ratkaiseminen kehittaa oppilaan vi-
sualisointitaitoja, silla oppilas pystyy piirtamaan todenmukaisempia mallikuvia;
jopa taysin tarkkoja, joista oppilas voi mitata kysyttyja etaisyyksia, pinta-aloja ja
kulmia. Myos aiemmissa tutkimuksissa on huomattu GeoGebran positiivinen vai-
kutus visualisointitaitoihin (Bhagar & Chang, 2015). Tutkimuksessa havaittiin

my0s, etta avaruusgeometriaan liittyvat komennot, kuten Kartio, ovat haastavia
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oppilaille, silla ympyran yhtal6 ei kuulu opetussuunnitelmaan. Wassie & Zergaw
(2019) tukevat tata tulosta, silla he toteavat, etta osa GeoGebran komentojen
syottamistavoista eivat ole kayttajaystavallisia ja ovat haastavia etenkin niille op-
pilaille, joilla ei ole ohjelmointikokemusta. Avaruusgeometrian tehtavat sopivat

kokeiden laskimelliseen osaan GeoGebrasta huolimatta.

Koska opetussuunnitelma kannustaa hyédyntamaan tieto- ja viestintateknologiaa
oppimisessa, olisi tarkeaa myos arvioida oppilaiden valmiuksia kayttaa ohjelmis-
toja tarpeenmukaisesti, johon GeoGebran hyddyntaminen sopisi hyvin (OPS,
2014). Aiempien tutkimuksien perusteella GeoGebraa kannattaisi hyodyntaa
opetuksessa, silla se parantaa oppimistuloksia matematiikan eri osa-alueilla
(Chan & Leung, 2014; Mutlu & Soylemez, 2019; Saha ym., 2010; Tay & Mensah-
Wonkyi, 2018; Mthethwa ym., 2020; Bhagar & Chang, 2015; Birgin & Topuz,
2021; Shadaan & Leong, 2013; Dogan & icel, 2011; Disbudak & Akyuz, 2019;
Ozcakir & Cakiroglu, 2019; Erbas & Yenmez, 2011). Monissa tutkimuksissa on
huomattu GeoGebran vaikuttaneen positiivisesti oppilaiden kiinnostukseen,
asenteisiin ja motivaatioon matematiikan oppimista kohtaan (Turk & Akyuz, 2016;
Dogan & icel, 2011; Tay & Mensah-Wonkyi, 2018; Bhagar & Chang, 2015; Birgin
& Topuz, 2021). Jos opettaja ottaa GeoGebran opetukseensa mukaan, opettajan
taytyy varmistaa, etta tehtavat ja appletit ovat tarpeeksi luovia (Ljajko & lbro,
2013). Ocal ym. (2020) huomasivat, etti opettajaopiskelijat eivat pystyneet kek-
simaan tarpeeksi luovia tehtavida GeoGebralla. Opettajan kannattaa harkita ko-
keiden laatimista niin, ettd GeoGebra olisi valineend, silla nain voisi arvioida yhta
paattéarvioinnin kriteerid, jossa arvioidaan oppilaan taitoa hyddyntaa tieto- ja

viestintateknologiaa opiskelussaan.

Mikali GeoGebra tulisi valtakunnalliseen kokeeseen tyovalineeksi, sen kayttéa
olisi harjoiteltu oppitunneilla ylakoulun ajan. Kokeiden laatimisessa voi siis olettaa
oppilaiden osaavan kayttaa vahintdéan GeoGebran perustoimintoja, eika ohjel-
misto olisi taysin tuntematon heille. GeoGebran opettaminen jo ylakoulussa val-
mistaisi oppilaita jatko-opintoihin, silla GeoGebraa kaytetaan etenkin lukio-opin-
noissa jo nykyaan. Yhdekséasluokkalaisen on mahdollista ratkaista suurin osan
tassa tutkimuksessa esitytetyista ratkaisuista, mikali hanelle on opetettu perus-

kayttd ohjelmistosta.
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Paperisella kokeella on tiettyja rajoitteita. Esimerkiksi ei voida analysoida isoja
tilastoja, silla oppilaan pitaisi laskimeen sy6ttaa monia arvoja. GeoGebra mah-
dollistaa tilastotehtavien ratkaisemisen tilaston koosta huolimatta. Sahkoisessa
kokeessa ohjelmiston takia kokeeseen voisi suunnitella uudenlaisia tehtavia, joita
ennen ei ole ollut. GeoGebra mahdollistaa tutkivan oppimisen, myds koetilan-
teessa. Kokeilemalla voi keksia, miten tehtavaa kannattaisi lahtea ratkaisemaan.
Ohjelmistolla kokeileminen on helpompaa ja nopeampaa kuin perinteisella tavalla

tydskenneltaessa.
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Liitteet

LITE 1

Taulukossa esitetty jaottelu tehtaville sen mukaan, onko GeoGebrasta hyotya

kammenlaskimeen verrattuna.

Vuosi | Tehtavien numerot, joissa | Tehtavien numerot, joissa
GeoGebrasta on selvasti hyotya GeoGebrasta ei juurikaan ole
hyotya verrattuna kammenlaski-
meen
2012 [ C1,C3 C2,C4,C5,C6
2013 | C2,C4,C5,C6 C1, C3
2014 [ C1,C4,C5 C3,C6,C2
2015 | C2,C3 C1,C4,C5,C6
2016 | C3, C4,C6 C1,C2,C5
2017 | C1,C2,C3,C5 C4, C6
2018 | A5, B1, B2, B3, B4, B5, C1, C2, C3, | Al, A2, A3, A4, C4, C5, D8
Ce6, D7, D9
2019 | B1, B3, B4, B6.1I B2, B5, B6.1, B6.lII
2020 |B1, B3, B4, B5, B6, B8 B2, B7
2021 | B3, B4, B7 B1, B2, B5, B6, B8




