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ABSTRAK

Artikel ini membahas mengenai pelabelan prima pada suatu
graf sederhana G dengan himpunan simpul V(G) dan himpunan
sisi E(G). Suatu graf G adalah graf prima jika terdapat
pemetaan bijektif f:V(G) - {1,2,--+,|V(G)|} sedemikian
sehingga untuk setiap simpul u dan v yang bertetangga berlaku
FPB(f(w), f(v)) = 1, f(w), f(v) € {1,2,-,[V(®)I}.
Selanjutnya, untuk graf sederhana yang berupa graf simpul
semi total dari graf sikat, dikonstruksi suatu pelabelan prima
dengan pembuktiannya memanfaatkan algoritma Euclidean.
Hasil konstruksi menunjukkan bahwa graf simpul semi total
dari graf sikat merupakan graf prima.

Prime Labeling for a Semi-Total Point Graph of a Brush Graph

Keywords:

Mapping; Prime Graph;
Relatively Prime; Greatest
Common Divisor

ABSTRACT

In this article, we investigate prime labeling for a simple graph
G, where V(G) and E(G) are vertex set and edge set of G,
respectively. A graph G is called a prime graph if there exists a
bijective mapping f:V(G) - {1,2,---,|V(G)|} such that for
each u and v are adjacent vertices in G then we have
GCD(f(w), f()) =1, where f(w), f(v) € {1,2,-+, [V(G)]}.
Furthermore, in terms of a semi-total point graph of a brush
graph, a prime labeling was constructed using the Euclidean
algorithm. As a result, this graph was a prime graph.

PENDAHULUAN

Teori graf merupakan satu satu teori dalam matematika yang sedang berkembang hingga saat ini. Hal
ini ditunjukan dengan adanya penemuan-penemuan baru tentang graf seperti berbagai jenis graf,
pelabelan graf dan cara melabelkannya. Pelabelan graf G adalah pemberian nilai simpul atau sisi pada
graf G. Secara umum, unsur-unsur pelabelan graf terdiri dari simpul, sisi, dan himpunan bilangan yang
disebut label. Diantara pelabelan yang telah dikembangkan terdapat pelabelan yang disebut dengan

pelabelan prima.
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Pelabelan prima merupakan fungsi bijektif f: V(G) = {1,2,3,...,|V(G)|} dengan |V (G)| adalah banyak
simpul di graf G sedemikian sehingga untuk setiap simpul u dan v yang bertetangga berlaku
FPB(f(u),f(v)) =1 dengan label dari simpul u dan v dinotasikan dengan f(u),f(v) €
{1,2,3,...,|V(G)]|} (Vaidya & Prajapati, 2012). Graf-graf yang memenuhi pelabelan prima, selanjutnya
disebut graf prima.

Para peneliti pada beberapa penelitian sebelumnya juga telah membahas mengenai perluasan pelabelan
prima yang disebut dengan k-prime labeling. Pelabelan ini (k-prime labeling) merupakan fungsi injektif
f:V(G) -»{k,k+1,k+2,....k+|V(G)| — 1} sedemikian sehingga untuk setiap simpul u dan v yang
bertetangga berlaku FPB(f(u), f(v)) =1 (Vaidya & Prajapati, 2011). Graf yang dapat dilabelkan
dengan k-prime labeling disebut dengan k-prime graph. Pada penelitian ini dikhususkan untuk
membahas mengenai pelabelan k-prime labeling dengan k = 1 (pelabelan prima).

Beberapa kelas graf yang merupakan graf prima diantaranya graf gurita (Edward, Samuel, & Kalaivani,
2016), graf Lilly (Samuel & Kalaivani, 2018a), graf drum (Samuel & Kalaivani, 2018) dan graf Jahangir
(Lakshmi et al., 2018). Graf prima juga dapat diperoleh dari hasil operasi antar graf-graf prima (Prajapati
& Gajjar, 2014). Graf lainnya yang merupakan graf prima adalah graf sikat B,, (Samuel & Kalaivani,
2018b).

Graf sikat B, diperoleh dari menggabungkan graf bintang K; ; ke setiap simpul dari graf lintasan B,
(Samuel & Kalaivani, 2018b). Pada penelitian lain, graf sikat disebut juga graf sisir (Zhang et al., 2020)
dan graf kelabang (Rahmawati et al., 2020). Terkait pelabelan prima, graf-graf yang diturunkan atau
graf yang dikonstruksi dari graf sikat mungkin saja merupakan graf prima (tidak semua graf merupakan
graf prima). Oleh karena itu, pada artikel ini dibahas pelabelan prima pada salah satu graf yang
diturunkan dari graf graf sikat, yaitu graf simpul semi total dari graf sikat R*(B,) untuk k = 1,2. Graf
R¥(B,)) akan merupakan suatu graf prima jika simpul-simpulnya dapat dilabelkan dengan pelabelan
prima.

Graf simpul semi total adalah graf yang dihasilkan dengan menambahkan sebanyak k simpul baru untuk
setiap sisi dari suatu graf dan menghubungkan simpul tersebut dengan simpul-simpul dari masing-
masing sisi (Jog et al., 2012). Graf R¥(B,,) dengan k = 1 dinotasikan dengan R*(B,,), yaitu graf yang
diperoleh dengan menambahkan sebanyak satu simpul baru untuk setiap sisi dari graf sikat B, dan
menghubungkan simpul tersebut dengan masing-masing sisi. Dengan cara yang Sama, Yaitu
menambahkan dua simpul baru untuk setiap sisi di peroleh graf R*(B,,) dengan k = 2 yang dinotasikan
dengan R?(B,). Pada artikel ini, dikonstruksi suatu pelabelan prima untuk mengidentifikasi dan
menunjukan bahwa untuk setiap graf R¥(B,,) dengan k = 1,2 merupakan graf prima.

METODE PENELITIAN

Metode dalam penelitian ini adalah kajian pustaka. Untuk megidentifikasi bahwa bahwa suatu graf
merupakan graf prima, dapat digunakan beberapa sifat terkait graf prima berdasarkan beberapa hasil
penelitian sebelumnya yang terkait. Cara lainnya yaitu dengan mengkonstruksi suatu fungsi bijektif
sehingga label simpul-simpul yang bertetangga saling prima. Pada artikel ini, dilakukan konstruksi
fungsi bijektif f pada graf simpul semi total dari graf sikat R*(B,,) untuk k = 1,2, sehingga dengan
fungsi f, graf R*(B,,) dan R?(B,,) dapat dilabelkan dengan pelabelan prima.

Masing-masing label dari simpul graf merupakan suatu bilangan asli yang berbeda dan label dari simpul-
simpul yang bertetangga harus memenuhi kondisi FPB(f (u), f(v)) = 1, untuk suatu fungsi pelabelan
f dengan u, v simpul-simpul pada graf, atau dengan kata lain label simpul-simpul tersebut saling prima.
Oleh karena itu, diberikan konsep terkait saling prima dan fungsi bijektif.
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Teorema 1 Misal a dan b adalah bilangan bulat, satu diantaranya tidak sama dengan nol. Bilangan
bulat a dan b saling prima (relatif prima) jika dan hanya jika terdapat bilangan bulat x dan y
sedemikian sehingga 1 = ax + by (Burton, 2007).

Sebagai suatu cara yang digunakan untuk memperoleh nilai x dan y yang memenuhi persamaan 1 =
ax + by dapat dilakukan dengan menggunakan algoritma Euclidean sebagai berikut.

1. Jika a < b tukar kedua nilai a dan b sedemikian sehingga% > 1.

2. Bagi a dengan b dan ambil sisanya sebagai nilai c. Jika nilai ¢ = 0 proses selesai.

3. Ganti nilai a dengan nilai b dan ganti nilai b dengan nilai c. Kembali lagi pada langkah ke-2.
Tahapan selanjutnya adalah menggunakan persamaan-persamaan yang diperoleh pada langkah 1 sampai
dengan 3 untuk menemukan nilai x dan y yang memenuhi persamaan ax + by = 1.

Pelabelan prima pada graf simpul semi total dari graf sikat akan menggunakan fungsi bijektif f untuk
memberi label masing-masing simpulnya. Berikut adalah definisi dari beberapa fungsi yang digunakan
pada tulisan ini yaitu fungsi injektif, fungsi surjektif, dan fungsi bijektif.

Definisi 2 Fungsi f: A — B dikatakan (Munir, 2010):

a) Satu-satu atau injektif, jika tidak ada dua elemen dari himpunan A yang memiliki image sama.
Dengan kata lain, jika a = b maka f(a) # f(b).

b) Pada atau surjektif, jika setiap elemen himpunan B merupakan image dari satu atau lebih elemen
himpunan A. Dengan kata lain himpunan B merupakan range dari f.

c) Bijektif, jika fungsi f merupakan fungsi injektif dan juga fungsi surjektif.

HASIL DAN PEMBAHASAN
Bagian ini memuat penjelasan pembentukan graf simpul semi total dari graf sikat R*(B,) serta hasil
pelabelan prima pada graf R'(B,) dan R?(B,). Sebelum memasuki pembahasan terlebih dahulu

diberikan definisi dari graf sikat dan graf simpul semi total dari graf sikat.

Definisi 3 Graf sikat B,, dengan simpul sebanyak 2n,(n = 2) diperoleh dari menggabungkan graf
bintang K ; ke setiap simpul graf lintasan P, (Samuel & Kalaivani, 2018b).

‘t.l’l V2 VB Vd Tvn
€ €3 €5 7 €2n-1
W1 W2 WS Wd_ _ lwn
EZ 94 EE

Gambar 1. Graf Bg

Definisi 4 Misal G adalah graf sederhana. Graf simpul semi total dari graf G, dinotasikan dengan
R¥(6), yaitu graf yang diperoleh denga n menambahkan sebanyak k simpul untuk setiap sisi di graf G
dan menghubungkan simpul-simpul tersebut dengan simpu-simpul dari masing-masing sisi (Jog et al.,
2012).
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(@) (b)

Gambar 2. (a) Graf R'(B,) dan (b) Graf R?(B,,)

Suatu graf prima ¢ memiliki suatu fungsi bijektif yang memetakan simpul pada graf G ke bilangan-
bilangan {1,2,3,..., [V (G)|}, sebagaimana dijelaskan oleh definisi dari graf prima pada Definisi 5. Lebih
lanjut, hasil pelabelan prima dari berdasarkan penelitian sebelumnya terkait graf sikat dinyatakan pada
Teorema 6 hingga Teorema 8.

Definisi 5 Pelabelan prima dari suatu graf adalah suatu fungsi bijektif f:V(G) = {1,2,3,...,|V(G)|}
sedemikian sehingga untuk setiap pasang simpul u dan v yang bertetangga FPB(f (), f (v)) = 1. Graf
yang dapat dilabelkan dengan pelabelan prima disebut dengan graf prima (Vaidya & Prajapati, 2012).

V4 v3
Gambar 3. Pelabelan prima pada suatu graf

Teorema 6 Graf sikat B,, adalah graf prima untuk n = 2,n € N (Samuel & Kalaivani, 2018b).

2 4 6 - 10

1 3 5 7 9

Gambar 4. Pelabelan prima pada graf Bg

Teorema 7 Line graf dari graf sikat L(B,) dengan 2n — 1 simpul adalah graf prima, untukn > 2,n €
N (Fran et al., 2021).

° o ° <
Gambar 5. Pelabelan prima pada graf L(Bs)
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Teorema 8 Splitting graf dari graf sikat spl(B,) adalah graf prima untuk n > 2,n € N (Fran et al.,

\VAVAVAV

Gambar 6. Pelabelan prima pada graf spl(Bs)

Berdasarkan Definisi 5, pada graf R*(B,,) dikonstruksi suatu fungsi f sedemikian sehingga suatu graf
simpul semi total dari graf sikat R¥(B,,) untuk k = 1,2 dapat dilabelkan dengan pelabelan prima. Oleh
karena itu diperoleh Teorema 9 dan Teorema 10.

Teorema 9 Graf simpul semi total dari graf sikat R*(B,,) dengan n > 2 merupakan graf prima.

Bukti: Dibentuk graf simpul semi total dari graf sikat R*(B,,) dengan u;, v;, w;, x; € V(Rl(Bn)),i =
1,2,-+,n,j=12-,n—1 dan |[V(R'(B,))|=4n—1. Dikonstruksi fungsi pelabelan prima
f:V(R'(Bp)) = {1,2,+,|[V(R"(B,))I} dengan,
4i —1, untuk i = 1(mod 3)
flu) = { 4i -3, untuk i yang lain
f(v) =4i-2

_(4i—3, untuk i = 1(mod 3)
fwi) = { 4i —1,  untukiyang lain
flag) =4

Selanjutnya akan dibuktikan untuk setiap pasang simpul u dan v yang bertetangga di R'(B,),
ged(f(w), f(v)) = 1. Misal diberikan u dan v titik yang bertetangga pada graf R*(B,,). Menggunakan
algoritma Euclidean diperoleh nilai x dan y pada Tabel 1 sedemikian sehingga f(v)x + f(w)y = 1.

Tabel 1 Nilai x dan y pada Graf R*(B,)

Deskripsi Kondisi Nilai x Nilai y
i =1 1 -1
u; bertetangga dengan v; ll + 1((:325 :)) _1 1
i =1 (mod3) 2 —2i 2i —1
u; bertetangga dengan w; i # 1(mod 3) 2i -1 Y
w; bertetangga dengan v; ll i 11((::25 33)) _11 _11
i =1(mod3) 4 10(13+ 2) 10(13+ 2) 9
w; bertetangga dengan w;, 4 i =2 (mod 3) i+ 1) i
i =0 (mod3) —(2i+1) 2i
o 8(i +2) 8(i + 2)
w; bertetangga dengan x; i =1(mod3) 5= 3 3 7
i #1(mod 3) -1 1
i =1 (mod 3) 3_8(‘;2) 80;’2)—5
x; bertetangga dengan w;, 4 i =2 (mod 3) _4(i +1) 4i+1) 1
N 3 3
i =0 (mod3) -1 1
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Oleh karena terdapat x dan y sehingga f(v)x + f(w)y = 1, maka berdasarkan Teorema 1, f(v) dan
f(w) saling prima. Graf R(B,,) dapat dilabelkan prima, sehingga R*(B,,) adalah graf prima.

4 8 12 16
Gambar 7. Pelabelan prima pada R*(Bs)

Teorema 9 Graf simpul semi total dari graf sikat R?(B,,) dengan n = 2 merupakan graf prima.

Bukti: Dibentuk graf simpul semi total dari graf sikat R?(B,) dengan Ui, Vj, Wi, Xie, Vi €
V(R*(Bp),i=12,-+,n;j=12,-2n; k=12,-,n—1dan V(R?*(B,)) = 6n — 2. Dikonstruksi
fungsi pelabelan prima f:V(R?(B,)) - {1,2,...,6n — 2} sebagai berikut.
f(u) =6i-3
f(v-) _ {3] + 1, untuk j = 1(mod 2)
1 3j — 4, untuk yang lain
6i — 1, untuk i # ndan i = 0(mod 5)
6i — 5, untukiyang lain
_ (6k =5, untuk k = 0(mod 5)
f ) = { 6k —1, untuk k yang lain
f(yk) = 6k
Selanjutnya akan dibuktikan untuk setiap pasang simpul u dan v yang bertetangga di
R?(By),gcd(f(w), f(v)) = 1. Misal diberikan u dan v titik yang bertetangga pada graf R?(B,).
Menggunakan algoritma Euclidean diperoleh nilai x dan y pada Tabel 2 sedemikian sehingga f (v)x +

fw)y = 1.

fow) = {

Tabel 2 Nilai x dan y pada Graf R?(B,,)

Deskripsi Kondisi Nilai x Nilai y
u; bertetangga dengan v,;_4 untuk setiap i -1 1
u; bertetangga dengan v,; untuk setiap i 1 -1
i =ndan . ,
i =0 (mod5) 3i—2 1=3
u; bertetangga dengan w; i =0 (mod 5) _3; 31
i % 0(mod 5) 3i—2 1-3i
i =ndan . .
i =0 (mod5) -4 I=3i
w; bertetangga dengan vy;_4 i =0 (mod 5) 1 _1
i £0(mod5) 1—4i 1-—3i
i=ndan
bertetangga dengan £ =0(mod5) B )
Wi goadengan vai i =0 (mod 5) 10i — 1 ~10i
i £ 0(mod5) -1 1
. 3i 3i
w; bertetangga dengan x; i =0 (mod 10) -~ 1 -
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Deskripsi Kondisi Nilai x Nilai y
i % 0(mod 10) 9(l+1)_8 5_9(1+1)
2 2
i # 0(mod 5)dan 3i 3i 1
i =0 (mod 2) ) 2
i #0(mod5) dan c 9(i+1) 9(i+1) 8
i #0(mod 2) T2 2
i =0 (mod5)dan i 1
i =0 (mod 10)

i =0 (mod5)dan

i % 0(mod 10) —Gi+1D Si—4
x; bertetangga dengan w;,¢ 4
i+1=ndan , ,
i =4 (mod5) ~@i+1) 31
i =4 (mo —(i+ {
4 (mod 5) i+1
i £ 0(mod5)dan iy
i # 4(mod5) @Bi+1) 3
i =0 (mod5) -1 1
w; bertetangga dengan y; i % 0(mod 5) 9(i+1) 9(i+1)
2 2
i+1=ndan _1 1
i =4 (mod5)
y; bertetangga dengan w; 4 i =4 (mod 5) B 6(i+1) 6(i+1) 3
B 5 5
i £4(mod5) -1 1

Oleh karena terdapat x dan y sehingga f(v)x + f(w)y = 1, maka berdasarkan Teorema 1, f(v) dan
f (w) saling prima. Graf R?(B,,) dapat dilabelkan prima, sehingga R?(B,,) adalah graf prima.

Gambar 8. Pelabelan prima pada R?(Bs)

KESIMPULAN

Dari hasil konstruksi pelabelan prima yang dilakukan pada graf R*(B,,) diperoleh bahwa graf simpul
semi total dari graf sikat R*(B,,) dengan 2n(1 + k) — k simpul merupakan suatu graf prima untuk k =
1,2. Pelabelan prima yang dikonstruksi pada graf simpul semi total dari graf sikat R*(B,) merupakan
fungsi bijektif £: V(R*(B,)) - {1,2,3,...,|V(R*(B,))|} sedemikian sehingga untuk setiap label simpul
u dan v yang bertetangga di R*(B,,)) berlaku FPB(f (v), f (v)) = 1.
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Penelitian tentang pelabelan prima untuk graf-graf lainnya yang merupakan hasil konstruksi dari graf
dasar tertentu dapat dilakukan, khususnya terkait pengkonstruksian fungsi pada pelabelan prima.
Lanjutan dari penelitian ini, dapat dilakukan untuk graf R¥(B,) untuk k > 3. Salah satu hal yang
menarik adalah menemukan semua k € N sehingga graf R*(B,,) merupakan graf prima.
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