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Kata Pengantar

Alhamdulillah puji syukur kami panjatkan ke hadirat Tuhan Yang Maha Kuasa
atas segala karunia-Nya yang telah dilimpahkan kepada penulis sehingga kami da-
pat menyusun buku yang berjudul Bilangan Ramsey Multipartit. Adapun
materi-materi yang termuat di dalam buku ini adalah merupakan hasil kumpulan
riset penulis dalam bentuk karya ilmiah yang diperoleh sejak penulis mendalami
Teori Ramsey Multipartit sejak tahun 2005. Buku ini ditulis dengan harapan dapat
memenuhi kriteria buku referensi berbasis penelitian tentang Teori Graf, khususnya
kajian bilangan Ramsey multipartit.

Frank Plumtom Ramsey pada tahun 1930, mengemukakan suatu teori yang berkai-
tan dengan pencarian prosedur untuk menentukan benar-tidaknya suatu formula
logika yang diberikan. Selanjutnya, teori ini dikenal dengan Teori Ramsey. Ke-
mudian, pada tahun 1935 Erdös dan Szekeres mengaplikasikan teori ini ke dalam
Teori Graf. Teori Ramsey mempunyai banyak penerapan diantaranya pada bidang
matematika, teori informasi, komputasi, dan ilmu ekonomi seperti yang termuat
pada paper Espino pada tahun 2004 yang berjudul On Ramsey’s Conjecture: Effi-
cient Allocations in the Neoclassical Growth Model with Private Information. Pada
bidang matematika, di samping teori graf, teori Ramsey juga tumbuh dan berkem-
bang diantaranya dalam teori bilangan, aljabar, geometri, topologi, analisis har-
monik, ruang metrik, dan teori ergodik seperti yang termuat pada paper Rosta
tahun 2004 yang berjudul Ramsey Theory Applications.

Pada tahun 2004, Burger dan Vuuren dalam dua papernya yang terpisah memperke-
nalkan dua konsep bilangan Ramsey multipartit sebagai berikut, yaitu bilangan
Ramsey multipartit himpunan dan bilangan Ramsey multipartit ukuran. Dari kedua
papernya tersebut, Burger dan Vuuren memberikan sifat-sifat dasar, batas bawah
dan batas atas untuk kedua bilangan Ramsey multipartit tersebut (himpunan dan
ukuran), serta kaitan antara keduanya. Di samping itu, Burger dan Vuuren juga
memberikan kaitan antara kedua bilangan Ramsey multipartit tesebut dengan bi-
langan Ramsey klasik. Kemudian, penulis mencoba membuat suatu buku tentang
Ramsey multipartit untuk perluasan konsep yang diperkenalkan oleh Burger dan
Vuuren di atas, yaitu graf yang dikandungnya tidak harus lengkap dengan cara
menghilangkan sifat kelengkapan (completeness) dari graf yang diberikan. Sebagian
kandungan buku ini, dirujuk dari buku ”Bilangan Ramsey multipartit ukuran” den-
gan penulis Syafrizal Sy dan Edy Tri Baskoro tahun 2021.

Penulis mengucapkan banyak terima kasih serta penghargaan kepada Ketua LPPM
Universitas Andalas beserta tim yang telah memberikan dukungan finansial dalam
menulis Buku Monograf yang berjudul ”Bilangan Ramsey Multipartit” dalam rangka
pengembangan keilmuan penulis. Selain itu, penulis juga mengucapkan terima kasih
kepada Rektor Universitas Andalas yang telah memberikan kepercayaan dan fasil-
itas kepada penulis dalam bidang penelitian sehingga buku ini dapat diselesaikan.
Penulis mengucapkan terimakasih kepada dosen dan teman2 di Departemen Matem-
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atika Institut Teknologi Bandung. Kepada Ketua Departemen Matematika dan Sain
Data Universitas Andalas dan rekan-rekan kolega, serta para peneliti dalam tim
penelitian, penulis menyampaikan terima kasih atas kerja sama yang terjalin den-
gan baik selama ini, serta keluarga yang telah memberikan motivasi sehingga buku
ini dapat diselesaikan. Walaupun buku ini masih jauh dari kesempurnaan, tak ada
gading yang tak retak, namun semoga buku monograf ini dapat bermanfaat bagi
pengembangan ilmu pengetahuan dan teknologi, khususnya pengembangan dalam
Teori Graf.

Padang, Agustus 2022

Syafrizal Sy & Edy Tri Baskoro
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Bab I Pendahuluan

I.1 Definisi Dasar dari Teori Graf

Teori graf merupakan salah satu objek studi subdisiplin kombinatorial dalam teori
Ramsey. Dalam bagian ini akan diberikan terminologi yang melingkupinya didefin-
isikan yang akan digunakan. Suatu graf G adalah himpunan tak-kosong berhingga
V (G) dari objek-objek yang disebut titik (vertex) dan himpunan (mungkin kosong)
E(G) dari himpunan bagian 2-elemen dari V (G) yang disebut sisi (edge). Him-
punan V (G) dikatakan himpunan titik dari G dan Himpunan E(G) dikatakan
himpunan sisi dari G. Suatu n stripe dari suatu graf G adalah didefinisikan seba-
gai himpunan dari n sisi tanpa mempunyai titik bersama. Jumlah titik dari suatu
graf G dikatakan order dan jumlah sisi dari suatu graf G dikatakan size. Order
dari G adalah |V (G)| dan size dari G adalah |E(G)|.

Suatu titik u dikatakan bertetangga (adjacent) dengan titik v jika uv ∈ EG.
Untuk suatu titik v dari G, lingkungan (neighborhood) adalah suatu himpunan
yang didefinisikan N(v) = {u ∈ V (G)|vu ∈ E(G)} dan N [v] = N(v) ∪ {v}. Se-
lanjutnya, untuk suatu titik v ∈ G dan suatu subgraf H dari G, didefinisikan
NH(v) = N(v) ∩ V (H). Misalkan titik x di G, derajat (degree) dari suatu titik
x ditulis dG(x), yaitu dG(x) = |NG(x)|. Jika setiap titik di dari suatu graf berder-
ajat sama, maka graf tersebut dikatakan graf reguler. Jadi, jika d(x) = k untuk
setiap titik x ∈ V (G), maka G dikatakan graf k−reguler. Derajat minimum
(minimum degree) dari G ditulis δ(G) dan derajat maksimum (maximum degree)
dari G ditulis ∆(G).

Jika e = uv adalah sisi di G, maka e dan u (dan e dan v) dikatakan insidensi
(incindence) di G. Jika e dan f adalah dua sisi berbeda yang insidensi dengan titik
yang sama, maka e dan f dikatakan sisi-sisi bertetangga. Suatu subhimpunan M
dari E(G) dikatakan matching di G jika tidak ada titik yang terkait dengan lebih
dari satu sisi di M . Komplemen (complement) G dari suatu graf G yaitu suatu
graf dengan |G| = |G| dan uv ∈ E(G) jika dan hanya jika uv /∈ E(G).

Dua graf G1 dan G2 dikatakan isomorfik jika terdapat fungsi satu ke satu, sebut φ :
V (G1)→ V (G2), sedemikian serhingga uv ∈ E(G1) jika dan hanya jika φ(u)φ(v) ∈
E(G2), yang mana ditulis G1

∼= G2. Suatu graf H dikatakan subgraf dari suatu gra
G jika V (H) ⊆ V (G) dan E(H) ⊆ E(G). Misalkan S adalah himpunan tak kosong
titik-titik dari suatu gra G. Suatu subgraf yang dinduksi (induced subgraph) oleh
S adalah subgraf maksimal dari G dengan himpunan titik S, ditulis 〈S〉, yaitu 〈S〉
memuat sisi-sisi di G yang berinsidensi dengan dua titik di S. Suatu subgraf H dari
suatu graf G dikatakan suatu subgraf induksi-titik dari G, jika H = 〈S〉 untuk
suatu himpunan tak kosong titik-titik, S, dari G.
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Jalan (walk) dalam suatu graf G adalah barisan v0, e1, v1, e2, . . . , vn−1, en, vn(n ≥ 0)
dari titik dan sisi yang bergantian, dimulai dan diakhiri dengan titik, sedemikian
sehingga ei = vi−1vi ∈ E(G) untuk i = 1, 2, . . . , n. Jika v0 = vn maka jalan tersebut
dikatakan jalan tertutup (closed walk). Jalan dikatakan mempunyai panjang
(length) n, jika terdapat (tidak harus berbeda) n sisi. Suatu jejak (trail) adalah
suatu jalan yang mana tidak ada sisi yang berulang. Suatu path adalah suatu
jalan yang mana tidak ada titik yang berulang. Suatu graf lingkaran Cn (cycle)
adalah suatu jalan v0, e1, v1, e2, . . . , vn−1, en, vn yang mana n ≥ 3, v0 = vn, dan n
titik v1, v2, . . . , vn berbeda, atau graf lingkaran juga dapat disebut graf terhubung
2-reguler. Misalkan u dan v adalah dua titik di graf G. Dikatakan u joined ke v jika
G memuat path u− v. Graf G dikatakan terhubung (connected) jika u terhubung
ke v untuk setiap pasang titik, (u, v), di G.

Suatu graf G dikatakan graf lengkap (complete graph) berorde p, ditulis Kp, jika
setiap dua titik (berbeda) bertetangga. Jika G adalah graf n-partit yang mempun-
yai himpunan-himpunan partit V1, V2, . . . , Vn sedemikian sehingga setiap titik dari
Vi bertetangga ke setiap titik di Vj , dimana 1 ≤ i < j ≤ k, maka G disebut graf
lengkap n-partit . Jika |Vi| = pi untuk i = 1, 2, . . . , n maka ditulis K =p1,p2,...,pn .
Dalam hal n = 2, graf lengkap 2-partit dikatakan graf bipartit. Graf tersebut
juga dikatakan graf multipartit lengkap. Jika p1 = p2 = . . . = pn maka G
dikatakan graf partit-n seimbang. Suatu notasi Kn×l dikatakan graf partit-n
seimbang lengkap dengan n himpunan partit dan l titik per himpunan partit.
Untuk s ≥ 3, Ks×2 dikatakan suatu cocktail party graph, yaitu adalah suatu graf
yang diperoleh dengan menghapus perfect matching dari graf lengkap K2s.

Suatu graf lengkap dengan satu sisi e dihapus ditulis Kp − e. Suatu graf bintang
star, K1,n, adalah suatu graf bipartit n+ 1 titik dengan satu partit terdiri dari satu
titik, dan K1,n juga dapat ditulis Sn+1. Suatu graf roda wheel, Wn, adalah hasil
dari sebuah titik yang dihubungkan ke setiap titik dari suatu graf lingkaran Cn−1.
Jadi, Wn

∼= Cn + {x}. Suatu windmil M2n adalah suatu graf yang diperoleh dari
W2n dengan menghapus n buah disjoint non-rim sisi. Suatu fan Fn adalah suatu
graf {x} + Pn. Suatu graf G dengan n titik dikatakan pancyclic jika G memuat
cycles yang setiap panjangnya adalah l dengan 3 ≤ l ≤ n.

Ada beberapa cara untuk menghasilkan suatu graf dari graf-graf lain. Gabungan
(union) dari G1 dan G2, ditulis G1∪G2, adalah suatu graf yang mempunyai V (G1∪
G2) = V (G1)∪ V (G2) dan E(G1 ∪G2) = E(G1)∪E(G2). Jika G1

∼= G2
∼= G, maka

ditulis 2G untukG1∪G2. Secara umum, jikaG1
∼= . . . ∼= Gn maka nG = G1∪. . .∪G2.

Jika G1 dan G2 dua graf yang titik-titiknya terpisah (disjoint), maka join dari G1

dan G2, sebut G1+G2, yaitu suatu graf yang terdiri dari gabungan, G1∪G2 bersama
dengan semua sisi dari tipe v1v2 dimana v1 ∈ G1 dan v2 ∈ G2.

2



I.2 Teori Ramsey Klasik

Satu dari banyak problem fundamental dalam logika matematika adalah mencari
prosedur teratur untuk menentukan benar tidaknya (konsistensi) suatu formula
logika yang diberikan. Ramsey [42] adalah salah satu yang mengkaji problem terse-
but. Ramsey mengemukakan suatu teori yang berkaitan dengan pencarian prose-
dur untuk menentukanbenar-tidaknya suatu formula logika yang diberikan. Teori
yang dikenal sebagai Teori Ramsey itu, kemudian mempunyai banyak penerapan di-
antaranya pada bidang matematika, teori informasi, komputasi, dan ilmu ekonomi
[18].

Teori Ramsey tidak hanya tumbuh dan berkembang dalam bidang kelahirannya,
yakni bidang logika, tetapi juga dapat dijumpai kegunaannya di bidang matematika
yang lain diantaranya pada teori bilangan, aljabar, geometri, topologi, analisis har-
monik, ruang metrik, dan teori ergodik [43]. Pada tahun 1935, Erdös dan Szekeres
[17], teori Ramsey kemudian diaplikasikan ke dalam teori graf dan menjadi salah satu
cabang dalam teori graf yang mendapat banyak perhatian dalam empat dasawarsa
terakhir ini. Dalam teori graf, teori Ramsey dapat dinyatakan sebagai berikut.

Untuk setiap bilangan bulat positif m dan n, terdapat bilangan bulat
positif N0 sedemikian sehingga setiap graf F dengan N titik, dengan
N ≥ N0, senantiasa memenuhi sifat berikut: F memuat subgraf lengkap
Km atau komplemen dari F memuat subgraf lengkap Kn.

Bilangan bulat positif terkecil N0 pada pernyataan di atas disebut bilangan Ramsey
klasik untuk nilai m dan n, dinotasikan dengan r(m,n). Karena setiap graf F

memenuhi F = F , bilangan Ramsey klasik ini bersifat simetris, yakni r(m,n) =
r(n,m).

Teorema berikut digunakan untuk menyelesaikan problem logika di

Teorema I.1 Untuk setiap bilangan bulat positif r, n, dan µ, terdapat bilangan bulat
positif M0 sedemikian sehingga untuk m ≥M0 dan jika semua r-subhimpunan (sub-
himpunan dengan r elemen) dari suatu m-himpunan Γm dikelompokkan (menurut
sebarang aturan) ke dalam kelas-kelas saling lepas Ci (i = 1, 2, ..., µ), maka Γm akan
memuat subhimpunan ∆n dengan semua r-subhimpunan dari ∆n menjadi anggota
Ci yang sama.

Pengetahuan tentang seberapa besar nilai M0 yang dapat diambil bila diberikan
bilangan bulat positif r, n dan µ, selanjutnya, menjadi pusat perhatian. Ramsey
[42] memperoleh M0 = n!!!...!, dengan proses faktorial dilakukan sebanyak µ−1 kali
untuk kasus r = 2. Namun demikian, nilai M0 tersebut masih dipandang terlalu
besar.

Penentuan bilangan Ramsey klasik untuk pasangan nilai a dan b telah memperoleh
banyak perhatian. Namun demikian, hasilnya masih jauh dari yang diharapkan.
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Hingga kini, hanya sembilan bilangan Ramsey klasik telah diketahui. Greenwood
dkk. [23] menemukan empat bilangan Ramsey yakni: R(3, 3) = 6, R(3, 4) = 9,
R(3, 5) = 14 dan R(4, 4) = 18. Kery [36] menunjukkan R(3, 6) = 18. Kalbfeisch [35]
mendapatkan R(3, 7) = 23, dan Grinstead dkk. [24] menemukan bilangan Ramsey
R(3, 8) = 28 dan R(3, 9) = 36. Bilangan Ramsey klasik terbaru adalah R(4, 5) = 25.
Bilangan Ramsey ini ditemukan McKay dan Radziszowski [38] dengan menggunakan
bantuan komputer. Penentuan bilangan Ramsey klasik lainnya masih merupakan
masalah terbuka (open problem), diantaranya R(5, 5) dan R(3, 10) yang kini banyak
dikaji orang.

Pada tahun 2021, Stanisaw P. Radziszowski dalam surveynya memberikan nilai-nilai
dan batas-batas untuk r(a, b), a ≤ 10, b ≤ 15, dapat dilihat di paper Small Ramsey
Numbers [41].

b 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
a

3 6 9 14 18 23 28 36 40 47 53 60 67 74
42 50 59 68 77 87

4 18 25 36 49 59 73 92 102 128 138 147 158
41 61 84 115 149 191 238 291 349 417

5 43 58 80 101 133 149 183 203 233 267 275
48 87 143 216 316 442 633 848 1138 1461 1878

6 102 115 134 183 204 262 294 347 401
165 298 495 780 1171 1804 2566 3703 5033 6911

7 205 219 252 292 405 417 511
540 1031 1713 2826 4553 6954 10578 15263 22112

8 282 329 343 457 817 873
1870 3583 6090 10630 16944 27485 41525 63609

9 565 581
6588 12677 22325 38832 64864

10 798 1313
23556 45881 81123

I.3 Teori Ramsey Graf

Selanjutnya, teorema di atas disebut dengan Teorema Ramsey. Erdös dan Szek-
eres [17] mengaplikasikan teorema tersebut ke dalam teori graf, dengan mengambil
r = 2 dan µ = 2. Dalam bahasa graf, Γm menyatakan graf lengkap Km dengan
m titik, ∆n menyatakan graf lengkap Kn dengan n titik dan setiap 2-subhimpunan
menyatakan sisinya. Pengelompokan ke dalam dua kelas saling lepas (µ = 2) dapat
dipandang sebagai pewarnaan sisi dengan dua warna. Sehingga, dalam bahasa graf,
Teorema Ramsey ?? dapat disajikan sebagai berikut.

Teorema I.2 Untuk setiap nilai a dan b, terdapat bilangan bulat M0 sedemikian
sehingga jika m ≥ M0 maka setiap pewarnaan merah-biru pada semua sisi graf
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lengkap Km akan memuat subgraf lengkap Ka warna merah atau subgraf Kb warna
biru.

Bilangan terkecil M0 pada Teorema I.2 disebut dengan bilangan Ramsey klasik
untuk nilai a dan b, dan dinotasikan dengan R(a, b) = M0. Walaupun pengetahuan
tentang bilangan Ramsey klasik masih relatif sedikit, namun studi perluasan Teori
Ramsey juga telah banyak dikaji. Salah satu perluasannya adalah sebagai berikut.

Diberikan dua graf G dan H. Tentukan bilangan bulat positif terkecil
N sedemikian sehingga setiap pewarnaan merah-biru pada semua sisi
graf lengkap KN akan memuat subgraf dengan sisi berwarna merah yang
isomorfik dengan graf G atau memuat subgraf dengan sisi berwarna biru
yang isomorfik dengan graf H.

Bilangan N di atas sebagai bilangan Ramsey graf R(G,H) untuk kombinasi antara
graf G dan H. Selanjutnya, studi bilangan Ramsey graf ini berkembang pesat
menjadi suatu bidang tersendiri dalam Teori Ramsey.

Studi bilangan Ramsey graf ini telah banyak dilakukan untuk berbagai macam kom-
binasi graf. Batas bawah bilangan Ramsey graf R(G,H) untuk sebarang graf G dan
H telah ditemukan Chvátal dan Harary [11] yakniR(G,H) ≥ (c(G)−1)(χ(H)−1)+1
dengan c(G) adalah banyaknya titik dari komponen maksimal dalam graf G dan
χ(H) adalah bilangan kromatik dari graf H. Khususnya, Chvátal [9] telah mene-
mukan bilangan Ramsey graf R(Tn, Km) dengan Tn adalah suatu graf pohon yang
mempunyai n titik dan Km adalah suatu graf lengkap yang mempunyai m titik.

I.4 Teori Ramsey Multipartit

Burger dan Vuuren mengkaji dua bentuk bilangan Ramsey multipartit, yaitu bilan-
gan Ramsey multipartit-himpunan (Burger dan Vuuren, 2004) dan bilangan Ramsey
multipartit-ukuran (Burger dan Vuuren, 2004a).

Ide dari kajian bilangan Ramsey multipartit-himpunan Mj(G,H) adalah dengan
memberikan jumlah titik yang tetap dari setiap himpunan partit dalam graf do-
mainnya, kemudian mencari jumlah minimum himpunan partit sehingga graf do-
main tersebut akan memuat subgraf multipartit monokromatik. Sedangkan, ide dari
kajian bilangan Ramsey multipartit-ukuran mj(G,H) adalah dengan memberikan
jumlah himpunan partit yang tetap dalam graf domainnya, kemudian mencari jum-
lah minimum titik dari himpunan-himpunan partit tersebut sehingga graf domain
tersebut akan memuat subgraf multipartit monokromatik.

Untuk dua graf G1 dan G2, dan bilangan bulat j ≥ 2, bilangan bulat terkecil
mj(G1, G2) = t sedemikian sehingga setiap faktorisasi dari graf Kj×t := F1 ⊕ F2

memenuhi kondisi berikut: F1 memuat G1 sebagai subgraf atau F2 memuat G2
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sebagai subgraf. Suatu graf G ∼= Kj×t dengan n titik dikatakan (G1, G2;n)-good
graph jika G tidak memuat G1 dan G tidak memuat G2.

Suatu grafG dikatakan factorable menjadi faktor-faktorG1, G2, · · · , Gn jika faktor-
faktor ini adalah pairwise edge-disjoint dan ∪ni=1E(Gi) = E(G). JikaG adalah di-
faktor menjadi faktor-faktor G1, G2, · · · , Gn, maka G = G1⊕G2⊕· · ·⊕Gn dikatakan
factorization dari G.

Pada dua subbab di bawah ini, akan diberikan kajian tentang kedua bilangan Ram-
sey multipartit seimbang lengkap tersebut.

I.4.1 Bilangan Ramsey multipartit himpunan

Pengertian bilangan Ramsey multipartit-himpunan didefinisikan sebagai berikut
oleh Burger dan Vuuren pada tahun 2004.

Definisi I.1 .
Misalkan j, a, b, c, dan d adalah bilangan-bilangan asli dengan a, c ≥ 2. Bilan-
gan Ramsey multipartit-himpunan Mj(Ka×b, Kc×d) adalah bilangan asli terkecil ξ
sedemikian sehingga, jika semua sisi dari graf Kξ×j diberi warna merah dan warna
biru secara sebarang, maka graf Kξ×j akan memuat subgraf Ka×b merah atau subgraf
Kc×d biru.

Definisi ini merupakan perumuman dari bilangan Ramsey klasik, karena:

jika r(m,n) = t maka M1(Km×1, Kn×1) = t. (I.1)

Seperti halnya bilangan Ramsey klasik, bilangan Ramsey multipartit-himpunan juga
bersifat simetris, yaitu

Mj(Ka×b, Kc×d) = Mj(Kc×d, Ka×b). (I.2)

Eksistensi dari bilangan Ramsey multipartit-himpunan diberikan oleh Burger dan
Vuuren (2004), yaitu untuk semua j, b, d ≥ 1 dan a, c ≥ 2 berlaku

maks{r(a, c),min{db/jea, dd/jec}} ≤Mj(Ka×b, Kc×d) ≤
(
ab+ cd− 2
ab− 1

)
. (I.3)

Jika Mk(Ka×b, Kc×d) = x maka sebarang pewarnaan merah-biru pada semua sisi
Kx×k senantiasa akan memuat Ka×b merah atau Kc×d biru sebagai subgraf. Jelas
bahwa, Kx×k ⊆ Kx×j untuk k ≤ j. Ini mengakibatkan Kx×j juga akan memuat
Ka×b merah atau Kc×d biru sebagai subgraf. Oleh karena itu, jika k ≤ j maka

Mj(Ka×b, Kc×d) ≤Mk(Ka×b, Kc×d). (I.4)

Dari (I.3), diperoleh Mj(Ka×b, Kc×d) ≥ r(a, c) untuk semua j, b, d ≥ 1 dan a, c ≥ 2.
Sedangkan dari (I.4), didapat Mj(Ka×1, Kc×1) ≤ M1(Ka×1, Kc×1) = r(a, c). Oleh
karena itu, untuk setiap j ≥ 1 dan a, b ≥ 2 berlaku

Mj(Ka×1, Kb×1) = r(a, b). (I.5)
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Misalkan Mj(Kα×β, Kγ×δ) = y. Misalkan a ≤ α, b ≤ β, c ≤ γ dan d ≤ δ maka
sebarang pewarnaan merah-biru pada semua sisi Ky×j senantiasa memuat Kα×β
merah (dan juga Ka×b merah) atau Kγ×δ biru (dan juga Kc×d biru) sebagai subgraf.
Akibatnya, Mj(Ka×b, Kc×d) ≤ y. Oleh karena itu, diperoleh

Mj(Ka×b, Kc×d) ≤Mj(Kα×β, Kγ×δ), (I.6)

jika a ≤ α, b ≤ β, c ≤ γ, dan d ≤ δ. Kemudian, Burger dan Vuuren (2004) juga
menunjukkan celah (gaps) dari dua bilangan Ramsey multipartit-himpunan, yaitu
untuk semua bilangan asli a ≥ 3, c ≥ 2 dan j, b, d ≥ 1 berlaku

Mj(Ka×b, Kc×d) ≥Mj(K(a−1)×b, Kc×d) + cdd/je − 1. (I.7)

Hanya sedikit bilangan Ramsey multipartit-himpunan yang diketahui (Burger dan
Vuuren, 2004). Pernyataan M2(K2×2,K3×1) = 4 dan M2(K2×2, K4×1) = 7 diberikan
oleh Harborth dan Mengersen (1996, 2001). Burger dkk. (2004) membuktikan
M2(K2×2, K2×2) = M3(K2×2, K2×2) = 4, M4(K2×2, K2×2) = 3, danM5(K2×2, K2×2) =
Mj(K2×2, K2×2) = 2 untuk j ≥ 6.

Nilai eksak bilangan Ramsey multipartit-himpunan untuk kombinasi K2×1 dengan
sebarang graf multpartit seimbang lengkap adalah sebagai berikut. Misalkan j, d ≥ 1
dan c ≥ 2 maka

Mj(K2×1, Kc×d) = dd/jec. (I.8)

Untuk membuktikan (I.8), perhatikan sebarang pewarnaan merah-biru pada semua
sisi dari F ∼= Kdd/jec×j. Jika ada satu sisi dari F yang berwarna merah maka F ⊃
K2×1 merah sebagai subgraf. Jika tidak demikian, maka jelas F ⊃ Kc×d biru sebagai
subgraf, karena Kc×d ⊂ Kdd/jec×j. Jadi, Mj(K2×1, Kc×d) ≤ cdd/je. Kemudian,
dengan mewarnai semua sisi dari K(cdd/je−1)×j dengan warna biru, mengakibatkan
tidak terdapat K2×1 merah ataupun Kc×d biru sebagai subgraf. Jadi Mj(K2×1,
Kc×d) ≥ cdd/je.

Pada tahun 2004, Burger dan Vuuren juga menemukan bilangan Ramsey multipartit-
himpunan untuk dua kombinasi graf seimbang lengkap yaitu K2×2 versus K3×1.

Teorema I.3 Untuk semua j ≥ 3, Mj(K2×2, K3×1) = 3.

Bukti. Dari (I.3), diperoleh Mj(K2×2, K3×1) ≥ r(2, 3) = 3 untuk semua j ≥ 1. Se-
lanjutnya ditunjukkan Mj(K2×2, K3×1) ≤ 3. Misalkan V (G) = {x1, . . . , x9} adalah
himpunan titik-titik dari G ' K3×3 dengan {x1, x2, x3}, {x4, x5, x6}, dan {x7, x8, x9}
adalah himpunan-himpunan partitnya. Misalkan terdapat pewarnaan merah-biru
dari sisi-sisi di G yang tidak memuat K2×2 merah dan K3×1 biru. Misalkan berturut-
turut R dan B adalah subgraf gari G yang diinduksi oleh sisi-sisi merah dan sisi-sisi
biru. Karena tidak ada graf dengan jumlah titik ganjil dan setiap titiknya berderajat
ganjil, maka perlu diperhatikan kasus berikut:

Kasus i: ∆(B) ≥ 4. Jika terdapat satu titik x di B yang mempunyai sedikitnya
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dua tetangga dalam setiap dua himpunan partit lainnya, maka terdapat satu sisi
yang menghubungkan dua titik tetangga dari x tersebut (karena R 6⊇ K2×2). Jadi,
B ⊇ K3×1, kontradiksi.

Kasus ii: ∆(R) ≥ 4. Asumsikan |NR(x1)| ≥ 4, maka x2 bertetangga dalam B
dengan sedikitnya |NR(x1)|− 1 titik di NR(x1), karena bila tidak demikian terdapat
K2×2 merah. Jika |NR(x1)| ≥ 5, maka x2 mempunyai derajat paling sedikit 4
di B, sehingga ini adalah Kasus i. Jadi, asumsikan NR(x1) = {v1, v2, v3, v4} dan
NB(x1) = {v5, v6}. Karena {x2, x3, v5, v6} tidak membangun K2×2 merah, akibatnya
x2v5 ∈ B. Maka d(x2) ≥ 4 di B, ini juga Kasus (i).

Dengan menggunakan batas bawah oleh Chvátal dan Harary [11] yakni R(G,H) ≥
(c(G)− 1)(χ(H)− 1) + 1, untuk semua a, c ≥ 2 dan b, d ≥ 1 diperoleh batas bawah
untuk graf multipartit seimbang lengkap, yaitu

M1(Ka×b, Kc×d) ≥ max{(a− 1)(cd− 1), (c− 1)(ab− 1)}+ 1 (I.9)

Namun, (I.9) ini tidak berlaku untuk Mj(Ka×b, Kc×d) dengan j > 1. Dengan metode
probabilistik yang diberikan oleh Erdös dan Spencer (1974), Burger dan Vuuren
(2004) dapat menunjukkan batas bawah Mj(Ka×b, Kc×d) sebagai berikut. Untuk
a, c ≥ 2 dan j, b, d ≥ 1, berlaku

Mj(Ka×b, Kc×d) >
1

j
min{ ab

√
a!(b!)a2b

2(a2)−1, cd

√
c!(d!)c2d

2(c2)−1}. (I.10)

Batas atas untuk bilangan Ramsey multipartit-himpunan kombinasi antara dua graf
bipartit seimbang lengkap diberikan (I.11), buktinya dapat ditemukan pada Burger
dkk. (2004) dan Stipp (2000). Untuk semua j, b ≥ 1,

Mj(K2×b, K2×b) ≤
⌈2b− 1

j

⌉
+
⌈2(b− 1)(2b−1b ) + 1

j

⌉
. (I.11)

Batas atas (I.11) ini hanya dapat digunakan untuk kasus khusus yaitu mencari
monokromatik subgraf bipartit seimbang lengkap. Walaupun belum dapat mempe-
rumum hasil-hasil untuk kasus graf multipartit lengkap, tetapi Burger dan Vuuren
(2004) telah memberikan batas atas rekursif (I.12) berikut, yaitu untuk sebarang
c ≥ 2 dan j ≥ 1,

Mj(G,Kc×2) ≤ 2[M1(G− v,Kc×2)− 1] +M1(G,K(c−1)×2) (I.12)

dengan G− v adalah sebarang graf terhubung.

I.4.2 Bilangan Ramsey multipartit ukuran

Selain memperkenalkan konsep bilangan Ramsey multipartit-himpunan untuk kom-
binasi graf multipartit seimbang lengkap, Burger dan Vuuren (2004a) juga men-
gawali pembahasan bilangan Ramsey multipartit-ukuran. Kedua konsep tersebut
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berbeda, namun keduanya saling berhubungan. Pada subbab ini akan diberikan be-
berapa hasil fundamental tentang bilangan Ramsey multipartit-ukuran untuk kom-
binasi graf multipartit seimbang lengkap yang kecil. Namun sebelumnya, perhatikan
definisi umum untuk bilangan Ramsey multipartit-ukuran dari kombinasi graf mul-
tipartit seimbang lengkapberikut.

Definisi I.2 Misalkan j, a, b, c, dan d adalah bilangan-bilangan asli dengan a, c ≥
2. Bilangan Ramsey multipartit-ukuran mj(Ka×b, Kc×d) didefinisikan jika terdapat
bilangan asli terkecil ζ sehingga jika semua sisi dari graf Kj×ζ diberi warna merah
dan biru secara sebarang, maka graf Kj×ζ akan memuat subgraf Ka×b merah atau
subgraf Kc×d biru, dan didefinisikan tak hingga dalam keadaan lain.

Bilangan Ramsey multipartit-ukuran dapat juga dipandang sebagai perumuman
dari bilangan Ramsey klasik, karena

jika r(m,n) = t maka mt(Km×1, Kn×1) = 1. (I.13)

Sifat kesimetrian juga dimiliki oleh bilangan Ramsey multipartit-ukuran, yakni

mj(Ka×b, Kc×d) = mj(Kc×d, Ka×b). (I.14)

Kaitan lebih lanjut antara bilangan Ramsey multipartit dengan bilangan Ramsey
klasik ditunjukkan oleh Burger dan Vuuren (2004a), yaitu sebagai berikut. Misalkan
a, b, c, dan d adalah bilangan-bilangan asli dengan a, c ≥ 2, maka

mj(Ka×b, Kc×d) <∞ ⇐⇒ j ≥ r(a, c). (I.15)

Misalkan Mj(Ka×b, Kc×d) > k. Ini berarti bahwa terdapat suatu pewarnaan merah-
biru pada semua sisi F ∼= Kk×j sedemikian sehingga F tidak memuat Ka×b merah
dan Kc×d biru sebagai subgraf. Hal ini berakibat bahwa mk(Ka×b, Kc×d) > j.
Demikian juga sebaliknya. Jadi, diperoleh

mk(Ka×b, Kc×d) > j ⇐⇒Mj(Ka×b, Kc×d) > k. (I.16)

Dengan cara yang sama, dapat diperoleh bahwa:

mk(Ka×b, Kc×d) ≤ j ⇐⇒Mj(Ka×b, Kc×d) ≤ k. (I.17)

Seperti pada bilangan Ramsey multipartit-himpunan, sifat kelinieran juga dimiliki
oleh bilangan Ramsey multipartit-ukuran, yakni: jika a ≤ α, b ≤ β, c ≤ γ, dan d ≤ δ
maka

mj(Ka×b, Kc×d) ≤ mj(Kα×β, Kγ×δ) (I.18)

dan, jika k ≤ j maka

mj(Ka×b, Kc×d) ≤ mk(Ka×b, Kc×d). (I.19)
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Kemudian, Burger dan Vuuren (2004a) juga menunjukkan celah (gaps) antara dua
bilangan Ramsey multipartit-ukuran. Untuk semua bilangan asli n ≥ 3, s ≥ 2 dan
j, l, t ≥ 1 berlaku

mj(Ka×b, Kc×d) ≥ mj(K(a−1)×b, Kc×d) + ddbj/cce − 1. (I.20)

Misalkan k = r(ab, cd), maka setiap pewarnaan merah-biru pada semua sisi Kk
∼=

Kk×1 akan memuat Kab merah (juga memuat Ka×b merah) atau memuat Kcd biru
(juga memuat Kc×d biru). Dari (I.19), barisan mk(Ka×b, Kc×d) tidak naik untuk k
naik dengan sebarang nilai dari a, c ≥ 2 dan b, d ≥ 1 yang tetap. Hal ini menun-
jukkan bahwa terdapat bilangan asli k sehingga mk(Ka×b, Kc×d) = 1, jika k cukup
besar. Oleh karena itu diperoleh bahwa jika j → ∞ untuk a, c ≥ 2 dan b, d ≥ 1,
maka

mj(Ka×b, Kc×d)→ 1. (I.21)

Akibat (I.21), jika j →∞ untuk sebarang a, c ≥ 2 dan b, d ≥ 1, maka

Mj(Ka×b, Kc×d)→ r(a, c). (I.22)

Dari teori Ramsey klasik, misalkan r(a, b) = t maka setiap pewarnaan merah-biru
pada semua sisi dari Kt×1 senantiasa akan memuat Ka×1 merah atau Kb×1 biru
sebagai subgraf. Oleh karena itu, mj(Ka×1, Kb×1) ≤ 1 untuk semua j ≥ t. Tetapi,
menurut Definisi I.3, mj(Ka×1, Kb×1) = 1 untuk semua j ≥ t. Jadi, untuk setiap
a, c ≥ 2 dan j ≥ r(a, c) berlaku

mj(Ka×1, Kc×1) = 1. (I.23)

Nilai eksak bilangan Ramsey multipartit-ukuran untuk kombinasi K2×1 dengan se-
barang bilangan Ramsey multipartit seimbang lengkap diberikan sebagai berikut.
Untuk semua d ≥ 1 dan j ≥ c ≥ 2 berlaku

mj(K2×1, Kc×d) = dd/bj/cce. (I.24)

Hal ini benar karena t = dd/bj/cce merupakan bilangan terkecil yang memberikan
bahwa Kj×t ⊇ Kc×d.

Teorema berikut menunjukkan nilai eksak bilangan Ramsey multipartit-ukuran un-
tuk kombinasi dua graf multipartit seimbang lengkap berorde kecil.

Teorema I.4 [Burger dan Vuuren, 2004a]

(1) m1(K2×2, K3×1) = m2(K2×2, K3×1) =∞.

(2) m3(K2×2, K3×1) = 3 dan m4(K2×2, K3×1) = 2.

(3) m5(K2×2, K3×1) = m6(K2×2, K3×1) = 2.
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(4) mj(K2×2, K3×1) = 1 untuk semua j ≥ 7.

Bukti.
(1) Karena r(2, 3) = 3 > j, maka dari (I.15) m1(K2×2, K3×1) = m2(K2×2, K3×1) =
∞.
(2) Harborth dan Mengersen (1996) telah memberikan M2(K2×2, K3×1) = 4 > 3,
sehingga dari (l.16), m3(K2×2, K3×1) > 2. Dari Teorema l.3, M3(K2×2, K3×1) ≤ 3.
Kemudian dari (l.17), m3(K2×2, K3×1) ≤ 3. Jadi, m3(K2×2, K3×1) = 3. Selanjutnya,
karena M1(K2×2, K3×1) = 7 > 4 (Chartrand dan Schuster, 1971) dan dari (3.16),
m4(K2×2, K3×1) > 1. Kemudian dari (l.17), karena M2(K2×2, K3×1) ≤ 4, m4(K2×2,
K3×1) ≤ 2. Jadi, m4(K2×2, K3×1) = 2.
(3) KarenaM1(K2×2, K3×1) = 7 > 6, dari (l.16) dan (l.19) diperoleh 1 < m6(K2×2, K3×1)
≤ m5(K2×2, K3×1) ≤ m4(K2×2, K3×1) = 2.
(4) Karena M1(K2×2, K3×1) ≤ j untuk semua j ≥ 7 (Chartrand dan Schuster,
1971), menurut (l.17) diperoleh 1 ≤ mj(K2×2, K3×1) ≤ 1 untuk semua j ≥ 7.

Selanjutnya, karena setiap graf Kjt selalu memuat graf Kj×t, diperoleh batas bawah
berikut. Misalkan j, b, d ≥ 1 dan a, c ≥ 2 adalah bilangan-bilangan asli, maka
diperoleh batas bawah berikut

mj(Ka×b, Kc×d) ≥ min{dab/je, dcd/je}. (I.25)

Melalui (l.16), dari (l.10) diperoleh batas bawah probabilistik, yaitu untuk setiap
a, c ≥ 2 dan j, b, d ≥ 1,

mj(Ka×b, Kc×d) >
1

j
min{ ab

√
a!(b!)a2b

2(a2)−1, cd

√
c!(d!)c2d

2(c2)−1}. (I.26)

Kemudian, Burger dkk. (2004) dan Stipp (2000) membuktikan batas atas bilangan
Ramsey multipartit-ukuran untuk kombinasi graf bipartit seimbang lengkap berikut
ini. Untuk semua j ≥ 2 dan b ≥ 1,

mj(K2×b, K2×b) ≤ maks
{

2b− 1,
⌈2(b− 1)(2b−1b ) + 1

j − 1

⌉}
. (I.27)

Kajian Burger dkk. pada makalah tersebut terbatas pada penentuan bilangan Ram-
sey multipartit-himpunan dan bilangan Ramsey multipartit-ukuran hanya untuk
kombinasi antar graf multipartit seimbang lengkap. Untuk kombinasi graf lainnya,
kajian bilangan Ramsey mutipartit-himpunan dan bilangan Ramsey multipartit-
ukuran masih merupakan masalah terbuka.

Secara umum, dalam kajian ini, konsep di atas akan diperumum dengan menghi-
langkan sifat kelengkapan dari graf yang dimuatnya. Misalkan j ≥ 2 adalah bilangan
asli. Untuk grafG1, G2, · · · , Gk, bilangan Ramsey multipartit ukuranmj(G1, G2, · · · ,
Gk) adalah bilangan asli terkecil ζ sedemikian sehingga sebarang pewarnaan semua
sisi dari Kj×ζ dengan k warna akan memuat graf Gi untuk suatu warna ke i.
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Bab II Bilangan Ramsey Multipartit Himpunan

II.1 Survey Literatur

Ide dari kajian bilangan Ramsey multipartit himpunan Mj(G,H) diperkenalkan
oleh Burger dan Vuuren [4], yaitu dengan memberikan jumlah titik yang tetap dari
setiap himpunan partit dalam graf domainnya, kemudian mencari jumlah minimum
himpunan partit sehingga graf domain tersebut akan memuat subgraf multipartit
monokromatik.

Definisi II.1 Misalkan j, l, n, s dan t bilangan bulat positf dengan n, s ≥ 2. Bi-
langan Ramsey multipartit-himpunan Mj(Kn×l, Ks×t) adalah bilangan bulat positif
terkecil ξ sedemikian sehingga, jika semua sisi dari graf multipartit seimbang lengkap
Kξ×j diberi warna merah atau biru maka graf multipartit seimbang lengkap Kξ×j
akan memuat Kn×l merah atau Ks×t biru sebagai subgraf.

Definisi II.1 merupakan suatu perumuman dari bilangan Ramsey klasik, yaitu: jika
R(σ, λ) = τ maka

M1(Kσ×1,λ×1) = τ.

Proposisi berikut adalah sifat simetri dari bilangan Ramsey multipartit–himpunan.

Proposisi II.1 Jika bilangan Ramsey multipartit-himpunan Mj(Kn×l, Ks×t) ada,
maka Mj(Kn×l, Ks×t)=Mj(Ks×t, Kn×l).

Jika konsep dari kedua definisi di atas kita hilangkan sifat kelengkapan dan pewar-
naan yang dilakukan menggunakan c warna, maka kita dapatkan perluasan dari
konsep tersebut seperti yang diberikan oleh Definisi II.2 dan II.3 berikut.

Definisi II.2 Diberikan bilangan bulat positif j, c ≥ 2. Bilangan Ramsey multipartit-
himpunan Mj(G1, G2, · · · , Gc) adalah bilangan bulat positif terkecil ψ sedemikian
sehingga, jika semua sisi dari graf multipartit seimbang lengkap Kψ×j diberi warna
dengan c buah warna maka graf multipartit seimbang lengkap Kψ×j akan memuat
subgraf monokromatik Gi untuk suatu warna ke-i.

Jika R(σ, λ) = τ maka M1(Kσ×1, Kλ×1) = τ .

Selanjutnya, kita batasi hanya dua graf yang diberikan. Diberikan dua grafG danH,
dan bilangan asli j ≥ 2. Bilangan Ramsey multipartit Mj(G,H) adalah bilangan
bulat positif terkecil t sedemikian sehingga, jika semua sisi dari graf multipartit
seimbang lengkap Kt×j diberi sebarang pewarnaan merah-biru maka graf Kt×j akan
memuat subgraf G berwarna merah atau subgraf H berwarna biru.

Berikut definisi Mj(G,H) dengan menggunakan faktorisasi, yaitu sebagai berikut.
Diberikan dua graf G dan H, dan bilangan asli j ≥ 2. Bilangan Ramsey multipartit-
himpunan Mj(G,H) adalah bilangan bulat positif terkecil t sedemikian sehingga
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untuk sebarang faktorisasi Kt×j ∼= F1 ⊕ F2 senantiasa F1 memuat subgraf G atau
F2 memuat subgraf H.

Hasil kajian bilangan Ramsey multipartit himpunan masih sedikit ditemukan. Bi-
langan Ramsey multipartit himpunan M1(K2×2, K3×3) = 7 diperoleh Chartrand
dan Schuster [8]. Kemudian, bilangan Ramsey multipartit himpunan M1(K2×2,
K4×1) = 10 ditemukan oleh Chvátal dan Harary [11]. Selanjutnya, bilangan Ramsey
multipartit himpunan M2(K2×2, K3×1) = 4 dand M2(K2×2, K4×1) = 7 ditemukan
oleh Harborth dan Mengersen [29, 30]. Bilangan Ramsey multipartit himpunan
M1(K2×2 dan K5×1) = 14 ditemukan oleh Greenwood dan Gleason [23]. Bilangan
Ramsey multipartit himpunan M1(K2×2, K6×1) = 18 ditemukan oleh [19]. Bilan-
gan Ramsey multipartit himpunan M1(K2×3, K2×3) = 18 ditemukan oleh Harborth
dand Mengersen [28].

Untuk semua j ≥ 1, Burger dkk. [4] menentukan nilai eksak dari Mj(K2×2, K2×2)
dimana hasil-hasilnya diberikan pada tabel berikut.

j Mj(K2×2, K2×2) Mj(K2×2, K3×1) Mj(K2×2, K4×1)

1 6 7
2 4 4 7
3 4 3
4 3 3
5 2 3
≥ 6 2 3

Table II.1. Bilangan Ramsey multipartit himpunan

Proposisi berikut adalah sifat simetri dari bilangan Ramsey multipartit himpunan.

Proposisi II.2 Jika bilangan Ramsey multipartit himpunan Mj(Kn×l, Ks×t) ada,
maka Mj(Kn×l, Ks×t)=Mj(Ks×t, Kn×l).

Berikut adalah beberapa proposisi menentukan bilangan Ramsey multipartit him-
punan untuk graf lingkaran kecil.

Proposisi II.3 M2(K2×2, K3×1) = 4.

Bukti.
Akan ditunjukkan M2(K2×2, K3×1) ≥ 4. Perhatikan K(4−1)×2 = K3×2. Faktorisasi
K3×2 ∼= F1⊕F2 sedemikian sehingga F1

∼= 2K1,2 dan F2 adalah komplemen dari F1.
Jadi F1 + K2×2 dan F2 + K3×1. Oleh karena itu, M2(K2×2, K3×1) ≥ 4.

Selanjutnya, akan dibuktikan batas atas yaitu M2(K2×2, K3×1) ≤ 4. Perhatikan
K4×2. Faktorisasi K4×2 ∼= G1 ⊕ G2 sedemikian sehingga G1 + K3×1. Karena
G1 + K3×1, maka terdapat dua titik u dan v sedemikian sehingga uv 6∈ E(G1).
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Jelas bahwa terdapat dua titik lain yang x dan y yang bertetangga ke u dan v
di G2. Akibatnya, titik u, v, x dan y membentuk K2×2 di G2. Oleh karena itu,
M2(K2×2, K3×1) ≤ 4. 2

II.2 Bilangan Ramsey Multipartit Himpunan Graf Lintasan

Pada bagian ini akan dibuktikan beberapa proposisi bilangan Ramsey multipartit
himpunan untuk kombinasi graf lintasan dan graf lintasan berukuran kecil.

Proposisi II.4 M1(P2, Pn) = n.

Bukti:
Pertama-tama akan ditunjukkan batas bawah yaitu M1(P2, Pn) ≥ n. Perhatikan
suatu faktorisasi graf F = K(n−1)×1 = F1⊕F2 dengan F1 adalah independen vertices
dan F2 = Kn−1. Jelas bahwa F1 + P2 dan karena |F | ≤ (n − 1) maka F2 + Pn.
Akibatnya M1(P2, Pn) > n− 1. Oleh karena itu M1(P2, Pn) ≥ n.

Selanjutnya, akan ditetukan batas atasnya yaitu M1(P2, Pn) ≤ n. Misalkan G1⊕G2
adalah faktorisasi dari G = Kn×1 sedemikian sehingga G1 + P2. Akan ditunjukkan
bahwa G2 ⊇ Pn. Karena G1 + P2 maka G1 berbentuk independent vertices. Jadi,
G2
∼= Kn. Akibatnya G2 ⊇ Pn. Oleh karena itu, M1(P2, Pn) ≤ n. Oleh karena itu,

M1(P2, Pn) = n. 2

Proposisi II.5 M2(P2, Ps) = 2 untuk 3 ≤ s ≤ 4.

Bukti:
Pertama-tama akan ditunjukkan batas bawah yaitu M2(P2, Ps) ≥ 2 untuk 3 ≤ s ≤ 4.
Perhatikan faktorisasi graf F = K1×2 = F1 ⊕ F2 dengan F1 adalah independent
vertices. Jelas bahwa F1 + P2. Karena untuk setiap s ∈ {3, 4} berlaku |F2| =
|K1×2| = 2 < s, maka F2 + Ps. Akibatnya M2(P2, Ps) ≥ 2 untuk 3 ≤ s ≤ 4.

Selanjutnya, akan ditunjukkan batas atasnya yaitu M2(P2, P3) ≤ 2. Misalkan G1 ⊕
G2 adalah sebarang faktorisasi dariG ∼= K2×2 sedemikian sehinggaG1 + P2. Karena
G1 adalah independent vertices dan G2

∼= K2×2, maka G2 ⊇ Ps untuk 3 ≤ s ≤ 4.
Oleh karena itu, M2(P2, Ps) = 2 untuk 3 ≤ s ≤ 4. 2

Proposisi II.6 M2(P2, Ps) = 3 untuk 5 ≤ s ≤ 6.

Bukti:
Pertama-tama akan ditunjukkan batas bawah yaitu M2(P2, Ps) ≥ 3 untuk 5 ≤ s ≤ 6.
Perhatikan faktorisasi graf F = K2×2 = F1 ⊕ F2 dengan F1 adalah independent
vertices. Jelas bahwa F1 + P2. Karena untuk setiap s ∈ {5, 6} berlaku |F2| =
|K2×2| = 4 < s, maka F2 + Ps. Akibatnya M2(P2, Ps) ≥ 2 untuk 5 ≤ s ≤ 6.

Selanjutnya, akan ditunjukkan batas atasnya yaitu M2(P2, Ps) ≤ 3 untuk 5 ≤ s ≤ 6.
Misalkan G1 ⊕ G2 adalah sebarang faktorisasi dari G ∼= K3×2 sedemikian sehingga
G1 + P2. Karena G1 adalah independent vertices dan G2

∼= K3×2, maka G2 ⊇ Ps
untuk 5 ≤ s ≤ 6. Oleh karena itu, M2(P2, Ps) = 3 untuk 5 ≤ s ≤ 6. 2
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Proposisi II.7 M2(P3, Ps) = 3 untuk 3 ≤ s ≤ 6.

Bukti:
Pertama-tama akan ditunjukkan batas bawah yaitu M2(P3, Ps) ≥ 3 untuk 3 ≤ s ≤ 6.
Misalkan V1 = {a1, a2} dan V2 = {b1, b2} adalah dua himpunan partit dari graf
F = K(3−1)×2. Beri 2-pewarnaan merah-biru pada F sebagai berikut: warna merah
pada semua sisi F1

∼= 2P2 yaitu P2 := a1b1 dan P2 := a2b2, dan warna biru pada
semua sisi F2

∼= 2P2 yaitu P2 := a1b2 dan P2 := a2b1. Akibatnya, F1 + P3 merah
dan F2 + Ps biru. Olek karena itu, M2(P3, Ps) ≥ 3 untuk 3 ≤ s ≤ 6.

Selanjutnya, akan ditunjukkan batas atasnya yaitu M2(P3, Ps) ≤ 3 untuk 5 ≤ s ≤
6. Warnai semua sisi dari graf G ∼= K3×2 sedemikian sehingga G + P3 merah.
Akan ditunjukkan bahwa G ⊇ Ps biru. Misalkan V1 = {a1, a2}, V2 = {b1, b2},
dan V3 = {c1, c2}, adalah himpunan partit dari G. Karena G + P3 merah, tanpa
mengurangi perumuman, kita asumsikan G adalah membentuk independent edges
(maximum matching) berwarna merah di G, sebut M = {a1b1, a2c1, b2c2}. Jadi titik-
titik berikut membentuk path Ps := c1b1a2c2a1b2 biru di G. Jadi, G ⊇ Ps untuk
5 ≤ s ≤ 6. Oleh karena itu, M2(P3, Ps) = 3 untuk 5 ≤ s ≤ 6. 2

Proposisi II.8 M3(P3, k1,t) = 3 untuk 3 ≤ t ≤ 6.

Bukti:
Pertama-tama akan ditunjukkan batas bawah yaitu M3(P3, k1,t) ≥ 3 untuk 3 ≤ t ≤
6. Misalkan V1 = {a1, a2, a3} dan V2 = {b1, b2, b3} adalah dua himpunan partit dari
graf F = K(3−1)×3. Beri 2-pewarnaan merah-biru pada F sebagai berikut: warna
merah pada semua sisi F1

∼= 3P2 yaitu P2 := a1b1, P2 := a2b2, dan P2 := a3be.
Kemudian, warna biru pada semua sisi F2 ) K1,3 biru. Jadi, F1 + P3 merah dan
F2 + K1,3 biru. Olek karena itu, M3(P3, k1,t) ≥ 3 untuk 3 ≤ t ≤ 6.

Selanjutnya, akan ditunjukkan batas atasnya yaitu M3(P3, k1,t) ≤ 3 untuk 3 ≤ t ≤ 6.
Warnai semua sisi dari graf G ∼= K3×3 sedemikian sehingga G + P3 merah. Akan
ditunjukkan bahwa G ⊇ K1,t biru. Misalkan V1 = {a1, a2, a3}, V2 = {b1, b2, b3} dan
V3 = {c1, c2, c3} adalah tiga himpunan partit dari graf G. Karena G + P3 merah,
tanpa mengurangi perumuman, kita asumsikan G adalah membentuk independent
edges (maximum matching) berwarna merah di G. Karena jumlah titik adalah 3×3
ganjil, maka terdapat satu titik x yang tidak bertetangga merah dengan titik lainnya.
Misalkan titik x ∈ V1, akibatnya titik x bertetangga biru dengan semua titik di V2
dan V3. Jadi, G ⊇ K1,t untuk 3 ≤ t ≤ 6. Oleh karena itu M3(P3, k1,t) ≤ 3 untuk
3 ≤ t ≤ 6. Oleh karena itu, M2(P3, Ps) = 3 untuk 5 ≤ s ≤ 6. 2

II.3 Bilangan Ramsey Multipartit Himpunan Mj(aK2, K1,t)

Dalam bagian ini, akan ditentukan nilai eksak dari bilangan Ramsey multipartit
himpunan stripes versus graf bintang. Sebelum membuktikannya hasil dari Teorema
II.1 berikut, akan dibuktikan Lema II.1 berikut untuk menunjukkan batas bawah
untuk bilangan Ramsey multipartit himpunan stripes versus graf bintang.
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Lema II.1 Untuk sembarang bilangan bulat positif a, t, p, dan j dimana t < a, j ≥
2, dan

• γ = ba−1
j
c,

• δ ≡ a− 1 (mod j),

• η = b δ
p−1−γ c, dan

• θ ≡ δ (mod p− 1− γ).

Jika (j − η − 1)(θ − 1) + (j − η)(p− γ − θ − 1) < t, maka Mj(aK2, K1,t) ≥ p.

Bukti.
Akan ditunjukkan bahwa Mj(aK2, K1,t) ≥ p. Misalkan F1 ⊕ F2 adalah suatu fak-
torisasi dari F = K(p−1)×j. Misalkan

V (F ) = {vr,x|1 ≤ r ≤ p− 1; 1 ≤ x ≤ j}

dan
E(F ) = {vr,xvu,x|1 ≤ r ≤ p− 1; 1 ≤ x ≤ j; r + 1 ≤ u ≤ p− 1}.

Selanjutnya, akan dikonstruksi suatu faktorisasi dari F dengan cara sebagai berikut.

E(F1) = {vr,xvi,x, vn,uvl,x, vw,η+1vm,y|1 ≤ r ≤ γ; 1 ≤ x ≤ j; r + 1 ≤ i ≤ p− 1;

γ + 1 ≤ n ≤ p− 1; 1 ≤ u ≤ η;n+ 1 ≤ l ≤ p− 1; γ + 1 ≤ w ≤ γ + θ;

w + 1 ≤ m ≤ p− 1 + θ, η + 1 ≤ y ≤ j}
E(F2) = {vr,xvn,x, vr,xvw,η+1|γ + 1 ≤ r ≤ p− 1; η + 2 ≤ x ≤ j; r + 1 ≤ n ≤ p− 1;

γ + θ + 1 ≤ w ≤ p− 1} = E(F̄1)

Dari konstruksi E(F1), jelas bahwa F1 memuat stripes (a − 1)K2. Jadi, aK2 * F1.
Dari konstruksi E(F2) di atas, dipunyai graf bintang maksimum adalah K1,s di F2

dengan

V (K1,s) = {vγ+θ,η+2, vr,x, vn,u|γ + 1 ≤ r ≤ γ + θ − 1; η + 2 ≤ x ≤ j;

γ + θ + 1 ≤ n ≤ p− 1; η + 1 ≤ u ≤ j}

dan

E(K1,s) = {vγ+θ,η+2vr,x, vγ+θ,η+2vn,u|γ + 1 ≤ r ≤ γ + θ − 1; η + 2 ≤ x ≤ j;

γ + θ + 1 ≤ n ≤ p− 1; η + 1 ≤ u ≤ j}

Karena s = (j − η − 1)(θ− 1) + (j − η)(p− γ − θ− 1) < t, maka K1,s ⊂ K1,t. Jadi,
K1,t * F2. Oleh karena itu, Mj(aK2, K1,t) ≥ p.2

Selanjutnya, akan dibuktikan Lema II.2 berikut untuk menunjukkan batas atas un-
tuk bilangan Ramsey multipartit himpunan stripes versus graf bintang.
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Lema II.2 Untuk sembarang bilangan bulat positif a, t, p, dan j dimana t < a, j ≥
2, dan

• γ = ba−1
j
c,

• δ ≡ a− 1 (mod j),

• α = b δ
p−γ c, dan

• β ≡ δ (mod p− γ).

Jika (j − α− 1)(β − 1) + (j − α)(p− γ − β) ≥ t, maka Mj(aK2, K1,t) ≤ p.

Bukti.
Perhatikan sembarang faktorisasi dari G = Kp×j = G1 ⊕ G2 sedemikian sehingga
aK2 * G1. Tanpa mengurangi perumuman, misalkan G1 memuat (a − 1)K2. Mis-
alkan

V (G) = {vr,x|1 ≤ r ≤ p; 1 ≤ x ≤ j}

dan
E(G) = {vr,xvu,x|1 ≤ r ≤ p; 1 ≤ x ≤ j; r + 1 ≤ u ≤ p}.

Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa K1,t ⊆ G2. Karena G1 memuat (a − 1)K2,
maka dipunyai graf bintang K1,k di G2 dimana k ∈ t ≤ k ≤ (p − 1)j. Akibatnya,
dikonstruksi G sedemikian sehingga G2 memuat K1,k dengan t ≤ k sebagai berikut.

E(G1) = {vr,xvi,x, vn,uvl,x, vw,α+1vm,y|1 ≤ r ≤ γ; 1 ≤ x ≤ j; r + 1 ≤ i ≤ p;

γ + 1 ≤ n ≤ p; 1 ≤ u ≤ α;n+ 1 ≤ l ≤ p; γ + 1 ≤ w ≤ γ + β;

w + 1 ≤ m ≤ p− 1 + β, α + 1 ≤ y ≤ j}
E(G2) = {vr,xvn,x, vr,xvw,α+1|γ + 1 ≤ r ≤ p;α + 2 ≤ x ≤ j; r + 1 ≤ n ≤ p;

γ + β + 1 ≤ w ≤ p}

Dari konstruksi G, diperoleh K1,k di G2 sebagai berikut.

V (K1,k) = {vγ+β,α+2, vr,x, vn,u|γ + 1 ≤ r ≤ γ + β − 1;α + 2 ≤ x ≤ j;

γ + β + 1 ≤ n ≤ p;α + 1 ≤ u ≤ j}
E(K1,k) = {vγ+β,α+2vr,x, vγ+β,α+2vn,u|γ + 1 ≤ r ≤ γ + β − 1;α + 2 ≤ x ≤ j;

γ + β + 1 ≤ n ≤ p;α + 1 ≤ u ≤ j}

Karenae k = (j−α−1)(β−1) + (j−α)(p−γ−β) ≥ t, maka dipunyai graf bintang
minimum K1,t in G2. Oleh karena itu, Mj(aK2, K1,t) ≤ p.2

Selanjutnya, akan ditunjukkan bilangan Ramsey himpunan untuk kombinasi stripes
dan graf bintang.
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Teorema II.1 Untuk bilangan-bilangan bulat positif j, a, dan t,

Mj(aK2, K1,t) =



2a untuk t ≤ a dan j = 1,

t+ a untuk t ≥ a dan j = 1

d t
2
e+ da

2
e untuk t < a dan j = 2

d t
3
e+ da

3
e untuk t < a, a 6≡ 0 (mod 3), dan j = 3

d t+1
3
e+ a

3
untuk t < a, a ≡ 0 (mod 3), dan j = 3

d t
a−2e+ 2 untuk t < a, a ≥ 4, dan j = a− 2

d t
a−1e+ 2 untuk t < a, a ≥ 3, dan j = a− 1

d t+a−2
j
e+ 1 untuk t ≥ (a− 2)j − (a− 3), a ≥ 3, dan j ≥ a.

Bukti.
Untuk membuktikan teorema ini, perhatikan delapan kasus berikut.
Kasus 1. M1(aK2, K1,t) = 2a, untuk t ≤ a dan j = 1.
Pertama-tama akan ditunjukkan M1(aK2, K1,t) ≥ 2a. Perhatikan F = K(2a−1)×1 =
F1⊕F2 dimana F1 = K2a−1 dan F2 adalah komplemen dari F1. Karena |F1| = 2a−
1 < 2a, maka aK2 * F1. Karena F2 adalah himpunan titik-titik yang independen,
maka K1,t * F2. Oleh karena itu, M1(aK2, K1,t) ≥ 2a for t ≤ a.

Akan ditunjukkan bahwa M1(aK2, K1,t) ≤ 2a. Perhatikan G = K2a = G1 ⊕ G2

sedemikian sehingga aK2 * G1 dan G2 adalah suatu komplemen dari G1. Akan di-
tunjukkan bahwa K1,t ⊆ G2. Tanpa mengurangi perumuman, asumsikan bahwa G1

memuat (a− 1) stripes M , dimana E(M) = {e1, e2, . . . , ea−1} = {vrvu, where 1 ≤
r ≤ a−1, a ≤ u ≤ 2a−2}. Misalkan |M | = a−1 dan aK2 * G1, dapat diasumsikan
bahwa v2a−1v2a ∈ E(G2). Sekarang, untuk setiap i ∈ {1, 2, . . . , 2a − 2} perhatikan
NG1(vi)∩V ′ dimana V ′ = {v2a−1, v2a}. Untuk setiap i ∈ {1, 2, . . . , a−1}, tanpa men-
gurangi perumuman, asumsikan bahwa |NG1(vi) ∩ V ′| ≥ |NG1(va−1+i) ∩ V ′|. Dalam
kasus ini, maksimal M dapat dicek bahwa |NG2(vi) ∩ V ′| + |NG2(va−1+i) ∩ V ′| ≥ 2,
yaitu untuk setiap i ∈ {1, 2, . . . , a − 1} dipunyai |NG2(ei) ∩ V ′| ≥ 2, dalam ka-
sus lain dan sebaliknya bahwa ada satu i katakan i = 1 sedemikian sehingga
|NG2(vi) ∩ V ′| + |NG2(va−1+i) ∩ V ′| ≤ 1, oleh karena itu seperti |V ′| = 2 dipun-
yai |NG1(v1) ∩ V ′| + |NG1(va) ∩ V ′| ≥ 3. Ini artinya bahwa v1 dan va mem-
punyai suatu lingkungan yang berbeda dari V ′. Tanpa mengurangi perumuman,
v1v2a−1, vav2a ∈ E(G1). Oleh karena itu, bahwa M ′ = M \ {v1va} ∪ {v1v2a−1, vav2a}
adalah stripe berukuran a di G1 adalah suatu kontradiksi. Jadi, untuk setiap
i ∈ {1, 2, . . . , a − 1}, diperoleh |NG1(ei) ∩ V ′| ≥ 2. Oleh karena itu, |V ′| = 2,
v2a−1v2a ∈ E(G2) dan |NG1(ei)∩ V ′| ≥ 2, dari Pigeonhole principle satu dapat dise-
but bahwa terdapat minimal satu j ∈ {2a− 1, 2a} sebut j = 2a− 1 sedemikian se-
hingga |NG2(v2a−1)∩V (M)| ≥ a−1. Oleh karena itu, diperoleh K1,a ⊆ G2[N(v2a−1)].
Jadi, karena t ≤ a, maka diperoleh bukti lengkap.
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Kasus 2. M1(aK2, K1,t) = t+ a, untuk t ≥ a dan j = 1.
Pertama-tama akan ditunjukkanM1(aK2, K1,t) ≥ n+a. Perhatikan F = K(t+a−1)×1 =
F1 ⊕ F2 dimana E(F1) = {vrvu|1 ≤ r ≤ a− 1; r + 1 ≤ u ≤ 2a− 2}. Jadi, dipunyai
graf K1,s di F2 dengan V (K1,s) = {vi|a ≤ i ≤ t+a−1} and E(K1,s) = {vavi|a+1 ≤
i ≤ a + t − 1}. Jelas s = t + a − 1 − (a + 1) + 1 = t − 1. Karena F1 memuat
(a − 1) stripes dan s ≤ t − 1, maka aK2 * F1 dan K1,t * F2. Oleh karena itu,
M1(aK2, K1,t) ≥ t+ a.

Akan ditunjukkan bahwa M1(aK2, K1,t) ≤ t+a. Perhatikan G = K(t+a)×1 = G1⊕G2

sedemikian sehingga aK2 * G1 dan G2 adalah komplemen dari G1. Akan ditun-
jukkan bahwa K1,t ⊆ G2. Tanpa mengurangi perumuman, G1 memuat (a − 1)
stripes. Perhatikan sembarang faktorisasi dari G1 dengan E(G1) = {vrvu|1 ≤
r ≤ a − 1; r + 1 ≤ u ≤ 2(t + a − 1)}. Jadi, dipunyai graf K1,t di G2 dengan
V (K1,t) = {vi|a ≤ i ≤ t + a} dan E(K1,t) = {vavi|a + 1 ≤ i ≤ t + a}. Oleh karena
itu, M1(aK2, K1,t) ≤ t+ a.

Kasus 3. M2(aK2, K1,t) = d t
2
e+ da

2
e, untuk t < a dan j = 2.

Pertama-tama akan ditunjukkan M2(aK2, K1,t) ≥ d t2e + da
2
e. Perhatikan F =

K(d t
2
e+da

2
e−1)×2 = F1 ⊕ F2 dengan F1 memuat (a − 1) stripes dan F2 komplemen

dari F1. Karena 2(d t
2
e+ da

2
e − 1) < 2a dan t < a, maka aK2 * F1. Dari Lema II.1,

dipunyai graf bintang maksimal K1,s di F2 dimana s = 2(d t
2
e−1) < t. Karena s < t

maka K1,t * F2. Oleh karena itu, M2(aK2, K1,t) ≥ d t2e+ da
2
e.

Akan ditunjukkan bahwaM2(aK2, K1,t) ≤ d t2e+d
a
2
e. PerhatikanG = K(d t

2
e+da

2
e)×2 =

G1 ⊕ G2 sedemikian sehingga aK2 * G1 dan G2 adalah komplemen dari G1. Akan
ditunjukkan bahwa K1,t ⊆ G2. Tanpa mengurangi perumuman, asumsikan bahwa
G1 memuat (a− 1) stripes. Dari Akibat Lema II.2, diperoleh graf bintang minimal
k1,k dengan k = 2d t

2
e. Karena t ≤ k, maka K1,t ⊆ K1,k ⊆ G2. Oleh karena itu,

M2(aK2, K1,t) ≤ d t2e+ da
2
e.

Kasus 4. M3(aK2, K1,t) = d t
3
e+ da

3
e, untuk t < a, a 6≡ 0 (mod 3), dan j = 3.

Pertama-tama akan ditunjukkan M3(aK2, K1,t) ≥ d t3e + da
3
e. Perhatikan F =

K(d t
3
e+da

3
e−1)×3 = F1 ⊕ F2 dimana (a − 1)K2 * F1 dan F2 komplemen dari F1.

Karena t < a maka 3(d t
3
e + da

3
e − 1) < 2a − 1. Akibatnya, aK2 * F1. Dari Lema

II.1, diperoleh graf bintang maksimal K1,s di F2 dimana s = 3(d t
3
e− 1) < t. Karena

s < t, maka K1,t * F2. Oleh karena itu, M3(aK2, K1,t) ≥ d t3e+ da
3
e.

Akan ditunjukkan bahwa M3(aK2, K1,t) ≤ d t3e+ da
3
e. Perhatikan G = K(d t

3
e+da

3
e)×3

sedemikian sehingga aK2 * G1 dan G2 adalah komplemen dari G1. Akan ditun-
jukkan bahwa K1,t ⊆ G2. Tanpa mengurangi perumuman, asumsikan bahwa G1

memuat (a − 1) stripes. Dari Akibat Lemma II.2, diperoleh graf bintang mini-
mal K1,k dengan k = 3d t

3
e. Karena t ≤ k maka K1,t ⊆ G2. Oleh karena itu,

M3(aK2, K1,t) ≤ d t3e+ da
3
e.
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Kasus 5. M3(aK2, K1,t) = d t+1
3
e+ a

3
, untuk t < a, a ≡ 0 (mod 3), dan j = 3.

Pertama-tama akan ditunjukkan M3(aK2, K1,t) ≥ d t+1
3
e + a

3
. Perhatikan F =

K(d t+1
3
e+a

3
−1)×3 = F1⊕F2 dimana F1 = (a−1)K2 dan F2 komplemen dari F1. Karena

3(d t+1
3
e + a

3
− 1 < 2a, maka aK2 * F1. Akan ditunjukkan bahwa K1,t * F2. Dari

Lema II.1, dipunyai graf bintang maksimal K1,s in F2 dimana s = 3(d t+1
3
e − 2) + 2.

Karena s < t, maka K1,t * F2. Oleh karena itu, M3(aK2, K1,t) ≥ d t+1
3
e+ a

3
.

Akan ditunjukkan bahwaM3(aK2, K1,t) ≤ d t+1
3
e+a

3
. PerhatikanG = K(d t+1

3
e+a

3
)×3 =

G1 ⊕ G2 sedemikian sehingga aK2 * G1 dan G2 adalah suatu komplemen dari G1.
akan ditunjukkan bahwa K1,t ⊆ G2. Tanpa mengurangi perumuman, asumsikan
bahwa G1 memuat (a − 1) stripes. Dari Lema II.2, dipunyai graf bintang minimal
K1,k dengan k = 3(d t+1

3
e − 1) + 2. Karena t ≤ k, maka K1,t ⊆ G2. Oleh karena itu,

M3(aK2, K1,t) ≤ d t+1
3
e+ a

3
.

Kasus 6. Ma−2(aK2, K1,t) = d t
a−2e+ 2, untuk t < a, a ≥ 4, dan j = a− 2.

Pertama-tama akan ditunjukkan Ma−2(aK2, K1,t) ≥ d t
a−2e + 2. Perhatikan F =

K(d t
a−2
e+2−1)×a−2 = F1 ⊕ F2 dimana F1 = (a − 1)K2 dan F2 adalah komplemen

dari F1. Karena (a − 2)(d t
a−2e + 2 − 1) < 2a, maka aK2 * F1. Akan ditunjukkan

bahwa K1,s * F2. Dari Lema II.1, dipunyai graf bintang maksimal K1,s dimana
s = (a− 2)( t+a−3

a−2 )− a+ 2 = t− 1. Karena s < t, maka K1,t * F2. Oleh karena itu,

Ma−2(aK2, K1,t) ≥ d t
a−2e+ 2.

Akan ditunjukkan bahwaMa−2(aK2, K1,t) ≤ d t
a−2e+2. PerhatikanG = K(d t

a−2
e+2)×a−2 =

G1 ⊕ G2 sedemikian sehingga aK2 * G1 dan G2 adalah suatu komplemen dari G1.
Akan ditunjukkan bahwa K1,t ⊆ G2. Tanpa mengurangi perumuman, asumsikan
bahwa G1 memuat (a− 1) stripes. Dari Lema II.2, diperoleh graf bintang minimal
K1,k dimana k = (a − 2)(d t

a−2e). Karena t ≤ k, maka K1,t ⊆ G2. Oleh karena itu,

Ma−2(aK2, K1,t) ≤ d t
a−2e+ 2.

Kasus 7. Ma−1(aK2, K1,t) = d t
a−1e+ 2, untuk t < a, a ≥ 3, dan j = a− 1.

Pertama-tama akan ditunjukkan Ma−1(aK2, K1,t) ≥ d t
a−1e + 2. Perhatikan F =

K(d t
a−1
e+2−1)×a−1 = F1 ⊕ F2 dimana F1 = (a − 1)K2 dan F2 adalah komplemen

dari F1. Karena (a − 1)(d t
a−1e + 2 − 1) ≤ 2a − 1, maka aK2 * F1. Dari Lema

II.1, diperoleh graf bintang maksimal K1,s dimana s = (a − 1)(d t
a−1e − 1). Karena

s ≤ t− 1, maka K1,t * F2. Oleh karena itu, Ma−1(aK2, K1,t) ≥ d t
a−1e+ 2.

Akan ditunjukkan bahwaMa−1(aK2, K1,t) ≤ d t
a−1e+2. PerhatikanG = K(d t

a−1
e+2)×a−1 =

G1 ⊕ G2 sedemikian sehingga aK2 * G1 dan G2 adalah suatu komplemen dari G1.
Akan ditunjukkan bahwa K1,t ⊆ G2. Dari Lema II.2, diperoleh graf bintang minimal
K1,k dimana s = (a − 1)(d t

a−1e). Karena t ≤ k, maka K1,t ⊆ G2. Oleh karena itu,

Ma−1(aK2, K1,t) ≤ d t
a−1e+ 2.

Kasus 8. Mj(aK2, K1,t) = d t+a−2
j
e+ 1, for t ≥ (a− 2)j − (a− 3), a ≥ 3, and j ≥ a.
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Pertama-tama akan ditunjukkan Mj(aK2, K1,t) ≥ d t+a−2j
e + 1. Perhatikan F =

K(d t+a−2
j
e)×j = F1 ⊕ F2 dimana aK2 * F1 dan F2 adalah suatu komplemen dari F1.

Dari Lema II.1, dipunyai graf bintang maksimal K1,s in F2 dimana s = j(d t+a−2
j
e)−

a− j + 2 ≤ t− 1. Karena s < t, maka K1,t * F2. Oleh karena itu, Mj(aK2, K1,t) ≥
d t+a−2

j
e+ 1.

Akan ditunjukkan bahwaMj(aK2, K1,t) ≤ d t+a−2j
e+1. PerhatikanG = K(d t+a−2

j
e+1)×j =

G1 ⊕ G2 sedemikian sehingga aK2 * G1 dan G2 adalah suatu komplemen dari G1.
Akan ditunjukkan bahwa K1,t ⊆ G2. Tanpa mengurangi perumuman, asumsikan
bahwa G1 memuat (a− 1) stripes. Dari Lema II.2, diperoleh graf bintang minimal
K1,k dimana k ≥ j( t+a+−2

j
+ 1)− a− j + 2 = j( t+a+−2

j
) + j − a− j + 2 = t. Karena

k ≤ t, maka K1,t ⊆ G2. Oleh karena itu, Mj(aK2, K1,t) ≤ d t+a−2j
e+ 1.2
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Bab III Bilangan Ramsey Multipartit Ukuran

mj(Pn, Ps)

III.1 Survey Literatur

Eksistensi dari semua bilangan Ramsey mj(G1, G2, · · · , Gk) for j = 2 dijamin oleh
Erdös dan Rado [15]. Untuk kasus k = 2, misalkanG1 danG2 adalah graf multipartit
seimbang lengkap, bilangan-bilangannya dapat diturunkan dari hasil Burger dan
van Vuuren [4]. Nilai-nilai eksak bilangan Ramsey bipartit b(Ps, Pt) = m2(Ps, Pt)
dari dua lintasan dapat diperoleh dari kasus khusus yang diperoleh Gyárfás dan
Lehel [27], dan Faudree dan Schelp [20]. Selanjutnya, Hattingh dan Henning [32]
menentukan nilai eksak dari bilang Ramsey bipartit b(Pm, K1,n). Dalam kajian ini,
kita menentukan nilai eksak bilangan Ramsey multipartit ukuran mj(Ps, Pt) dari
dua lintasan dengan s = 2, 3.

III.2 Pn versus Ps dengan s = 2, 3

Teorema berikut menentukan bilangan Ramsey multipartit ukuran untuk lintasan.

Teorema III.1 Untuk n ≥ 6, mj(Pn, Ps) = dn
j
e dengan 2 ≤ s ≤ 3.

Bukti.
Misalkan k = dn

j
e. Jika semua sisi dari F = Kj×(k−1) diwarnai dengan biru

maka F tidak memuat P2 merah (dan P3) maupun Pn biru untu n ≥ 3. Oleh
karena itu, mj(Ps, Pn) ≥ k untuk s = 2, 3 dan n ≥ 3. Jelas bahwa untuk meli-
hat mj(P2, Pn) ≤ k, dan jadi mj(P2, Pn) = k. Sekarang, kita buktikan bahwa
mj(P3, Pn) ≤ k. Misalkan semua sisi dari F = Kj×k diwarnai dengan merah biru,
sedemikian sehingga F tidfak memuat P3 merah. Untuk menunjukkan bahwa F
memuat lintasan biru Pn dengan n titrik, perhatikan tiga kasus berikut.

Kasus 1. j = 2.
Misalkan V1={a1, a2, ..., ak} dan V2={b1, b2, ..., bk} adalah himpunan partit dari F .
Jika semua sisi dari F diwarnai biru maka bukti selesai. Sekarang, misalkan F
memuat r sisi merah, r ≤ k. Karena tidak terdapat P3 merah, semua sisi merah ini
adalah independen. Tanpa mengurangi perumuman, asumsikan bahwa terdapat r
sisi merah yaitu: a1b1, a2b2, · · · , arbr. Jika r adalah ganjil maka a1b2a3b4 · · · ar−2br−1
arb1a2b3a4 · · · br−2ar−1brar+1br+1ar+2br+2 · · · akbk
adalah lintasan biru dengan paling sedikit n titik di F . Sekarang, jika r adalah genap
maka dipunyai lintasan biru a1b2a3b4 · · · ar−3br−2ar−1brar−2br−3ar−4 · · · b3a2b1ar
br−1ar+1br+1 · · · akbk dengan paling sedikit n titik di F .

Kasus 2. j = 3.
Jika semua sisi di F adalah biru, maka bukti selesai. Misalkan V1, V2 dan V3

22



adalah himpunan-himpunan partit dari F . Sekarang asumsikan dengan tanpa men-
gurangi perumuman, berturut-turut terdapat r, s, dan t sisi berwarna merah yang
menghubungkan V1 ke V2, V1 ke V3, dan V2 ke V3. Dengan memperhatikan sisi-
sisi merah ini, himpunan partisi V1, V2 dan V3 sebagai berikut: V1 = R1 ∪ X ∪ S1,
V2 = R2 ∪ Y ∪ T2 dan V3 = S3 ∪Z ∪ T3, dimana |R1| = |R2| = r, |S1| = |S3| = s dan
|T2| = |T3| = t sedemikian sehingga semua sisi menghubungkan R1 ke R2, S1 ke S3

dan T2 ke T3 adalah berwarna merah. Selanjutnya, tanpa mengurangi perumuman,
asumsikan r ≤ s ≤ t. Akibatnya |Z| ≤ |Y | ≤ |X|. Amati bahwa terdapat tiga lin-
tasan biru independen, yaitu: (i) lintasan aPb dengan 2r titik yang menghubungkan
semua titik R1 dan beberapa dari S3 dengan titik awalnya a ∈ R1 dan titik ujungnya
b ∈ S3, (ii) lintasan cPd dengan 2r titik yang mengubungkan semua titik dari R2

dan beberapa dari T3 dengan titik awal c ∈ R2 dan titik ujungnya adalah d ∈ T3,
(iii) lintasan ePf dengan 2s titik yang menghubungkan semua titik dari S1 dan be-
berapa dari T2 dengan titik awal e ∈ T2 dan titik ujung f ∈ S1, terlihat pada
Gambar .II.(i). Dengan menghubungkan semua ujung lintasan ini menjadi satu lin-
tasan biru lebih panjang: aPf :=aPbcPdePf . Lintasan ini mempunyai 4r + 2s titik,
lihat Gambar.II.(ii).

R1 R2

S1

S3

T2

T3

X

Z

Y
aPb

V2

V3

V1

cPd

e Pf

R1 R2

S1

S3

T2

T3

X

Z

Y

V2

V3

V1

a Pf

(i) (ii)

Gambar III.1. Terdapat tiga lintasan biru yang lebih panjang yang diawali dari
titik a ∈ R1 dan diakhiri di titik f ∈ S1.

Misalkan A,B, dan C adalah berturut-turut sub-sub himpunan T2, S3 dan T3, yang
mana memuat semua titik-titik yang tidak termuat di lintasan biru di atas. Jadi,
dipunyai |Y | + |A| = |X| dan |B| + |Z| + |C| = |X| + |B| = |X| + (s − r), dan
(s − r) = |Y | − |Z| ≤ |X|. Akan ditunjukkan bahwa terdapat lintasan biru yang
menghubungkan X, Y ∪A dan B ∪Z ∪C dengan paling sedikit 3|X|+ (s− r) titik.

Partisi himpunan-himpunan C = C1∪C2 sedemikian sehingga C2 terdiri dari semua
titik-titik ujung dari sisi merah yang menghubungkan A dan C, dan juga |C2| =
|A| = (t − s) dan |C1| = |B| = (s − r). Partisi himpunan-himpunan X = X1 ∪X2

sedemikian sehingga |X2| = |C2|. Jelas bahwa |X1| = |Y |. Misalkan D = B ∪
Z ∪ C1. Ingat bahwa |X2| = |A| = |C2|. Misalkan C2 = {a1, a2, · · · , am}, X2 =
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{b1, b2, · · · , bm}, dan A = {c1, c2, · · · , cm}, dimana m = t− s. Akibatnya diperoleh
lintasan biru a1b1c1a2b2c2 · · · ambmcm. Lintasan biru ini mempunyai 3(t−s) titik, dan
ditulis dengan a1Pcm . Karena fa1 adalah sisi biru maka dengan menghubungkan dua
lintasan aPf dan a1Pcm diperoleh lintasan biru dengan 4r + 3t − s titik. Lintasan
yang dihasilkan ini, ditulis dengan aPcm , berawal; dari a dan berakhir pada cm.
Selanjutnya, perhatikan tiga subkasus berikut.

YX1

D = B U C1

YX1

D = B U Z U C1

B  C1

(i) (ii)

Gambar III.2. (i) Lintasan biru gPh (ii) Lintasan biru uPv

Subkasus 2.1. |Z| = 0.
Karena |Z| = 0 maka |D| = |B ∪ C1| = 2|Y | = 2|X1| = 2(s − r). Akibatnya,
diperoleh lintasan biru dengan menghubungkan semua titik di X1 dengan sebagian
titik di D secara bergantian, dan melanjutkan dengan menghubungkan sebagian lain
dari titik-titik di D dengan semua titik-titik di Y secara bergantian. Lintasan biru
ini dimulai dari g ∈ X1 dan diakhiri di h ∈ C1, dan ditulis dengan gPh (lihat Gambar
II. 2.(i)). Lintasan ini mempunyai 4(s−r) titik. Karena cmg adalah sebuah sisi biru
maka dengan menghubungkan dua lintasan biru aPcm dan gPh diperoleh lintasan
biru dengan 3(s+ t) titik. Lintasan yang diperoleh ini menggunakan semua titik di
F , dan F juga memuat sebuah lintasan biru dengan paling sedikit n titik.

Sukasus 2.2. 0 < |Z| < |Y |.
Karena |Z| < |Y | maka |D| = |B ∪ Z ∪ C1| < 2|Y |. Akibatnya, diperoleh lintasan
biru uPv dengan menghubungkan semua titik di X1 dengan semua titik di Y melalui
semua titik-titik di D satu persatu, sampai semua titik-titik di D telah semuanya di-
gunakan. Jika masih terdapat beberapa titik di X1 (dan juga di Y ) maka hubungkan
langsung semua titik-titik yang tersisa ini secara bergantian, lihat Gambar.II 2 (ii).
Karena cmu adalah lintasan biru maka dengan menghubungkan dua lintasan aPcm
dan uPv, dipunyai lintasan biru dengan 3(|Y | + r + t) titik. Lintasan ini memuat
semua titik-titik di F , dan F juga memuat lintasan biru dengan paling sedikit n
titik.

Subkasus 2.3. |Z| = |Y | 6= 0.
Karena |Z| = |Y |, maka s− r = 0 dan juga |D| = |Z|. Jadi, memuat lintasan biru

wPz dengan menghubungkan semua titik-titik di D, X1, dan Y secara bergantian, di-
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mana w ∈ D dan z ∈ Y . Karena cmw adalah sisi biru maka dengan menghubungkan
dua lintasan aPcm dan wPz, diperoleh lintasan bru dengan 3(|Y |+ r + t) titik. Lin-
tasan ini akan memuat semua titik-titik di F .

Kasus 3. j ≥ 4.
Misalkan V1, V2, · · · , Vj adalah himpunan-himpunan partit di F . Secara trivial, jika
semua sisi dari F adalah berwarna biru maka bukti selesai. Jika j genap dari Kasus
1, diperoleh j

2
lintasan biru menghubungkan semua titik-titik V1 to V2, V3 ke V4,

· · · , Vj−1 ke Vj. Setiap lintasan mempunyai 2k titik. Karena F tidak mempunyai
P3 merah maka kita dapat menjghubungkan j

2
lintasan-lintasan ini menjadi satu

lintasan biru dengan kj titik. Lintasan terakhir ini akan mempunyai paling sedikit
n titik. Jika j ganjil, dari Kasus 1, diperoleh j−3

2
lintasan biru yang menghubungkan

semua titik V1 ke V2, V3 ke V4, · · · , Vj−4 ke Vj−3 yang independen. Setiap lintasan
ini mempunyai 2k titik. Dengan menggunakan metode pada Kasus 2, diperoleh
lintasan biru yang lain dengan menghubungkan semua titik Vj−2, Vj−1 dan Vj. Juga
karena F tidak memuat P3, dengan menghubungkan semua lintasan ini menjadi satu
lintasan biru, maka diperoleh lintasan biru dengan paling sedikit n titik.2

Akibat III.1 Untuk j ≥ 2 dan n ≥ 6,

mj(Ps, Cn) =


∞ untuk j=2 dan n ganjil,

dn
j
e untuk yang lainnya,

dimana s = 2 atau 3.

Bukti.
Untuk j = 2, karena F adalah graf bipartit maka F tidak memuat lingkaran ganjil,
m2(P4, Cn) =∞ untuk sebarang bilangan ganjil n ≥ 5. Misalkan xPy adalah lintasan
biru final yang diperoleh dari Teorema II.1. Ini mengakibatkan terdiri dari paling
sedikit n titik. Karena xy adalah sisi biru maka dengan menghubungkan titi x dan
y, diperoleh lingkaran biru Cn dengan paling sedikit n titik.2

III.3 Pn versus P4

Hingga kini masih sedikit ditemukan bilangan Ramsey multipartit ukuran mj(G,H).
Berikut adalah beberapa kajian yang terkait dengan bilangan Ramsey multipartit
ukuran. Bilangan m2(Ps, Pt) dikaji oleh Gyárfás dan Lehel [27] pada tahun 1973
dan Faudree dan Schelp [20] pada tahun 1975. Kemudian, Hattingh dan Hen-
ning [32] pada tahun 1998 menentukan nilai eksak untuk m2(Pm, Sn), dan batas
atas bilangan Ramsey multipartit ukuran untuk kombinasi graf lebngkap, yaitu
m2(a, b) ≤ m2(b, a − 1) + m2(a, b − 1) + 1 dengan a, b ≥ 2 [31], dimana m2(x, y) =
m2(Kx,x, Ky,y). Pada tahun 2002, Longani [37] menemukan nilai eksak darim2(G,G)
dimana G ∼= K2×2, K2,3, or Sn dengan n ≥ 1.
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Untuk semua j ≥ 2, Day et al. [13], dan Burger dan van Vuuren [4] menentukan
nilai eksak dari mj(K2×2, H) dimana H ∼= K2×2 or K3×1. Syafrizal Sy et al. [46, 47]
menentukan nilai eksak dari mj(Ps, G) dimana s = 2 atau 3, dan G adalah suatu
lintasan Pn, suatu graf lingkaran Cn, suatu graf roda Wn, suatu graf bintang Sn,
atau graf kipas Fn. Pada kajian ini, perhatikan bilangan Ramsey multipartit ukuran
untuk graf lintasan versus graf lintasan mj(P4, Pn) for n ≥ 2.

Untuk membuktikan Teorema Ill.2, akan digunakan Lema III.1 berikut.

Lema III.1 Misalkan G ∼= K2×n adalah suatu graf bipartitdengan n ≥ 2. Misalkan
G = G1 ⊕ G2 dengan G1 adalah subgraf yang terdiri dari minimal komponen. Jika
G1 memuat komponen terbesar H dimana |V (H)| ≤ |V (G\H)| maka G2 memuat
suatu lintasan dengan 2n titik.

Bukti.
Tanpa mengurangi perumuman, cukup membuktikan untuk kasus dimana G1 terdiri
dari tepat tiga komponen, yang mana setiap komponen tersebut adalah graf bipartit
lengkap. Misalkan Ka1,b1 , Ka2,b2 , dan Ka3,b3 adalah komponen-komponen dari G1

dengan a1 + b1 ≥ a2 + b2 ≥ a3 + b3 dan a1 + b1 ≤ Σ3
i=2(ai + bi). Asumsikan bahwa

a1 ≤ b1. Perhatikan dua kasus berikut.

Kasus 1. a1 ≤ b2.
Akan ditunjukkan bahwa a1 + a3 ≥ b2. Misalkan a1 + a3 < b2. Ingat bahwa
karena a1 + a2 + a3 ≥ b1 + b2, maka diperoleh a2 > b1. Akibatnya, diperoleh
a2 + b2 > a1 + b1. Ini kontradiksi dengan fakta bahwa Ka1,b1 adalah graf terbesar.
Jadi haruslah a1 + a3 ≥ b2.

Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa a1 + a3 ≤ b1 + b2. Misalkan bahwa a1 + a3 >
b1 + b2. Ingat bahwa G adalah graf bipartit seimbang. Jadi a2 < b3. Lebih jauh
bahwa, asumsikan bahwa a1 ≤ b1, mengakibatkan a3 > b2. Sebagai akibatnya,
diperoleh a3 + b3 > a2 + b2. Ini kontradiksi dengan jumlah titik |Kai,bi |. Jadi,
a1 + a3 ≤ b1 + b2.

Misalkan Ai = V1 ∩ V (Kai,bi) dan Bi = V2 ∩ V (Kai,bi) adalah subhimpunan partit
dari G, dengan i = 1, 2, 3.

Sekarang, konstruksi suatu lintasan sebagai berikut. Awali dari sebuah titik di A1,
diperoleh suatu lintasan terpanjang P 1 dengan menggunakan titik di A1 dan B2.
Karena a1 ≤ b2, P

1 melewati semua titik di A1 dan diakhiri dengan titik di B2.
Perluas P 1 dengan menggunakan sisa titik-titik di B2 dan titik-titik di A3. Karena
a1 + a3 ≥ b2, perluasan ini sebut P 2, titik ujungnya di A3, sesudah melewati semua
titik-titik di B2. Kemudian, dilanjutkan perluasan lintasan P 2 dengan menggunakan
sisa titik di A3 dan B1. Lintasan yang dihasilkan ini sebutl P 3, titik ujungnya
di B1, karena a1 + a3 ≤ b1 + b2. Lintasan P 3 dapat diperpanjang menjadi P 4

dengan menggunakan sisa titik di B1 dan A2. Lintasan P 4 titik ujungnya harus
di A2, karena G adalah graf seimbang. Amati bahwa, pada langkah ini titik-titik
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unsaturated adalah sisa dari A2 dan B3. Mengingat kembali G adalah seimbang, P 4

dapat diperluas ke dalam lintasan terakhir melewati semua titik di G.

Kasus 2. a1 > b2.
Pertama-tama akan ditunjukkan a1 ≤ b2 +b3. Misalkan a1 > b2 +b3, maka diperoleh
a2 + a3 < b1. Akibatnya, a1 + b1 > (a2 + b2) + (a3 + b3). Suatu kontradiksi untuk
mengasumsikan a1 + b1 ≤ (a2 + b2) + (a3 + b3). Oleh karena itu, kita mempunyai
a1 ≤ b2 + b3.

Selanjutnya, kita akan tunjukkan bahwa a1+a2 ≥ b2+b3. Misalkan bahwa a1+a2 <
b2 + b3, kita peroleh a3 > b1 ≥ a1 > b2. Ini mengakibatkan b2 + a2 < a1 + a2 <
b2 + b3 < a3 + b3. Ini kontradisi dengan jumlah titik |Kai,bi|. Oleh karena itu, kita
harus punya a1 + a2 ≥ b2 + b3.

Menggunakan prosedur yang sama Kasus 1, kita dapat mengkonstruksi lintasan biru
menggunakan semua titik dari G. Dalam kasus ini lintasannya dengan titik awal di
A1 dan titik akhir di B1. 2

Teorema III.2 Untuk bilangan-bilangan bulat j, n ≥ 2,

mj(Pn, P4) =


d4
j
e untuk j ≥ 2 dan n = 2,

dn
2
e+ 1 untuk j = 2 dan n ≥ 3,

dn+1
j
e untuk j ≥ 3 dan n ≥ 3.

Bukti.
Kita perhatikan tiga kasus berikut.
Kasus 1. j ≥ 2 dan n = 2.
Untuk 2 ≤ j ≤ 3, akan ditunjukkan bahwa mj(P4, P2) ≥ 2. Berikan pewarnaan
merah-biru pada semua sisi graf G1

∼= Kj×1 sedemikian sehingga G1 tidak memuat
P2 merah. Karena j < 4 maka G1 tidak memuat P4 biru. Jadi, mj(P4, P2) ≥ 2.
Untuk menunjukkan bahwa mj(P4, P2) ≤ 2, perhatikan F1

∼= Kj×2 dengan 2 ≤ j ≤
3. Misalkan semua sisi dari F1 diberi pewarnaan merah-biru sebarang sedemikian
sehingga F1 tidak memuat P2. Ini mengakibatkan, semua sisi F1 harus berwana
biru. Karena 2j ≥ 4 untuk 2 ≤ j ≤ 3, maka F1 memuat suatu lintasan biru P4.
Oleh karena itu, mj(P4, P2) ≤ 2 untuk 2 ≤ j ≤ 3.

Sekarang untuk j ≥ 4. Jelas bahwa mj(P4, P2) ≥ 1. Misalkan semua sisi dari
G1
∼= Kj×1 diberi pewarnaan sembarang sedemikian sehingga G1 tidak memuat P2

merah. Semua sisi dari G1 harus biru, Karena G1 tidak memuat P2 merah. Karena
j ≥ 4, maka jelas bahwa G1 memuat P4 biru. Oleh karena itu, mj(P4, P2) ≤ 1 untuk
j ≥ 4.

Kasus 2. j = 2 dan n ≥ 3.
Misalkan t = dn

2
e + 1. Perhatikan G2

∼= K2×(t−1). Ambil subgraf 2K1,t−2 di G2,
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dan warnai sisi 2K1,t−2 dengan warna merah. Sisa sisi dari G2 diwarnai dengan
biru. Jelas bahwa, G2 tidak memuat P4 merah atau Pn biru. Oleh karena itu,
m2(P4, Pn) ≥ t.

Sekarang, akan ditunjukkan bahwam2(P4, Pn) ≤ t. Perhatikan F2
∼= K2×t. Misalkan

semua sisi dari F2 diwarnai sembarang dengan warnah merah dan biru sedemikian
sehingga F2 tidak memuat P4 merah. Jika semua sisi dari F2 adalah berwarna
biru, maka secara trivial F2 memuat Pn biru dan buktinya lengkap. Oleh karena
itu, asumsikan bahwa F2 memuat paling sedikit satu komponen merah. Karena F2

tidak memuat P4 merah maka setiap komponen merah di F2 akan membentuk graf
bintang. Untuk menunjukkan bahwa F2 memuat Pn biru, perhatikan dua kemungk-
inan.

Subkasus 2.1 F2 memuat graf bintang K1,t merah atau graf bintang 2K1,t−1 merah.
Dalam kasus ini, misalkan V1 = {a1, a2, . . . , at} dan V2 = {b1, b2, . . . , bt} adalah
himpunan-himpunan partit dari F2. Tanpa mengurangi perumuman, jika F2 memuat
K1,t merah, misalkan a1 ∈ V1 adalah titik pusat dari K1,t maka dipunyai lintasan
P := b1a2b2a3b3 . . . at−1bt−1atbt in F2 merah. Kemudian, jika F2 memuat dua bin-
tang merah 2K1,t−1, misalkan a1 ∈ V1 dan bt ∈ V2 adalah titik-titik pusat 2K1,t−1
maka dipunyai lintasan merah Q := b1a2b2a3b3 . . . at−1bt−1at di F2. Amati bahwa
kedua kasus ini, dipunyai lintasan biru Pn dengan paling sedikit n titik di F2. Oleh
karena itu, mj(P4, Pn) ≤ t.

Subkasus 2.2. F2 tidak memuat graf bintang merah K1,t ataupun graf bintang merah
2K1,t−1. Sebagai akbatnya, F2 komponen merah terbesar dengan paling banyak t
titik. Dengan Lema 1, F2 memuat lintasan biru Pn dengan n = 2t titik. Oleh karena
itu, mj(P4, Pn) ≤ t.

Kasus 3. j ≥ 3 dan n ≥ 3.
Misalkan s = dn+1

j
e. Perhatikan G3

∼= Kj×(s−1). Ambil subgraf K1,(j−1)(s−1) di G3,
dan warnai semua sisinya dengan warna merah. Semua sisi sisa di G3 diwarnai
dengan warna biru. Jelas bahwa, G3 tidak memuat path merah P4. Karena j(s −
1)− 1 < n maka G3 tidak memuat path biru Pn. Oleh karena itu, mj(P4, Pn) ≥ s.

Sekarang, akan dibuktikan bahwa mj(P4, Pn) ≤ s. Perhatikan F3
∼= Kj×s. Misalkan

semua sisi dari F3 diberi warna merah atau biru secara sembarang, sedemikian se-
hingga F3 tidak memuat P4 merah. Jika semua sisi dari F3 diberi warna biru, maka
F3 trivial memuat Pn biru, jadi buktinya lengkap. Sekarang,asumsikan bahwa F3

memuat paling sedikit satu komponen merah. Karena F3 tidak memuat P4 meraf,
maka semua komponen merah ini membentuk stars atau cycles C3. Sekarang, mis-
alkan V1, V2, . . . , Vj adalah himpunan-himpunan partit dari F3. Untuk menunjukkan
bahwa F3 memuat Pn biru, perhatikan dua subkasus berikut.

Subkasus 3.1. j genap.
Partisi himpunan-himpunan partit dari F3 menjadi dua himpunan partit baru, sebut
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X1 = V1 ∪ V3 ∪ . . . ∪ Vj−1 and X2 = V2 ∪ V4 ∪ . . . ∪ Vj. Selanjutnya, misalkan X1 =
{u1, u2, . . . , uk} dan X2 = {v1, v2, . . . , vk} dengan k = j

2
s (Lihat Gambar IV.1.(a)).

Misalkan E ′ = {uv ∈ E(F3)|u ∈ X1 dan v ∈ X2}. Perhatikan F3[E
′] ⊆ F3. Untuk

menunjukkan bahwa F3 memuat Pn biru, cukup tunjukkan bahwa F3[E
′] memuat

Pn biru. Perhatikan tiga kemungkinan berikut.

i). Jika F3[E
′] memuat graf bintang merah K1,k. Tanpa mengurangi perumuman,

misalkan u1 ∈ V1 adalah titik pusat K1,k merah di X1. Jika u1uk 6∈ E(F3) maka
diperoleh graf lintasan merah u1ukvkv1u2v2u3v3 . . . uk−1vk−1 dengan 2k titik di F3.
Pada sisi lain, jika u1uk ∈ E(F3) maka diperoleh graf lintasan biru v1u2v2u3v3 . . . vk−1uk
dengan 2k − 1 titik di F3. Oleh karena itu, F3 memuat graf lintasan biru dengan
paling sedikit n titik (lihat Gambar III.3.(b)).

X1

(a) (c)

V1

Vj-1

X2

Vj

u1

(b)

V2

V3 V4

X1 X2 X1 X2

uk

v1

vk

u1

uk

v1

vk

Gambar III.3. (a) Partisi baru. (b) F3[E
′] ⊃ K1,k. (c) F3[E

′] ⊃ 2K1,k−1.

ii). Jika F3[E
′] memuat dua star merah 2K1,k−1. Tanpa mengurangi perumuman,

misalkan u1 ∈ V1 dan vk ∈ Vj adalah titik-titik pusat dari star merah 2K1,k−1.
Karena F3 tidak memuat P4 merah, maka diperoleh path biru vkv1u2v2u3v3 . . . uk−1vk−1uku1
dengan 2k titik di F3, karena u1uk 6∈ E(F3) dan v1vk 6∈ E(F3). Jadi, dipunyai graf
lintasan biru dengan paling sedikit n = js− 1 titik di F3 (lihat Gambar. lll.3(c)).

iii). Jika F3[E
′] tidak memuat K1,k merah maupun 2K1,k−1 merah, maka F3[E

′]
memuat komponen terbesar merah dengan paling sedikit s titik. Dari Lema IV.1,
F3[E

′] memuat graf lintasan merah dengan js titik. Oleh karena itu, F3 memuat
suatu graf lintasan biru dengan n = js titik.

Subkasus 3.2 j ganjil.
Dengan menggunakan metode dalam Subkasus 3.1, dipunyai himpunan partit yang
baru, sebut Y1 = V1∪V3∪ . . .∪Vj−2 dan Y2 = V2∪V4∪ . . .∪Vj−1 dengan |Y1| = |Y2| =
k. Misalkan F ∗3 adalah subgraf dari F3 diinduksi oleh Y1 dan Y2. Karena jumlah
himpunan partit dalam F ∗3 adalah genap, maka dengan menggunakan metode dalam
Subkasus 3.1, sehingga diperoleh graf lintasan biru L = w1w2 . . . wsws+1 . . . wr di F ∗3
dengan paling sedikit r = s(j − 1)− 1 titik.
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Gambar III.4. Ilustrasi Subkasus 3.2.

Sekarang, misalkan H adalah suatu subgraf F3 yang diinduksi oleh {w1, w2, . . . , ws}
dan Vj = {z1, z2, . . . , zs} (lihat Gambar. IV.2(a)). Jika H memuat graf bin-
tang merah K1,s atau dua graf bintang merah 2K1,s−1, maka dengan menggunakan
metode dalam Subkasus 2.1, diperoleh graf lintasan merah L1 dengan paling sedikit
2s−1 titik. Misalkan L2 = ws+1 . . . wr. Jika terdapat suatu sisi biru menghubungkan
graf lintasan biru L1 dan graf lintasan biru L2, maka F3 memuat suatu graf lintasan
biru dengan paling sedikit n = js − 2 titik. Sebaliknya, misalkan zcws+1 dan zcwr
adalah sisi-sisi merah. Karena F3 tidak memuat P4 merah, maka zdws+1 adalah
suatu sisi biru (lihat Gambar. IV.2(b)). Jadi, F3 memuat graf lintasan biru dengan
paling sedikit n = js− 2 titik.

Jika F ∗3 tidak memuat graf bintang merah K1,k maupun dua graf bintang merah
2K1,k−1, maka F ∗3 memuat komponen terbesar merah dengan paling sedikit s titik.
Jadi, dengan Lema IV.1, F ∗3 memuat suatu graf lintasan biru dengan paling sedikit
js titik. Oleh karena itu, F3 memuat suatu graf lintasan biru dengan paling sedikit
n = js titik. 2

Akibat III.2 Untuk bilangan bulat j ≥ 2 dan n ≥ 3,

mj(P4, Cn) =


∞ untuk j = 2 dan n ganjil,
n
2

+ 1 untuk j = 2 dan n ≥ 4 genap,

dn+1
j
e untuk j, n ≥ 3.

Bukti.
Jika G ∼= K2×t, maka G tidak memuat cycle ganjil untuk sembarang bilangan asli
t. Ini mengakibatkan, m2(P4, Cn) = ∞ untuk n ≥ 3 ganjil. Selanjutnya, untuk
n ≥ 2 genap, misalkan aPb adalah graf lintasan biru yang diperoleh dalam bukti
dari Teorema III.2 dengan ab adalah sisi biru. Graf lintasan biru ini adalah terdiri
dari paling sedikit n titik. Karena ab adalah sisi biru, maka dengan menghubungkan
a dan b, graf lingkaran biru Cn dengan paling sedikit n titik. 2
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Bab IV Bilangan Ramsey Multipartit Ukuran

mj(Ps, G) dengan graf G lainnya

IV.1 Survey Literatur

Pada tahun 1973, Gyárfás dan Lehel [27], dan Faudree dan Schelp [20] pada tahun
1975, menemukan bilangan Ramsey biipartit ukuran m2(Ps, Pt). Kemudian, Hat-
tingh dan Henning [32] pada tahun 1998 menemukan nilai eksak m2(Pm, Sn). Ke-
mudian, pada tahun 2002, Longani [37] menemukan nilai eksak m2(G,G) dimana
G ∼= Sn, K2×2 atau K2,3.

Kemudian, pada tahun 2021 untuk semua j ≥ 1, Day dkk. [13], dan pada tahun 2004
Burger dkk. [4] menemukan nilai eksak dari mj(K2×2, H) dimana H ∼= K2×2 or K3×1.
Hasil-hasilnya diperlihatkan dalam Tabel 1. Syafrizal Sy [46] telah membuktikan
teorema dan akibat berikut untuk Ramsey multipartit ukuran untuk paths versus
paths atau cycles.

Teorema IV.1 Untuk j ≥ 2 dan n ≥ 6, mj(Ps, Pn) = dn
j
e dimana s = 2, 3.

Akibat IV.1 Untuk j ≥ 2 dan n ≥ 6,

mj(Ps, Cn) =


∞ for j=2 dan n ganjil ,

dn
j
e untuk yang lainnya,

dimana s = 2, 3.

Table IV.1
Bilangan Ramsey multipartit mj(K2×2, H) untuk suatu H.

j mj(K2×2,K2×2) mj(K2×2,K3×1)

1 ∞b ∞b

2 5a ∞b

3 3a 3b

4 2a 2b

5 2a 2b

6 2a 2b

≥ 7 1a 1b

a Ditemukan oleh Day dkk. [13].
b Ditemukan oleh Burger dkk [4].

Pada kajian ini, akan ditentukan Bilangan Ramsey multipartit untuk kombinasi
lintasan kecil dan suatu graf G, dimana G adalah isomorfik dengan graf roda, graf
bintang, graf kipas, dan graf kincir. Akan dibuktikan dengan Lema Bondy untuk
graf multipartit seimbang lengkap.

31



Lema Bondy berikut akan digunakan untuk pembuktian pada penentuan bilangan
Ramsey graf lintasan versus graf lainnya yang termuat pada teorema berikutnya.

Lema IV.1 Misalkan G adalah suatu graf berorde n. Jika δ(G) ≥ n
2

maka G adalah
pansiklik atau n adalah genap dan G ∼= Kn

2
,n
2
.

IV.2 Graf Lintasan versus Graf lainnya

Pada bagian ini akan ditentukan bilangan Ramsey multipartit mj(Ps, G) dimana
s = 2 atau 3 dan G adalah graf roda Wn, graf bintang Sn, graf kipas Fn, atau graf
kincir Mn.

Teorema IV.2 Misalkan G ∼= Kj×t, j ≥ 3 dan t ≥ 2. Misalkan M adalah suatu
matching di G (tidak harus sempurna). Jika F ∼= G\M maka F adalah pansiklik
(pancyclic).

Bukti. Misalkan F ∼= Kj×t\M . Karena j ≥ 3 dan t ≥ 2 maka diperoleh δ(F ) =
(j − 1)t− 1 ≥ jt

2
. Jadi, F adalah pansiklik.

Untuk sebarang bilangan asli n ≥ 2 dan t, jelas bahwa K2×t tidak memuat Wn. Oleh
karena itu m2(G,Wn) = ∞ untuk sebarang graf G. Akibatnya, m2(Ps,Wn) = ∞
untuk s = 2 atau 3. Teorema berikut menentukan nilai eksak dari mj(Ps, G) untuk
j ≥ 3 dan s = 2 atau 3 dimana G ∼= Wn, Sn, atau Fn dengan n ≥ 6. 2

Teorema IV.3 Misalkan G adalah sebuah graf roda Wn, sebuah graf bintang Sn
sebuah graf kipas Fn dengan n ≥ 6. Untuk j ≥ 3,

mj(P2, G) = d n
j−1e dan

mj(P3, G) =



∞ untuk j = 3 dan G ∼= Wn dengan n adalah ganjil,

n
j−1 untuk j adalah ganjil, semua G, dan n = (j − 1)s dengan

s adalah ganjil,

dn+1
j−1 e untuk yang lainnya.

Bukti. Misalkan G adalah sebuah wheel Wn, sebuah star Sn sebuah graf kipas.
Untuk menunjukkan bahwa mj(P2, G) ≥ d n

j−1e, perhatikan H1
∼= Kj×(r−1) dengan

r = d n
j−1e. Jika semua sisi di H1 diwarnai biru maka H1 tidak memuat G biru,

karena (j − 1)(d n
j−1e − 1) < n. H1 juga tidak memuat P2 merah. Oleh karena itu

mj(P2, G) ≥ r untuk G ∼= Wn, Sn, atau Fn.

Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa mj(P2, G) ≤ r. Berikan pewarnaan merah-
biru pada semua sisi di H ∼= Kj×r sedemikian sehingga H tidak memuat P2 merah.
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Jadi, semua sisi dari H harus biru. Oleh karena itu, H memuat G biru dengan n
vertices. Jadi, mj(P2, G) ≤ r untuk G ∼= Wn, Sn, atau Fn.

Dalam menentukan mj(P3, G), perhatikan tiga kasus berikut.

Kasus 1. j = 3 dan G ∼= Wn dengan n adalah ganjil.
Untyuk sebarang bilangan asli t dan n ≥ 6 ganjil, dipunyai bahwa K3×t tidak
memuat Wn. Jadi m3(G,Wn) = ∞ untuk sebarang graf G dengan n ≥ 6 ganjil.
Sebagai konsekuensinya, m3(P3,Wn) =∞ untuk n ≥ 6 ganjil.

Kasus 2. j ganjil, semua G, dan n = (j − 1)s dengan s ganjil.
Pertama-tama, akan ditunjukkan bahwa mj(P3, G) ≥ s. Misalkan H2

∼= Kj×(s−1)
dengan s = n

j−1 . Jika semua sisi dari H2 diwarnai dengan biru maka H2 tidak

memuat G biru, karena (j−1)( n
j−1−1) < n. H2 juga tidak memuat P3 merah. Oleh

karena itu, mj(P3, G) ≥ s untuk G ∼= Wn, Sn, atau Fn.

Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa mj(P3, G) ≤ s. Misalkan H ∼= Kj×s. Mis-
alkan semua sisi H diberi warna merah-biru secara sebarang sedemikian sehingga H
tidak memuat P3 merah. Jelas bahwa, semua sisi merah di H adalah independen.
Karena js adalah ganjil maka terdapat paling sedikit titik x ∈ V (H) sedemikian
sehingga semua sisi yang terkait dengan x adalah biru. Jadi, Sn berwarna biru di
H. Selanjutnya, asumsikan x ∈ V1, dimana V1 adalah himpunan partit dari H. Se-
lanjutnya, misalkan H1 adalah suatu subgraf dari H yang diinduksi oleh V (H)\V1.
Jadi, H1 ∼= K(j−1)×s. Karena H1 tidak mempunyai P3 merah maka dari Teorema
1 H1 memuat Pn biru. Jadi, H juga memuat Fn biru. Dari Akibat 1, H1 juga
memuat Cn biru. Bersama dengan x, lingkaran biru ini akan membentuk Wn biru
di H1. Jadi, mj(P3, G) ≤ s untuk G ∼= Wn, Sn, atau Fn.

Kasus 3. Untuk nilai lain dari j and n.
Misalkan t = dn+1

j−1 e. Untuk menunjukkan bahwa mj(P3, G) = t, perhatikan H3
∼=

Kj×(t−1). Ambil sebarang perfect matching M di H3, misalkan semua sisi dari M
diwarnai dengan merah dan sisi sisa dari H3 diwarnai dengan biru. Jadi H3 tidak
mempunyai P3 merah maupun G biru dengan n titik. Jadi mj(P3, G) ≥ t untuk
G ∼= Wn, Sn, atau Fn.

Selanjutnya, akan ditunjukkan mj(Ps, G) ≤ t. Misal semua sisi dari H ∼= Kj×t
diwarnai secara sebarang dengan warna merah dan biru sedemikian sehingga H
tidak memuat P3 merah. Jelas bahwa, terdapat paling sedikit satu sisi merah, sebut
xy di H (karena sisi lainnya adalah biru yaitu G di H). Misalkan x adalah di
himpunan partit V1 dari H. Sekarang, misalkan H1 adalah subgraf dari H yang
diinduksi oleh V (H)\(V1 ∪ {y}). Jadi, H1 ∼= K(j−1)×t\{y}. Untuk menunjukkan
bahwa H memuat G biru dengan n titik, perhatikan dua subkasus berikut.

Subkasus 3.1. j = 3.
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Karena H1 ∪ {y} tidak memuat P3 merah, dengan Akibat 1, H1 ∪ {y} memuat C2t

biru. Bersama dengan x, graf lingkaran ini akan memuat kipas Fn biru. Akibatnya,
H juga memuat Sn biru. Jadi m3(P3, G) ≤ t untuk G ∼= Fn, atau Sn. Sekarang,
untuk menunjukkan bahwa m3(P3,Wn) ≤ t untuk n genap (Catatan bahwa untuk
kasus n ganjil telah ditunjukkan oleh Kasus 1). Ambil sebarang titik z di himpunan
partit dari H bahwa tidak memuat x dan y. Karena H1\{y, z} tidak mempunyai
P3, dari Akibat 1, H1\{y, z} memuat Cn biru, karena n = 2t− 2 genap. Tentu, H1

juga memuat Cn lingkaran biru. Bersama dengan x, lingkaran ini akan membentuk
Wn di H. Jadi m3(P3,Wn) ≤ t.

Subkasus 3.2. j ≥ 4.
Sekali lagi bahwa, karena H1 tidak mempunyai P3 merah maka semua sisi merah di
H1 (jika ada) akan membentuk (tidak harus perfect matching) suatu matching M .
Dari Teorema III.2, H1\M adalah pansiklik. Oleh karena itu, H1 memuat lingkaran
biru Cl untuk setiap l ∈ {6, 7, · · · , (j−1)t−1}. Bersama dengan x, lingkaran terbesar
di H1 akan membentuk Wn biru di H. Akibatnya, H juga memuat Sn biru dan Fn
biru di H. Jadi mj(P3, G) ≤ t untuk G ∼= Wn, Sn, atau Fn. 2

Akibat IV.2 Untuk j ≥ 3 dan n ≥ 3,

mj(P2,M2n) = d 2n
j−1e dan

mj(P3,M2n) =


2n
j−1 untuk j ganjil dan 2n = (j − 1)s dengan

s ganjil,

d2n+1
j−1 e untuk yang lainnya.

Bukti.
Karena M2n ⊆ W2n, jelas bahwa mj(Ps,M2n) ≤ mj(Ps,W2n). Oleh karena itu,
cukup ditunjukkan bahwa mj(Ps,M2n) ≥ mj(Ps,W2n).

Karena H1, H2 dan H3 (dalam bukti dari Teorema 3) tidak memuat Ps (s = 2 atau
3) merah maupun W2n biru, dan M2n ⊂ W2n maka mj(Ps,M2n) ≥ mj(Ps,W2n)
untuk semua n ≥ 3. 2

IV.3 Graf Lintasan versus Graf Roda

Untuk j = 2, nilai dari m2(Ps, Pt) ditemukan oleh Gyárfás dan Lehel [27], dan
Faudree dan Schelp [20]. Hattingh dan Henning [32] menemukan nilai eksa dari
m2(Pm, Sn). Jayawardene dan Samarasekara [34] memperoleh nilai eksak bilangan
Ramsey multipartit ukuran untuk stripes versus stripes mj(nP2,mP2). Ide bilangan
Ramsey multipartit ukuran diperkenalkan oleh Burger dan Vuuren [4], dan Syafrizal
dan kawan-kawan. Bilangan Ramsey untuk lintasan kecil versus dan kelas-kelas graf
telah dikaji oleh Syafrizal Sy, Baskaro dan kawan-kawan, yaitu [46], [47], dan [48].
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Baru-baru ini, Yaser Rowshan, Mostafa Gholami, dan Stanford Shateyi [54] menen-
tukan bilangan Ramsey multipartit ukuranmj(K1,2, P4, nK2) untuk sembarang j, n ≥
2 dan mj(nK2, C7), untuk sembarang j ≤ 4 dan n ≥ 2. Dalam tulisan ini, akan
ditentukan bilangan Ramsey multipartit ukuran m4(Pn,W4) untuk semua bilangan
bulat n ≥ 2. Untuk sembarang bilangan bulat l ≥ 2 dan t, jelas bahwa K2×t tidak
memuat Wl. Oleh karena itu m2(G,Wl) =∞ untuk sembarang graf G. Sebagai aki-
batnya, m2(Pn,Wl) =∞ untuk sembarang bilangan bulatn, l ≥ 2. Teorema berikut
menentukan bilangan Ramsey multipartit ukuran m4(Pn,Wl) untuk bilangan bu-
lat positif n ≥ 2. Berikut adalah bilangan Ramsey multipartit ukuran untuk graf
lintasan versus graf roda lima titik.

Teorema IV.4 Untuk bilangan bulat n ≥ 2,

m4(Pn,W4) =



2 untuk n = 2,

3 untuk 3 ≤ n ≤ 4,

4 untuk n = 5,

bn−1
2
c+ 1 untuk n ≥ 6.

Bukti. Perhatikan empat kasus berikut.
Kasus 1: untuk n = 2.
Untuk menunjukkan batas bawah m4(Pn,W4) ≥ 2, perhatikan F1

∼= K4×1. Misalkan
D1⊕E1 adalah faktorisasi dari F1 dimanaD1 adalah himpunan titik-titik independen
dan E1 = K4×1. Jelas bahwa D1 + P2 dan juga E1 + W4. Oleh karena itu,
m4(P2,W4) ≥ 2 untuk n = 2.

Untuk menunjukkan batas atas m4(Pn,W4) ≤ 2, perhatikan sembarang faktorisasi
G1
∼= K4×2 = Q1 ⊕ R1 sedemikian sehingga Q1 tidak memuat P2. Jadi, Q1 adalah

titik-titik independen. Karena |R1\V | = 6 untuk sembarang himpunan partitit V
dari G1, maka R1 ⊇ C4. Akibatnya, R1 ⊇ W4. Oleh karena itu, m4(P2,W4) ≤ 2 for
n = 2.

Kasus 2: untuk 3 ≤ n ≤ 4.
Untuk menunjukkan bahwa m4(P4,W4) ≥ 3, misalkan V1, · · · , V4 adalah himpunan-
himpunan partit dari F2 = K4×2, dimana Vi = {vi1, vi2} dengan i ∈ {1, 2, 3, 4}. Mis-
alkan D2⊕E2 adalah faktorisasi F2 dengan E(D2) = {a11a21, a12a22, a31a41, a32a42},
dan E2 adalah komplemen dari D2 terhadap F2. Jadi, D2 + Pn. Karena E2\V
tidak memuat C4 di E2, maka E2 + W4. Oleh karena itu, m4(Pn,W4) ≥ 3 untuk
3 ≤ n ≤ 4.

Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa m4(Pn,W4) ≤ 3. Perhatikan, G2
∼= K4×3.

Misalkan Q2 ⊕ R2 adalah sembarang faktorisasi dari G2 sedemikian sehingga Q2

tidak memuat Pn. Akan ditunjukkan bahwa R2 memuat W4. Untuk itu, perhatikan
dua subkasus berikut.
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Subkasus 2.1: jika Q2 = 4C3.
Misalkan V1 = {a11, a12, a13}, . . . , V4 = {a41, a42, a43} adalah himpunan partit dari
G2. Tanpa mengurangi perumumman, asumsikan bahwa empat lingkaran di Q2

adalah C1
3 := a11a31a42a11, C

2
3 := a21a32a43a21, C

3
3 := a22a33a13a22, C

4
3 := a23a41a12a23.

Jadi, terdapat graf lingkaran C4 := a11a21a13a32a11 in R2. Akibatnya, dipunyai graf
roda W4 := C4 + {a41} di R2. Oleh karena itu, m4(Pn,W4) ≤ 3 untuk 3 ≤ n ≤ 4.

Subkasus 2.2: jika Q2 6= 4C3.
Karena Q2 tidak memuat 4C3, maka terdapat satu titik x sedemikian sehingga
d(x) ≤ 1. Selanjutnya, perhatikan H = K4×3\(Vx ∪N(x)). Jadi |H| ≥ 8. Misalkan
P :=a Pb adalah lintasan terpanjang diH. Maka xa, xb, 6∈ Q2. Selanjutnya, misalkan
A = V (H)\(Va ∪ Vb). Karena |A| ≥ 3, maka terdapat paling sedikit dua titik, sebut
c dan d. Karena ac, ad, bc, bd, 6∈ Q2, maka semua titik ini, yaitu a, b, c, dan d akan
membentuk graf lingkaran C4 di R2. Jelas bahwa, ax, bx, cx, dx 6∈ R2. Akibatnya,
dipunyai suatu graf roda W4 := C4 + {x} di R2. Oleh karena itu, m4(P4,W4) ≤ 3
untuk 3 ≤ n ≤ 4.

Kasus 3: untuk n = 5.
Akan ditunjukkan bahwa m4(P5,W4) ≥ 4. Misalkan D3⊕E3 adalah suatu faktorisasi
dari F3

∼= K4×3 dengan D3
∼= 3K4×1 dan E3 adalah komplemen dari D3 terhadap

F3. Jelas bahwa, D3 + P5. Karena setiap titik dari sembarang graf lingkaran C4

di E3 akan bertetangga ke setiap titik ke himpunan partit yang lain yang memuat
titik-titik dari C4 di E3, maka E3 + W4. Oleh karena itu, m4(P5,W4) ≥ 4 untuk
n = 5.

Untuk menunjukkan bahwa m4(P5,W4) ≤ 4, perhatikan G3
∼= K4×5. Misalkan Q3⊕

R3 adalah sembarang faktorisasi dari G3 sedemikian sehingga Q3 tidak memuat P5.
Untuk menunjukkan bahwa R3 memuat W4, perhatikan dua kemungkinan berikut.

Subkasus 3.1: jika Q3 = 4K4.
Misalkan V1 = {u11, u12, u13, u14}, . . . , V4 = {u41, u42, u43, u44} adalah himpunan par-
tit dari G3. Tanpa mengurangi perumuman, asumsikan bahwa empat graf lengkap di
Q3 dengan himpunan titik-titik adalah V (Ki

4) = {u1i, u2i, u3i, u4i} dengan 1 ≤ i ≤ 4.
Jadi, dipunyai graf lingkaran C4 := u11u22u13u32u11 di R3. Akibatnya, dipunyai graf
lingkaran W4 := C4 + {u44} di R3. Oleh karena itu, m4(P5,W4) ≤ 4 untuk n = 5.

Subkasus 3.2: jika Q3 6= 4K4.
Karena Q3 tidak memuat 4K4, maka terdapat satu titik y sedemikian sehingga
d(y) ≤ 2. Selanjutnya, perhatikan H = K4×4\(Vy∪N(y)). Jadi, |H| ≥ 10. Misalkan
P :=u Pv adalah lintasan terpanjang H. Jadi yu, yv, 6∈ Q3. Selanjutnya, misalkan
B = V (H)\V (P ). Karena Q3 + P5, maka |B| ≥ 6. Akibatnya, terdapat paling
sedikit dua titik, sebut w dan z, dengan z, w ∈ (Q3[B]\(Vu ∪ Vv)). Jadi, semua
titik-titik ini u, v, w, z membentuk graf lingkaran C4 := zuwvz di R3. Akhirnya,
dipunyai graf roda W4 := C4 + {y} di R3. Oleh karena itu, m4(P5,W4) ≤ 4 untuk
n = 5.
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Kasus 4: untuk n ≥ 6.
Misalkan t = bn−1

2
c + 1. Akan ditunjukkan bahwa m4(Pn,W4) ≥ t. Misalkan

F4 = K4×(t−1) ∼= D4 ⊕ E4 dengan D4
∼= 2Kbn−1

2
c,bn−1

2
c. Karena 2bn−1

2
c < n, maka

D4 + Pn . Karena faktorisasi dari D4 adalah dua faktor, maka E4 + W4. Oleh
karena itu, m4(Pn,W4) ≥ t untuk n ≥ 6.

Selanjutnya, akan tunjukkan bahwa m4(Pn,W4) ≤ t. Perhatikan G4
∼= K4×t. Mis-

alkan Q4 ⊕ R4 adalah sembarang faktorisasi dari G4 sedemikian Q4 tidak memuat
Pn. Akan ditunjukkan bahwa R4 memuat W4. Misalkan P =aPb adalah lintasan ter-
panjang di Q4. Tunjukkan bahwa R4 memuat W4, perhatikan bahwa dua subkasus
berikut.

Subkasus 4.1: jika Va = Vb.
Misalkan X = V (K4×t)\(Va∪V (P )). Misalkan cP

1
d adalah suatu lintasan terpanjang

dalam graf Q4[X]. Jadi, empat titik-titik ini a, b, c, d akan membentuk graf lingkaran
C4 di R4. Karena 4(bn−1

2
c + 1) − 2(n − 1) > 1, maka dipunyai satu titik x di

R4\(Va ∪ Vc ∪ Vd) sedemikian sehingga x bertetangga ke a, b, c, dan d di R4, yang
mana satu dari semua titik-titik ini akan membentuk graf roda W4 di R4. Oleh
karena itu, m4(Pn,W4) ≤ t untuk n ≥ 6.

Subkasus 4.2: jika Va 6= V b.
Misalkan Y = V (K4×t)\(Va ∪ Vb ∪ V (P )). Misalkan cP

2
d adalah lintasan terpanjang

di graf Q4[Y ] sedemikian sehingga Vc = Vd. Jadi, semua titik-titik ini a, b, c, dan
d akan membentuk C4 di R4. Karena 4(bn−1

2
c + 1) − 2(n − 1) > 1, maka dipunyai

satu titik y di R4\(Va ∪ Vb ∪ Vc) sedemikian sehingga y bertetangga ke a, b, c, dan
d di R4, yang mana satu dari semua titik ini akan membentuk graf roda W4 in R4.
Oleh karena itu, m4(Pn,W4) ≤ t untuk n ≥ 6. 2
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Bab V Bilangan Ramsey Multipartit Ukuran

mj(Pn, C3) dengan n ≥ 2

V.1 Survey Literatur

Untuk j ≥ 3 dan s = 2, 3, Syafrizal dkk [47] menemukan nilai eksak dari mj(Ps, G),
dimana G adalah wheel, star, fan, atau windmill.

V.2 Graf Lintasan versus Graf Lingkaran

Dalam tulisan ini, akan ditentukan bilangan Ramsey multi partit ukuran mj(Pn, Cs)
dari path Pn versus cycle Cs dimana n ≥ 2 dan s = 3 atau 4.

Untuk sembarang bilangan bulat positif t, jelas bahwa K2×t tidak memuat C3. Oleh
karena itu, m2(G,C3) = ∞ untuk sembarang graf G. Sebagai akibatnya adalah,
m2(Pn, C3) = ∞ untuk sembarang bilangan bulat n ≥ 2. Teorema berikut mem-
berikan nilai eksak untuk mj(Pn, C3) dengan j ≥ 3 dan n ≥ 2.

Teorema V.1 Untuk bilangan bulat j ≥ 3 dan n ≥ 2,

mj(Pn, C3) =



dn
2
e untuk j = 3 dan n = 2 or 3,

n− 1 untuk j = 3 dan n ≥ 4 genap,

n− 2 untuk j = 3 dan n ≥ 5 ganjil,

d2n
j
e untuk j ≥ 4 genap,

d2n−1
j
e untuk j ≥ 5 ganjil.

Bukti.
Perhatikan dua kasus berikut.
Kasus 1. j = 3 dan n = 2 or 3.
Jelas bahwa, m3(P2, C3) ≥ 1. Misalkan F1 ⊕ F2 adalah sembarang faktorisasi dari
K3×1 dengan F1 6⊃ P2. Jadi, V (F1) adalaah himpunan titik independen. Ini men-
gakibatkan, F2 ⊇ C3. Oleh karena itu, m3(P2, C3) ≤ 1.

Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa m3(P3, C3) ≥ 2. Perhatikan G ∼= K3×1. Mis-
alkan G = G1 ⊕ G2 dengan G1

∼= K2 ∪ K1. Akibatnya, G1 6⊇ P3 dan G2 6⊇ K3×1.
Jadi, m3(P3, C3) ≥ 2. Sekarang, akan ditunjukkan m3(P3, C3) ≤ 2. Perhatikan
F ∼= K3×2. Misalkan F1 ⊕ F2 adalah sembarang faktorisasi dari F dengan F1 6⊃ P3.
Karena F1 6⊃ P3, maka ambil tiga titik dari himpunan partit berbeda, sedemikian
sehingga semua titik ini akan membentuk himpunan titik-titik independen di F1.
Jadi, dipunyai C3 di F2. Oleh karena itu, m3(P3, C3) ≤ 2.
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Kasus 2. (j = 3 dan n ≥ 4) atau (j ≥ 4).
Pertama-tama akan ditunjukkan batas bawah dengan memperhatikan dua subkasus
sebagai berikut.

Subkasus 2.1. Untuk j = 3 dan n ≥ 4.
Misalkan r = n−1 dengan n adalah genap (atau r = n−2 dengan n adalah ganjil).
Untuk menunjukkan bahwa m3(Pn, C3) ≥ r, perhatikan bahwa G ∼= K3×(r−1). Mis-
alkan V1, V2, dan V3 = X∪Y adalah himpunant partit dari G dimana 0 ≤ |X|−|Y | ≤
1. Misalkan G1 ⊕ G2 adalah sembarang faktorisasi dari G dengan G1 adalah graf
terdiri dari dua komponen H1

∼= K|V1|,|X| dan H2
∼= K|V2|,|Y | (lihat Gambar V.1).

r - 1

YX

V1 V2

V3

H2H1

r - 1

Gambar V.1. Suatu (Pn, C3; 3(r − 1))-good graph menunjukkan m3(Pn, K3×1) ≥ r.

Consider

2|X|+ 1 = 2
⌈r − 1

2

⌉
+ 1

= 2
(r − 1

2

)
+ 1 (r − 1 adalah bilangan bulat positif)

= 2
((n− 1)− 1

2

)
+ 1

< n.

Akibatnya, H1 6⊇ Pn. Karena |X| ≥ |Y | maka H2 6⊇ Pn. Jadi, G1 6⊇ Pn. Pada
sisi lain, karena G2 akan membentuk graf bipartit maka G2 6⊃ C3. Oleh karena itu,
m3(Pn, C3) ≥ r.

Subkasus 2.2. Untuk j ≥ 4.
Misalkan r = d2n

j
e untuk j genap (atau r = d2n−1

j
e untuk j ganjil). Untuk me-

nunjukkan mj(Pn, C3) ≥ r, perhatikan G ∼= Kj×(r−1). Misalkan G1 ⊕ G2 adalah
faktorisasi G dimana G1 adalah dua komponen, sebut H1 dan H2, sedemikian se-
hingga H1 akan membentuk graf multipartit lengkap dengan d j(r−1)

2
e titik dan H2

akan membentuk graf multipartit lengkap dengan b j(r−1)
2
c titik. Karena d j(r−1)

2
e < n

maka G1 6⊃ Pn. Pada sisi lain, karena G2 adalah graf bipartit, maka G2 6⊃ C3. Oleh
karena itu, mj(Pn, C3) ≥ r.
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Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa mj(Pn, C3) ≤ r. Perhatikan F ∼= Kj×r. Mis-
alkan F1 ⊕ F2 adalah sembarang faktorisasi dari F sedemikian sehingga F1 tidak
memuat Pn. Untuk menunjukkan bahwa F2 ⊇ C3, misalkan P adalah path ter-
panjang di F1. Jika |V (P )| = 1 maka jelas bahwa F2 ⊇ C3. Sekarang, misalkan
|V (P )| 6= 1. Definisikan Vu adalah suatu himpunan partit F yang memuat titik u.
Perhatikan dua kemungkinan berikut.

Subkasus 2.1.1. Jika F1 terhubung.
Misalkan P :=aPb. Perhatikan A = V (F )\ (Va ∪ V (P )). Karena |A| > r maka
terdapat dua titik, sebut x dan y, di A dengan Vx 6= Vy. Karena Vx 6= Vy, maka
Vx 6= Vb atau Vy 6= Vb. Sekarang, perhatikan dua subkasus berikut.

(i). Va 6= Vb.
Karena P adalah path terpanjang di F1 dan F1 adalah graf terhubung, maka ab 6∈
E(F1). Karena Vx 6= Vb atau Vy 6= Vb dengan x, y 6∈ Va, maka diperoleh salah satu
C3 := abx atau C3 := aby in F2.

(ii). Va = Vb.
Misalkan b′ adalah titik yang bertetangga ke b di path P . Misalkan ab′ 6∈ E(F1). Jika
b′x 6∈ E(F1) atau b′y 6∈ E(F1), maka F2 memuat K3×1 := ab′x atau K3×1 := ab′y.
Pada sisi lain, jika b′x ∈ E(F1) dan b′y ∈ E(F1) maka F1 memuat path terpanjang
dengan titik-titik ujungnya di dua himpunan partit berbeda. Dari Subkasus (i), F2

memuat K3. Sekarang, misalkan ab′ ∈ E(F1). Karena ab′ ∈ E(F1) maka F1 memuat
suatu cycle Cl dengan l = |V (P )| − 1 titik. Karena F1 adalah subgraf terhubung
maka titik x dan titik y harus terhubung (bertetangga) ke suatu titik di Cl. Jadi,
xy 6∈ E(F1) (karena P adalah path terpanjang di F1) (lihat Gambar.V.2(i)). Jelas
bahwa, karena P path terpanjang di F1, maka x dan y tidak bertetangga dengan a
di F1. Ini mengakibatkan, diperoleh C3 := axy di F2.

(i)

Va

(ii)

P

a

b

b'

x

y

V(K)

u

v

z

Cl

Gambar V.2. (i) Untuk Va = Vb. (ii) F1 tidak terhubung.

Subkasus 2.1.2. Jika F1 tidak terhubung.
Misalkan K adalah komponen terkecil di F1. Jika |V (K)| = 1 maka F2 memuat K3×1
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(karena V (F1) terdiri dari himpunan titik-titik yang independen). Selanjutnya, mis-
alkan |V (K)| 6= 1. Sekarang, perhatikan posisi titik-titik dari K di F1. Misalkan
titik-titik dari K adalah termuat di tepat dua himpunan partit di F1. Misalkan
B = V (F1)\V (K). Karena K adalah komponen terkecil di F1, maka |B| ≥ n.
Ini mengakibatkan, terdapat dua titik, sebut u dan v, di V (F1[B]) sedemikian se-
hingga uv ∈ E(F2) dengan u ∈ Vk untuk suatu k ∈ V (K). Karena titik-titik di
K dalam dua himpunan partit maka dapat diplih titik z ∈ V (K) sedemikian se-
hingga zu, zv 6∈ E(F1) (lihat Gambar. V.2(ii)). Jadi, F2 memuat K3×1 := kuv.
Selanjutnya, misalkan titik-titik di K adalah termuat paling sedikit di tiga him-
punan partit. Akibatnya, karena u, v ∈ V (F1[B]) dengan uv ∈ E(F2), maka dapat
dipilih titik w ∈ V (K) sedemikian sehingga wu,wv 6∈ E(F1). Jadi, F2 memuat
K3×1 := wuv. Oleh karena itu, mj(Pn, C3) ≤ r. 2

Teorema V.2 Untuk bilangan asli n ≥ 4, m2(Pn, C4) = dn
2
e+ 1.

Bukti.
Misalkan s = dn

2
e+ 1. Perhatikan G ∼= K2×(s−1). Misalkan G1

∼= K2×(s−2) ∪K2 dan
misalkan G2 adalah komplemen dari G1 relatif terhadap G. Karena 2(s − 2) < n
maka G1 6⊃ Pn, dan karena G2

∼= 2K1,(s−2) maka G2 6⊃ C4 (lihat Gambar V.3). Oleh
karena itu, m2(Pn, C4) ≥ s.

K2x(s-2)

G1 G2

Gambar V.3. Suatu (Pn, C4; |K2×(s−1)|)-good graph yang menunjukkanm2(Pn, C4) ≥
s.

Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa m2(Pn, C4) ≤ s. Perhatikan bahwa F ∼= K2×s.
Misalkan F1⊕F2 adalah sembarang faktorisasi dari F dan misalkan bahwa Pn adalah
bukan subgraf dari F1. Misalkan P := p1p2 . . . pk path terpanjang di F1 dimana
k ≤ n − 1. Jika |V (P )| ≤ 2 maka jelas bahwa F2 ⊇ C4. Sekarang, misalkan
3 ≤ |V (P )| ≤ (n − 1). Perhatikan X = V (F1)\V (P ). Karena F1 6⊇ Pn maka
|X| = 2s− (n− 1) ≥ 3. Karena |X| ≥ 3 dan F1 adalah graf bipartit, maka terdapat
paling sedikit dua titik pada satu himpunan partit. Misalkan a, b ∈ X. Jika F1

memuat suatu cycle Ck, maka ambil dua titik, sebut pi dan pj, di (V (Ck)\Va) untuk
suatu i. Jadi, F2 memuat suatu C4 := piapjbpi.

Sekarang, asumsikan bahwa F1 memuat cycle Ck. Jadi p1pk 6∈ E(F1). Misalkan A
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dan B adalah himpunan partit dari F . Karena p1, pk ∈ A maka terdapat dua titik
z, v ∈ (X ∩B) sedemikian sehingga F2 memuat cycle C4 := p1zpkvp1.

(i) (ii)

u

A B

BA
v

p1 pk

w
A

u

A B

BA
v

B
p1

p2

pk

w
A

Gambar V.4. Konstruksi graf K2×2 di F2.

Selanjutnya, jika p1 ∈ A dan pk ∈ B adalah dua titik ujung di dua himpunan partit
berbeda, maka |X| ≥ 4. Misalkan u,w ∈ (X ∩A) dan v ∈ (X ∩B), perhatikan dua
kasus berikut.

Kasus 1. Jika uv 6∈ E(F1), maka C4 := uvp1pku.

Kasus 2. Jika uv ∈ E(F1), perhatikan dua kemungkinan berikut (lihat Gambar
V.4). Jika vw 6∈ E(F1) maka F2 memuat graf lingkaran C4 := vwpkp1v (lihat
Gambar V.4(i)). Pada sisi lain, jika vw ∈ E(F1) maka F2 memuat graf lingkaran
C4 := up2wpku in F2, karena p2u, p2w 6∈ E(F1) (lihat Gambar V.4(ii)). 2
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Bab VI Bilangan Ramsey Multipartit Ukuran

mj(P3, Ks×2)

Misalkan Pn adalah suatu path dengan n titik. Definisikan Vu adalah suatu him-
punan partit G yang memuat titik u, dan δ(V ) adalah derajat minimum dari him-
punan partit V .

VI.1 Survey Literatur

Syafrizal dkk. telah menentukan mj(Ps, n) untuk s = 2, 3, 4 dan j, n ≥ 3 ([46],[?]),
dan juga, Syafrizal dkk. ([47]) menemukan nilai eksak dari mj(Ps, G), dimana G
adalah wheel, star, fan, atau windmill untuk suatu j ≥ 3 dan s = 2, 3. Kemudian,
Gyárfás dkk. [25] menunjukkan bahwa sembarang 2-peawarnaan dari semua sisi
graf lengkap tripartit K3×n terdapat suatu monokromatik path dengan panjang (1−
o(1))2n. Selanjutnya, Gyárfás dkk. [26] mengkaji bilangan Ramsey multipartit
untuk cycles ganjil. Akhirnya, Syafrizal ([49]) telah menentukan mj(C3, Pn) untk
j ≥ 3 dan n ≥ 2, dan m2(C4, Pn) untuk n ≥ 4.

VI.2 Graf Lintasan versus Graf Coktail Party

Untuk bilangan asli a, b, dan t dengan a < b, Ka×t tidak memuat Kb×t. Jadi untuk
s > j, mj(G,Ks×t) = ∞ dengan sembarang graf G. Akibatnya, mj(P3, Ks×t) = ∞
untuk s > j. Tujuan dalam bab ini adalah menentukan bilangan Ramsey multipartit
ukuran untuk path kecil versus graf cocktail party mj(P3, Ks×t) untuk j, s ≥ 2, t = 2,
dan s ≤ j.

Teorema VI.1 Untuk bilangan bulat j, s ≥ 2,

mj(P3, Ks×2) =


1 untuk 2 ≤ s ≤ b j

2
c dan j ≥ 4,

2 untuk s = d j
2
e dan j ganjil,

3 untuk d j
2
e < s ≤ d j

2
e+ b j

4
c dan j ≥ 4.

Bukti.
Kasus 1. 2 ≤ s ≤ b j

2
c dan j ≥ 4.

Jelas bahwa, mj(P3, Ks×2) ≥ 1. Sekarang, akan ditunjukkan bahwa mj(P3, Ks×2) ≤
1. Misalkan F1 ⊕ F2 adalah sembarang faktorisasi dari Kj dan misalkan bahwa P3

adalah bukan subgraf dari F1. Maka F1 adalah subgraf dari j
2
K2 (jika j genap)

atau b j
2
cK2 ∪ K1 (jika j ganjil). Jadi F2 akan memuat Ks×2. Oleh karena itu,

mj(P3, Ks×2) ≤ 1.

Kasus 2. s = d j
2
e dan j ganjil.

Pertama akan ditunjukkan mj(P3, Ks×2) ≥ 2. Perhatikan G ∼= Kj. Misal G1
∼=
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b j
2
cK2 ∪ K1 dan misalkan G2 adalah komplemen dari G1 relatif terhadap G. Ini

mengakibatkan G1 tidak memuat P3. Karena b j
2
c < s, maka G2 tidak memuat

Ks×2. Oleh karena itu, mj(P3, Ks×2) ≥ 2.

Untuk menunjukkan mj(P3, Ks×2) ≤ 2, dilakukan induksi terhadap j. Misalkan
F ∼= Kj×2 dan misalkan F1 ⊕ F2 sembarang faktorisasi dari F . Misalkan bahwa
F1 6⊃ P3. Akan ditunjukkan bahwa F2 ⊃ Ks×2.

Untuk Kasus j = 3, karena F1 6⊃ P3 maka dua titik dalam satu himpunan partit
dari F1 tidak akan bertetangga ke paling sedikit dua titik lainnya. Jadi, empat titik
ini akan membentuk suatu K2×2 di F2.

Asumsikan benar untuk j = k − 2 yaitu mk−2(P3, Kd k−2
2
e×2) ≤ 2.

Untuk kasus j = k, pilih dua himpunan partit, sebut A dan B, yang mana terdapat
sebuah sisi di F1 yang menghubung suatu titik di A ke titik lain di B. Perhatikan su-
atu faktorisasi dari F1\(A∪B). Dengan asumsi induksi, akan terdapat graf Kd k−2

2
e×2

di F2. Untuk dua titik bertetangga di A ∪ B akan tidak bertetangga ke sembarang
titik lain di Kd k−2

2
e×2 di F1. Jadi, dipunyai Ks×2 = Kd k−2

2
e×2 + K1×2 di F2, karena

s = dk−2
2
e+ 1 untuk k ganjil. Oleh karena itu, mj(P3, Ks×2) ≤ 2 untuk s = d j

2
e dan

j ganjil.

Kasus 3. d j
2
e < s ≤ d j

2
e+ b j

4
c dan j ≥ 4.

Akan ditunjukkan bahwa mj(P3, Ks×2) ≥ 3. Perhatikan G ∼= Kj×2. Misalkan G1

adalah gra dalam Gambar VI.1 dan misalkan G2 adalah komplemen dari G1 relatif
terhadap G. Jelas bahwa, G1 6⊃ P3. Karena d j

2
e < s, maka G2 tidak memuat Ks×2.

Jadi, mj(P3, Ks×2) ≥ 3.

V1 V2

V3 V4

Vj-3 Vj-2

Vj

(a) (b)

Vj-1 Vj

V1 V2

V3 V4

Vj-2 Vj-1

Gambar VI.1. (a) G1 untuk j genap (b) G1 untuk j ganjil.
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Untuk menunjukkan bahwa mj(P3, Ks×2) ≤ 3, digunakan induksi pada j. Misalkan
F ∼= Kj×3 dan misalkan F1 ⊕ F2 adalah sembarang faktorisasidari F dan misalkan
bahwa F1 6⊃ P3. Untuk menunjukkan bahwa F2 ⊃ Ks×2, perhatikan dua subkasus
berikut.

Subkasus 3.1. j ≥ 5 ganjil.
Untuk j = 5, karena |V (F )| ganjil maka terdapat titik a1 dari himpunan partit
V1 di F1 dengan d(a1) = 0. Lebih lanjut, pilih satu titik b1 ∈ V1 di F1 dengan
d(b1) = δ(F1\{a1}). Misalkan N1 adalah himpunan titik-titik yang bertetangga ke
b1 di F1. Perhatikan X1 = V (F1)\(V1∪N1). Jelas bahwa, |X1| ≥ 11. Ambil satu titik
a2 dari himpunan partit V2 di F1[X1] dengan d(a2) = δ(F1[X1]) dan pilih titik lain
b2 dari himpunan partit V2 dengan d(b2) = δ(F1[X1]\{a2}). Misalkan N2 adalah
himpunan titik yang bertetangga dengan a2 dan b2 di F1[X1]. Perhatikan X2 =
V (F1[X1])\(V2 ∪N2). Jelas bahwa, |X2| ≥ 6. Pilih titik a3 dari himpunan partit V3
di F1[X2] dengan d(a3) = δ(F1[X2]) dan ambil satu titik lain b3 dari himpunan partit
V3 dengan d(b3) = δ(F1[X2]\{a3}). Misalkan N3 adalah himpunan titik-titik yang
bertetangga ke a3 dan b3 di F1[X2]. Perhatikan bahwa X3 = V (F1[X2])\(V3 ∪ N3).
Karena F1 tidak memuat P3 maka |X3| ≥ 2. Jadi, terdapat paling sedikit dua
titik a4 dan b4 di F [X3]. Jadi, semua titik ini a1, b1, a2, b2, a3, b3, a4 dan b4 akan
membentuk K4×2 di F2. Oleh karena itu, m5(P3, K4×2) ≤ 3.

Asumsikan adalah benar untuk j = k − 4 ≥ 5 ganjil, bahwa mk−4(P3, Kt×2) ≤ 3
dimana t = dk−4

2
e+ bk−4

4
c.

Akan ditunjukkan benar untuk j = k ganjil, yaitu mj(P3, Ks×2) ≤ 3 dengan d j
2
e <

s ≤ d j
2
e + b j

4
c. Karena |V (F )| adalah ganjil, maka terdapat satu titik a1 dari

himpunan partit V1 di F1 dengan d(a1) = 0. Lebih lanjut, pilih titik lain b1 ∈
V1. Misalkan x adalah titik yang bertetangga dengan b1 di F1. Karena F1 tidak
memuat P3 maka terdapat dua titik a2, b2 ∈ (Vx\{x}). Misalkan y adalah titik
yang bertetangga dengan b2 di F1. Ambil satu titik a3 di Vy. Pilih satu titik
b3 ∈ (Vz\(V1 ∪ Vx ∪ Vy)) bertetangga ke a3 di F1. Jelas bahwa, semua titik ini
a1, b1, a2, b2, a3 dan b3 tidak akan bertetangga ke semua titik di K3×2 di F2.

a1

b1

a2

b2

a3

V1

y

x
Vx

VyVz
b3

Gambar VI.2. K4×3 ⊃ K3×2 di F2[V1 ∪ Vx ∪ Vy ∪ Vz].

Selanjutnya, perhatikan A = V (F1)\(V1 ∪ Vx ∪ Vy ∪ Vz). Jika a2u ∈ E(F1) dimana
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u ∈ (V1 ∪ Vy ∪ Vz) maka dengan asumsi induksi, F [A] akan memuat Kt×2 di F2.
Pada kasus lain, jika a2u ∈ E(F1) dengan u 6∈ (V1 ∪ Vy ∪ Vz) maka kita juga dapat
mengkonstruksi Kt×2 dari F [A]\{u} sedemikian sehingga terdapat Kt×2 di F2. Jelas
bahwa, semua titik ini a1, b1, a2, b2, a3 dan b3 tidak akan bertetangga ke sembarang
titik dari F1[A]. Karena

t+ 3 =

⌈
k − 4

2

⌉
+

⌊
k − 4

4

⌋
+ 3

=

(⌈
k − 4

2

⌉
+ 2

)
+

(⌊
k − 4

4

⌋
+ 1

)
=

(⌈
k

2

⌉)
+

(⌊
k

4

⌋)
= s

untuk k ≥ 5 maka, dipunyaiKt×2+K3×2 = Ks×2 di F2. Oleh karena itu, mj(P3, Ks×2) ≤
3 untuk d j

2
e < s ≤ d j

2
e+ b j

4
c dan j ≥ 5 ganjil.

Sukasus 3.2. j ≥ 4 genap.
Pertama-tama akan ditunjukkan untuk j = 4, misalkan a1 dan b1 adalah titik-titik
di himpunan partit V1 di F1. Misalkan N1 adalah himpunan titik yang bertetangga
a1 dan b1 di F1. Perhatikan X1 = V (F1)\(V1∪N1). Karena |N1| ≤ 2 maka |X1| ≥ 7.
Jadi, terdapat himpunan partit V2 di F1[X1] sedemikian sehingga V2 memuat dua
titik, sebut a2 dan b2. Misalkan N2 adalah himpunan titik-titik yang bertetangga
dengan a2 dan b2 di F1. Perhatikan X2 = V (F1[X1])\(V2 ∪ N2). Karena F1 tidak
memuat P3 maka |X2| ≥ 2. Akibatnya, terdapat paling sedikit dua titik di F1[X2],
sebut a3 dan b3. Jadi, a1, b1, a2, b2, a3 dan b3 akan membentuk K3×2 di F2. Oleh
karena itu, m4(P3, K3×2) ≤ 3.

Asumsi benar untuk j = k − 3 ≥ 4 genap, yaitu mk−3(P3, Kt×2) ≤ 3 dimana
t = dk−3

2
e+ bk−3

4
c.

Akan ditunjukkan bahwa asumsi benar untuk j = k genap, yaitu mj(P3, Ks×2) ≤ 3
dimana d j

2
e < s ≤ d j

2
e + b j

4
c. Misalkan a dan b adalah titik-titik di himpunan

partit V dan misalkan N adalah himpunan titik-titik yang bertetangga ke a dan
b. Misalkan bahwa u ∈ N . Karena F1 tidak memuat P3 maka terdapat satu titik
c ∈ (Vu\N) dan pilih titik d ∈ V (F1)\V yang mana bertetangga ke c. Jadi, semua
titik ini a, b, c,d an d akan membentuk H ∼= K2×2 di F2.
Lebih lanjut, perhatikan sembarang faktorisasi dari V (F1)\(V ∪ Vu ∪ Vd). Dengan
asumsi induksi, karena F1 tidak memuat P3 maka F2 akan memuat Kt×2 dimana t =
dk−3

2
e+ bk−3

4
c. Jelas bahwa, setiap titik di H akan tidak bertetangga ke sembarang
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d

u

c

Vd

Gambar VI.3. K3×3 ⊃ K2×2 di F2[V ∪ Vu ∪ Vd].

titik V (F1)\(V ∪ Vu ∪ Vd). Karena

t+ 2 =

⌈
k − 3

2

⌉
+

⌊
k − 3

4

⌋
+ 2

=

(⌈
k − 3

2

⌉
+ 1

)
+

(⌊
k − 3

4

⌋
+ 1

)
=

(⌈
k

2

⌉)
+

(⌊
k

4

⌋)
= s

untuk k ≥ 4, maka, diperoleh Kt×2 + K2×2 = Ks×2 di F2. Oleh karena itu,
mj(P3, Ks×2) ≤ 3 untuk j ≥ 4 genap. 2

Konjektur 1 Untuk sembarang bilangan asli j, s ≥ 2, mj(P3, Ks×2) = 4 dimana
d j
2
e+ b j

4
c < s ≤ j.

VI.3 Graf Lintasan versus Ks×2

Suatu graf G ∼= Kj×t dengan n titik dikatakan (G1, G2;n)-good graph jika G tidak
memuat G1 dan G tidak memuat G2. Syafrizal [49] telah menentukan mj(Pn, C3)
untuk j ≥ 3 dan n ≥ 2, dan m2(Pn, C4) untuk n ≥ 4. kemudian, Syafrizal [50] telah
membuktikan teorema berikut.

Teorema VI.2 Untuk bilangan bulat j, s ≥ 2,

mj(P3, Ks×2) =


1 untuk 2 ≤ s ≤ b j

2
c dan j ≥ 4,

2 untuk s = d j
2
e dan j ganjil,

3 untuk d j
2
e < s ≤ d j

2
e+ b j

4
c dan j ≥ 4.

Dalam bab ini, kita akan buktikan teorema berikut.

Teorema VI.3 Untuk bilangan bulat n ≥ 3,
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m3(Pn, K2×2) =


2 untuk n = 3,

3 untuk 4 ≤ n ≤ 6,

dn+1
3
e untuk n ≥ 7.

Bukti.
Dari Teorema VI.2, akan diperoleh m3(P3, K2×2) = 2. Selanjutnya, akan ditun-
jukkan bahwa 4 ≤ n ≤ 6, m3(Pn, K2×2) ≥ 3. Perhatikan G ∼= K3×2. Misalkan
G1
∼= 2K3 dan misalkan G2 adalah komplemen dari G1 relatif terhadap G. Jelas

bahwa, G1 6⊃ Pn. KarenaG2
∼= C6 makaG2 6⊃ K2×2. Jadi, m3(Pn, K2×2) ≥ 3. Selan-

jutnya, untuk n ≥ 7, misalkan t = dn+1
3
e. Akan dibuktikan bahwa m3(Pn, K2×2) ≥ t.

Perhatikan H ∼= K3×(t−1). Misalkan H1
∼= K3×(t−1), dan misalkan H2 adalah kom-

plemen dari H1 relatif terhadap H. Jelas bahwa, H2 6⊃ K2×2. Karena 3(t− 1) < n,
maka diperoleh H1 6⊃ Pn. Oleh karena itu, m3(Pn, K2×2) ≥ t untuk n ≥ 7.

Sekarang, akan ditunjukkan batas atas untuk m3(Pn, K2×2) dengan n ≥ 4. Per-
hatikan F ∼= K3×3 untuk 4 ≤ n ≤ 6, atau F ∼= K3×t untuk n ≥ 7.

x y

Case 1

a1 an-1

Case 2

Case 4

A

B

C

Case 5

x

y

a1 an-1

A

B

C

Case 3

x

y

a1 an-1

A

B

C

x
y

a1

an-1

A

B

C

x

a1

an-1

A

B

C

y

Gambar VI.4. Perhatikan lima kemungkinan posisi titik-titik ujung dari Pn−1 untuk
|X| ≤ 1.

Misalkan F1 ⊕ F2 adalah sembarang faktorisasi dari F dengan F1 6⊇ Pn. Akan
ditunjukkan bahwa F2 ⊇ K2×2. Karena Ps−1 ⊂ Ps untuk setiap bilangan asli s ≥ 2
mengakibatkan m3(Ps−1, K2×2) ≤ m3(Ps, K2×2), maka akan ditunjukkan batas atas,
asumsikan F1 ⊇ Pn−1. Jika F1 ⊇ Cn−1 maka terdapat suatu a, b ∈ (V (F )\V (Cn−1))
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sedemikian sehingga au, av, bu, bv 6∈ E(F1) untuk suatu u, v ∈ (V (Cn−1)\(Va ∪ Vb).
Akibatnya, F2 ⊇ K2×2 := aubva. Jadi, untuk selanjutnya F1 6⊇ Cn−1. Misalkan
Pn−1 := a1a2 . . . an−1. Perhatikan X = V (F )\(Va1 ∪ Van−1 ∪ V (Pn−1)). Jika |X| ≥ 2
maka terdapat dua titik c dan d di X sedemikian ca1, can−1, da1, dan−1 6∈ E(F1).
Akibatnya, F2 ⊇ K2×2 := ca1dan−1c.

Selanjut, perhatikan |X| ≤ 1. Misalkan x, y 6∈ V (Pn−1) dan misalkan A, B, dan C
adalah himpunan partit dari F . Definisikan Pl := (A(i), B(j), C(k)) adalah suatu
path dengan l titik terdiri dari i titik di A, j titik di B, dan k titik di C. Jelas
bahwa, l = i+ j+k. Perhatikan lima kemungkinan posisi titik-titik ujung dari Pn−1
yaitu a1, an−1, x, dan y di F1 (lihat Gambar. VI.4).

Kasus 1: Pn−1 := (Aa1(t− 1), Ban−1(t− 1), C(t)).
Misalkan x ∈ A dan y ∈ B. If xy 6∈ E(F1) maka F2 ⊇ K2×2 := xya1an−1x.
Sekarang, asumsikan xy ∈ E(F1). Asumsikan bahwa, untuk setiap r ∈ (1, n − 1),
tidak terdapat ar−1 ∈ C dan ar ∈ B dengan ar−1, ar ∈ V (Pn−1). Jadi, terdapat
t−1 komposisi ar−1 ∈ B dan ar ∈ C. Tetapi, karena |A| = |B| = |C| = t, terdapat
ai ∈ C, i = r − 1, dengan ar ∈ B. Kasus ini kontradiksi dengan tidak terdapat
ar−1 ∈ C dan ar ∈ B. Jadi, harus ada r ∈ (1, n− 1) sedemikian sehingga ar−1 ∈ C
dan ar ∈ B (lihat Gambar VI.5). Perhatikan dua subkasus berikut.

x y

a1

A B

an-1

1

B

t-1

C A B CA BC

2

CA B

A B C

r

ar-1

Gambar VI.5. Ilustrasi path Pn−1 untuk Kasus 1.

Subkasus 1.1. Misalkan a1ar ∈ E(F1) or an−1ar−1 ∈ E(F1). Asumsikan a1ar ∈
E(F1). Akibatnya, ar−1an−1 6∈ E(F1) (karena, jika ar−1an−1 ∈ E(F1) maka F1 ⊇
Cn−1 := a1arar+1 . . . an−1ar−1ar−2 . . . a1). Selanjutnya, jika yar−1 ∈ E(F1) maka
F1 ⊇ Pn+1 := xyar−1ar−2 . . . a1arar+1ar+2 . . . an−1. Jadi, haruslah yar−1 6∈ E(F1).
Akibatnya, F2 ⊇ K2×2 := yar−1an−1a1y (lihat Gambar VI.6 (i)).
Subkasus 1.2. Misalkan a1ar 6∈ E(F1) dan an−1ar−1 6∈ E(F1). Jika arx 6∈ E(F1) maka
F2 ⊇ arxan−1a1ar. Sebaliknya, jika arx ∈ E(F1) maka ar−1y 6∈ E(F1) (ini mengak-
ibatkan F1 ⊇ Pn+1 := a1 . . . ar−1yxar . . . an−1). Jadi, haruslah ar−1y 6∈ E(F1). Ini
mengakibatkan, F2 ⊇ ar−1ya1an−1ar−1 (lihat Gambar Vl.6 (ii)).

Kasus 2: Pn−1 := (Aa1(t− 1), Ban−1(t), C(t− 1)).
Misalkan x ∈ A dan y ∈ C. Jika xy 6∈ E(F1) maka F2 ⊇ K2×2 := xya1an−1x.
Sebaliknya, jika xy ∈ E(F1) maka dengan metode pada Kasus 1, terdapat r ∈
(1, n−1) sedemikian sehingga ar−1 ∈ B dan ar ∈ C (lihat Gambar Vl.7). Perhatikan
dua subkasus berikut.
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Gambar VI.6. (i) Ilustrasi untuk Subkasus 1.1. (ii) Ilustrasi untuk Subkasus 1.2.
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Gambar VI.7. Ilustrasi Pn−1 untuk Kasus 2.

Subkasus 2.1. Jika a1ar ∈ E(F1) maka ar−1x, ar−1y 6∈ E(F1) (karena, Jika ar−1x ∈
E(F1) maka F1 ⊇ Pn+1 := yxar−1ar−2a1arar+1 . . . an−1). Akibatnya, F2 ⊇ K2×2 :=
xar−1yan−1x (lihat Gambar Vl.8 (i)).

x y

a1
ar-1

(i)

CA

A BB C
ar an-1

x y

a1
ar-1

(ii)

A

A BB C
ar an-1

C

Gambar VI.8. (i) Ilustrasi untuk Subkasus 2.1. (ii) Ilustrasi untuk Subkasus 2.2.

Subkasus 2.2. Jika a1ar 6∈ E(F1) maka xar ∈ E(F1) (karena, jika xar 6∈ E(F1)
maka F2 ⊇ K2×2 := a1arxan−1a1) (lihat Gambar Vl.8 (ii)). Karena xar ∈ E(F1),
maka diperoleh ar−1y 6∈ E(F1) (karena, jika ar−1y ∈ E(F1) maka F1 ⊇ Pn+1 :=
a1a2 . . . ar−1yxarar+1 . . . an−1) dan ar−1x 6∈ E(F1) (karena, jika ar−1x ∈ E(F1)
maka F1 ⊇ Pn := a1a2 . . . ar−1xarar+1 . . . an−1). Ini mengakibatkan, F2 ⊇ K2×2 :=
xar−1yan−1x.

Kasus 3: Pn−1 := (Aa1(t− 2), B(t), C(t)) dengan an−1 6∈ A.
Misalkan an−1 ∈ B, maka perhatikan dua kemungkinan berikut. Dengan metoda
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Gambar VI.9. Ilustrasi dari path Pn−1 untuk Kasus 3.

dari Kasus 1, terdapat r ∈ (2, n − 2) sedemikian sehingga ar−1 ∈ B dan ar ∈ C
(lihat Gambar VI.9). Perhatikan dua subkasus berikut.

Subkasus 3.1. Jika a1ar ∈ E(F1) maka F1 ⊇ Pn−1 := ar−1 . . . a1ar . . . an−1. Aki-
batnya, ar−1 dan an−1 tidak bertetangga x dan y (lihat Gambar V.10 (i)). Jadi,
F2 ⊇ K2×2 := xar−1yan−1x.

x y

a1
ar-1

(i)

AA

A BB C
ar an-1

x y

a1
ar-1

(ii)

A

A BB C
ar an-1

A

Gambar VI.10. (i) Ilustrasi untuk Subkasus 3.1. (ii) Ilustrasi untuk Subkasus 3.2.

Subkasus 3.2. Jika a1ar 6∈ E(F1), maka xar ∈ E(F1) (karena, jika xar 6∈ E(F1)
maka F2 ⊇ K2×2 := xara1an−1x). Selanjutnya, jika ar−1y ∈ E(F1) maka F1 ⊇
Pn−1 := a1 . . . aryar−1 . . . an−1. Jadi, haruslah ar−1y 6∈ E(F1) (lihat Gambar V.10
(ii)). Akibatnya, F2 ⊇ K2×2 := xar−1yan−1x.

Kasus 4: Pn−1 := (Aa1(t− 2), B(t), C(t)) dengan an−1 ∈ A.
Misalkan ar−1, ar 6∈ A dengan r ∈ (1, n− 2). Perhatikan dua subkasus.

Subkasus 4.1. Misalkan a1an−2 ∈ E(F1) or a2an−1 ∈ E(F1). Asumsi a1an−2 ∈ E(F1),
maka ar−1z, arz 6∈ E(F1) dengan z ∈ {x, y} (karena, jika ar−1z ∈ E(F1) atau
arz ∈ E(F1), maka F1 ⊇ Pn−1 := zar−1ar−2 . . . a1an−2an−3 . . . ar atau F1 ⊇ Pn−1 :=
zarar+1 . . . an−2a1a2 . . . ar−1. Karena ar−1, ar 6∈ A dan x, y, an−1 ∈ A, dari Kasus 3,
F2 ⊇ K2×2). Akibatnya, F2 ⊇ K2×2 := ar−1xaryar−1 (lihat Gambar VI.11 (i)).

Subkasus 4.2. Misalkan a1an−2 6∈ E(F1) dan a2an−1 6∈ E(F1), lihat Gambar. VI.11
(ii). Karena F1 6⊇ Pn, maka haruslah ar−1x 6∈ E(F1) atau arx 6∈ E(F1), dan ar−1y 6∈
E(F1) atau ary 6∈ E(F1). Jika ar−1x, arx, ar−1y, ary 6∈ E(F1) maka F2 ⊇ K2×2 :=
ar−1xaryar−1. Sekarang, asumsikan ar−1x ∈ E(F1) maka xar 6∈ E(F1). Akibatnya,
xan−2 ∈ E(F1) (karena, jika xan−2 6∈ E(F1), maka F2 ⊇ K2×2 := arxan−2a1ar).
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Gambar VI.11. (i) Ilustrasi untuk Subkasus 4.1. (ii) Ilustrasi untuk Subkasus 4.2.

Sebaliknya, jika xan−2 ∈ E(F1), maka F1 ⊇ Pn−1 := arar+1 . . . an−2xar−1ar−2 . . . a1.
Karena ar 6∈ A dan y, a1, an−1 ∈ A, dari Kasus 3, F2 ⊇ K2×2 (lihat Gambar. VI.10
(ii)).

Kasus 5: Pn−1 := (Aa1(t− 1), B(t), C(t)) dengan an−1 ∈ A.
Misalkan x ∈ A dan y ∈ B, dan perhatikan ar−1, ar 6∈ A dengan r ∈ (1, n − 2).
Jika a1ar ∈ E(F1), maka F1 ⊇ Pn−1 := ar−1ar−2 . . . a1arar+1 . . . an−1. Akibat-
nya, jika ar−1 ∈ B, maka dengan Kasus 1, F2 ⊇ K2×2 (karena x, a1 ∈ A dan
ar−1, y ∈ B) atau, jika ar−1 ∈ C maka dengan Kasus 2, F2 ⊇ K2×2 (karena
x, a1 ∈ A, y ∈ B, dan ar−1 ∈ C). Jadi, haruslah a1ar 6∈ E(F1). Dengan argu-
men ini, juga diperoleh ar−1an−1 6∈ E(F1). Selanjutnya, jika aran−1 6∈ E(F1) maka
F2 ⊇ K2×2 := ya1aran−1y. Jadi, haruslah aran−1 ∈ E(F1). Perhatikan dua subkasus
berikut..

(i) (ii)
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A
ar-1 ar
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Gambar VI.12. (i) Ilustrasi untuk Subkasus 5.1. (ii) Ilustrasi untuk Subkasus 5.2.

Subkasus 5.1. Jika ar+1 6∈ A, maka F1 ⊇ Pn−1 := ar+1ar+2 . . . arar−1 . . . a1. Akibat-
nya, dengan argumen yang sama, F2 ⊇ K2×2 (lihat Gambar V.12 (i)).

Subkasus 5.2. Jika ar+1 ∈ A, maka ar−1ar+1 6∈ E(F1) (karena, jika ar−1ar+1 ∈ E(F1),
maka F1 ⊇ Pn−1 := a1a2 . . . ar−1ar+1ar+2 . . . an−1ar. Dengan argumen yang sama,
F2 ⊇ K2×2). Selanjutnya, jika yar+1 ∈ E(F1), maka F1 ⊇ Pn−1 := yar+1ar+2 . . . an−1ar
ar−1 . . . a1. Akibatnya, terdapat ai, aj ∈ (V (F )\(Vy ∪ Va1) sedemikian sehingga
F2 ⊇ K2×2 := xaiyajx, i, j ∈ (2, n − 2). Sebaliknya, jika yar+1 6∈ E(F1) maka
F2 ⊇ K2×2 := yar+1ar−1an−1y (lihat Gambar Vl.12 (ii)). 2
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Bab VII Batas Bawah Bilangan Ramsey

Multipartit Ukuran mj(Pn, Kj×b)

VII.1 Survey Literatur

Hattingh dan Henning [31] menemukan nilai eksak dari bilangan Ramsey bipartit
b(Pm, K1,n). Untuk kasus k = 2, dengan G1 dan G2 adalah graf multipartit lengkap
seimbang, bilangan-bilangan asli dapat ditemukan pada hasil yang diperoleh Burger
dan van Vuuren [4]. Gyárfás dkk. [26] mengkaji bilangan ramsey multipartit untuk
cycles ganjil. Syafrizal dkk. [47] menemukan nilai eksak dari mj(Ps, G), dimana
G adalah wheel, star, fan, atau windmill untuk j ≥ 3 dan s = 2, 3. Lebih lanjut,
Syafrizal [49] menentukan mj(C3, Pn) untuk j ≥ 3 dan n ≥ 2, dan m2(C4, Pn)
untuk n ≥ 4. Kemudian, Syafrizal [50] memperoleh mj(P3, Ks×2) untuk bilangan
asli j, s ≥ 2. Tujuan pada bab ini adalah untuk mendapatkan batas bawah untuk
bilangan Ramsey multipartit ukuran mj(Pn, Kj×b).

VII.2 Graf Lintasan versus Graf Kj×b

Akan dibuktikan teorema berikut.

Teorema VII.1 Untuk bilangan asli j, n ≥ 3 dan b ≥ 2,

mj(Pn, Kj×b) ≥


(n− 1)b, jika 3 ≤ n ≤ j,

jb, jika j < n < jb,

(j − 1)bn−2
2
c+ b, jika n ≥ jb.

Bukti.
Perhatikan tiga kasus berikut.

Kasus 1. Untuk 3 ≤ n ≤ j.
Misalkan r = (n− 1)b. Perhatikan Kj×(r−1) = G1 ⊕G2

dimana G1
∼= H1 ∪ H2 dengan H1

∼= (r − 1)Kn−1 dan H2
∼= (r − 1)(j − n + 1)K1

(lihat Gambar VlI.1).

Perhatikan G1[H1]. Karena |V (Kn−1)| < n, jelas bahwa G1 6⊇ Pn. Sekarang, per-
hatikan G2[H1]. Jadi, G2[H1] 6⊇ K(n−1)×b karena r−1

n−1 < b. Akibatnya, G2 6⊇ Kj×b.
Oleh karena itu, mj(Pn, Kj×b) ≥ (n− 1)b.

Kasus 2. For j < n < jb.
Perhatikan Kj×(jb−1) = G1 ⊕ G2 dengan G1

∼= (jb − 1)Kj (lihat Gambar VIl.2).
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Gambar VII.1. mj(Pn, Kj×b) > r − 1.

Karena j < n, jelas bahwa G1 6⊇ Pn. Untuk setiap x ∈ Vi, 1 ≤ i ≤ j − 1,
|N(x)| = j−1 diG1. Jadi, untuk setiap b titik di Vi mengakibatkan |N(Vi)| = (j−1)b
in G1.
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Gambar VII.2. mj(Pn, Kj×b) > jb− 1.

Akibatnya, |V (G1)\(∪j−1i=1N(Vi))| = b − 1. Jadi, G2 6⊇ Kj×b. Oleh karena itu,
mj(Pn, Kj×b) ≥ jb.

Kasus 3. Untuk n ≥ jb.
Misalkan t = (j − 1)bn−2

2
c + b. Perhatikan G ∼= Kj×(t−1) (lihat Gambar VIl.3).

Misalkan V1 = X1∪Y1, V2 = X2∪Y2, · · · , Vj−1 = Xj−1∪Yj−1, dan Vj = Z1∪ · · · ∪
Zj−1 ∪ Yj adalah himpunan partit dari G dengan |Xi| = (j − 1)bn−2

2
c, |Yj| = |Yi| =

b− 1, dan |Zi| = bn−22 c untuk setiap i ∈ {1, . . . , j − 1}.

Misalkan G1
∼= (j − 1)K|Xi|,|Zi| ∪Kj×(b−1) adalah subgraf dari G dengan Kj×(b−1) =

G1[Yj ∪j−1i=1 Yi]. Karena j(b − 1) < n dan 2|Zi| + 1 < n untuk setiap i, jelas bahwa
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Gambar VII.3. mj(Pn, Kj×b) > t− 1.

G1 6⊇ Pn. Selanjutnya, misalkan G2 adalah komplemen dari G1 relatif terhadap G.
Karena K|Xi|,|Zi| adalah graf bipartit lengkap dan |Yj| = |Yi| = b−1 < b, jelas bahwa
G2 6⊇ Kj×b. Oleh karena itu, mj(Pn, Kj×b) ≥ t. 2

Khususnya untuk j = 3, bilangan Ramsey multipartit ukuran m3(Pn, K3×2) dengan
3 ≤ n ≤ 5, akan diberikan dalam teorema berikut.

Teorema VII.2

m3(Pn, K3×2) =

{
4, if n = 3,
6, if n = 4 atau 5.

Bukti. Misalkan A,B, dan C adalah himpunan-himpunan partit dari F ∼= K3×4
untuk n = 3 (atau F ∼= K3×6 untuk n = 4 atau 5). Kita perhatikan dua kasus
berikut.

Kasus 1. Untuk n = 3.
Dari Teorema VI.1, diperoleh m3(P3, K3×2) ≥ 4.

Untuk menunjukkan m3(P3, K3×2) ≤ 4, perhatikan F ∼= K3×4. Misalkan F1 ⊕ F2

adalah sembarang faktorisasi dari F sedemikian sehingga F1 tidak memuat P3. Akan
ditunjukkan bahwa F2 memuat K3×2. Karena F1 tidak mempunyai P3, maka F1

harus memuat matching dengan paling banyak enam sisi. Asumsikan bahwa jumlah
sisi matching yang terbanyak di F1 adalah yang terletak di himpunan A dan B.
Sekarang, ambil sembarang dua titik di A, sebut a1, a2, mempunyai tetangga di
B. Ambil dua titi di B, sebut b1 dan b1, yang mana tidak bertetangga ke a1 atau
a2. Akhirnya, ambil dua titik di C, sebut c1 dan c2 (selalu mungkin), yang mana
tidak bertetangga ke a1, a2, b1 dan b2. Oleh karena itu, himpunan titik-titik ini
{a1, a2, b1, b2, c1, c2} akan menginduksi suatu K3×2 di F2, lihat Gambar VlI.4. Oleh
karena itu, m3(P3, K3×2) ≤ 4.

Kasus 2. Untuk 4 ≤ n ≤ 5.
Dari Teorema VI.1, diperoleh m3(Pn, K3×2) ≥ 6.

Untuk menunjukkan bahwa m3(Pn, K3×2) ≤ 6, perhatikan F ∼= K3×6. Misalkan
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Gambar VII.4. Ilustrasi untuk Kasus 1. n = 3.

F1⊕F2 adalah sembarang faktorisasi dari F dengan F1 6⊃ Pn. Akan tunjukkan bahwa
F2 ⊇ K3×2. Misalkan a1, a2 ∈ A dengan d(a1) = δ(F1) dan d(a2) = δ(F1[A]\{a1}).
Jadi, δ(F1) ≤ 2 karena F1 6⊇ Pn. Jadi, d(a1) ≤ 2 dan d(a2) ≤ 2, lihat Gambar

a1
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C

(i) (ii)
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Gambar VII.5. Illustration for Case 2. n = 4 or 5.

VlI.5. Misalkan N1 adalah himpunan titik yang bertetangga ke a1 dan a2 di F1.
Perhatikan X = V (F1)\(A∪N1). Jadi, |X| ≥ 7. Karena jumlah titik-titik di setiap
himpunan partit adalah lima titik, jelas bahwa terdapat paling sedikit dua titik,
sebut titik b1 dan titik b2 di B. Selanjutnya, misalkan N2 adalah himpunan titik
yang bertetangga ke b1 dan b2 di F1[X]. Akibatnya, terdapat paling sedikit dua
titik, sebut titik c1 dan titik c2, di (C\N2). Semua titik ini yaitu a1, a2, b1, b2, c1, dan
c2 akan membentuk K3×2 in F2. Oleh karena itu, m3(Pn, K3×2) ≤ 6. 2
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Bab VIII Bilangan Ramsey Bipartit Ukuran

m2(Pn, Ts)

VIII.1 Survey Literatur

Dalam [31], Hattingh dan Henning mengkaji teori Ramsey bipartit. Diberikan dua
grapf G1 dan G2, bilangan Ramsey bipartit ukuran m2(G1, G2) adalah bilangan asli
terkecil t sedemikian sehingga untuk sembarang pewarnaan dengan warna merah
dan biru pada semua sisi dari K2×t mengakibatkan G1 merah atau G2 biru sebagai
subgraf. Ekivalen dengan, untuk dua graf G1 dan G2, bilangan Ramsey bipar-
tit ukuran m2(G1, G2) adalah bilangan bulat positif terkecil t sedemikian sehingga
sebarang faktorisasi dari graf K2×t := F1 ⊕ F2 memenuhi kondisi salah satu dari
berikut, yaitu: F1 memuat G1 sebagai subgraf atau F2 memuat G2 sebagai subgraf.

Masih sedikit hasil yang telah ditemukan untuk bilangan Ramsey bipartit ukuran.
Untuk j = 2, Gyárfás dan Lehel [27], serta Faudree dan Schelp [20] telah memperoleh
nilai eksak m2(Ps, Pt). Hattingh dan Henning [32] menentukan nilai eksak dari
m2(Pn, K1,s).

Untuk semua j ≥ 1, Day et al. [13] dan, Burger dan van Vuuren [4] juga memperoleh
nilai eksak dari mj(K2×2, H) dimana H ∼= K2×2 atau K3×1. Selanjutnya, Syafrizal
dkk. [46, 47, 48] memperoleh nilai eksak dari mj(Ps, G) dimana s = 2, 3 dan G
adalah suatu path Pn, suatu cycle Cn, suatu wheel Wn, suatu star Sn atau suatu fan
Fn.

Syafrizal dan Baskoro [52] mengkaji bilangan Ramsey untuk graf multipartit se-
imbang, dan menentukan batas bawah untuk bilangan Ramsey multiparti ukuran
mj(Pn, Kjxb).

Untuk membuktikan hasil utama pada bab ini, digunakan lema berikut.

Lema VIII.1 [48] Misalkan G ∼= K2×n adalah graf bipartit dengan n ≥ 2. Misalkan
G = G1 ⊕G2 dengan G1 terdiri dari paling sedikit tiga komponen. Jika G1 memuat
komponen terbesar H dimana |H| ≤ |G\H| maka G2 memuat suatu path dengan
2n titik.

VIII.2 Graf Lintasan versus Graf Pohon

Tujuan kajian pada bab ini adalah menentukan bilangan Ramsey bipartit untuk
kombinasi dari sembarang path Pn dan tree Ts untuk bilangan-bilangan asli n, s ≥ 2.

Teorema VIII.1 Untuk bilangan-bilangan asli n, s ≥ 2,
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m2(Pn, Ts) =



dn+1
2
e untuk n ≥ 10, s = 4,

dn
2
e untuk (n ≥ 3, s ≤ 3) atau (n ≥ 9, 4 < s ≤ dn

2
e),

s untuk (dn
2
e < s < n < 2s) atau (s = n ganjil),

s− 1 untuk s = n genap,
n+ bn

2
c − 1 untuk s = 2n,

d s
2
e+ n

2
− 1 untuk n < s, n genap,

d s
2
e+ dn

2
e − 2 untuk n < s, n ganjil.

Bukti. Kita perhatikan tujuh kemungkinan.
Kasus 1.
Hatting dan Henning [32] menemukan nilai eksak bipartit ukuran m2(Pn, T4) dengan
n ≥ 10.

Kasus 2. (n ≥ 3, s ≤ 3) atau (n ≥ 9, 4 < s ≤ dn
2
e).

Untuk n ≥ 3 dan s ≤ 3, diperoleh nilai dari m2(Pn, Ts) telah ditemukan oleh
Syafrizal dkk. di [46].

Selanjutnya, untuk n ≥ 9 dan 4 < s ≤ dn
2
e, perhatikan F2

∼= K2×(dn
2
e−1). Jika semua

sisi dari F2 diberi warna merah, maka F2 memuat salah satu dari berikut yaitu path
Pn merah atau tree Ts biru, karena 2(dn

2
e − 1) < n. Jadi m2(Pn, Ts) ≥ dn2 e.

Sekarang, akan dibuktikan bahwa m2(Pn, Ts) ≤ dn2 e. Perhatikan bahwa F ∼= K2×dn
2
e.

Misalkan F = Fr ⊕ Fb adalah sembarang faktorisasi dari F sedemikian sehingga
Fr 6⊇ Ts. Jadi, Fr terdiri dari paling sedikit tiga komponen. Selanjutnya, komponen
terbesar merah H yaitu Fr yang memenuhi |H| ≤ |F \H|. Dari Lema 1, F memuat
path yang melalui semua titik di Fb. Oleh karena itu, m2(Pn, Ts) ≤ dn2 e.

Kasus 3. (dn
2
e < s < n < 2s) atau (s = n ganjil).

Perhatikan F3
∼= K2×(s−1). Misalkan F3 = G3 ⊕ H3 dengan G3

∼= 2K2×b s−1
2
c untuk

n ≥ 3. Karena 2b s−1
2
c < s maka G3 6⊇ Ts dan H3 6⊇ Pn. Ini mengakibatkan,

m2(Pn, Ts) ≥ s.

Sekarang, akan dibuktikan bahwa m2(Pn, Ts) ≤ s. Perhatikan bahwa F ∼= K2×s.
Misalkan F = Fr ⊕ Fb adalah sembarang faktorisasi dari F sedemikian sehingga
Fr 6⊇ Ts. Jadi, komponen terbesar di Fr berorder s− 1. Jadi, Fr terdiri dari paling
sedikit tiga komponen, dan dengan Lema 1, diperoleh path biru melalui semua titik
di Fb. Karena |F | = 2s > n, maka diperoleh path biru Pn. Oleh karena itu,
m2(Pn, Ts) ≤ s.

Untuk Kasus 4, Kasus 5, Kasus 6, dan Kasus 7, jika F terdiri dari paling sedikit tiga
komponen merah dengan komponen merah terbesar R memenuhi |R| ≤ |F\R|, maka
dengan Lema IX.1, dipunyai path Pn. Jadi, cukup perhatikan bahwa Fr terdiri dari
hanya dua komponen merah. Karena Fr hanya terdiri dari dua komponen merah,
maka boleh diasumsikan bahwa V (Fr) = R1 ∪R2 dengan R1 ∩R2 = ∅.
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Kasus 4. s = n genap.
Perhatikan F4

∼= K2×(s−2). Misalkan F4 = G4 ⊕ H4 dengan G4
∼= 2K2× s−2

2
. Jadi

G4 6⊇ Ts dan H4 6⊇ Pn. Oleh karena itu, m2(Pn, Ts) ≥ s− 1.

Sekarang, akan dibuktikan bahwa m2(Pn, Ts) ≤ s − 1. Perhatikan F ∼= K2×(s−1).
Misalkan F = Fr ⊕ Fb sembarang faktorisasi dari F sedemikian sehingga Fr 6⊇ Ts.
Jelas bahwa, |Fr| = |Fb| = s − 1. Misalkan x1 = |V1 ∩ R1| ≥ |V1 ∩ R2| dan
x2 = |V2 ∩ R2| ≥ |V2 ∩ R1|. Karena x = min{x1, x2} dan x ≥ 2d s−1

2
e = s maka

dapat dikontruksi suatu path biru dengan 2x titik. Jadi, F memuat path biru dengan
s titik. Oleh karena itu, m2(Pn, Ts) ≤ s− 1.

Kasus 5. s = 2n.
Misalkan t = n + bn

2
c − 1. Perhatikan F5

∼= K2×(t−1). Misalkan F5 = G5 ⊕ H5

dengan G5
∼= K2×(n−1) ∪ K2×(t−n). Jadi G5 6⊇ Ts dan H5 6⊇ Pn. Oleh karena itu,

m2(Pn, Ts) ≥ t.

Sekarang, akan dibuktikan bahwa m2(Pn, Ts) ≤ t. Perhatikan F ∼= K2×t. Misalkan
bahwa F = Fr ⊕ Fb sembarang faktorisasi dari F sedemikian sehingga Fr 6⊇ Ts.
Misalkan bahwa y1 = |V1 ∩ R1| ≥ |V1 ∩ R2| dan y2 = |V2 ∩ R2| ≥ |V2 ∩ R1|. Karena
y = min{y1, y2} and y1 6= y2 then we can construct a blue path on 2y + 1 vertices.
Since |Fr| ≤ s− 1 then y ≥ t− (n− 1) = bn

2
c. Jadi, F memuat path Pn blue dengan

paling sedikit n titik. Oleh karena itu, m2(Pn, Ts) ≤ t.

Kasus 6. n < s, n genap.
Perhatikan F6

∼= K2×(d s
2
e+n

2
−2). Misalkan F6 = G6 ⊕H6 dengan G6

∼= K2×(d s
2
e−1) ∪

K2×(n
2
−1). Jadi, F6 tidak memuat tree Ts merah maupun path Pn biru. Oleh karena

itu, m2(Pn, Ts) ≥ d s2e+ n
2
− 1.

Sekarang, akan dibuktikan bahwa m2(Pn, Ts) ≤ d s2e + n
2
− 1. Perhatikan bahwa

F ∼= K2×(d s
2
e+n

2
−1). Misalkan F = Fr ⊕ Fb sembarang faktorisasi dari F sedemikian

sehingga Fr 6⊇ Ts. Misalkan z1 = |V1∩R1| ≥ |V1∩R2| dan z2 = |V2∩R2| ≥ |V2∩R1|.
Karena z = min{z1, z2} dan z1 6= z2,maka dapat dikonstruksi suatu path biru dengan
2z + 1 titik. Karena |Fr| ≤ s− 1 maka z ≥ n

2
. Jadi, F path biru Pn dengan paling

sedikit n titik. Oleh karena itu, m2(Pn, Ts) ≤ d s2e+ n
2
− 1.

Kasus 7. n < s, n ganjil.

Perhatikan bahwa F7
∼= K2×(d s

2
e+dn

2
e−3). Misalkan F7 = G7 ⊕ H7 with G7

∼=
K2×(d s

2
e−1) ∪ K2×(dn

2
e−2). Jelas bahwa, F7 tidak memuat tree merah Ts maupun

Pn. Oleh karena itu, m2(Pn, Ts) ≥ d s2e+ dn
2
e − 2.

Sekarang, akan dibuktikan bahwa m2(Pn, Ts) ≤ d s2e + dn
2
e − 2. Consider F ∼=

K2×(d s
2
e+dn

2
e−2). Misalkan F = Fr⊕Fb adalah sebarang faktorisasi dari F sedemikian

sehingga Fr 6⊇ Ts. w1 = |V1∩R1| ≥ |V1∩R2| dan w2 = |V2∩R2| ≥ |V2∩R1|. Karena
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w = min{w1, w2} dan w1 6= w2, maka dapat dikonstruksi path biru Pn dengan
n = 2w + 1 titik. Karena |Fr| ≤ s − 1 maka w ≥ dn

2
e − 1. Jadi, F path biru Pn

dengan paling sedikit n titik. Oleh karena itu, m2(Pn, Ts) ≤ d s2e+ dn
2
e − 2. 2
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Bab IX Bilangan Ramsey Multipartit Ukuran

m2(P4, K1,n)

IX.1 Survey Literatur

Eksistensi dari semua bilangan mj(G1, G2, · · · , Gk) untuk j = 2 dijamin oleh of
Erdös dan Rado [15], dan untuk G1, G2 graf multipartit seimbang lengkap dan k = 2
dijamin oleh Burger dan van Vuuren [4]. Nilai eksak bilangan Ramsey bipartit
b(Ps, Pt) = m2(Ps, Pt) dari dua path diperoleh dari kasus khusus yang ditemukan
oleh Gyárfás dan Lehel [27], dan Faudree dan Schelp [20]. Selanjutnya, Hattingh
dan Henning [32] menentukan nilai eksak dari bilangan Ramsey bipartit b(Pm, K1,n).

Syafrizal Sy [53] telah memperoleh bilangan Ramsey bipartit untuk kombinasi dari
sembarang path Pn dan tree Ts untuk bilangan bulat positif n, s ≥ 2.

Teorema IX.1 Untuk bilangan bulat n, s ≥ 2,

m2(Pn, Ts) =



dn+1
2
e untuk n ≥ 10, s = 4,

dn
2
e untuk (n ≥ 3, s ≤ 3) atau (n ≥ 9, 4 < s ≤ dn

2
e),

s untuk (dn
2
e < s < n < 2s) atau (s = n ganjil ),

s− 1 untuk s = n genap,
n+ bn

2
c − 1 untuk s = 2n,

d s
2
e+ n

2
− 1 untuk n < s, n genap,

d s
2
e+ dn

2
e − 2 untuk n < s, n ganjil.

IX.2 Graf Lintasan versus Graf Bintang

Dalam tulisan ini, akan ditentukan nilai eksak dari bilangan Ramsey multipartit
ukuran mj(Ps, K1,n) untuk kombinasi path versus star dengan n ≥ 2. Akan dibuk-
tikan teorema berikut.

Teorema IX.2 Jika n ≥ 3 maka m2(P4, K1,n) = n+ 1.

Bukti.
Perhatikan faktorisasi berikut K2×n = F1 ⊕ F2 dimana F1 adalah suatu matching
lengkap dan F2 adalah komplemen dari F1 relatif terhadap K2×n. Jelas bahwa,
F1 6⊃ P4 dan F2 6⊃ K1,n. Jadi, m2(P4, K1,n) ≥ n+ 1.

Sekarang, misalkan K2×(n+1) = F1 ⊕ F2 adalah sembarang faktorisasi K2×(n+1) dan
misalkan bahwa F2 6⊃ K1,n. Jadi,4(F2) ≤ n−1, dan jadi δ(F1) ≥ n+1−(n−1) = 2.
Karena paling sedikit derajat terkecil adalah 2 di F1 maka terdapat dua titik, sebut
x dan y, dari himpunan partit yang sama sedemikian sehingga N(x)∩N(y) 6= Ø di
F1. Ini mengakibatkan bahwa P4 ⊂ F1. Oleh karena itu, m2(P4, K1,n) ≤ n+ 1. 2
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Teorema IX.3 Jika n ≥ 2 maka m3(Ps, K1,n) = bn+3
2
c for s = 3, 4, 5. Selain itu,

Jika n 6= 8 + 10k, k ∈ Z+, maka m3(P6, K1,n) = bn+3
2
c.

Bukti.
MIsalkan t = bn+3

2
c. Perhatikan suatu faktorisasi dari K3×(t−1) = F1 ⊕ F2 dimana

F1 adalah suatu graf terdiri dari (t − 1) titik C3 yang saling lepas dan F2 adalah
komplemen dari F1 relatif terhadap K3×(t−1). Maka, F1 6⊃ P4 dan F2 6⊃ K1,n. Jadi,
m3(P4, K1,n) ≥ t.

Sekarang, misalkan K3×(n+1) = F1 ⊕ F2 adalah suatu faktorisasi dari K3×t dan
misalkan bahwa F2 6⊃ K1,n. Jadi, 4(F2) ≤ n − 1, dan jadi δ(F1) ≥ 2t − (n − 1).
Jika n genap, maka δ(F1) ≥ 3 dan yang lainnya δ(F1) ≥ 4.

Misalkan n adalah genap. Maka derajat minimum dari F1 is δ(F1) ≥ 3 maka sem-
barang komponen terhubung dari F1 harus berderajat δ(F1) ≥ 5. Hanya komponen
berorder 5 akan terbentuk dari 1, 2, 2 berturut-tuirut dari tiga himpunan partit. Jika
n = 8 + 10k untuk suatu bilangan asli k, maka F1 dapat disusun dengan komopen
berorder setiap 5, dan jadi F1 ⊃ Ps, dimana s=3, 4 dan 5. Jika n 6= 8+10k, k ∈ Z+,
maka satu dari komponennya akan berorder minimal 6. Jadi, F1 akan memuat Ps
diman s=3,4,5 dan 6. Oleh karena itu, m3(P4, K1,n) ≤ t. 2

Teorema IX.4 Untuk bilangan bulat positif n, m2(P2, K1,n) = n.

Bukti.
Untuk n = 1, jelas bahwa m2(P2, K1,1) ≥ 1. Selanjutnya, misalkan F1 ⊕ F2 adalah
faktorisasi dari K2×1 sedemikian sehingga K2×1 6⊇ P2. Karena F2

∼= K2×1 maka
m2(K1,1, P2) ≤ 1. Oleh karena itu, m2(K1,1, P2) = 1.

Pertama-tama akan tunjukkan bahwa m2(P2, K1,n) > n−1 untuk n ≥ 2. Perhatikan
suatu faktorisasi K2×(n−1) ∼= G = G1 ×G2 dimana G1 adalah suatu K2×(n−1). Jelas
bahwa G1 tidak memuat K1,n dan G2 6⊇ P2. Oleh karena itu m2(K1,n, P2) ≥ n.

Untuk menunjukkan bahwa m2(P2, K1,n) ≤ n. Misalkan F1 ⊕ F2 adalah sembarang
faktorisasi dari F = K2×n sedemikian sehingga F1 6⊇ P2. Karena setiap himpunan
partit dari F terdiri dari n titik, maka F2 ⊇ K1,n. Memuat m2(K1,n, P2) ≤ n. 2

Untuk sembarang integer t, jelas bahwa K2×t tidak memuat Km untuk m ≥ 3. Jadi,
m2(G,Km) = ∞ untuk sembarang graf G. Oleh karena itu m2(K1,n, Km) = ∞
untuk sembarang n ≥ 2 dan m ≥ 3. Teorema berikut memberikan nilai eksak dari
m3(K1,3, Pl) untuk l ≥ 2.

Teorema IX.5 Untuk sembarang bilangan bulat positif l,

m3(K1,3, Pl) =


2 untuk 1 ≤ l ≤ 3,
3 untuk 4 ≤ l ≤ 9,
d l
3
e untuk l ≥ 10.
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Bukti.
Kasus 1. Untuk 1 ≤ l ≤ 3.
Pertama-tama kita tunjukkan bahwam3(K1,3, Pl) ≥ 2. Perhatikan faktorisasiK3×1 :=
G1 ⊕ G2 dengan G1 adalah suatu graf lingkran C3. Jelas bahwa, G1 6⊇ K1,3 dan
G2 6⊇ Pl. Jadi, m3(K1,3, Pl) ≥ 2 untuk semua 1 ≤ l ≤ 3.

Sekarang, akan ditunjukkan m3(K1,3, Pl) ≤ 2. Misalkan F1 ⊕ F2 adalah sebarang
faktorisasi F = K3×2, dan misalkan F1 tidak memuat K1,3. Jadi, ∆(F1) ≤ 2.
Akibatnya δ(F2) ≥ 4−2 = 2. Ini mengakibatkan, setiap titik x ∈ V (F1) bertetangga
ke paling banyak dua titik di F1. Jadi, F2 ⊇ Pl. Oleh karena itu, m3(K1,3, Pl) ≤ 2
untuk 2 ≤ l ≤ 3.

Kasus 2. Untuk 4 ≤ l ≤ 9.
Untuk 4 ≤ l ≤ 9, pertama akan ditunjukkan bahwa m3(K1,3, Pl) ≥ 3. Perhatikan
faktorisasi K3×2 := G1 ⊕ G2 dengan G1 adalah suatu graf lingkaran C6. Jadi,
G1 6⊇ K1,3. Dari Kasus 1, G2 6⊇ Pl untuk l ≥ 4. Oleh karena itu, m3(K1,3, Pl) ≥ 3
untuk 4 ≤ l ≤ 9.

Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa m3(K1,3, Pl) ≤ 3 untuk 4 ≤ l ≤ 9. Misalkan
F1⊕F2 adalah sebarang faktorisasi dari K3×3 sedemikian sehingga F1 tidak memuat
K1,3. Karena ∆(F1) ≤ 2, akibatnya δ(F2) ≥ 4. Ini mengakibatkan, setiap titik
x ∈ V (F1) bertetangga ke paling banyak dua titik di F1. Jadi, F2 ⊇ Pl. Oleh karena
itu, m3(K1,3, Pl) ≤ 3 untuk 4 ≤ l ≤ 9.

Kasus 3. Untuk l ≥ 10.
Misalkan t = d l

2
e. Akan ditunjukkan bahwa m3(K1,3, Pl) ≥ t untuk l ≥ 10. Per-

hatikan faktorisasi K3×(t−1) := G1 ⊕ G2 dengan G1 adalah suatu graf lingkaran
C3(t−1). Jelas bahwa G1 6⊇ K1,3. Karena 3(d l

3
e − 1) < l maka G2 6⊇ Pl untuk l ≥ 10.

Jadi, m3(K1,3, Pl) > t− 1. Oleh karena itu, m3(K1,3, Pl) ≥ t untuk l ≥ 10.

Akan ditunjukkan batas atas dari m3(K1,3, Pl) adalah t = d l
3
e. Misalkan F1 ⊕ F2

adalah faktorisasi dari K3×t sedemikian sehingga F1 tidak memuat K1,3. Akan di-
tunjukkan bahwa F2 memuat Pl. Misalkan A = {a1, a2, . . . , at}, B = {b1, b2, . . . , bt},
dan misalkan C = {c1, c2, . . . , ct} adalah himpunan-himpunan partit K3×t. Karena
F1 tidak memuat K1,3, maka tanpa mengurangi perumuman, diasumsikan bahwa
F1 memuat graf lingkaran C3t := a1b1c1a2b2c2 . . . atbtct. Jadi, dipunyai suatu graf
lintasan

Pn := a1c1b2a3c3b4a5c5b1a2c2b3 . . . at−1ct−1bt

in F2. Oleh karena itu, m3(K1,3, Pl) ≤ d s3e untuk l ≥ 10.2

Akibat berikut sebagai implikasi dari teorema di atas

Akibat IX.1 Untuk bilangan-bilangan bulat positif l ≥ 4, m3(K1,3, Cl) = d l
3
e.

Bukti.
Misalkan aPc adalah graf lintasan yang diperoleh di F2 dari bukti Teorema 1. Graf
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lintasan ini terdiri dari paling sedikit l titik. Karena ab adalah sisi di E(F2), maka
dengan menghubungkan dua titik a dan b, diperoleh graf lingkaran Cl di F2 dengan
paling sedikit l titik.2
Untuk j = 2 dan n = 1, jelas bahwa mj(K1,(j−1)n, P2n−1) = 1. Teorema berikut
memberikan nilak eksak bilangan Ramsey multipartit untuk kombinasi graf bintang
dan graf lintasan dengan j, n ≥ 2. 2

Teorema IX.6 Untuk bilangan-bilangan bulat positif j, n ≥ 2,

mj(K1,(j−1)n, P2n−1) =

{
3 untuk 2 ≤ j ≤ 3 dan n = 2,
n untuk j ≥ 2 dan n ≥ 3.

Bukti.
Kasus 1. Untuk 2 ≤ j ≤ 3 dan n = 2.
Pertama-tama akan ditunjukkan m2(K1,(j−1)2, P3) ≥ 3. Misalkan G1 ⊕ G2 adalah
faktorisasi dari K2×2 sedemikian sehingga G1 adalah matching sempurna. Jelas
bahwa G1 6⊇ K1,(j−1)2 dan G2 6⊇ P3. Oleh karena itu, m2(K1,(j−1)2, P3) ≥ 3.

Untuk menunjukkan bahwa m2(K1,(j−1)2, P3) ≤ 3. Misalkan F1 ⊕ F2 adalah sem-
barang faktorisasi dari Kj×3 sedemikian sehingga F1 ⊕ P3. Karena δ(F2) ≥ 2 maka
F2 ⊇ K1,(j−1)2. Jadi, m2(K1,(j−1)2, P3) ≤ 3.

Kasus 2. Untuk j ≥ 2 dan n ≥ 3.
Pertama-tama akan ditunjukkan bahwamj(K1,(j−1)n, Pjn−1) ≥ n. MisalkanKj×(n−1) =
G1 ⊕G2 adalah sembarang faktorisasi dari Kj×(n−1), dan misalkan bahwa K1,(j−1)n
adalah bukan subgraf dari G1. Karena banyak titik dari Kj×(n−1) adalah j(n − 1),
maka jelas bahwa graf lintasan terpanjang di G2 mempunyai titik sebanyak j(n−1).
Jadi, G2 tidak memuat graf lintasan dengan jn−1 titik. Jadi, mj(K1,(j−1)n, Pjn−1) ≥
n.

Sekarang akan ditunjukkan mj(K1,(j−1)n, P2n−1) ≤ n. Misalkan Kj×n = F1 ⊕
F2 adalah sembarang faktorisasi dari Kj×n sedemikian sehingga F1 tidak memuat
K1,(j−1)n. Misalkan V1, V2, . . . , Vj adalah himpunan titik-titik dari Kj×n. Karena F1

tidak memuat K1,(j−1)n, maka terdapat dua titik x ∈ Vj−1 dan y ∈ Vj sedemikian
sehingga F3

∼= (K(j−1)×n\{x}) + {y} yang merupakan graf multipartit lengkap den-
gan jn− n− 1 titik. Karena jn− |F3| = n dan F1 6⊇ K1,(j−1)n maka ada n titik di
F3. Jadi, semua titik di dua himpunan |F3| dan |F3| akan membentuk suatu graf
lintasan dengan 2n+ 1 titik. Oleh karena itu, mj(K1,(j−1)n, P2n−1) ≤ n.2
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Bab X Bilangan Ramsey Multipartit Ukuran

mj(Sm, Cn)

X.1 Survey Literatur

Tujuan dalam bagian ini adalah menentukan bilangan Ramsey multipartit ukuran
mj(Sm, Cn) untuk suatu kombinasi dari suatu star dan suatu cycle. Suatu star Sm
adalah graf m titik dengan satu one berderajat m − 1, disebut center, dan m − 1
titik berderajat 1. Suatu cycle Cn dengan panjang n ≥ 3 yaitu suatu graf terhubung
2-regular dengan n titik. Misalkan Kj×t adalah graf multipartit seimbang lengkap
yang terdiri dari j himpunan partit dan t titik [4]. Suatu graf G dengan n titik
dikatakan pancyclic jika G memuat semua cycles dengan setiap panjangnya adalah
l, 3 ≤ l ≤ n.

Misalkan G adalah suatu graf dengan himpunan titik adalah V (G) dan himpunan
sisi adalah E(G). Lingkungan N(v) dari suatu titik v adalah himpunan titik yang
bertetangga ke v di G. Banyaknya titik yang bertetangga dengan x didefinisikan
sebagai d(x) = |N(x)|. Derajat minimum ditulis dengan δ(G) dan derajat maksimum
ditulis dengan ∆(G). Graf G dikatakan r − regular jika d(x) = r untuk semua
x ∈ V (G). Definisikan Vu(G) utnuk suatu himpunan partit G yang memuat titik u.

Untuk menunjukkan hasil utama pada bagian ini, akan digunakan lema Bondy [6]
dan teorema berikut.

Lema X.1 Misalkan G adalah suatu graf berorder n. Jika δ(G) ≥ n
2
, maka akan

memenuhi salah satu dari berikut, yaitu: G adalah pancyclic atau G ∼= Kn
2
,n
2

dengan
n genap.

Berikut diberikan Teorema Moo dan Moser [39] untuk digunakan dalam pembuk-
tian teorema selanjutnya.

Teorema X.1 Jika G adalah graf bipartit seimbang 2n titik, dengan derajat mini-
mum δ(G) ≥ n+1

2
, maka G adalah hamiltonian.

X.2 Graf Bintang versus Graf Lingkaran

Syafrizal dkk [46] telah memperlihatkan bahwa bilangan Ramsey multipartit ukuran
mj(Pm, Cn) untuk kombinasi paths dan cycles, untuk kasus m = 2 dan 3. Pada
bagian ini, akan ditentukan bilangan Ramsey multipartit ukuran utnuk star Sm dan
cycle Cn untuk m,n ≥ 3. Dalam Teorema XI.2, akan ditentukan bilangan Ramsey
multipartit ukuran Sm untuk m = 3, 4 dan cycle Cn untuk n ≥ 3, dan pada Teorema
3 akan ditentukan bilangan Ramsey multipartit ukuran Sm untuk m ≥ 4 dan cycle
Cn untuk n ≥ 5.
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Teorema X.2 Untuk bilangan asli j, n ≥ 3 dan m = 3, 4

mj(Sm, Cn) =



3 untuk j = 3, m = 4, dan n = 6,

2 untuk j = 5, m = 4, dan n = 3, 4,

1 untuk (5 ≤ n ≤ j dan m = 3), atau

untuk (j = 6, n = 4, 6 dan m = 4), atau

untuk (5 ≤ n ≤ j, j ≥ 7 dan m = 4).

Bukti. Perhatikan tiga kemungkinan berikut.

Kasus 1. j = 3, m = 4, dan n = 6.
Pertama akan ditunjukkan m3(S4, C6) ≥ 3. Misalkan G1

∼= C6 dan misalkan G2

adalah komplemen dari G1 relatif terhadap K3×2. Ini mengakibatkan, G1 6⊇ S4 dan
G2 6⊇ C6, lihat Gambar X.1. Jadi, m3(S4, C6) ≥ 3.

Gambar X.1. G1 6⊇ S4 and G2 6⊇ C6.

Sekarang, akan ditunjukkan bahwa m3(S4, C6) ≤ 3. Misalkan F1 ⊕ F2 adalah sem-
barang faktorisasi dari F ∼= K3×3 dan misalkan bahwa F1 6⊇ S4. Maka, ∆(F1) ≤ 2,
jadi δ(F2) ≥ 4. Jika ∆(F1) ≤ 1 maka, menurut Lema XI.1, F2 adalah pancyclic
dan mengakibatkan F2 ⊇ C6. Sekarang, tanpa mengurangi perumuman, asumsikan
bahwa d(x) = 2 untuk setiap x ∈ V (F1), maka F1 adalah suatu graf 2-regular dan
F2 adalah suatu graf 4-regular. Jika F1 terhubung maka F1 adalah suatu cycle C9.
Pada sisi lain, F1 adalah isomorfik ke satu dari berikut yaitu {C3∪C6, C4∪C5, 3C3}.
Jika F1 tidak mempunyai path P3 dengan titik ujungnya pada himpunan partit yang
sama, maka F2 memuat suatu subgraf bipartit G yang diinduksi oleh enam titik
dalam sembarang dua himpunan partit, dimana δ(G) ≥ 2. Dari Teorema X.1,
F2 ⊇ C6. Pada sisi lain (jika F memuat P3), maka dapat dikonstruksi suatu graf
bipartit G di F2, sebagai berikut. Misalkan A adalah himpunan tiga titik di path
P3 ini. Ambil B sebagai himpunan partit di F2 yang tidak memuat path P3 terse-
but. Akibatnya, terdapat suatu subgraf bipartit yang diinduksi G di F2 oleh A∪B,
dimana δ(G) ≥ 2. Dari Teorema X.1, F2 ⊇ C6.

Kasus 2. j = 5, m = 4 dan n = 3, 4.
Pertama-tama akan ditunjukkan bahwa m5(S4, Cn) ≥ 2. Misalkan G1

∼= C5 dan
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misalkan G2 adalah komplemen dari G1 relatif terhadap K5 = K5×1, sehingga G2
∼=

C5. Maka, K5 = G1⊕G2 adalah suatu faktorisasi sedemikian sehingga G1 6⊇ S4 dan
G2 6⊇ Cn untuk n = 3 dan 4. Oleh karena itu, m5(S4, Cn) ≥ 2 untuk n = 3 dan 4.

Misalkan F1 ⊕ F2 adalah sembarang faktorisasi dari F ∼= K5×2. Akan ditunjukkan
bahwa S4 ⊆ F1 atau Cn ⊆ F2 untuk n = 3 dan 4. Misalkan bahwa S4 6⊆ F1.
Akibatnya, ∆(F1) ≤ 2, sehingga δ(F2) ≥ 6. Karena δ(F2) ≥ 5, maka dari Lema X.1,
F2 adalah pancyclic dan sedemikian sehingga F2 ⊇ Cn untuk n = 3 dan 4. Oleh
karena itu, m5(S4, Cn) ≤ 2 untuk n < 5.

Kasus 3. (5 ≤ n ≤ j dan m = 3) atau (j = 6,m = 4, dan n = 4, 6) atau
(5 ≤ n ≤ j, j ≥ 7 dan m = 4).
Jelas bahwa, mj(Sm, Cn) ≥ 1. Sekarang, akan ditunjukkan bahwa mj(Sm, Cn) ≤ 1.
Misalkan Kj×1 ∼= Kj := F1⊕F2 adalah sembarang faktorisasi dari Kj dan, misalkan
bahwa F1 6⊇ Sm untuk m = 3, 4. Akibatnya, ∆(F1) ≤ 2, sehingga δ(F2) ≥ (j − 1)−
∆(F1). Pandang tiga subkasus berikut.

Subkasus 3.1. Untuk (5 ≤ n ≤ j dan m = 3).
Karena F1 6⊇ S3 atau F1 adalah suatu matching (tidak perlu maksimal), maka
∆(F1) ≤ 1. Sehingga, δ(F2) ≥ j− 2 ≥ n

2
. Jadi, dari Lema X.1, F2 adalah pancyclic.

Oleh karena itu, F2 ⊇ Cn. Jadi, mj(S3, Cn) ≤ 1 untuk 5 ≤ n ≤ j.

Subkasus 3.2. Untuk (j = 6,m = 4 dan n = 4, 6).
Karena j = 6 maka δ(F2) = 3, yaitu δ(F2) ≥ j

2
= 3. Jadi, dari Lema X.1 F2 adalah

suatu pancyclic. Akibatnya, F2 ⊇ C4 dan C6. Oleh karena itu, m6(S4, Cn) ≤ 1
untuk n = 4, 6.

Subkasus 3.3. Untuk (5 ≤ n ≤ j, j ≥ 7 dan m = 4).
Karena j ≥ 7, maka δ(F2) ≥ j−3 ≥ j

2
. Jadi, dengan Lema X.1, F2 adalah pancyclic.

Jadi, F2 ⊇ Cn untuk 3 ≤ n ≤ j. Oleh karena itu, mj(S4, Cn) ≤ 1 dimana 5 ≤ n ≤ j
dengan j ≥ 7. 2

Teorema X.3 Untuk bilangan asli j dan n dimana 3 ≤ j < n,

mj(Sm, Cn) =



dn
j
e untuk 4 ≤ m ≤ dn

j
e( j

2
− 1) + 2,

dn
j
e+ 1 untuk n ganjil dan satu dari

[ m = dn
j
e( j

2
− 1) + 2, j genap ] atau

[ m = 1
2
dn
j
e(j − 1) + 2, j ganjil ].

Bukti. Perhatikan dua kasus berikut.
Kasus 1. 4 ≤ m ≤ dn

j
e( j

2
− 1) + 2.

Misalkan r = dn
j
e. Akan ditunjukkan bahwa mj(Sm, Cn) ≥ r. Misalkan G1

∼=
(r − 1)Cj dan misalkan G2 adalah komplemen dari G1 relatif terhadap Kj×(r−1).
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Jadi, ∆(G1) = 2, sedemikian sehingga G1 6⊃ Sm, untuk m ≥ 4. Karena |V (G2)| =
j(r − 1) < n maka G2 6⊃ Cn.

Sekarang, akan ditunjukkan bahwa mj(Sm, Cn) ≤ r. Misalkan Kj×r := F1 ⊕ F2

adalah sembarang faktorisasi dari Kj×r dan misalkan bahwa Sm adalah bukan sub-
graf dari F1. Akibatnya ∆(F1) ≤ m − 2 ≤ r( j

2
− 1). Jadi, δ(F2) ≥ (j − 1)r −

r( j
2
− 1) = jr

2
. Karena δ(F2) ≥ jr

2
, dari Lema X.2, F2 ⊇ Cn dimana n ≤ jr. Jadi

mj(Sm, Cn) ≤ r untuk semua 3 ≤ n ≤ jr.

Kasus 2. n ganjil.
Misalkan t = dn

j
e+ 1. Untuk menunjukkan bahwa mj(Sm, Cn) = t, perhatikan dua

kemungkinan dari j.

Subkasus 2.1. m = ( j
2
− 1)(t− 1) + 2 dan j genap.

Pertama-tama akan ditunjukkan bahwa mj(Sm, Cn) ≥ t. Misalkan G1
∼= 2K j

2
×(t−1),

dan misalkanG2 adalah komplemen dariG1 relatif terhadapKj×(t−1). Jadi, ∆(G1) =
(t−1)( j

2
−1). Karena ∆(G1) = (t−1)( j

2
−1) < m−1 maka G1 6⊃ Sm. Selanjutnya,

karena G2 adalah graf bipartit, maka G2 6⊃ Cn untuk n ganjil. Oleh karena itu,
mj(Sm, Cn) ≥ t untuk semua bilangan n ganjil.

Akan ditunjukkan bahwa mj(Sm, Cn) ≤ t. Misalkan F1 ⊕ F2 adalah sembarang
faktorisasi dari Kj×t, dan misalkan bahwa Sm adalah bukan subgraf dari F1. Jadi,
∆(F1) ≤ m−2. Ini mengakibatkan, δ(F2) ≥ (j−1)t−(m−2) = jt

2
+ j

2
−1 ≥ jt

2
, karena

j ≥ 3. Dari Lema X.2, F2 ⊇ Cn, dimana n ≤ jt. Oleh karena itu, mj(Sm, Cn) ≤ t
untuk semua n ganjil.

Gambar X.2. Suatu graf bipartit G2 untuk Subkasus 2.2

Subkasus 2.2. m = 1
2
(j − 1)(t− 1) + 2 dan j ganjil.

Misalkan V1, V2, · · · , Vj−1 dan Vj adalah himpunan partit dari Kj×t. Misalkan Vj =
A ∪ B dengan ||A| − |B|| ≤ 1. Partisi himpunan partit dari Kj×(t−1) menjadi dua
himpunan partit, sebut X1 = V1 ∪ V2 ∪ · · · ∪ Vb j

2
c ∪A dan X2 = Vd j

2
e ∪ Vd j

2
e+1 ∪ · · · ∪
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Vj−1∪B. Misalkan F [X1] dan F [X2] adalah dua graf multipartit lengkap. Misalkan
G1 = F [X1] ∪ F [X2] dan G2 adalah komplemen dari G1 relatif terhadap Kj×(t−1),
lihat Gambar X.2.

Jadi, G2 adalah suatu graf bipartit. Ini mengakibatkan, ∆(G1) ≤ 1
2
(j − 1)(t − 1).

Karena ∆(G1) ≤ 1
2
(j − 1)(t − 1) < m − 1, maka F1 6⊃ Sm. Selanjutnya, karena G2

adalah graf bipartit, maka G2 6⊃ Cn untuk n ganjil. Oleh karena itu, mj(Sm, Cn) ≥ t
untuk semua n ganjil.

Akan ditunjukkan mj(Sm, Cn) ≤ t. Misalkan F1 ⊕ F2 adalah sembarang faktorisasi
dari Kj×t, dan misalkan bahwa Sm adalah bukan suatu subgraf dari F1. Jadi,
∆(F1) ≤ m− 2. Ini mengakibatkan, δ(F2) ≥ (j − 1)t− (m− 2) = jt

2
+ j

2
− 1 ≥ jt

2
.

Dari Lema X.1, F2 ⊇ Cn dimana n ≤ jt. Oleh karena itu, mj(Sm, Cn) ≤ t untuk
semua n ganjil. 2
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Bab XI Bilangan Ramsey Multipartit Ukuran

Ks×t versus Lintasan

XI.1 Survey Literatur

Ide bilangan Ramsey multipartit ukuran diperkenalkan oleh Burger dan Vuuren [4],
dan Syafrizal dkk. [46] dengan memperhatikan dua faktorisasi dari suatu graf Ks×t
dengan jumlah partitnya tetap yaitu s himpunan multipartit. Lebih tepatnya, un-
tuk diberikan dua graf, yaitu misalkan G1 dan G2, dan bilangan asli s ≥ 2, maka
bilangan Ramsey multipartit ukuran ms(G1, G2) = t adalah bilangan asli terkecil
sedemikian sehingga sembarang faktorisasi dari grafKs×t := F1 ⊕ F2 akan memnuhi
kondisi berikut, yaitu satu dari berikut: atau F1memuat G1 sebagai subgraf atau
F2 memuat G2 sebagai subgraf. Bilangan-bilangan Ramsey untuk path versus kelas
graf lainnya yang diberikan dalam [47], [?], [49], [50], and [52]. Pada bagian ini akan
ditentukan bilangan Ramsey multipartit ukuran untuk graf multipartit seimbang
lengkap yang berukuran kecil. Syafrizal Sy et al. [51] telah memperoleh bilan-
gan Ramsey multipartit ukuran untuk graf multipartit seimbang lengkap sebagai
berikut.

Teorema XI.1 Untuk bilangan asli j, n ≥ 3 dan b ≥ 2,

mj(Pn, Kj×b) ≥


(n− 1)b, jika 3 ≤ n ≤ j,

jb, jika j < n < jb,

(j − 1)bn−2
2
c+ b, jika n ≥ jb.

Surahmat dkk. [44] telah menentukan bilangan Ramsey bipartit ukuran untuk kom-
binasi star dan path m2(P4, K1,n) = n + 1 untuk n ≥ 3. Selanjutnya, Syafrizal Sy
[53] menentukan nilai dari bilangan Ramsey bipartit ukuran untuk kombinasi path
dan tree sebagai berikut.

Teorema XI.2 Untuk bilangan bulat n, s ≥ 2,

m2(Pn, Ts) =



dn+1
2
e untuk n ≥ 10, s = 4,

dn
2
e untuk (n ≥ 3, s ≤ 3) atau (n ≥ 9,

4 < s ≤ dn
2
e),

s untuk (dn
2
e < s < n < 2s)or

(s = n ganjil),
s− 1 untuk s = n genap,
n+ bn

2
c − 1 untuk s = 2n,

d s
2
e+ n

2
− 1 untuk n < s, n genap,

d s
2
e+ dn

2
e − 2 untuk n < s, n ganjil.
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Pada tahun 2015, Anie Lusiani dkk. [1] telah memperoleh bilangan Ramsey multi-
partit ukuran untuk kombinasi star dan cycle mj(Sm, Cn) dimana 3 ≤ n ≤ j dan
sembarang m ≥ 3.

XI.2 Graf Lintasan versus Ks×t kecil

Hasil utama yang pertama dari bagian ini adalah menentukan bilangan Ramsey
bipartit ukuran untuk kombinasi graf multipartit seimbang lengkap berorde kecil
dan path dengan n ≥ 2 titik.

Teorema XI.3 Untuk bilangan bulat n ≥ 2, m2(P4n, K2×n) = 2n+ 1.

Bukti:
Pertama akan ditunjukkan bahwa m2(P4n, K2×n) ≥ 2n + 1. Perhatikan sembarang
faktorisasi K2×2n := G1⊕G2 dimana G1 := K1,n−1∪Kn−1,1. Jelas bahwa G1 6⊇ K2×n
dan juga G2 6⊇ P4n. Oleh karena itu, m2(P4n, K2×n) ≥ 2n+ 1 untuk semua n ≥ 2.

Sekarang, akan ditunjukkan bahwa m2(P4n, K2×n) ≤ 2n+1. Misalkan F1⊕F2 adalah
sembarang faktorisasi dariK2×(2n+1) sedemikian sehinggaK2×n adalah bukat sebagai
subgraf dari F1. Akan ditunjukkan bahwa P4n adalah suatu subgraf dari F2. Jadi,
dari Lema 1 di [32], F2 memuat suatu hamiltonian path, jadi F2 ⊇ P4n. Oleh karena
itu, m2(P4n, K2×n) ≤ 2n+ 1 untuk semua n ≥ 2. 2

Hasil utama kedua dari bagian ini adalah penentuan bilangan Ramsey multipar-
tit ukuran untuk kombinasi graf multipartit seimbang lengkap berorde kecil dan
path,yaitu Pn dimana n = 4, 5, 6, atau 7.

Teorema XI.4 Untuk bilangan positif n, 4 ≤ n ≤ 7, m3(Pn, K3×2) = 6.

Bukti.
Untuk 3 ≤ n ≤ 5, dari Teorema 2 di [51], dipunyai m3(Pn, K3×2) = 6.

Selanjutnya, dari Teorem 1 di [51], diperoleh batas bawah m3(Pn, K3×2) ≥ 6 untuk
6 ≤ n ≤ 7.

Untuk menunjukkan batas atas m3(KPn,3×2) ≤ 6, perhatikan F ∼= K3×6. Misalkan
F1⊕F2 adalah sembarang faktorisasi dari F sedemikian sehingga F1 tidak memuat
Pn. Akan ditunjukkan bahwa F2 memuat K3×2. Misalkan P adalah path terpanjang
di F , dan Q adalah path terpanjang di graf F\V (P ), dan R adalah path terpanjang
di graf F\V (P ∪ Q). Misalkan a dan b adalah titik-titik ujung di P . Misalkan c
dan d adalah titik-titik ujung di Q. Misalkan e dan f adalah titik-titik ujung di R.
Karena P,Q, dan R adalah tiga path terpanjang, maka xy 6∈ E(F1) untuk setiap
x, y ∈ {a, b, c, d, e, f}. Misalkan A,B,C adalah himpunan-himpunan partit di F .
Perhatikan dua kemungkinan berikut.
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Kasus 1: Jika a, b ∈ A, c, d ∈ B, dan e, f ∈ C maka uv 6∈ E(F1) untuk setiap
u, v ∈ {a, b, c, d, e, f}. Jadi, himpunan {a, b, c, d, e, f} akan diinduksi suatu K3×2 di
F2. Oleh karena itu m3(K3×2, Pn) ≤ 6 untuk 6 ≤ n ≤ 7.

Kasus 2: Jika a, b 6∈ A, c, d 6∈ B, atau e, f 6∈ C. Tanpa mengurangi perumuman,
asumsikan bahwa a ∈ A dan b ∈ B, c ∈ B dan d ∈ C, dan e ∈ C dan f ∈ C. Jelas
bahwa ac, ae, ce 6∈ F1. Karena |A| = |B| = |C| = 6, maka terdapat tiga titik, sebut
u ∈ A, v ∈ B, dan w ∈ C sedemikian sehingga uv, uw, vw 6∈ F1. Oleh karena itu,
himpunan {a, u, c, v, e, w} akan menginduksi K3×2 di F2. Jadi, m3(Pn, K3×2) ≤ 6
untuk 6 ≤ n ≤ 7. 2
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List of General Symbols for Graph Theory

A arc himpunan
A matrik ketetanggaan dari graf
A matrik ketetanggaan dari graf berarah
b(f) batas f
B ruang bond
c(GB) tutupan (closure) dari G
cap K kapasitas dari cut K
C ruang cycle
dG(v) derajat titik v di G
dG(f) derajat muka f di G
dD−(v) derajat masuk titik v di G
dD+(v) derajat keluar titik v di G
dG(u, v) jarak antara u dan v di G
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