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Tiivistelma

Téssd tutkimuksessa tarkastellaan, millaisia nelikulmioiden hierarkkista raken-
netta esittdvid Eulerin diagrammeja luokanopettajaksi opiskelevat piirsiviit mo-
nialaisten opintojen matematiikan didaktiikan opintojaksolla. Opiskelijoiden
(n=73) geometrian harjoitustyéssd piirtdmid diagrammeja analysoitiin aineis-
toldhtdisesti tyypittelemdilld ne geometristen kdsiteluokkien vdilisten suhteiden
perusteella. Diagrammin piirtdminen osoittautui luokanopettajaksi opiskeleville
haastavaksi tehtdvdksi. Keskimddrin 30 % luokkien viilisisté suhteista oli stan-
darditulkinnasta poikkeavia. Diagrammeista noin puolet kuului kolmeen ylei-
simpdén diagrammityyppiin, joissa neliditd ei ollut esitetty suorakulmioiden ja
neljikkdiden leikkauksena. Tulokset tukevat aiempien tutkimusten havaintoa
geometristen hierarkioiden puutteellisesta hallinnasta. Eulerin diagrammi mate-
maattisen tiedon esitysmuotona oli opiskelijoille melko vieras. Jatkossa kannat-
taisikin tarkemmin selvittéd niiden laajempaa kdyttéd matemaattisen monilu-
kutaidon ja geometrisen kdsitetietouden kehittdmiseksi.

Avainsanat

Luokanopettajakoulutus, geometria, kdsitehierarkia, Eulerin diagrammi

325



Ainedidaktisen tutkimusseuran tutkimuksia 15

Johdanto

Tutkimustiedon tulee ohjata ja suunnata opettajan ja oppijayhteisén toimintaa
kohti laadukkaampaa opetusta ja oppimista niin koulujen luokkahuoneissa kuin
yliopistojen seminaari- ja luentosaleissa. Vastavuoroisesti luokkahuonekonteks-
tissa syntyy uutta aineistoa, joka kehittdd ja syventda tutkimusta edelleen eteen-
péin. Téssa tutkimuksessa opetuksen ja tutkimuksen vuoropuhelua kiydain
geometrisen kisitetiedon alueella. Aiemman tutkimustiedon ohjaamana (mm.
De Villiers 2010; Keranto 2005) luokanopettajaksi opiskelevien matematiikan
didaktiikan kurssilla kiinnitettiin huomiota nelikulmioiden hierarkiaan ja sen
opettamiseen erilaisin harjoittein. Luokanopettajaksi opiskelevien harjoitustyo-
né piirtdmia hierarkiaa kuvaavia diagrammeja analysoimalla pyrittiin saamaan
kasitys tulevien opettajien kyvyistd esittda geometriaan ja joukko-oppiin liittyvda
tietoa matematiikalle tyypillisessé visuaalisessa muodossa. Tutkimuksessa Eule-
rin diagrammit todetaan melko vieraaksi tiedon esitysmuodoksi, mika osaltaan
selittanee kerityssé aineistossa havaittuja geometrisen kisitetiedon puutteita ja
toisaalta suuntaa tulevaa opetus- ja tutkimustoimintaa pohtimaan matemaatti-
sen monilukutaidon merkitystd geometrisen kisitetiedon kehittimisess.

Kasitehierarkiat geometrisen kasitetiedon kehittymisen osana

Matemaattinen tieto voidaan jakaa proseduraaliseen eli menetelmitietoon ja
konseptuaaliseen eli kdsitetietoon (Hiebert & Lefevre 1986). Geometriassa me-
netelmitietoon kuuluvat geometristen objektien merkintitapojen tunteminen ja
algoritmisten toimintasdantdjen kuten pituuksien, pinta-alojen ja tilavuuksien
laskutapojen seké kuvioiden ja kappaleiden piirtdmiseen liittyvien sopimuksi-
en hallinta. Oppijan geometrinen kisitetieto koostuu muun muassa siitd, mita
hén kasittaa erilaisten kappaleiden ja kuvioiden nimitysten tarkoittavan, millai-
sia ominaisuuksia hdn néihin kisitteisiin liittda ja millaisessa suhteessa ksitteet
ovat toisiinsa. (Silfverberg 1999.)

Geometrisen kisitetiedon kehittymistd kuvaa hollantilaisen avioparin Pierre van
Hielen ja Dina van Hiele-Geldofin 1950-luvulla alkaneisiin tutkimuksiin poh-
jautuva ns. van Hielen teoria (Fuys, Geddes & Tischler 1984). Siiné oppijan geo-
metrisen kisitetiedon ajatellaan kehittyvan viiden tason kautta, joista empiirisiin
tutkimuksiin perustuen lahinna kolme ensimmadista tasoa soveltuvat peruskou-
lun oppilaiden késitetietouden tarkasteluun (mm. De Villiers 2010; Korkatti
2016, Skrbec & Cadez 2015). Ensimmiiselld tasolla (vEH 1) geometristen objek-
tien tunnistaminen ja tuottaminen tapahtuu niiden visuaaliseen kokonaishah-
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mon perusteella. Toinen taso (vVH2) on ominaisuuksien analysoinnin taso, jossa
osataan kiinnittdd huomiota kuvioiden ominaisuuksiin mutta ei ominaisuuksien
keskindisiin riippuvuussuhteisiin. Seuraavalla ns. ominaisuuksien jérjestamisen
tasolla (vH3) oppija osaa tehda lyhyitd epdformaaleja paittelyjd, muotoilla maa-
ritelmid ja muodostaa kisitehierarkioita, joissa kuvioiden ominaisuudet ovat
jarjestaytyneet loogisiksi rakenteiksi. (Fuys ym. 1984; Silfverberg 1999; Korkatti
2016; Van de Walle, Karp & Bay-Williams 2009.) Van Hielen teorian ominais-
piirteitd ja teorian merkitystd geometrian opetuksessa on tutkittu paljon, ja kehi-
tystasojen yleissisaltod voidaan pitdd laajasti hyvaksyttyna (Ma 2015).

Peruskoulun opetussuunnitelman perusteiden (Opetushallitus 2014) sanamuo-
doista voidaan tulkita vuosiluokkien 1-6 geometrian opetuksen keskittyvin
tasojen vH1 ja vH2 mukaiseen toimintaan. Kappaleiden ja kuvioiden tunnis-
tamisen lisaksi ohjataan oppilasta havainnoimaan ja kuvailemaan geometrisia
ominaisuuksia. Tasolle vH3 kuuluvien kisitehierarkioiden hallintaa ei opetus-
suunnitelmassa kuvata eksplisiittisesti vaikkakin opetussuunnitelma edellyttda
ominaisuuksiin pohjautuvaa luokittelua. Opettajien matemaattiset taidot on
kansainvalisesti ndhty kriittisena tekijdna oppilaiden geometrisen ymmérryk-
sen kehittamisessa (Browning, Edson, Kimari & Aslan-Tutak 2014; De Villiers
2010). Jotta opettajalla olisi riittavit edellytykset ohjata oppilaidensa geometri-
sen kisitetiedon kehittymist4, tulisi hanen kisitetietonsa olla vahintadn oppilai-
den tavoitetasosta yhté tasoa korkeammalla (Afonso, Camacho & Socas 1999).
Taman perusteella luokanopettajilta olisi syytd edellyttda tasolle 3 kuuluvien
taitojen kuten yleisimpien geometristen kisitteiden vilisten suhteiden hallintaa.
Myos Keranto (2005) toteaa konstruktiivisen, geometrisen paittelyn tasoa sys-
temaattisesti kohottavan opetuksen vaativan opettajalta kisitehierarkioiden ja
korrektien madrittelyjen hallintaa.

Geometristen késitehierarkioiden kuten tdssd tutkimuksessa tarkastellun neli-
kulmioiden hierarkian ymmartdmisessd on todettu puutteita niin oppilaiden
kuin opettajaksi opiskelevienkin keskuudessa. Tassda tutkimuksessa kaytetty
nelikulmioiden hierarkian standarditulkinta on esitetty puumallina Kuviossa
2 ja Eulerin diagrammina Kuviossa 4. Taustatietoa nelikulmioiden luokittelus-
ta matematiikassa ja matematiikan opetuksessa l6ytyy esimerkiksi Joen (2002)
vaitoskirjasta. Korkatin (2016) viitostutkimuksen mukaan vain ldhes puolet
5.-6.-luokkalaisista tunnisti standarditulkinnan mukaisesti nelién suorakulmi-
oksi. Nelion ja suorakulmion suunnikkaiden joukosta ymmirsi suunnikkaiksi
noin kolmannes, ja suunnikkaiden tunnistus laajemmasta kuviojoukosta tuotti
viela enemman vaikeuksia. Silfverberg (1999) tutki kisitetiedon tasoja lahinna
yldkoululaisten keskuudessa ja havaitsi, ettd vain 14 oppilasta (5,8 %) 240 yla-
koululaisesta tulkitsi kdsitteiden nelid, suorakulmio, suunnikas, nelikulmio ja
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monikulmio suhteet standardilla tavalla. Kerannon (2005) mukaan peruskou-
lun opettajien puutteet hierarkkisessa luokittelussa ja madritelmien osaamisessa
heikentavit opetuksen laatua. Hanen tutkimuksessaan kasitteiden nelio, suora-
kulmio, suunnikas ja nelikulmio keskindiset suhteet osasivat aineenopettajaksi
opiskelevista tdysin 52 % ja melkein oikein 48 %. Luokanopettajaksi opiskele-
vista vain 17 % luokitteli kuviot tdysin oikein ja 47 % melkein oikein. Tutkimus-
tulostensa pohjalta Keranto (2005) toteaa opettajankoulutuksen matematiikan
didaktiikan opintojen haasteellisuuden, silld ulkoa opetteluun ja unohtamiseen
johtavien opetuskaytinteiden sijaan yliopisto-opintojen tulisi pyrkia tarjoamaan
tuleville opettajille konstruktiivisia ja ongelmaldhtoisia keinoja geometrian ope-
tuksen kehittamiseksi.

Matemaattinen monilukutaito ja Eulerin diagrammit

Perusopetuksen opetussuunnitelman perusteiden (Opetushallitus 2014) mukaan
monilukutaidolla tarkoitetaan erilaisten tekstien tulkitsemisen, tuottamisen ja
arvioimisen taitoja. Se on opetussuunnitelmassa yksi seitsemisté laaja-alaisen
osaamisen osaamiskokonaisuudesta. Luukan (2013) mukaan monilukutaitoon
kuuluvat 1) monimodaalisuus, 2) monimediaisuus, 3) monitilanteisuus ja 4)
monikulttuurisuus. Monimodaalisuus viittaa laajaan tekstikésitykseen, jonka
mukaan tekstilld voidaan tarkoittaa puhutun tai kirjoitetun kielen lisdksi niin
symboleja, numeroita, graafisia esityksid, kuvia, liikkuvaa kuvaa kuin a4ntakin.
Monimediaisuus viittaa erilaisiin vilineisiin, joiden avulla tekstit on tuotettu ja
joiden ominaisuuksia ne hyodyntéavit. Monilukutaitoinen osaa myos hyodyntaa
tekstejd eri tilanteissa tarkoituksenmukaisella tavalla. Monikulttuurisuudella ei
tarkoiteta ainoastaan kansallisia ja kielellisid kulttuureja vaan myos eri tiedon-
aloja tai koulukontekstissa eri oppiaineita. (Luukka 2013.)

Esimerkiksi matematiikalla on oma kielensd ja tapansa ilmaista merkityksié.
Matemaattisessa ilmaisussa korostuu usein eksaktin symbolikielen kéytto, mut-
ta sen on toisaalta todettu my0s rajoittavan matemaattisen ajattelun esittamista.
Matematiikan opetuksessa ja oppimisessa kannattaisikin systemaattisesti hyo-
dyntdd matemaattisen symbolikielen, luonnollisen kielen ja kuvallisen kielen
yhdistamistd. (Joutsenlahti & Kulju 2016; Lemke 2002.) Multimodaalisuuden
on todettu hyodyttivin oppimista, silld tiedon erilaiset esitystavat tarjoavat lisda
mahdollisuuksia merkitysten luomiselle. Eri esitysmuotoja ei voikaan suoraan
tai taydellisesti muuntaa toisikseen. Joku voi ymmartda kuvallisesta esitykses-
td sen, mité sanat eivit kyenneet hinelle avaamaan, ja ehka sitten kuvan avulla
my0s sanallinen ilmaisu alkaa saada merkityksensd. (Cope & Kalantzis 2009.)
Kun oppijan on kaytettava erilaisia matemaattisen tiedon ilmaisutapoja, hanen
ymmarryksend asiasta kasvaa ja syvenee (Joutsenlahti ym. 2016).
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Tamién tutkimuksen tarkastelun kohteena oleva matemaattisen tiedon kuvalli-
nen esitysmuoto on Eulerin diagrammi, joka voidaan yleisesti maaritelld darelli-
send nimettyjen ja suljettujen kéyrien joukkona. Diagrammissa kéyrien tarkoi-
tuksena on ilmaista joukko-opillisia relaatioita: joukkojen sisdltymista toisiinsa,
joukkojen leikkauksia ja joukkojen erillisyytta (ks. Kuvio 3). (Fish & Stapleton
2006; Rodgers 2014.) Jokainen suljettu kiyré jakaa tason kahteen alueeseen.
Kaéyran sisdosa kuvaa joukkoon kuuluvia alkioita ja ulkopuoli niita alkiota, jotka
eivat kuulu kyseiseen joukkoon. Kiyrit, jotka eivit leikkaa toisiaan, kuvaavat
erillisid joukkoja. Alue, joka jad kahden leikkaavan kdyran sisadn, kuvaa joukko-
jen yhteisia alkioita. Jos kdyra siséltyy kokonaan toisen kéyrin sisdosaan, esittda
se toisen joukon osajoukkoa.

Vaikka matemaatikot olivat aiemminkin kayttdneet vastaavantapaisia esitys-
muotoja, diagrammit on nimetty Leonhard Eulerin mukaan, silld hian popula-
risoi suljettujen kayrien hyodyntamisen loogisen péittelyn apuvilineend Kir-
jeissddn saksalaiselle prinsessalle fysiikasta ja filosofiasta (Euler 1770; Rodgers
2014). Eulerin diagrammeja pidetdan tehokkaana tiedon visualisoinnin keinona.
Matematiikan lisdksi Eulerin diagrammeja kiytetadnkin laajasti muun muassa
biotieteissd, ldaketieteellisen tai tilastollisen datan visualisoinnissa, loogisessa
péattelyssa, erilaisten luokittelujen esittimisessa tai esimerkiksi ohjelmistosuun-
nittelussa (Fish ym. 2006; Rodgers 2014). Englantilaisen loogikon John Vennin
kehittdma Venn-diagrammi (Venn 1880) on Eulerin diagrammin erikoistapa-
us, jossa kaikki mahdolliset kéyrien leikkaukset tulee olla esitettyini ja tyhjat
leikkaukset merkitddn usein varjostettuina alueina. Joskus Eulerin diagammeja
kutsutaan virheellisesti Venn-diagrammeiksi (Rodgers 2014).

Merkittavd Eulerin diagrammien ja Venn-diagrammien kéyttokohde on ope-
tus ja oppiminen. Diagrammeja on kdytetty niin koulumatematiikan loogisissa
péattelyissd, joukko-opillisissa luokitteluissa ja ongelmanratkaisussa kuin muis-
sakin oppiaineissa (Kimmins & Winters 2015). Diagrammien kaytssa on myos
havaittu ongelmia (Calvillo, DeLeeuw & Revlin 2006; Kimmins & Winters 2015;
Mineshima, Sato, Takemura & Okada 2014). Kimmins ja Winters (2015) havait-
sivat, ettd Venn-diagrammeja kéytettiin joukko-opillisen luokittelumerkityksen
lisaksi myds vertailumerkityksessd mm. kielen ja kirjallisuuden opetuksessa, ks.
Kuvio 1. Vertailumerkityksessi kdyrd kuvaa tarkastelun kohdetta, jonka ominai-
suuksia kirjataan kiyran sisddn. Kdyrien leikkauksessa olevat ominaisuudet ovat
yhteisid molemmille tarkastelun kohteille ja yhteisen alueen ulkopuolelle kirja-
taan niitd ominaisuuksia, jotka erottavat vertailtavat kohteet toisistaan. Joukko-
opillisessa luokittelumerkityksessé kayrit sen sijaan symboloivat joukon ominai-
suuksia ja kdyrien sisdén sijoitetaan tarkasteltavia asioita niiden ominaisuuksien
mukaisesti. Kédyrien leikkauksessa ovat ne asiat, joilla on molempien joukkojen
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ominaisuudet. Kimmins ja Winters totesivat timén aiheuttavan sekaannusta
niin opettajien kuin oppilaidenkin keskuudessa. Diagrammien kayton onnistu-
misen varmistamiseksi he suosittelevatkin erilaisten joukko-opillisten tilantei-
den (leikkaus, osajoukko, erilliset joukot) kuvaamista diagrammien avulla seka
molempien tulkintatapojen monipuolista kéyttod eri oppiaineissa. Opettajan
tulisi aina riittavin taustatiedoin ja esimerkein selventdd diagrammien kayttotar-
koitus kussakin tilanteessa. (Kimmins & Winters 2015.)

neljakas

tummat hiukset vaaleat hiukset

vertailumerkitys luokittelumerkitys

Kuvio 1. Venn-diagrammin kaksi kdyttotapaa.

Tutkimusmenetelma

Aiemman tutkimustiedon ohjaamana luokanopettajaksi opiskelevien matema-
titkan didaktiikan kurssilla kiinnitettiin huomiota nelikulmioiden hierarkiaan
ja sen opettamiseen erilaisin harjoittein. Opintojaksolla luokiteltiin paperista
leikattuja tasokuvioita, ratkaistiin huonepakopelityyppinen hierarkioihin perus-
tuva ongelmanratkaisutehtava, kaytiin keskustelua luokitteluperusteista, kiinni-
tettiin huomiota seké visuaaliseen ettd maaritelmiin perustuvaan luokitteluun ja
luotiin néistd yhteyksid van Hielen teoriaan. Matematiikan didaktiikan opinto-
jaksoon kuului lisdksi harjoitusty, jonka yhteni osana tuli nelikulmioiden va-
lisia suhteita kuvata Eulerin diagrammin muodossa. Opiskelijoiden tuli piirtda
Eulerin diagrammi Késitteistd nelikulmio, suunnikas, puolisuunnikas, neljikids,
suorakulmio ja nelio. Tehtdvanannossa oli esimerkkini esitetty ja selitetty Eulerin
diagrammi terdvé-, suora- ja tylppakulmaisista seka tasakylkisistd ja -sivuisista
kolmioista. Diagrammien piirtdmisen apuna oli mahdollista kéyttad luentomo-
nisteen geometristen kuvioiden maéritelmia sekd puumallina kuvattua nelikul-
mioiden hierarkiaa, joka on esitetty Kuviossa 2.
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suorakulmio neljikés eli vinonelio

T

nelioé

Kuvio 2. Luentomonisteen nelikulmioiden hierarkian puumalli.

Nédmé opiskelijoiden opintojakson osasuorituksena piirtdmat diagrammit muo-
dostavat tdman tutkimuksen tutkimusaineiston. Téssd tutkimuksessa halutaan

Millaisia ovat luokanopettajaksi opiskelevien piirtamat Eulerin
diagrammit?

Millaisia ovat tyypillisimmat diagrammit ja kuinka yleisid ne ovat?

Millaisia yhteisié piirteitd 16ytyy tyypillisimmista tapauksista eroa-
vista diagrammeista?

Aineistonkeruu tapahtui siten, ettd harjoitustyon palautuksen yhteydessa opet-
taja (tutkija) esitti diagrammista standarditulkinnan mukaisen oikean ratkaisun
ja pyysi taman jilkeen opiskelijoita tutkimukseen osallistumiseksi ldhettdmaan
kuvan omasta diagrammistaan tutkijalle sahkopostitse. Lisdksi opiskelijoita pyy-
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dettiin sdhkopostissa vastaamaan muutamaan taustakysymykseen.

Tutkimukseen osallistui 73 opiskelijaa opintojakson 82 opiskelijasta. Heiddn
sahkopostivastauksensa diagrammikuvineen nimettiin tunnuksilla D01-D73.
Tutkimuksessa analysoitiin 70 diagrammia, silld kaksi opiskelijaa (D23, D51)
oli unohtanut liittad sahkopostiinsa kuvan diagrammista ja yksi (D10) oli 14-
hettanyt kuvan taululla olleesta oikeasta vastauksesta. Vastaajista 82 % ilmoitti,
etti ei ollut aiemmin tehnyt timén tyyppisid diagrammeja. Opiskelijoille Eulerin
diagrammi oli siis melko vieras esitysmuoto. Kaikki opiskelijat ilmoittivat ym-
martévinsd standarditulkinnan mukaisen diagrammin. Heistd 31 % kuitenkin
epaili, ettd ei osaisi muodostaa itse diagrammia. Muut ilmoittivat osaavansa teh-
dé jatkossa vastaavanlaisen diagrammin.

Diagrammit analysoitiin siten, ettd kunkin diagrammin kisiteluokkien viliset
suhteet (15 kpl/diagrammi) kirjattiin taulukkoon, mikali niiden tyyppi poikkesi
standarditulkinnasta. Kasiteluokkien vilisia suhteita on viitti eri tyyppié, jotka
on esitetty Kuviossa 3. Joukot A ja B voivat olla erilliset (e), leikkaavat (1), B jou-
kon A osajoukko (0), A joukon B osajoukko (-0) tai A ja B voivat olla ekvivalentit
eli yhtd suuret (y). Lisaksi analyysin aikana huomattiin, ettd diagrammien erotta-
miseksi toisistaan tuli tarkastella myos nelikulmioiden suhdetta suunnikkaiden
ja puolisuunnikkaiden joukkojen yhdisteeseen, suunnikkaiden suhdetta nel-
jakkaiden ja suorakulmioiden joukkojen yhdisteeseen sekd nelididen suhdetta
neljakkaiden ja suorakulmioiden joukkojen yhdisteeseen. Kaiken kaikkiaan dia-
grammin informaatio pyrittiin siis pelkistimain 18 suhteeseen. Mikili ksite-
luokkien vilinen suhde poikkesi standarditulkinnasta, se tulkittiin virhepisteek-
si. Opiskelijan saamat virhepisteet osuivat siis valilld 0-18. Esimerkiksi suhteesta
suorakulmio-neljikas sai yhden virhepisteen, mikéli oli piirtanyt kasiteluokat
erilleen (e), silla standarditulkinnan mukaan suorakulmioiden ja neljakkaiden
joukot leikkaavat toisensa (1). Leikkaus muodostaa nelididen joukon, silld neliot
ovat sekd tasasivuisia suorakulmioita ettd tasakulmaisia neljakkaita.

OO D ® @ 9

e = erillinen | = leikkaava o=BonA:n -0=AonB:n y=ekvivalentti
aito osajoukko aito osajoukko

Kuvio 3.
Joukkojen vilisid suhteita esitettynd Eulerin diagrammeina.
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Tutkimustulokset

Standarditulkinnasta poikkeavia kisitesuhteita 16ytyi kaiken kaikkiaan 375. Ai-
neistosta analysoitiin yhteensd 70 x 18 = 1260 kasiteluokkien vilistd suhdetta,
joten oikeiden tulkintojen osuus oli likimain 70 prosenttia. Opiskelijoiden vir-
hepisteiden keskiarvo asteikolla 0-18 oli 5,4 eli keskiméaérin diagrammit ero-
sivat standarditulkinnasta noin viiden kisiteluokkien vilisen suhteen kohdalla.
Kuitenkin vain yksi diagrammeista (D16) oli tdysin standarditulkinnan (Kuvio
4) mukainen. On huomattava, ettd standarditulkinnassa puolisuunnikkaat ja
suunnikkaat on piirretty erillising, silla timéd on yhdenmukainen tehtdvinan-
nossa mainitun hierarkian puumallin kanssa (Kuvio 2) ja vastaava tulkinta on
yleisesti kaytossd suomalaisissa alakoulun matematiikan oppikirjoissa. Kukaan
opiskelijoista ei diagrammissaan merkinnyt suunnikkaita puolisuunnikkaiden
osajoukoksi, miké olisi ollut toinen matemaattisesti oikea tulkinta.

nelikulmio

suunnikas

neljakas

puolisuunnikas

Kuvio 4. Nelikulmioiden hierarkian standarditulkinta.

Vastaavasti vain yksi diagrammi (D28) sai korkeimman mahdollisen virhepis-
temadran (18). Siind osa geometrisista kisitteistd puuttui vallan eikd yksikdin
esitetty suhde ollut standarditulkinnan mukainen. Yhden tiysin oikein tehdyn
diagrammin liséksi kahden opiskelijan ratkaisut (D11, D54) olisi ollut mahdol-
lista tulkita my0s oikeiksi, kun tulkitsi diagrammiin piirretyt laatikot sopivalla
tavalla ja piti ylimaaraisia laatikkoja Eulerin diagrammiin kuulumattomina ni-
mien “kehyksind”. Diagrammien virhepisteiden jakauma on esitetty Kuviossa 5.
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20
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D16: standarditulkinnan D28: osa kasitteista puuttui,
16 . L .
mukainen yksikaan esitetty suhde
4 ei standarditulkinnan mukainen
12
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4
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Kuvio 5. Virhepisteiden jakautuminen aineistossa.

Yleisimmat diagrammityypit on esitetty Kuviossa 6. Tyypin 1 diagrammin piirsi
15 opiskelijaa (21 %), tyypin 2 diagrammin niin ikdén 15 opiskelijaa (21 %) ja
tyypin 3 diagrammin kuusi opiskelijaa (9 %). Tyypin 1 diagrammissa suorakul-
miot, neljakkait ja neliot ovat kylld suunnikkaita, mutta neljakkaat ovat erillddn
sekid suorakulmioista ettd nelioistd, jotka on piirretty kokonaan suorakulmi-
oiden sisddan. Tyypin 2 diagrammissa neljakkiat ja suorakulmiot ovat erilldan,
mutta diagrammin perusteella neliét voivat olla joko suorakulmiota, neljakki-
td tai muita suunnikkaita. Tyyppié 2 vastaavat standarditulkinnasta poikkeavat
suorakulmion, neljikkain ja nelion suhteet 16ytyivat my6s kahdeksasta (11 %)
muusta diagrammityypistd 2 muilta osin poikkeavasta diagrammista. Tyypin 3
diagrammissa neljakkait ja suorakulmiot ovat kiinni toisissaan mutta eivat niy-
ta varsinaisesti leikkaavan toisiaan. Lisdksi neliot on jaettu viivalla joko suora-
kulmioihin tai neljakkaisiin. Tyyppid 3 vastaavat suorakulmion, neljakkain ja
nelion suhteet 16ytyivit myos viidestd (7 %) muusta diagrammista, jotka muiden
suhteiden osalta eivit vastanneet tyypin 3 diagrammia.
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Tyyppi 1 Tyyppi 2 Tyyppi 3
nelikulmio nelikulmio nelikulmio
suunnikas suunnikas suunnikas
suorakulmio neljakas suorakulmio neljakas suorakulmio

neljakés [ ®b ] [npio

| puolisuunnikas | | puolisuunnikas | | puolisuunnikas |

Kuvio 6. Yleisimmdit diagrammityypit.

Muut kuin edelld mainitut diagrammityypit olivat lahinna yksittiistapauksia,
mutta joitain samankaltaisuuksia voitiin havaita. Jatkossa sulkeisiin merkitty
prosenttiluku kertoo, kuinka suuressa osassa analysoiduista diagrammeista ha-
vaittiin kyseinen ominaisuus. Nelikulmiota ei kuvattu kaikkien muiden késittei-
den ylékasitteend oikealla tavalla (37 %), nelikulmiot leikkasivat puolisuunnik-
kaiden ja suunnikkaiden joukkojen yhdisteen tai olivat sen osajoukko (21 %) tai
diagrammin mukaan ei ollut olemassa muita nelikulmiota kuin puolisuunnik-
kaita tai suunnikkaita (9 %). Puolisuunnikkaiden suhde suunnikkaisiin ja sen
alakisitteisiin oli osattu hyvin. Diagrammeista 91 % kuvasi suhteen oikein. Sen
sijaan suunnikkaiden suhde sen standarditulkinnan mukaisiin alakésitteisiin
oli osattu vain 76 prosentissa diagrammeista. Noin 11 prosentilla suunnikas oli
merKkitty samalle hierarkkiselle tasolle (rinnakkain) kuin ainakin osa sen alaka-
sitteistd. Aineiston diagrammeissa eniten poikkeamia standarditulkinnasta oli
suhteissa suorakulmio-vinoneli6 (97 % diagrammeista virheellisid) ja vinone-
lio-nelio (97 % diagrammeista virheellisid) sekd suorakulmio-neli6 (70 % diag-
rammeista virheellisia).

Johtopaatokset

Tutkimuksen mukaan nelikulmioiden hierarkian Eulerin diagrammin piirta-
minen on luokanopettajaopiskelijoille haastava tehtdvi, joka vaatii hierarkian
osaamisen lisiksi ymmarrystd diagrammista tiedon esitysmuotona. Erityisesti
voidaan todeta, ettd nelididen luokan esittiminen suorakulmioiden ja neljak-
kaiden leikkauksena oli hankalaa. Siind Eulerin diagrammeihin tottumattomalla
piirtdjalla on saattanut olla vaikeuksia tuottaa oikeanlainen diagrammi, vaikka
hén olisi ymmartanytkin kaikkien nelididen olevan seké suorakulmiota ettd nel-
jakkaita. Jos tarkastelusta jatettdisiin pois neljakkaat, 19 opiskelijaa (27 %) olisi
tehnyt standarditulkinnan mukaisen diagrammin. Lisaksi voidaan spekuloida,
olisivatko my0s tyypin 2 tai 3 diagrammit olleet oikein, mikali neljakasta ei oli-
si tarvinnut sovittaa kuvioon. Néin ajatellen standarditulkintaan olisi paatynyt
jopa 57 prosenttia opiskelijoista.
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Opettajien heikon geometristen kisitteiden hierarkkisen jérjestaimistaidon pe-
rusteella Keranto (2005) epdili luokanopettajien opetusratkaisujen konstruk-
tiivisuutta ja kykya kohottaa oppilaiden geometrisen osaamisen tasoa. Timén
tutkimuksen perusteella opettajankoulutuksessa on jatkossakin syyta kiinnittda
huomiota hierarkioiden monipuoliseen kisittelyyn, mutta sen liséksi asiaa kan-
nattaa tarkastella myos matemaattisen monilukutaidon kannalta. Koska Eulerin
diagrammi oli luokanopettajaksi opiskeleville melko tuntematon esitysmuoto,
ainakin osa diagrammien virheistd on saattanut johtua ennemminkin kokemat-
tomuudesta diagrammien esittdmisessd kuin puutteista geometrisessa kisitetie-
toudessa. T4ta kasitystd vahvistaa myoOs se, etta tehtdvissd saattoi hyodyntad lu-
entomonisteessa annettua hierarkiaa kuvaavaa puumallia tai mitd tahansa muuta
tietoldhdetta, joten hierarkiaa ei ainakaan tarvinnut osata “ulkoa”. Geometrisen
kasitetietouden mittaamisen luotettavuutta heikentdd siis monille opiskelijoille
ennestdin tuntemattoman esitysmuodon kiytt taman tutkimuksen mittarina.
Toisaalta diagrammien analysoinnissa luotettavuutta lisdd tyypittelyn selkeys,
silld se perustui 18 kisitesuhteen taulukoimiselle viiden suhdetyypin mukaisesti.
Aineiston analysoinnissa tulkinnanvaraisuutta oli suhteellisen vdhan.

Huomio kiinnittyykin opettajaksi opiskelevien kykyyn tulkita ja tuottaa mate-
maattista tietoa eri muodoissa. Opiskelijoille luentomonisteessa esitetysta hie-
rarkian puumallista huolimatta heiddn piirtimissaidn diagrammeissa oli paljon
poikkeamia standarditulkinnasta. Toisaalta on huomattava, ettd puumalli eroaa
esitysmuotona logiikaltaan Eulerin diagrammista ja on siten saattanut toimia
yhtend mahdollisena opiskelijan virhekisitysten ldhteena. Tutkimuksessa ei kui-
tenkaan selvitetty, olivatko opiskelijat hyodyntaneet annettua hierarkian puu-
mallia vai pyrkineet tuottamaan diagrammin omaan kisitetietoonsa pohjautuen.
Diagrammeja tarkasteltaessa nouseekin mieleen, ettd osa opiskelijoista ehka
tulkitsi diagrammien idean eri tavoin kuin matematiikassa on ollut tapana (vrt.
Kimmins & Winters 2015). Toisaalta diagrammien kaikkien poikkeamien ei kai
voida ajatella johtuvan pelkéstd monilukutaidon puutteesta, joten parannettavaa
tulevien opettajien geometrisessa kasitetietoudessa varmasti yha l6ytyy. Eulerin
diagrammeja ja Venn-diagrammeja hyodynnetdan matematiikassa ja matema-
titkan oppikirjoissa monenlaisten asioiden visuaaliseen havainnollistamiseen,
joten opettajilla tulee olla kyky tulkita ja esittad tietoa kyseissa muodossa seki
yhdistaa niin esitettya tietoa muihin esitysmuotoihin. Jatkossa Eulerin diagram-
mit ja eteenkin matemaattisista esitysmuodoista toiseen siirtyminen kannattaisi
ottaa monipuolisemmin esiin didaktiikan kurssien sisdlloissa. Tutkimuksen ja
opetuksen vuoropuhelun nakokulmasta mielenkiintoinen jatkotutkimus olisi
selvittda, miten alakoulun oppilaat tulkitsisivat nditd Eulerin diagrammeja. Loy-
taisivatko he matemaattisesti mielekkaité tulkintoja sekd luokanopettajaopiskeli-
joiden standarditulkinnan mukaisille etts siitd poikkeaville diagrammeille?
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Abstract

In quest of the hierarchy of quadrilaterals - Euler diagrams drawn
by pre-service class teachers

The aim of this article is study what kind of Euler diagrams concerning the hierar-
chy of quadrilaterals were drawn by pre-service class teachers during their math-
ematics education course. Students’ (n=73) diagrams were analysed by classify-
ing them according to the relations between the different types of quadrilaterals.
Based on the data, drawing the diagram seemed to be a challenging task for the
pre-service teachers. On average, 30 percent of the relations represented in the
diagrams differed from the standard interpretation. About one half of the dia-
grams belonged to one of the three most common diagram types, where squares
were not represented as the intersection of rectangles and rhombi. These results
support the earlier findings concerning students’ and teachers’ constricted un-
derstanding of geometrical hierarchies. The pre-service teachers seemed not
to be familiar with presenting mathematical ideas using Euler diagrams. In the
future, more extensive use of these diagrams for developing geometric thinking
and improving mathematical multiliteracy should be further studied.

Keywords

Class teacher education, geometry, concept hierarchy, Euler diagram
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