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Résumé

Dans cette thése, nous proposons un modéle multivarié pour la modélisation des données
en grappes. Le modéle proposé, que nous nommons « d-copule échangeable », permet

d’écrire la distribution jointe de nd variables aléatoires mesurées sur n unités de la

grappe.

Le modéle de d-copule échangeable fait intervenir trois copules et d lois marginales. Il
posséde des propriétés de flexibilité et de maniabilité dues a sa forme explicite. Nous
montrons que la d-copule échangeable est une généralisation du modéle linéaire mixte
avec ordonnées a l'origine aléatoires. En effet, lorsque les copules sont toutes normales
et les lois marginales sont normales, alors les deux modéles sont équivalents. Nous utili-
sons le modéle de d-copule échangeable pour faire de la prédiction. Ensuite, nous nous
intéressons particuliérement au cas de d=2 variables pour étudier ses propriétés. Nous
expliquons la procédure séquentielle pour sélectionner les cing éléments entrant dans
la construction du modéle de 2-copule échangeable. L’estimation des paramétres du
modeéle de 2-copule échangeable se fait en utilisant deux méthodes d’estimation : la
méthode ITFM généralisée ou la méthode du maximum de vraisemblance. Nous démon-
trons que les estimateurs associés aux parameétres du modéle de 2-copule échangeable
sont convergents et asymptotiquement normaux que 'on utilise la méthode IFM géné-
ralisée ou celle par maximum de vraisemblance. Nous comparons ces deux méthodes

d’estimation par le biais d’une étude Monte-Carlo.

Finalement, nous montrons la modélisation de données en utilisant un modele de
2-copule échangeable. Les données proviennent d'une étude effectuée au centre de
Londres, dans le cadre du «Junior School Project (JSP)». Nous construisons des courbes
de prédiction en utilisant la méthode de 2-copule échangeable que nous comparons a
celles obtenues avec le modeéle linéaire mixte et le modéle de régression ordinaire avec

une copule.
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Abstract

In this thesis, we propose a multivariate model for modeling clustered data. The pro-
posed model, which we name "d-copula", allows us to write the joint distribution of nd

random variables measured on n units of the cluster.

The exchangeable d-copula model involves three copulas and d marginal laws. It has
properties of flexibility and handiness due to its explicit form. We show that the
exchangeable d-copula is a generalization of the linear mixed model with random in-
tercepts. Indeed, when the copulas are all normal and the marginal laws are normal,
then the two models are equivalent. We use the exchangeable d-copula model to make
predictions. Then, we focus on the case of d=2 variables to study its properties. We
explain the sequential procedure for selecting the five elements that go into the con-
struction of the exchangeable 2-copula model. The estimation of the parameters of the
exchangeable 2-copula model is done using two estimation methods : the generalized
IFM method or the maximum likelihood method. We show that the estimators as-
sociated with the parameters of the exchangeable d-copula model are convergent and
asymptotically normal whether using the generalized IFM or the maximum likelihood

method. We compare these two estimation methods by means of a Monte-Carlo study.

Finally, we show the construction of an exchangeable 2-copula model from observed
data. The data come from a study in central London, as part of the «Junior School
Project (JSP)». We construct prediction curves using the exchangeable 2-copula method
and compare them to those obtained with the mixed linear model and the ordinary re-

gression model with one copula.
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Notations et symboles utiles

Dans cette thése, plusieurs notations et symboles ont été utilisés. Certaines notations
portant sur les copules s’inspirent de celles utilisées dans Joe (2014, page 107), Czado
(2019, page 77) ou encore de Chang (2019).

Notations et symboles utilisés dans le chapitre 1

d :un nombre positif égal au nombre de variables mesurées
sur un individu.

AT ou u” . transposée de la matrice A ou du vecteur u.

X = (XY...,X4H)T : un vecteur aléatoire de dimension (d — 1).

Xetx . la notation X majuscule représente un vecteur aléatoire
et x est la valeur observée du vecteur aléatoire.

Z=X"y)" : un vecteur aléatoire de dimension d.

F . fonction de répartition unidimensionnelle dont la densité
est f.

Fan . la fonction de répartition d’un ensemble de n vecteurs
dont chacun est de longueur d.

fan : la fonction de densité associée a Fy,,.

C,c . copule, la densité de la copule.

C, . copule de survie de C.

Cij . la copule bivariée associée au vecteur (U;, U;).

Cij.s : la copule conditionnelle bivariée associée au vecteur
(Ui, U;) sachant un ensemble de variables S.

Cis : la fonction de distribution conditionnelle de U; sachant

un ensemble de variables S.

espérance d’une variable aléatoire.

probabilité d’un événement.

variance d’une variable aléatoire.

ensemble des nombres réels.

distribuer selon la loi.

la fonction gamma évaluée a a.

P, M) : matrice carrée d’ordre n dont tous les éléments hors dia-
gonale sont égaux a p et les éléments de la diagonale sont
égaux a 1.

! BB H

M =3
o2
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10) la fonction de densité de la loi normale centrée réduite.

B,, : lafonction de répartition d'une loi béta de paramétres p et g.

cor : corrélation de Pearson entre deux variables.

cov  : covariance entre deux variables.

PN . la corrélation de Pearson calculée avec des scores normaux. Le score normal
de a est ®~1(a).

Ps . le rho de Spearmann.

T . le tau de Kendall.

Notations et symboles additionnels utilisés dans le chapitre 2

U :un vecteur aléatoire de dimension (d — 1).

u . observation de dimension (d — 1).

Can . la copule ou une fonction de répartition multivariée d’un ensemble de n vecteurs
aléatoires dont chacun est de dimension d.

Ca1 . la copule ou une fonction de répartition multivariée d’un vecteur aléatoire de

dimension d.

Cin la famille de fonctions de répartition multivariées d’un ensemble de n vecteurs
aléatoires dont chacun est de dimension 1 notée aussi (Cl,n)' Elle s’obtient de
la notation Cy,, pour d = 1.

= équivalent a.

~ approximativement égal a.

£ méme distribution.

£ convergence en distribution.

P el

— convergence en probabilité.

I-1]a la norme euclidienne sur R? appliqué & un vecteur ou & une matrice.

® produit tensoriel.

1, (1,...,1)T, vecteur de taille n dont chaque composante est 1.
—_——

taille n

I, matrice identité d’ordre n.

0, matrice carrée nulle.

Jn matrice n X n dont tous les termes sont 1.

L le logarithme de la vraisemblance d’un modéle.

Vo le gradient par rapport au vecteur 6.
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Notations et symboles additionnels utilisés dans les chapitres 3 et 4

AIC
MV

B(;a,p)

Fp

GB3(.;a, B, N)
Fgps

Akaike Information Criterion.

Maximum de Vraisemblance.

Inference Function for Margins.

le nombre de grappes.

la variable aléatoire indépendante.

la variable aléatoire dépendante.

observation de la variable explicative de I'individu ¢ = 1,...,n;, de
la grappe j =1,...,m.

observation de la variable dépendante de 'individu ¢, de la grappe
7=1,...,m.

X; = (:Ejl,...,asjnj)T, un vecteur de taille n; de la grappe j et
X;=(Xj,....X jnj)T, le vecteur aléatoire correspondant.

Y; = (i1 Yjn;) ", un vecteur de taille n; de la grappe j et Y; =
(Yi1,..., Y}nj)T, le vecteur aléatoire correspondant.

la fonction de répartition d’une loi paramétrique de paramétre a.
Fonction beta qui se calcule par B(a, ) = I'(a)T'(B) /T (c + B).
loi béta & deux paramétres « et [ positifs.

la fonction de répartition de la loi béta a deux parameétres.

loi béta a trois paramétres a, S et A.

la fonction de répartition de la loi béta a trois parameétres.

la matrice d’information de Godambe.

la matrice d’information de Fisher.
le supremum sur # d’une fonction.

Xvil



Introduction générale

La modélisation multidimensionnelle pour données en grappes est un probléme statis-
tique complexe et diverses approches sont proposées dans la littérature. Les modéles
linéaires a effets aléatoires sont fréquemment utilisés pour ’analyse de données hiérar-
chiques, voir par exemple Verbeke et Molenberghs (2000, page 23), Albert (2012) et
Brown et Prescott (2014, page 384). Le modeéle de Battese et al. (1988) est une fagon
d’explorer ces données. Des applications de ce modéle sont faites dans divers domaines
comme en agriculture, Brown et Prescott (2014, page 384), en santé, Brown et Pres-
cott (2014, page 392) et en médecine. Le modéle linéaire mixte se base sur plusieurs
hypothéses. La premiére hypothése est la normalité des résidus avec homogénéité de la
variance et la normalité des effets aléatoires. La deuxiéme hypothése est que le modéle
prédictif construit est linéaire. Cependant, 'hypothése de normalité s’avére étre trés
restrictive et le probléme de modélisation de loi en plusieurs dimensions est récurrent.
Les domaines des assurances et de la finance constituent des exemples ou la distribu-
tion des variables tend a étre asymétrique (loi beta, gamma, etc), voir Cherubini et al.
(2014).

La modélisation avec les copules est une approche intéressante. En effet, elles per-
mettent de modéliser la dépendance entre deux ou plusieurs variables aléatoires indé-
pendamment des lois marginales, voir Sklar (1959). Les copules constituent un puissant
outil pour faire de la modélisation multivariée, voir Joe (2014, page 7). Elles peuvent
aussi étre utilisées pour faire de la prédiction, voir Kumar (2007) ou Crane et Van der
Hoek (2008). Nous présentons au chapitre 1, section 1.6 de la thése, la régression avec
les copules pour expliquer cette méthode. Cette méthodologie a été reprise par Noh
et al. (2013) dans un cas multidimensionnel. Ces auteurs étudient les propriétés asymp-
totiques des estimateurs des parameétres. Plus particuliérement, dans le cas bivariée,
ceux-ci construisent des courbes de prédiction pour illustrer la pertinence de la mé-
thode. L’usage des copules pour faire de la prédiction devient de plus en plus fréquent

dans plusieurs domaines. Par exemple, Kraemer et al. (2013) s’appuient sur les copules



pour construire des modéles "robustes" de prédiction dans I’étude des sinistres en as-
surance. De méme, Genest et al. (2013) fait de la prédiction d’une variable dépendante
binaire avec les copules en environnement et Li et al. (2016), en ingénierie électrique,
modélise la dépendance en matiére de cotit. Récemment, pour la tarification des fran-
chises en assurance, Shi et Lee (2022) ont utilisés les copules pour construire un modele
de prédiction. Par ailleurs, la régression sur des données longitudinales en utilisant les
copules est aussi proposée dans la littérature, voir entre autres Shi et Zhang (2011),
Wang et al. (2019) et Wang et Shan (2020). Shi et al. (2011) analysent des données hié-
rarchiques a I'aide d'un modéle utilisant des copules. Pour des données avec beaucoup
de zéros, Zhang et al. (2020) proposent un modéle utilisant les copules et qui prend en
compte cette spécificité. En particulier, dans le cas de données en grappes, des auteurs
proposent 'utilisation des copules archimédiennes pour faire la prédiction, voir Su et al.
(2019). En dehors de la prédiction avec les modéles utilisant les copules, d’autres auteurs
s'intéressent aux erreurs quadratiques des prédicteurs de nouvelles observations, voir
par exemple Acar et al. (2019). En effet, dans 'approche de modélisation des données
en grappes, Acar et al. (2019) reprennent la méthodologie de prédiction en utilisant
les copules mais en calculant les erreurs quadratiques moyennes pour plusieurs familles
de copules. Ceci permet de faire une évaluation comparative des modéles prédictifs

utilisant les copules.

L’utilisation de modéles construits a partir des copules pour faire la prédiction néces-
site la connaissance de la distribution multivariée des variables aléatoires. En utilisant
I'équation (1.2), la distribution multivariée s’obtient & partir des lois marginales et d’une
copule multivariée en faisant usage du théoréme du Sklar, voir Sklar (1959). En effet,
la premieére méthode de construction est 1'utilisation directe des copules multivariées
pour obtenir la distribution multivariée. La deuxiéme méthode, plus souple et flexible,
utilise les vignes a la place de la copule multivariée, voir Joe et Kurowicka (2011). Les
modeles en vigne permettent d’établir une liaison entre des variables aléatoires, voir
Kurowicka et Cooke (2006, page 81). En effet, elles permettent de décomposer une dis-
tribution multivariée en des produits de copules bivariées et de marginales, voir Joe
(2014, page 107), Czado et Nagler (2022). Elles se construisent aussi sur les données
discrétes, voir Panagiotelis et al. (2012). La décomposition en vigne est trés flexible
puisqu’il existe une infinité de copules bivariées. Dans la décomposition en vigne de
d variables aléatoires, nous notons plusieurs formes de décomposition en fonction de
la stratégie utilisée. En effet, il existe la vigne R, la vigne C, la vigne D, etc., toutes

dépendantes de la forme du premier "arbre" de la décomposition. Nous considérons



ici la vigne D en guise d’illustration pour écrire la fonction de densité de la copule

multivariée.

Soit Zy, ..., Zy, d variables aléatoires de fonctions de répartition Fi, ..., F; respecti-
vement. La fonction de densité de la copule associée au vecteur aléatoire (Z71,. .., Zy),
en utilisant la décomposition en D-vigne pour u; € [0,1],4 = 1,...,d s’écrit

d—1d—j

HHCii+j;i+1:i+j—1 {Ci\i+1:i+jfl(ui|ui+la vy Wirjo1), Ci+j\i+1:i+j71(Ui+j|ui+1a ¥ ui+j—1)} :
j=li=1

La fonction ¢j;yj.it1:i+j—1 est la fonction de densité de la copule bivariée conditionnelle
associée au vecteur aléatoire (Z;, Z; ;) sachant le vecteur (Z;41, ..., Z;+;—1). La fonction
Ciji+1:i+j—1 est la distribution conditionnelle de la variable aléatoire F;(Z;) sachant le
vecteur {Fiy1(Zit1), ..., Fiyj—1(Ziyj—1)}. Ce résultat est inspiré des travaux de Stéber
et al. (2013) et de Joe (2014, page 108). Nous présentons succinctement la décomposition
en vigne a la section 1.7 pour d = 4 variables aléatoires. Il est possible de faire une
réduction des décompositions en vigne en utilisant les hypothéses dites simplificatrices
que nous expliquons dans le chapitre 1, section 1.7 de cette thése. Plus précisément, une
de ces hypothéses simplificatrices consiste a tronquer certains arbres de la décomposition
en vigne. La seconde hypothése stipule que la copule conditionnelle ne dépend pas de la
variable sur laquelle nous conditionnons, voir exemple 1.9. Cependant, 'utilisation trés
fréquente d’hypotheéses sur la vigne pour réduire la dimension de ’espace des paramétres
peut avoir des limites, voir Han et al. (2017). En effet, une hypothése d’indépendance
pour une relation entre deux variables aléatoires peut s’avérer fausse. D’autre part, la
décomposition en vigne fait appel a un grand nombre de copules bivariées et le travail
devient fastidieux. Pour ce faire, les algorithmes se positionnent comme une solution
sérieuse pour faire le travail dans le choix des arbres, voir Joe (2014, page 259) et
Hobaek Haff (2013). Par ailleurs, des auteurs comme Spanhel et Kurz (2019) proposent
des méthodes d’approximation des copules conditionnelles des arbres supérieurs de
la décomposition. L’idée commune & toutes les constructions en vigne est de tester
plusieurs copules ayant une forme particuliére pour sélectionner la "meilleure" pour
chaque relation. Cette méthode, bien que cela soit une solution acceptable, pose aussi
deux problématiques. La premiére est la forme des copules proposées pour approximer
les copules bivariées et la deuxiéme est la complexité de calculs due a l'existence d’'un

grand nombre de copules bivariées a ajuster.

A partir de la distribution multivariée construite, nous prédisons facilement en utilisant

la loi conditionnelle, voir section 1.6. De plus, Cooke et al. (2019), montre spécifiquement,



comment nous pouvons partir d’une distribution jointe de variables aléatoires dont
une variable est dépendante et le reste, des covariables, en utilisant les vignes, pour
construire un modéle de prédiction, voir aussi Atique et Attoh-Okine (2016) et Smith
et Klein (2021). Nous traitons des données en grappes qui ont des particularités liées
a la dépendance a l'intérieur des grappes. La plupart des modéles existants, Battese
et al. (1988), Graf et al. (2018) Rivest et al. (2016) ou Acar et al. (2019), utilisé pour
modéliser les données en grappes sont des modéles conditionnels. En effet, pour un
vecteur de covariables X et une variable dépendante Y, les équations du modele de
régression linéaire mixte et du modéle de régression avec copules donnent la loi Y
sachant X. Autrement dit, pour construire le prédicteur, nous supposons que le vecteur

de covariables X est connu.

Dans notre thése, la stratégie innovante développée consiste & modéliser la distribution
jointe de l'ensemble des vecteurs (X;,Y;)" ; dans une grappe a n individus, voir la
définition 2.4. Elle propose une toute nouvelle vision qui permet de considérer X comme
un vecteur aléatoire et Y comme une variable aléatoire puis de donner la loi jointe
de (X*,Y)7”. Ceci nous a conduits & la formulation d’un modéle nommé d-modéle
échangeable, voir la définition 2.4. En partant du modéle proposé et en conditionnant
sur les covariables X, nous aboutissons aux modéles existants d’une part. D’autre part,
ce modeéle proposé a une expression analytique explicite et posséde les propriétés de
flexibilité. Pour ce faire, nous faisons usage a la fois des copules, de leurs propriétés et
de la décomposition en vigne pour déboucher sur un modéle a la fois flexible, souple et
facilement maniable. Plus spécifiquement, nous définissons un nouveau modéle adapté
aux données en grappes en partant de la décomposition en vigne et qui repose sur une
méthodologie différente des modeéles existants. En conséquence, nous définissons quatre

objectifs spécifiques.

Objectif spécifique 1 Proposer un modéle multivarié pour les données en grappes
faisant intervenir des copules et qui intégre le modéle linéaire mixte comme cas parti-

culier, puis étudier ses propriétés.

Objectif spécifique 2 Suggérer des méthodes d’estimation de ses paramétres, puis

étudier les propriétés asymptotiques des estimateurs des paramétres du modéle.

Objectif spécifique 3 Construire des prédictions pour des observations futures dans

une grappe connaissant les données des individus observés dans cette grappe.



Objectif spécifique 4 Utiliser le modéle proposé pour analyser un jeu de données et
faire des prédictions. Comparer les prédictions a celles obtenues avec un modéle linéaire

mixte standard.

Nous avons organisé la thése en quatre chapitres. Dans le chapitre 1, nous recensons et
énoncons les propriétés des copules et les éléments importants de la régression copule.
Nous faisons aussi un bref survol des mesures de corrélation, de la décomposition en
vigne et de la régression avec les modeéles de copules sans oublier la présentation du
modéle Battese et al. (1988). Le chapitre 2 aborde la définition du concept de d-copule
en se basant sur trois éléments : I’échangeabilité multidimensionnelle, I'indépendance
conditionnelle et la compatibilité qui sont définies clairement. Nous nous intéressons
par la suite aux propriétés de ce nouveau modéle et ainsi qu’a son utilisation pour
construire des modeéles prédictifs. Le modéle proposé généralise le modeéle de Battese
et al. (1988) et l'alternative proposée par Rivest et al. (2016). Dans le chapitre 3, nous
traitons de la méthode de construction et de l'estimation de la d-copule proposée au
chapitre 2. Nous étudions les propriétés de convergence et de normalité asymptotique
des estimateurs issus des méthodes d’estimation du modéle. En effet, les estimateurs des
parameétres proposés s’obtiennent par maximisation de la vraisemblance globale ou des
vraisemblances marginales en utilisant la méthode IFM généralisée, expliquée dans Joe
et Xu (1996). Enfin, dans le chapitre 4, nous utilisons le modéle de 2-copule échangeable

pour construire des courbes de prédictions par école, des notes en mathématiques.

Les annexes A, B et C sont les démonstrations des résultats ou des explications tech-
niques des chapitres 1, 2 et 3 respectivement. La partie informatique pour obtenir les
figures, les estimations et les évaluations de prédicteur dans toute cette thése se trouve

aussi dans les annexes et une partie 4 ’annexe D.



Chapitre 1

Théorie générale sur les copules et la

régression

Dans ce chapitre, (R?, B(R?),P), ot B est une tribu est I'espace probabilisé de dimension

d.

1.1 Introduction

Les copules ont connu un développement important au cours des derniéres années. En
effet, dés leur premiére définition formelle grace au théoréme de Sklar en 1959 jusqu’a
des applications récentes en assurance et en finance pour modéliser les risques, voir
Brahim et al. (2018) et Cherubini et al. (2014), plusieurs objectifs sont poursuivis
quant a leur utilisation et leur mise en ceuvre. Premiérement, elles sont utilisées pour
faire de la modélisation a cause de leur flexibilité pour construire des distributions
jointes. Deuxiémement, elles permettent de construire des modéles probabilistes pour
des phénoménes complexes. Les copules sont aussi appliquées pour 1’étude des données
temporelles, voir (Vaz de Melo Mendes et Aiube, 2011), et spatiales, voir (Quessy et al.,
2015). Il y a un trés grand nombre de copules voire une infinité si on ne se restreint pas
aux copules paramétriques. Ceci crée une multitude de choix lors de leur utilisation.
Nous présentons dans les sections qui suivent les notions essentielles sur les copules tout
en définissant certaines familles spécifiques, leurs propriétés et d’autres outils comme
des mesures de corrélations qui sont calculés a partir des copules. Nous terminons
ce chapitre en faisant un bref survol de la méthode de construction des distributions
multivariées a partir des copules en vigne, voir Joe et Kurowicka (2011). Nous présentons

aussi le modele de régression mixte de Battese et al. (1988). Finalement, la régression



avec copules est briévement abordée a la fin du chapitre.

1.2 Notions générales sur les copules

Le but de cette section est de donner des notions de base sur les copules.

Définition 1.1. Fonction de répartition

Soit (X1, ..., Xq), un vecteur aléatoire de dimension d. La fonction de répartition F
de (Xq, ..., Xq) est
F(zy,...,2q) =P(X; < q,..., Xy < 24), 71,...,24 € R (1.1)

Définition 1.2. Copule

Une fonction C' de d > 2 variables est une copule si elle est une fonction de répartition
définie sur [0,1]¢ dont les lois marginales sont des lois uniformes sur [0, 1],

La copule permet de créer une relation entre les lois marginales de variables aléatoires.

Le théoreme de Sklar constitue une base de la théorie des copules.

Théoréme 1.1. Théoréme de Sklar

St F' est la fonction de répartition jointe de d variables aléatoires X, ..., Xy, de mar-
ginales Fy, ..., Fy, alors il existe une copule C définie de [0,1]¢ sur [0,1] telle que
Fen, 00, 20) = C{Ri(@1),..., Falza)}, o 74 €R (1.2)

Inversement, pour toute copule C' et pour toutes fonctions de distributions, chacune
univariée, Fi, ..., Fy, la fonction F' définie par I’équation (1.2), est une fonction de
répartition multivariée, voir Joe (1997, page 7). De plus, si les marges sont continues,

alors la copule C, de ’équation (1.2) est unique, Sklar (1959).

Le théoreme de Sklar permet donc de construire des distributions multivariées a partir
d’une copule et des lois marginales. De ce théoréme, on déduit ’expression de la copule

a partir de la distribution multivariée et des marginales. Elle s’écrit
Clur,...,uq) = F{F7 (w),....F; ()}, wi,...,uq €[0,1],

ou pour tout u;, F; '(u;) = inf{z : Fj(z) > u;},j =1,...,d est I'inverse de Fj.



Lorsqu’elle existe, la densité de la copule se calcule de la fagon suivante :

OdO(ul,...,ud) f{Ffl(ul),,Fd_l(ud)}
C(Ul, . ,’LLd) = - ) 1 ) (13>
Qurduy ... 0ug  fi {F7 (w)} x ... x fa{F;  (ug)}
ot f est la fonction de densité du vecteur (Xi, ..., Xy) et f; est la densité de la marge

X;,i=1,2,...,d

Le théoréme de Sklar est fondamental dans la détermination de la distribution multi-
variée a partir des copules. Il a forgé 1'idée des copules pour une utilisation pratique
et constitue une référence de la théorie sur les copules. Pour caractériser une copule,

on utilise le théoréeme suivant que nous énoncons et en s’inspirant de Mai et Scherer

(2012).
Théoréme 1.2. Une fonction C : [0,1]¢ — [0,1] est une copule si et seulement si les
conditions suivantes sont vérifiées :
i) Clug,...,uj...,ug) =0 si au moins un u; est nul, i € {1,...,d};
i) C(u) =u; pour u = (uy,...,uq) € [0,1]% et tous les éléments de u sont égaux a 1
sauf la jé composante qui est u; ;
iii) C est d-croissante c’est-a-dire pour u = (u1,...,uq) et v = (vy,...,vq) tel que
w <wv,i=1,...,d, on a: Ve(u,v]) >0, ot

['LL, ’U] = [Ul,'l}l] X [UQ,’UQ] X ... X [ud,vd],
et
Vo(lu,v]) = A AVt AR C (2, ..., Ta),
avec
AC(xy,...,2q) = Clx1,. .. The1, Vs Thy1, - -, Ta) —
O(xla"ka—laukaxk-i-la"'7xd>'

Nous présentons maintenant quelques exemples de copules classiques utilisées dans la

quantification de la dépendance. Elles répondent a la caractérisation du théoreme 1.2.

Exemple 1.1. La copule d’indépendance notée souvent C? est

d
Cff(ul,...,ud):Hui, Uy, ..., ug € [0,1]. (1.4)
i=1

Cette copule C? permet de représenter le concept de l'indépendance entre les variables

aléatoires.



Exemple 1.2. La copule comonotone, encore appelée copule de dépendance maximale,

notee souvent My est
My(uy, ..., ug) = min(uq, ..., uq), ui,...,uq € [0,1]- (1.5)

Cette copule est la fonction de répartition du vecteur aléatoire (Uy,...,Uq) = (U,...,U),
ot U est une variable aléatoire distribuée uniformément sur [0,1]. Elle s’appelle aussi

la borne supérieure de Fréchet.
Exemple 1.3. La copule de survie

On note C' une copule de dimension d associée au vecteur (Uy,...,Uy) ou les variables
aléatoires sont uniformément distribuées sur [0,1]. La copule de survie provenant de la
copule C, est la copule associée au vecteur aléatoire (1 — Uy, ..., 1 — Uy), voir Nelsen

(2006, page 33). En particulier, pour une copule bivariée C, la copule de survie C est

C(ul,U,Q) = Uy + Uz — 1+ C(l — Uy, 1— u2), Uy, U € [0, 1] (16)

Les développements les plus conséquents sont faits sur les copules en dimension 2. Nous
donnons quelques exemples de copules bivariées sur [0, 1]? avec leurs densités, obtenues
a partir de I’équation (1.3), définies pour uj,uy € [0,1]. Pour réaliser le tableau, nous

utilisons la référence Joe (2014, page 159)

TABLEAU 1.1 — Exemples de copules bivariées classiques et leurs densités

Copule Expression Densité
Gumbel  exp |— {(—logu;)* + (- log UQ)Q}I/O‘} Ca
a>1
-1<46<1
_1_
Clayton (0 + g’ = 1) A (1)
0>0
Joe Cs Cs
0>1
-1/6
BB1 [1 (= 1) + (uy? — 1)5}1/9} Cos
0>00>1




La densité de la copule de Gumbel, notée ¢, pour u,v €]0, 1] est

Cq = C’a(ul, u2) [@Z)a(ul) + ¢a(u2)]é_2 oa—1+ {@Z)a(ul) + @Z}a(uQ)}i] ¢a—l(ul)wa—1(U2)’

U U2

oll nous avons

Co(u,us) = exp [— {(—=logu1)® + (—loguz)* Y|, ¥a(t) = (—logt)®, t>0.

La copule de Joe est

Cy(u,v) = 1= {(1 = uy)? + (1 — uz)’ — (1 — uy)’(1 — up)’}"°, (1.7)
et la densité de la copule de Joe, notée c¢s pour uy, uy €J0, 1] est
s = {ud+a)— )} 7wl 5 — 1 4 a4+ ud — ulud) - (1.8)

ou @ =1 —uy et ug = 1 — ug, voir Joe (2014, page 170).
La densité de la copule BB1, notée ¢y s pour uy, us €]0, 1] est

cos = {14 @+ @ e ) V2[00 — 1) + (05 + 1)(x + )] -
(2y)' Y (uyug) 0, (1.9)

ottz = (u;? —1)% et y = (uy? — 1)%, voir Joe (2014, page 190).

Remarque 1.1. Somme convexe de copules

Soit k € [0,1] et on définit une fonction Cy par
Culuy, ... ug) = kCuy, ... ug) + (1 — k) My(uy, ..., ug), ui,...,uq € [0,1], (1.10)

ot C4 et My sont respectivement données par les équations (1.4) et (1.5). La fonction

C est une copule. Elle se nomme, la copule de Fréchet-Mardia (Nelsen, 2006, page 15).

Proposition 1.1. Si (Xy,...,Xy) est un vecteur aléatoire dont la copule associée est
C' alors C est la copule associée au vecteur (¢1(X1), ..., 0a(Xa)) st p1,...,pa sont des

fonctions continues et strictement croissantes de R vers R, voir Joe (2014, page 8).
La proposition 1.1 permet de savoir que la copule associée a un vecteur aléatoire ne

change pas lorsqu’on applique un vecteur de transformation croissante. Le théoréme

suivant donne le résultat que toutes les copules sont comprises entre deux bornes.
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Théoréme 1.3. Bornes de Fréchet-Hoeffding

Pour toute copule C, on a :
d
Wy(u) = max {Z u; —d + 1,0} < C(u) < Mg(u), u=(uy,...,ug) €[0,1]%
i=1

ot My est la copule définie a I'équation (1.5). Une démonstration de ce résultat se trouve
dans Nelsen (2006, page 47). Dans le cas bivarié (d =2), Wy est la copule associée au
vecteur aléatoire (U,1—U), ot U suit une loi uniforme sur [0, 1]. Wy s’appelle la copule

borne inférieure de Fréchet.

1.3 Quelques familles de copules paramétriques

11 existe plusieurs familles de copules qui permettent de modéliser la dépendance. Dans
les sous-sections qui suivent, nous parcourons les copules archimédiennes, les copules

elliptiques et une copule asymétrique.

1.3.1 Copules archimédiennes
La copule archimédienne est définie & partir de fonctions dites complétement monotones.
Définition 1.3. Fonction complétement monotone

Une fonction v est dite complétement monotone si elle est infiniment différentiable sur
0, +-00[ et

(—1Y9V(t) >0, jeN,
o YY) est la dérivée d’ordre j de 1.

Exemple 1.4. La transformée de Laplace-Stieltjes, 1(t) = E(e=%?!), d’une variable

aléatoire strictement positive Z, est une fonction completement monotone, voir Feller

(1972, page 449).

Remarque 1.2. Si vy est une fonction complétement monotone alors la fonction C

définie par
C(u17 s 7ud;9) = 2/)9 {wgl(ul) +.o.t w;l(ud)} ; U, ..., Ug € [07 1]7 (111>

est une copule archimédienne de générateur @/19_1 et de parametre 0 pour tout entier
d>1.
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La densité de la copule archimédienne de 1’équation (1.11) donne Iexpression
{0 )+ 0 ()
d

c(ug, ..., uq;0) , (1.12)

voir McNeil et Néslehova (2009), page 3075.

Les copules archimédiennes vérifient la définition d’échangeabilité unidimensionnelle

c’est-a-dire pour toute permutation {r(1),...,7(d)} de {1,...,d}, nous avons
C(ul, <oy Ugs 9) =C (uﬂ(l), Ce ,uﬂ(d);9> s

voir (Mai et Scherer, 2012, page 39). La notion d’échangeabilité multidimensionnelle
est formellement définie au chapitre 2, section 2.1. Vu l'existence d’une multitude de
familles de copules archimédiennes, 1'utilisation dépend de la situation a laquelle nous

sommes confrontés. Nous donnons un exemple de copule archimédienne, la copule de
Frank.

Exemple 1.5. Copule de Frank

La copule de Frank de parameétre 6 en dimension d est

d
1 (e - 1)
Og(ul, R ,ud;Q) = —élog 1+ W , 0>0: (113)

C’est une copule archimédienne de générateur vy(t) = — log {1 +ete? — 1)} /0, t¢€
R, . En effet, 1)y est la transformée de Laplace d’une variable aléatoire logarithmique de
paramétre (1 —e~?). On rappelle qu'une variable aléatoire Z suit une loi logarithmique

de paramétre (1 — e~Y) si sa fonction de probabilité est

(1-e)'

P(Z=k) =0

L k=1,2,.... (1.14)

A partir de la copule de Frank, on retrouve la copule d’indépendance lorsque § — 0,

voir (1.4). Lorsque # — 00, la copule de Frank donne la copule comonotone, voir (1.5).

1.3.2 Copules elliptiques

Les copules elliptiques sont définies a partir de lois elliptiques. La majorité des copules

elliptiques n’ont pas une forme explicite a cause de ’écriture sous forme intégrale de la

12



distribution multidimensionnelle dont elles proviennent. Nous donnons une caractéri-
sation de la loi elliptique. Nous supposons dans cette sous-section que Z est un vecteur

aléatoire de dimension d.
Définition 1.4. Caractérisation d’une loi elliptique

On dit que le vecteur aléatoire Z suit une distribution elliptique centrée a p et de matrice
de dispersion 3, qu’on note Z ~ E4(11, ), si et seulement si Z peut s’écrire en termes

de distribution en loi sous la forme
Z £ i+ dRAU, (1.15)

ot
e la matrice A provient de la décomposition de Cholesky de 3 (X = AAT, A est
une matrice triangulaire inférieure) ;
e R est une variable aléatoire positive et

o U est un vecteur aléatoire uniformément distribué sur I’hypersphére unité de R?

et indépendant de R.
Sous I’hypothése que X est de rang plein, la densité de R est

2m) =" 0
= R
f(?") F(d/2) r g(T’ )7 re +>
et la densité de Z est
hy(2) = |2I” 1/29{ 'S z—p)}, zeRY
ot la fonction T' est définie par T'(t fo “Lexp(—y)dy et g : Ry — R, est appelée

la fonction générateur.

Cette définition provient des travaux de Frahm et al. (2003). Une loi elliptique multi-
variée a ses marginales elliptiques de méme loi. La copule associée a une loi elliptique
est une copule elliptique, voir Mai et Scherer (2012, page 171). Nous donnons deux

exemples de copule usuelle de loi elliptique en dimension d.
Exemple 1.6. Copule normale

St Z est un vecteur aléatoire gaussien de dimension d, centré et de matrice de corrélation

P, alors la copule associée est

¢7l(u1) @71(’11,(1) 1
Cpuy,...,uq) = / / (21) 42| P|7Y2 exp (—§ZTP_1z> dz,

o
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ou D est la fonction de répartition de la loi normale standard. La densité de la copule

associée en dimension d est
1
C(U1s - - -5 Ud; P) = |P|71/2 exXp {_in(Pl - Id)w} )

ot w = (D7 uy),..., 0 Huq))T, voir Xue-Kun Song (2000) et ®~' Uinverse de la

fonction de répartition de la loi normale centrée réduite .

La copule normale est une copule symétrique (elle est égale a la copule de survie as-
sociée). Elle est égale a la copule d’indépendance si la matrice de corrélation est celle

identité (toutes les corrélations sont nulles).
Exemple 1.7. Copule de Student

La copule de Student s’écrit

F, p(u1) F, p(ua)
Caur, ..., uq; P) :/ / f(z v, P)dz,

—0o0 —0o0
ol uy,...,uqg € [0,1] et F,p est la fonction de répartition d’une loi de Student & v
degrés de liberté, de matrice de corrélation P et Flf}) est la fonction inverse. La densité
d’une loi de Student multivariée en dimension d, a v > 2 degrés de liberté, de matrice

de corrélation P, inversible, est

F(ml) ST p—1y\ ~vtd)/2
. P) = 2 1 Rd'
f(zv, P) NCICIERIE ( +— ) , z€

Cette copule permet de capter de la dépendance aux extrémes, positive ou négative, voir
la section 1.4.4.

1.3.3 La copule béta généralisée

Nous donnons quelques définitions concernant les variables aléatoires suivant des lois
gamma, béta et MGB2 dans un premier temps avant de définir la copule béta dans un

deuxiéme temps.
Définition 1.5. Distribution gamma

Une variable aléatoire Y suit une loi gamma de paramétres a et X\, positifs, que [’on
note Y ~ G(a, \) si sa densité de probabilité f s’exprime

-y, a—1
['(a)

flysa,\) = e My, yeR,
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Si A =1, on parle de loi gamma de paramétre a noté G(a) et si a =1, on parle de loi

exponentielle de paramétre .
Définition 1.6. Distribution béta

Une variable aléatoire Y suit une loi béta de paramétres o et 3, positifs et notée Y ~
B(a, B) si sa densité de probabilité g est

F(Oé—i—ﬁ) a—1

9(y;a, B) = NONGE 1-y)f" o0<y<l (1.16)

Une propriété connue sur la construction la somme des lois gamma.

Propriété 1.1. Si Y; est une variable aléatoire suivant une loi gamma de paramétre
«, Yo une autre variable aléatoire suivant loi gamma de paramétre (5, indépendante de
Y1 alors la variable aléatoire Yy /(Y1 + Ya) suit une loi béta de paramétres a et 5. Les
variables aléatoires Y1 /(Y1 + Ys) et Y1 + Y, sont indépendantes et Yy + Yo suit une loi

gamma de parameétre o + 3.
Définition 1.7. Distribution MGB2

On considére a = (ay,...,aq), b = (b1,...,bq) et p = (p1,...,pa) ou b; et p; sont
positifs pour tout i. Un vecteur aléatoire Z de dimension d suit une loi béta généralisée
multivariée de deuziéme espéce, de paramétres a, b, p et q noté MGB2(a,b,p,q) si et

seulement si sa fonction de densité h est

d
L(p+q) [ Tla;| 2"
=1

Wz a,b,p,q) = (1.17)

(). T T () [ H" {1 JZé <%>ai}ﬁ+q,

=1

ot z= (z1,...,29)T € ]R‘}'r et q, positif et p = py + ...+ pa, voir Cockriel et McDonald

(2018) pour plus de détail sur cette loi multivariée.
Lorsque d=1¢eta=0b=(1,...,1), on parle de loi GB2 de paramétres p et q.

Remarque 1.3. 5i Y] et Yy sont deux variables aléatoires indépendantes suivant res-
pectivement la loi gamma de paramétres p et q, positifs, alors la variable aléatoire Y1 /Y5

suit une loi GB2 unidimensionnelle de paramétres p et q.

Nous définissons par la suite la copule béta a partir de la distribution MGB2.
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Définition 1.8. Copule béta

La densité d’une copule béta en dimension d, de parameétres pq, ..., pq,q, positifs, s’écrit
d d

t T (Sota) [0y

(U, ug;P1y -y Py ) = y =1 —— y : (1.18)

[IT (pi + ) ( d )E:IPH-Q

i=1 1+ Z:L‘Z

i=1
ou x; est défini par
Ty = 1B (uw) B%lq_(ftzl);
Pi g\t
ot By, 4 est la fonction de répartition d’une loi béta de paramétres p; et q, voir Yang

et al. (2011) pour des informations complémentaires sur la copule béta.

Cette copule est obtenue a partir de la densité MGB2(1,1,p,q) ot p = (p1,...,pa) de
I'équation (1.17). Cette copule permet de modéliser une dépendance asymétrique. Si
p1 = p2 = ... = pg = 1, alors la copule béta est la copule de survie associée a une

copule de Clayton en dimension d de paramétre ¢, voir Yang et al. (2011).

La propriété suivante permet de rendre compte de la généralisation de la copule béta
par rapport a la copule normale ordinaire. Les résultats particuliers sur la copule béta

sont obtenus lorsque la dimensionnalité est 2.

Propriété 1.2. Soit py, ps et q des paramétres réels positifs. Considérons la copule béta

bivariée de parameétres pi, pa et q.

1) Pour py et po, fizés, nous avons le résultat suivant

lim C(u17u2;p17p27Q) = U1U2. (].].9)

q—r0

2) Si p1, py et q sont trés grands de telles sortes que p1/q — ¢1 et pa/q — o

lorsque p tend vers l'infini alors

lim C(uy, ug;p1,pa, q) = @, {® (1), @ " (u2) }, (1.20)

q—>r 00

ot le parametre est p = | [ 38—

Une démonstration de cette propriété se trouve en annexe de l'article de Yang et al.

(2011).
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1.3.4 Copule de Khoudraji bivariée

Définition 1.9. Une fonction C' est une copule de Khoudraji bivariée si elle peut

s’écrire sous la forme
Cuy, ug; k1, kg) = Oy (uy ™™, uy ") Gy (uf*, u5?), ki, ko € [0, 1], (1.21)

pour uy,uy € [0,1] et les fonctions Cy et Cy sont des copules bivariées, voir Mukherjee
et al. (2018).

- Si K1 # kg, alors la copule C' est asymétrique.

- 51 C est une copule dindépendance et Cy est une copule symétrique de parametre K

alors la copule C' est de paramétres (k, k1, K2).

Nous avons présenté les notions générales sur les copules. Nous traitons maintenant des
outils qui permettent de quantifier la structure de dépendance entre deux ou plusieurs
variables aléatoires. La corrélation linéaire par exemple permet de donner une idée de
la dépendance linéaire entre deux variables aléatoires. D’autres types de corrélations
bivariées existent et peuvent s’exprimer facilement en fonction des copules. Dans la

suite de ce chapitre, nous allons présenter quelques mesures de corrélations.

1.4 Relations de dépendance entre variables

Les corrélations constituent des mesures pour déterminer I'importance des liens entre
variables. On dispose de plusieurs mesures de corrélation dont la mesure de Pearson,
de Kendall et Spearman. Nous présentons les deux derniéres et une autre mesure de

dépendance appelée dépendance caudale.

1.4.1 Corrélation de Spearman

Le coefficient de corrélation de Spearman noté pg est une mesure qui permet de quanti-
fier le degré d’association entre deux variables aléatoires. Pour deux variables aléatoires
X, et Xy, de loi bivariée continue et de marges I} et Fy, la corrélation de Spearman

est définie par :

1 xy)  EUCOA0) ~ E{R (X)) E (F(X)
poiin VB E)IV (A%)]
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La corrélation de Spearman peut étre estimée a partir des données, voir Joe (2014,
page 56). Il existe une relation entre la corrélation de Spearman d’un vecteur aléatoire

bivarié et la copule qui lui est associée.

Théoréme 1.4. Si C est la copule associée au vecteur aléatoire (X1, Xs), alors

1 1
ps(X1, Xs) = 12/ / C(u,v)dudv — 3
o Jo

Voir Cherubini et al. (2014, page 97) pour plus de détail.

1.4.2 Le tau de Kendall

Le tau de Kendall se base sur la définition 1.10 portant sur les notions de concordance

ou de discordance.

Définition 1.10. Soit (z1,y1) et (z2,y2), deuz points de R2.

e On dit que les couples (x1,y1) et (xa,y2) sont concordants si (1 —x2)(y1—y2) > 0.

e On dit que les couples (x1,y1) et (T2,y2) sont discordants si (x1 —x2)(y1—1y2) < 0.

La Figure 1.1 donne une illustration de la définition de points concordants ou discor-

dants.
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FIGURE 1.1 — [llustration de la définition 1.10 : A(1,5) et C(6,2.8) sont discordants;
B(1,—4) et D(7,1) sont concordants.

Définition 1.11. On définit le tau de Kendall, noté T, par la différence entre la pro-
babilité d’observations concordantes et la probabilité d’observations discordantes. Soit
(X1, Y1) et (Xo,Y3), deux vecteurs aléatoires continus, indépendants et distribués comme

le vecteur aléatoire (X,Y"). Le tau de Kendall du vecteur aléatoire (X,Y) s’exprime par

r = P{(X, - X2)(Yi — Y3) > 0} — P{(X; — Xp)(Y — ¥3) < O}

En utilisant les données sur n points, I'estimation du tau de Kendall 7 est

(nombre de paires concordantes )-(nombre de paires disconcordantes )
1/2-n-(n—1)

(1.22)

;=

Si C' est la copule associée au vecteur aléatoire (X, Y), alors le tau de Kendall se calcule

A(X,Y) = 4/01 /01 C(u, 0)dC(u,v) — 1 = AE{C(U,V)} — 1,

ou (U, V) est un vecteur aléatoire de loi C'. Voir Cherubini et al. (2014, page 97-98) pour
de plus amples explications. Le tau de Kendall échangeable est défini dans le travail de
Romdhani et al. (2014a). C’est une version modifiée du tau de Kendall pour spécifique-
ment les données échangeables en grappes. Le cas particulier des copules archimédiennes

se donne dans le théoréme 1.5.
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Théoréme 1.5. Soit C, une copule archimédienne de générateur 1, alors le tau de
Kendall associé a cette copule est
1 -1
V()
r=1+ 4/ — g, (1.23)
o (W71)(t)

voir Genest et Rivest (1993) pour une démonstration du résultat.

Nous présentons, au tableau 1.2, quelques copules avec leurs tau de Kendall et de
Spearman. Ces résultats proviennent des références comme Nelsen (2006, page 163),
Shemyakin et Kniazev (2017, page 244).

TABLEAU 1.2 — Corrélation de Spearman et Kendall pour trois copules avec les para-
meétres entre parenthéses.

Copule Domaine du paramétre Tau de Spearman Tau de Kendall
Clayton (6) [0, +-00[ - 6/(6 + 2)
Gumbel («) [1,400] - 1-1/«
Normale (p) —1,1] (6/m)arcsin (p/2)  (2/m) arcsin (p)

1.4.3 Corrélation des scores normaux

Elle se définit a partir de la corrélation de Pearson en appliquant la loi normale standard
aux marges de deux variables aléatoires. Nous donnons une définition de la corrélation

de score normal.

Définition 1.12. Pour deuz variables aléatoires X, et Xy dont les fonctions de ré-
partitions sont Fy et Fy respectivement, on définit le score normal py entre X; et X,
par

pn = cor [ {F (X))}, 2 {Fa(Xa)}],
ot cor est la corrélation de Pearson. Cette formulation de la corrélation de score normal
est due a Joe (2014, page 58).

En notant ¢, la fonction de densité de la copule associée au vecteur aléatoire (X, Xs),

nous avons

PN = /Oo /OO t1t2¢(t1)¢(t1)6{q)(t1),@(tz)}dtldtg
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Une autre forme de dépendance existe, relativement aux queues supérieure ou inférieure

des distributions. Nous la présentons dans la section suivante.

1.4.4 Dépendance caudale d’un vecteur bivarié
Nous donnons une définition de la dépendance caudale de maniére formelle.

Définition 1.13. La dépendance caudale est une notion locale qui apporte une des-
cription de la dépendance au niveau des queues de la distribution d’un vecteur aléatoire
bivarié. Cette dépendance est quantifiée dans les queues inférieures et supérieures. Le
texte de Joe (2014, page 62) explique clairement la notion de dépendance caudale et y

donne des propriétés.

Nous notons Ay et Ap, les dépendances supérieure et inférieure respectivement d’un
vecteur aléatoire (X7, Xs). En considérant C, la copule associée au vecteur (X, Xs),
nous définissons ces coefficients par

o — i {1—2u+C(u,u)}7 N~ tm {C(U,u)}_ (L.28)

u—>1— 1—u u—s07F u

Ils sont utiles pour étudier la dépendance de valeurs extrémes (proche de 0 ou de 1)

des distributions.

1.5 Ajustement d’'un modéle de copule paramétrique

Pour ajuster un modéle de copule paramétrique Cy, de paramétre 6, associée & un
vecteur aléatoire de dimension d, Z = (X!,..., X491 V)T on fait généralement une

hypothése sur les lois marginales. Nous supposons que le vecteur Z est observé sur un
1

échantillon de n unités et noté z; = (x;, ... ,xf’l, yi)T,i =1,...,n. Dans le cas ou les
fonctions de répartitions sont respectivement des lois G pour Y, F1, ..., F; 1 pour X, de
paramétres 5, aq, ..., aq_1, alors 'ajustement est paramétrique. Dans le cas contraire,
les marginales sont estimées de maniére par la fonction de répartition empirique et le
modéle considéré est semi-paramétrique, voir Joe (2014, page 17). Deux méthodes d’es-
timation des parameétres existent : la méthode du maximum de vraisemblance globale
et la méthode IFM (Inference Function for Margins) proposée par Joe et Xu (1996).

Nous notons (5, ay, ..., aq-1,0), les paramétres du modéle.

La méthode du maximum de vraisemblance globale : Elle consiste a maximiser

la vraisemblance globale dans le cas paramétrique ou semi-paramétrique.
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Dans le cas d’'un modéle paramétrique, la log-vraisemblance globale est

n d—1

L(B,a1,...,aq-1,0) ZZlog{fJ xz,a] } —l—Zlog{g vi; B (1.25)

i=1 j=1
. 1. d—1. .
+ Zlog [CG {G(yz7 ﬁ>7 Fl(xiaal)a s 7Fd71(mz‘ 7Oéd71>7 0}} :
i=1
Les estimateurs obtenus en maximisant (1.25) sont convergents, asymptotiquement ef-
ficaces et normaux.

Dans le cas d'un modéle semi-paramétrique, les marginales G et Fj,j =1,...,d—1 de

I'équation (1.25) sont estimées de maniére non paramétrique par

g x):n’lz[(x:z<x) Gly) =n~ nyl<y
i=1

alors la pseudo log-vraisemblance a maximiser est

Zlog [09{ Y, By (z)), . .,Fd_l(xg—l);e}] : (1.26)

L’ajustement d’une copule en utilisant la méthode semi-paramétrique est expliqué aussi
dans Joe (2014, page 247). Les estimateurs obtenus en maximisant (1.26) sont conver-
gents et normaux, voir Genest et Rivest (1993) et Chen et Fan (2006).

Une autre méthode d’ajustement des copules existe et s’appelle Inference Function for
Margins (IFM).

La méthode IFM : la méthode IFM proposée par Joe et Xu (1996) se déroule en

deux étapes.

e La premiére étape consiste a estimer les parametres 5 et o des lois G et Fj
respectivement par B et &;, j =1,...,d—1 en maximisant les log-vraisemblance

marginales. Les estimations sont

B = argmax [Z log {g(v:; )}] , (; = argmax [Z log { f; SL’“OCJ)}] .

i=1 aj i=1

e La deuxiéme étape consiste a estimer le paramétre 6 de la copule par  en maxi-

misant la pseudo log-vraisemblance et

0= argmax [Z log [Ce {g(yi; B), Fi(z}ién),. .., Fya(af ™t dgn); 0}]] :
=1
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Les estimateurs obtenus par cette méthode IFM, sous les conditions de régularité, sont

convergents et asymptotiquement normaux, Joe (1997) et Joe (2005).

Notre these traite des données présentant une dépendance entre les observations dans
une grappe et une dépendance entre les variables d’'un méme individu. Les méthodes
expliquées précédemment sont étudiées pour s’adapter a cette spécificité. Ainsi, dans le
chapitre 3, aprés avoir expliqué en détail les différentes étapes d’ajustement des copules
du modéle postulé au chapitre 2 et les méthodes d’estimation des paramétres, nous
étudions les propriétés asymptotiques des estimateurs dans le cas ou d = 2. Pour la

suite du chapitre 1, nous présentons la régression avec les modéles de copules.

1.6 Régression avec les modéles de copules

La régression avec les modéles de copules est discutée dans Crane et Van der Hoek (2008)
et mise en ceuvre aussi par Das (2015) pour faire de la prédiction. Nous nous mettons
dans le cas ol nous avons une variable dépendante Y continue sur R et des covariables
X = (XY X2, ..., X4 T continues. Dans cette section, nous voulons évaluer E(Y|X).
La méthode de régression avec les copules cherche & prédire Y sachant que X a l'aide
de l'espérance conditionnelle E(Y|X) en utilisant les copules. Elle s’écrit a I'aide de
la copule et des lois marginales déterminant la distribution conjointe de (X,Y"). Ceci
demande théoriquement, la connaissance de la loi conditionnelle de Y sachant X. Cette
loi conditionnelle s’écrit en fonction de la copule pour (X,Y’) et des lois marginales
pour X et Y.

1.6.1 Expression théorique du prédicteur de Y sachant X avec

la copule

Nous supposons que C(.; ) est la copule de paramétres # associée au vecteur aléatoire
(X,Y), de dimension d dont les marges sont G pour Y et F' = (F\,..., Fy_1)T pour X,
ou Fj,5=1,...,d—1 est la fonction de répartition associée a la variable aléatoire X.
La densité de probabilité fyx, associée a la variable aléatoire Y conditionnellement a
x = (z%,..., 27T est
c{G(y), Fi(zh),..., Fy_1(z?7); 0}

ex {Fi(xt),.. ., Fyq(xz1)} 7
ol cx est la densité de la copule associée a X. Les densités ¢y et cx sont

d 0
C(u()a"'audfl;e) = 0 C(UO7U17"'7ud_1’ )7

fyix(y) = g9(v)

L. ug_1 €[0,1],
8u0...8ud,1 Ho td-1 [ ]

23



et
01C (1 uy, ... ug_1;0)

CX(u].) e ,ud—l) = 8u1 aud 1 .

L’espérance conditionnelle de Y sachant x donne

E(Y[X = x) = J2%9 (y)ccﬁ(ﬁl)(’jl)(f‘)_’ Fd_ic;l_%} L L

En faisant un changement de variable, I’équation (1.27) peut s’écrire d’une autre fagon

par :
1
G CR(aY), . Fy (a1 0Y d
B(Y[X = x) — 200 o B, o Fus(o ;O g
ex {Fi(zY), ..., Fy_q(x® 1)}
Voir Noh et al. (2013), Leong et Valdez (2005) et Schucany et al. (1978) pour une

formule similaire. Une évaluation de tel prédicteur est aussi présentée dans l'article de

(1.28)

Acar et al. (2019) ou les auteurs commentent les différences entre la prédiction avec la
régression linéaire. De méme, cette évaluation de prédicteur a fait I'objet de 'article
de Bernard et Czado (2015) ou ils présentent la régression quantile avec les copules
conditionnelles. Cependant, la méthode de Acar et al. (2019) présentent des limites da
au fait que les lois marginales sont estimées de maniére non paramétrique et elle se
limite simplement aux variables continues. Nous donnons deux cas de régression par

copule en dimension 2 dans I’exemple qui suit.

Exemple 1.8. En dimension d = 2, on détermine l’expression théorique du

prédicteur dans deux cas spécifiques

e La copule de Clayton de paramétre 0, est associée a (X1,Y) et Y ~
N (p,0?)

L’espérance conditionnelle de Y sachant X, est donc
E(Y|X:) = p+oE {& 1 (T7V)}, (1.29)

ot la variable aléatoire T est de densité fr donnée par

(1/6, + 1) {Fy(Xp)} "+

t>1-
(t+ R — i/

fr(t) =

Nous rappelons que fr est la densité de Cyja(v|u) dans le tableau 1.3 pour la copule
de Clayton.

e La copule FGM de parameétre 0, est associée a (X,,Y) et Y ~ N(u,0?)
L’espérance conditionnelle de Y sachant X; est

B(YIX) = i 0 (2R (X)) ~ 1} (1.30)
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Le résultat de I’équation (1.30) est obtenu aussi dans Hoang et al. (2019). Les dévelop-
pements pour obtenir les résultats des équations (1.29) et (1.30) se trouvent en annexe
A, section A.2.

L’exemple 1.8 donne une idée des expressions théoriques qu’on obtient avec deux copules
usuelles dans le cas bivarié en utilisant la méthode de régression avec une copule.
L’identification de la copule associée au vecteur aléatoire (X,Y’) constitue une étape
importante pour avoir le meilleur prédicteur en utilisant la méthode de régression avec
les copules. La section 1.5 donne un apergu de I'ajustement d’un modéle de copules aux

données.

Nous avons, dans les sections antérieures, présenté les copules et quelques types de dé-
pendance et vu la difficulté a trouver une distribution multivariée associée & un vecteur
aléatoire, d’autres alternatives s’offrent & nous. Nous présentons donc une construction

de copules multivariées a partir des vignes.

1.7 Construction des copules en vignes

Les vignes sont utilisées pour construire des distributions multivariées a 1’aide d’une
série de copules bivariées. Joe (2014) présente la méthode, Bedford et Cooke (2002)
ont été les premiers a proposer une théorie de construction qui est approfondie par Aas
et al. (2009). La vigne est composée de plusieurs arbres et le type de décomposition
dépend de la forme du premier arbre. Il existe plusieurs types de vignes parmi lesquelles

nous avons la vigne D, la vigne R et la vigne C.

Pour faire de la modélisation par les vignes, il y a trois étapes : premiérement, il faut
sélectionner le type de vigne en fonction du premier arbre. Deuxiémement, il faut sélec-
tionner les copules bivariées impliquées et terminer par la troisiéme étape, en faisant une
estimation des parameétres. Par exemple, Aas et al. (2009), précise que, pour une dis-
tribution multivariée en dimension d, il existe d! maniéres différentes de la décomposer
en R-vigne. Du fait de leur grande flexibilité dans la modélisation multidimensionnelle,
bon nombre d’outils comme les algorithmes d’exploration des arbres sont utilisés pour
en sélectionner la décomposition la plus "adaptée" pour une situation. Nous donnons
un exemple de construction de copule en D-vigne pour quatre variables aléatoires. Nous
sommes inspirés de la méthode de construction des vignes proposée dans le livre de Mai
et Scherer (2012, page 185).
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1.7.1 Construction d’une D-vigne en dimension 4

Nous considérons 4 variables aléatoires notées 1, 2, 3 et 4 et on souhaite construire une
D-vigne associée a ces variables. Spécifiquement, nous cherchons la densité de la copule
associée aux 4 variables aléatoires. La décomposition fait intervenir 3 arbres dont le

premier arbre est la base de la décomposition.

Premiére étape de la décomposition (arbre I) Elle consiste a construire le pre-
mier arbre en ordonnant les variables aléatoires puis en joignant les plus proches voisines
les unes aux autres. Les traits pleins représentent les copules et les ronds, les variables

aléatoires. La figure 1.2 donne un apercu du premier arbre.

13

FIGURE 1.2 — [llustration graphique de la premiére ligne (arbre I) de la D-vigne de 4
variables.

Sur la figure 1.2, les copules bivariées intervenantes sont respectivement notées C'g,
Ci3 et (34 associées aux vecteurs (1,2), (1,3) et (3,4). De cette premiére étape, la

contribution de I'arbre I & la densité de la copule multivariée est
c1a(ur, uz) X ci3(ur, uz) X caq(us, ug)-

Deuxiéme étape de la décomposition (arbre II) Apres la premicre étape, les
binémes de variables aléatoires de la figure 1.2 sont les composantes du deuxiéme ’arbre.
Elle consiste & joindre par la méme occasion les plus proches voisines pour obtenir des

copules conditionnelles se présentant sur la figure 1.3.

23;1

FIGURE 1.3 — Illustration graphique de la deuxiéme ligne (arbre II) de la D-vigne.
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La copule de liaison entre les vecteurs binomes (1, 2) et (1, 3) est la copule conditionnelle
Cy3.1. Pour celle associée aux vecteurs (3,4) et (1,3) est Clq3. La contribution de cet

arbre a la densité multivariée est

C23:1 {02\1(U2|U1), C'3|1(U:>,|U1)} X €14;3 {01|3(U1|U3), C4|3(U4’U3)} )

ol les fonctions de distribution conditionnelles s’écrivent

u2 us3
Cop1 (ug|ur) :/ cia(ur, w)dw,  Cspy (ug|uy) :/ c13(ug, w)dw, (1.31)
0 0

C’1|3(u1|u3) = / 013(u3,w)dw, C4|3('LL4’U3) = / 034(u3,w)dw. (132)
0 0

Troisiéme étape de la décomposition (arbre III) La derniére étape de cette
décomposition consiste a considérer les liens conditionnels de la deuxiéme étape comme

les variables pour construire ’arbre 3.

. — .

FIGURE 1.4 — Tllustration graphique de I'arbre III de la vigne D.

La contribution en termes de densité de I’arbre III & la densité multivariée globale est

C24;13 {C’2|13(u2|u1, U3), C4|13(U4|U1, U3)} )
ot C2|1(U2|u1)
C'2|13(U2|Ul,u3) = / C23:1 {w, 03\1(U3|U1)} dw, (1-33)
0

et
Cyj3(ualus)
C4|13(U4|'U,1, ’LL3) = / C14;3 {w, Cl|3(U1|'LL3>} dw- (134)
0

Les distributions conditionnelles de chaque étape sont obtenues en utilisant un résultat

de Joe (1996). Il provient aussi de la référence (Czado, 2019, chapitre 4, page 92).

A la fin de ces trois étapes, nous aboutissons a la décomposition globale en D-vigne que

nous résumons sur un seul graphique.
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12 13 . 34 .

14:3

24;13

FIGURE 1.5 — Représentation graphique globale de la décomposition en D-vigne de 4
variables aléatoires.

Finalement, la densité de la copule associée a cette décomposition en D-vigne s’écrit

c(ur, ug, ug, ug) = cia(ug, ug) X ci3(ug, ug) X caa(us, ug) X
C23;1 {02|1(U2|U1), C'3|1(U3|7~t1)} X C14;3 {C’l|3(u1|u3), C4|3(U4|U3)} X
C24;13 {02|13(U2|U1, U3), C4|13(U4|U1, Us)} ) (1-35)
ol uq,...,uy € [0,1]. L’équation (1.35) fait intervenir 6 copules bivariées, dont les

copules conditionnelles C'4;3, Cas.1 €t caq.13.

Dans la sous-section suivante, nous donnons, dans des cas particuliers, quelques ré-
sultats théoriques des fonctions de répartitions conditionnelles obtenues a partir des

copules.

1.7.2 Quelques fonctions de répartitions conditionnelles

univariées particuliéres obtenues a partir des copules

Dans les équations (1.31) et (1.32), les fonctions conditionnelles se calculent grace a
Joe (1996) et (Czado, 2019, chapitre 4, page 92). Nous présentons dans le tableau 1.3
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la fonction de distribution conditionnelle C; (u2|u1) et son inverse 02_“1 (wluy), uy, ug €

[0,1] et w € [0, 1] pour quelques copules particuliéres dans le cas univarié.

TABLEAU 1.3 — Quelques fonctions de répartition conditionnelles Cy); et leurs inverses

02_‘ 11 obtenues & partir des formules analytiques des copules concernées.

Copule Expression de la distribution conditionnelle et inverse
— O~ (ug)—p®~ " (w1)
Normale Copi (ug|ur) = (ID{ i/lpr u }
pE <_17 1)
C’Q_‘ll(w|u1) = { 1—p2®Hw) + p@‘l(ul)}
FGM CQll(UQ’Ul) = U9 {1+(5(1—UQ)(1 —2u1)}
de[-1,1]
1 1+6(1—2u1) —/6(1—2u1) {5 (1—2us —4w)+2}+1
6’2‘1(w|u1) = 25(1—2uy)
Clayton Cop (uzlur) = uy M uy? +uy® — 1)~/
6> 0 Cyit(wlur) = [(w /O —1)u;? +1)7°
67(5u _eféu
Frank 02|1(U2’U1) = _6—6_6—5(ullqt(112)+€715214)1+675u2
5 € R\{0}
— w(l—e™9
C’lel(w|u1) =—1/0exp {1 — e_guljfw(l_e)_éul)}
& _ Big.q(u2)(1=Bp; g (u1))
beta Canlushr) = B { TR }
-1 _ BP_QI,erq(w)
P1,P2,9 >0 Copp (wlur) = By, 4 { =By 4 (u)+ By g (un) B, ), o (0)

Certains résultats du tableau 1.3 peuvent étre retrouvés en utilisant la copule associée

mais aussi ils proviennent des références comme Bernard et Czado (2015).

Sous le logiciel R, les formules utilisées pour calculer la distribution conditionnelle et
son inverse a partir de certaines copules se trouvent dans la documentation du package
VineCopula, voir Schepsmeier et al. (2018). Pour la copule béta, la dérivation de la
densité conditionnelle et de son inverse se trouve en annexe A, section A.1. Pour les
fonctions de distributions conditionnelles des équations (1.33) et (1.34), elles peuvent
s’écrire en fonction des fonctions de répartitions conditionnelles présentées au tableau

1.3.
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1.7.3 Deux stratégies de construction des copules en vigne

Pour les décompositions en vigne, nous utilisons des stratégies de construction pour
simplifier la décomposition. L’explication naturelle est que I’on souhaite que la dépen-
dance soit relativement faible dans les branches de niveaux supérieurs (exemple arbre
III de la figure 1.5) d’une part. D’autre part, dans le cadre d’une régression linéaire
simple par exemple, la prédiction d’une variable sur un individu ne dépend pas de la
valeur des autres individus. Nous explicitons ici les deux hypothéses standard que nous

faisons sur les décompositions en vigne, voir Stober et al. (2013).

e Hypothése simplificatrice Elle est utilisée souvent en pratique et s’énonce par :

"la copule conditionnelle ne dépend pas des variables sur lesquelles on conditionne".

e Hypothése d’indépendance Lorsque nous tronquons une vigne (couper un arbre)
par exemple en enlevant précisément le troisieme arbre, cela revient a supposer que

toutes les copules associées a cet arbre soient la copule d’indépendance.

Exemple 1.9. Application des hypothéses dans le cas de la décomposition en
vigne de la sous-section 1.7.1
L’hypothése simplificatrice appliquée aux densités impliquées a la vigne de l’équation

(1.35), s’écrit de la fagon suivante
— la copule conditionnelle Ca3.1 ne varie pas en fonction de la variable 1;
— la copule conditionnelle Cl4,3 ne varie pas en fonction de la variable 3 ;
— la copule conditionnelle Ca4.13 ne varie pas en fonction des variables 1 et 3.

Pour la décomposition en D-vigne de la sous-section 1.7.1 et présentée sur la figure 1.5,

nous avions deux possibilités :

— wvigne tronquée au troisieme arbre signifie que la copule Casy3 est la copule d’in-

dépendance ;

— wvigne tronquée au deuzieme arbre signifie que les copules Casq et Ciag sont des

copules d’indépendance.

1.8 Modéle de Battese, Harter et Fuller (1988)

La régression ordinaire, en dimension d, étudie la liaison statistique entre une variable
continue Y, unidimensionnelle, et des variables indépendantes x. Ici, les unités sont

regroupées en des grappes et la grappe peut contribuer a la prédiction de Y. Les modéles
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mixtes ou modeles a effets aléatoires de Battese et al. (1988), développés aussi par Diggle
et al. (1994) et McCulloch et Searle (2001) permettent de prendre en considération
leffet grappe dans la prédiction de Y. Dans cette section, nous définissons ce modéle

clairement.

Pour définir le modéle linéaire mixte, nous considérons que la variable dépendante
pour un individu ¢ de la grappe j est noté Yj; et appelons x;;, la variable indépendante
associée. Nous considérons s;, un échantillon pour la grappe j et de taille n;. L’équation

du modéle de régression s’écrit

Vi=xB+vi+eu i=1,...n;j=1..m, (1.36)

ou les hypotheéses suivantes sont faites sur le modéle
vj ~ N(0,02), eji ~ N(0,02),

v;j est l'effet aléatoire pour la grappe j, ej;; est l'erreur expérimentale et v; est indé-
pendant de e;;. Le prédicteur de Y sur un nouvel individu de la grappe j ayant pour

variable explicative x;n est alors donné par

. 2 Y — xZ
I A g, J J%

iGSj J

sous I’hypothese que les paramétres (3, 0, et o, sont connus. Ce modéle permet de faire
de la prédiction au niveau des individus dans une grappe. Pour 'analyse des données
en grappes, la méthode de Battese, Harter et Fuller est la méthode standard utilisée,
voir Battese et al. (1988).

Dans ce chapitre descriptif et de présentation, nous avons fait un bref survol des dif-
férents outils et éléments généraux existant sur les copules. Ces outils trouvent leur
utilisation dans cette théese ou la construction de distribution jointe nécessite les co-
pules d’une part et d’autre part des distributions marginales. Nous donnons quelques
utilisations de copules pour modéliser la structure de dépendance et pour faire de la
modélisation avec des méthodes préexistantes comme la régression avec les copules pré-
sentée a la section 1.6. Dans le chapitre 2, nous proposons un modéle échangeable pour
les données en grappes en spécifiant les propriétés qui le rendent souple et généralisant
des méthodes standards d’analyse des données en grappes. En bref, nous partons des
hypotheses vérifiables pour les données en grappes pour définir de nouveaux concepts

qui sont utilisés dans le modéle construit.
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Chapitre 2

Une nouvelle classe de modéle pour

des données hiérarchiques

Ce chapitre porte sur la modélisation de données hiérarchiques dans le cas multidimen-
sionnel a I'aide de modéles probabilistes. Il traite du cas ou d variables sont mesurées
sur chaque unité d’observation et ces unités sont dans des grappes. Nous sommes donc
en présence de deux types de relations de dépendance. La premiére caractérise les liens
entre les variables mesurées sur la méme unité et la deuxiéme porte sur les relations
entre les unités d’'une méme grappe. Ce type de données se modélise souvent avec
un modeéle normal a effets mixtes (McCulloch et Searle, 2001). Nous nous intéressons
plus particuliérement au cas ou les unités dans une grappe sont échangeables et nous

introduisons d’abord une définition d’échangeabilité multidimensionnelle.

Pour définir le modéle & proposer, 'indice i, i = 1,...,n, dénote une des n unités de
la grappe. Nous considérons Z;, le vecteur d x 1 pour la iéme unité. L’objectif de ce
chapitre est de suggérer des fonctions de répartition Fy,,, définies sur R™, pour la loi
conjointe du vecteur aléatoire {Z, ..., Z,} observé sur les unités d’'une méme grappe.
Le vecteur aléatoire {Z,...,Z,} est un ensemble de n vecteurs aléatoires dont chacun
est de dimension d. Nous nous intéressons plus particuliérement & des familles de loi
ou Fy, se décompose en une copule en dimension nd et un ensemble de d distributions

marginales.

Ce chapitre comporte deux grandes parties. La premiére suggére une notion d’échan-
geabilité multidimensionnelle, étudie son impact et donne quelques exemples de lois
échangeables. La deuxiéme partie s’intéresse a un contexte de régression : la premiere

composante du vecteur Z est le vecteur des variables indépendantes et la derniére com-
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posante est la variable dépendante. Nous suggérons une notion d’indépendance condi-
tionnelle partielle pour restreindre et rendre flexible la classe des modéles a considérer
dans ce contexte. Une méthode générale de construction de familles de copules échan-
geables satisfaisant la condition d’indépendance conditionnelle est ensuite proposée. De
nouvelles familles sont enfin construites en guise d’illustration sans oublier de propo-
ser des méthodes de simulation et 1'utilisation du modéle échangeable pour faire de la

prédiction des données en grappes.

2.1 Notion d’échangeabilité multidimensionnelle

L’échangeabilité est une notion classique qui se rencontre dans des situations ot I'ordre
de mesure des variables sur des individus de la population étudiée peut changer sans im-
pacter la distribution des variables mesurées. Mai et Scherer (2012, page 39) définissent
I’échangeabilité unidimensionnelle et donnent des exemples de modéle vérifiant cette
condition. Dans le cas de copules bivariées, Ghiselli (2013) a présenté un générateur de
famille de copules échangeables. Il faut aussi noter que I’échangeabilité est la symétrie
naturelle dans le cas bivarié. La définition 2.1 d’échangeabilité multidimensionnelle que
nous proposons est une extension de I’échangeabilité unidimensionnelle définie par Al-
dous (1985, page 5), Hill (2003) et Mai et Scherer (2012) pour un nombre fini et infini
de variables aléatoires. Nous donnons une définition de cette notion en dimension plus

grande que deux, de maniére formelle.
Définition 2.1. Echangeabilité en dimension d ou d-échangeabilité.

Une famille de fonctions de répartition Fy = {de(zl, o Zn)zm ERIN =23, }
est échangeable en dimension d si, pour tout n > 2, Fy,, € F4 satisfait les conditions

suivantes

i) Invariance de loi : Pour toute permutation {m(1),...,w(n)} de {1,2,...,n},
Fd,n (21,...,Zn) = de{zﬂ(l),...,zﬂ(n)}. (2.1)
it) Fermeture sur les marges : Pour 1 <p <mn,

Fip(z1,...,2) = Fyn(z1,...,%,,00,...,00). (2.2)

Remarque 2.1. L’échangeabilité définie par Mai et Scherer (2012) est celle ou le
nombre de variables est d = 1. Particuliérement, lorsque d = 1, la définition 2.1 se
réduit a celle de Mai et Scherer (2012, page 39). Notre contribution consiste a définir

cette notion étendue de [’échangeabilité pour la modélisation.
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L’échangeabilité multidimensionnelle permet d’écrire la distribution de probabilité d’un
vecteur aléatoire d’une maniére assez réduite et compacte. Elle est une notion qui trouve
des applications intéressantes en médecine, en hydrologie (Durante et Okhrin, 2015), en
statistique multidimensionnelle, etc. Elle s’utilise aussi pour faire de 1’estimation dans
les petits domaines, voir Rivest et al. (2016). Il existe de nombreux modéles échangeables

et nous en énumérons deux.

Exemple 2.1. Pourd =1 et si Zy,...,Z,, sont n variables aléatoires indépendantes

alors le vecteur (Zy,...,Zy,) est échangeable en dimension 1.
Exemple 2.2. Copule archimédienne hiérarchique

La fonction C' définie par :

C(u17 R un) = Cﬂ%) {01/11 (ul) Yoo 701/11 (qu)}v

ot w; = (ug, ..., wq) € [0,1]%, i =1,...,n, ;' oy est une fonction complétement
monotone. Les fonctions Cy, et Cy, sont des copules archimédiennes de générateurs 1
et Y1 respectivement en dimension n et d, et d étant le nombre de variables. La fonction

C' est une copule échangeable en dimension d.

La copule C' considérée dans I'exemple 2.2 est un cas particulier d’échangeabilité. En
effet, la fonction C' est un exemple de copule archimédienne hiérarchique en dimension

d, Joe (1996).

L’échangeabilité d’un ensemble de vecteurs aléatoires impacte la loi de ce dernier. Elle
peut servir de pont pour faciliter une meilleure construction et une spécification des
paramétres d'un modéle dans le but d’une inférence. Ainsi, la proposition 2.1, sous I’hy-
pothése d’échangeabilité multidimensionnelle, nous énoncons un résultat sur la forme
de la matrice de corrélation d’'un vecteur aléatoire multidimensionnel. En effet, la dé-
finition d’échangeabilité multidimensionnelle étant nouvelle, nous donnons la forme de

la matrice de corrélation associée comme acquis que nous proposons.

Proposition 2.1. Soit {Z, Z,,...,Z,} est un ensemble de n vecteurs aléatoires dont
chacun est de dimension d, vérifiant la définition d’échangeabilité en dimension d (voir

définition 2.1). Alors, les matrices de corrélation nd x nd, de Pearson, de Spearman,
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des scores normaux ou de Kendall entre ces n vecteurs sont de la forme :

Yw + 2 > >
by S+ . :
I, @ Sy + Jp @0y = N ’ , (2.3)
: 5,
> Yo 2w+ 20

ou I, est la matrice identité d’ordre n, J, est la matrice carrée d’ordre n ot tous les
éléments sont 1 et les matrices X, et Xy sont des matrices symétriques d’ordre d. Le
produit tensoriel se note ®. De plus, pour les corrélations de Pearson, de Spearman et

des scores normauzx, les matrices ¥, et ¥y, sont semi-définies positives.

Démonstration. Soit {Zy,Zs, ..., Z,}, un ensemble de n vecteurs aléatoires dont chacun
est de dimension d et vérifiant la condition de d-échangeabilité. Alors la variance de
chaque sous-vecteur Z;,© = 1,...,n est la méme, et est elle-méme une matrice de

variance-covariance notée ici A. De plus, la covariance entre deux vecteurs Z; et Z,,

i,i =1,...,n,aveci #i de dimension d ne dépend pas de i et i et nous la notons ;.
A X .00 Y + 2 P hIS
Eb A . o Eb Ew + Zb
po...o Xy A pIS p X+

Ainsi donc, la matrice de variance-covariance du vecteur {Zy, Zo, ..., Z,} se met sous

la forme (A = X, + ). Pour tout vecteur u € R? {uTzl,uTZZ, o ,uTZn} est
échangeable univariée. Considérons Z; et Z, pour deux unités quelconques 7 et i et la

matrice de corrélation entre u’Z; et u'Z; est

< u (S + Sp) u u' Spu ) . (2.4)

uTSyu ul (2, + Xp) u

D’aprés Mai et Scherer (2012, page 41), cette matrice est définie non-négative et la
corrélation entre les deux variables aléatoires est positive ou nulle aboutissant donc
ul'S,u >0 et ul'Syu > 0. m

Nous donnons, dans deux exemples, la matrice de corrélation de modeles échangeables.

Exemple 2.3. Copule elliptique multivariée
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Soit (Zy, Zs, ..., Zy), un ensemble de n vecteurs aléatoires dont chacun est de dimension
d et qui suit une distribution elliptique de matrice de variance-covariance ¥ de la forme
(2.3). La copule associée a ce vecteur aléatoire est une copule elliptique échangeable en
dimension d. Cet exemple constitue la réciproque de la proposition 2.1 dans le cas de la

loi elliptique multidimensionnelle.
L’exemple qui suit constitue la suite de I'exemple 2.2.

Exemple 2.4. Copule archimédienne hiérarchique (suite)

La matrice de corrélation du vecteur aléatoire du modéle hiérarchique considéré dans

lezemple 2.2 peut se réduire a la forme

Yo poda o poda L pp ... m
Jg 2 : 1 :
;00. d .Pl ., = p.l | | ’
: pon : T ]
poda ... poda Xy, pr .. p1 1

ou Jgq est la matrice carrée d’ordre d ou tous les éléments sont 1 et py, p1 sont les

corrélations obtenues respectivement a partir des copules Cy, et Cy,.

Exemple 2.5. Modéle d’analyse de la variance a un facteur multivarié
Considérons le modele d’analyse de la variance multivariée a un facteur aléatoire. L’er-

reur aléatoire de ce modéle s’écrit
Zi:a+1/,~,i:1,...,n, (25)

. . . . T .
ot on note Yy, la matrice de dispersion de a et v; = (Vy,...,Vq)" a pour matrice de

dispersion X,,. De plus, v; et a sont indépendant.

La matrice de dispersion associée au modéle de I'équation (2.5) est exactement de la
forme de I’équation (2.3). En conséquence, le modéle linéaire mizte est un cas particulier

de modeles échangeables.

La présentation bréve de la notion d’échangeabilité nous permet d’avoir une idée sur les
possibles utilisations et les propriétés particuliéres intrinséques comme la forme de la
matrice de corrélation. Ainsi, les copules échangeables peuvent étre utilisées pour faire
de la modélisation de données dans les cas particuliers ot les individus sont interchan-
geables. Ceci nous motive a postuler des modeles ayant des propriétés d’échangeabilité

pour des données hiérarchiques et multiniveaux.
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Dans les sections qui suivent, nous proposons un cadre et de nouveaux concepts dans le
but de construire un modéle échangeable a base de copules et qui inclut les modéles de
base comme le modéle linéaire mixte de Battese et al. (1988) et le modéle de ’équation
(2.5), voir le livre de Bray et Maxwell (1985) pour plus de précision sur le modéle. Par
ailleurs, la construction des modéles multivariés tend a donner des pistes de réflexion
impliquant les copules, voir Huang (2020) et Smith et al. (2020). Plus spécifiquement,
nous présentons, les notions comme l'indépendance conditionnelle et la compatibilité,

utiles pour construire le modéle échangeable.

2.2 Notion d’indépendance conditionnelle

Une notion importante que nous utilisons pour la souplesse des modeéles multidimen-
sionnels est 'indépendance conditionnelle dont nous donnons une définition dans cette
section. Elle existe dans la littérature sous forme d’indépendance conditionnelle des éve-
nements de probabilités Menard et Raoult (1978), de variables aléatoires Su (2004, page
2). Cependant, ces définitions faites étaient dans le cadre univarié, avec un ensemble
de variables aléatoires. En conséquence, nous proposons la définition de I'indépendance
dans le cas multivarié. L’indépendance conditionnelle a un impact sur un vecteur aléa-

toire échangeable et sur sa matrice de corrélation.

Nous considérons un vecteur aléatoire Z = (X*,Y)” continu de dimension d, constitué
d’une variable dépendante notée Y et de (d — 1) variables explicatives notées X. Spé-
cifiquement, pour faire un paralléle avec des observations en grappes, dans une grappe
a n individus, nous considérons que le vecteur aléatoire sur un individu ¢ est noté
Z; = (XI, )",

Définition 2.2. Indépendance conditionnelle

On parle dindépendance conditionnelle lorsque conditionnellement a certaines variables,
deuz ensembles de variables aléatoires sont indépendants. Nous nous intéressons a deux

cas de figure d’indépendance conditionnelle.

Indépendance conditionnelle partielle : on parle d’indépendance conditionnelle

partielle si et seulement si les lois conditionnelles vérifient la relation :

Pour tout i, (Yi|Xi,...,Xi,....X,) < (Yi|X;)- (2.6)
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Indépendance conditionnelle totale : elle s’exprime en termes de distribution

conditionnelle par :

Pour tout i, (Yi|Xi,..., X, V1,....Yie1,Yier,...,Y,) £ (Y| X)) (2.7)

Le regroupement dans une grappe a n individus crée une corrélation intra-variables
(entre Y; et X;) d'un méme individu et inter-individus (entre Xy, ..., X,,) au sein d’une
grappe. Pour un modeéle prédictif, 'indépendance conditionnelle partielle dans cette
grappe signifie qu’étant donné des covariables X; pour un individu, les covariables
X, ..., X, pour les (n — 1) autres unités du grappe n’influencent pas la prédiction de
Y;.

Conséquence : il faut noter que si un modéle vérifie la définition d’indépendance
conditionnelle totale traduite par ’équation (2.7) alors elle est également en parfaite

adéquation avec celle partielle, (2.6) c’est-a-dire (2.7) = (2.6).

Nous construisons un modéle échangeable avec une hypothése d’indépendance condi-
tionnelle & partir des vignes. En particulier, a partir de la D-vigne du chapitre 1, section
1.7, nous montrons les contraintes & imposer pour que la décomposition obtenue soit
échangeable. A partir de 1’équation (1.35), on cherche les conditions ou les hypothéses
a formuler sur la décomposition pour que le modeéle considéré vérifie I'hypothése d’in-

dépendance conditionnelle partielle. Ceci est I'objet de la section 2.3.

2.3 Modéle 2-échangeable et vérifiant la condition

d’indépendance conditionnelle partielle

Dans toute cette section, nous considérons que d = 2 et que X est une variable aléatoire.
Nous construisons dans cette section une copule en dimension 4 vérifiant les propriétés

d’indépendance conditionnelle partielle et d’échangeabilité bivariée (2-échangeabilité).

Pour contextualiser, nous supposons que nous avons deux grappes dont chacune contient
une unité. Considérons Z; et Zy deux vecteurs aléatoires de dimension d = 2 associés
aux deux grappes. Posons Z; = (X1, Y)T et Zy = (X3, Y3)T. Les variables X1, Y1, X,
et Y5 sont notés respectivement 1, 2, 3 et 4 pour faciliter la présentation sur la figure.
Notons qu’il y a la corrélation entre X; et Y7 d’une part et entre X; et Xy d’autre part.
Pour ces quatre variables aléatoires, nous proposons exactement la décomposition en D-

vigne de la figure 1.5. Cette décomposition nécessite six copules bivariées, voir I’équation
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(1.35). Notre objectif ici est de chercher les contraintes & imposer a ces six copules pour
que les propriétés d’indépendance conditionnelle partielle et d’échangeabilité bivariée

solent vérifiées.

Condition d’échangeabilité : [’échangeabilité en dimension 2 signifie que la copule
associée a (Zq,Zs) est la méme que celle associé & (Zy,Z;). Sous la condition que la

copule de I'équation (1.35) soit échangeable, nous concluons
e les copules de 'arbre II sont des copules identiques ;
e la symétrie de 'arbre I : les copules C5 et (34 de la figure 1.5 sont identiques.

La décomposition en D-vigne de la figure 1.5 prend donc une forme plus réduite qui se

présente sur la figure 2.1.

12

13 . 12 .

24;13

FIGURE 2.1 — Représentation graphique de la D-vigne de 4 variables avec symétrie des
arbres I et II.

La densité globale de 1'équation (1.35) revient a

C{(U1>U2),(U3,U4)} = 013(U1,U3)012(U1,U2)C12(U3,U4)
X a3 { Cop (uzluq), Can (uslur) } casa {Cujs(un|us), Cys(ualus) }
X C24:13 {C’2|13(111|u17 Uz), C'4|13(U2|U17 U2)} : (2-8)
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Condition d’indépendance conditionnelle partielle : Si la densité de copule
de I'équation (2.8) vérifie la propriété d’indépendance partielle, alors nous avons les

résultats suivants

e les fonctions de distribution conditionnelle s’expriment analytiquement par
02\13(U2|U1,U3) = 02|1(U2’U1), C'4|13(U4|U1,U3) = 04\3(164’“3)' (2-9)
e La famille de copule conditionnelle Cs.1 est la copule d’indépendance qui signifie

023;1(u2,u3) = U2 * U3, 023;1(’&2,“3) =1

En appliquant les conclusions de I’hypothése d’indépendance conditionnelle partielle,

par remplacement des équations (2.9) et (2.3) dans (2.8), nous avons

C{(U1,U2)7 (U3,U4)} = 013(U17U3) X {012(U1,U2)012(U37U4)}

X C24:13 {02\1(U2|U1), 02|1(U4|U3)} ) (2-10)

ol uy,us,us, ug € [0, 1]. La copule obtenue est une copule 2-échangeable en dimension
4 et vérifiant la propriété d’indépendance conditionnelle partielle. Elle fait intervenir
deux types de copules bivariées : deux copules symétriques Ci3 et Cagq3 et une copule

bivariée quelconque, C's.

Exemple 2.6. Modéle beta 2-échangeable ayant la propriété d’indépendance
conditionnelle partielle

Les calculs pour la justification de certains résultats se trouvent en annexe B, section
B.1.

L’objectif ici est de construire un modele échangeable en dimension 4 vérifiant les condi-
tions d’échangeabilité et d’indépendance conditionnelle partielle de I’équation (2.10) en
utilisant des lois béta. Le modéle construit s’inspire de Graf et al. (2018). Le modéle
2-échangeable proposé ici cherche la loi jointe des variables aléatoires alors que dans
Uarticle, les auteurs s’intéressent a la loi conditionnelle des variables sachant les va-

riables explicatives.

Nous nous mettons dans le cas de d = 2 et nous considérons quatre variables aléatoires
X1, Y1, Xy et Ys telles que
Bl BQ 1 Cl 1 CQ

X =—r  X,=——2 Yy, = Y, = :
YT B A P B+ A YT 1-X, D P 1-X, D’

et les hypothéses suivantes sont faites :

40



— la variable aléatoire A suit la loi gamma de paramétre q.

— les vartables aléatoires By et By suivent chacune la loi gamma de parameéetre p.
— les variables aléatoires C et Cy suivent chacune la loi gamma de parametre 7.
— la variable aléatoire D suit la loi gamma de parametre p + q.

— les variables aléatoires A, By, By, Cy et Cy sont indépendantes.

Nous obtenons de ces hypotheses et en utilisant ausst la propriété 1.1 portant sur la lot

gamma et béta, les conclusions suivantes.

o Le vecteur aléatoire (X1,Y1, Xo, Ys) vérifie la définition d’échangeabilité unidimen-
sionnelle de la définition 2.1, c’est-a-dire, (X1,Y1, Xa,Y3) £ (Xo, Y5, X1, Y1) ;

e La lot conditionnelle de Yy sachant Xy et X dépend uniquement de Xo, c’est-a-
: c
dire (YQlXQ,Xl) = (YQ|X2)
Nous déterminons les copules associées respectivement aux vecteurs aléatoires (X, Xs)

et (Xh)/l)

La copule associée au vecteur (X1, X) est la copule béta de paramétres p, p et q. Cette

copule s’adapte a partir de l’équation (1.18) pour p1 = ps =p et ¢ = q.

Par ailleurs, en posant D = By + A, la copule associée au vecteur aléatoire (Y1, X1) est

la copule béta de paramétres p, r et q.

La forme de la copule associée au vecteur aléatoire (X1,Y1, Xo,Y2), en s’inspirant de

Uéquation (2.10), pour uy, vy, us, vy € [0,1] est

C(Ul, V1, Uz,Uz) = 013(U1, U2)Cl2(ul, U1)012(U2, U2)024;13 {C2|1(111’U1), 02\1(?12‘?@)} '(2'12)
La distribution conditionnelle Cyy vient du tableau 1.3 lorsque Cha est une copule beta.
Les copules impliquées sont

o (i3 est la copule béta de parameéetres p, p et q;
o (5 est la copule béta de parametres p, r et q;
o (Csy13 est la copule béta de parametres v, v et p + q.

Les équations (2.10) et (2.12) correspondent point pour point a la forme du modéle

échangeable dans le cas particulier ou les copules impliquées sont des copules béta.
Le modéle 2-échangeable considéré constitue donc une extension et une forme de construc-

tion du modele de Graf et al. (2018). Précisément, les auteurs s’intéressent a la loi condi-

tionnelle de (Y7, Y5) sachant (X7, X5) alors que nous nous intéressons a la loi du vecteur
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(X1, X2, Y1,Ys). En effet, en supposant connu le vecteur (X, X5), la loi de (Y7, Ys) est
une loi MGB2(r,r,p), voir (1.7) et nous 'obtenons aussi avec notre modéle de copules.

Ce que décrit précisément Graf et al. (2018) dans leur article.

En partant de I’équation (2.10) dans laquelle les composantes sont normales (copules
normales et lois marginales normales), la propriété d’échangeabilité et d’indépendance
conditionnelle de la définition (2.2) impacte conséquemment sur la forme particuliére
de la matrice de corrélation d’une loi échangeable. Ainsi, la forme de la matrice de

corrélation dans ce cas se donne dans 'exemple 2.1.

Corollaire 2.1. Modéle normal 2-échangeable ayant la propriété d’indépen-

dance conditionnelle partielle
Soit (X1,Y1, X5,Ys), un vecteur aléatoire de dimension 4 dont la copule provient de
I’équation (2.10). Nous faisons les hypothéses suivantes

e [a copule Ci3 est la copule normale de corrélation p; ;

e [a copule Ci5 est la copule normale de corrélation psy ;

o la copule Cs4.13 est la copule normale de corrélation ps.

Le vecteur aléatoire (X1, Xa,Y1,Y2) suit une loi normale multivariée dont la matrice de

corrélation est

1 P1 P2 P1P2
1
P1 P1P2 , P2 ) (2.13)
P2 pip2 1 p1p5 + p3(1 — p3)
pipa p2 prps + pa(l —p3) 1

Démonstration Soit (X7, Y], X5, Ys), un vecteur de dimension 4 suivant une loi mul-
tivariée dont la densité de copule vient de I’équation (2.10) sous 'hypothése que les
copules impliquées soient normales. Alors la matrice de corrélation de (X;, Xs, Y1, Ys)

est de la forme

L p1 p2 po
pr 1 po p2
pr po 1 poo |
po p2 poo 1

car la copule C3 donne la corrélation p; entre X; et Xy d’une part. D’autre part, la

copule C}y donne la corrélation py entre X; et Yj. Nous posons aussi py = cor(X7, Ys)
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et poo = cor(Y,Ys). Pour la corrélation pg, nous avons
po = E(X1Ys) = E{E(X Y5/ X2)} = p1pe-

Par ailleurs, la loi de (Y7, Ys) sachant (Xj, X3) est de matrice de variance-covariance

L—p5  po—pips \
poo — p1ps L —ph
Or ps = cor(Yy, V5| X1, X5) donc en posant ps = (poo — p1p3)/(1 — p3), nous obtenons le

résultat attendu.

Dans la suite de cette section, nous établissons la relation entre le résultat obtenu a

'équation (2.13) et le modéle linéaire mixte.

Relation entre le modéle échangeable (2.10) et le modéle de Battese et al.
(1988)

Nous considérons quatre variables aléatoires X, Xs, Y] et Y5 telle que X, et X5 suivent
chacune une loi normale, centrée et réduite. Considérons les variables aléatoires A et
E;,i = 1,2 suivant une loi normale centrée réduite et indépendante chacune de X;.
L’objectif ici est de construire un modéle prédictif de Y; sachant X; avec le modéle 2-
échangeable de 1'équation (2.10). Par la suite, nous le comparons au modéle de Battese
et al. (1988), voir (1.36).

L’équation du modéle de prédiction est
Yi = poXi + /oy (1= p3) PA+ (1= p3) (1 = p3)' P By i = 1,2 (2.14)

Nous formulons les conclusions suivantes sur le modéle proposé.
e les marginales de Y] et Y sont des lois normales, centrées et réduites ;

e la copule associée a (X1, Y], Xo, Ys) est la copule normale échangeable et sa matrice
de corrélation est (2.13);

e le modéle considéré vérifie la propriété d’indépendance conditionnelle partielle

puisque sachant X; et X5, Y] ne dépend que de X;;

e la décomposition de I'équation (2.14) est exactement le modéle de Battese et al.

(1988) de ’équation (1.36) avec les correspondances suivantes

BXi = paXi, v;=/ps(l— 10§>1/2A7 e;=(1- P%)l/z(l - /)3>1/2Ez" (2.15)
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La propriété d’indépendance conditionnelle partielle appliquée & un vecteur aléatoire
échangeable multivarié permet d’aboutir a des résultats déja connus comme le modéle
de Battese et al. (1988). Ceci souligne la généralisation des modeéles avec les propriétés
d’échangeabilité malgré I'’hypothése faible d’indépendance partielle. Pour un vecteur
de variable aléatoire de loi normale multivariée en dimension 4 dont la matrice de
corrélation est sous la forme (2.3), la condition particuliére py = p1p2 permet d’avoir la
propriété d’échangeabilité avec indépendance conditionnelle partielle en dimension d =
2. Cette forme particuliére de la matrice de corrélation nous conduit a d’autres classes
de modéle multidimensionnel. Nous définissons dans la section suivante une nouvelle
classe de modéle multidimensionnel intégrant les copules multivariées échangeables et

ses propriétés.

2.4 Formulation mathématique du modéle de

d-copule échangeable

Dans cette section, nous définissons un nouveau modéle en utilisant des notions comme
I’échangeabilité, I'indépendance conditionnelle et la compatibilité. Pour cela, nous dé-

finissons le concept de compatibilité entre deux copules.

2.4.1 Notion de compatibilité de deux copules en dimension d

La notion de compatibilité définit une relation particuliére entre deux copules dont une

est échangeable. Nous donnons une définition formelle.

Définition 2.3. Nous considérons d, un entier plus grand ou égal a 2. Nous notons

<C§?17n), la copule strictement positive appartenant a une famille de copules échan-

geables de n vecteurs dont chacun est de dimension d—1 de la définition 2.4. Soit 0(55,21):

la copule de dimension d telle que la copule C(gl_)m se lie a C(fl) par la relation définie
cgll_)m(u) = /1 cg(u, t)dt, u e [0,1]%" (2.16)
0
On dit que les copules 05(1,21) et Ca(zl—)1,1 sont d-compatible.
Si d =2, Iéquation (2.16) est toujours vraie pour toute copule C’C(fl).
La notion de compatibilité est une notion naturelle qui existe entre une fonction densité

de probabilité et les densités marginales par exemple. Cependant, nous l'introduisons
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sur les copules et donnons ici le nom de compatibilité pour avoir un formalisme. En
dimension d, nous donnons un exemple de copules qui vérifient la notion de compatibi-
lité.

Exemple 2.7. Copule normale

Considérons une copule Ca(l?l) associée a un vecteur aléatoire de dimension d suivant
une loi normale échangeable et la famille C’L(il_)l,1 est celle de la marginale en dimension
(d—1). Les copules Cc(zl_)1,1 et C((Z?I) sont d-compatible et vérifient [’équation (2.16).

La notion de compatibilité est nécessaire pour construire le d-modéle. Notre objectif
dans la construction du modéle probabiliste consiste a écrire la distribution jointe as-
sociée a des variables aléatoires structurées en grappes. Nous donnons la formulation

mathématique du modéle proposé dans la section qui suit.

2.4.2 Définition mathématique de la d-copule échangeable

Le modeéle proposé s’applique pour la construction de loi pour des observations hiérar-

chiques. Nous définissons la forme d’une d-copule échangeable.
Définition 2.4. Un d-modéle en dimension n

Nous considérons des copules <C§?17n> et (C’ﬁi) appartenant a des familles de copules
échangeables respectivement en dimension (d—1) et 1. Soit C’C(fl), la copule d-compatible
avec la copule Cfll_)u, de dimension (d — 1), au sens de l’équation (2.16). On appelle

d-modeéle en dimension n, une famille de fonctions cq, définie par

n (2)
1 Cd,1(uz'7vi)
Can {(ur,v1),..., (Up,vn)} = cfl_)lm(ul, ey Uy) X H {—(1) }

i=1 Cd—1,1('“'i)
Xcﬂ {Cayra—1(vi|w), ..., Carg—1(va|uy) } (2.17)

avec u; € [0,1]971 v; € [0,1], i = 1,...,n. La distribution conditionnelle Caj:a—1 est
la fonction de répartition de la dieme variable sachant les (d — 1) premiéres variables,
représentant la premiére composante. Elle se déduit de la copule C’C(li) pour u € [0,1]4!
par

1 v
Cd|1:d1(U|U):(1)—'/ (ut)dt,  vel0,1]- (2.18)
Cd71,1(u) 0

Le d-modéle en dimension n, donné par I’équation (2.17) posséde certaines propriétés

que nous pouvons énoncer dans la propriété 2.1.
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Propriété 2.1. Le d-modéle en dimension n défini par 'équation (2.17) vérifie les

propriétés suivantes :
() can est une fonction positive ;
(1) cqyn est une fonction de densité d’une copule ;
(1ii) le d-modele est fermé sur les marges ;

(iv) le d-modéle satisfait la condition d’échangeabilité multidimensionnelle en di-

mension d donnée a la définition 2.1 ;

(v) le d-modéle vérifie la condition d’indépendance conditionnelle partielle de
’équation (2.6).

Démonstration. Nous considérons le d-modéle en dimension n de I’équation (2.17). On
note (uq, ..., u,), un vecteur de dimension n(d—1), (v1, . .., v,), un vecteur de dimension
n et

dui:duﬂx...xdui(d_l), ’L:l,

E

(¢) Montrons que la fonction ¢4, est positive.

Dans la définition de la fonction ¢4, les copules <Cc(11—)1,n)7 Cc(z,21) : C’(gl_)M et (C(?’)>

1In

sont des fonctions positives compte tenu du fait qu’elles sont des copules. Donc

nous concluons que ¢q,, est une fonction positive.

(77) Récursivement, nous faisons une intégration du d-modeéle en dimension n

jusqu’a aboutir a la copule marginale en dimension 2 donnée par
_ .2
caa(ur,v1) = Cd,l(uhvl)'

En conséquence, nous avons

/ Can {(u,v1), - (Uny V) pdun - dundvy .. dv, = / c(u, vi)durdoy
[0,1]¢ [0,1]¢

)

= / 022%(’1111, Ul)duldvl
(0,14

/ Can {(u1,v1), ..., (U, V) duy ... du,dvy ... dv, = 1-
[0’1]nd

Ceci conclut le fait que cq,, est une fonction densité d'une copule.

(i49) Nous recherchons la densité de la copule en dimension (n — 1) a partir du

d-modele. Posons A = ¢ {(w,vy), ..., (,—1,v,-1)} pour simplifier la présentation
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des équations. Nous trouvons :

A :/ can {101, ()} Aty
[0,1]

o1 ol (w) 0,1]¢
2)
Ca1(Un, vp)
0 2 {(Capeams (01| w), - -, Capraa (va| ) } dsy v,
Cdfl,l(fu'n)
2
_ H{Cfii(uwvz)}/ e (u u,)
= - FESTICUPRRRY
i=1 051121,1(%) [0,1]4=1

1
X / ngf,)L {Cd|1:d71(vl|u1)7 cee Cd|1:d71(vn—1|un—1)a wn} dwpdu,,
0

ot nous posons t, = Cgj1.4—1(Vn|u,). Ceci conduit &

cgq(u, v;)
C{(ulvvl),...,(%—1,Un—1)} = c((jl_)lvn_l(ul,...,un 1 X { d,1 ! }x
Cd 1,1 (w)

Cﬂfl {Cd|1:d—1(U1’u1); “ Cd|1:d—1(Un—1|Un—1)} )

car les copules échangeables (Cf(ll_)l’n> et (Cﬁz) sont fermées sur les marges. Ainsi,

nous avons

C{(’U,l, Ul), ceey (’U,n_l, Un—l)} = Cdn—1 {(’U,l, Ul), ceey (’U,n_l, Un—l)} :

La forme du d-modéle en dimension n est la méme que le d-modéle en dimension
(n — 1). Nous concluons donc que le d-modéle en dimension n est fermée sur les

marges.

Pour toute permutation {7 (1),...,m(n)} de {1,...,n}, nous avons

Cam {(u1,v1), - (Uny )} = Cam {(Un(1), Va())s - - -y (Un(n)s V() }

donc le d-modéle en dimension n est échangeable.

Sans perdre de généralité, 1’'objectif est de montrer que nous avons le résultat
F(vjlug, ..., u;, ..., ) = Cgr.a—1(v;|u;) pour tout j =1,..., n.

La densité de la distribution conditionnelle de la variable aléatoire V; sachant le

vecteur aléatoire (Uy,..., U;,..., U,) est

)262(u1,...,uj,...,un,vj)

, 2.19
cl(ul,...,uj,...,un) ( )

f(vj]ul,...,uj,...,un
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ou ¢y et ¢y sont des densités des copules respectivement associées aux vecteurs
aléatoires (Uy,..., U;,..., U,) et (Uy,..., U;, ..., U,, V;) or nous avons

cl(ul,...,uj,...,un):cfil_)lﬁn(ul,...,uj,...,un)- (2.20)

En effet, de I’équation (2.17), nous avons

(g, . Uy) = / Can {(w,01) ..., (Un, V) dvy ... dvy-
[0 1]n

Ainsi, nous avons

n (2)
1 Cd,1(“’@'vvz‘)
e (ug,...,u,) = cfi_)lvn(ul,...,un)/ H{(l)—}
o1 5 | €

d—l,l(ui)
chr)L {F(U1|’U,1>, s 7F(Un‘un)} dU1 e d’(}n
— cgll_)lm(ul, Ce Uy) / 0537)1 (wr, ..., wy) dw; . ..dw,,
[0,1]"
ot nous posons w; = Cgr.g—1(vi|w), i = 1,...,n d’oit le résultat de I’équation

(2.20). Par ailleurs, la densité ¢y, dans (2.19) s’obtient de la maniére suivante

(1) Cdl uy, V1) Cd%(“’Z v;)
(&) (Uh...,un,'vl) = Cd_17n(u17"'7’u’n 1)
[0 1]n 1

Cd 11“1 Ca-11 (u;)

XCl?)l{Ode 1(U1|’U,1> 7Od|1:d—1 Un|un }dUQ...d”Un
2
C (ula Ul)
fu’n)d(’ll)—odu:dfl(vﬂul)‘
Ci—1,1\U1

(1
Ca 1 Uty

L’équation (2.19) revient donc a

2
Co (U, Uny01) Cé,f(ujavj)
Al ) ()

/ Cg?r)z {C’d|1:d_1(v1|u1),w2,...,wn}dwg...dwn
[0,1]7—1

Cilgi (ul ) Ul)

= Cd|1:d—1(U1|U1) 1
Cil )1 1 (w)

Finalement, la densité conditionnelle est

2) _
Ca (U v;) [V (o

f(vj|u1,...,uj,...,un):(1)— (7i(uj,t)dt
Cd71,1(uj) 0

Ce qui confirme la propriété d’indépendance conditionnelle du d-modéle en di-

mension n.

48



]

Nous montrons précédemment que le d-modéle en dimension n est a la fois une den-
sité de copule échangeable et vérifie la propriété d’indépendance conditionnelle. Nous

I’appelons donc une d-copule échangeable en dimension n.

Le modeéle de d-copule échangeable fait intervenir des copules : deux familles de co-

pules échangeables (Cc(zlf)m) et (C’ﬁz) et une copule quelconque C’C(l?l), compatible avec

(C(gl_)m). Nous enoncgons une propriété d’indépendance liée au modéle de d-copule

échangeable en dimension n.

Théoréme 2.1. Soit (U, Vi),...,(U,, V,), un ensemble de n vecteurs aléatoires dont
chacun est de dimension d et dont la densité provient de l’équation (2.17). Si nous
posons Wi = Cyr.a—1(Vi|U;), i =1,...,n, ot la fonction de répartition Cgj1.q—1 provient
de ’équation (2.18), alors les vecteurs aléatoires (U, ..., U,) et (Wy,...,W,) sont
indépendants. De plus, les vecteurs (Uy,..., U,) et (Wy,...,W,,) suivent les lois de

famille de copules respectives <Cc(11—)17n> et (C’ﬁz) avec des marginales normales.

Démonstration. Soient (Ui, V1),...,(U,,V,), un ensemble de n vecteurs aléatoires ot
chacun est de dimension d et a une densité de copule qui vérifie la définition de la

d-copule échangeable en dimension n. Nous déterminons la loi du vecteur aléatoire
(Ur,..., Uy, Wy, ..., W,) ou W; = Cyp.a—1(V;| U;) vient de I'équation (2.18).

En utilisant la formule du changement de variables multivariées, le déterminant de la

matrice jacobienne est

cﬁfi(ul,vl) X ... X cgi(un,vn)
)

/] = 1 1 ’
cé_)l(ul) X ... X cfi_l(un)
La densité du vecteur aléatoire (U, ..., U,, Wy,..., W,) est
Uy Up, Wy, W) = cg_)lm(ul, Cey Uy) X cﬂ (Wi, ... wy) -

Ceci conclut la preuve du théoréme sur I'indépendance entre le vecteur aléatoire de
dimension n(d — 1), (Uy,..., U,) et le vecteur aléatoire de dimension n, (Wy,..., W,)

et donne la loi de chacun des vecteurs aléatoires. O

Le théoreme précédent, sert de base pour suggérer une méthode de simulation de don-

nées suivant un modeéle de d-copule échangeable en dimension n.
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2.5 Simulation d’un modéle de d-copule échangeable

Nous présentons dans cette section, une procédure de simulation du vecteur (U, V') dans
le cas particulier ou il provient de la définition de la d-copule échangeable (voir défini-
tion 2.4). Nous présentons I’algorithme pour une grappe de taille n. Nous rappelons que
le modéle multivarié échangeable utilisé est de 'équation (2.17) et nous nous mettons
dans le cas ou le nombre de variables mesurées par individu est d, avec (d — 1) variables

explicatives. La procédure de simulation se déroule en trois étapes.

Algorithme de simulation de la d-copule échangeable en dimension n

Etape 1 : Simuler n vecteurs dont chacun a une dimension (d — 1),

Ui,..., U, selon la famille de copule échangeable (Cc(il—)l,n) .

Etape 2 : Simuler un ensemble (W;,...,W,,) de n vecteurs dont chacun

est de dimension d selon la famille de copule échangeable <C’f3rz>

Etape 3 : Résoudre ’équation en V; définie par
Wi = Cd|1:d—1(‘/z'| U;), )= 1, o 005 Ml

olt Cgj1.q—1 vient de I'équation (2.18).

Remarque 2.2. Pour la simulation des familles de copules échangeables, nous donnons
deux références usuelles en fonction du type de famille de copules échangeables. Pour
la famille de copules archimédiennes échangeables, voir Wu et al. (2007). Pour une

famille de copules elliptiques échangeables, voir Mai et Scherer (2012, page 179).
Exemple 2.8. Algorithme présenté en dimension d = 2

Dans cet exemple, les trois copules utilisées pour la simulation sont :

e la famille de copule (C’él_)MJ est une copule de Frank multivariée échangeable de

paramétre 6 > 0 en dimension n ;

e la copule (C’ﬁz) est une copule normale multivariée échangeable de parametre p

en dimension n ;

e [a copule C’(fl) est une copule béta bivariée de parameétres pi, ps et q, tous positifs.
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Nous souhaitons simuler (U, V1), ..., (Uy,, Vy).

Etape 1 : Simulation de (U, ..., U,) sutvant la famille de copule échangeable
<C§?17n>, copule de Frank a partir de Wu et al. (2007)

1. Simuler Z, ..., Z, suiwvant une loi exponentielle de paramétre 1, mutuellement

indépendantes.

2. Simuler une variable aléatoire positive Y suivant une loi logarithmique avec comme

support les entiers positifs dont la transformée de Laplace est 1 définie par
1
¥(t) = —7 log {1+ee? -1}, teR, (2.21)

La variable aléatoire Y suit une loi logarithmique de parameétre 0, voir (1.14) avec

support les entiers positifs.
-1(% -
3. Poser Uy=v7' (%), i=1,...,n.
Ces trois points nous permettent d’obtenir le vecteur (U, ..., U,).

Sous le logiciel R les fonctions BiCopSim et rCopula du package VineCopula permettent

facilement de faire cette simulation.

Etape 2 : Simulation de Wy, ..., W, suivant la famille de copule échangeable
()
Simuler (Wy,...,W,) suivant la copule normale échangeable en dimension n pour la

corrélation fixée p, voir Mai et Scherer (2012, page 179).
Etape 3 : Obtention de Vi,...,V,
Nous obtenons V; grice a la formule

Bl . (W)
Vi=DB p2pitar Ci=1,...,n 2.22
p2,9 { 1 o Bil (Uz) _|_ B,I (UZ)Bfl (Wl) } 1 n ( )

P19 P1,9 p2,p1+q

Sous le logiciel R par exemple, les fonctions uniroot, nlme ou optim permettent d’ob-

tenir la solution exacte de cette équation.

Nous expliquons la procédure d’obtention de ’équation (2.22) en détail dans l'annexe
A, section A.1. A la fin des étapes 1, 2 et 3, nous obtenons alors (Uy, Vi), ... (Uy,, V).
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Dans la suite de ce chapitre, nous utilisons le modéle de d-copule échangeable en dimen-
sion n pour construire un modéle prédictif pour les données en grappes. Cette prédiction

se base sur la connaissance des observations au sein de la grappe.

2.6 Prédiction a partir d’'un modéle d-copule

échangeable

Nous considérons X, un vecteur aléatoire de dimension (d — 1) et Y, une variable aléa-
toire. Supposons que nous sommes dans une grappe a n individus et nous connaissons le
vecteur (zi,...,2,), observations de Z = (X”,Y)”. En considérant que nous connais-
sons le vecteur indépendant x, de dimension (d—1) sur un (n+1)iéme individu de cette
grappe. Nous souhaitons prédire Yy, la valeur de la variable dépendante associée & Xq.
Nous notons G la fonction de répartition univariée associée a Y et F', celle associée au
vecteur aléatoire X. L’objectif est de déterminer I’expression théorique de la prédiction

de Y sachant X par 'espérance conditionnelle de Y sachant X.

La densité de la distribution f;,+1 de I’ensemble des variables aléatoires noté par
{(X1,Y1),...,(X,,Y,), (Xo, Yy)} dans une grappe a n individus s’écrit

fd,nJrl {(X17 y1)7 RN (Xn7 yn)7 (X07 1/0)} = C((il—)l,n—f—l {F(X1>7 ceey F(Xn)7 F(XO)} X (223)
(2) n (2)
2 (F(x0), Cly0)) 2 (F(x,). G}
g0 =i ey [f T,

&) o [Caaa {GW)F)} s Capreas {G W) [ F(%0)} s Capreas {G (o) F(x0)}] -

En partant de I’équation (2.23) et en notant hy,, la densité conditionnelle de la variable

Yy sachant xg, zq,...,2,, nous avons

E (Yolxo,21,. .., 2,) = / yho (1), (2.24)
R
ol hy, s’écrit

Cant1t [{F(x1), Gy1)}, .- {F (%), Gyn)}, {F(x0), G()}]
Cx [{F(X1>7 G(yl)} Y {F(Xn)> G(yn)} 7F(XO)]

hxo (y) = 9(v)

, Yy ER,

(2.25)
et cqn+1 est la densité de la copule provenant de la d-copule échangeable, définition 2.4
par I’équation (2.17). En partant du modéle postulé pour une grappe a (n+1) individus
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et en remplacant dans I’équation (2.24), 'expression du prédicteur est

E (Yo[xo, z1, . ..

P (F(x0), G
7)) = /R (y) d,l{ (x0), G(y)} y (2.26)

) {F(x0)}
) [Capa— 1t {G) I F(x1)} - ., Capraa—r {G() | F(x0)}] ]
) [Capra—1t {GW)IF(x1)} -+, Capraa1 {G(yn) |F (x0)}]

Ce prédicteur dépend en partie de la densité de la variable aléatoire Y notée g réajustée avec

la copule 06(1,21) et la copule <C§3,1> Ainsi, en supposant que la famille de copule (Cﬁ)b

) est une
copule d’'indépendance alors le prédicteur de I’équation (2.26) est exactement le prédicteur de
l’équation (1.28) du chapitre 1. Le prédicteur de 1’équation (2.26) est donc une généralisation
de la régression copule de la section 1.6 en tenant compte de l'effet des observations dans
la grappe. En faisant un changement de variable, le prédicteur de 'équation (2.26) est de la

forme suivante

E(Yo|xo0, 21, .- -,2n) = /0 G [FH{z|F(x)}] x (2.27)

& o [Capa1 {G@)IFx1)} - -, Capraas {Glyn)|F(xa)} , 2]

dz-
6537)7, [Cap:a—1 {GW)IF(x1)}, - - ., Capia—1 {G(yn)|F (xn)}]

Nous étudions dans la section qui suit la prédiction les conclusions suivantes par rapport au

prédicteur dans des cas spécifiques.

2.7 Etude du prédicteur avec la 2-copule échangeable

Dans cette section, nous considérons que nous avons une variable explicative X et une variable
dépendante Y. Dans toute la section, pour les besoins d’utilisation, la densité de probabilité

d’un ensemble de vecteurs {(X1,Y1),..., (Xn, Yn)} & partir d’'une 2-copule échangeable s’écrit

n

Fond(@191)s s (@ yn)} = c2n [{F (1), Glyn)} oo AF (@a), Glyn) N [ [ ()9 (wi) (2:28)

i=1
avec ¢y, définie pour (u;,v;) € [0, 1]? par

n

con {(ur,v1),..., (up,vn)} = C%)Z(Ul,---,un)XH{C(2)(Ui,Ui)}

=1
Xc(li)z {Cop(vilur), ..., Cop(vnlun)} -

93



2.7.1 Quelques résultats de I’expression du prédicteur dans

des cas particuliers

Nous considérons que Xy est une variable aléatoire de densité de probabilité f. Nous rappelons

que z; = (xbyi)T? t=1,...,n.

1n

e Si les copules C?) et (0(3)> sont des copules d’indépendance de I’équation (1.4), qui
signifie que l'effet grappe est absent et impliquant que les deux vecteurs aléatoires X

et Y) ne sont pas corrélées alors a partir de (2.27), nous avons
E (YYO|X0>Z1> s 7Zn) = E(Yb)

Le prédicteur est donc une constante égale a l’espérance de Y quelque soit la grappe

dans laquelle se trouve Xj.

e Sila copule C(@ converge vers la copule de la borne supérieure de Fréchet voir ’équation

(1.5), le théoréme 2.2, de la sous-section 2.7.4 donne un résultat dans le cas bivarié.

e Nous avons aussi le résultat sur I’espérance du prédicteur
E {E (%’Xo, Zly..., Zn) ‘Xo} = E(}/()|X0)

En effet, E (Yy| X0, 21, - - ., Z,) dépend de X et donc en prenant I'espérance et en utilisant

I’équation (2.25), nous avons

BEMXo a0k = [ { [} e

= /Ryg(y) /Rdlf(w) x

C[{F($1>7G(y1)}v7{F($)>G(y)}] dxdy
ex [{F(21), Gy}, - AF(2n), Glyn)} F2)]

Or

[ OG0} (o). G} (PG,
Ri-1 ex [{F(21), Gly1)}, - {F (@), Glya) }, F()]
Donc nous concluons que E{E (Yy| Xo, 21, . . .,2,) | Xo} = E(Yo| Xo).

Dans la suite de cette partie, nous présentons les résultats de I’évaluation du prédicteur dans

le cas ol la famille de copule (C’ﬁz) est la copule normale.

2.7.2 Evaluation du prédicteur de Y, pour une copule 01(3,2

normale échangeable

Dans cette section, nous présentons une évaluation du prédicteur donné a 1’équation (2.27)

dans le cas spécifique d = 2 ot la famille de copule (C (3)> est une copule normale de paramétre

1In
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p3 et les marginales F' et G sont des lois normales, centrées et réduites. Les deux objectifs

poursuivis sont :

— Evaluer théoriquement, 1’espérance conditionnelle de Y sachant zg et z1, ..., 2, notée

Es, (Yo|zo, 21, .. . ,2n). Es, est I'espérance indexée par le paramétre dy de la copule C(2) ;

— Evaluer numériquement le prédicteur Es, (Yp|zo,21, . ..,2,) pour quelques familles de

copule C@ puis construire les courbes de prédiction associées.

En partant de l’équation (2.27) dans le cas de la dimension d = 2 et en posant w; =

&1 [Co {G(yi)|F(24)}], i = 1,...,n, et le changement de variable nous donne

By (ileo,zn- ) = [ 67 [t {@(@)IF(@)}] o(w)

) {®(wr), .., Bwn), B(w)ips}
D {0 (wn), .., ®(wn); pa}

)

ol CQ_|11 est l'inverse de la fonction, obtenue a partir de (2.18) pour d = 2. La fonction de

répartition conditionnelle Cy); varie en fonction du choix de la copule C®@ et ses expressions

pour quelques cas particuliers de copule est référencée par le tableau 1.3. Nous rappelons le

résultat Joe (2014, page 9) qui s’énonce : si (Wy,..., W, W) est de copule associée normale
multivariée échangeable (CS)L) alors le vecteur aléatoire {®~1(W1),..., @~ 1(W,), o~} (W)}

suit une loi normale multivariée de matrice de corrélation X (n+1, p3) échangeable de paramétre
p3. Nous rappelons que la matrice 3(n + 1, p3) est la matrice carrée d’ordre n + 1 dont les
termes de la diagonale sont 1 et les termes hors de la diagonale sont p3. De plus, la variable
®~1(W) suit une loi normale centrée réduite et @~ (W) sachant {®~(w1),...,® ! (wy)} suit

aussi une loi normale, voir Rivest et al. (2016), de moyenne i et de variance o définies par

w, 1-— 1
po = — 10T 2 (L= pa)(L+npg) (2.20)
1+ (n—1)ps 1+ (n—1)p3
et w, est la moyenne de quantiles provenant de la normale centrée réduite définie par
I R
Wn, = EZ(I) [Cop {G(yi) | F(24)}] - (2.30)
i=1

En utilisant ce résultat, nous avons donc

(3)
At {®(w), -, P(wn), B(w)ips} 1 { 1 2}
) _ 1 - | R'
o &8 {@(w1), ..., D(wn); p3} Varos P\ 202 (w—po)” ¢, we

Le vecteur aléatoire {Cy {G(Y1)|[F(X1)}, ..., Cop {G(Y)|F(Xy)}} suit la loi multivariée de

copule (C’ﬁz) De plus, dans le cas ou la taille n est grande, la variable aléatoire donnée par

95



n
> 71 [Cop {G(Y3)|F(X;)}] /n converge vers la loi normale centrée de variance ps.
i=1

La densité conditionnelle hg, de la variable Yy sachant zg, z1,...,2, est

9()e® {F (o), G)} exp {52 (@7" [Co {GW)IF(o)}] — po)?
Varood (1 [Cop {G W) F(20)}]) ’

pour y € R ou up et op sont donnés par (2.29). En faisant un changement de variable ¢t =

hao (y) = (2.31)

(@1 [CQH {G(y)|F(z0)}] — po) /o0, nous obtenons une forme réduite du prédicteur qui est

Es, (Yleo, 21, 2) = | 67 [C (@ + ot Flan)l o)t (232)

Le prédicteur dépend de la taille n de la grappe et de ¢® via le paramétre pg. Dans les
courbes de prédictions présentées plus bas, nous tenons compte de cette variation associée &
o en faisant le choix du quantile de la loi normale centrée et de variance ps associée a la

valeur de w,,. La variance de 'erreur de prédiction

~ ~

Vs, (Yolzo, 21, ...,2n)

/R {Gil [C’g_ul {@(po + Uot)|F(x0)}} }2 o(t)dt

- {E52 (YO’.’EO, Zy, ... 7Zn)}2 . (233)

Lorsque les marginales F' et G sont des lois normales, centrées et réduites, le prédicteur s’écrit

Bs, (tlao,zn, o z) = [ 7 O3l (@n + oot BGaa)}] ottt (234

C’est l'espérance conditionnelle de Yy sachant xg, zi,...,2, lorsque la famille de copules

<C£32L) est une copule normale et les lois marginales de X et Y sont la loi normale standard.

Le programme sous le logiciel R, pour faire une évaluation numérique de U'intégrale de I’équa-

tion (2.34) en utilisant la méthode de Gauss-Hermite se trouve a 'annexe B.4.

Supposons que C@ est une copule normale bivariée de paramétre p2. Finalement, nous avons

le résultat

nps3

(G, —pT), V,, (% (1) (12
1+(n_1)p3(yn p2Tn), YV, (Yolzo,21,25) = (1—p3)(1—p3),

E,, (Yolzo,21,...,2n) = pazo+

en remplacant ds par ps. La partie %@n — p2Ty,) étant considérée comme un résidu. Ce
prédicteur est une droite et donc notre modéle généralise le cas particulier de modéle linéaire

mixte.
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2.7.3 Construction des courbes de prédiction dans quelques

cas particuliers de la copule bivariée C'?

Nous utilisons le prédicteur obtenu a 1’équation (2.34). Les résultats issus de 1’évaluation sont
présentés sur les graphiques pour observer l'effet de la grappe et de la dépendance entre les
deux variables sur le modéle de prédiction. Nous rappelons que les lois marginales F' et G sont

la loi normale standard.

Les graphiques obtenus se basent sur les choix que nous énumérons.

— nous considérons des grappes ayant le méme nombre n = 20 unités.

(3)
1,n

— nous choisissons la valeur de la corrélation régie par la copule ( ) de paramétre p3
comme étant 73 = 0.1 (p3 = 0.16), pour marquer la faible importance de la corrélation

résiduelle dans le modéle considéré.

— En notant Fyy , la fonction de répartition de W, nous avons Fyp (W) = ®(W,/\/p3).
Les valeurs prises par w,, de I’équation (2.30) sont respectivement les quantiles w,, =
—0.84 (résidus faibles avec Fyy; (w,,) = 0.018), w,, = 0 (résidus moyens avec Fiy (Wp,) =
0.5) et Wy, = 0.84 (résidus forts avec Fyp (wy,) = 0.982).

— nous considérons trois tau de Kendall 5 = 0.3 (faible corrélation), 72 = 0.6 (moyenne

corrélation) et 75 = 0.8 (corrélation élevée) qui sont associés aux choix des copules C').

Pour construire lesdits graphiques & partir du tau de Kendall, nous calculons premiérement
le paramétre de la copule spécifiée en utilisant la relation entre le paramétre de la copule et
le tau de Kendall (méthode d’inversion du tau de Kendall avec la fonction B%iCopTau2Par du
package VineCopula). Cette valeur du parameétre de la copule s’utilise dans la formule (2.34)

pour calculer la valeur prédite.

Nous présentons dans cette section, pour deux types de copules c® (Clayton et Frank), les
courbes de prédiction. Les autres graphiques des courbes de prédiction se trouvent & I’annexe

B.4 pour plusieurs choix de copules C'?) avec le programme R d’obtention des résultats.
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tau2=0.3 tau2=0.6 tau2=0.9

E(Yx)
E(Y}¥)
E(Y]x)

FIGURE 2.2 — Courbes de prédiction avec une copule de Clayton pour C® en fonction
de l'importance des résidus w, = —0.84 (courbe bleue), W, = 0 (courbe verte) et
w,, = 0.84 (courbe rouge) en fixant n = 20.

tau22=0.3 tau2=0.6 tau2=0.9
2_
1- 21
1-
1 -
= ©o- = o- = o-
> > >
L L L
_1-
_1-
_1-
72-
_2-
-2 0 2 -2 0 2 -2 0 2
X X X

FIGURE 2.3 — Courbes de prédiction avec une copule de Frank en fonction de I'impor-
tance des résidus w, = —0.84 (courbe bleue), w, = 0 (courbe verte) et w, = 0.84
(courbe rouge) en fixant n = 20.
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Globalement, ces graphiques montrent deux aspects des courbes de prédiction. Premiérement,
le modéle échangeable modifie le parallélisme noté dans les courbes de prédiction du modéle
de Battese et al. (1988). Plus précisément, les courbes de prédictions ne sont plus des droites
paralléles mais des courbes curvilignes dépendantes de la copule C (2) qui tentent de capturer
la non-linéarité. Deuxiémement, si la dépendance issue de la copule C?) est forte, la courbe
de prédiction de nouvelles observations prend la forme de la dépendance associée a celle-ci. En
particulier, si la corrélation de la copule C'® est forte et la copule considérée est une copule de
Clayton alors la courbe de prédiction & une dépendance dans les petites valeurs pour n’importe

quelles valeurs de dépendance associée a la famille de copules (Cﬁz)

2.7.4 Etude du cas limite du prédicteur du modéle de 2-copule

échangeable

Le prédicteur de I’équation (2.32), obtenu a partir du modéle de 2-copule échangeable s'illustre
aux figures 2.2 et 2.3 dans le cas ou la copule C (2) est une copule de Clayton ou une copule de
Frank. D’autres illustrations se trouvent & 'annexe B, section B.4. De ces différents graphiques,
nous constatons que les courbes de prédictions tendent & se confondre et & se rapprocher de
la droite d’équation y = x au fur et & mesure que la corrélation 75 augmente et s’approche de
1. Nous rappelons que lorsque la dépendance convergence vers 1, la copule C®) est la copule
borne supérieure de Fréchet. Nous discutons théoriquement dans cette section de la conver-
gence du prédicteur Es, (Yo|xo,21,...,2,) lorsque la copule C®@ tend vers la copule borne
supérieure de Fréchet (comonotonie). Pour ce faire, nous énongons le théoréme 2.2 qui résume

le résultat.

Théoréme 2.2. Considérons les hypothéses H1, H2 et H3 définies par

e HI1 : Les points x1,...,Ty,, de R sont connus et firés dans une grappe.

o H2 : Les lois marginales F' et G sont absolument continues ;

e H3 : Pour tout x;, il existe une suite de points y§62), dépendant de do associée a la
copule C® par

lim {y§52>} = G YF(z;)}, i=1,...,n,

09 —+00

et il existe € €]0,1] telle que

o)
e < lim / D P (), ;05  dt | <1—e-
0

52 — 400

Considérons la 2-copule échangeable en dimension n. Si la copule C® converge vers la borne

supérieure de Fréchet alors sous les hypothéses H1, H2 et H3, le prédicteur défini par I’équa-
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tion (2.32) converge et nous avons

lim Es, (Yo|zo, 21, .-, 2,) = G {F(20)}- (2.35)
52*}%*00
Démonstration.

Nous voulons démontrer que sous les hypothéses H1, H2 et H3, nous obtenons le résultat
de l'équation (2.35).

Soit H,,, la fonction de répartition de la variable aléatoire Yy sachant (zg,z1, ..., zy), calculée
a partir de la densité de I’équation (2.31). En utilisant le fait que si C®@ converge vers la borne
supérieure de Fréchet (dépendance parfaite), donnée par I’équation (1.5), le tau 7o de Kendall
associé a la copule converge vers 1 et nous avons

5, m G {w|F(zo)} =1, F(zo) <w & [0, 1\ {F(z0)}
De plus, pour la fonction inverse, nous avons

lim [C;Ill {Z\F(xo)}} = F(xg), z€ (0,1]-

09— +o0
Si la copule €@ converge vers la borne supérieure de Fréchet, la fonction de répartition Hy,
converge vers la fonction de répartition dégénérée Hy donnée par
1 siy> G {F(a)}
Ho(y) = { .
0 sinon-

En utilisant ’hypothése H&, nous avons donc pour n fixé,

np3® (1 —¢)
1+ (n - 1)/)3

oul p provient de 'équation (2.29). En partant de 'hypothése H2, la fonction définie par

[Ty < @11 —¢) = |po| < , pour Oy — 00,

wi— G [F7H{ (o + oow)|F(20) }] ¢(w),

est intégrable sur [0,1] et og provient de I’équation (2.29). En utilisant la propriété d’inter-

changeabilité entre la limite et I'intégrale, I’équation (2.32) converge vers p donnée par

nlzo) = /R tim (G [Cot {0 (0 + oow)| F(20)}] ) dw)dw = G {F(w0)} -

52 —> 00

En conséquence, la fonction p est donnée par
-1
u(wo) = G~ {F(z0)}-
Ceci conclut la démonstration du résultat. O
Ce résultat signifie que dans le cas d’'une dépendance comonotone entre X et Y, les courbes

de prédiction de Y sachant X, données par 1’équation (2.27) sont identiques pour toute les

grappes et la fonction de prédiction est exactement I’équation (2.35).
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2.7.5 Calcul du prédicteur a partir du modéle de 2-copule

échangeable pour d = 2 dans un autre cas particulier de
copules C? et (C’f?ﬁ)

Dans cette section, nous considérons le cas ot n = 2 et les copules bivariées C?) et (Cﬁ)b)

sont des copules FGM de paramétres respectifs 0y et 63, voir le tableau 1.1 pour la copule
FGM. Les lois marginales F' et GG sont normales. Nous considérons que nous avons des données
groupées sur lesquels deux variables sont mesurées d = 2. Notons (X7, Y7) les valeurs observées
pour (X,Y) d’un individu. Nous supposons connu Xy, la valeur observée pour X d’un nouvel
individu et on utilise le modéle se basant sur la 2-copule échangeable en dimension 2 pour
prédire Y5 pour cet individu. Nous notons F' et G, les fonctions de répartitions de X et Y

respectivement qui sont normales, centrées et réduites.

L’expression du prédicteur de Ys sachant X7, Y7 et Xy, a partir de I’équation (2.27) est

02 {20(X3y) — 1}
VT
05 [1 - 20(¥3) {1+ Gy {B()[ (X))} }] K(X2)  (236)

E(}/?‘XDYMXQ) -

ou la fonction k est

kE(X2) = —\/1% + 62 {20(X3) — 1} {\/177 +0.202(1 — 2(I>(X2))H .

Voir 'annexe B.2, pour plus de détail dans les calculs. Cette expression du prédicteur dé-
pend de Xo, des valeurs des variables sur les autres individus et des résidus représentés
par Cy {®(Y1)|®(X1)} = ®(Y1)[1 + 62 {1 — (Y1)} {1 - 2®(X1)}]. Nous étudions, graphi-
quement, l'effet des résidus sur la valeur prédite. En considérant les cas particuliers des valeurs
de Cy1 {®(Y1)|®(X1)}, nous construisons trois courbes pour situer leur effet, du petit au plus

grand résidu sur la valeur prédite de Y5.

L’équation (2.36), se décompose en deux parties, une qui donne 'effet sur la prédiction de Xo
par 09 {2®(X3) — 1} /4/m. Lautre partie donne 'effet de la grappe qui est la fonction croissante
k. En faisant une petite comparaison avec la régression copule du chapitre 1, équation (1.30),

nous avons les équivalences suivantes
3 [1 - 28(Y1) {1+ Copy {(V1)[@(X1)}}] k(X2) = - (2.37)

o By {20(X,) — 1)

\/7? 9

ou =0, 0 =1et F} est la fonction de probabilité de la loi normale centrée réduite.

O‘% {2F1(X1) — 1} = (238)

Nous présentons le graphique avec les trois courbes de prédiction.
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Y, sachant X,
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1.2~
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FIGURE 2.4 — Graphiques du prédicteur pour #5 = 0.7, pour 3 = 0.2 en fixant les
valeurs de Cyy {®(Y1)|®(X7)} = 0.4 (Courbe en noire) et Cy; {®(Y7)|®(X;)} = 0.8

(Courbe en rouge) puis de I'indépendance des résidus (63 = 0, courbe en bleue).

Ceci donne un apergu que plus les résidus sont élevés, plus le prédicteur change de comporte-
ment (forme croissante). Nous concluons a travers ce graphique que plusieurs types de copules
impliquées peuvent étre considérés théoriquement, faisant varier le modeéle de dépendance que

nous cherchons a modéliser dans les données.

2.8 Conclusion

Dans ce chapitre 2, nous proposons la construction d’un modéle échangeable nommé «d-copule
échangeable» pour des données hiérarchiques et intégrant trois propriétés : (1) I’échangeabilité
(2) I'indépendance conditionnelle et (3) la compatibilité entre deux copules. Nous avons aussi
étudié les propriétés de ce modeéle. Par la suite, nous montrons que ce modéle généralise le
modéle de Battese, Harter et Fuller, voir Battese et al. (1988). Nous construisons un modéle de
prédiction avec le cas particulier de la 2-copule échangeable tout en évaluant numériquement

et graphiquement 1’équation de prédiction.

Dans la suite de cette thése, nous étudions dans un premier temps la procédure d’ajustement
de la 2-copule échangeable, I'estimation des paramétres et les théories asymptotiques pour un

modéle paramétrique.



Chapitre 3

Inférence paramétrique pour un

modeéle de 2-copule échangeable

Dans ce chapitre, les contributions majeures que nous présentons sont :

— La procédure séquentielle du choix des composantes d’un modéle de 2-copule échan-

geable.

— La méthode d’estimation IFM généralisée des paramétres du modéle a partir de celle

existante.

3.1 Présentation des données en grappes et

formulation du modéle de 2-copule échangeable

Nous considérons un échantillon de m grappes ol nous avons n; unités dans la grappe j, j =
1,...,m. Pour chaque unité de I’échantillon, on a observé deux variables aléatoires continues
notées X et Y. Nous supposons que X est la variable explicative et Y est la variable d’intérét.

On adopte les notations suivantes pour les observations en grappes.

e Le vecteur d’observations de l'individu 4, de la grappe j, ¢ = 1,...,njet j =1,...,m

est noté (zj;,y;i)7.

o x; = (zj1,... ,xjn].)T, et y; = (yj1,--- ,yjnj)T sont deux vecteurs d’observations de la
grappe j.
e L’ensemble des observations des m grappes est donc (X1,¥1), -+, (Xm, Ym)-

Les fonctions de répartitions marginales sont notées F' et G pour X et Y respectivement avec

f et g, les densités associées a ces variables aléatoires.
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Nous supposons que la loi jointe des variables aléatoires dans une grappe est spécifiée & partir
d’une 2-copule échangeable (voir la définition 2.4) impliquant des distributions marginales F
et G. Plus spécifiquement, la fonction de densité h conjointe des 2 x n; variables dans la grappe

j sécrit
h(xj,y;) = cglgj {F(zj1;0),..., F(xjn,; )i 61} (3.1)
Hf i @) g(yzi; B) P {F (x5 ), Glyji; B); 2} x
c&,%j [Cop (G w1 B F(zjus @)} .., Copt {Gyjny: B)|F(wjmy30) 5]

avec Cyq, la distribution conditionnelle donnée par
Copp {v|u} = 0C' 2 (u,v; 65) /Ou-

Nous expliquons les composantes du modéle de 2-copule échangeable.

— Les fonctions de répartition marginales F' et G appartiennent a des familles paramé-

triques de paramétres respectifs o et § de dimensions supérieures ou égales a 1.
— La copule bivariee C'?) appartient a la classe de copules bivariées paramétriques de

paramétres do.

— Les familles (C’ﬁi) et (CST)L), pour n, un entier non nul, appartiennent a des familles
de copules échangeables paramétriques, de dimension n de paramétres 1 et d3 respec-

tivement.

Nous considérons que le modéle de 2-copule échangeable est complétement paramétrique.
En somme, le vecteur des paramétres impliqués dans le modéle se note 6 = (a, 3,01, 2, 03)

appartenant 4 un ensemble de dimension p.
Dans ce chapitre, nous tentons de répondre & trois objectifs :

(1) expliquer la procédure du choix des composantes des deux lois marginales F', G et les trois
copules (Cﬁz), C® et (C’f’g) de Iéquation (3.1).

(2) présenter deux méthodes d’estimation des paramétres 6 du modéle de 2-copule échan-
geable : la méthode de maximisation de la vraisemblance globale et la méthode IFM généralisée

s’inspirant de la méthode IFM proposée par Joe et Xu (1996, page 229) et

(3) étudier les propriétés asymptotiques et a échantillons finis des estimateurs pour des para-

métres du modéle de 2-copule échangeable, obtenus par les deux méthodes d’estimation.
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3.2 Procédure de choix des différentes composantes

du modéle de 2-copule échangeable

Le modéle de 2-copule échangeable de I’équation (3.1) nécessite le choix des familles de copules
échangeables <C’f2) et (C’fg), de la copule bivarice C) et des fonctions marginales F' et
G. Nous présentons ici la procédure du choix de chacune de ces composantes. Globalement,
la procédure pour faire le choix de chaque composante se décline en deux points. Le premier
point est une étape graphique dont 'objectif est de partir des représentations graphiques sur
des valeurs observées pour proposer des composantes candidates pour 1’élément recherché. Le
deuxiéme point est une étape analytique qui consiste & sélectionner la composante ayant la

plus petite valeur de I’AIC parmi les candidates proposées au premier point.

Nous rappelons que pour l'ajustement d’un modéle M ayant un nombre p de paramétres et

dont la fonction de la pseudo-vraisemblance est L, le critére AIC est
AIC(M, p) = —2log(L) + 2p, (3.2)

voir Taniguchi et Hirukawa (2012) et Joe (2014, page 16) qui donnent des informations sur la
calcul ’AIC pour 'ajustement d’un modéle de copules.

m
. =
0. L’estimateur 6 de 6 s’obtient grace & une méthode d’estimation. Le critére AIC se définit

Pour un modéle associé a une famille de copules échangeables notée (Cl,n j) , de parameétre
par Czado (2019, Chapitre 8) sur des données u = (uj;),j = 1,...,m,i = 1,...,n; ou des

pseudo-observations @ = (;) par

m

AIC(Cy,j =1,...,m, é, u) = —22 log {Cl,nj (ﬂjl, e ,ﬂjnj;é>} + 2dimension(67)- (3.3)
j=1

Cette formulation de I’AIC est applicable pour les fonctions de répartition marginales et pour

la copule bivariée du modéle de 2-copule échangeable de I'équation (3.1).

Pour la suite de la section, nous présentons dans un premier temps, l’identification des lois

marginales, la premiére étape de la construction du modéle.

3.2.1 Identification des fonctions de répartitions marginales

Les lois marginales F' et G sont associées respectivement aux données (xj;) et (y;i), i =
1,...,njet 5 =1,...,m. Nous faisons I'hypothése dans la construction du modéle de 2-copule
échangeable que les lois marginales F' et GG appartiennent des familles de loi paramétrique.
Plusieurs stratégies existent pour sélectionner une loi paramétrique univariée d’une variable

aléatoire, Cousineau et al. (2004). Un choix de lois paramétriques s’implémente par exemple
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dans le package fitdistr, Delignette-Muller et Dutang (2015). Nous présentons ici une des

stratégies qui s’exécute en plusieurs points pour la marginale F'.
Pour déterminer la loi F' associée a la variable X, nous suggérons les étapes suivantes.

Etape 1 construire le graphique de la fonction de répartition empirique ou le graphe de la
densité des données (x;;). Une présentation graphique des données est généralement 'une des

premiéres étapes d’une analyse exploratoire des données.

Etape 2 construire le graphique des lois paramétriques théoriques imaginées puis comparer le
graphique fait & I’étape 1 sur les données observées a celui fait pour chaque loi théorique pour
proposer des lois candidates. A cette étape, on peut tester, en premier lieu, la loi normale. Si
les données sont & support borné, il faut en tenir compte dans la comparaison avec le graphique
observé et proposer des lois tronquées sur le domaine au besoin. La comparaison est basée sur
la forme du graphique fait a I’étape 1 et le graphique théorique des distributions considérées.
Pour construire le graphique théorique, il faut estimer d’abord le vecteur de paramétres a de
la loi paramétrique F' en maximisant la vraisemblance. Cette vraisemblance se calcule en ne
tenant pas compte de la dépendance & l'intérieur des grappes. Pour le vecteur de paramétres

a, il est estimé par

m Ty

a = arg;nax Lo = ZZlog {f(zji;0)}]| - (3.4)

j=li=1

Etape 3 calculer le critére AIC des lois candidates proposées a 1’étape 2 pour sélectionner la

loi ayant la plus petite valeur.

Les étapes 1, 2 et 3 nous permettent d’identifier la loi marginale F', utilisée dans la suite de

notre procédure.

Pour la loi marginale G, on applique la méme procédure sur les données (y;;) et le vecteur de

paramétres 8 de la loi G s’estime par

m Ny

B = argmax | L = ZZlog {9(yji; B)}| - (3.5)
B j=1i=1

Le livre de Thomopoulos (2017) et sa version complétée Thomopoulos (2018) sont pertinents
pour sélectionner une loi de probabilité paramétrique qui répond a ce type de probléme.
En effet, dans ce livre, les auteurs parcourent les caractérisations de plusieurs distributions
paramétriques : des lois & support infini et des lois & support borné. Une autre référence en
matiére de distribution a support borné est le livre de Karian et Dudewicz (2000, chapitres 2
et 3). Les auteurs présentent la généralisation des distributions paramétrique et une extension

des distributions béta. Nous ajustons une fonction de répartition en utilisant un programme
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du logiciel R, R Development Core Team (2008) provenant du package fitdistrplus, Delignette-
Muller et Dutang (2015).

Si les observations sont indépendantes et identiquement distribuées, les équations (3.4) et
(3.5) définissent des estimateurs du maximum de vraisemblance qui sont convergents, Ca-
sella et Berger (2002). Les équations (3.4) et (3.5) définissent dans ce cas des vraisemblances
complétes du fait que la dépendance intra grappe est ignorée. Dans notre cas, on note une
dépendance entre les observations au sein d’'une grappe. Nous étudions donc dans la section
3.4, les propriétés asymptotiques des estimateurs issus de cette maximisation dite par étape,

expliquées par la suite.

A la fin de 'identification des lois marginales F et G, nous construisons des pseudo-observations

associées & toutes les observations des grappes et définies par
ﬂji:F(l‘ji;d), ﬁji:G(yji;B),izl,...,nj, jzl,...,m- (3.6)

Ces pseudo-observations (aj;, 0;;) s’utilisent pour caractériser la dépendance entre X et Y
représentée par la copule C'?). Dans la suite, nous présentons la procédure pour faire le choix
de la copule bivarie C?) et des familles de copules échangeables <C’£’17)L) et (C (3)>.

1n

3.2.2 Choix des deux familles de copules échangeables et de la

copule bivariée du modéle de 2-copule échangeable

Nous expliquons comment faire le choix de la copule bivariée C'®) associée a (X,Y) et des
familles de copules échangeables (Cﬁi) et (Cﬁz) La famille de copules échangeables (C’ﬁi)
est associée & mn variables aléatoires. La dimensionnalité de cette famille change en fonction
de la taille n, nombre d’unité dans la grappe. La famille de copules échangeables (Cﬁ)l)
est associée aux pseudo-observations résiduelles que nous définissons. Nous détaillons pour
chacune d’elle, la procédure de sélection en nous basant sur une approche a la fois descriptive

et analytique.

e Choix de la copule bivariée C® associée au vecteur (X,Y)

La copule bivariée C'® se construit a partir des pseudo-observations (@js, 0ji), i =1,...,nj et
j =1,...,m. Pour identifier la copule bivariée C®, nous proposons la stratégie suivante en

quelques points.
(a) Faire une représentation graphique du nuage de points (@;;, 95;) sur le carré unité.

(b) Restreindre le choix des copules bivariées a des copules candidates en comparant le gra-

phique construit a la représentation graphique des copules bivariées théoriques. Autrement dit,
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proposer des lois candidates a partir de la représentation graphique. Pour la représentation de
la copule bivariée théorique candidate, il faut estimer le vecteur de paramétres do associé, en

maximisant la pseudo log-vraisemblance et l’estimateur est donné par

m. "y
by = argmax |Lo = lo {6(2) Ujgy Vig; O } : 3.7
2 g52 2 ;; g ( jis Ujis 2) (3.7)
L’estimateur de d9, obtenue via cette maximisation dépend, des parameétres & et /5’ . Pour cette
étape de proposition de copules bivariées possibles, Joe (2014, chapitre 5, page 223) recom-
mande aussi d’analyser la dépendance caudale (asymétrique, symétrie réflexive) en calculant
les corrélations suivantes et en les comparant deux & deux. Nous considérons deux variables

aléatoires U et V suivant des lois uniformes.
cor(U,VIU >1/2,V >1/2), cor(U,V|U <1/2,V <1/2),
et
cor(U,V|U <1/2,V >1/2), cor(U,V|U >1/2,V <1/2)
Ces corrélations permettent de comprendre si les copules ayant de la dépendance asymétrique

ou radiale sont & inclure dans ensemble des copules candidates, voir Chang et Joe (2020).

(c) Faire un choix unique parmi les copules de la classe de copules bivariées candidates en

minimisant le critére AIC, voir (3.2).

La copule bivariée sélectionnée est celle ayant le petit AIC. Une référence aux méthodes
généralement utilisées pour ajuster une copule bivariée comme C? est Joe (2014, chapitre 5,
page 223).

Dans la section 3.4, nous précisons le comportement asymptotique de ’estimateur du vecteur
de paramétres associé a la copule bivariée C®). Les prochaines composantes sont les deux

familles de copules échangeables (C’T(Ll)) et (C’T(L?’)) dont nous expliquons les choix.

e Choix des copules échangeables associées respectivement aux
pseudo-observations dans la méme grappe et aux

pseudo-observations résiduelles

Il s’agit d’identifier les familles de copules échangeables (C’ﬁz) et (C’ﬁz) . Pour faire le choix de

(C’ﬁz), on utilise les pseudo-observations (@;1, .. . ,ﬂjnj) avec j = 1,...,m. Nous présentons
1)

1,n) dans un premier temps, en utilisant ’approche expliquée par

la procédure du choix de (C

Rivest et al. (2016) et se déroulant en deux étapes.
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Méthode graphique d’identification de familles de copule échangeable : La
premiére chose a faire est de classer les m grappes en fonction de la médiane des pseudo-
observations 1 ; calculés sur les grappes. Si on note Me, la médiane d’une grappe, nous avons
le classement Me(p) < ... < Me(,y,), ou Me(;) représente la iéme statistique d’ordre de 'en-
semble des médianes des grappes. Nous calculons par la suite les scores normaux des pseudo-
observations (@j;) qui est ®~1 (i;;). Nous construisons sur un méme graphique les boites &
moustache des scores normaux des grappes classées en ordre croissant des médianes comme
expliquées précédemment. Ce graphique, nous 'appelons graphique observé que nous compa-
rons & des graphiques simulés pour certaines familles échangeables. Cette comparaison permet
de proposer des copules candidates. Pour les données observées, on calcule aussi le tau de
Kendall échangeable 75, voir Romdhani et al. (2014a).

(1)

) n), de dimension n, nous
)

(1)

1,n

Pour faire la simulation de données selon une copule échangeable (C’

calculons d’abord le vecteur de paramétres d; de la copule candidate (C ) Cette simulation
utilise des fonctions intégrées du logiciel R, R Development Core Team (2008) avec le package

copula, Wu et al. (2007). Nous avons deux éventualités de calcul de ¢; :

- Si le vecteur de paramétres d§; est de dimension 1, on inverse simplement le tau de Kendall
échangeable 7g en fonction de la copule échangeable spécifiée en utilisant le tableau 1.2 pour
quelques cas de copules. Ceci s’explique par le fait que le tau de Kendall de I’équation (1.23)
et le tau de Kendall échangeable sont équivalents, voir Romdhani et al. (2014a) et Romdhani

et al. (2014b). Nous utilisons la fonction 2tau sous le logiciel R par exemple ;

- En général, si le vecteur de paramétres d; est de dimension supérieure ou égale a 1, alors

nous ’estimons & partir des données des m grappes par

m

1) /-~ -

0 = arg;nax L) = Zlog {cgﬂ)z]_ (uﬂ, . ,ujnj;él)} . (3.8)
1 ]:1

La log-vraisemblance £ dépend de uj;, dépendant & son tour de &, estimé a ’étape d’ajuste-

ment de la fonction de répartition F'. Le vecteur de paramétres estimé o1 permet de simuler

des données de taille n pour chaque grappe et dont la dépendance se modélise a ’aide de la

famille de copules échangeables (C (1)).

1n

En bref, pour proposer des familles de copules échangeables comme candidates pour la famille
<C’{17)L), il faut tester chacune des copules échangeables connues et plausibles si la boite a
moustache par grappe obtenue théoriquement par simulation est proche du graphique observé.

Pour faire cela, nous

(%) simulons des observations par grappe (en fonction de sa taille) selon une copule échan-

geable existante et fixée et ayant pour paramétres o ;
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(Y %) construisons le méme graphique des données simulées (boite & moustache des scores
normaux, classée par ordre des médianes des grappes) que nous appelons graphique simulé

puis

(Jc ¥ %) comparons les graphiques observés et simulés en termes de ressemblance basée sur la

forme de la représentation.

Les trois points consécutifs (%), (k) et (J¥ %) nous permettent de tirer la conclusion si

cette copule échangeable simulée est une copule candidate.

Cette premiére étape constitue la méthode graphique permettant d’identifier un nombre fini

ko de familles de copules échangeables candidates.

Méthode analytique du choix d’une famille de copules échangeables : Nous
utilisons le critére AIC pour sélectionner une copule échangeable parmi un ensemble de copules
candidates. Pour chaque copule candidate identifiée, nous calculons le critére AIC, voir (3.3).
On obtient donc les valeurs GAICy, ..., GAIC, ou GAIC; est la valeur de I’AIC du modéle i €
{1,...,ko}. Nous comparons les valeurs de AIC, calculées pour identifier la copule échangeable

associée a la petite valeur de GAIC et correspondant exactement & min(GAICy, ..., GAICy,).

La sélection de la famille de copules échangeables (Cﬁz) vient aprés l'identification de la
copule C®@) . En effet, elle est associée aux pseudo-observations résiduelles (w;;), i = 1,...,n;,

j=1,...,m définis & partir de C? par

Uji -
111]'2‘ = CQ|1(Q~}ji|ﬁji) = /0 0(2)(1]]'1', z5 52)d2 (3.9)

Aprés avoir calculé les pseudo-observations résiduelles wj;,7 = 1,...,n4, j = 1,...,m, on
applique la méme méthode de recherche de familles de copules échangeables, expliquées pré-

(3)

cédemment pour trouver la famille de copules échangeables (Cl,n

> ol (1) est remplacé par
1n

(i) de I'équation (3.9). Le vecteur de paramétres d3 de la famille de copules (C(S)) est

estimé en maximisant la pseudo log-vraisemblance et nous avons

53 = argmax £3 Z log {Cl n; wjl, e ,’lIJjnj;(Sg)} . (3.10)

Le choix de la famille de copules échangeables se base sur la méthode Rivest et al. (2016). Elle

consiste a répéter I'étape d’identification graphique de chaque famille de copules échangeables.

Pour ajuster et estimer le vecteur de paramétres d’une famille de copules échangeables sur des
données en grappes, Grover et al. (2020) ont proposé de maximiser la pseudo log-vraisemblance.
Ils démontrent les propriétés asymptotiques de normalité des estimateurs, voir aussi Prenen
et al. (2017) et Su et Lin (2019).
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D’une part, le choix des familles de copules échangeables (C%%) et (Cfgr)z) sont proposés dans
la littérature comme Rivest et al. (2016) et Grover et al. (2020). D’autre part, le choix de la
copule bivariée référencée par Nelsen (2017, chapitre 8) et Joe (2014, chapitre 5). La procédure
de construction, de choix et d’estimation des paramétres du modéle de la 2-copule échangeable

suit la procédure décrite a I'algorithme 3.1.

TABLEAU 3.1 — Procédure d’ajustement étape par étape d’un modéle de 2-copule échan-
geable.

Procédure chronologique de construction du modéle de 2-copule échan-
geable

Identifier les lois marginales F' et GG et estimer les vecteurs de paramétres
« et [ respectivement associés, a partir des équations (3.4) et (3.5).

Calculer les pseudo-observations de ’équation (3.6) & partir des lois margi-
nales.
(1)

Choisir la famille de copules échangeables ( (],

) et estimer le vecteur de
parameétres 0; a partir de 1’équation (3.8).

Choisir la copule C® et estimer le vecteur de paramétres d, a partir de
I'équation (3.7).

Calculer les pseudo-observations résiduelles de I’équation (3.9) & partir de
la copule bivariée C'?).

Choisir la famille de copules échangeables (Cﬁ)z) puis estimer le vecteur de

parameétres 03 a partir de ’équation (3.10).

La procédure d’ajustement étant présentée, nous nous intéressons aux méthodes d’estimation

des paramétres du modéle de 2-copule échangeable.

3.3 Estimation des paramétres du modéle de

2-copule échangeable

Dans cette section, nous présentons en résumé deux méthodes d’estimation du modéle de

2-copule échangeable.
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3.3.1 Estimation des paramétres par la méthode IFM
généralisée
L’estimation 6 = (a, B, 61,09, 53) appartenant & un ensemble O, de dimension p par la méthode

IFM généralisée s’obtient en résolvant I’équation d’estimation
(0L /0™, 0L5/0BT,0L1/06] ,0L2/055 ,0L3/055 ) = 0T (3.11)

Les différentes étapes de la procédure proposée pour ’ajustement du modéle de 2-copule échan-
geable est une version généralisée de la méthode IFM classique présentée par Joe (1997). Elles
sont similaires & un résultat de Joe (2014, page 229) pour la méthode d’estimation par étape
pour 'ajustement d’un modéle de copule. C’est ce qui explique que nous la nommons "mé-
thode IFM généralisée". En effet, si les familles de copules échangeables (Cf%) et (C’ﬁl) sont
des copules d’indépendance alors la méthode IFM généralisée est la méthode IFM classique.
A partir de ’équation (3.11), la solution 0 proposée se ramene a
m

> (x5, y4,m5:0) = 07, (3.12)

J=1

Oﬁ pOUI‘ X = ($17"'axn)Ta y = (yla---ayn)T et ¢(Xay7na0) = <¢§n)aw§ 9 3 ¢4 771Z)5 ) .

La fonction score a cinq composantes qui se définissent par :

n = 01 i n = 01 i
i=1 =1
et
b Olog[d) F@isa),. .. Flana)ar)]
P = 3T , (3.14)
1
n (2) 3.
Zalog C {F xg(sT)aG(yzaﬁ)752}:|, (315>
=1 2
et
w Olog [ {Cn {G s BIF (@1 a)} ..., Cop {G(yni B)|F(was @)} 183}
by = . (3.16)

90T

L’équation (3.12) définie un m-estimateur, Stefanski et Boos (2002). Lorsque le nombre de
grappes tend vers 'infini, la section 3.4 donne les résultats asymptotiques. Par rapport aux

composantes de la fonction score associée & cette maximisation, nous avons le résultat suivant
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Propriété 3.1. Si (wgn),wzn),wén),zpin),z/}én)> est issu de la fonction score de [’équation
(3.12) et provenant de la méthode IFM généralisée du modéle de 2-copule échangeable alors

nous avons

cov(w§n),1/13n)) =0, cov(zﬁ%n),i/};)) =0, (3.17)
cov(wgn), én)) =0, cov(d)én),¢én)) =0 (3.18)

et
cov(¢§n), A(Ln)) =0, cov(wén),1p5n)) =0, cov(win),ipén)) =0 (3.19)
Démonstration. Nous la donnons & I’annexe C, section C.1. O

Pour la suite, nous proposons une autre méthode d’estimation des paramétres.

3.3.2 Estimation des paramétres par la méthode du maximum

de vraisemblance

Une autre méthode d’estimation du vecteur de paramétres 6 est la méthode du maximum de
vraisemblance globale. Elle consiste a estimer tous les paramétres simultanément en maximi-
sant la log-vraisemblance globale pour le modéle de 2-copule échangeable & partir de la densité
jointe dans une grappe. La log-vraisemblance pour les m grappes a partir de ’équation (3.1)

s’écrit

£(0) = Y tog [ef)) {Cop {G s B)F (w5 )}, . Copr {G(ygn,s AIF (win,i )} 565}

j=1
-%ZZmuw,zm}+22m[{memwmm}
j=1li=1 j=1li=1

+ Zlog[ F(zj;a ),...,F(:njnj;oz);51}]- (3.20)

L’estimation § = (&,3,51,32,53) des paramétres s’obtient par maximisation compléte de

I’équation (3.20) et on note

6 = argmax {L (0 = (a, 8,01,02,03))} (3.21)
0

L’estimation § de l’équation (3.21) est aussi la solution du systéme d’équations

(0L/0a™,0L/08T,0L/06],0L/063 ,0L/953 ) = 0T (3.22)
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Nous écrivons aussi globalement la méthode utilisée pour estimer les paramétres sous forme
d’équations d’estimation. L’équation (3.22) peut s’écrire sous la forme

m

Z\I}(Xjayynj;é) =0, (3.23)
j=1
T
ou ¥(z,y,n;0) = (zp@ + agn),wén) + aén), wén), in) + agn),wén)) et le vecteur
(d)gn) , 1/J§n), wén), win), wén)) est défini a ’équation (3.12). Les fonctions agn), agn) et agn) s’écrivent

n (1) . o)
= SO (Plri). Gl i) | 9108 el (Flnse). .o Flanic): )
! ool

T
(0
=1 0

Olog [ {Cop {G w1 B)|F(w1;0)} .- Copy {Glyns DI F (i )} 565}

+ ST . (3.24)
et
W Olog | {Con (G AIF (@)} Cop {G i B)|F (i)} 100}
a =
2 aBT
2 log [ {F(as;0), G(yi; B); 0
N ; og [¢¥ { (93866;) (yi; B) 2}]7 (3.25)
et
w0108 [ {Con {G i B)IF(@1:0)} - Cop {Gyai B) F i @)} 183}
as’ = - (3.26)

967

Les deux méthodes d’estimation étant présentées, nous étudions les propriétés asymptotiques

des estimateurs des paramétres du modeéle de 2-copule échangeable dans la suite de ce chapitre.

3.4 Etude asymptotique des estimateurs des

paramétres du modéle de 2-copule échangeable

Dans cette partie, nous étudions la convergence en probabilité et la normalité asymptotique,
lorsque m tend vers I'infini, des estimateurs du vecteur de parameétres 6, obtenus & partir de la
méthode ITFM généralisée et de la méthode du maximum de vraisemblance. Par la suite, nous

comparons les deux méthodes dans un cas particulier.

3.4.1 Conditions de convergence et de normalité asymptotique

Nous formulons les hypothéses suivantes, utilisées pour étudier la convergence et la normalité

asymptotique. Nous notons 6y, la vraie valeur du vecteur de paramétres 0. Les hypothéses
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formulées ici s’appuient sur celles émises par Tsiatis (2006, page 30) pour étudier la convergence

et la normalité asymptotique d’un estimateur.

Co :

C1 :

C2 :

C3 :
Cj :

C5 :

Tailles bornées : La taille de toutes les grappes est bornée, c’est-a-dire il existe nmyax,

entier tel que max (ny,...,nm) < Nmax, pour tout m positif.

Unicité : 6y est 'unique solution des équations lim
m—r0o0

%E%E{\II(XJ’YJanj;H)} =0
]:

m

ou m@m %ZIE {v(X;,Y;,n5;0)}| = 0 pour X; et Y; deux vecteurs aléatoires de
]:

dimension n; et (X;,Y;) est de densité de copule associée définie par (3.1).

Identifiabilité : Soient x et y deux vecteurs de dimension n = 2, ..., nyax, appartenant

a I’ensemble des entiers positifs. Nous avons respectivement
Si W(x,y,n;01) = V(y,x,n;0) = 61 = 03, pour tout x,y,

et
Si w(x7y7n; 01) = ¢(yaxv n; ‘92) = 91 = 02» pour tout x,y-
Compacité : L’espace © des paramétres est un ensemble fermé et borné de RP.

Dominance : Il existe deux fonctions intégrables pnry et i, indépendantes de 6 et

que pour tout X et Y deux vecteurs de dimension n = 2, ..., Nmax,
sup|| VoW (X,Y,n;0)|, < emv(X,Y,n), telle que E{omv(X,Y,n)} < oo,
(%
et

SI;PHVGT/)(Ya X? n; 9)”;0 < QOIFM(Xa Yv ’I’L), telle que E {SDIFM(Xv Y7 n)} < 00,

ol Vyu est 'opérateur dérivée partielle du vecteur u par rapport a chaque composante

du vecteur 6.
Non singularité : Si X et Y sont deux vecteurs aléatoires de dimension n alors les
matrices E{VoU(Y,X,n;00)} et E{Voo(Y,X,n;60p)} sont non singulieres pour n =

2, ..., Nmax €t

1 m
— D VoU(X;, Y, n50) LLE{VeU(X, Y, n:00)},
j=1

et

1 m
Y Vo (X, Yjn50) = E{Vau(Y. X, n: o)} -
=1

Nous nous intéressons aux estimateurs de 6 obtenus par la méthode du maximum de vrai-

semblance et par la méthode IFM généralisée et nous donnons le théoréme suivant sur leurs

propriétés asymptotiques.
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Théoréme 3.1. Nous considérons un modéle de 2-copule échangeable dont le vecteur de para-
metres 0 s’estime par la méthode IFM généralisée et la méthode du maximum de vraisemblance

globale lorsque m tend vers l'infini.

Sous les hypotheéses CO, C1, C2, C38 et C4, nous avons les résultats suivants

i) Convergence en probabilité des estimateurs 0 et 0.

Les estimateurs de 0 par la méthode IFM généralisée notée 0 et par la méthode du

mazimum de vraisemblance globale notés 6 sont convergents, c’est-a-dire
5 P 5 P
0 — 0o, 0 — 0y, pour m — oco-
i1) Normalité asymptotique de 0
Jm (é _ 90) EN{0,Z700)}, m — oo, (3.27)

ot la matrice d’information est

m—r0o0

. 1
Z(6p) = — lim EZE{VQ\II(X]-,Yj,nj;QO)} : (3.28)
j=1

et le vecteur aléatoire (Xj, Y;) est de loi définie par I’équation (3.1).

ii1) Normalité asymptotique de 6.
5 L

Jm (e - 90) £ N1{0,G(60)}, m —s o, (3.29)

ot G(6p) est la matrice d’information de Godambe, Cherubini et al. (2014). Elle est

définie par

1 m
G(6) =DV, (DY), D=~ lim EZE{vgw(xj,Yj,nj;eo} , (3.30)
j=1

m——>00

et la matrice Vy est

m—r00

. e
Vo= lim | —% EA{o(X;, Yjn5:0000(X;. ¥j.n:00) "} | (3.31)
j=1

Démonstration.
Soient X; et Y; deux vecteurs aléatoires de dimension n; chacun tel que (X;,Y ) est de densité

de copulem l'équation (3.1).

i) Sous les hypotheéses C0, C1, C2, C3 et C/ et en utilisant la section 3.2 de Tsiatis (2006),

0 et convergent en probabilité vers 0y pour m tendant vers l'infini.
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i1) Le vecteur de paramétres 0 s’obtient par maximisation de la vraisemblance globale donc
il est convergent et asymptotiquement normal, Joe (2014, chapitre 1, page 15) et Joe (2014,
chapitre 5, page 228) de matrice d’information Z(6y) comme un résultat connu. La matrice de la
moyenne des matrices d’information provenant des grappes est {Z;(6o) + ...+ Zn(6o)} /m on
Z;j(6g) = —E {Vg\I/(xj, Yjs 15 60)} est la contribution de la grappe j a la matrice d’information
totale. La matrice Vg est la matrice des dérivées partielles d’un vecteur par rapport au vecteur

de paramétres 6. Nous avons

1 m
{21(90) + ... —i—Zm(Ho)} /m = - fZE {V@‘I’(X]‘,Y]‘,n]‘; 90)}
mi
P . 1 &
— = lim mz;E{Vg\I'(Xj,Yj,nj;Qo)}
]:

En conséquence, nous avons le résultat espéré sur la convergence de I'estimateur du maximum

de vraisemblance globale.

ii1) Le vecteur de parameétres 6 est estimé a partir de ’équation (3.12). Nous avons donc
Vi (0 60) <5 N'{0,6(60)}, m — o,

et la matrice de Godambe provient de I’équation (3.30). Pour justifier ce résultat, on considére

I'expansion de Taylor de 1’équation (3.12) au voisinage de 6y par

0="> ¥(x;,y;,n5:00) + Y _Vorh(x;,¥;,n5:00) (6 — bo) + 0p(v/m):

J=1 J=1
Nous avons par la suite

m

VY Vo (xj,¥;,15:00)(0 — o) = —v/m Y _1h(x;,y;, 155 00) + 0p(v/m)-

j=1 Jj=1
Soit on obtient alors
-1
5 m 1 m
Vim0 —600) = — | (m)™" > Vorh(x;,y;,15: 600) VMY (x4, y5,m5500) 4 0p(vm),
j=1 j=1
car la matrice est non singuliére par C2. Donc nous obtenons
-1
B m 1 m
Vm(0 = 0p) = = 1/m> Ve (x;,y;,nj; 60) VT (x4, y4,m5300) ¢+ 0p(v/m)-
j=1 j=1
Or nous avons le résultat suivant, a partir de C'5 pour m — oo et de la loi faible des grands

nombres, on a

v P
(m)™" > Vo (xj,y;,n5500) —  lim

m—r00

1 m
%ZE {Vou(X;, Y ,mj; 60} | -
j=1 7=1
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Le théoréme central limite appliqué a Pestimateur #, nous avons le résultat que 6 obéit une

loi normale de moyenne 6y et de variance provenant de la matrice de Godambe. De plus, la
m

variance de ) ¢(X;,Y;,n;;60)/y/m est
j=1

1 & 1 &
Vi—)» ¥(X;,Yi,n;0 = — ) V{v(X;,Y;,n;;0
m;(]JJO) m;{(JJJO)}

1 m
j=1

et donc pour m — 0o, nous avons

m—ro0

Ly P 1 — ,
! m;@b(xj,vj,nj; 00) p — lim m;ﬂﬂ {0(X;, Y53 00)00(X;, Y 13 600) " }
En conséquence, la matrice sandwich de I'estimateur @ donne le résultat espéré. O

Nous savons que la méthode du maximum de vraisemblance est plus précise que la méthode
IFM voir Joe (2005). Dans la suite de ce chapitre, nous présentons la comparaison des deux
méthodes d’estimation du modéle de 2-copule échangeable dans un cas particulier et par une
étude Monte Carlo.

3.4.2 Comparaison des méthodes IFM généralisée et
maximum de vraisemblance utilisées pour ’estimation

des paramétres de la 2-copule échangeable

Pour avoir une idée de la marge entre les matrices de variance-covariance des deux estimateurs
associés au modéle de 2-copule échangeable, nous comparons les variances asymptotiques de
la méthode IFM généralisée et de la méthode du maximum de vraisemblance dans des cas

particuliers. Dans les cas particuliers discutés ici, toutes les grappes sont de méme taille n.

Cas particulier 1 : Nous considérons que les marginales F' et G sont la loi normale centrée
réduite et que les familles de copules échangeables (Cﬁi) et (Cﬁ)b) sont des copules d’indé-

pendance. Le seul paramétre & estimer dans le modéle considéré est ds et donc logiquement

g(ég) = I_l((sg).

Cas particulier 2 : Nous considérons que les familles de copules échangeables (C%l ) et

v

<C’{3,)L) sont des copules d’indépendance. Le vecteur de parameétres dans ce cas est (a, 3, d2).
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Le modéle de 2-copule échangeable revient &
j
Fx,y550,8,02) = [ [Faji; ) Glyjis B)c {F (w5 ), G(yji; B); 62} - (3.32)

L’équation (3.32) correspond exactement & un cas particulier de I’ajustement d’un modéle de
copule bivariée C'® avec des lois marginales paramétriques F et G, voir section 1.5. Pour
ce modéle, en faisant référence a Joe (2005) et Joe (2014, page 226), nous concluons a une
convergence asymptotique des méthodes IFM généralisée et maximum de vraisemblance et

que cette derniére est plus précise que la méthode IFM généralisée.

Nous élargissons la comparaison avec un autre exemple pour le modéle de 2-copule échangeable.

Cas particulier 3 : Les marginales F' et G correspondent a la fonction de répartition
de la loi normale centrée réduite. Les famille de copules échangeables <C’{1,)L) et <C’}3T)L) sont
de parameétres univariés d; et ds respectivement, C'?) est la copule bivariée de parameétre dy

univarié.

La procédure d’estimation comporte deux parties indépendantes : une partie liée a ’estimation
du paramétre §; et autre partie a 'estimation combinée des paramétres do et d3. L'inférence
par rapport au paramétre d; est similaire pour les deux méthodes c’est-a-dire les variances
asymptotiques par IFM et maximum de vraisemblance de d; sont égales. La comparaison des
matrices de variance-covariance des méthodes IFM et maximum de vraisemblance porte donc

sur (d2,03).

9 log{ (¥ (& dlog! ¢
On pose A = E{a% } et B = E{ g{ L 2)} } En rappelant que a:(sn) = M

852 002 ’

nous montrons que A et B s’écrivent par

=—-F {wén) . agn)} = —cov {w;‘), agn)} , B=-E {agn)z} . (3.33)

Nous calculons les matrices de variance-covariance asymptotiques des deux méthodes d’esti-

mation.

e Matrice de variance-covariance asymptotique de ’estimateur de (d2,93) obtenu
a partir de la méthode IFM

Le vecteur score par cette méthode pour (92, d3) est (win) , wén)) provenant des équations (3.14),
(3.15) et (3.16).

La matrice de variance asymptotique de (52, 53), en utilisant la méthode IFM généralisée est

1 —{u{ ol
G(65,05) = E{i(;) L)} {vi }E{{w 3 }(n)} . (3.34)

TREY T T
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Les justificatifs pour le résultat de ’équation (3.34) se trouvent a ’annexe C, section C.2.

e Matrice de variance-covariance asymptotique de I’estimateur de (d2,J3) obtenu

a partir de la méthode de maximisation de la vraisemblance globale

Le vecteur score de cette méthode pour (d2,d3) est (\Ifé(ln), \I’én)) = (@Z)E{L) + a:())n),d}én)), ol agn)
provient de l’équation (3.26).

La matrice de variance-covariance asymptotique de (32, 53), en utilisant la méthode du maxi-
mum de vraisemblance est
o{ui) ,

V{W) }V{wém}_m{wén)}_ﬁ V{wi") }v{¢§"> }_B]E (wgmz) _A2
v{y{"}-B

A
V{wi”) }V{wém}_m{wén)}_ﬁ V{wi") }V{wén>}_Bv{wén)}_A2

Les justificatifs pour le résultat de ’équation (3.35) se trouvent a ’annexe C, section C.2.

T71(69,03) = (3.35)

La matrice G(d2,03) — Z71(d2,03) est semi-définie positive et nous concluons donc que la
variance asymptotique de la méthode du maximum de vraisemblance est plus petite que celle

de la méthode IFM généralisée, voir annexe C.2.

Le résultat de la théorie asymptotique se confirme pour le modéle de 2-copule échangeable &
travers le cas de la section 3.4.2, que la méthode du maximum de vraisemblance est plus précise
que la méthode IFM généralisée. Cependant, les variances asymptotiques sont "proches" et
la sous-section qui suit nous permet d’évaluer concrétement dans un cas simple, la différence

entre les deux variances asymptotiques.

3.4.3 Evaluation des matrices de variance-covariance
asymptotiques dans le cas ot les copules du modéle de
2-copule échangeable sont toutes normales

Dans cette sous-section, nous évaluons les matrices des équations (3.34) et (3.35) ot les familles

n 1n

de copules échangeables (C%l)) et (0(3)> sont des copules normales échangeables dont les
parameétres sont 8; = p; et d3 = ps respectivement d’une part et d’autre part la copule C')

est une copule normale bivariée de parameétre do = po.

Nous posons ro = (1 — p2)p1p3 +2p3p3 et nous utilisons les notations suivantes pour simplifier
I’écriture des matrices de variance-covariance asymptotiques
(0) =1+ (n—1)ps, (&) =n(l+pd) +nn—1)ro, (~)=1+(n—1)p3 (336

[x] = 2n(n — 1)p3 [p3(1 — p3)(0) + (1 — p3) {1+ (n — 2)p1 — (n — 1)p1ps}] - (3.37)

30



La matrice de variance-covariance asymptotique de la méthode IFM généralisée, de ’équation

(3.34) du vecteur (p2, p3) revient a

0t “2pas( )1

— @ D) (~

G(p2:03) = | 2paps-p)(-p)e)  201=ps)(0)’ {1 +2n<n—1>p§p§} - (339
@)(~) n(n-1)(~) @)

La matrice de variance-covariance asymptotique de la méthode du maximum de vraisemblance

globale, de I’équation (3.35) du vecteur (p2, p3) donne

(1=p3)%(~) ~2p3ps(1=ps) (1=p3) ()
- (M (@)+ 7225 —2n(n—1)p303 (M @)+ 7225 —2n(n—1)p303
(p2: p3) = ~2p2p3(1—p3)(1=p3) (0) 2(1-p3)(0) (1—p3)(0)(@)+[x+] }
(V@) + st —2nn=1)p3e3  MmD | (M)(@)+ g Eh s —2n(n-1)p303

(3.39)
Les matrices des équations (3.38) et (3.39) s’obtiennent en remplagant les équations (C.6),
(C.7), (C.8) et (C.9) dans les résultats (3.34) et (3.35) respectivement. Les calculs théoriques

effectués pour 'obtention des matrices de variance-covariance se trouvent & I’annexe C.3.

Par la suite, nous posons les rapports de variance R et R. Le rapport R est la variance
asymptotique de la méthode du maximum de vraisemblance divisée par celle de la méthode

IFM généralisée pour po et s’écrit

R(p, p2,p3) = . (3.40)

(M) (@) + 225k — 2n(n — 1) 303

Le rapport R’ est la variance asymptotique de la méthode du maximum de vraisemblance

divisée par celle de la méthode IFM pour p3 et s’écrit

' (@) (~) + % (@) (~)
R (p1,p2,p3) = - : . (341)
(~)(®) + % —2n(n — 1)p3p3 (®) (~) 4+ 2n(n — 1)p3p3

Nous formulons les conclusions suivantes :

— Les deux matrices de variance-covariance asymptotiques ne dépendent de p; que via [*x]
et (@). Pour py et ps fixés, R et R sont des fonctions décroissantes de p; et donc la

méthode IFM est toujours moins précise que la méthode du maximum de vraisemblance.

— Si le paramétre ps tend vers 0 (indépendance des résidus), alors R = R =1 et donc les
méthodes IFM généralisée et maximum de vraisemblance conduisent & la méme matrice

de variance-covariance asymptotiquement.

— Pour n = 1, autrement dit, un individu par grappe considéré alors R = 1 et la variance
asymptotique de la méthode IFM généralisée et de la méthode du maximum de vrai-
semblance sont égales pour le paramétre ps. Ceci correspond & la modélisation copule
ordinaire utilisant la copule bivariée C’,(;z) et effet grappe est inexistant. Ce résultat

s’exprime dans le cas limite de n pour le paramétre p3 par
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lim R (p1,p2, p3) = 1-
n—->1

— Lorsque la taille des grappes tend vers I'infini, nous avons

Jm R (p1, p2, p3) = 1, (3.42)
car
e | (M)(@) + ey — 200 — o3}
et

)

lim { (@) (~) }
n—o0 | (&) (~) + 2n(n — 1)p3p3
Par ailleurs nous tracons les courbes du rapport des variances asymptotiques des estimateurs
de p2 et p3. Nous caractérisons les rapports R et R’ de deux facons en fixant la valeur de
p1 =0.2.

e La premiére fagon est de tracer des graphiques des rapports R et R’ en fonction de la
taille n des grappes pour p; fixé. Pour le graphique de R, nous fixons p3 = 0.1 et nous
faisons varier pa € {0.4,0.6,0.8}. Pour le graphique de R, nous fixons p2 = 0.8 et nous
faisons varier ps € {0.1,0.3,0.6}. Les valeurs de p3 sont "faibles" car matérialisant la

dépendance des résidus.
e La deuxiéme facon est de tracer les courbes de niveau de R et R.

Nous présentons 4 figures pour analyser la premiere facon de présenter les rapports R et R’ .

0.9- 0.9-

o

®
o
@

o
3

°
2
Rapport de variance R

Rapport de variance R

o

o
o
EY

Taille n Taille n
FIGURE 3.1 — Courbes de R en fonction de FIGURE 3.2 — Courbes de R sachant
la taille n, p3 = 0.1 pour ps = 0.4 (courbe la taille n, po=0.8 pour p3 = 0.1
bleue), pa = 0.6 (courbe rouge) et py = 0.8 (courbe bleue), p3 = 0.3 (courbe rouge)
(courbe noire). et p3 = 0.6 (courbe noire).
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Commentaires sur les graphiques des figures 3.1 et 3.2
- Les courbes du rapport R décroit au fur et & mesure que la taille des grappes croit. La
décroissance est rapide pour les valeurs faibles de ps (courbes en rouge et bleue). Ceci s’explique

aisément, car I’écart-type dépend de la valeur de ps.

- lorsque la corrélation ps est "forte" (p3 = 0.4 ou p3 = 0.6), 'on note une décroissance rapide
du rapport R mais ceux-ci gardent une valeur constante lorsque la taille augmente. Les courbes

en noire et rouge sont paralléles & partir d’une taille n avec une marge de différence faible.

Nous construisons par la suite des figures relatives a la variance asymptotique de I'estimateur

du paramétre ps.

1.00-

0.98-

Rapport de variance R

0.96-

0.94-

0 5000 10000 15000 20000
Taille n

FIGURE 3.3 — Courbes de R en fonction de la taille n, p3 = 0.1 pour p, = 0.4 (courbe
bleue), ps = 0.6 (courbe rouge) et py = 0.8 (courbe noire).



1.00-
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@©
|

Rapport de variance R’

0.96-

0.94-
0 5000 10000 15000 20000
Taille n

FIGURE 3.4 — Courbes de R’ en fonction de la taille n, p, = 0.8 pour p3 = 0.1 (courbe
bleue), p3 = 0.3 (courbe rouge) et p3 = 0.6 (courbe noire).

Commentaire sur les figures 3.3 et 3.4

- la fonction R’ est monotone et décroit rapidement quand p2 est "forte" (courbe en noire).
Un minimum existe pour les courbes et plus grand que 0.8. Les deux méthodes sont donc trés
proches. De plus, lorsque n tend vers l'infini, quelques soient les valeurs prisent par ps, R

tendent vers 1 pour p; = 0.2 et donc les deux méthodes tendent a coincider.

- la fonction R’ est monotone et décroit rapidement quand po est "forte". La conclusion de la

figure 3.3 s’applique également et confirme 1'équation (3.42).

Nous fixons par la suite la valeur de la corrélation p; = 0.2 et que la taille n de la grappe est

n = 30 puis nous construisons les courbes de niveau.
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1.0

0.8

0.6

Ps

0.4

0.2

FIGURE 3.5 — Courbes de niveau pour le rapport R en fonction de (ps, p3) avec n = 30.

Discussion des courbes de niveau (ps, p3, R). Pour ce graphique, lorsque ps croit et
ps3 est "petit", le rapport R des courbes de niveau varie entre 0.55 et 0.95. Ceci correspond au
rapprochement entre les variances asymptotiques des méthodes IFM et maximum de vraisem-
blance. Tandis que lorsque ps est plus grand que 0.6 et que p2 croit, le rapport R varie entre
0.05 et 0.3.
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FIGURE 3.6 — Courbes de niveau pour le rapport R’ en fonction de (p2, p3) avec n = 30.

Discussion des graphiques combinés (p,, p3) pour R'. Pour les courbes de niveau
relatives au rapport R, si les deux corrélations p2 et ps croient, le rapport R’ décroit donc la
méthode du maximum reste plus précise que la méthode IFM pour ps ou p3 fixé et la valeur

la plus petite des lignes de niveau est 0.885.

Nous rappelons que dans la sous-section 3.4.3, nous effectuons un calcul explicite des matrices
de variances-covariances asymptotiques issues des deux méthodes d’estimation. Dans ce cas,
toutes les copules sont normales et les marginales sont connues. Cependant, lorsque les copules
changent ou prennent la forme d’autres types de forme (gumbel, Khoudraji, etc), le calcul
explicite s’avére difficile, voire impossible & obtenir. Nous avons comme objectif global, d’es-
timer les deux matrices de variance-covariance pour un nombre m de grappes fini, issues de
la méthode IFM généralisée et de la méthode du maximum de vraisemblance en utilisant les
données simulées. Ainsi, dans la section suivante, nous effectuons cette étude échantillonnale

par la méthode Monte-Carlo.
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3.5 Etude des propriétés échantillonnales des
estimateurs des paramétres du modéle 2-copule

échangeable par Monte-Carlo

Pour un modéle de 2-copule échangeable de paramétres 8, nous notons 6 et 0, les estimateurs
construits respectivement & partir de la méthode du maximum de vraisemblance et de la
méthode IFM généralisée. Pour ces deux estimateurs, nous connaissons, des équations (3.29) et
(3.27), les matrices de variance-covariance asymptotiques (lorsque le nombre m de grappes tend
vers +00). Cependant, les calculs explicites ne sont pas toujours possibles sauf dans quelques
cas particuliers. Nous souhaitons calculer I’espérance et la variance des estimateurs Oetd pour
m fini. Pour ce fait, nous utilisons la méthode de Monte-Carlo qui nous permet d’approximer
I’espérance et la variance des deux estimateurs. Ainsi, nous donnons une approximation de

I’espérance et de la variance de I’estimateur 0 qui se définit par

1 & . 1 & . 8T
Ex(d) ~ BZ;Q,, V() ~ = > {ei - EB(Q)} {91~ —EB(H)} , (3.43)

en fixant B, le nombre de simulations Monte-Carlo. La méme approximation de I’équation
(3.43) s’applique aussi a Iestimateur 6. La racine carrée des éléments de la diagonale de la
variance Vp donne l’écart-type, que nous calculons pour chacun des estimateurs dans les

tableaux présentés.

Succinctement, 'objectif de la section est d’étudier, par simulation, les propriétés échantillon-
nales (le biais et la variance) des estimateurs 0 et 6. Dans toute cette étude Monte-Carlo du
modéle de 2-copule échangeable de I’équation (3.1), nous supposons que F' est une loi normale

de moyenne p1 = 0 et de variance 0? = 1 et G est une loi normale de moyenne s = 0 et

de variance 02 = 1. Les copules échangeables (C£1)> et (CS)L) appartiennent a la famille

n
normale de paramétres §; et d3 respectivement. Nous fixons le tau de Kendall associé a la

(1)

1,n> a 71 = 0.2. Cette corrélation de 0.2 comme étant la

famille de copules échangeables (C
corrélation a l'intérieur des grappes et souvent faible et se situant entre 0.2 et 0.5. Nous fixons
le tau de Kendall associé & la famille de copules (C’ﬁi) a 73 = 0.1. Cette corrélation est fixée
a 0.1 parce que l'objectif est de minimiser toujours I'importance de cette copule. En effet, la
famille de copules (C{ST)L) modélise une sorte de corrélation de résidus associés au modéle de
régression. Les deux facteurs variables dans la simulation sont le tau de Kendall 9 associé a

la copule C®) et la taille m d’échantillon.

Tau de Kendall de la copule C®

La copule C est une copule bivariée quelconque (il en existe plusieurs) de paramétre d2. Nous

fixons le tau de Kendall 7 € {0.4,0.6}. Ces valeurs traduisent la corrélation entre les deux
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variables dans le cas pratique. A partir du tau de Kendall et du type de copule spécifiée pour
C®@ | nous calculons le parameétre associé a partir du tableau 1.2 pour quelques types de copules
bivariées avec les fonctions iTau ou BiCopTau2Par du package copula, du logiciel R. Dans le
cas normal, pour (71, 73) = (0.2,0.1), nous avons (d1,03) = (0.31,0.16). Ce calcul s’utilise dans
le cas de copules archimédiennes (Clayton, Gumbel, etc) ou de la copule elliptique. Dans le
cas de la copule de Khoudraji, nous choisissons celle & trois paramétres. Pour cela, nous fixons
un parameétre et nous recherchons, par essai-erreur les deux autres paramétres en utilisant le

tau de Kendall 75 comme référence.

Taille d’échantillon des m grappes

Nous considérons trois cas de figure sur le nombre de grappes et deux scénarios concernant
le type de grappes pour chaque cas de figure. Le nombre de grappes est m = 10, m = 20 et
m = 50. Pour m = 10, m = 20, le nombre total d’individus est 300 et pour m = 50, le nombre
total d’individus est 900.

— Pour m = 10, le scénario Non Equilibré est celui ol nous avons 4 grappes de taille

n = 15 chacune et 6 grappes de taille n = 40 chacune;
— Pour m = 10, le scénario Equilibré est celui ou toutes les grappes de tailles n = 30;

— Pour m = 20, le scénario Non Equilibré est celui olt nous avons 10 grappes de taille

n = 10 chacune et 10 grappes de taille n = 20 chacune;
— Pour m = 20, le scénario Equilibré est celui ou toutes les grappes de tailles n = 15;

— Pour m = 50, le scénario Non Equilibré est celui otl nous avons 30 grappes de tailles

n = 10 chacune et 20 grappes de taille n = 30 chacune;

— Pour m = 50, le scénario Equilibré est celui ou toutes les grappes de tailles n = 18.

Avant d’aborder I’étape de simulation des données et de présentation du résumé des résultats,
nous rappelons explicitement les objectifs spécifiques de I’étude échantillonnale du modéle de

2-copule échangeable.

e Comparer, en termes de précision, la méthode IFM généralisée et la méthode du maxi-
mum de vraisemblance. En effet, la méthode du maximum de vraisemblance maximise
la log-vraisemblance £ de (3.44) pour estimer les paramétres. Les erreurs types sont
les racines carrées des éléments de la diagonale de I'inverse de la matrice d’information
de Fisher observée. La méthode IFM généralisée quant & elle, maximise des pseudo-
vraisemblances L, Lg, L1, L2 et L3 des équations (3.4), (3.5), (3.7), (3.8) et (3.10)

respectivement. Nous inversons les matrices d’information de Fisher observée de chaque
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pseudo-vraisemblance pour calculer & nouveau des pseudo-erreurs types de chaque para-
meétre. Donc intuitivement, nous notons une perte d’information en utilisant des pseudo-
vraisemblances. Nous nous posons la question de savoir, & quelle proportion la méthode
IFM généralisée sous-estime ou sur-estime la variance des estimateurs du modéle de

2-copule échangeable.

e Comparer la précision d’estimation dans le cas ou les grappes sont Equilibré et Non
Equilibré. Plus explicitement, il s’agit de comprendre si le fait d’avoir un grand nombre
de grappes avec de grandes tailles et un petit nombre de grappes avec de petites tailles,

a un impact sur la précision des estimations.

e Analyser la précision d’estimation lorsque le choix de la copule C'®) change et surtout
I'impact de ce changement sur la précision de la variance de I'estimateur du paramétre 1
ou d3. Il s’agit ici d’établir une conclusion sur 'impact d’un changement de copule c®
passant d’une copule & un paramétre (normale, Clayton) a une copule plus complexe
(copule de Khoudraji a trois paramétres) sur la précision des estimations surtout sur
le paramétre 83 compte tenu du fait que les copules C? et (Cﬁ)b) sont liées par les

pseudo-observations résiduelles de I’équation (3.9).

Toutes les vraisemblances considérées s’obtiennent précisément en utilisant les hypothéses sur
F, G, (C’f%), C?) et (Cﬁz) La log-vraisemblance globale & maximiser pour I’estimation des
paramétres, par la méthode du maximum de vraisemblance est

m "1y m Ny

L) = > > log{f(wsp,oD)} + > > log {Gyjis 2, 03)} + L3(6),  (3.44)

j=li=1 j=1li=1
ou la fonction L3 s’écrit

m Nj

L3(0) = Z log {0517)% (ujl, e Wjng 51)} + ZZ log {0(2) (wji, vjs; 62)}
j=1

j=1i=1
m
3
+ ) log [0577)% {Cop(wjrlujn)s - -+ Copn (vin; [ujn,); 53}} )
j=1
et uj; = F(xj5; p1,0%), vji = G(yji; pia, 03) et Copp (v|u) = 0CP (u, v;63)/Ou.
Pour des questions de convergence de l’algorithme d’estimation, nous considérons une ré-

paramétrisation 1 d’un paramétre ¢ dans ]0,1[ par n = log{d/(1 —¢)}. La transformation

s’applique a 471 et d3 par

_ 01 _ d3
nl—log<1_51>, n3—10g<1_53> (3.45)

En résumé, les parameétres a estimer sont 6 = (ul,a%, ug,ag,m,dg,ng) et par la suite nous
utilisons la transformation inverse 6 = h(n) = exp(n)/ {1 + exp(n)} de (3.45) pour obtenir le

vecteur (1,03, 2, 03,061,082, 03).
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Si 7 et & sont des estimateurs de 7 et § respectivement. L’estimateur de la variance de 5 s'écrit

en fonction de 'estimateur de la variance de 7 par

~

V(6) = {h

PR exp(2) o
Vi) = ——— - V(@), .
(77)} (1) 1t exp(i)]? (1) (3.46)

car h'(n) = exp(n)/ {1+ exp(n)}?. Nous calculons les biais relatifs des estimateurs de la

variance de 6 par
~ )1 ~ A A

biais relatif = {VB(9>} [EB {V(&)} - VB(Q)] , (3.47)

ol nous avons
. 1 B
Ep {V(Q)} ~ 5 ZV(Q)z

Les formules des équations (3.46) et (3.47) s’appliquent pour l’estimateur 6 issu de la méthode
IFM généralisée.

Nous présentons les différentes étapes de 1’étude Monte-Carlo en fixant B = 1000. Nous pré-
sentons en annexe C.4, le programme R, utilisé pour 'obtention des résultats des simulations
dans le cas ou la copule C'®) est archimédienne ou normale. Le programme R se modifie

facilement pour s’adapter lorsque C'® est une copule de Khoudrajt .

Nous fixons le vecteur de paramétres 6 = (u1,071, p2, 02,01, 0d2,03) du modéle de 2-copule

échangeable.
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Procédure de simulation et d’estimation de la matrice de variance-covariance

du modéle de 2-copule échangeable par Monte-Carlo

Etape 1 : Construire une matrice de données (X,Y) suivant la 2-copule
échangeable

1. Nous simulons m vecteurs u; = (ujl, . ,ujnj) de taille n; en utilisant la copule
échangeable (Cflr)%) ,j=1,...,m de paramétre ¢ ;
2. Nous simulons m vecteurs w; = (wjl, e ,wjn].) de taille n; en utilisant la famille

de copules échangeables (Cﬁz]) de parameétre d3 ;

3. Nous calculons m vecteurs v; = (vjl, e ,anj) en résolvant 1'équation wj; =
Co1(vjilugi), ot Cg)y provient de I'équation (3.9) ;

4. Nous posons xj; = j1 + o1 ® ! (ujs) et yji = po + oo®1 (vjs)-

Etape 2 : Utiliser les données obtenues a ’étape 1 pour estimer les
paramétres du modéle

Nous estimons le paramétre 6 puis les erreurs types associés du modéle de 2-copule
échangeable & partir des données simulées a ’étape 1 en maximisant

- la vraisemblance globale de ’équation (3.44) pour la méthode du maximum de vrai-
semblance et noté (fi1, a1, fi2, F2, 51, da, 83) et les erreurs types associées en inversant la
matrice d’information de Fisher observée de la vraisemblance globale, voir (3.20).

- les pseudo-vraisemblances issues des équations (3.4), (3.5), (3.7), (3.8) et (3.10) pour
la méthode IFM, noté (fq,071, fiz2, 02, 51, 52, 53) et les pseudo-erreurs types associées a
I'inverse de la matrice d’information de Fisher observée des pseudo-vraisemblances L,
Lg, L1, L et L3 respectivement.

L’estimation de la variance est égale au carré de l'erreur type.

Etape 3 : Répéter les étapes 1 et 2

1. Répéter les étapes 1 et 2, B fois pour avoir B estimations de 6 et B erreurs

associées aux estimations.

2. Nous calculons par la suite la moyenne et 1’écart-type associées a chaque para-

meétre pour chaque méthode grace au B estimations.

3.5.1 Cas ol la copule C® est normale

Nous présentons les résultats issus de la simulation pour ce cas spécifique du 2-copule échan-

geable.
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Les deux écarts types, IFM et MV, pour §3 sont presque toujours égaux. Pour do celui pour
MYV est en général plus petit IFM. En effet, R’ est plus proche de 1 que R pour les valeurs de
P2, p3 et n choisies, voir les figures 3.5 et 3.6. Globalement, le tableau 3.2 donne des résultats

conforment avec les écarts-types théoriques calculés a la section 3.4.3.

Dans la sous-section 3.4.2 et le cas particulier 3, nous calculons les matrices asymptotiques
de variance-covariance théoriques de l'estimateur du vecteur (d2,d3) dans le cas ou les trois
copules (Cﬁi), C®@ et (Cﬁ{) sont toutes normales et les marginales sont des lois normales
et connues. Les formules théoriques des estimateurs de variances des paramétres do = po
et 03 = p3 proviennent des équations (3.39) et (3.38) lorsque le nombre de grappes tend vers
Iinfini. En utilisant ces deux équations et pour n fixé, nous calculons les écarts-types théoriques
en fonction de la méthode d’estimation lorsque le nombre de grappes est fini lorsque les marges

sont connues.

En utilisant la méthode du maximum de vraisemblance, nous avons

A i (1= p)(~)
V(pa) = —- :
P e alsls — on(n — 1)p303
21— () (1= p3)(©)(®) + [
T = m (@) + 225 " 2n(n - 1303

ou (@), (¢), (~) et [x*] proviennent des équations (3.36) et (3.37).

En utilisant la méthode IFM généralisée, nous avons

o (=p)? . 2(1—pg)?(0)? 2n(n — 1)p3p3 |
V(e = V) = T m () {1 T @ }

m()
Par ailleurs, nous rappelons que les calculs des écarts-types Monte Carlo a partir des simula-
tions se font dans le scénario Equilibré et les résultats se trouvent dans le tableau 3.2 (en

gras dans le tableau).

Le tableau 3.3 présente les résultats des calculs théoriques des écarts-types que nous comparons
aux écarts-types issues de la méthode Monte-Carlo. Les écarts-types théoriques sont plus
faibles que ceux issus de la simulation. De plus, 1’écart diminue lorsque nous passons de

m = 10 a m = 50.
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TABLEAU 3.3 — Ecarts-types des estimateurs d5(d) et d5(03) avec entre crochets les
écarts-types Monte-Carlo lorsque C® est une copule normale.

T2(d2) m(n) Méthode Ecart-type de 02[02] Ecart-type de 0303
0.4(0.59) 150 MV 0.02[0.05] 0.04[0.07]
IFM 0.02[0.06] 0.06[0.07]
o5 MV 0.02[0.04] 0.05[0.06]
IFM 0.03[0.05] 0.05[0.06]
so1s) MV 0.01[0.03] 0.03[0.04]
IFM 0.01[0.03] 0.03[0.04]
0.6(0.81) oy MV 0.01[0.03] 0.04[0.07]
IFM 0.01[0.03] 0.05[0.07]
o) MV 0.01[0.03] 0.05(0.05]
IFM 0.01[0.03] 0.05[0.06]
MV 0.01[0.01] 0.03[0.03]
S0018) ey 0.01[0.02| 0.03[0.04]

Nous présentons le biais relatif des estimateurs de variances, calculés & partir de la formule

(3.47) dans le cas ot la copule C® est normale.

Dans le cas ou toutes les copules sont normales et les marginales sont normales, nous nous
retrouvons dans le cas standard du modéle de Battese et al. (1988). Pour le cas spécifique du
paramétre i, les variances des estimateurs fi; et ji; issus des méthodes IFM généralisée et
maximum de vraisemblance respectivement dans le cas de grappes Equilibré sont évaluées
a 'aide des formules

~ o2 R o2
Viru (i) = — _1m7 Vary () = 1m {1+ (n—1)p1}- (3.48)

Le résultat nous permet de conclure facilement que les variances issues des deux méthodes
différent d’un facteur multiplicatif de 1 + (n — 1)p;. En conséquence, plus le nombre d’indi-
vidus dans la grappe est grand, plus la méthode IFM généralisée sous-estime la variance de
I'estimateur. L’estimateur de la variance des paramétres construits a partir de la méthode
IFM généralisée n’est pas convergent comme en témoignent les biais relatifs rapportés dans le
tableau 3.4.
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TABLEAU 3.4 — Biais relatif des estimateurs de la variance des paramétres du modele
de 2-copule échangeable lorsque C'®) est la copule normale.

T2(82) m Types  Méthode 1 o1 1 02 o1 62 03
0.4(0.59) Non MV <1 19 -5 11 3 8 4
10 Equilibré IFM 91 -74 -88 -58  -79 -69 -36
Fquilibré MV -4 22 5 18 6 -1 22

IFM 91 -T2 -85 =52  -98 -68 -37

Non MV <1 5 -2 9 -7 3 -8

20 Equilibré IFM -83 -61 -7 -39 -83 -59 -44
Equilsibré v 2 ! 3 6 > 3 8

IFM -81  -58 -76 -38  -54 -55 -60

Non MV 11 5 13 10 -6 2 7

50 Equilibré IFM -87  -68 -82 -47  -68 -66 -30
Fquilibré MV 4 10 7 7 8 <102 -3

IFM -84  -61 =TT -42  -60 -61 -84

0.6(0.81) Non MV <1 32 1 23 4 5 5
10 Equilibré IFM 92  -T4 -90 -67  -91 =77 -28
Fquilibré MV 4 31 2 29 8 12 17

IFM -90 -71 -89 -64  -98 -70 -37

Non MV -3 9 <1072 6 -2 7 13

20 Equilibré IFM -83 -59 -80 -51  -57 -65 -71
Bquilibré MV 2 15 -2 2 5 3 16

IFM -82  -57 =79 -53 -89 -66 -75

Non MV 3 15 1 19 12 11 5

50 Equilibré IFM -87  -67 -85 -56  -65 -70 -34
Fquilibré MV 6 10 8 12 6 8 1

IFM -85  -62 -82 -51  -62 -68 -94

Pour la suite de cette étude Monte-Carlo, nous passons a un autre choix de la copule C'?).

3.5.2 Cas ou C? est la copule de Clayton

Nous nous intéressons par la suite au cas oul la copule C'?) est une copule de Clayton.
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Le tableau C.1 de I'annexe C donne les résultats du biais relatif des estimateurs de variances

lorsque C® est une copule de Clayton.

3.5.3 Cas ot C® est une copule de Khoudraji

Nous considérons cette fois-ci que C'? est une copule de Khoudraji de paramétres ds. Plus
précisément, de la définition 1.9, nous considérons que C; est une copule d’indépendance et

C est une copule normale de paramétre . Nous avons donc dy = (k, k1, k2).

Dans le but de faciliter la convergence de ’algorithme pour maximiser les vraisemblances,
nous utilisons la reparamétrisation de I’équation (3.45) pour les trois parameétres k, K1 et Ko.
Nous choisissons toujours deux valeurs de corrélation de 7o € {0.4,0.6}. Pour 75 = 0.4, nous
choisissons les paramétres (k, k1, k2) = (0.68,0.82,0.96). Pour 7o = 0.6, nous choisissons les
parameétres (k, k1, k2) = (0.81,0.97,0.89). Nous présentons les résultats dans le tableau 3.6. Le
tableau C.2, a 'annexe C.4 donne le résultat des biais relatifs des estimateurs de la variance
des paramétres. Nous notons une tendance opposée a celle des simulations précédentes du fait
que la méthode IFM est plus précise que la méthode du maximum de vraisemblance pour les

parameétres k1 et Ka.
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Discussion de ’ensemble des résultats obtenus de 1’étude

Monte-Carlo

Au terme des résultats de simulation et de la présentation des tableaux, nous formulons les

conclusions suivantes sur le modéle de 2-copule échangeable.

e Lorsque C@ est une copule normale, de Clayton ou de Khoudraji, les espérances des

estimateurs de paramétres sont quasiment les mémes en utilisant les deux méthodes.

e [La méthode du maximum de vraisemblance est "meilleure" que la méthode IFM en
termes de précision des estimateurs. Les estimateurs de la variance par la méthode IFM
généralisée ne sont pas convergents. En témoigne les tableaux 3.4, C.1 et C.2 portant sur
les biais relatifs. Cependant, lorsque C) est une copule de Khoudra 7%, la méthode IFM
semble un peu plus précise que la méthode MV concernant ’estimation des paramétres
r1 et Kro.

e La précision des estimations croit au fur et & mesure que le nombre de grappes croit

passant de m = 10, m = 20 et m = 50.

e La précision des estimations ne change pas lorsque nous considérons le cas de grappes
Equilibré et Non Equilibré.
e La complexité de la copule C® n’impacte pas significativement 1’écart-type de 'esti-

mateur du paramétre de la famille de copules (Cﬁi) ou celle de la famille de copules

échangeables (C (1)> .

1,n

Nous avons jugé important de ne pas d’alourdir la présentation des résultats en élargissant le
choix des familles de copules échangeables (Cﬁ)l) et (C’ﬁz)

3.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous montrons comment on peut partir des données en grappes pour sélec-
tionner les différents éléments impliqués dans la modélisation avec une 2-copule échangeable.
Pour faire cette sélection, nous expliquons dans un premier temps le choix les lois marginales
F et G et des copules (Cflr)t), C@ et (C’ﬁz) Par la suite, nous montrons I’estimation des
paramétres associés par deux méthodes : la méthode du maximum de vraisemblance et la
méthode TFM généralisée. Ces méthodes conduisent & des estimateurs sans biais, asymptoti-
quement normaux. Dans un deuxiéme temps, nous comparons les deux méthodes d’estimation
en termes de matrice variance-covariance puis terminons par I’étude des propriétés échantillon-

nales des paramétres & partir d’une simulation Monte-Carlo.

Dans la suite de cette thése, le chapitre 4 donne une application du modéle de 2-copule

échangeable sur des données réelles.
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Chapitre 4

Modélisation des données avec un

modeéle de 2-copule échangeable

4.1 Mise en contexte

L’éducation constitue un socle essentiel sur lequel reposent les systémes évolutifs. Elle per-
met de former la génération future en instituant des idéaux et des normes apprises dans un
contexte de compétences pluridimensionnelles. Pour ce faire, I’état doit mettre en ceuvre des
programmes qui tendent & mieux outiller aussi bien les apprenants que les formateurs pour
une satisfaction morale, intellectuelle et sociale viable et qui leur permettent d’interagir dans
leur milieu de vie. Les colléges et lycées sont des lieux ou ’apprentissage débute pour les touts
petits. Les objectifs finaux sont en perpétuelle amélioration par rapport a ceux fixés au départ
et il faut une adaptation rapide et conséquente. Pour ce faire, il s’agit de se baser sur les
caractéristiques individuelles et les informations démographiques pour analyser et corriger les

éventuels problémes puis d’orienter et les solutionner pour mieux appréhender leur mécanisme.

Notre travail dans ce chapitre est de tirer profit des informations portant sur les apprenants lors
de leur passage au primaire pour faire des recommandations sur les processus d’amélioration
a la fin du curcus d’une part et d’autre part, de discuter des possibilités d’amélioration.
Précisément, nous disposons des observations sur les notes en mathématiques des éléves au

cours de la 4e et 7e année de leur curcus scolaire et nous définissons deux objectifs spécifiques :

— modéliser la note en 7e année en fonction de la note en 4e année en utilisant le modéle

de 2-copule échangeable ;

— Utiliser le modéle construit pour prédire la note en 7e année en mathématique sachant

la note en 4e année;

— comparer le modéle construit aux modéles issus des régressions linéaire et non paramé-
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trique.

Pour ce faire, nous structurons le chapitre en trois parties (1) la premiére partie décrit les
données et I'ajustement du modéle linéaire mixte ; (2) la deuxiéme partie détaille le choix des
éléments entrant dans la construction du modéle de 2-copule échangeable et ’estimation des
paramétres associés & ce modele et (3) la troisiéme fait une comparaison du modéle avec le

modéle linéaire mixte de la premiére partie et avec le modéle de la régression non-paramétrique.

4.2 Description des données de I’échantillon

Les données proviennent de 48 écoles primaires ot ils ont fait le suivi des éléves pendant trois
années (de 8 a 11 ans) de leur cursus d’étude entre les années 2012 et 2015 au centre de
Londres, dans le cadre du «Junior School Project» (JSP). Les éléves de chaque école ont subi
des examens en mathématiques au cours de leur quatriéme année (huitiéme anniversaire) et
leur derniére année du primaire (onziéme anniversaire). Ainsi, il a été sélectionné un certain
nombre d’éléves par école, variant d’une école & une autre et au total N = 728 éléves dans
Péchantillon d’étude. Du livre de Goldstein (2011, page 15), les données proviennent d’une base
plus compléte utilisée dans article Mortimore et al. (1988). Deux variables sont mesurées sur

chacun des individus & savoir :
— la variable mathl qui est la note sur 40, obtenue par 1’éléve au cours de la quatriéme
année du primaire ;
— la variable math3 qui est la note sur 40, obtenue par 1’éléve au cours de la septiéme

année du primaire.

En résumé, les données se présentent sous la forme de grappes ou la grappe est 1’école et les
individus de la grappe sont les éléves. Nous présentons une esquisse de deux écoles sur la figure
4.1.

” Ecole 1 Ecole 2

A 2

mathl math3 ‘ math1 ‘math:% ‘ ‘mathl ‘ math3 ‘ mathl math3
.

FIGURE 4.1 — Présentation hiérarchique partielle des données de deux écoles.
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Les écoles (notés ici Ecole 1 et Ecole 2) représentent les écoles et les individus (notés ici 1, 2

et 3) sont les éléves dont le nombre varie en fonction de ’école.

Pour ces données, nous souhaitons modéliser la variable math3 en fonction de la variable mathi1
en tenant compte de l'effet-école (effet grappe). Au vu de la structure des données, nous notons
la corrélation entre les notes des éléves d’'une méme école et celle entre deux notes (mathl et
math3) d’'un méme éléve. Nous tentons de répondre aux préoccupations suivantes formulées
sous forme d’hypothéses.

e Il existe une variation significative des performances scolaires en mathématiques des

éléves au fil du temps, tant au sein des éléves que des écoles.

e Les performances scolaires des éléves en mathématique suivent une tendance non linéaire

au fil du temps.

e [l existe une relation significative qui permet de prédire la note en septiéme année

sachant la note en quatriéme année et ’école de provenance de l'individu.

De nombreuses méthodes de modélisation de ces types de données sont possibles comme celle
de modéle multiniveau décrit dans les chapitres 2 et 3 du livre de Goldstein (2011) ou la
méthode de la régression copule, voir Noh et al. (2013) ou la régression non paramétrique, voir
Cleveland et al. (1992). Nous proposons ici une méthode s’apparentant a la régression copule
et vérifiant 'hypothése d’échangeabilité au sein d’une école, notion définie dans le chapitre 2.

Plus spécifiquement, nous ajustons le modéle de 2-copule échangeable aux données.

Nous proposons une analyse descriptive sommaire des variables impliquées qui se résume dans

le tableau 4.1 et EC est I'écart-type.

TABLEAU 4.1 — Quelques statistiques descriptives des variables mathl et math3.

Variable Moyenne Médiane EC Asymétrie Aplatissement
mathl 25.97 26 6.96 —0.35(< 0.05) 2.62(< 0.05)
math3 30.72 32 6.61 —1.1(< 0.05) 3.89(< 0.05)

Les valeurs négatives (-0.35 et -1.11) et la vapeur de p-valeur (< 0.05), nous permettent de
conclure sur 'asymétrie de la distribution de la note en quatriéme année et en septiéme année.
Le test d’Agostino permet de confirmer que la normalité ne puisse pas étre acceptée. Nous

adoptons les notations suivantes
— ¥ji, la note en septiéme année pour un individu 4 de I'école j et
— xj; la note en quatriéme année pour un individu ¢ de I’école j.

Dans la section qui suit, nous proposons la modélisation linéaire mixte pour ces données et

par la suite le modéle de 2-copule.
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4.3 Modélisation par un modéle linéaire mixte

Le premier niveau est constitué des individus, le deuxiéme niveau, les écoles. Le modéle linéaire

mixte considéré ou la variable mathi est une variable explicative s’énonce par :
Yji = Bo +uoj + Brzji +eji, i =1,...,m5, j=1,...,48, (4.1)
ot nj est le nombre d’individus dans 1’école j et les hypothéses suivantes sont

UOJ' NN(O,G2 ), ejiN./\/’(O,O'z)-

uo
L’effet aléatoire de la grappe j est ugpj et ej; est l'erreur expérimentale ou de prédiction. Le

modéle de I’équation (4.1) décrit une relation pour chacune des m écoles. Les paramétres

estimés du modéle, en utilisant le logiciel R, se présentent dans le tableau 4.2.

TABLEAU 4.2 — Parameétres estimés et erreurs types entre parenthéses du modéle mul-
tiniveau de ’équation (4.1).

Effet Parametres Estimation (Erreur type)
Effet fize
Bo 13.94(0.71)
B 0.65(0.03)
Effet aléatoire
o2 3.28(1.81)
o? 19.80(4.45)

La corrélation intraclasse pour les erreurs expérimentales est notée IC'C = 0.14. Ces résultats
sont obtenus aussi par Goldstein (2011, page 29). A partir de ce modéle, nous prédisons la note
en septiéme année pour de nouveaux individus dont nous connaissons la note en quatriéme

année en tenant compte de 1’école.

L’approche de la régression linéaire mixte est optimale lorsque I’hypothése de normalité de
la variable math3 est vérifice. Pour ce modéle linéaire mixte de 1’équation (4.1), nous notons

plusieurs limites liées principalement a la prédiction.

— La prédiction de la note en septiéme année (Y) connaissant la note en quatriéme (X)
peut étre en dehors de l'intervalle [0,40], voir la droite en couleure noire sur la figure

4.11. Ceci vient de la difficulté du modéle a tenir compte de la bornitude des variables.

— Le modeéle linéaire mixte construit prédit des grandes valeurs de Y pour de grandes
valeurs de X. Une grande sensibilité du modéle aux grandes valeurs. Ceci se confirme

sur les deux droites de la figure 4.11.

— Le prédicteur construit a partir du modéle linéaire mixte est linéaire. Dans le cas de
présence de courbure dans les données, ce modéle ne permet pas d’établir des liens non

linéaires entre Y et X.

103



Dans la section suivante, nous décrivons les différentes étapes de la procédure de 2-copule
échangeable que nous proposons pour modéliser les données. Le modé¢le est intéressant pour
prendre en compte les cas ol la normalité des résidus n’est pas acquise. Pour un traitement
plus raffiné des données avec le 2-copule échangeable, nous changeons 1’échelle des variables
mathl et math3. Pour faire la prédiction avec la 2-copule échangeable, nous cherchons a revenir
a l'intervalle [0, 40].

4.4 Modélisation par un modéle de 2-copule

échangeable

Dans cette section, nous expliquons le choix des différents éléments entrant dans le cadre de
la construction d’un modéle de 2-copule échangeable sur les notes en mathématiques. Pour
faire référence au chapitre 2, le nombre de grappes (ici les écoles) est m = 48 et chaque
école j dispose de n; éléves. Nous supposons qu'il existe une 2-copule échangeable, voir (2.17)
permettant de modéliser les données. Dans le cas précis et discuté dans cette section, le modéle
échangeable défini par 'équation (2.17) se réduit a

n

con {(ur,01), - (U, vn)} = e (un, s 00) [ [ (ui, 055 82)
=1

& {Cop(wifur), - ., Cop (valun); 63} (4.2)

1n 1n

Les fonctions (C(1)> et (C(S)> appartiennent & des familles de copules échangeables en di-

mension n. La copule C® est une copule bivariée et Co|y se définit par
Cop(vlu) = dC?) (u,v;89) /Bu, pour u,v € [0, 1]- (4.3)

La densité de la distribution jointe des variables aléatoires dans une grappe & n individus
s’écrit
Pon{(@1,01) o (@wn)} = i {F(10),., Flag; )61} x

[T |/ @g(s B)e® {F(wsia). Gy B} x  (44)

i=1
%) [Cop {G i B F (2130}, ., Copy {G i B)|F (w3 )} ; 35]

En résumé, cing éléments sont a déterminer suivant deux points successifs :

e l’identification des lois marginales pour les notes de la quatriéme année et de la septiéme

année notées respectivement F et G;

e la détermination de la copule échangeable associée a la note de la quatriéme année au

(1)

) n) et la copule associée aux notes de la

sein d’une méme école d’'une part notée (C
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quatriéme année et de la septieme année notée C'2) d’autre part puis de déboucher sur

3)

la copule échangeable (CLn) associée a la dépendance résiduelle dans une école.

Par la suite, nous utilisons le modéle de 2-copule échangeable pour prédire la note en septiéme
année sur de nouveaux éléves dont nous connaissons la note en quatriéme année d’école.
Nous expliquons dans les prochaines sections, le choix des différents éléments entrant dans la

construction du modéle de I'équation (4.2).

4.4.1 Choix des fonctions de répartitions marginales F et G

Dans cette section, nous ignorons la structure de grappe des observations c’est-a-dire les obser-
vations & l'intérieur d’une école sont indépendantes d’un éléve & un autre. Nous rappelons que
les lois F' et GG sont associées aux variables mathl et math3 respectivement. Nous transformons
les notes de mathématiques en quatriéme et septiéme année en des observations appartenant
a lintervalle ]0, 1[. Nous divisons la note en mathématiques par 41 pour éviter d’atteindre la
borne 1 pour les valeurs différentes de 0. Les observations transformeées s’utilisent pour la suite
de I'ajustement. La premiére étape est de construire I’histogramme et la densité pour chacune
des variables dans le but de postuler des modéles paramétriques candidats. Nous présentons les
graphiques présentant un histogramme des données et une courbe de la densité paramétrique
de la loi béta & deux paramétres, voir 1.6, postulée par exemple. Ce graphique se fait pour

avoir un effet visuel d’une proposition de loi candidates en guise d’illustration.
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FIGURE 4.2 — Histogramme de la note math1 et de la courbe de la loi béta de parametres
ap = 4.38(0.22) et B = 2.52(0.12).
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FIGURE 4.3 — Histogramme de la note math3 et de la courbe de la loi béta de parametres
Gy = 5.23(0.27) et By = 1.78(0.08).

Les figures 4.2 et 4.3 nous confirment que les données se répartissent de maniére asymé-
trique, plus concentrée a droite (confirmant ’analyse descriptive de la premiére partie, section
4.2). Nous suggérons pour les deux variables (mathl et math3) comme lois candidates asymé-
triques : une loi béta de premiére espéce, la loi béta de deuxiéme espéce et la loi béta a quatre
paramétres qui semblent "adapter" a la circonstance. D’autres lois asymétriques sont moins
réussies que ces trois proposées. L’estimation des paramétres se base sur la maximisation de
la vraisemblance. Par exemple en supposant une loi béta & deux paramétres pour la variable
mathl, les paramétres s’estiment grace au package betareg (Cribari-Neto et Zeileis, 2010) par
maximisation de la vraisemblance avec la fonction fitdist. La log-vraisemblance dans ce cas
s’écrit

m Ny m Ty

£==Y njlog{B(a,f)} + (a = 1) log(xji) + (8- 1)Y_D log(1 —aji),  (4.5)
Jj=1

j=1li=1 j=1li=1

ou pour « et 3 sont positifs, B(a, ) = I'(a)T'(5) /T (a+ ). Nous faisons quelques rappels sur

la loi béta élargie a trois paramétres que nous utilisons dans cet ajustement.
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Définition 4.1. Distribution béta a trois paramétres

Une variable aléatoire Y suit une loi béta généralisée a 3 parameétres o, B et A noté BG3(a, 5, \)

si sa densité de probabilité f s’écrit

‘T« a—1¢7 _ ,\B—1
f(y;a,ﬁ,/\):AF( +8) vy 1 -vy)

, 0<y<1. 4.6
L(@)T(B) {1—(1 =Ny} Y (4.6)
e Si A =1 alors la distribution BG3(«, 5,\) se réduit a la distribution béta a deux paramétres
de la définition (1.16) qu’on note B(a, 3).

e Si X ~ B(a, B) alors la variable aléatoire Y = ﬁ suit la loi BG3(a, B, \).

La maximisation de la vraisemblance s’applique aux densités d’autres lois candidates pour
obtenir les estimés des paramétres. Pour les lois candidates proposées, nous résumons, les
paramétres estimés, les erreurs types et les coefficients AIC, résumé dans le tableau 4.3 pour
chacune des deux variables. Les erreurs types, dans ce cas, s’appellent pseudo-erreur type

parce qu’elles proviennent d’une pseudo-vraisemblance.

TABLEAU 4.3 — Estimation des paramétres des lois marginales candidates : la loi béta
B de premiére espéce, la loi béta a trois parameétres BG3.

Variable Loi Estimés paramétres Pseudo-erreur type AIC
mathl B (4.38,2.52) (0.22,0.12) -548.88
gB3 (4.96,2.38,1.23) (0.89,0.22,0.35) -547.46
math3 B (5.24,1.79) (0.28,0.08) —789.57
gB3 (2.35,3.35,0.18) (0.24,0.47,0.04) -826.85

Du tableau 4.3, nous sélectionnons la loi béta & deux paramétres pour la distribution de la
variable math1 et dont les paramétres estimés sont & = 4.38 et 31 = 2.52. Pour la variable
math3, la loi béta a trois paramétres as = 2.35, 85 = 3.35 et A = 0.18 semble étre le "meilleur”
ajustement. A partir des lois paramétriques postulées, nous calculons les pseudo-observations

(estimations provenant des pseudo-vraisemblances) @;; et 0;; donnés par
i = Blxjida, B1), ¥ji = GB3(yji; dis, B3, \): (4.7)

Les pseudo-observations servent d’observations pour identifier les autres éléments du modéle
de 2-copule échangeable. Nous identifions par la suite la copule bivariée C(?) associée aux notes

de la quatriéme et la septiéme année en utilisant les lois marginales.
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4.4.2 Choix des deux familles de copules échangeables et de la

copule bivariée

Une analyse préliminaire des données et des tests de diagnostic sont nécessaires pour sélec-
tionner les copules impliquées. Cette sous-section se subdivise en trois parties. La premiére
partie explique comment nous déterminons la copule C® associée & la dépendance entre les
notes de quatriéme année (mathl) et septiéme année (math3). La deuxiéme partie explique la
procédure de détermination de la copule échangeable (Cﬁz) et la derniére partie se consacre

3)

a la détermination de la copule échangeable (Cl,n

). Le choix de chaque copule se fait en deux
étapes : une premiére étape graphique d’identification pour proposer des modéles candidats
et une étape analytique d’identification pour faire un choix a partir de I’AIC calculé sur les

copules des candidats.

Partie 1 : Détermination de la copule bivariée C'? associé a (X,Y)
Nous construisons un nuage de points des variables uniformes (pseudo-observations) provenant

respectivement des deux variables mathl et math3 de ’équation (4.7).
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FIGURE 4.4 — Nuage de points des variables uniformes (pseudo-observations) @ (Up) et
¥ (V) provenant de la note en quatriéme année et de celle en septiéme année.

Nous calculons les coefficients de corrélation conditionnelle en utilisant la méthode suggérée
par Joe (2014) pour vérifier la forme de la dépendance caudale dans le carré unité. En effet,
nous subdivisons le carré [0,1] en 4 cadrans et la corrélation de chaque partie se calcule puis est
comparée deux a deux. Premiérement, nous calculons le tau de Kendall pour les valeurs plus
grande ou plus petite que 1/2 pour Uy et Vp simultanément. Pour calculer, le tau de Kendall

sur les données, nous utilisons la formule (1.22). Sous le logiciel R, nous utilisons la fonction
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tau simplement. Ainsi, nous obtenons
71 = cor(Uy, Vo|Uy > 1/2,Vy > 1/2) = 0.36(0.01),

et
7o = cor(Up, Vo|Up < 1/2,Vy < 1/2) = 0.25(0.03)-

Les erreurs types de ces corrélations se calculent en utilisant la formule de ’erreur type propo-
sée par Hald (2007, page 143). Les valeurs obtenues des corrélations sont légérement différentes
(72 > 71) et confirment une asymétrie radiale des données c’est-a-dire la corrélation des don-
nées dans le coin inférieur gauche n’est pas la méme dans le coin supérieur droit, mais tout de
méme important. Ce qui nous conduit & ne pas considérer les copules qui sont réflexives. De

plus, les corrélations des parties supérieures gauche et inférieure droit sont calculées par
73 = cor(Uy, Vo|Uy < 1/2,Vh > 1/2) = —0.005(0.03)-

et
7A'4 = COI‘(U(),VO’UQ > 1/2,V() < 1/2) = 0.11(0.03)'

La valeur de 74 plus grand que 73, négatif, nous permet encore de confirmer que les copules &
proposer ne sont pas échangeables. En considérant ’asymétrie des données et connaissant le
support [0, 1] des lois marginales ajustées plus haut, nous postulons comme copules candidates,
les copules asymétriques. A partir de la définition 1.9, nous considérons dans ce cas, la copule

de Khoudraji notée C'®) dont I'expression est
C(2)(u,v; K, K1, ko) = ul Mot TR O (U 0™ R, Ky, R, u, v € [0, 1], (4.8)
ou Cy est une copule symétrique de vecteur de paramétres x et k1 # Ko.

Pour choisir les copules candidates Cp, nous ajustons les copules symétriques ordinaires a
(U, V) pour sélectionner les copules bivariées maximisant la pseudo-vraisemblance. Ceci nous
permet de choisir trois copules : la copule normale, la copule de gumbel et la copule BB1,
a deux paramétres de ’équation (1.9) et leurs copules de survie. Plusieurs études utilisent
souvent les copules asymétriques définies d’'une maniére particuliére & partir de ’équation
(4.8). Nous définissons trois copules particuliéres a partir de ’équation (4.8) et considérant les

trois copules choisies au départ.

- La copule nommée Khoudraji 1 provient de I’équation (4.8) ou Cj est la copule normale de
paramétres k. Pour cette copule, nous estimons 3 paramétres. En particulier, si k1 = ko = 1,

cette copule Khoudraji 1 est exactement la copule normale.

- La copule nommée Khoudraji 2 provient de I’équation (4.8) ot Cy est la copule de Gumbel

de paramétres k. Pour cette copule, nous estimons 3 paramétres.
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- La copule nommée Khoudraji 3 provient de I’équation (4.8) ou Cj est la copule BB1 et &

est un vecteur de dimension 2 dans ce cas. Pour cette copule, nous estimons 4 parameétres.

Nous considérons d’autres copules candidates comme la copule béta bivariée & trois parameétres,
voir la définition 1.6 et la copule de chi-deux a trois paramétres, voir Quessy et al. (2016). Ces

deux copules ne donnent pas des résultats satisfaisants.

L’ajustement de copules bivariées sous le logiciel R, se fait avec les packages Copula et
VineCopula en utilisant les fonctions définies comme fitCopula et BiCopEst pour certaines
familles de copules paramétriques. Les parameétres estimés et les pseudo-erreur type associés

aux copules candidates se présentent dans le tableau 4.4.

TABLEAU 4.4 — Paramétres estimés, pseudo-erreur type et I’AIC en fonction du modéle
de copule suggéré pour C®.

Copule c® Paramétres estimés Pseudo-erreur type AIC
Normale 0.68 0.17 —458
Gumbel 1.8 0.09 —400.4

Gumbel survie 1.88 0.02 —457.4
BB1 (0.6,1.44) (0.09,0.06) -455.8

BB1 Survie (0.2,0.71) (0.07,0.07) -465.6
Khoudrajt 1 (0.75,0.98,0.87) (0.02,0.01,0.04) —469
Khoudraji 1 survie (0.78,0.82,0.97) (0.02,0.04,0.02) -476.4
Khoudraji 2 (1.88,0.98,0.94) (0.1,0.01,0.05) —397.8
Khoudraji 2 survie (2.03,0.88,1) (0.11,0.05,0.06) —460.2
Khoudraji 3 (1.1,1.41,0.96,0.86)  (0.25,0.09,0.04,0.04) —461.2
Khoudraji 3 survie (0.24,1.84,0.88) (0.12,0.1,0.05,0.05) —467

Au vu des résultats précédents du tableau 4.4, nous pouvons sélectionner la copule C?), comme
la copule de Khoudraji 1 survie a trois paramétres (Re, R1,k2) = (0.78,0.82,0.97) ou Cy

est une copule normale de paramétre 0.78.

Par ailleurs, nous tragons, a la figure 4.5 les courbes de niveau de certaines copules candidates
pour observer graphiquement la courbe de prédiction & partir de quelques copules en utilisant
des valeurs de paramétres estimés. Nous rappelons que la marginale F' de la variable math1
est une loi B et celle G de la variable math3 est une loi GB. La courbe en couleur verte est la
courbe de la régression linéaire simple, pente et ordonnée a l'origine de la variable math3 en

la variable mathl. Les éléments de la figure s’expliquent par :

— La droite de la régression linéaire, pente et ordonnée a l'origine de la variable math3
en la variable mathl est une droite d’équation math3= 0.35x mathl + 0.65 (courbe de

couleur verte). La courbe de régression se rapporte a [0, 1].
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— La courbe en couleur rouge est la courbe de la régression copule par I’équation

1
E(Y|z) :/0 G (u; @3, B3, ) {F(m;dl,ﬁl),v;k, Rl,f%g}dv- (4.9)

Cette intégrale s’approxime par une somme de Riemann. La prédiction se rapporte a

[0, 1] en utilisant les lois marginales. C’est une alternative a la régression linéaire mixte.

— les lignes de niveau représentent la densité conjointe de X et Y évaluée au point

(F_l(u; 5417 Bl)v G_l(v; d3a 333 :\)) par

PP wdn, Br), i Br b o {67 (w3, B, V), G, B, A e (w05, R o). (4110)

Cette densité s’évalue en 500 x 500 points de [0, 1] x [0, 1].

0.2 0.4 0.6 08 10

FIGURE 4.5 — Courbes de niveau de Khoudrajt 1 avec les deux courbes de régres-
sion(rouge et la verte).

Le programme du code R de la procédure d’obtention de la figure 4.5 se trouve a ’annexe D.1.

Pour la copule de Khoudraji 2 survie, nous présentons aussi la figure.
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0.2 0.4 0.6 o.8 1.0

FIGURE 4.6 — Courbes de niveau de Khoudraji 1 survie avec les deux courbes de
régression.

10

08

0.6

04

FIGURE 4.7 — Courbes de niveau de Khoudraji 2 survie avec les deux courbes de
régression.
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La méme procédure de 'annexe D.1 se répéte pour obtenir les figures 4.7 et 4.6 en changeant

juste la copule C?).

Pour confirmer ’adéquation de la copule de Khoudraji 1 survie aux données, nous simulons
1000 observations qui suivent cette copule. Nous obtenons le graphique de la figure 4.8 que

nous comparons au graphe construit a la figure 4.4.
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FIGURE 4.8 — Graphique des données simulées suivant la copule asymétrique Khoudraji
1 survie de paramétres (&, Ry, f2) = (0.78,0.82,0.97) du tableau 4.4.

De cette comparaison entre les graphiques 4.4 et 4.8, nous confirmons 1’adéquation de la copule

choisie.

(1)

Nous passons maintenant au choix de la famille de copule échangeable (Cl,n) en utilisant
Papproche descriptive présentée au chapitre 3 et nous inspirant de Rivest et al. (2016) puis
confirmée avec une approche analytique.

Partie 2 : Identification de la famille de copule échangeable <C§120>
Nous recherchons la famille de copule échangeable (C’&)L) liée aux données de la note en
quatriéme année dans la méme école. Nous calculons le tau de Kendall sur les données mathi
dans toutes les écoles. Le tau de Kendall échangeable se présente dans une thése de I’Université
Laval écrite et comportant 'article Romdhani et al. (2014a). Le tau de Kendall échangeable
est relativement équivalent au tau de Kendall habituel. Pour la variable mathi, la valeur du
tau de Kendall échangeable est 75 = 0.04 avec l'erreur type s.e = 0.01. Nous présentons sur la
figure 4.9, le graphique observé (& partir des données brutes) et les graphiques théoriques (&

partir des données simulées), obtenus a partir de copules candidates (Clayton, normale, etc.).
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FIGURE 4.9 — Boites a moustache des scores normaux des notes en année 4 (graphique
observé) des différentes écoles avec trois familles de copules échangeables candidates.

Sur le graphique 4.9, la boite & moustache empirique provient des données observées tandis que

les autres boites & moustaches proviennent des données simulées suivant les copules spécifiées.

Nous estimons les paramétres des copules échangeables candidates et les coefficients AIC de

chaque copule en maximisant la pseudo-vraisemblance.

TABLEAU 4.5 — Paramétres estimés, pseudo-erreur type et I’AIC de chaque choix pour
la famille de copule échangeable <C’f171)

Candidate C’fl,z Paramétre estimé Pseudo-erreur type AIC
Frank 0.22 0.13 -2.58
Frank-Survie 0.35 0.15 -11.31
Gumbel 1.04 0.02 -5.02
Gumbel-Survie 1.05 0.02 -9.62
Clayton 0.06 0.02 -10.33
Clayton-Survie 0.05 0.02 -9.01
Normale 0.06 0.02 -13.05
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Du graphique 4.9 et des résultats des différentes estimations de ’AIC du tableau 4.5, nous

déduisons que la copule normale serait un bon modéle pour modéliser la dépendance entre les

(1)

1n

notes de mathématiques en quatriéme année. Ceci signifie que la copule (C ) est la copule

normale échangeable, prise comme ajustement.

Pour la suite de la construction du modéle, nous recherchons la famille de copule échangeable

3)

(C’f n) par la méme méthodologie que précédemment. Cette copule est associée aux pseudo-

observations résiduelles, obtenues & partir de la copule C® que nous définissons dans la partie

3.

Partie 3 : Identification de la famille de copule échangeable (Cﬁz)
(3)

Elle se consacre a la détermination de la famille de copule notée (01 n) associé aux résidus.
b
Premiérement, nous calculons les pseudo-observations résiduelles wj;. En utilisant la formule

wj; =1— 80(2)(1 — uji, 1 —vji; K, K1, K2) /Ouj; et de 'équation (4.8) de la copule, nous avons

wii = 1 (k= 1) (1= ujo) ™™ (1= 050) ™ Co {(1 —wjo)™ , (1= 0js)"™ 5 5}
O {(1—vji)™} — O {(1 sz')'“}]
V1— k2 ’

- /61(1 — Ujl')l_’@q)

(4.11)

pouri=1,...,njet y=1,...,m.

Les valeurs estimées (&, A1, £2) = (0.78,0.82,0.97) remplacent les parameétres (k, k1, K2) et uj;,

vj; respectivement par les pseudo-observations j; et ¥;; de I'équation (4.7).

La procédure précédente (utilisée dans la partie 4.4.2), faite pour le choix de la copule ( ST)L)
s’applique en recherchant cette fois-ci la copule échangeable qui modélise la dépendance entre
les pseudo-observations résiduelles dans une grappe. Nous calculons le tau de Kendall échan-
geable qui donne T]/E = 0.16(s.e = 0.03). Nous construisons la bdite & moustache des pseudo-
observations résiduelles que nous comparons avec les simulations des copules théoriques échan-

geables. La figure 4.10 y donne un apergu des boites & moustaches.
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FIGURE 4.10 — Boxplot des scores normaux des pseudo-observations des différentes
écoles avec ceux des copules candidates.

De ce graphique, nous ne pouvons dire avec précision la copule qui s’adapte aux données.
Nous estimons les paramétres associés puis calculons le coefficient AIC associé pour les copules

candidates.

TABLEAU 4.6 — Paramétres estimés, valeur de ’AIC et pseudo-erreur type pour le choix
de la copule <Cf?’,1>

Candidate (Cﬁ{) Paramétres estimés Pseudo-erreur type AIC
Frank 0.92 0.17 -70.61
Gumbel 1.1 0.02 -65.78

Normale 0.16 0.03 -80.11
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Nous avons essayé aussi les copules de survie échangeable qui s’ajustent moins bien. Selon le
critére AIC pour les différentes copules précédemment postulées, nous pouvons alors tirer la
conclusion que la copule normale échangeable s’ajuste mieux aux pseud-obervations résiduelles.

Ceci termine le choix des différents éléments du modéle de 2-copule échangeable.

En résumé des différentes étapes précédentes, nous avons :

— les lois marginales F' et G sont respectivement la distribution béta de paramétres (aq, 51)

et une loi béta de 3 paramétres (as, B3, A) ;

— la famille de copule échangeable (C’{ID est la copule normale échangeable de para-

meétre 01 en dimension n ;
— la copule bivariee C® est la copule Khoudraji 1 survie de paramétres s, k1 et Ko

— la famille de copule échangeable (C’ﬁ{) est la copule normale échangeable de para-

meétre 03 en dimension n.

Les paramétres du modéle sont 6 = (aq, 51, as, B3, A, 61, K, K1, K2, 03). Dans la suite de ’ana-
lyse, nous estimons les paramétres du modéle de 2-copule échangeable en maximisant la log-

vraisemblance globale.

4.4.3 Estimation des paramétres du modéle de 2-copule

échangeable

Le modéle postulé contient au total dix (10) paramétres. Nous les estimons en maximisant la

log-vraisemblance globale donnée par
'C(ea x, ?/) = 'Cl (ala ﬁlv .’E) + E?(a37 /83) )‘7 y) + '63(07 x, y)v (412)

ol x = (a:ﬂ)] Y= (yji);.”:l, i=1,...,n; et la fonction £; provient de I’équation (4.5) avec

«, (3, respectivement remplacés par «q et 81. La fonction Lo est

m "y
Lo(az, B3, A;y) = azlog( an Zn] log {B(as, B3)} + (a5 — 1) log (1)
j=1li=1
m Ny m Ny
+ (Ba=1)D Y log(1—yji) + (as+B3)> > log{l— (1 — Ny}
j=li=1 j=li=1
Pour la fonction L3, elle se définit par
m m Ny
Ly(0;2,y) = Y log {C?}LJ (Wit -+ s Wjny; 51)} +)°) log {0(2)(%‘,@3‘@'; K, K1, Hz)}
j=1 j=1li=1
+ Z log {6537)% (wﬂ, Win;s 53)} )
j=1
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ol wj; provient de I’équation (4.11) et wj; = B(xj; 00, 1), vji = GB3(yjs; o3, B3, A). Le pro-

gramme R du calcul de la log-vraisemblance de I’équation (4.12) se trouve en annexe D.2.

A partir des données, nous résumons, dans le tableau 4.7, les estimations des parameétres issues

de la maximisation de cette log-vraisemblance.

TABLEAU 4.7 — Paramétres estimés par la méthode du maximum de vraisemblance
globale du modéle avec les erreurs types associées a chaque parameétre

Elément Estimé Erreur type
Marginale F' (loi B) (41, 01) = (4.36,2.56) (0.24,0.13)
Marginale G (loi GB3) (s, 05, \) = (2.32,3.48,0.17) (0.21,0.46,0.04)
CS)L : Copule mormale &, = 0.06 0.02

C® : Khoudraji 1 survie (&, &y, k) = (0.78,0.82,0.97) (0.01,0.03,0.01)
C’ﬁi : Copule mormale o3 = 0.16 0.02

Les paramétres estimés permettent de reconstruire le modéle avec la 2-copule échangeable
que nous utilisons pour faire de nouvelles prédictions de la note en septiéme année. Dans la
suite de notre travail, nous tracgons les courbes de prédiction & partir du modéle obtenu et le
comparons au modéle linéaire mixte, le modéle de régression copule et le modéle de régression

non-paramétrique. Nous utilisons les lois marginales ajustées et les copules sélectionnées.

4.5 Prédiction de nouvelles observations en utilisant

le modéle de 2-copule échangeable

Dans cette section, nous construisons les courbes de prédiction de la note en septiéme année
d’un éléve a I'aide du modéle de 2-copule échangeable et comparée avec la prédiction faite avec
un modéle linéaire mixte ou avec un modéle de régression copule. En particulier, pour une
école j, dans laquelle nous connaissons les données observées x; et y; (les notes en quatriéme
et en septiéme) de n; individus et nous voulons prédire la note Y en septiéme année du (n;+1)
iéme individu sachant la note x en quatriéme année pour le méme individu selon le modéle

choisi.

Nous rappelons que F est la loi béta de paramétres (é&q, Bl) = (4.36,2.56) et que G est la loi
béta de paramétres (As, Bs, 5\) = (2.32,3.48,0.17). Nous rappelons aussi que les copules (C%l))

,n

et (C’ST)L) sont toutes deux, la copule normale échangeable. A partir de I’équation (2.31), nous
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calculons la loi conditionnelle i, de Y sachant x et x; et y; est
hw(y) = g(y7 d?n 337 5‘)6(2) {F<$7 6417 Bl)a G(y? d37 /837 5\)7 "%a "%17 "%2} X
1 (p-1 A Ba ) CAL A n2
exp{—%g (@1 |Cop { Gy s, B, M) P60, B1) }| — i) }
V2ri6 (@ [Cop {Glys s, o, VI F (w361, 81) }])

. (4.13)

ou z,y €]0,1[ et ¢ est la densité de la loi normale centrée réduite. Les estimations fi; et &Jz

proviennent de I’équation (4.14) par

/l~ _ nﬁg@nj i 2 _ (1 - 53)(1 + n{(gg) (4'14)
! 1—!—(71—1)(53’ I 1—|—(7”Lj—1)53 ’
et .
1L o o
W, =~ 0" [Copy { Gluis s, B VI F (s i, 1) }] (4.15)
T i=1
ot nous rappelons que x; = (z;1, ... ,:cjnj)T et y; = (yj1,- - ,yjnj)T et

Cop (vu) = 1 (A1 = 1) (1—w) ™™ (1 =)' Co {(1 =)™, (1 - )™}
o {(1—v)2} —r®{(1—u)"}
V1— k2

— (1 —-v)T*0 [ : (4.16)

est une sorte de résidu associé au vecteur d’observation (u,v) = {F(x, aq, Bl), G(y; as, $s, 5\)}

L’inverse de Cy|; se note 02_|11

La densité conditionnelle dépend de la valeur prise par la note math1 des unités observées dans
I'école via fi; et 6. Par transformation, la fonction de répartition H, de Y sachant x et x; et

y;, associée a hy est

ot [02\1 {G(y; d3a3375‘)’F(333541761)H — fi

gj

Hy(y) =@

: (4.17)

puis nous obtenons les quantiles conditionnels par

ay(z;7) = G~ [a;ul {<1> (i + &jé—l(f))wx;@l,/}l)} ;@3,33,x] ,0<r<1  (418)

L’expression du prédicteur de Y, valeur de la note en septiéme année du (n; 4 1)iéme individu

sachant x, x; et y; s’inspirant de I’équation (2.32) est

B(Vlexy;) = [ 6 [0 {@0+0IP (s, b} ida, o A] o (419)
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Une méthode d’approximation de cette intégrale est la méthode de Gauss-Hermite. L’approxi-
mation de Gauss-Hermite consiste & calculer la valeur de la fonction & 'intérieur de 'intégrale
pour K points t;. L’intégrale est alors approximée par une somme pondérée de ces évaluations.

Donc nous obtenons
Gt Ct {0y + Vg2 F(wsén, B1) }sds, o, A e ~
. 2|1 J J ;a, P1) 5 a3, O3,
K A A ~
> wiG! [C;ul {q’(ﬂj + \/iffjti)\F(JU;@hﬁl)} ;d3,537)\] )
i=1

voir Steen et al. (1961). Le vecteur (t;, w;) se calcule par la fonction gauss.quad du package
statmod du logiciel R. Le point ¢; appartient & I’ensemble des nombres réels R et w; = exp(—t?).

Enfin, en faisant le changement de variable z = t//2 et le fait que ¢(t) = et/ 2 nous avons
K oo X o
E(Vlrgy,) = 3 EGT (Cot { @i + V25,8 [ F(wsén, A1) | s s, B, A] - (4.20)
i=1

Une évaluation de cette approximation sous le logiciel R se présente en annexe D.3.

Pour faire la comparaison de la 2-copule échangeable avec les autres modéles, nous construisons
des courbes de prédiction en fonction de 1’école d’appartenance des éléves. Nous donnons un
bref résumé sur la variable W, dans le tableau 4.8 en fonction d’une sélection d’écoles. Dans
ce tableau, les écoles sont classées en ordre croissant selon la < moyenne du quantile normale

des résidus >, fi;. L'entier n; est la taille de I’école (grappe) dans I’échantillon de départ.

TABLEAU 4.8 — Statistiques sommaires des résidus dans chaque école sélectionnée en
fonction de la moyenne des résidus.

Ecole Taille n; @(wnj/\/g—g) [ g,
Numéro 1 38 0.033 -0.643 0.927
Numéro 2 49 0.088 -0.488 0.925
Numéro 3 23 0.319 -0.153 0.932
Numéro 4 24 0.884 0.392 0.932
Numéro 5 27 0.901 0.432 0.930
Numéro 6 31 0.990 0.788 0.929

Nous passons a une comparaison du prédicteur du modéle de 2-copule échangeable, équation
(4.19) avec celui obtenu de trois autres approches en utilisant spécifiquement les écoles citées

dans le tableau 4.8 pour faciliter I'illustration.
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4.5.1 Comparaison de la méthode de 2-copule échangeable et
de la méthode de régression linéaire mixte

Nous comparons ici le prédicteur obtenu par la méthode de 2-copule échangeable, voir I’équa-

tion (4.19) avec le prédicteur obtenu par la méthode de régression linéaire mixte, voir I’équation

(4.1). Ainsi, nous construisons les courbes des valeurs prédites par les deux méthodes accom-

pagnées du nuage de points des valeurs observées. Pour ces courbes de prédiction, la légende

de couleurs se présente comme suit.

— les courbes en bleue et noire trait plein sont respectivement les courbes de la régression

utilisant la 2-copule échangeable pour deux écoles.
— les courbes en bleue et noire pointillées sont les droites de la régression linéaire mixte.

Courbes de prédiction par école

40 -

30 -

Note math3

20 -

10 -

o) 10 20 30 40
Note mathl

FIGURE 4.11 — Prédiction pour deux écoles Numéro 1 (en bleue) et Numéro 6(en noire)
de la note en 7e année des éléves par le modéle de 2-copule échangeable (courbe en
bleue et en noire) et le modéle linéaire mixte (les deux droites en pointillés).

Pour ces graphiques, nous constatons globalement que le modéle issu de la modélisation 2-
copule est I'ajustement d’une courbe de régression a chaque école alors que les régressions
linéaires mixtes sont des droites paralléles. Nous présentons spécifiquement la comparaison

des prédictions du modéle de 2-copule échangeable avec celles d’'un le modéle de régression

linéaire mixte par la suite.
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4.5.2 Comparaison de la méthode de 2-copule échangeable et

de la méthode de régression copule

Une autre maniére de prédire la note en septiéme année est d’utiliser la copule C?) associée

au vecteur aléatoire (X,Y") et les lois marginales associées F et G. Ainsi, a partir de I’équation

(1.28), nous avons

1
E(Y\x)—/ GU(t; G, B3, A)e® {t,F(w;dl,Bl);/%,/%l,/%g}dt- (4.21)
0

Le prédicteur ne dépend pas bien siir de x; et y,. Le prédicteur ne tient pas compte de
I'appartenance de la valeur prédite & une grappe fixée. Pour construire la courbe de régression,
nous considérons 1’école Numéro 2 et 1’école Numéro 4. Ces deux écoles sont choisies pour
avoir un échantillon de taille élevée dans le but de faire une régression non-paramétrique. La

régression non-paramétrique utilise les données de chaque école pour construire sa courbe de

prédiction.

Courbes de prédiction par école et la régression copule
40 -

30 -

20 -

Note math3

10 -

0 10 20 30 40
Note mathl

FIGURE 4.12 — Prédiction, pour deux écoles Numéro 1 (courbe en bleue) et Numéro 4
(courbe en noire) de la note en septiéme année par le modéle échangeable (courbe en
bleue et noire) et le modéle de régression copule (courbe en rouge).
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4.5.3 Comparaison de la méthode de 2-copule échangeable et

de la méthode de régression non paramétrique

Nous utilisons ici la méthode de régression non paramétrique de la fonction ggplot. Nous
construisons la courbe de la régression non paramétrique en utilisant ’ensemble des données
dans une grappe et le modéle de 2-copule échangeable par la méme occasion. Nous considérons
deux écoles ayant un grand nombre d’éléves pour avoir un ajustement raisonnable avec la
régression non paramétrique qui utilise la fonction loess. Les intervalles de confiance se
calculent pour la régression non-paramétrique en utilisant le quantile de la loi de Student avec

un niveau de 95%.

40 -

30 -

Note math3

20 -

10 - -
1.0 2.0 3.0 4.0
Note mathl
FIGURE 4.13 — Prédiction de la note en septiéme année de 1’école Numéro 2 en utilisant

la 2-copule échangeable (courbe en bleue) et le modéle de régression non-paramétrique
(courbe en rouge).

Le graphique de I’école Numéro 3 se présente sur la figure.
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FIGURE 4.14 — Prédiction de la note en septiéme année de 1’école Numéro 3 en utilisant
la 2-copule échangeable (courbe en bleue) et le modéle de régression non-paramétrique
(courbe en rouge).

En somme, les graphes permettent de mettre en exergue le fait que la courbe de prédiction
par le modéle de 2-échangeable décrit "correctement" les données. Autrement dit, les courbes
de prédictions sont fonction de I’école. Nous pouvons dire globalement que le modéle prédictif
est satisfaisant au regard des résultats obtenus et justifie amplement le modéle alternatif que

nous proposons dans cette thése.

4.6 Etude approfondie de la précision de la
prédiction avec le modéle de 2-copule

échangeable

Dans cette section, nous étudions la variance de prédiction en utilisant le modéle de 2-copule
échangeable construit. Nous rappelons que nous utilisons les ajustements des lois marginales

et les trois copules sélectionnées dans les sections précédentes.

Pour prédire Y dans une grappe j connaissant z, x; et y;, nous utilisons la formule de '¢quation
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(4.20). La variance de cette prédiction a partir de I’équation (2.33) donne
. . 172
V(Vlexiyy) = [ {6 g {00+ a0l F@an b} saa e ]} o
R
2
— {E(Y]z,%j,y,)}" (4.22)

L’expression de cette variance s’approxime en utilisant la méthode de Gauss-Hermite par

Wy
T

V(Y|z,x,y;) ~ if(c—l [c;lll{cb(;zj+\f2&jti)!F(x;@1,Bl)}])2—
=1

K 2
(Z ;L/U%G—l {02711 {@(ﬂj + \@§jti)’F(l’§@1761)} : 43, s, )\D ,
=1

ou nous rappelons que K est le nombre de points utilisé par I’approximation de Gauss-Hermite.

Avant de présenter les courbes de I’écart-type de prédiction en fonction de I’école, nous pré-
sentons une description des variables mathi1 et math3. Nous choisissons les écoles Numéro 1 et

Numéro 6.

TABLEAU 4.9 — Sommaire de quelques statistiques descriptives des variables mathi et
math3 par école.

Ecole Minimum Médiane Moyenne Mazimum Ecart-type
Numéro 1
mathl 19 30 29.21 39 4.70
math3 11 31.5 29.82 38 6.04
Numéro 6
mathl 13 29 28.52 40 7.57
math3 30 36 35.84 40 3.34

Nous construisons des courbes de ’écart-type de prédiction de la note math3 (note en septiéme
année) pour des éléves de deux écoles connaissant la valeur de la note math1( note en quatriéme

année).
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Courbes de prediction par ecole

40 -

30 -

20 -

Note math3

10 -

o 10 20 30 40
H Note mathl

FIGURE 4.16 — Prédiction de la note en 7e année des éléves appartenant aux écoles
Numéro 1 (couleur bleue) et Numéro 6 (couleur noire) en utilisant le modéle de 2-copule
échangeable.

16 -

12 =

Ecart-type de prédiction de math3

10 20 30 40
Note mathl

FIGURE 4.15 — Ecart-type de prédiction de la note en 7e année des éléves appartenant

aux écoles Numéro 1 (couleur bleue) et Numéro 6 (couleur noire) en utilisant le modéle
de 2-copule échangeable.
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En rappelant que la prédiction dépend intrinsequement de 1’école, la conclusion clairement
émise est celle de la dépendance de la variance de prédiction de I’école d’appartenance de
I'unité. Ceci confirme I'écriture de 'équation (4.22) en fonction des variables fi; et 6. Spéci-
fiquement, les notes observées de math3 dans 1’école Numéro 1 appartiennent a [11,38] alors
qu’elles appartiennent a [30,40] dans ’école Numéro 6. La précision des notes dans 1’école
Numéro 6 est forte plus que celle de I’école Numéro 1, voir figure 4.15. Nous notons aussi que

plus, nous sommes proche de la note maximale, plus la prédiction est précise.

Pour les écoles du tableau 4.8, les valeurs 6; sont sensiblement les mémes et donc la variation
de I'équation (4.13) dépend de fi;. Les fonctions de densité et de répartition de la variable
math3 connaissant mathl. Dans notre cas, x et y représentent respectivement mathi/41 et
math3/41. Nous présentons pour les écoles Numéro 1 et Numéro 6, la distribution conditionnelle
de I'équation (4.13) pour (fij, ;) = (—0.643,0.927) et (f15,6;) = (0.788,0.929) respectivement.
La densité conditionnelle dépend de la valeur de math1 fixée au départ. Nous fixons les valeurs
de la note mathl comme étant le minimum, la médiane et le maximum des observations de
I’école & partir du tableau 4.9. Ce choix reste le méme pour les deux écoles dans le but de faire

une comparaison.

Densité conditionnelle

10 20 30 40
Note math3

FIGURE 4.17 — Densité conditionnelle de ’équation (4.13) pour math1=19 (courbe en
trait plein), math1=30 (courbe en pointill¢) et math1=39 (courbe en rouge) en utilisant
le modéle de 2-copule échangeable pour 1’école Numéro 1.
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Densité conditionnelle

10 20 30 a0
H Note math3

FIGURE 4.18 — Densité conditionnelle de I’équation (4.13) pour math1=19 (courbe en
trait plein), math1=30 (courbe en pointill¢) et math1=39 (courbe en rouge) en utilisant
le modeéle de 2-copule échangeable pour 1’école Numéro 6.

Nous constatons que les courbes de la densité conditionnelle sont des fonctions unimodales
et atteignent un pic pour une valeur donnée avant de décroitre rapidement pour des valeurs
proches de la note maximale (40) pour math3. De plus, le graphique est asymétrique comme
les graphiques des figures 4.2 et 4.3 portant sur les lois marginales F' et G. L’asymétrie est plus
prononcée pour de grandes valeurs de mathl. Les graphiques montrent une grande dispersion
des données de ’école Numéro 1 (figure 4.17) par rapport a celle & Numéro 6 (figure 4.18). Cette
derniére conclusion se confirme par le fait que la courbe de 'écart-type de 1’école Numéro 1
(courbe en bleue) est au-dessus de la courbe de ’école Numéro 6, voir figure 4.15. Enfin, nous
remarquons que le modéle est trés flexible et permet de construire, pour chaque valeur de

mathl une courbe de densité conditionnelle.

4.7 Conclusion sur la construction de la 2-copule

échangeable

Pour analyser les données portant sur les notes en mathématiques de quatriéme et de sep-
tiéme année, obtenues par des écoliers, nous utilisons trois modéles : le modéle de 2-copule

échangeable, le modéle de régression copule et le modéle linéaire mixte. Précisément, pour la
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2-copule échangeable, nous avons choisi les cing éléments F', G, (C’flrz), C®@ et (C’}‘O’T)L) entrant
dans sa forme explicite puis estimée les paramétres associés. Pour quantifier la différence entre
les différents modéles, nous visualisons graphiquement les courbes de prédiction. Ces courbes
montrent le caractére curviligne et adaptable du modéle prédictif basé sur la 2-copule échan-
geable. La courbe de prédiction dans ce cas s’ajuste aux données en fonction de I’école et qui

confirme la flexibilité du modéle de 2-copule échangeable.
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Conclusion

En modélisation multidimensionnelle, plusieurs obstacles se posent et diverses approches existent.
La formulation des modéles flexibles et facilement maniables constitue donc un enjeu. Dans
le cas particulier de données en grappes provenant de plusieurs sites, 'ajustement d’un mo-
déle linéaire mixte utilisant une hypothése de normalité est trés restrictif. Ceci se vérifie dans
le domaine de la finance et des assurances ol généralement, les données sont reparties de
maniére asymétrique. Dans le cas de notre thése, nous proposons une nouvelle forme de mo-
délisation pour ces données, utilisant une d-copule échangeable, disposant des propriétés dites
de compatibilité, d’échangeabilité et fermeture. Le modéle proposé fait intervenir des copules
et particulierement des copules échangeables. Par la suite, nous utilisons le modéle pour faire
de la prédiction. Enfin, nous montrons que notre modéle généralise le modéle de Battese et al.

(1988), en considérant un cas particulier.

Pour le modéle proposé, nous avons expliqué la procédure d’ajustement et deux méthodes
d’estimation des paramétres. L'une des méthodes d’estimation est une généralisation de la
méthode IFM décrite par Joe (1996). Nous comparons la méthode IFM généralisée et la
méthode du maximum de vraisemblance par une étude de Monte-Carlo. Nous concluons que,
généralement, la méthode du maximum de vraisemblance est plus précise que la méthode
IFM généralisée. Plus particuliérement, nous faisons un calcul théorique des variances des
estimateurs de paramétres du modéle de 2-copule échangeable dans un exemple. Finalement,
nous mettons en ceuvre la procédure d’ajustement d’'un modéle de 2-copule échangeable sur

des données qui confirment sa flexibilité.

Le modéle de 2-copule proposé dans cette thése s’ajuste aux variables continues. Il est souhai-
table que dans les travaux ultérieurs qu’il soit étendu a tout type de variables sans restriction

et I'implémenter sur un logiciel statistique.
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Annexe A

Matériel supplémentaire associé au

chapitre 1

Cette annexe donne les résultats pour

— le calcul de la distribution conditionnelle Cy|;, présenté au tableau 1.3 a partir d’une

copule béta et

— le calcul du prédicteur E(Y|X7) en utilisant la méthode de la régression avec copule de

la section 1.6 dans le cas bivarié.

A.1 Calcul théorique de la fonction de répartition
conditionnelle Cy; associé & une copule béta
bivariée et de son inverse

Détermination de Cy); et son inverse & partir de la copule béta

La fonction de répartition de la loi béta de paramétres p et ¢ est notée B, et son inverse
B, (}. On note ¢(+; p1, p2, q), la densité de la copule béta bivariée obtenue a partir de I’équation

(1.18) pour d = 2, de paramétres p1, ps et q. Pour u € [0, 1] et fixé, on a par définition
z
Coplel) = [ elusvipr.pasa)do, = € 0.1 (A1)
0

En posant w = B, ! (v)/ {1 — B, ! (v)}, nous avons v = By, ; (w/1 + w). Ainsi donc

1 / w I(py+q) wPr!
dv = ———B [——)dw= d
YT (U tw)y p2=q<1+w> YT T(pa)T(g) (1 + wypeta ™
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ot B est la densité de la loi béta de paramétres py et ¢, voir équation (1.16). En posant

P2,q
2y = Bp2 (2)/ {1 p2 4 } nous avons un développement de I’équation (A.1) par
['(p1 +p2+q) -1 —(p1+0) w21
Cm(z]u) = m {1 - sz,q(u)} 0 p1+p2+q dw
v Bmlq( )
I'(p1+p2+4q) /Z”{IBP_QI”I(“)} wp2—1 4
— —_— —_— W
L(p1 +q@)T(p2) Jo (1 4 w)PrHr2ta
En posant y = w/(1 + w), dw = 1/(1 — y)?dy donc
02‘1(2‘1&) = /a Mym—l(l _ y)p1+¢;f—1dy7 (A.2)
o L'(p1+qT(p2)

ou « est défini par

A {1 By, q(u)} )
14 Ry {1 m%q(“)}

Or la fonction f définie par

L(p2 +p1+q) P2l
L(p2)T(p1 + q)

est la densité de la loi béta de parameétres po et p1+¢q. En conséquence, la fonction conditionnelle

fyip1,p2.q) = (1 -yt yelo,1],

(A.2) est donnée par

Con(zlu) = Bpypitq 1- B, q(u)Bp 1q(Z)
1 2,

pzq {1_ p17q (u }] . (A.3)

De cette fonction de répartition conditionnelle, en posant ¢t = Cz|1(v\u) nous avons 1’équation

_ B, 1 1—- B!
7 1 - Bpl,q( )sz,q(v)

et en la résolvant nous obtenons

p_lp + (t)
V= DBp,q =) 1 ’
- Bplyq( ) + Bpl,q( )Bpg,pﬁ—q( )

D’out I'inverse de la fonction de répartition conditionnelle de 1’équation (A.3) est

By, q( )+ Bm,q(u)Bp;lerq

B! z
Cz|1(Z‘u) By, q { 1_ p27p1+q( ) ) } : (A.5)

Ceci conclut les résultats de Cy; et C> L obtenus et présentés dans le tableau 1.3 par rapport

2[1°
a la copule béta bivariée.
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A.2 Evaluation du prédicteur construit au chapitre
1, section 1.6 par la régression avec copule pour

deux copules spécifiques

L’expression du prédicteur par la régression avec copule dans le cas bivarié est

1
E(Y|X,) = / G uo)e {uo, Fi(X1); 0} duo. (A6)
0
La fonction Gg est la fonction de répartition de la loi normale de moyenne p et d’écart-type

g.

Cas 1 : nous considérons que la copule associée a (X,Y) est la copule de
Clayton de paramétre 6.

Considérons que Cy est la copule de Clayton de paramétre 6 et de I’équation (A.6), nous avons
1
E(Y|X;) = / Gyt (uo)e {ug, Fi(X1); 0} dug
0
1

= /L+O'/ (I)il(uU)C{U(),Fl(Xl);H}dUO
0

0

En posant ¢ = u; ", nous avons ug = t=1/0 et

/01 ‘I)fl(uO)C {’u,o, Fy (Xl)} dug = /Oo q)il(til/e)fT(t)dt,

1
ou la fonction fp est la densité de la variable T', définie par
0+1 B —1/6—2
fT(t) < 0 >F1(X1) {t—i—Fl(Xl) 9—1} , t>1.
Au final, nous avons le résultat de 1’équation (1.29) défini par

E(Y|X1) = pu+ oE {cb—l(T—l/@)} -

Cas 2 : nous considérons que la copule associée a (X;,Y) est la copule FGM
de paramétre 6.

Nous partons de 'équation (A.6) et on obtient

1
E(Y‘Xl) Z,u-f—O'/ @71(UQ)C{UO,Fl(Xl);Q}duO,
0

1
/0 & (ug)e {uo, F1(X1): 0} dug = /01 S (ug) [1 4+ 0 {1 — 2F1 (X1)} (1 — 2u0)] duo
1
= / (UQ)dUQ —1—9{1 —2F; X1 }/ uo)duo
0

— 20{1 —2F1 X1 }/ uo uoduo,
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Or nous avons les résultats

1 1
/0 P (uo)du() = /Rt¢(t)dt = 0, /0 P ( 0) od 0 /Rt¢(t)q)(t)dt E2/2 2\/7?’

Es5 est donné par 1’équation (B.3). En conséquence, nous avons

/01 <I>71(u0)c {UO,Fl(Xl);e} dug = —9{1 — 2F1(X1)} X

I

D’ou le prédicteur de I’équation (1.30) est défini par
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Annexe B

Matériel supplémentaire associé au

chapitre 2

L’application du modéle échangeable de I’équation (2.10) dans le cas de régression pour d = 2
an=2et (uy,us,vi,ve) €[0,1]* est
e22 {(ur,v1), (u2,02)} = ey (ur,u2) x ¢y (ug,01) x €3 (ua, v2) (B.1)

x5 { Cop (01 ]ur), Copy (valus) }

La sous-section 2.7.3 présente 1’évaluation du prédicteur pour quelques copules particuliéres

toujours en dimension 2.

B.1 Modéle échangeable construit a ’aide de la
copule béta et modéle multiniveau satisfaisant
I’hypothése d’indépendance conditionnelle

partielle

Sous les hypotheses formuler a 'exemple 2.6, de la section 2.3, les copules impliquées dans le

modéle défini dans I’équation (B.1) sont alors
e (i3 est la copule béta de paramétres p, p et ¢;
e (15 est la copule béta de paramétres p, r et ¢;

e (94.13 est la copule béta de paramétres r, r et p + q.
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Justifions que la copule ('3 est la copule béta de paramétres p,
petgq

La densité de probabilité du vecteur aléatoire (A, By, B) est

aq_lbgla—lbg—l
f(a, bl,bg) = —Qexp{—a — b — bQ}, a>0, by >0, bg >0 (B.2)
()T (p)
On pose 1 = b1/(a + b1) et x2 = by/(a + b2). Le Jacobien associé au vecteur aléatoire

A, X1, X5), ot X; et Xy proviennent de I'équation (2.11) est J = a?/x2x2. La densité de
3 ) p q 142
probabilité g du vecteur aléatoire (A4, X, X2) est donc

9(a,@1,22) = rg?;P (1 —x:jp—l (1 —xi?p—l P [_“ {1 " (1 fl:m) i (1 foa) H |

En faisant une intégration par rapport & a, la densité de probabilité h du vecteur aléatoire
(X1, X2) est
h(xi,z2) = L% +2q) ( - >p_1 ( 72 )P—l <1 + 7 + =2 )‘21’—‘1’
T (p) 1—x 1— 2 1—x 1— 2o
o 0 < z1,22 < 1. En conséquence, la densité de la copule associée au vecteur aléatoire
(X1, X29) s’écrit

L(q)L (2p+ q) (1 + 21)PT9(1 + 2p)P T4
T(p+q)? (1+ 21 + 22)*PH4

c(uy,u2;p,q) =

Y

ol 21 et zo sont définis par
B, q(w) B, 4 (uz)

M=————, ~ =1,
1- Bp,t} (u1) 1- Bp,(} (u2)

et B, ; (z) est linverse de la fonction de répartition de la loi béta de paramétres p et g,
évaluée au point x. La copule associée au vecteur aléatoire (X7, X2) est donc la copule béta

de paramétres p, p et ¢ qui est bien stir échangeable. Elle est obtenue a partir de I’équation

(1.18) pour py =py =pet g =gq.

Justifions que la copule (), est la copule béta de paramétres p,
r et q

En posant D = By + A1, nous avons

_ Bi/A
o Bl/z‘l—|—17

La copule du vecteur aléatoire (X7, Y1) est la méme que celle associée au vecteur (By /A, C1/A)

1 Y1 =C /A

et en utilisant le fait qu’on a
B1/A~GB2(p,q) et Ci/A~GB2(r,q),

la copule associée est donc une copule béta de paramétres p, r et q.
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Justifions que la copule (.13 est la copule béta de paramétres
r, et p+q
La copule Cyy.q3 est la copule associée & (Y1,Y2) sachant (X1, Xs). Nous avons les résultats
suivants.
— Sachant Xy, la variable aléatoire Y7 suit & une constante prés la loi GB2 de paramétres
retp+gq,
— Sachant Xs, la variable aléatoire Y5 suit & une constante prés la loi GB2 de paramétres
retp+q.
En conséquence, la copule associée a (Y7, Ys| X7, X2) est la copule béta de paramétre r, r et

P+gq

B.2 Calcul de la prédiction avec quelques copules
particuliéres pour C? et C®

Cette section donne les preuves des résultats obtenus dans 'exemple de la section 2.7.5. Nous
rappelons que les copules C? et C®) sont des copules FGM de paramétres 6y et 65 res-
pectivement. En utilisant 1’équation (2.26), le prédicteur de Y5 sachant X1, Y7, X5 est donné

par
E(Y2| X1, Y1, Xp) = /Rygo(y)Ao(y, X1, Y1, Xp)dy,
ou Ag est
Ao(y, X1, Y1, X2) = P {Fy(X2), Go(y); 62} ) [F(Go(Y1)|Fo(X1), F{Go(y)| Fo(X2)} ;03] -

La prédiction dépend des copules C@ et O, Le prédicteur est donc
02 {20(X2) — 1}

E(Y2|X1,Y1,X2) = NG +05[1 —20(Y1) {1+ 62 (1 — @(Y1)) (1 — 29(X1))}]
X —\/1% + 92 {Q(I)(XQ) — 1} {\/17? + 0.292(1 - 2¢(X2))}:| .

Justification du résultat de prédiction

En notant E,,, 'espérance du maximum de n variables aléatoires indépendantes et identique-
ment distribuées suivant la loi normale standard. Nous avons les résultats suivants en nous ins-
pirant du lien https://math.stackexchange.com/questions/473229/expected-value-of-

maximum-and-minimum-of-n-normal-random-variables,

En

/ y® (y)®" (y)dy = =, n e N*
R n
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En particulier, nous avons
E1 =0, Ey=1/\/z, E3 =3/2y/7 Ey = 313/ cos ™ (—1/3). (B.3)
La fonction Ay peut étre explicitée par

Ao(y; Xl,}/l,Xg) = 1 =+ 93 {1 — 202‘1(111’11,1 } {1 — 02‘1 UQ”U,Q } + (92(1 — 2U2) {1 — 2G0(y)}
+ 0205(1 — 2un) {1 — 2Go(y)} {1 — 2Cy1 (vi]u1) } [1 — 2F {Go(y)|uz}] ,

et up = Fy(X1), ug = Fy(X2) et v1 = Go(Y1). En utilisant 'hypothése que les marges Fy et

Gy sont des lois normales centrées réduites, nous posons :
E(Y2|X1,Y1, Xo) = By + Bs + Bs, (B.4)
ou les fonctions By, By et B3 sont calculées séparément.

Pour la fonction B; de 'équation (B.4), nous avons

Br = 05(1 —2uy) / y® (y) {1 — 28 (y)} dy
R

2
= 0y(1 — 2up) {/R dy—2/ y@’(y)cb(y)dy}

= 92(1 —2U2 (El )

En conséquence, 'expression de Bj, donne

Bl ?/;@(XQ)}. (B5)

Pour la fonction By de 'équation (B.4), nous avons

By = 03{1—2Cy(viluw))} /R y® () [1 — 2F {®(y)[us}] dy
= - vilu — —u / - / 2
— 0, {1 20y (nn|un))} [ 20,(1 — ) { [ weway- [ sewe <y>dy}]
905 {1 — 2y (vn]ur)) /R y® ()@ (y)dy
= 03{1—2Cy (v1|u1)} {—202(1 — 2up)(E2/2 — E3/3) — 2 x Ey/2},

d’out
By — —03 [1—2F{\/§;?(Y1)]<I>(X1)}]' (B.6)
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On pose d’abord a = 6203(1 — 2u2) {1 — 2F(v1|u1)} et le calcul de B3 de I'équation (B.4)

donne
By = 02051 = 2u) {1=2F ()} [ 4% (4) {1~ 20} {1 —2P(B(0)}ua)}
— oozt [ 40 (- 2000) B0
+ dafa(1 = 2u) [ 8 ()8(0) {1 = 20(0)} {1 - 2(0)}dy
_ { L 4{E2 —oBB L 0,00 = 2us) (B2 — By 4+ E4/2)H

NG 2 73

d’ou Bs est

By = al|-—— 449 (1—®(Xy)) —i+377_3/2cos—1(—1/3) (B.7)
3 = N 2 2 N B) .

De tout ce qui précéde, des équations (B.5), (B.6) et (B.7) intégrées dans (B.4), nous obtenons
I'expression du prédicteur E(Y2|X1,Y7, X2) de 'équation (2.36).

B.3 Construction de prédicteur & ’aide du modéle
échangeable dans le cas de copules normales

La prédiction de Yy sachant zq et z; = (x1,%1)7, a partir de 1’équation (2.34) est

Ep, (Yolzo, 21) = pazo + %(yl — p2z1), Vp, (Yolzo,21) = (1 - p3)(1 — p3)-
P2

En utilisant le résultat que si C® une copule normale bivariée de parameétre ps et du tableau

1.3, nous avons

C’Q_Hl {®(po + oot)|P(x0)} = P {M(MO + ogt) + ,02370} ,

et de I’équation (2.30), nous avons :

1
*Z(I) C12|1 {G( yz)|F(xz)}] = ——=(Un — P27n): (B.8)
V1-p3
Le résultat final du prédicteur noté m est
n _ _
m(zo) = Ep, (Yolzo, 21, .. .,2n) = p2zo + ijl)pg(yn — p2Tn)- (B.9)

En supposant que toutes les copules sont normales, I’équation (B.9) correspond & celui du
modéle de Battese et al. (1988) de I'équation (1.8), chapitre 1 ou les correspondances suivantes

sont établies.

p2 =B, p3 = —5
g
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La variance conditionnelle dans (2.33) pour C@ | comme une copule normale est
V,, (Yolzo, 21, -+ 20) = Ep, (Y¢|20, 21, . .. ,20) — {m(z0)}*, (B.10)

oll nous avons

Ep, (Y¢l20,21, - - 2n) = p330 + 2p2z0r/ 1 — pdo + (1 — p3) (1 + 07,

A B

et en remplagant m(xg), po et o3 par les équations (B.9), (2.29) et en utilisant la valeur de

w, de I'équation (B.8),

nP3Wy, 2np2p3xo _ _
2 1—p3? = 2 = (T — 7
p2ro\/ 1 — p3po pazoy/1 — p3 - TS tn—1)ps 1+ n-T)p (¥, — p2Tn)
A

et
(L=p3) (r+05) = (1=p3) s+ (1= p2) 05
B
n2p3(Fn — p2Tn)* | (1—p3) (1= p3)(1 +nps)
{1+ (n—1)p3}? 1+ (n—1)ps
Nous rappelons aussi que
2
2 np3 e
{m(z0)}* = |p2wo+ T+ (n—1Dom n—1)p3 (Y — p2Tn)
= 222+ n’p3 (G — poT)® + 2npapsro (G — pon)-
PO (e Y Tk =Dy

En remplacant les résultats précédents, nous obtenons
(1—p3)(1 = p3)(1 +np3)
1+ (n—1)ps

L’expression du prédicteur dans le cas ot nous avons un individu dans la grappe et on cherche

Vp2 (}/E)|.QZ'0,Z1, e ,Zn) =

a prédire pour le deuxiéme individu.

Ep, (Yolzo, z1) = pawo + p3(y1 — pax1), Vp, (Yolzo,21) = (1 — p3)(1 — p3)-

B.4 Evaluation du prédicteur a I’aide de la 2-copule

échangeable

Cette annexe présente d’autres figures de la suite de la section 2.7.3 pour différents types de

copule C®).

Nous présentons, dans un premier temps, le programme R d’obtention des courbes de pré-
diction et dans un deuxiéme temps, les graphiques des courbes de prédiction. Il permet de

calculer (2.34) en utilisant ’approximation de Gauss-Hermite expliqué.
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# Nom de la fonction : Predict_Gauss_Herm

o o o CC .
oo Charger les packages-------—-—-—————————————————————
library(copula)

library(VineCopula)

library(statmod)

Predict_Gauss_Herm<-Vectorize(function(x,phiz,n0=20,

familic2,tau2,tau3=0.1,K)

# gauss.quad : calcul des points d’évaluation de Gauss-Hermite
# BiCopHinvl : calcule v tel que w=F(v|u)

# BiCopTau2Par: calcul le paramétre de la copule sachant tau

Ox la valeur de X associée la prédiction Y

@K est le nombre de nwuds de l’algorithme Gauss-Hermit

@phi\textbf{z} le quantile de la moyenne

On0 la taille de la grappe

@familic2 la famille de la copule c2 (1: normale, 3 : Clayton,
4 : Gumbel, 5 : Frank et 6 : Joe

@tau2 corrélation associée a c2

H O OH H OH OH H OH H

@tau3 corrélation associée a c3

# @E(Y/x,phiz)

#--Calcul des paramétres de c2 et c3 a partir de tau2 et tau3
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delta2<-BiCopTau2Par (family =familic2, tau = tau2)
rho3<-BiCopTau2Par(family =1, tau = tau3)

Hokokokokokokokokk ok ok — — — — — Function de prédiction------- ook ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok

quadra<-gauss.quad(K,kind="hermite")
muO<-nO*rho3*gnorm(phiz) / (1+(n0-1)*rho3)
sigma0<-sqrt ((1-rho3)*(1+n0*rho3)/(1+(n0-1)*rho3))
u<-pnorm(q=x) ### loi marginale FO

z<-pnorm(q=muO+sqrt (2) *sigmaO*quadra$nodes) ##z=Phi(..)
##---Calcul de 1’inverse de la conditionnelle F_c---#
Fvinv<-BiCopHinv1l(ul=rep(u,K), u2=z, family=familic2,

par=delta2, par2 = 0)

return(sum(quadra$weights*qnorm(Fvinv))/sqrt(pi))

}’ “X")
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B.4.1 Cas d’une copule normale pour C'?

tau2=0.3 tau2=0.6 tau2=0.9
2- 31
2-
2-
1-
1-
= o- = o- =
> > > O
Ll Ll Ll
_1-
_1-
—D - —2 -
_2-
_3-
-2 2 -2 o 2 —2 o 2

X O-

X X

FIGURE B.1 — Courbes de prédiction de E (Y|z) avec une copule normale en fonction
de l'importance des résidus w, = —0.84 (courbe bleue), w, = 0 (courbe verte) et
w,, = 0.84 (courbe rouge) avec taille n = 20.

B.4.2 Cas d’une copule de Gumbel pour C®

tauz2=0.3 tauz2=0.6 tauz2=0.9
3 -
3 -
2= > J > -
1 -
1 -
= = =
> > > o -
[} m ©9- [}
o-
1 -
1 - -
o
_2 = 0 0 0 0 0 . 0 0 .
—2 (e} 2 —2 o 2 —2 o 2
x x x

FIGURE B.2 — Courbes de prédiction de E (Y'|x) avec une copule de Gumbel en fonction
de l'importance des résidus w, = —0.84 (courbe bleue), w, = 0 (courbe verte) et
w,, = 0.84 (courbe rouge) avec taille n = 20.
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B.4.3 Cas d’une copule de Joe pour C?

tauz2=0.3 tau2=0.6 tauz2=0.9
3 - 3 - 3=
2-
2= 2 -
1-
_— _— 1- _—
>= 1- >= >=
> > >
L [ -
O-
O-
1 -
1 -
—1- —2 -
—2 (.) 2 -2 (.) 2 7.2 (.) é
X X X

FIGURE B.3 — Courbes de prédiction de E (Y|z) avec une copule de Joe en fonction
de I'importance des résidus w, = —0.84 (courbe bleue), W, = 0 (courbe verte) et
w,, = 0.84 (courbe rouge) avec taille n = 20.

B.5 Calcul de I'inverse de la matrice de corrélation

échangeable

Le but de cette section est de donner des indications sur le calcul de l'inverse de la matrice
de variance-covariance d’'un vecteur aléatoire échangeable et utilisé dans le corollaire 2.1. On
cherche I'inverse de la matrice de taille nd xnd o n est le nombre d’individus et d est le nombre
de mesures sur chacun. Soient Y, et Y, deux matrices de covariances d x d. La matrice de

variance-covariance de I’équation (2.1) de taille nd x nd peut se décomposer par

Yw+ 2y > Yw .- 0 Xpo... 2
V= P Y+ ¥ =1 0 . 0 |tz 0%
> > Yw + 2 0 ... Xy oo

Son inverse a, pour une certaine matrice A d’ordre d x d, la forme particuliére suivante,

St 0 A ... A
vit=| o . o |+l a - 4] (B.11)
0 ... 2t A ... A
En résolvant I'équation VV =1 = T on trouve que A = —(3,, + n¥y) 135,31, ce qui donne

une forme explicite pour I'inverse de la matrice de covariances nd x nd.
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Inversion matricielle particuliére

Dans le cas spécifique ol nous écrivons la matrice de corrélation V s’écrit de la forme V =

A BT
( B o ) une matrice partitionnée en matrices blocs avec A inversible. L’inverse de la

X

matrice A est donnée par V! = ( v

YT
Pk ot X, Y et Z sont données par :

X = A'+Aa'B(C-BTAT'B)BTATY,
Y = —-A'B(C-BTA'B)!,
Z = (C-BTA'B)™!

Ce résultat est un cas particulier de I'inversion de matrice bloc présenté par Lu et Shiou (2002).
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Annexe C

Matériel supplémentaire associé au

chapitre 3

Dans cette annexe, nous démontrons la propriété 3.1 et nous utilisons cette propriété pour
calculer la variance asymptotique des estimateurs proposés pour le modéle de 2-copule échan-

geable dans un exemple précis.

C.1 Démonstration de la propriété 3.1 sur les
composantes de la fonction score de la méthode
IFM généralisée

On rappelle les cing éléments de la fonction score sur l'estimation des parameétres de la 2-
copule échangeable par la méthode IFM généralisée par les équations (3.13), (3.14) et (3.16).
Nous démontrons les résultats de la propriété 3.1. Pour les besoins de simplicité, nous po-
sons Wy = Cop {Go(Yi; B)|Fo(Xi; )}, wi = Coji {Go(yi; B)|Fo(wi; )} et pour une fonction
f(.;0) dépendant principalement d’un vecteur de paramétres 6, nous utilisons la notation
o0f(0)/00T = f. Nous considérons dans toute la suite, pour une question de simplicité, le cas

particulier n = 2.
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e Pour le calcul de la covariance entre d)gn) et w:())n)

n (1) ) Y T
) ,(n)\ _ dlog { fo(Xi;a)} alog{01,71{FO(Xl,a):FO(X%Oé)adl}}
cov(yy ' 1p3) = cov g 50T , 557

1

i=1

n

dlog { fo(Xi; )} 0108 {051% {Fo(Xy1; ), Fo(X2; ); (51}}_
daT ! 267

fo(Xii0) i Fo(Xis0) Fo(Xaia):0} | [ foy 6
— E @) L nE § 20 TLn b
f0<X17a) Cl’n{FQ(Xl;a),Fo(Xg;a)}

fO cgl)

,n

or nous calculons

. (1) ; . .(1) . )
]E{fo Czn} fo(z1;0) 027)1 iFO(xl’a)’Fo(m’a>751}fo(x1;a) X fo(za; a)
1 1

fO C1 Fo(xl;a),F0($2;a>;51}

n

X
o
o
—~
3
8
oy
£
o
—~
8
5’
\_/
>
e
—
U
8
o,
U
=
)

Oor nous avons
() o [ o
/Rfo(@;@)cm{F0(331;a),F0(332;04);51}61332 = 55T /Cl,n{FO(l‘BO‘)»Z;(Sl}dZ =0,
1 0

donc nous avons cov <1/J§n), wén)) =0.

e Pour la covariance entre m&n) et ¢5n)

108 62 (Fo (X ), Go( i 9] Olog {e §%<W17W2;53>}]

con(?, 47 = [ o] —

J=1

108 [ {Fo(X150), Golvis 8 2} d1og { %) (W1, Wa; 35) | |
207 ’ 20T
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Nous avons aussi

et

donc E {

En répétant les calculs précédents faits pour les autres covariances, nous obtenons les résultats

Tt

+(2)

2

¢
@

2(3)

Cl,n

)

1,n

(3)
(3)

}

/ @ {Fy(w1; @), Go(ys; B); 62}

g ¢ {Fo(x1; ), Golys; B); 62}

fo(z1; a)go(y1; B) fo(wa; )90(3/2;»3)087)1 {Fo(z1; @), Fo(w2; B); 01}
ngn [Co1 {Go(y1; B)|Fo(z1; )}, Copr {Goly2; B) | Fo(we; )} ; 65
% [Co {Go(ys: B Folwr; @)} , Copy {Golyas B)| Folai @)} 6]
ity [Con {Goly1: B) Folrs @)} Copy {Goly: B) [ Folas @)} 6]

2 {Fo(w1; ), Golyr; B); 62} x ) {Fo(xa; @), Go(ya; B); 62}

dy1dyodridxs

/R4 ¢ {Fy(z1; ), Go(y1; B); 02}

P {Fy(z2; ), Go(ya; B); 62} % cﬁl,{ {Fo(21; @), Fo(a2; B); 61}
gr)L [Cop {Go(yr; B)| Fo(x1; @)}, Copr {Go(yz2; B)| Folwz; )} ;65
fo(z1sa)go(yi; B) x fo(w2; a)go(ye; B)dy1dy2dridrs

/R3 fo(z1; @) fo(zs; Oé)CST)L {Fo(z1; ), Fo(zo; B); 01}
(/R 0537)1 [Cop {Go(y1; B) | Fo(z1; @)}, ;03] dZ)

go(y1; B)éP {Fo(x1; @), Go(ys; B); 82} dyy daey dac,

/R 57)1 [Cop1 {Go(y1; B)|Fo(z1; )}, 2503 dz = 0,

} = 0 et nous concluons que cov (zﬂin), Qp5n)) =0.

de la propriété 3.1.

C.2 Comparaison des méthodes IFM généralisée et

Dans la section 3.4.2, nous calculons les matrices de variance-covariance asymptotiques asso-

ciées a (d2,03) provenant des méthodes de maximum de la vraisemblance globale et d'TFM

méthode de maximisation globale sur un cas

particulier du modéle de 2-copule échangeable

généralisée. Nous présentons ici la procédure d’obtention de ces résultats.
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Justification des résultats des matrices des équations (3.34) et (3.35)

Nous calculons la variance asymptotique associée au vecteur de parameétres (dz,03). Nous

aw 9% 10g{c{?) (32) } 1
rappelons que A = E 5 et B= E a2 (- Nous réduisons A par

V) 02 Dy 0

)

. . (3)
ac\ (5 ®) (5,) Olog{ciy(d2)
A=E { { 1 “alds) _ Anl®) { " } . ) {w‘") ~a§n)}, (C.1)
S

a¢ct®) (59) 8log{c‘3) (62)}

1 1,n 2 N (n) 1,n

car E ¢ - T 95, =0otay’ = —z—
Cl,n(62)

De méme, B donne

s a {8log {05?3(52)} | dlog {057)1(52)} } _ {agn)z} . (C.2)

B 04 002

e Calcul de la matrice de variance-covariance asymptotique associée (ds, J3)
On rappelle que 'expression de la matrice de Godambe utilisée ici provient de 1’équation
(3.30).

L’espérance du gradient du vecteur score < fln), wén)) est

8,¢,(’”>
E 8312 0

062 003

(| =) s =)

Pour IE( ) #0 et E(¢( ) # 0, nous avons aussi

(B o G 1 EW”) 0 ) |
D= ( " E(wé””) ) , D7 = E(win)Z)E(l/Jén)Q) ( A E(¢£n)2) (C.3)

De plus, en partant de ’équation (3.30), on a :

) - Ew{")  E@{u) |
’ E(iyd”) B

Or E( L(Ln) . én)) = 0 (confére propriété (3.1)) alors Vj de 'équation (3.31) donne
E@{M%) 0
Vo= ! 2, |- (C.4)
0 E@s )
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Nous calculons enfin la matrice de Godambe 2 x 2 de ’équation (3.30) a partir des équations
(C.3) et (C.4) par

G(02,33) = ! (E(w;‘)?) 0 ) (wi"’?) 0 )

E({M?)E(pM?) A E(u{M?) 0 B

< L (E(wg‘)?) A >
EGE@™) \ 0 E@?) )

donc
G(62.05) = (E( "R BB )
BB B + @ PEE)
1

n)2 n)2 2
{E@MEWM )
qui nous conduit logiquement au résultat de I’équation (3.34).

e Calcul de la matrice de variance-covariance asymptotique associée a (d2,d3) de

la méthode du maximum de vraisemblance.

Pour la méthode de maximisation de la vraisemblance globale, nous avons : (\1151”), \IJS,)")) =

(1#4(1”) + agn),wé")) o aén) provient de ’équation (3.26).

L’espérance du gradient de la fonction score dans ce cas s’écrit

o™ 02 log{ (¥ (52) P
(n) g, (n) E{ b3 } +E [ {8(53 } B\ o
E{vy(u{”, vi")} =

! oy oy
E 5 Eq 75

La matrice d’information de Fisher est

Z(02,63) = A E (1/}5()71)2)

En supposant que E <¢£n)2> IE( én)Q) — BIE( én)2) — A% #£ 0, en inversant cette matrice,

nous obtenons le résultat attendu de I’équation (3.35).

Nous procédons donc & la comparaison des deux matrices variance-covariance asymptotiques.

Nous posons que la différence des deux matrices de variances-covariances asymptotiques s’écrit

d d
G(62,05) — T Y(62,65) = | = ) (C.5)
do1  dao
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Les 4 éléments de la matrice de I’équation (C.5) sont donc

di = S (% )
S ) )
B (v ) (467) = () = =2 () ()
o [ (vd) B (047) - i (047) -
_BE 1/}5")2)

_ (7°) -4
B [B (W) & (057) - BE (0077) - 42]

A B A
E (0f"*) E (s0%) - BE (¢{"?) - a2
(U (87) A7) (o) (47
)

R G e O I R

E(y§" ) E(p{"?)3 E (v{"°) E (¢§"?) - BE (v{"?) - 42
_ A2BE (¢§n>2>2 AR (wé"”)

En conséquence, nous avons

I7(62,03) — G(02,03) =
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Pour tout vecteur u = (x,%)” € R?, nous avons

T (T-1(6,.6 82,6 - _{BE< én)2> +A2}
) S = s () ()

2
Ay
X r + :
( E@?%)

Or E(2) [E (u;ff”) E (¢§”)2) _ BE (q/)g”ﬂ) — AQ} >0 et BE (¢§")2) + A2 > 0, nous avons
donc u” {G(82,83) —Z71(62,03) } u > 0.

C.3 Calculs pour I’évaluation de la matrice de
variance-covariance asymptotique des méthodes
IFM et MV dans le cas ou toutes les copules

sont normales

Cette annexe présente les résultats utilisés pour calculer les matrices obtenues a la section
3.4.3.

En utilisant les notations des équations (3.36) et (3.37), nous avons les résultats suivants.

La variance de @Diﬂ) est

V{ g’”} — (1(3)%)2' (C.6)
La variance de wén) est
) _ n(n—1)(~)
Y = s e D

Le calcul de A, de I'équation (C.1) donne

_ —n(n—1)paps
A= e ©8)

Le calcul de B, de I’équation (C.2) est

B = - . (C.9)

Quelques rappels importants
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Nous notons ¥(p,n), la matrice carrée de dimension n dont les termes de la diagonale sont
égales a4 1 et les termes hors de la diagonale sont p. On rappelle que J,, est la matrice car-
rée d’ordre n ou tous les éléments sont 1 et I, est la matrice unité d’ordre n et X(p,n) =
(1 = p)I, + pJy. La dérivée matricielle et utilisant la propriété, nous avons

9%(p,n)
dp

0% (p,n)

= Jn - In7
dp

= —271(/0, n)(Jn - In)zil(p7 TL) (ClO)

En utilisant I’équation (B.11), ou on prend ¥, = 1 — p et X = p, Uinverse de la matrice

Y(p,n) pour p # 1 et p# n_—fl est

7o) = 1—,3{[”‘ 1+<p—1>pJ}

Par calcul simple, nous avons aussi

~1 B “1(,) n) = 1 1+ (n—1)p* B ‘
S () — L)E (. )—(1p>2{ e 2 fn} (c.11)

Soient X1, Xs, X3 et X4 quatre vecteurs aléatoires centrés de lois normales multivariées telles
que les matrices de corrélation sont définies par E (XZ-XJT> = ;. Notons M; et Ms deux

matrices telles que X f MiXset X 3T M5 X4 soient calculables. Nous avons les résultats suivants :
Cov (X{ M1 Xo, X3 MsX4) = Tr(M{Si3MoYs0) + Tr(M{ $14M] $30), (C.12)

ou T'r est I'application trace. Ce calcul d’espérances des formes bilinéaires se base sur des

formules de Ghazal (2000). En particulier, nous avons

E(XTM X)) = Tr(MiSy), V (XTM;X,) = 2Tr {(Mlzll)Q} - (C.13)

Justification de chaque résultat des équations (C.6), (C.7), (C.8) et (C.9)

e Présentation du contexte de calcul dans le cas normal

Les log-vraisemblances Ly et L3 des équations respectives (3.7) et (3.10), dans le cas particulier

ol toutes les copules sont normales et les marginales, des lois normales centrées réduites sont

n 2 2
n Z i — 2022y + Y;
= -] 1— 2\ 7 7
‘CQ 2 Og( p2) — { 2(1 _ p%) )

et
n

1 —1 1 _
L3 = —5108;{1 +(n—1)p3} — 5 log(1 — p3) — 5&5 {7 (ps,n) — I} t,
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ot t, = (t1,...,tn)T et t; = 7! [C2|1 {@(y:)|®(z:)}] = (i — p2;)/\/1 — p3. Le vecteur t,,
suit une loi normale de moyenne 0 et de matrice de variance-covariance ¥ (p3,n). Nous avons
aussi

E(inég) = Onxn, et E@nﬁ) = X(p1,n) (C.14)

La fonction win) = 0Ly /0pa est

(n) np2 - (1 + P%)xzyz - P2(x12 + yz2>
4= + Z 2)2 ’
L—py = (1= p3)

soit

n 2 2
np2 1 — p3zit; — pot;
pl) = 0y VLS At S el (C.15)
— ( p3)
Pour la fonction ¢(n) = 0L3/0p3 et en utilisant les équations (C.10), nous avons

5

1-n n—1 T {82(,03,7&)
+ + otIS T (g, m) { T
2{1+ (n—1)ps} 2(1—p3) 2~ (63, dps

En posant Ag = X~ (p3,n)(J, — I,)E 7 (p3,n), nous avons

%n) = } Z_l(p?n n)tn

n) 1-n n—1 17
= + + =t Aot,, C.16
S S - D) T 31— g T2l (C16)
Pour la fonction a:(),n) = 0L3/0p2, on a
n 1 -
CLé ) = 1— 2;7’:5 {E 1(p37n> - In}§n7
P2

avec 2, = (21,...,2n)7 et z; = (xi—payi)/\/1 — p3. Nous réécrivons z,, par z,, = \/1 — p3z, —

pat, et en posant By = ¥~ 1(p3,n) — I,, nous avons

1
oV = —— "B —%;ZB@H- (C.17)

e Calcul de la variance de @bin)

Pour la variance de win), nous avons
v{um) - 1np22 . Z”: { fl)gznl i — pat? H
2 R —p3)
?1(71;%1))200\/ <\/ 1— payty — pati, /1 — p3aaty — P2t§> .

+
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Par ailleurs, la variance de X; = /1 — p%miti — ng‘Z2 donne

v (V1= ot = pat? ) =V (B} + BV ()} = 1+ ).
et pour i # j, nous avons

cov (X, Xj) = (1 — ph)E(wizjtit;) + p {E t2t2 )}
= (1= p3)p1ps + 20505

En conclusion, nous avons le résultat

w1 (14 p3) +nln = 1) {(1 = p3)pips + 20503}
“7{ 4 } - — 2)2 ’
(1—p3)

e Calcul de la variance de 1/1;")

Le calcul de la variance est :

V{wé”)}zvct%otn) = 5T {(40%(05,m)}

en appliquant ’équation (C.13). Nous rappelons a partir de I’équation (C.11) que

_ 1 14 (n—1)p3 n
‘%m%m”‘u—mﬂ{u+m—nm}JE@&) Spr) |- (€Y

En remplacant les matrices et en appliquant la fonction trace, nous avons

Y\ n(n—1){1+4 (n—1)p3} '
M e e e (1

e Calcul de A et B des équations (C.1) et (C.2)

Pour le calcul de A, nous avons :

E{¢§n)a§")} = —cov

1 P2
= —cov {2t2A0t \/;tTBox . p% tZBOtZ}
cov (t5 Aot tE Boz,)  pacov (tL Aoty tL Bot,,)

tn Bozn) | ,
2y/1— p3 2(1 - p3)

or en utilisant le résultat de I’équation (C.12), nous avons

cov (t Aot B()$ ) = 0, cov (tTA()tn, nBot ) =2Tr {AoE(pg,n)BoZ(pg,n)},

TL’TL
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dans le cas particulier X1 = X9 = X3 = X4 =t, et My = Ay, My = By. Donc, nous avons

_ p2Tr{AoE(ps,n)BoX(p3, n)}
1—p3

A (C.20)

Nous rappelons que BoX(p3,n) =1 — X(p3,n) et

AS(ps,n)BoX(ps,n) = S Nps,n)(Jn — In) {In — S(p3,n)}
P

Y-
Zil( 37n)<]’n - Zil(pi’n n)JHE(p?nn) - Eil(p?nn) + ITH

Or nous avons

_ _ n n(n —1)ps3
Tr{E (p3,n) X (ps.n)} = n, Tr{E ' (ps,n)} = 1+ (n— 1)P3+(1 —p3) {14 (n—1)p3}’
n
Tr{x1 =—
Par conséquent, le résultat attendu est
A= —nln = Lpaps (C.21)

1-p3)A—p3) {1+ (n—1)p3}

Pour le calcul de B, nous avons

2
1 P2
B:—E{ () . (")} - _El|—— "Bz, — T Bt
as ag 1_ p% Lp DoLy, 1— p% Ly DOLy
_ —(1—=p3)V (tg Boz,,) — p3V (& Boty)
(1—p3)? ’

or en appliquant 1’équation (C.12), pour X; = X3 = t,,, Xo = X4 = x5, M1 = My = By, nous

avons
V(Bot,) = 2T {(BoS(ps,n))?} = 2n(n — 1)ef,
V (tpBoz,) = Cov (t;Boz,,t,Boz,) = 2Tr {BoX(ps,n)Bo(p1,n)},

et par développement BoX(p3, n) BoX(p1,n) = X" (p3, n)X(p1,1)—25(p1,1m) =2 (p3, n)S(p1, 1)
et

Tr{Z(p3,n)E(p1,n)} = n{l+ (n— Dpips}, Tr{JpZ(p1,n)} =n{l+(n—1)p1},

puis nous avons

Tr{BoX(p3,n)BoX(p1,n)} = 1 _1p3 {n - n/ﬁ{i?ﬂ(i I)Zgl} } —n{l—(n—1)pips},
donc nous obtenons finalement
g - _2nn- 1)p3 [p3(1—p3) {1+ (n—1)ps} + (1 = p3) {1+ (n—2)p1 — (n — )p1ps} |
(1-p3)? (1=p3){l+(n—1)ps}
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C.4 Présentation du programme R de ’étude

Monte-Carlo du modéle de 2-copule échangeable

FHH Rk kokkokkokkok ok ok kkETUDE. MONTE-CARLO PAR  STMULAT T ON sk skok sskskok sk kskok sk kokok ek
#

# Objectifs :- 1 :Simuler des données suivant la 2-copule échangeable #
# - 2 :Estimer les paramétres du modéle #
# - 3 :Répéter plusieurs fois #

ok sk ok ok sk sk ok ok ok sk ok ok ok sk ok ok ok ok sk ok ok ok sk sk ok ok ok ok ok ok sk sk ok sk ok sk ok ok ok sk ok ok ok ok ok ok ok sk sk ok ok ok sk sk ok ok sk sk ok ok sk sk ok ok sk ok skok

library(copula) ## Important pour les fonctions sur les copules
library(VineCopula)  ## Construction des copules bivariées

library(fitdistrplus) ## Ajustement de la loi marginale

e e T Principales fonctions utilisées---------———-———————- #

# BiCopHfuncl : calcul F(v|u)

# BiCopHinvl : calcule v tel que w=F(v|u)

# BiCopPDF : densité d’une copule bivariée

# dCopula : densité d’une copule

# BiCopTau2Par: calcul le paramétre de la copule sachant tau

# rCopula : simulation des données suivant une copule

# optim : optimisation d’une fonction

# dnorm : densité d’une loi normale

# BiCopEst : estimation des paramétres d’une copule bivariée

# nlm : optimisation d’une fonction

# fitdist : estimation des paramétres d’une distribution
###----ETAPE 1 : SIMULATION DES DONNEES---------------—- #itH

#---Simul_data fonction qui permet de simuler des données

# suivant la 2-copule échangeable en utilisant la section 2.5

Simul_data<-function(mul,sigmal,mu2,sigma2,taul,tau2,tauld,familic2,m,n)
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R ENTREES--------mmmmmm oo

# mul et sigmal sont les paramétres de la marginale FO normale

# mu2 et sigma2 sont les paramétres de la marginale GO normale

# taul : tau de Kendall de la copule cl (normal paramétre deltal)

# tau2 : tau de Kendall de la copule c2 (familic2 paramétre delta2)
# familic2 est le nombre représentant la copule c2 : l=normale

#  3=Clayton 4=Gumbel et 5=Frank, etc.

# tau3 : tau de Kendall de la copule C3(normal paramétre delta3)

# m : le nombre de grappes

# n : la taille des grappes

#matrice de colonnes X,Y et grappes nommée data_sim

##----Calcul des valeurs des paramétres des copules.
deltal<-BiCopTau2Par(family =1, tau = taul) #pour la copule C1
delta2<-BiCopTau2Par(family = familic2, tau = tau2) #pour la copule C2
delta3<-BiCopTau2Par(family =1, tau = tau3) #pour la copule C3

grappes<-rep(1l:m,each=n)
data_sim<-matrix(0,nrow=n*m,ncol=3)

data_sim[,3]<-grappes

for(j in 1:m){
ind<-which(data_sim[,3]==j)
u<-rCopula(l,normalCopula(deltal,dim=length(ind)))
w<-rCopula(l,normalCopula(delta3,dim=length(ind)))
v<-BiCopHinv1(ul=u[1,],u2=w[1,],BiCop(family=familic2, par=deltal))

data_sim[ind, 1]<-gnorm(ul1l,] ,mean=mul,sd=sigmal) #Calcul de x

data_sim[ind,2]<-gnorm(v,mean=mu2, sd=sigma2) #Calcul de y
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}

return(data.frame(data_sim))

i
###----ETAPE 2 : Fonction 4 maximiser de la vraisemblance globale----#
#
et ettt et et T #

##--0bjectif : La log-vraisemblance globale de 1’équation (3.42)

Vrai_simul<-function(data,familic2,para,m){

HH- oo ENTREE------------noo #it
#--00@data constituée de 3 colomnnes (X,Y,grappe)
# Q@colonne 1: le vecteur X

# Q@colonne 2: le vecteur Y

# Q@colonne 3: les grappes
#--familic2 : famille de la copule c2 prenant des valeurs numériques

#--para : les paramétres de dimension 7()

#La log-vraisemblance globale équation (3.42) (chapitre 3)

mul<-para[1l] ; sigmal<-para[2] #paramétres de la marginale normale FO
mu2<-paral[3] ; sigma2<-paral[4] #paramétres de la marginale normale GO
etal<-para[5] ; deltal<-exp(etal)/(l+exp(etal)) #paramétre copule cl

delta2<-paral6] #paramétre copule c2

eta3<-paral[7] ; delta3<-exp(eta3)/(1l+exp(eta3)) #paramétre copule c3

#delta3<-paral7] ;

u<-pnorm(datal,1] ,mean=mul,sd=sigmal) #tranformer en uniforme

v<-pnorm(datal,2] ,mean=mu2, sd=sigma?2)
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11<--sum(dnorm(datal, 1] ,mean=mul,sd=sigmal,log=TRUE)) #densité fO

12<--sum(dnorm(datal,2] ,mean=mu2,sd=sigma2,log=TRUE)) #densité g0

101<-0

for(j in 1:m){
indi<-which(datal,3]==j)
1nC1<- -dCopula(ulindl],normalCopula(deltal,dim=length(ind1)),log=TRUE)
101<-101+1nC1

#---calcul de w-------—- #
w<-BiCopHfuncl(ul=u, u2=v,family=familic2, par=delta2)

103<-0
for(j in 1:m){
ind<-which(data[,3]==j)
1nC3<- -dCopula(w[ind],normalCopula(delta3,dim=1length(ind)),log=TRUE)
103<-103+1nC3
}

return(11+12+101+102+103)

}
###----ETAPE 3--REPETER B fois les étapes 1 et 2---------———————- #it
#
B o #

# ETAPE 3.1 : Fonction échangeable pour la copule cl ou c3----#

Norm_Ech<-function(data,eta){
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#data de 2 colonnes : - valeurs contenues dans (0,1)
#- les classes associées

#eta : est la réparametrisation de rho

#la log-vraisemblance de la copule normale échangeable

rho<-exp(eta)/(1+exp(eta))

1<-0;

for(j in 1: max(datal,2]1)){
ind<-which(datal,2]==j)
1nC<--dCopula(datal,1] [ind] ,normalCopula(rho,length(ind)),log=TRUE)
1<-1+1nC

}

return(l)

# ETAPE 3.2 : Construction de la fonction de répétition

funct_estimation<-function(B,mul_0,sigmal_O,mu2_0,sigma2_0,

taul_0,tau2_0,tau3_0,familic2,m,n){

##---Cette fonction part des vraisemblances du paramétre pour estimer---#

# par deux méthodes différentes IFM et MV a partir d’une data

# simuler a 1’étape 1

#

e et et #
#om o ENTREES - - - - - - — o oo oo #

## OB est le nombre de simulations
mul_O et sigmal O sont les paramétres de la marginale FO normale
mu2_0 et sigma2_ 0 sont les paramétres de la marginale GO normale

taul_0 : tau de Kendall de la copule cl (ici normal paramétre deltal)

#

#

#

# tau2_0 : tau de Kendall de la copule c2 (familic2 paramétre delta2)

# familic2 est le nombre représentant la copule c2 : l=normale 3=Clayton
#

4=Gumbel et 5=Frank, etc.
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# tau3_0 : tau de Kendall de la copule c3(ici normal paramétre delta3)
#m : le nombre de grappes

#n : la taille des grappes équilibrée

deltal_0<-BiCopTau2Par(family =1, tau = taul_0)
delta2_0<-BiCopTau2Par(family = familic2, tau = tau2_0)
delta3_0<-BiCopTau2Par(family =1, tau = tau3_0)

etal_0<-log(deltal_0/(1-deltal_0))
eta3_0<-log(delta3_0/(1-delta3_0))

data_estim<-matrix(0,nrow=B,ncol=14) ## data des 14 estimations de para

data_estim_error<-matrix(0,nrow=B,ncol=14) ## erreurs paramétres

thetalO<-c(mul_0,sigmal_O,mu2_0,sigma2_0,etal_0,delta2_0,eta3_0) ##

for(i in 1:B){
data_SIM<-Simul_data(mul_O=mul_0,sigmal_O=sigmal_O,mu2_0=mu2_0,
sigma2_O=sigma2_0,taul_O=taul_0,tau2_0=tau2_0,

tau3_0=tau3_0,familic2=familic2,m=m,n=n)

B Estimation par la méthode MV-------------- #
#
oo o #

resu_MV<-optim(par=thetal,Vrai_simul,familic2=familic2,

data=data_SIM, hessian =TRUE)

data_estim[i,1:7]<-resu_MV$par ##estimer MV des 7 paramétres

data_estim_error[i,1:7]<-sqrt(diag(solve(resu_MV$hessian)))

#H-—— - Estimation par la méthode IFM ----------—--- #
#
oo #
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x<-data_SIM[,1] ; y<-data_SIM[,2]

paral<-summary(fitdist(x,"norm")) #Paramétres de FO
para2<-summary(fitdist(y,"norm")) #Paramétres de GO
mul_IFM<-paral$estimate[[1]]
sigmal_IFM<-paral$estimate[[2]]
mu2_IFM<-para2$estimate[[1]]
sigma2_IFM<-para2$estimate[[2]]
data_estim[i,8:9]<-c(mul_IFM,sigmal_IFM)
data_estim[i,10:11]<-c(mu2_IFM,sigma2_IFM)

##---Erreurs associées au 4 paramétres------- #
data_estim_error[i,8:9]1<-c(paral$sd[[1]],parai$sd[[2]])
data_estim_error([i,10:11]<-c(para2$sd[[1]],para2$sd[[2]])

#----Calcul de u et v------=---—-——-mmo #
u<-pnorm(x,mean=mul_IFM,sd=sigmal_IFM) ##--calcul de u--
v<-pnorm(y,mean=mu2_IFM,sd=sigma2_ IFM) ##--calcul de v--

#---Estimation de etal,delta2 et eta3 de IFM--#
##Le code des fonctions é&changeables Norm_Echl (Etape 3.1)

##--Estimation de etal par IFM avec son erreur type----

resu_etal<-nlm(Norm_Ech,p=etal_0,data=cbind(u,data_SIM[,3]),
hessian=TRUE)

data_estim[i,12]<-resu_etal$estimate ##paramétre estimé
data_estim_error[i,12]<-sqrt(l/resu_etal$hessian) ##sd de etal

##--Estimation de delta2 par IFM avec son erreur-type---
resu_delta2<- BiCopEst(ul=u, u2=v, family =familic2,

method = "mle",se=TRUE) ## estimation de c2

delta2_IFM<-resu_delta2$par

data_estim[i,13]<-delta2_IFM

data_estim_error[i,13]<-resu_delta2$se
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##--Estimation de eta3 par IFM avec son erreur-type--------

w<-BiCopHfuncl(ul=u, u2=v,family=familic2, par=delta2_IFM)

resu_eta3<-nlm(Norm_Ech,p=resu_MV3$par[7],data=cbind(w,data_SIM[,3]),
hessian=TRUE)

data_estim[i,14]<-resu_eta3$estimate

data_estim_error[i,14]<-sqrt(1l/resu_eta3$hessian) #i#sd de eta3
}
##----Faire ressortir les résultats d’estimation et la moyenne-----
return(list(data_estim,round(colMeans(data_estim),2),

data_estim_error,round(colMeans(data_estim_error),2)))

Nous présentation les résultats des biais relatifs des estimateurs de variance lorsque C'?) est

la copule de Clayton ou est une copule de Khoudrajs .

TABLEAU C.1 — Biais relatif des estimateurs de la variance des parameétres du modele
de 2-copule échangeable lorsque C®) est la copule de Clayton.

T2(82) m Types  Méthode w1 o1 w1 o2 1 b2 i3
0.4(0.59) Non MV 1 9 8 16 7 11 13
10 Equilibré IFM -90 =74 -84 -61 -99 -80 =74
Equilibré MV -4 23 5 19 6 <1072 22

IFM -91 =72 -85 -53 -98 -69 -37

Non MV -1 5 -2 5 -7 5 -8

2 Equilibré IFM -83 -61 =77 -41 -83 -58 -44
Equilibré -1 7 ! 8 4 2 6

IFM -82 -60 -74 -43 -95 -71 -70

Non MV 11 <1077 13 <1077 -6 <1077 7

50 Equilib'l‘é IFM -87 -71 -82 -40 -68 -60 -30
Bquilibré MV 2 10 2 <1077 4 8 3

IFM -85 -57 -78 -45 -61 =72 -29

0.6(0.81) Non MV 11 27 17 24 4 30 9
10 Eq‘u’il'ib’r‘é IFM -90 -73 -87 -68 -98 -86 -42
Equilibré MV 4 31 2 29 -8 12 17

IFM -90 -71 -89 -64 -98 -70 -37

Non MV -2 11 <1072 4 -2 17 13

2 l'fq‘uilib’r‘é IFM -83 -60 -80 -52 -57 -57 -71
Bquilibré MV <10~ 7 8 -3 12 <10~ 7 6 9

IFM -84 -59 -80 -47 -89 =71 -75

Non MV 3 15 2 22 12 <1072 5

50 Equilibré IFM -88 -69 -86 -54 -65 -67 -34
Equilibré MV 14 11 13 25 4 19 1

IFM -85 -57 -81 -50 -61 -82 -83
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TABLEAU C.2 — Biais relatif des estimateurs de la variance des parameétres du modele
de 2-copule échangeable lorsque C® est la copule de Khoudraji .

72(d2) m Types Méthode “i o1 w1 o9 01 K K1 Ko 03
0.4(0.59) Non MV —17 —4 -4 19 -1 9 5 69 -10
10 Equi 1ibré IFM -92 -75 -87 -55 =77 8 74 162  -50
fquilibre M 9 <1072 -8 12 -6 5 -4 46  -13

IFM -90 =72 -86 -55 -76 5 50 112 -52

Non MV -3 -32 -7 -43 -5 -11 -4 -6 3
20 E:q'u,'i 1ibré IFM -84 -73 -78 -64 -64 3 65 29 -28
Equilibré MV -9 13 -1 2 10 <1072 1 7 5
IFM -83 -53 =75 -36 -56 35 116 370 -30

Non MV 10 16 26 <1077 19 16 7 71 2
50 Equi 1ibré IFM -87 -66 -79 -50 -63 45 50 273 -38
Equilib’ré MV 11 1 -1 26 3 37 21 133 -17

IFM -83 -62 -78 -28 -61 262 174 513 49
0.6(0.81) Non MV =75 -73 -75 -68 -66 -70 -69 -76  -80
10 Equilibré IFM -97 -92 -96 -90 -93 -90 -76 -63 -86
Equilib’r‘é M 17 23 -4 19 27 9 16 -4 -8

IFM -90 -78 -90 -70 -79 -50 -31 -49  -51

Non MV 17 26 8 20 16 4 10 50 5
20 Equilibré IFM -81 -57 =77 -52 -60 142 32 269 47
Equilibré MV 6 16 28 17 32 4 3 -9 -11
IFM -82 -58 -76 -47 -57 45 323 =22 -36

Non MV 33 -17 10 23 12 6 71 4 2
50 Efqui 1ibré IFM -88 -80 -89 -47 -74 -131 1113 594 -37
Equilibré MV 71 23 40 10 13 27 94 38 21
IFM -82 -69 -81 -59 -73 -49 13 =32 -22
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Annexe D

Programme R de certains résultats du

chapitre 4

Les applications et résultats obtenus pour certaines sections du chapitre 4 sont présentés dans

cette annexe. Nous répartissons le programme en deux sections :

— La premiére section donne le programme R pour construire les courbes de prédiction a

I’aide de copules candidates.

— la deuxiéme partie est celle liée & I’analyse des données liées aux notes en mathématiques

par le biais du modéle de 2-copule échangeable.

D.1 Présentation du programme R d’obtention des

graphiques des courbes de niveau

Le programme R présenté ici permet d’obtenir la figure ?7.

#Q@khoudrajiCopula : Construction de copules de Khoudraji

#0integrate : Intégration d’une fonction
#QVectorize : Utilisation de la fonction sur un vecteur
HH-—mm - Paramétres estimés de FO----------o——— #
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alphal<-4.36 ; betal<-2.56

delta3<-0.16

#--Fonction quantile de la loi béta a trois paramétres----#
gbeta3<-function(x,alpha,beta,lambda)
{ x1<-gbeta(x,alpha,beta)

x2<-x1/(lambda+x1*(1-lambda))

x2}

#--Fonction de densité de la loi beta a trois paramétres----#
dbeta3<-function(x,alpha,beta,lambda){(lambda/(1-(1-lambda)*
x) ~2) *dbeta(lambda*x/(1-(1-lambda)*x) ,alpha,beta)}

#--Nombre de points pour évaluation----------- #
N<-500

#Hboooooookook Koudrajl 1 ssksckksksokkskkokskomokokokkorkokkorokoRokokokkoroRok

#---Construction de la copule de koudrajil----------—-—-—————————- #
#cl : copule d’indépendance
#c2 : copule normale
koudrajil<-khoudrajiCopula(copulal =indepCopula(),copula2 =
normalCopula(delta2) ,shape = c(kappal,kappa2))

#--Evaluation de c(u,v) de la copule de Koudraji 1--------————————-

#--(u,v) sont choisies dans [0,1]x[0,1] par (i/(N+1),i/(N+1))

resu<-matrix(0,N,N) ## Contenant les résultats de c(u,v)
for (i in (1:N))
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for (j in (1:N)){
resuli, jl=dCopula(c(i/(N+1),j/(N+1)) ,koudrajil)

#--——- Calcul de f(u,v) =f(u)*f(v)*c(u,v) : équation (4.9)----------—- #

resul<-diag(dbeta(gbeta((1:N)/(N+1),alphal,betal),alphal,betal))’%x%
resul%*)diag(dbeta3(gbetad((1:N)/(N+1),alpha3,beta3,lambda),
alpha3,beta3,lambda))

contour (x=gbeta((1:N)/(N+1),alphal,betal),y=qbeta3((1:N)/(N+1),alpha3,
beta3,lambda), z=resul,nlevels=10, x1im=c(0.2,1),ylim=c(0.2,1))

#---Ajout des points observés sur le graphe-----—-—-————————————————— #
points(jitter(mathl,amount=.03),jitter (math3,amount=.03),
pch=20, cex=0.5,col="blue")

#---Approximation de la régression copule-----———--—---o————_- #
# On calcule E(Y|X=x) pour les N valeurs de x
pred<-rep(0,N)
for (i in 1:N){
pred[i]<-sum(resuli,]*gbeta3((1:N)/(N+1),alpha3,beta3,
lambda) ) /sum(resuli,])

#---Construction de la courbe en rouge----------—-—-—-—————————————- Ht
points(gbeta((1:N)/(N+1),shapel=alphal, shape2=betal),pred,
type="line", col="red",lwd=2)

#---Construction de la droite de régression linéaire (verte)------ ##
u0<-pbeta(mathl,alphal,betal)
vO<-pbeta(lambda*math3/(1-(1-lambda)*math3) ,alpha3,beta3)
lineaire_reg<-1m(v0~u0) ##régression linéaire

abline(a=coef(a) [[2]],b=coef (a) [[1]], col="green")
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Nous présentons par la suite, la fonction de prédiction pour régression copule.

W - Fonction de prédiction : équation (4.8)-------- ##

Nom de la fonction : Predict_global_reg_cop_kou

Predict_global_reg_cop_kou<-Vectorize (FUN=function(x,delta2,kappal,
kappa2, alphal,betal,alpha3,beta3,lambda)

#0x la valeur de la nouvelle note mathl

#0alphal, @betal paramétres de FO

#0alpha3, @beta3,lambda parameétres de GO

#0@delta2, @kappal et @kappa2 paramétres de c2 (khoudraji)

#Q@copulal : Indépendance ; @copula2 : Normale

#la valeur de E(math3|x)

#----Construction de la copule de Khoudraji-------------- #
Khoudrajil<-khoudrajiCopula(copulal = indepCopula(),
copula2 =normalCopula(delta2,dim = 2),
shapes = c(kappal,kappa2))

Integrale <- integrate(
f = Vectorize(

FUN = function(t) {
x<-x/41 #---transformation des données sur [0,1]
z<-pbeta(q=x,alphal,betal) #---- loi marginale FO
return(gbeta3_inv(x=t,alpha3,beta3,lambda)*

dCopula(c(t,z),Khoudrajil))
},

vectorize.args = "t"),lower=0,upper=1)$value
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return(41*Integrale) #---pour avoir une note entre [0,40]

}, vectorize.args = "x")

D.2 Présentation du programme R du calcul de la

log-vraisemblance

#x*x Fonction de répartition F de la loi beta (alpha,beta,lambda)****x*

gbeta3<-function(x,alpha,beta,lambda){
x2<-gbeta(lambda*x/(1-x*(1-lambda)),alpha,beta) x2}

#rkxkxkxkxxInverse de gbeta3 s sk ok ok ok ok ok ok sk ok ok o ok ok sk sk ok ok s ok ok ok sk ok ok sk ok ok sk sk okok sk ok ok sk ok

gbeta3_inv<-function(x,alpha,beta,lambda){
x2<-gbeta(x,alpha,beta)/(lambda+gbeta(x,alpha,beta)*(1-lambda)) x2}

#x*x* Fonction de densité de la loi beta (alpha,beta,lambda)*x**xx*

dbeta3<-function(x,alpha,beta,lambda){(lambda/(1-(1-lambda)*x)~2)*
dbeta(lambda*x/(1-(1-lambda)*x) ,alpha,beta)}

#itHbx Rk Rk kkkxcas général de 1’équation (4.11) ok skofokok ko ok ok ok ook ok ok ok ok ok
gen_model<-function(data,para)q{

#*x*xx* Qdata de trois colonnes : School, mathl et math3 **x*

alphal<-paral[l] ; betal<-paral2]

alpha3<-paral[3] ; beta3<-para[4] ; lambda<-paral[5]
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deltal<-paral[6]

delta2<-paral7] ; kappal<-paral[8] ; kappa2<-paral[9]

delta3<-paral10]
m<-max (data$School)

uO<-pbeta(mathl,alphal,betal)
vO<-pbeta(lambda*math3/(1-(1-lambda)*math3) ,alpha3,beta3)

12<- -sum(log(dbeta3(x=math3,alpha3,beta3,lambda)))
##----Vraisemblance de la partie 13=101+102+103-------------————-- ##
101<-0

for(i in 1:m){

ind<-which(data$School==1i)
1nC1<--dCopula(u0[ind] ,normalCopula(deltal,

dim=length(ind)),log=TRUE)
101<-101+1nC1

##--partie III-2 liée & la copule c2----—————-——-
koudraji<-khoudrajiCopula(copula2 =normalCopula(delta2),

shapes= c(kappal,kappa2))

102<- -sum(dCopula(matrix(cbind(1-u0,1-v0),ncol=2) ,koudraji,log=TRUE))
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##--calcul des wO---—————————-

w0<-1+(kappal-1)*(1-u0)~ (-kappal) *(1-v0)~ (1-kappa?2) *
pCopula(matrix(cbind ((1-u0) ~kappal, (1-v0) “kappa2) ,ncol=2),
normalCopula(delta?2))-kappal*(1-v0)~(1-kappa2) *
BiCopHfuncl(ul=(1-u0) “kappal,u2=(1-v0) “kappa2,
BiCop(family =1,par=delta2)) ##family=1 (equation 4.7)

##--calcul de la pseudo-vraisemblance avec la copule c3------
103<-0
for(j in 1:m){
ind1<-which(data$School==j)
1nC3<- -dCopula(wO[ind1] ,normalCopula(delta3,
dim=length(ind1)),log=TRUE)
103<-103+1nC3

return(11+12+101+102+103)

D.3 Présentation du programme R de la fonction de

la prédiction du modéle de 2-copule échangeable

L’annexe présente le programme R pour I’évaluation de 1’équation (4.19).

Nom de la fonction : Predict_2copule_gen

library(statmod) #--important pour Gauss-Hermit

library(VineCopula) #---Important pour les fonctions conditionnelles
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library(copula) #--Important pour les copules

library(GoFKernel) #--Important pour 1l’inversion de fonction

Predict_2copule_gen<-Vectorize(function(x,data,j,alphal,betal,alpha3,
beta3,lambda,delta2,kappal,kappa2,delta3,K)

# Note : cl, c2, c3 sont trois copules de 2-copule échangeable

R ENTREES -~ === === — = oo o mme e ##
#0x la valeur de la nouvelle note en quatriéme année (mathl)
#0data contenant : - La note en 4iéme année (mathl)

# - La note en 7iéme année (math3)

# - School(j) est 1’&cole des éléves

#0j est la grappe dans laquelle se trouve @x

#0alphal, @betal : paramétres de FO

#0alpha3, @beta3,lambda : paramétres de GO

#0delta2, Q@kappal et Q@kappa2 : paramétres de c2 (khoudraji)
#0delta3d paramétre de la copule c3

#0K est le nombre de subdivisions Gauss-Hermite

# khoudraji : construis les copules de khoudraji

# gauss.quad : calcule le point (ti,wi) utile pour Gauss-Hermite

#rkkkkkkk--Remplacement de mathl et math3- - kkkkkkdodtdottokkf
# pour briser les égalités ------ #
mathi<-(data$mathl [which(data$School==j)]+
rnorm(length(data$mathi [which(data$School==j)]),sd=0.0001))/41;
math3<-(data$math3 [which(data$School==j)]+

173



rnorm(length(data$math3[which(data$School==3j)]),sd=0.0001))/41;

fhkskskskskokskokokokokkokkk——calcul de UQO et VO - —kkskkskskskskskskskskokokokokokokokit

u0<-pbeta(mathl,alphal,betal)
v0<-pbeta(lambda*math3/(1-(1-lambda)*math3) ,alpha3,beta3)

ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok — — — — — - — — calcul WO------ skeokskskok ok ok ok ok ok ok ok ok ok 3

w0<-1+(kappal-1)*(1-u0) "~ (-kappal) *(1-v0) "~ (1-kappa2) *
dCopula(matrix(cbind((1-u0) “kappal, (1-v0) “kappa2) ,ncol=2),
normalCopula(delta2))-kappal*(1-v0)~(1-kappa2)*pnorm(

(gnorm((1-v0) “kappa?2) -delta2*qnorm( (1-u0) “kappal))/
sqrt(1-delta2~2))

Hkkkkkkkkkkxk-—--Function de prediction---**************

quadra<-gauss.quad(K,kind="hermite") #

n0<-length(w0)

mu0<-n0*delta3*mean (qnorm(w0))/(1+(n0-1)*deltal)
sigma0<-sqrt ((1-delta3)*(1+n0*deltad)/(1+(n0-1)*delta3))
x<-x/41  #--Ramener la valeur dans [0,1]
u<-pbeta(g=x,alphal,betal) #-- loi marginale FO

z<-pnorm(g=muO+sqrt (2) *sigmaO*quadra$nodes) #--loi normale

##----Inverse de la fonction conditionnelle F_c------------- #
F_vu<-Vectorize(function(v){
a<-1+(kappal-1)*(1-u)~(-kappal)*(1-v) "~ (1-kappa2) *
pCopula(cbind ((1-u) “kappal,
(1-v) “kappa?2) ,normalCopula(delta2,dim=2)) -
kappal*(1-v)~(1-kappa2) *pnorm((gqnorm( (1-v) “kappa2) -delta2*
gnorm( (1-u) “kappal))/sqrt(1-delta2~2))
return(a)
+,e("v"))
Inv_F_c<-inverse(F_vu,lower=0,upper=1) #--Inverse de F_vu
Fvinv<-c()
for(j in 1:K){ Fvinv[jl<-Inv_F_c(z[j1)}
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return(41*sum(quadra$weights+*gbeta3_inv(x=Fvinv,alpha3,

beta3,lambda))/sqrt(pi))

}, IIXII)
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