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1. INTRODUCTION

L’objet de la scalarisation d’un probléme d’optimisation vectorielle consiste
a définir une application scalaire et monotone sur ’image des objectifs. Exemples
de telles applications peuvent étre trouvées entre autres, dans [2]. Nous proposons
ici Papplication d’écart d’efficience (e,), qui s’appuie sur le concept d’ordre
d’efficience introduit par nous en 1990 3ans [4). e & ’ \

Commengons par rappeler quelques notions utilisées dans ce qui suit.

~Soit (E, || - ||) un espace normé réel, et soit d la distance engendrée par sa
norme. Pour tout sous-ensemble Y de E, et x €E, d(x, Y) = inf {d(x, y) : y €Y}
désigne la distance de x & Y (avec la convention que si Y = ¢ alors d(x, ¥) = o). Pour
X, Y C E, ’excés de X sur Y est défini par e(X, Y) = sup {d(x, Y) : x €X} (avec la
convention que si X'= ¢ alors e(X; Y) = 0) et la distance (Hausdorff) entre X et Y est
donnée par d,, (X, Y) = max {e(X, Y); e(Y, X)}.

Soit C un cdne convexe en E (i.e. R - Cc Cet C + C < C). Notons par
(C)=CN-C la partie linéaire de C et considerons les relations binaires
suivantes sur E:x 2 y & x-yeCix=,y <> x-y ellCetx>, y e
oS x-yeC\ I(Cf. Sil(C)= {0}, onvaabrégerpar (E, | - ||, C) e.n.0. ’espace
normé ordonné par la relation d’ordre __Zc induite par le cone convexe et pointu C.

Pour tout sous-ensemble non vide 4 de £, [C]lA=[) {x+C: x€ A} ={u e E:
u2.x, V x € A} désigne I’ensemble polaire de 4, c.a.d. I’ensemble des majorants

de A par rapport & 2 et IMax(AIC): Aﬂ[C]A représent I’ensemble des p'oints

-C
idéal-maximaux en A par rapport & _Zc :
Pour chaque point x € E la section de 4 par x est I’ensemble
A, = AN(x+C) =1y €4y 2 x¢ Unesection A, estdite propre six estun point de
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A. Un point x de 4 est dit efficient en 4 s’il n’existe pas dans 4 des points y tels que y
> _x. L’ensemble des points efficients en 4 sera noté par Max(4|C). On a donc
Max(4|C) = {x € A: 4_cx+(C)}.

Si C est un cdne convexe ayant I’intérieur non vide, on peut aussi définir la
relation d’ordre stricte:

x> y&ox-y € (intC’)\l(C).

Notons que x > _y est équivalentd x — y € int C dés que C# E. Etant donné un
sous-ensemble non vide 4 de E, ’ensemble des points faiblement-efficients en 4
est défini par

WMax(A|C)= {xe 4: 3y A tq. y> _x}.

Un sous-ensemble Y de E est dit:
(i) borné, si diam Y = sup{d(x, y): x,y € Y} <oo;
(ii) C-supérieurement borné, si [C]Y #¢,i.e. 3ue £ tq Ycu-C
(iii) ~C-inférieurement borné, si [-C]Y # ¢,i.e. Ive E tq Ycv+ C et
(iv) C-bomé, si Y est C-supérieurement borné et C-inférieurement borné

en méme temps.
La norme “ : n est dite:

(i) C-croissante; si |!]|2 |k, V', x2€C tq. x! 2, 5%
et (ii) strictement C-croissante, si ||| > |||, V&', x*€ C tq. x' =, %
On peut vérifier facilement que:

1) Siint C # ¢, alors Y est C-borné des que Y est bomé;
et 2) Silanorme ” : “ est C-croissante, alors Y est borné dés que Y est
C-borné.

2. L’ECART D’EFFICIENCE

La définition suivante joue un rdle fondamental dans ce travail:
2.1. Définition. Soit (E, , C)un e.n.o. réel et soit A une partie non vide de

E. Pour tout x € A, on appelle écart d’efficience de x par rapport a A, la valeur
e (x) eRU{e0} donnée par

(2.1) e () =" ablieh s A ) =rel A ety |

2.2. Remarque. Six € A, ona
(2.2) x € Max(4|C) <> e (x)=0.

En effet, comme C est supposé pointu, on a x € Max (4]C) < 4, = {x}.
D’autre part, si X et ¥ sont des sous-ensembles non vides de £, ona eX, V) =0
X cecl Y, d’otion obtient que 4 = {x} < e(d, ), {x} )=0 c¢’est-a-dire e (x) = 0.
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2.3. PROPOSITION., Soif (E, , C)un e.n.o. réel et soit A une partie non vide
de E ayant toutes les sections propres bornées. Alors ’application
e A—> RU{—!—OO} définie par (2.1) est a valeurs réelles; si, de plus, la norme H . H
est C-croissante, alors e, est C-décroissante sur 4, i.e.

e (x)<el 1)V X2 e g iat _ZC X2,

: Démonstration. Pour toutx € 4, ona x € 4 _etdonce (x)=sup {|ly—x||: y € 4 }<
<diam 4 _<+ o0,
> 2

Supposons maintenant que ” . || est C-croissante. Six!, x2e det x!' 2, &2
alors la convexité de C entraine A,; C 4,2 etdonc a-x* 2 a-x' 2 0 pour tout
aed,,dononobtiente (x)=sup {[la—x'||: a € 4, }<sup {la-x||: a €4}
<sup {lla-»*|:a€ed, =) N

2.4. THEOREME. Soit (E, , , C) un e.n.o. réel et tel qu’il existe une
Sfonctionnelle linéaire et continue | € E* et un nombreréel 8 >0 t.q. Cc C(l, 8)

= {x e E: l(x) =3 ||[x||}. Alors, pour tout sous-ensemble non vide A de E qui posséde
au moins une section propire C-supérieurement bornée, on a:

(2.3) inf {e,(x): xeA4}=0
et I’ensemble des points efficients en 4 admet la représentation:
(2.4) Max(4|C) = Arg min {e (x): x € A}.

Démonstration. Raisonnons par I’absurde en supposant qu’il existe un nombre
g >0tel queinf{e (x): x € A} >€>0. Alors, e (x) >&, Vx € 4 et, par conséquent,
pourtoutx € Ailexistex' € 4 tq. [x'~x||>¢.

Soit x® € A tel que 4, soit C-supérieurement bornée et soit x'e 4,
t.q. [|x! —x%|> e . Construisons la suite (x"),_\ dans 4, parrécurrence: x"'€ 4,
etant défini, sous 1’hypothese que nous avons fait, il existe un point x"€ 4., C 4,
ta. b —x>¢. '
Onadoncx"—x"'e Cc C(l, 8) et v —x"!||>e, V neN, ce qui entraine que I(x"

—x"1)y>06-€, V neN . De plus, / étant linéaire, on al(x") = l(xo) =
= %;{:1[1()'61‘)— lExk‘l)]z Z:_:l/(xk —xk‘l)>n€>s . d’o (") > I(x*) + nde pour tout
neN ce qui montre que

(2.5) sup {I(x): x € A} =+o,

D’autre part, [C]4, étant non vide, quel que soit y° € [C]4, on a
W-xeCcC(38),V xed, etdoncI())~x)2 0, ¥V x A, d ot on tire
que I(x) < 10°), V xeA,, ce qui contredit (2.5).

La premiére partie du théoréme est donc démontrée et (2.4) découle
immeédiatement du (2.2). &
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2.5. Remarques. 1) Sous I’hypothése qu'il existe / € E* et8>0t.q. C< C(/,9),
Je cone C est nécessairement aigu (i.¢. cl C estun cone pointu), mais C peut avoir
Pintérieur vide et la norme n’est pas forcément C-croissante.

2) Si la norme || - || est C-croissante, alors I’existence d’une section
C-supérieurement bornée entraine 1’existence d’une section bornée; si le cone C a
’interieur non vide, alors dans le Théoréme 2.4., on peut changer Phypothese sur
I’existence d’une section C-supérieurement borée par celle d’existence d’une sec-

tion bornée.
3) Le Théoréme 2.4 montre que pour trouver I’ensemble des points efficients

en A il suffit de résoudre le programme scalaire:

e (x) » min
xeA

ce qui montre I’importance de la notion d’écart d’efficience du point de vue de la
scalarisation.
Examinons maintenant quelques propriétés qualitatives de I’application e.
2.6. PROPOSITION. Soit (E, || - ||, C) un e.n.o. réel t.q. le céne C soit ferme et
aigu. Si A CE est un sous-ensemble non vide et compact, alors I'application e est
semi-continue supérieurement sur A.

Démonstration. Puisque A4 est compacte et C est fermé, on a:
(2.6) e(x)=max {|px||:yed}, Vxed.

En supposant que e, n’est pas s.c.s. dans un point x° €4, on peut trouver un
nombre &> 0 etune suite (x") _ end, convergente versx’ et t.q. e (") 2e,(x°) + €,
pour tout neN . D’aprés (2.6), il existe donc une suite ("), en 4 tq.
V'€ A, et|y’ —x"|| 2 e (x°) + &, pour tout n € N . L’ensemble 4 étant compact,
on peut supposer sans restreindre la généralité que (3"),  est convergente
vers un point ° € 4.

Le cone Cétant fermé, ona y°—x° =lim (y"~x") € cl C=Cetdonc e Ay
Mais ||y’ — x"|| 2 e,(x°) + &, V neN entraine || y° - x°|| > e,(x°) ce qui contredit la
définition de e (x°). B

2.7. Exemj)le. Soit E = R? le plan euclidien ordonné par C = R? et soit

n-—1

A={01} x [O,I[U{X”} ,oux?= (0, 1). En prenant X" = (0, —n—-), VneNona x'

—x°, n >owete,(x")>1, VneN, ce qui montre que dans ces circonstances e,
n’est pas s.c.s, dans x°. L explication réside dans le fait que 4 est seulement borné
sans €tre compact.

En ce qui concerne la semi-continuité-inférieure de ’application e,, nous
allons montrer que la convexité de 4 joue un réle essentiel.
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2.8. PROPOSITION. Soit (E, || - ||, C) un e.n.o. réel et tel que l'interieur du C
soit non vide. Si A — E esi un sous-ensemble non vide et convexe, ayant toutes les
sections propres bornées, alors l'application e, est semi-continue inférieurement
sur A \WMax(4|C) (sous I’hypothése que cet ensemble est non vide).

Démonstration. Supposons qu’il existe un point x° e A\WMax(4|C) tel que
’application e, ne soit pas s.c.i. dans x’. Alors il existe un nombre €, > 0 et une
suite (") . dans 4, convergente vers x°, vérifiant la relation suivante:

2.7) e(x)<e(x’)—¢g,, VneN.
D’aprés la définition de e (x°) , il existe un y° eAﬂ(x(’ + C) t.q.:

(2.8) , |x°=)° |2 e,(x°) ~g,/3.

En tenant compte que x° ¢ WMax(4|C) on déduit qu’il existe un point x € 4
(x® +intC) etcomme A4 et x° + C sont convexes, ona: (1-Hx+n° €4 (x°+intC)
quel que soit ze [0, 1[. Choisissons un nombre 7 e [0, 1] tel que (1-7) | )’ —x | <g,/3 .
Alors, pour 5 = (1-7)x+7y°, on a: 5 e AN(x° +intC) et || - Wi<e, /3,

Ensuite, puisque X’ eF—intC et x —x?,n —>o0 ilexiste n,€ Ntelque
X" ey —intC, Vnzn etdonc Y€ Aﬂ(x" + intC) < A, ce qui montre que
eA(x") = Hxn I ;“ pourtout n>n,. Alors " = Jf| < BA(AS") < €A<XO) — €, Vn
> n,, en vertu de (2.7) et, par conséquent K0 — 3 < -‘-’A(xu) — €.

Enfin, en tenant compte de (2.8) on tire

P e T Bt

d’ot, vu la construction de y, on déduit “xo e ;” < HXO = ?” - g /3 c’est-a-dire
on aboutit & la contradiction 0 <g, <0.

2.9. Exemples. 1) Dans le plan euclidien £ = R? ordonné par C = R?,
considérons I’ensemble compact 4=[0,1]x[0,1JU{(0,2)} et soit x°= (0, 0). 11 est
évident que x° € A\WMax(4|C) et que e (x°) = 2; mais I'application e, n’est pas
s.c.i. dans x°. En effet, pour la suite (x") ., x"=(1/n, 1/n) € 4, YV n e Nona:

x" = 2% n = o mais eA(x") <v2,¥VneN

2) Dans ’espace euclidien £ = R? ordonné par C=R®_considérons I’ensemble
convexe et compact 4= conv({yO}UB) ,ouy’=(0, 1, et B= {(x, x, 0) € R*:
() + (x,)? <1} Alors x° = (0, 1, 0) e WMax(4|C) et I'application e, n’est pas s.c.i.
dans x° bien qu’elle est s.c.s. sur 4, en vertu de la Proposition 2.6.



222 Nicolae' Popovicl 6

En effet, e, (x%) =1 = || x =y ||, et la suite (&), .y définie par

2n 2n

x" € Max (4|C) .
Comme une conséquence immédiate des propositions 2.6 et 2.8 on obtient:

s T
n o q .
X = (bln ——,C08—, 0) converge vers x°, mais e (x") = 0 pour tout 2 €N, car

2.10. COROLLAIRE. Soit (E, || - |, C) un e.n.o. réel et tel que le cone C soit
fermé et aigu et que intC soit non vide. Si A est une partie non vide, convexe el
compacte de E, alors I'application e, est continue sur A\WMax(4|C) (sous
I’hypothése que cet ensemble est non vide).

Remarquons que dans P’exemple 2.9.2) toutes les hypothéses du Corollaire

2.10 sont vérifiées mais e, n’est pas continue en B
Dans ce cas, x° € WMax(4|C)\Max(4|C).

3. POINTS SUPER-EFFICIENTS

Dans ce qui suit on va tourner notre attention vers la continuité de e sur
’ensemble des points efficients.

3.1. THEOREME. Soit (E, || - ||, C) un e.n.o. réel et tel que le cone Csoit fermé
et aigu et que int C soit non vide. Si A est une partie non vide de E ayant toutes les
sections relativement compactes (i.. ¥ x € E, cl A _est compacte), alors lapplication
e, est continue sur Max(A'C )ﬂMax(cl A‘C ) (sous I’hypothése que cet ensemble
est non vide).

Démonstration. Raisonnons par I’absurde en supposant qu’il existe un point
e Max(A]C)ﬂMax(cl AiC) ‘dans lequel e, n’est pas continue. Alors il existe

un nombre g,> 0 et une suite (x), . dans 4, convergente vers x°t.q. le,(x") -
e ()] zg,, VneN,cestddiree()2g, v n eN.

D’aprés la définition de I’écart d’efficience il resulte que pour chaque 7 €N
il existe un point ) € A, tel que || y' = x" || 2 8,/2 . Mais, la suite (x") _ ¢étant
convergente elle est aussi bornée et comme I’intéricur du C est non vide, il existe
unpoint¥eE tel quex’ € ¥ +C, ¥ n eN, c¢’est-a-dire x" € A;, vV neN,doton
obtient que y" €A4_, V 11 eN.

D’autre part, cl 4. étant compacte, on peut supposer sans limiter la généralité
que la suite ("), converge vers un point y ecl(4;)ccl 4. Alors
y—x" = lim(y" —x”) ecl C =C, car C est supposé fermé est donc
y'e SR ’(lj_),wc’est-é-dire ye (clA)xo . Mais ||y =»" || 2&,/2, V n €N entraine
|7 -x°||>¢,/2 etdonce, (x°) 2€,/2>0d’ouen déduit que x° ¢Max(cl 41C) ce
qui contredit ’hypothese. ®
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3.2. Remarque. Dans 'exemple 2.7, x°e Max(4|C) \Max(cl 4|C) toutes les
autres hypothéses du Théoréme 3.1 étant vérifices.

Mais, dans ce cas, e, n’est pas continue dans x°. Pour montrer que I’hypothése
sur la compacité relative des toutes les sections de A est essentielle, considérons
I’exemple suivant:

Soit 4 = {0} x [0, n/2] U {(x, arctg x): x > 0} dans E = R? ordonné
par C = R2. Dans ce cas, I’application e, n’est pas continue dans x° = (0, n/2) €
eMax(4|C) = Max(cl 4|C) .

Le résultat suivant est basé sur une notion d’efficience introduite par J.M.
Borwein et D.Z. Zhuang en 1993 [1].

3.3. Définition. Soit (E, || - ||, C) un e.n.o. réel et tel que le cone C soit fermé
et aigu, et soit A une partie non vide de E.
Un point x° € A est dit super-efficient s il existe un nombre réel M> 0 tel que

la propriété suivante soit vérifiée:
3.1 Vxed, VyeE tq. x—2x° 2 yona lx=x2 <Myl

L’ensemble des points super-cfficients en 4 sera noté par SMax(4|C). 11 est
évident que SMax(4|C) c Max(4|C) et que dans le cas de ’espace euclidien E=R"
ordonné par C=R",, la notion de super-efficience est équivalente acelle d’efficience
propre introduite par A.M. Geoffrion en 1968 [3]. En ce qui concerne la continuité
de I’application e, nous avons le théoréme suivant.

3.4, THEOREME. Soit (E, || - ||, C) un e.n.o. réel et tel que le céne C soit fermé
et aigu. Si A est une partie non vide de E ayant toutes les sections propres bornées,
alors lapplication e, est continue sur SMax(4|C) (sous I’hypothése que cet en-
semble est non vide).

Démonstration. Supposons qu’il existe un point x ° € SMax(4|C) dans lequele
e, n’est pas continue. Puisque x° e Max(4|C) il existe un nombre £ > 0 et une
suite ("), €n4, convergente vers x° t.q. e,(x") 2 g, ¥V n €N. Alors, pour tout n

eN ilexistey" € 4, tel que ||y" —x"||>¢g,/2.

Si M est un nombre strictement positif arbitraire, on peut trouver ng €N t.'q'

xO._x .

n 0" €0 "
< - — oo 0 IO =
2(M + 1) Alors,pour ¥ = y et y = x"0 — x° nousavonsx—x® = y e

n,

x o _x0H>gO/2—Hx"o —xOHZ M“)c”0 —xOU = MHy“,cequi

e b

contredit (3.1).

3.5. Remarque. Dans [1] ] M. Borwein et D.Z. Zhuang ont montré qui si £
est un espace de Banach ordonné par un cone convexe C qui posséde une base
bornée et fermée alors quelle que soit 4 une partie non vide et compacte de E,
’ensemble SMax(4|C) est dense en Max(4|C) # ¢, ce qui montre que dans ces
circonstances, I’application e, est continue sur une partie dense de Max(4|C).
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