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L'ÉCART D'EFFICIENCE DANS L'OPTIMISATION
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I. INTRODUCTION
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L'objet de la scalarisation d'un problème d'optimisation vectoriellç consiste

à dèfinirun€ application scalaire et monotone sur I'image des objectifs. Exemples
de telles applications peuvent être houvées enhe autres, dans [2J. Nous proposons

ici I'application d'écart d'efficience (e1), qui s'appuie sur le concept d'ordre
d'efficience inhoduitparnor¡s en 1990 dans [4].

Commençons par rappeler quelques notions utilisées dans ce qui suit.

Soit (4 ll ' lD un espace normé réel, et soit d la distance engendrée par sa

norine. Pour tout sous-ens€mble I de E, et x eE, d(x, Ð = inf {d(x, y) : y en
désigne la distance de.r à Í(avec la convention que si y= 

S alors d(x, Ð = æ). Pour

XY c4 l'excès deXsur f est déûni Par e(X, Ð: sup ld(x, Y); x eE (avec la

convention que si X: { alors 
"(X, 

Y) = 0) et la distance (HausdorÐ enhe X et f est

donnée par dH(X, Ð : mær {e(X, Ð; e(Y, X)1.

Soit Cun cône convexe enE(i.e. \' C c C et C + C c C). Notons par

l(C)=Cn-C la partie linéaire de C et considerons les relations binaires

suivantes sur E: x>- y<Ð .r- y eCi r =c y ë x - y eI(C); et x >" ! é
<Ð r - y e C\ (Ci. Si /(C)= {0}, onvaabrégerpar(4 ll' ll, C) e.n.o. l'espace

notmé ordonné par la relation d'ordre 
->" 

induite Par le cône convexe et pointu C.

Four tout sous-ensemble non videl de E,IQA =0 {¡+C: x e A\ : {u e E:

uè"x, V x e A) désigne l'ensemble polaire del, c.à.d. I'ensemble des majorants

de A par rapport à ì et /Max(,llC) = AnlClA représent l'ensemble des points

ideal-maximaux en I par rappofr à 
-à" 

.

Pour chaqup point x ç E la section de A par r est I'ensemble
A, = Al\(x +C) = ty 

e A:l 
->-"x1. Une se.ctionl, est dite propre si x est un point de

I

I
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l. Un point x de I est dit efficient en I s'il n'existe pas dans I des points y tels que y
> 

" 
r, L'"n*emble des points efficients e¡ A sera ¡oté par Max(AlQ, On a rJonc

Max(AlQ: {r e A: A,cx+ l(Q\.
Si C est un cône convexe ayant l'intériêur non vide, on peut aussi définir la

relation d'ordre stricte:

x> cyëx-y e (intQ\/(c).

Notons que-r> 
"-y 

est équivalent àx- y e intC dès que C+ E. Etant donné un

sou.-errrètnble rion vide A de E, l'ensemble des points faiblemellt-efficients en I
est défini par

WMax(AlC): {x e A: trY e A t,q. Y> "x}'
Un sous-ensemble Y de E est dit:

(i) borné, si diam )': sup{d(.x, !): x, y e Y) < ø;
(ii) C-supérieurernent borné, si [QI+ {, i.e. I u e E t'q. )' cu - C;

(iii) C-inférieuremeutborné, si [-QY*$, i.e, 3 v e E t.q. Y cv + C et

(iv) C-borné, si )/ est C-supérieureurent borné et C-inférieurement bomé

en mêtne temps.

La nonne ll 
. 
ll est dite:

(i) C-croissante, si lþtll> Il-x'll, V )d,x2 e C t'q. ,' )" ,';
et (ii) strictetnent C-croissante, si llxlll> ll"'ll, Y xt,rJ e C t.q. Ít )" t',

On peut vérifier facilernent que:

1) Si int C ;a Q, alors )z est C-bomé dès que )/ est bonié;

et 2) Si la norme ll ll est C-croissante, alors Íest borné dès que Iest
C-bomé.

2. L'ÉCART D'EFFICIENCE

La définition suivante joue un rôle fondamental dans ce travail:

2.1. Définition. Soit (¿, 
ll 

. 
ll , Q un e.n.o. réel et soiÍ. A une partie non vide de

E, Pour tout x e A, on appelle écarÍ d'ffi.cience de x par rapport à A, la valeur

e7(x)e RU{æ} doruúepar

(2.1) en6) : dr({x} . A): e(,4, , {x}) .

2.2. Remarque. Si x e A, orla

(2.2) ;r e Max(llQ c> en@):0 .

En effet, comllle C est supposépointu, on aÌ e Max (AlQ <+ A-: {x}.
D'autre part, si Xet f sont des sous-ensembles non vides de E, onae(X, Y): 0 e
XccI I, d'où on obtient que A,: {Ì} <+ e(A,, {x} ):0 c'est-à-dire er(x): 0'

2.3. PRoposITIoN. Sirtit (8,ll 
ll , Cl 'un e.n.o. rëel et soit A une partie non virle

de E ayarlt loutes les secti.otls propres bornées. AI.ors I'application
e n: A -+ n U {+æ} défi n i e p ar (2. 1) es t à valeurs réell es; s i, d e pl us, l a norm e ll' ll

est C-croissanle, alors en est C-dëcroissanl.e sur A, i.e,

en(x')<.n(x'), Vxl ,x2e A t.q'.r:r->" -rl.

Détnonsfi.atian. Pour tout¡: e A, on à x e A *et donc er(-t) : sup {lþ - -xll : y e A,\ <
I diam l, < + co.

Supposons rnaintenant que ll 
. ll est C-croissante. Si ,r:l, ..-2 e A et ,r' l-" rt

alo¡s la convexité de C entraîue A", c Arz et donc a - y2 ?-" o - xt _>-r0 pour tout

a.eA,,,d'oùonobtienteu(xt): sup {lia-xlll: a eA,,} <sup {lla-x2ll: a eA,,}
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< sup {lla -"'tll : a e A,. } = 
"n@')

2.4. THÉonÈME. Soi.t (8,

þncl.iorutelle I i.néctire el. conti.n ue

r
'll, Cl un e.t't.o. réel et tel qu'il existe une
e E* et un nonilre réel õ > 0 t.q,C c C(/, ô)

il

I
:{;e E:1.(x)>ôll.r:ll},Alors,pour"toutsous-ensentblenonvideAdeEquipossède
au moi.ns une sectiort pro¡ire C-supé.rieurement bornée, on a:

(2.3) inf {er(.r): x € A} :0
et I'ensemble des points efïcients en I admet la représentation:

(2.4) Max(AlQ: Arg min {er(x): x e A\,

Démonsfi'aÍ,¡on. Raisonnons par I'absurde en supposant qu'il existe un nombre
e > 0 tel que inf {en(x): x e A} > e > 0. Alors, uu(x)> s, V.x e A et, parconséquent,
pourtout x e A il existe x' e A, t,q. ll.¡'-:rll> e .

Soit x0 e A tel que A,. soit C-supérieurement bomée et soit xteA*
t.q, ll¡t --;,roll> e , Construisons lasuite (-r-"),,."dansl, parrécurrerrce:-t"-1 e A^.

étant défini, sous I'hypothèse que nous avolls fait il existe un point Í' e A*-, c An
t.q. ll-r" - ¡'"-t jl > e .

Onadonc¡n -rn-1 e C c C(/, õ) et lff'-;'-1ll>e, V n €N, cequientraîne que /(x,

-x'-')>ô e, V neN Deplus, létattliuéaire,ona/(-r-")-/[t0) =

= Io,lr(ro)- ("*')]= Ii=,,("0 -."0-t)> nôe . d'où /(.r:") > /G") + rõe pourtout

¡reN ce qui montre que

(2 s) sup{/(-.r-): xeA*}:+ø
D'autre part, lClA* étant non vide, quel que soit yo e lC)A* on a

yo-xe Cc C(/, ô), V -l eA* et donc/þ0-Ìr)> 0, V;re l*d'oùontire
que /(-r) < 16,o), Y xeA*, ce qui contredit (2.5).

La prernière partie du tliéorème est donc démontrée et (2,4) découle
irnnrédiatement du (2.2). Ê
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2.5. Remarques. l) Sous I'hypothèse qu'il existe / < E* etô > 0 t.q. C c C(/, ô),

le cône C est nécèssairelnent aigu (i.e. cl C est un cône poinru), mais C peut avoir

l'intérieur vide et la nonne u'est pas forcélnent C-croissante.
2) Si la llorltle ll . ll est c-croissante, alors l'existence d'une section

C-supérieurement bomée entraîue l'existence d'uue section bomée; si le cône C a

I'interieur non vide, alors dans le Théorème 2.4., orr peut changer I'hypothèse sur

I'existence d'une section C-supérieurement bomée par celle d'existeltce d'une sec-

tion bornée.
3) Le Théorène2.4 rnontre que pour trouver l'eusenrble des points efficients

en A il suffit de résoudre le progratnne scalaire:

2.8, PnoposlrloN. Soit (E,ll ' ll , O un e.n.o. rëel et t,el que l'interieur du C
soit non víde. Si A c E est utx sous-ensetnble non vide el cotlvexe, ayant Loutes |es

secr,ions propres bornées, alors l'application en est setni.-conti.nue inJérieuremenl

sur A\WMax(AlQ þous I'hypothèse que cet eisemble est non vide),

Démonstatron. Supposons qu'il existe un poirit x0 <A\WMaxØlq tel que

I'application e, ne soit pas s.c,i. dans ¡0. Alors il existe un notnbre €o ) 0 et uue

suite (x'),.n dãns I, convergente vers Ì0, vérifiant la relation suivante:

(2.7) en(x') < en(xo) - ao, V neN '

D'après la définition tJe er(x"), il existeun /0 eAÀ(x(t+C) t.q, :

(2.8) ll ro - yo ¡¡ > er(-ro) - eol3 .

En tenant conrpte que./ ø IfMax(AlQ on déduit qu'il existe un poirit.r e I [-l

(,f +intQetconlnelet.r4+C sontcorlvexes,ona: (1-tþ+ tf eA (^¡ (-x0+intQ

quel que soit re [0. I [. Choisissons url nombre 7 e [0, 1[ tel que (1-¡) ll./ -,x ll < eo /3 .

Alors,pour /=(1-T)1+Ty\,or1 a: ieAì(xo +intc) 
" llt-¡llll <e6l3

Ensuite,puisque ru <V - intC et Ì" -+J0 ,tr -+Ø ilexiste roe Ntelque

x" eV - intC , Y n2 no et donc I e' , ce qui nolltre que

.n(*")= ll"" -Ill pourtou, n>no.Alort < "u(*o)- e6, vn
) n.o, en vertu de (2.7) et, par conséquen - t0.

Enfin, en tenant cornpte de (2.8) on tire

ll,' -¡ll. ll."' -.voll*"0 t 3 -eo= ll" - rll.ll¡- r'il- 2e0 t 3

d'où, vulaconstructionde !, ondédui, llt' - ¡ll = lÞt - til- er, / 3 c'est-à-dire

on aboutit à la contradiction 0 < 
"o 

I 0. I

2.9. Exemples, l) Dans le plan euclidien E: R3, ordonné par C = R'*
considérons I'ensemble compact 7 = [o,t] x [o,t]U{(o,z)} et soit -ro: (0, 0). Il est

évident que.r0 e{\llMax(AlQ et que ,(-ro) 
: 2; mais l'application e, n'est pas

s.c.i. dans.x0. En effet, pour la suite (Ì'"),.x , x' : (71n, lln) e A, V rt e N on a:

x" -+ )t0, tl -) oo rnais e7(.r") . Ji, V n e N

2) Dans l'espace euclidienE:R3 ordonnépar C: R3*considérons I'euselnble

convexe et compact ¿="onu({lt}Ur), où-yo: (0, l, l) etB: {(¡,,.rr, 0) e R3:

(-r,)2 + (xr)2 < I ). Alors.ro = (0, 1, 0) e IYMax(AlQ et l'application e, n'est Pas s.c.i.

dans ¡;0 bien qu'elle est s.c.s. surl, en vertu de la Proposition 2.6.
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e1(x) -+ ntin

xeA
I
I

ce qui rnontre l'itnportauce de la notion d'écart d'efficience du point de vue de la

scalarisatiolr.
Examinons maintenant quelques propriétés qualitatives de I'application eu.

2.6. PRoPoslTIoN. Soit (E,ll . ll , O un e.n.o. réel t.q, le côtte C soit.fermé et

aigu. Si A cE esl utx sous-ensetnl:le non vide el. compact, alors l'applicalion enest

s em i- co nl.i.nue s up ér i,e ur em enf s ur A.

Démonstration. Puisque I est compacte et C est fenné, on a:

(2.6) en6):max{lþ:rll :yeA,),V xeA.
En supposant que enn'est pas s.c.s. dans uu point x0 e A, ott peut trouver un

nonrbre eo > 0 etune stúte (.r'),,.* enA,convergente vers/ elt,q. en(Í')2en(x9) + eo

pour tout ¡re N D'après (2.6), I existe douc une suite þ"),,.* en A t,q,

y't e A,"etlly'-x"ll> en(x') +t0pourtout¡r e N. L'ensemble Aétarúconlpact,
on peut supposer sans restreindre la généralité gue (/"),.¡o est convergente

vers un point yo e A.
Lecône Cérafifenné, ona y0 -x0 = ligÌ 0" -x") e clC: C etdonc y0 e A*

Maisl[y'-f'll> en(xo)+ r.., V¡reNentraînellyo-xoll> en(xo) cequi contreditla
définition de er(.r'). E

2.7. Exempl¿. Soit E : R'? le plan euclidien ortlomré par C: R2* et soit

I= {o,t},.[o,tIU{),'r}, oùxo: (0, I). Enpre'aut 
" 

= (0,îj), vneN ona r"

l ï0, t't ->@et eo(x") > 1, V neN, ce qui molttre que daus ces circoustallces e,4

n'est pas s.c.s, daus r:0. L'explication réside dans le fait que I est seuleureut borné

sans être compact.
En ce qui conceme la semi-colltinuité-inférieure de l'applicatiort e.n, llous

allons montrer que ìa convexité de I joue un rôle essentiel.



En effet, en(xo) : 1 : ll xo - yo ll , et la suite ('t'r"),.N définie par

,' (. r n \
x" = 

[sin 
" .cos;,0)collvergeversx". nlais eu(x"):0 pourtout¡¡ eN.car

r" € Max Ølq.
Comme une couséquence inmétliate des propositioDs 2.6 et2'8 on obtient:

2.10. ConoLLArRE. soit(E,ll . ll , c) une.n.o. réel.eî.t.el quelecônec soil

fenné et ai.gu et que intC soíl ttott vide. Si A esl une partíe non vide, cot'ìvarc el
'compacr""rJe E,'a¡ors I'appli.cut.io¡ eA est. cotttinue sur A\WMax(AlC) (sous

l'h1tpot.hèse que cel ensemble est non vide)'

Renrarquons que dans l'exemple 2.9.2) tottes les liypothèses du corollaire

2.10 sont vérifiées tnais e, u'est pas colttittue en 'r:0'

Dans ce cas,,ro e lltMax(AlQ\Max(l l 
Cl'

3, POINTS SUPER-EFFICIBNTS

Dans ce qui suit on va toumer notre attention vers la continuité de e, sur

I'ensemble des points efficients.

3. 1. THÉORÈME, ^!oif (8, ll ll , Q un e.n.o. réel eÍ tel que le cône c soit fennë
et ai.gu et. que int C soi.t non'vid.e. Sí A est une partie non vide de E ayanf loutes les

sections relaÍivemettt compactes (i.e. V.rc e E, cl A,esl comprtcÍe), alors I'applicatiott

e.nest cotttinue sur fvfax(,llC)lMax(cl AIC) Gous l.'lrypot.hèse que cet enseml:le

est non víde).

Déntonslral,¡.on. Raisonnons par I'absurde ell sullPosant qu'il existe uu lloint

x0 eMax(llC)fìVax("Ieic) dans lequel en77'estpas continue. Alors il existe

un nonrbre eo > 0 et une suite (x"), .x da:ns A, convergellte vers x0 t.q. le.n(x") -
en@o)l>-"'. V n eN, c'est-à-dire en(x") >-eo, V n eN'

D'après la défìnition de l'écârt tl'effìcience il resulte que Pour chaque n e N

il existeunpoint y, e A^,tel que lly'- x'll>eolT. Mais, la suite (-Í'),,-* étant

convergente elle est aussi bomée et colnnte l'inténeur du C est nou vide, il existe

urrpoint leE telqueJr,' e f + c, Y neN. c',est-à-dire.r" e A-,Y ¡r eN. d'où on

obtient oue y'' eA-.Y rl e N.
D,ãutíe pari cl A-étantcornpacte, on peut stìpposer sans limiter la gérréralité

qrte la suite þ'),, ." converge vers un point y ecl(Ar)ccl A ' Alors

y-*" = liur(y"-*") e clC:C, car C est supposé ferrtré est donc

y . ro a þ-,î,".t-à-diie y e (cll)". . Mais lly, - r' ll>eolT, V r eN errtraîne

lít - .r,' ll>- eo12 et donc e., n(xo) 
, 

"oh 
> 0 d'où en déduit que -r;0 Ø Max(cl AIQ ce

qui contredit I'hYPothèse. I
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3,2. Renarque, Dans I'exemple 2.7, xoeMax(llQ\Max(cl AIC) toutes les

autres hypothèses du Théorème 3.1 étant vérifiées'
Mãis, da¡s ce cas, e, u'est pas continue dans x0. PoUr montrer que l'hypothèse

sur la compacité relative'des toutes les sections de I est essentielle, considérous

I'exernple suivant:
Soitl: {0} xl0,nlZl U {(x, arctgx): r> 0} dans E: R2 ordonné

par C: Rt_. Dans ce cas, I'application enn'est pas cOntinue dans x0 : (0. æ12) e

eMax(AlQ: Max(cl llC) .

ie rósultat suivant est basé sur une notion d'efficience introduite par J.M,

Borwein etD.Z, Zhtang en 1993 [l].
3.3. Définition, soít (8, ll . ll , c) un e.n.o. r,lel et t.el que le cône c soitfennë

el ai.gu, et soit A une partie non vide de E,
(/rt poíttt xo e A est dit super-efficient s'i.I exi.sle wt nombre rëel M > 0 tel que

la propríété suívante soil v¿rirt¿ei

(3.1) V xeA, Y yeE t,q. i;- ro 4 y ona: ll.r-rro ll<Mllyll

L'ensemble des points super-efficients enl sera noté par SMax(llQ. Il est

évident que sMax(l lQ cMax(AlQ et que dans le cas de l'espace euclidie¡ E: R'

ordoruré par C : R*, la notion de super-efficierrce est équivalente à celle d'efficience

propre introduite par A.M. Geoffrion en 1968 [3]. En ce qui conceme la contiriuité

de I'application en ltous avons le théorème suivant.

3.4, THÉOnÈrør. soi¡ (8, ll . ll, Q urt e.n.o. réel et tel que le cône c soit fenné
et aigu. Si A est wze parti.e non víde de E ayant toutes les secli.ons propres bornées,

alot:s l'applicaÍ,iott-en est continue sur SMax(AlQ 6ous I'hypothèse que cet etx-

setnble est ttott vide).

Détnonsfi.atron. Supposons qu'il existe unpoint x 0 e SMax(llQ dans lequele

enrlestpas continue. Puisque.x0 e Max(llQ il existe un nombre so > 0 et une

suite 1-r'¡,, .N en A, convergente vers -x0 t.q' en(x') ) eo, V n e N' Alors, pour tout n

e N il existe f e Attel que lll - x" ll> eol2.

Si M est un nómbre strictement positif arbitraire, on peut trouver no e N t.'q

llt" - "tll a 
¡fiT.Alors,pour x = y"o et y -r"o - r0'ousavorls-¿- --f i-"y a

ll'-"ll=llr",-"",11-ll"'' -"oll'ext2-llx"' -"'ll- ,ll*"' -"oll = rrallrll'"eqru

contredit (3.1). s
3,5. Remarque.Datts tll J.M. Borwein ctD.Z.Zhuang ontmontré qui siE

est un espace de 
^Banach 

orãomré par un eône convcxe C qui possède ttne base

bomée ei femrée alors quelle que soit A une partie non vide et compacte de.å,

l,enserrrble SMax(AlQ ést dense en Max(llQ * $, ee qui montre que dans ces

circonstanees, l'applicafion en est continue sur une partie dense de Max(llC)'

,7
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SPLINE APPROXIMATION FOR SYSTEM OF TWO THIRD
ORDER ORDINARY DIFFERENTIAL EQUATIONS, II

Z. RAMADAN

(Cairo)

DESCRIPTION OF THE I\{ETHOD

consider the system ofnonlinear ordinary differential equations:

(1) y"' = fr(r,y,r), "y(r0 ) = ys, !' (xo ) = yó, y"(xo)= y(t',

(2) z"' = -f2(x,y,z), z(x6) -- zs, z' (xo) = 2f,, z"(xs) = z'd

wherefr, fre C ([0,1] x R2).

Let Â be the partition

A:0=ïo<Ít<.,.<

where xk+r-xk=h <land k=Q(l)n-1.

. . Let L, and Lrbe thelipschitz constants satisfied by the functions fr@) und

f f ) respectively, i.e,,

(3 ) lfÐ r*, vi, zl) - .f{ù @, vz, ,)l < h{l vt - vzl+l zt - zzl}

and

(4) lt[Ð t*, v1, zt) - .flÐ G, vr, ,)l < h{l )'t - vzl+l zt - zzl} 'I
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for all (x, yt, z) and (x, yz, zr) in the domain of definition of/, and frand
all q:0(1) r,

The functions fø) ar'ñ ¡[t) , q: 1(l)r are functions of ¿ y and z only and

they are given from the following algorithm:
set

fr(o) = -ft(x, y, t), -f;o) = fz(x, Y, z)


