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Resumen Extendemos algunos resultados sobre la convergencia de jue-
go ficticio, permitiendo el uso de reglas de desempate, y probamos que
existen juegos de 2 jugadores con dimensiones minimas para los cuales la
cantidad de pasos que se requiere antes de alcanzar un equilibrio de Nash
puro es exponencial en el tamano de representacion de las matrices de
utilidad, tanto para el juego ficticio simultaneo como para el alternante.
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1. Introduccién

El proceso de aprendizaje de juego ficticio (FP) fue propuesto por primera
vez por Brown en 1951 [1] en el contexto del juego iterado, como un método
para encontrar el valor de un juego finito de suma cero [2]. Consiste en que
cada uno de ambos jugadores decida su jugada en cada turno como su mejor
respuesta teniendo en cuenta la frecuencia de jugadas del otro y las ganancias
esperadas en cada caso. Hacia finales del mismo afio, Robinson [3] demostré que
este proceso converge para todos los juegos finitos de suma cero. Desde entonces,
se han publicado trabajos sobre la convergencia de FP en juegos que no son de
suma cero. Miyazawa [4] demostré que esta propiedad vale para todos los juegos
con matriz de 2 x 2 pero, su demostracién depende de la incorporacién de una
regla de desempate particular, sin la cual Monderer y Sela [5] demostraron que
no se cumple. Por su parte, Shapley [6] dio el primer ejemplo de un juego (de
3 x 3) para el cual cierta secuencia no converge. Ademads, la convergencia de
FP fue demostrada para juegos de intereses idénticos [7], juegos potenciales con
pesos [8], juegos no degenerados con estrategias complementarias y ganancias
disminuyentes [9] y ciertas clases de juegos compuestos [10].

Por otro lado, se han estudiado muchas variantes de FP [1, 11, 12, 13, 14]. Una
variante de particular interés es FP con actualizacion alternante de creencias.
Berger [15] planteé que esta forma es en realidad la original y que, si bien la
actualizacion simultédnea puede resultar mas intuitiva, es menos potente, dando
como ejemplo la clase de los juegos no degenerados con potencial ordinal para
la cual la version alternante converge y la simultanea no.
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1.1. Velocidad de convergencia de FP

Varios trabajos estudian la eventual convergencia global o pura a un equili-
brio de Nash de las distintos familias de juegos. Otro enfoque es la velocidad de
convergencia cuando esta ocurre. El interés se debe en gran medida a la equi-
valencia entre los juegos de suma cero y los problemas de programacion lineal
[16, 17]. En [18] planteaban que hasta la fecha, lo mas eficiente para resolver
un juego de suma cero era formularlo como un problema de programacion lineal
y aplicar el método simplex. En el mismo articulo ofrecen un método mixto y
concluyen que se puede acelerar la convergencia en ciertos problemas de progra-
macién lineal. En [19] se plantea una variante (con muestreo) vy se discute su
eficiencia en problemas de optimizacién a gran escala. En [20] se conjeturd que
la velocidad de convergencia de FP es O(t’%) para todos los juegos (conjetura
de Karlin). La idea proviene de que esta cota superior se corresponde con la de
la velocidad de convergencia de otro método de aprendizaje relacionado con FP,
las dindmicas de no arrepentimiento [21, 22]. En [23] se muestra que una versién
fuerte de esta conjetura es falsa (con una regla de desempate arbitraria) pero se
deja abierta la pregunta general.

La utilidad practica de FP como método para calcular equilibrios de Nash fue
entonces puesta en duda cuando Brandt, Fischer y Harrenstein [24] demostraron
que, para los juegos de suma cero, los no degenerados de 2 x m y los potenciales
(tres de las clases mas estudiadas), existen casos en los que el proceso de FP
puede requerir una cantidad de rondas exponencial en el tamano de representa-
cion en bits de las utilidades del juego antes de que se juegue algiin equilibrio, y
mencionan sin demostrar que su resultado puede ser extendido a FP alternante.

2. Juegos bimatriciales y equilibrios de Nash

Sea (A, B) un juego en forma bimatricial de n x m, es decir un juego de
dos jugadores finito en el que el jugador 1 (jugador fila) tiene acciones i €
N = {i1,49,...,in} v el jugador 2 (jugador columna) tiene acciones j € M =
{j1,42, - -, dm}. A, B € R"*™ son las matrices de pago de los jugadores 1 y 2.
Cada uno elige su accién sin conocer la elegida por el otro. Si el jugador 1 elige
la, accién ¢ y el jugador 2 elige la accién 7, la ganancia del jugador 1 serd a; ; v la
ganancia del jugador 2 serd b; ;. Describimos estos juegos mediante una matriz
de pares. Llamamos estrategias mixtas del jugador 1 a los vectores fila x € R%"
tales que 1 = 1 y estrategias mixtas del jugador 2 a los vectores columna
y € RZLO“ tales que ||y||1 = 1. A las estrategias que asignan probabilidad 1 a
una accién y 0 a todas las otras las llamamos estrategias puras. Notamos con
5 e RV ala estrategia pura del jugador fila correspondiente a la accién
y con } e R™ 1 a la estrategia pura del jugador columna correspondiente a
la accion j. La ganancia esperada del jugador 1 al jugar la accién i contra la
estrategia mixta y del jugador 2 serd iAy. Andlogamente, la ganancia esperada
del jugador 2 al jugar la accién j contra la estrategia mixta x del jugador 1 sera
xB}. Si ambos jugadores juegan las estrategias mixtas z e y respectivamente, sus

x
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ganancias esperadas pueden calcularse como z Ay para el jugador 1 y zBy para
el jugador 2. Si y es una estrategia mixta del jugador 2, definimos el conjunto
de mejores respuestas a y como BRi(y) = argmax;en{iAy} y, andlogamente,
si x es una estrategia mixta del jugador 1, el conjunto de mejores respuestas a
x serd BRy(x) = argmamjau{mB;'}. Es decir, son los conjuntos de indices que
maximizan las ganancias esperadas contra una estrategia dada. Este concepto
puede expandirse de indices a estrategias mixtas. Si z es una estrategia mixta
del jugador 1 e y es una estrategia mixta del jugador 2, decimos que z € BR1(y)
siVie Nya; >0 = i € BRi(y). Llamamos equilibrio de Nash (NE) a todo
perfil de estrategias mixtas (a*,y*) € R>™ x R™*! tal que 2* € BR(y") e
y* € BR»>(a*). En el caso particular de que las estrategias sean puras, al NE lo
llamamos también puro. Algunas de las familias de juegos mas estudiadas en la
literatura sobre FP son las siguientes, para juegos de tamafio n x m. (A, B) es de
suma constante si Vi € N, j € M : a;; + bs; = ¢ con c una constante; si ¢ = 0, el
juego es de suma cero. Los juegos de suma cero representan aquellos en los que un
jugador siempre gana tanto como el otro pierde. (A, B) es degeneradosi 34,4 € N
vieM,i#i [aj=ar;03j, /e MeieN,j#j /by = by . Los juegos
no degenerados son de particular interés porque para cada accién del rival, no
existen dos acciones con el mismo pago, por tanto, el conjunto de mejor respuesta
es siempre unitario. (A, B) es de intereses idénticossiVi € N,j € M : a;; = by;.
(A, B) de tamafio n X n es simétrico si Vi,j € N : a;; = —bj;. Para juegos suma
cero, simétricos o de intereses idénticos basta exhibir sélo la matriz A.

3. Juego ficticio

Existen dos formas de definir FP. En [15, 11, 5, 7, 23] utilizan una defini-
cién semejante a la siguiente, que resulta cé6moda para estudiar convergencia.
Nosotros le agregamos el manejo de reglas de desempate. Para formalizar este
concepto, utilizamos una forma de independencia de alternativas irrelevantes o
condicién de Hauthakker [2], donde PT(S5) denota el conjunto de las partes no
vacfas del conjunto S. Llamamos reglas de desempate de un FP a un par de
funciones dy : PT(N) — N y dy : PT (M) — M (que a cada subconjunto de
acciones de un jugador en un eventual empate le asignan la accién que elegira
el proceso), cumpliendo dy las condiciones: (1) VS € PT(N),di(S) € S, y (2)
YNy, Ny, € PY(N), si N, € Ny, e € Ny vy di(N,) = e = di(Ny) = e; v andlo-
gamente para ds sobre M. En el resto de este trabajo usaremos entonces la
siguiente definiciéon de FP, tanto simultdneo como alternante:

Definicién 1. Sean (A, B) un juego en forma bimatricial de n x m y una se-
cuencia (i7,j7) coni” € N, j7 € M para todo 7 € N. Si dy y do son reglas de
desempate y tenemos unas secuencias de creencias ©7 e y” tales que para todo

DRSS 2oi 3t
T

TENT = &=l o7 = . Entonces:

» (i7,57) es una secuencia de FP simultdneo si (i',5%) es un elemento ar-
bitrario de N x M y para todo 7 € N se cumplen it = d{(BR(y")) ¥
jT+1 - (12(BR2(:ET)).
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» (i7,77) es una secuencia de FP alternante si il es un elemento arbitrario de

N y para todo 7 € N se cumplen it = di(BRy(y")) y 77 = d2( BRa(27)).

Como los elementos iniciales son arbitrarios, un mismo juego puede tener
varios procesos de FP. Puede haber ambigiiedad en las acciones si alguno de los
conjuntos de mejor respuesta no es unitario®, por ello algunos autores mencionan
informalmente el concepto de reglas de desempate. En el presente articulo lo
formalizamos. Sobre el juego alternante, vale aclarar que el jugador columna
toma su decisién incorporando en sus creencias la informacién sobre qué jugé el
jugador fila en la ronda actual, lo que puede resultar poco intuitivo ya que las
decisiones se asumen simultaneas. Diremos que un proceso de FP (simultdneo o
alternante) converge de forma pura en la iteracién k si (4%, 7*) es un NE puro.

En [24] se propone una definicién similar a la de [3] pero simplificada, que
damos a continuacién a su vez incorporando reglas de desempate.

Definicién 2. Sea (A, B) un juego en forma bimairicial de n x m:

» Una secuencia de FP simultdneo en (A, B) es una secuencia (p7,q" )rcy de
pares de vectores no negatiwos (p”,q" ) € N x N™ tal que:

P’ =0,4" =0
p™ = p7 47 donde i = dl(argmaxi/EN{?AqT})
=g+ donde j = dy(argmaz;er{p”Bj'})

» Una secuencia de FP alternante en (A, B) es una secuencia (p7,q" )renn de
pares de vectores no negativos (p7,q") € N* x N {al que:

P’ =0,¢"=0
p™ T =p7 4 donde i = dl(awrgmaxi/EN{?AqT})
¢ =q" 47 donde j = dg(m’gma/mj/gM{pT+lBj~’})

La principal diferencia con la definicién anterior es que en aquella se defi-
ne una secuencia de jugadas que cumple una condicién contra un historial de
creencias sobre la estrategia mixta del otro jugador, y en esta la secuencia es de
pares de contadores de jugadas (sin normalizar, por lo que no son estrategias
mixtas) que cumplen en cada iteracién una condicidn en referencia a las matrices
de pago. Probamos debajo que ambas definiciones son equivalentes.

4. Equivalencia de las definiciones y preservacion

La equivalencia de estas dos definiciones de FP no es inmediatamente evi-
dente. Presentamos a continuacion dos lemas sobre esta equivalencia, para el
caso simultaneo y alternante respectivamente, probando que los historiales de
la definicién 2 suman en cada iteracién la estrategia pura correspondiente a la
accion elegida en la definicién 1.

% Por esto es importante en el estudio de FP la familia de los juegos no degenerados.
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Lema 1 Sea (A, B) un juego en forma bimatricial de n X m, (ﬁ,f’)TEN una
secuencia de FP simultineo segun la definicion 1 con secuencias de creencias y7,
27 y sea (p7.q7 )ren una secuencia de FP simultdneo segin la definicion 2, tales
que pt = 7~1 gt = j~1 y ambas usan las mismas reglas de desempate. Entonces,
(47,5 )ren ¥ (P7, 47 )rew repre sentan el mismo proceso de aprendizaje. Es decir,

Vr eN, se cumplenp” =1 i yq" =S,

Demostracién. Por induccién en 7. Para 7 = 1, tenemos p' = il = Z;Zl i y

gt =4l = Zizlfs. Si 7 > 1, suponiendo que p™ ! = 2;11 wyg = Zz;llfs

Por la definicién 2, p™ = p™ ! + 4 donde i = a’,l(m’gmcwslg\/{zApT 11). Pero, por
1

la definicién 1, i” = dl(BRl(yT h) = dl(BRl(Z*illj)) -

di(argmaz;c y { A==~ 2m 57 1 7 1} = dy( 7711 )}). Como escalar un vec-

tor no afecta la relamon de orden entre sus componentes, entonces
= dl(argmaxlg N{AqT 1)}) Luego, aphcando esto a la definicién 2,

pT=pT 4T = Zg;ll 407 =37_, 3% Andlogamente, " = >.7_, j°.

En el caso alternante, la jugada del jugador columna ya no es anédloga a la
del jugador fila, y el andlisis sigue.

Lema 2 Sea (A, B) un juego en forma bimaltricial de n x m, (i7,j7 )ren una
secuencia de F'P alternante segun la definicion 1 con secuencias de creencias y7,
z” y sea (p7.q7 )rew una secuencia de FP alternante segun la definicion 2, tales
que pt = i y ambas usan las mismas reglas de desempate. Entonces, (i7,77 )ren
y (p7,q" )ren representan el mismo proceso de aprendzzaje Es decir, para todo
7 €N, se cumplen p” =3 _, " yqr Zszlj

Demostracio’n Por inducci()n en 7. Para 7 =1, p! = — il = Zl 1 i*. Por la defi-
nicién 2, ¢* = ¢° +j donde ¢" es el vector nulo y j = (Jo(amma zjem{pt B]}) =
dg(argmafj;i\l{z Bj}). Ademss, por la definicion 1, j! = do(BRy(21)) =
dg(BRz(Zl L)) = dy(BRy(i")) = do(argmaz;-ps {i1Bj}). Luego, ¢* = 51 =
Zsflj Si 7 > 1, suponiendo que p” 1 = Zf;ll Py gl = Zz;llfs Por el
mismo argumento que en el caso inductivo del lema 1, p7 = 37| i*. Por otro
lado, ¢" = y™ + 3 donde j = dg(a/rgmaxj»au{pT“Bf’}) =
dg(argmafj/H\j{ZS,lzéBj 1. Por la deﬁni(ién 1, 47 = da( BRo(27)) =
dQ(BRQ(E; L )) = dalargmaxy EN{ES i Bj}) = dg(argma:cj'EN{éB}}).
Como escalar un vector no afecta la relacmn de orden entre sus componentes,
i7 = dalary Jmaxj EN{p Bj} Luego, aplicando esto a la definicién 2, ¢7 =

T 1+j 23,1] +~7 Zs:ljs'

Claramente, en juegos del mismo tamaio, cualquier transformacién que sea
solo un cambio de escala en los pagos preservara las secuencias de FP. Interesa
en particular cuando el tamafio cambia, para clases de juegos estudiadas. La
intencién es que, tras el cambio, se preserve la mayorfa de los valores. Llamamos

50JAIIO - SIlIO - ISSN: 2618-3277 - Pagina 5



SIlIO, Simposio Argentino de Informatica Industrial e Investigacion Operativa

6 A. Arbiser, F. Badaloni

rango de imagen de una matriz A al cardinal del conjunto de valores tomados por
todos sus elementos. Buscamos entonces ejemplos de juegos que tengan rango
de imagen minimo manteniendo la clase, y nos interesaré esencialmente el orden
del rango de imagen tras el agregado de filas o columnas.

Lema 3 Sea A = (a; ;) un juego de intereses idénticos de tamano nx m con un
unico NE puro, y sean n’ > n, m’ > m. Entonces eriste un juego de intereses
idénticos A de tamano n’ X m' y rango de imagen O(n + m) con un inico NE
puro tal que: (1) toda secuencia de FP (simultdneo o alternante) en A lo es
también en A'; y (2) toda secuencia de FP alternante sobre A’ es, a partir del
paso 2, una secuencia de FP alternante sobre A. Ademds, si A es no degenerado,
puede pedirse que A’ también lo sea.

Demostracién. Sea v = min(A), valor a utilizar en todo el proceso que sigue (no
cambia a lo largo de las iteraciones). Sin pérdida de generalidad y para simplificar
la construccién, supondremos? que el NE est4 en la posicién (1, 1). Para obtener
un juego de intereses idénticos de (n+1) x m con la propiedad indicada, definimos
j=ajparal <i<n, 1 <5 <m, a;YHJ =v—n—7jparal <j <m. Se
itera esta construccién n’ — n veces. Analogamente, para obtener un juego de
intereses idénticos de n x (m+1) con la propiedad indicada, definimos® a; ;= g
para 1 <i<n, 1 <j <m, “'2,m+1 =v—m —1 para 1 < i < n. Se itera esta
construccién m’ — m veces. A’ resulta un juego de intereses idénticos de n’ x m’
con la propiedad indicada: si i” € BRy(y" ') en A, también i" € BR;(y" 1)
en A’, v similarmente para ;7 considerando BRy(z" ') o BRs(2") en los casos
simultdneo o alternante, respectivamente.

/
%

A priori no vale un lema similar para la reduccién en tamano de las matrices:
puede haber secuencias que pasen por todas las acciones de cada jugador, de
modo que podria no ser factible eliminar acciones de alguno de ellos.

5. Estabilidad de FP

En [11] se enuncia un resultado que da una intuicién sobre el comportamiento
de FP. Al ser este un mecanismo usado para encontrar un NE, es esperable
un comportamiento estable alrededor de ellos. Allf se prueba este principio de
estabilidad usando otros principios. Damos a continuacién una prueba alternativa
mas directa considerando posibles empates, y agregamos otra para el caso de FP
alternante.

Lema 4 Sea (i7,57 ),eny una secuencia de aprendizaje de FP alternante (resp.,
simaltdneo) en el juego en forma bimatricial (A, B) de tamano nxm, con secuen-
cias de creencias (27,y7 )ren y Teglas de desempate (dyi, ds). Si en la ileracidn
k se jugé el NE puro (i*,5*), entonces i* € BR1(y*) y 7* € BRa(2FT1) (resp.,
J* € BRy(zh)).

4 Consecuentemente con la construceién que sigue.
® Los términos —j y —¢ aseguran la condicién de no degenerado, requerida por el
teorema 4, y los términos —n y —m aseguran rango de imagen O(n +m).
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Demostracion. Para el jugador fila, veamos que " es una mejor respuesta a
las creencias del jugador fila sobre la estrategia del jugador columna. Veamos
primero entonces qué forma tienen estas creencias segiin como se actualizan.

k-1 N k—1 7
kizszlf‘k] 725‘ 1770 7Zg 1J(k_1)
¥y = k o k +?7—

]

E—1 kK Y
Luego, BRy(y*) = BRl(% k=14 %) = argnlXmEN{zA(M + %)} =
argmaXiEN{(kfl)szkfl + % j7*}. Como en la iteracién k se jugd el perfil
(i*,5%), por la definicién 1, i* € BRi(y" 1) = argmaXiEN{sz “11. Es de-
cir que para cualquier i € N, i Ayt > 74yk’1 vy también (multiplicando
en ambos lados por una constante positiva) (k L *AyFl > (k L7 iAy*1. Al

ser un NE, i* € BRy(j*) = atgmaXlEN{zAj } Es decir que pa1d cualquier
1€ N, Z*Aj > ZAj y consecuentemente kZ*Aj ZAj Sumando estas dos
desigualdades, (k—l * Ayk1 + 5 L5 Aj* > %Mlyk T4 EzAj* para cualquier
1 € N y por lo tanto it e BRl(, k). Similarmente para el jugador columna,
j* € BRy(z*T1). Para FP simulténeo, el caso para el jugador fila es igual al
detallado, y el del jugador columna, anédlogo al del jugador fila.

Lema 5 Sea (i7, 57 )-ren una secuencia de aprendizaje de FP alternane (resp.,
simultdneo) en el juego en forma bimairicial (A, B) de tamano n X m, con
secuencias de creencias (x7,y7 )rew y reglas de desempate (dy,dy). Si en la
iteracion k se jugd el NE puro (i*,j*), entonces BRi(y*) C BRi(y* 1) y
BRy (21 C BRy(2%) (resp., BRy(2%) C BRy(2F1)).

Demostracion. Veamos el caso del jugador fila. Debemos probar que para to-
doi € N,i€ BRi(y*) == i € BRi(y"!). Supongamos por el absurdo un
i' € N tal que 7/ ¢ BRi(y"* ). Como BRy(y" 1) = argmaXiENﬁAyk*l}, sii* e
BR(y*~1) pero i’ ¢ BRy(y*~!), entonces Ay > ?Ay"“*1 y luego (multipli-
cando ambos lados por una constante positiva) @z‘;flyk’l > %iﬁflyk’l.
Ademds, como (i*,5*) es un NE puro, i* € BR,(j*) = argmax,_y{i4;*}. Es
decir que i~*Aj* > ?Aj* y también %Z*Af* > %%4;*. Entonces:

k-1, j* kE—1
7A71+]_):( )

~ 1~ =~
A k—1 Zi*Aq
Y z Ay Ay

i Ayk = i A(
E—1)~ 1~ ~ -1 T
> (—)Z'/Ayk71 + EZ/AJ* — A( yk 1 + %) = Z/Ayk
Puesto que por el lema anterior i* € BRi(y") = argmax; N{?Ayk}, entonces
i' ¢ BR{(y"). Similarmente para el jugador columna, BRy(z**1) C BRy(z").
Para FP simultaneo, el caso para el jugador fila es igual al detallado, y el del
jugador columna, andlogo al del jugador fila.

Teorema 1 Sea (i7,57 )ren una secuencia de aprendizaje de FP alternante (resp.,
simaltdneo) en el juego en forma bimatricial (A, B) de tamano nxm, con secuen-
cias de creencias (z7,y" )ren y reglas de desempate (dy,ds). Si en la iteracion k
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se jugd el NE puro (i*,7%), entonces este perfil se repetird en todas las iteraciones
siguientes.

Demostracion. Nuevamente, veamos el caso del jugador fila. En la iteracion
k se jugd (i*,5"), luego di(BR1(y*~1)) = i*. Pero, por los lemas anteriores,
i* € BRi(y*) € BRy(y"!). Luego, por la definicién de reglas de desempate,
di(BRy(y")) = 4*. Similarmente para el jugador columna, da(BRsy(2*)) = 5.
Por los lemas anteriores, j° € BRy(z"t!) C BRy(z"). Luego, por la definicién
de reglas de desempate, dy(BRy(z1)) = j*. Para FP simultdneo, ambos casos
siguen esta linea y son andlogos entre si.

6. Velocidad de convergencia de FP alternante

En esta seccién extendemos los resultados de [24] sobre cotas superiores de
la velocidad de convergencia de FP simultdneo en clases de juegos de interés.
Veamos primero que para el caso de los juegos de suma constante simétricos,
el resultado efectivamente es trasladable en forma bastante directa a la forma
alternante. En el enunciado alcanzard con pedir que el altimo perfil sea un NE
puro ya que, en ese caso, por el teorema 1, todos los siguientes lo serdn.

Teorema 2 Para todo k > 2 existe un juego simétrico A de 3 x 3 representa-
ble en O(k) bits con al menos un NE puro y una secuencia de FP alternante
S L |

(i", 77 )ren sobre A tal que (i° j ) no es un NE puro.

Demostracion. Sea A el juego simétrico siguiente:
J1J2 J3
11|10 -1 —e
9|l 0 —e
igle € 0

Si0 < e <1, (i3,73) es el inico NE puro ®. Consideremos un k£ > 1 arbitrario
y sea ¢ = 27% Para estos valores, ¢ puede codificarse en O(k) bits, mientras
que las otras utilidades del juego son constantes, por lo que la representacién
del juego sera tambien del orden de O(k) bits. Por lo tanto, basta con probar
que un proceso de FP alternante puede requerir 2° — 1 rondas antes de que se
juegue (i, j3). Si el proceso comienza con el jugador fila jugando 41, entonces
las utilidades esperadas del jugador columna serdn —atA = (0,1, ¢) v elegird jo.
En la siguiente ronda, el jugador 1 reaccionara con iz, dando que el jugador 2

tendra una creencia sobre su estrategia de 22 = (j§7 0, %), por lo que las utilidades

esperadas del jugador 2 serén —z?A = (=, %7 5) vy volvera a elegir jo. Este
perfil (i3, j») se repetird 2% —2 rondas, ya que tendremos que mientras 2 < 7 < 2%,

BHCDR  (1,0,720), —a7A = ({50, IoDe oy,

’oT

se cumpliran z7 = =, 0, =
Y™ = ja = (0,1,0), Ay™ = (=1,0,¢).

% Puede verse en forma directa o bien al ser el unico perfil resultante después de la
eliminacién iterada de estrategias estrictamente dominadas [2]; y lo mismo para los
dos teoremas siguientes.
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(4,7) = xB Yy Ay
Ronda
L (i, 52) (1,0, 0)  (0,1.27F) (0,1, 0)(-1, 0,279
S _ o=k o _
2 (Z3a ]2) (%a Oa %) (_‘27:?;1)3 %1, 2 j:+1)) (Oa 1, 0) (_17 0’ 2 z)
3 (i3, j2) (5, 0, 3) (35—, 55— &) (0, 1, 0) (=1, 0, 27%)
) H—k ko
T (i ) (4,0, T (~ IR R 2R (0,1, 0) (<1, 0, 27)
2k (i3, j2) (e, 0, =) (e(e— 1), €2, €7) 0, 1, 0) (-1, 0, 277

Tabla 1: Proceso de FP alternante en el juego del teorema 2

La tabla 1 muestra el proceso. Para el jugador fila, justificar su decisién es
trivial va que la estrategia percibida de su oponente es pura e i3 es la Unica
accién con utilidad esperada positiva. Para entender por qué el jugador columna
no cambia su estrategia, notemos que’ T < 2 = é =S er—-1+1) <1 =
1—(7’—1)6>6$@>£.

Concluimos entonces que (iy, J2), (43, J2), ... (43, j2) es una secuencia de apren-
N

2% — 2 veces
dizaje de FP alternante de este juego, exponencialmente larga en k y en la cual
8

no se juega ningin NE puro®.

La demostracién para el caso de los juegos no degenerados de 2 x 3 es un
poco menos directa y requiere plantear una variante del juego propuesto en [24],
que podemos extender a otros tamanos.

Teorema 3 Para todo k > 2, n > 2, m > 3, existe un juego no degenerado de
inlereses idénticos A de n x m representable en O(k + nm.log(maxz{n, m})) bits
con al menos un NE puro, con rango de imagen O(n + m), y una secuencia de
FP alternante (i",§7) e sobre A tal que para todo 7 < 2F, (i7,47) no es un NE
puro.

Demostracion. Sea A el juego de intereses idénticos siguiente:

.12 g
11|11 2 0
9|0 2+ €24 2¢

7 Como interpretacién informal, el incentivo resultante de la tnica vez que se jugé i
es muy fuerte por la gran diferencia de utilidades para el jugador 2 entre (¢1,72) e
(i3,73), por lo que deberan transcurrir 2k~ jteraciones de iz luego de i1 para que
las utilidades esperadas se compensen.

8 Que en la ronda 2* se juegue un NE o ain no, dependers de la regla de desempate
usada.
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Si0 < e <1, el juego es no degenerado e (49, j3) es el tnico NE puro.

Consideremos un k > 1 arbitrario. Mostraremos que para ¢ = 2~ un proceso
de FP alternante puede tomar 2* rondas antes de que se juegue (is, j3). Al igual
que en la demostracién anterior, el juego puede codificarse en O(k) bits. Si
el proceso comienza con el jugador fila jugando 41, entonces «'A = (1,2,0) vy
por lo tanto el jugador columna elegira j». En la siguiente ronda, el jugador 1
reaccionara con io, dando que el jugador 2 tendr4 una creencia sobre su estrategia
de 22 = (%7 %), por lo que las utilidades esperadas del jugador 2 serdn z?A =
(%7 24 5,1+ ¢€) y volverd a elegir jo. El perfil (iz,j2) se repetird 2% — 1 rondas,

. ., o~ 15
va que tendremos que mientras 2 < 7 < 2% se cumplirdn =7 = atlr—lis

=
(L) amA= (124 26272 (1 +6), 7 = g2 = (0,1,0), Ay™ = (2,2 + ¢).
La tabla 2 muestra el proceso. Para el jugador fila, justificar su decisién es trivial
va que la estrategia percibida de su oponente es pura y la utilidad esperada de is
es siempre marginalmente mayor que la de i;. Para entender por qué el jugador
columna no cambia su estrategia, notemos que’ 7 < 2F = % =2+ %6 > % y
24 e > 211 o).

(i,7) = B Y Ay
Ronda
1 (i1, 2) 1,0)  (1,2,0) (0,1,0) (2,2 +¢)
2 (ig. ]3) (%7%) (%32+§71+6) (05130) (2a2+6)
3 (ig. ]3) (év %) (%2+ %674+—1;LE)) (07170) (2'2+6)
T (iz, ]2) (%’%71) (%’2+T_;16’2TT71(1+6)) (05130) (2a2+€)

2k (22 F) (6,1 =€) (62+e—€2,2(1 —e)(1+¢)) (0,1,0) (2,24 ¢)

Tabla 2: Proceso de FP alternante en el juego del teorema 3

Concluimos entonces que (iy, J2), (2, j2), ...(i2, j2) es una secuencia de apren-
—_—

2k — 1 veces
dizaje de FP alternante de este juego, exponencialmente larga en k y en la que

no aparece ningin NE puro, y el teorema sigue del lema 3 con a lo sumo nm
elementos que requieren O(log(maz{n, m})) bits cada uno.

El hecho de que el juego originalmente propuesto por Brandt, Fischer y Ha-
rrenstein no sirva para el teorema anterior no es menor. En el teorema que sigue

® Similarmente a lo que ocurre en el teorema anterior, si bien en las iteraciones recientes
el jugador 1 jugd i, el incentivo resultante de la Gnica vez que jugd 21 es muy alto por
la gran diferencia de utilidades entre (¢1,j3) e (¢2, j3), por lo que deberan transcurrir
2% _ 1 iteraciones de i luego de 41 para que las utilidades esperadas se compensen.
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vemos que FP simultdneo puede requerir una cantidad de rondas exponencial
mientras que toda secuencia de FP alternante converge inmediatamente.

Teorema 4 Para todo k > 2, n > 2, m > 3, eriste un juego no degenerado de
intereses idénticos A de n X m representable en O(k+nm.log(max{n, m})) bits,
con rango de imagen O(n + m), y una secuencia de FP simultdneo (i™,57 )ren
sobre A tal que, para todo 7 < 2%, (i7,47) no es un NE puro, y para todo proceso
de FP alternante (?7737)7@1 en A, (?47;4) es un NE puro.

Demostracion. Sea A el juego de intereses idénticos siguiente:

Ji1J2 I3
11|11 2 0
1910 2+4¢€3

Si 0 < e < 1, el juego es no degenerado e (is, j3) es el tinico NE puro.

Consideremos un k > 1 arbitrario. Mostraremos que para ¢ = 27%, un pro-
ceso de FP simultdneo puede tomar 2* rondas antes de que se juegue (is,j3),
mientras que todo proceso de FP alternante converge de forma pura en un ntime-
ro constante de rondas. Al igual que en los teoremas anteriores, €l juego puede
codificarse en O(k) bits.

Veamos primero el caso alternante. Existen dos posibles secuencias de FP
alternante para este juego, dado que el jugador 1 elegird primero y el jugador
2 reaccionara. Si el jugador fila juega i9, el jugador columna responderé con js,
siendo este el NE puro. Si el jugador fila comienza con i1, el jugador columna
responderd con jo. Esto llevard al jugador fila a jugar is en la segunda ronda
por ser Aj? = (2,2 + €), mientras que el jugador fila continuard jugando jo.
Esta situacion se repetirda una ronda mas, tras la cual, la jugador columna se
vera incentivado a jugar js. Estos dos procesos pueden verse en las tablas 3 y
4. Vemos entonces que, independientemente de k, ambos procesos convergen de
forma pura en 4 rondas o menos.

Para el caso simultdneo, nos basamos en la prueba de [24]. Si el proceso
comienza con (i1, j1), las utilidades esperadas seran Ay' = (1,0) y #' B = (1,2,0)
respectivamente. Luego, en la segunda iteracién el jugador fila elegira i vy el
jugador columna jo. Las utilidades esperadas se actualizaran entonces como
Ay? = (%7 %) y 2B = (1,2,0). En total, por al menos 2f — 1 rondas, los
jugadores elegirdn las mismas jugadas que en la iteracion 2, dado que para todo
2 < 7 < 2F tendremos Ay” = (2 — %7 (2+ e)%) y2™B=(1,2,0),y7 < 2F =
I1>e(r—1)=2- % > (24 e)%ﬁl La tabla 5 muestra el proceso.

Concluimos entonces que (i1, 71), (41, 72), ...(¢1, J2) €s una secuencia de apren-

N——
2% — 1 veces
dizaje de FP simultianeo de este juego exponencialmente larga en k y en la cual
no se juega ningin NE puro, y el teorema sigue del lema 3 con a lo sumo nm
elementos que requieren O(log(maz{n, m})) bits cada uno.
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5 = =B v Ay
Iteracion
1 (i2.73) (0,1) (0,2 +¢€.3) (0,0,1) (0,3)

Tabla 3: Proceso de FP alternante sobre el juego del teorema 4 comenzando por
i2

(i,7) =« B y Ay
[teracién
1 (i1, j2) (1,0) (1,2,0) 0,1,0) (2,2+¢)
2 (i2, 52) (3.3) (3,2 +5,3) (0.1,0) (2,2+¢)
3 (i2, J2) (3.2) (3,24 26,2) (0,1,0) (2,2+¢)
4 (2, 3) (1.9) (1.2 + 369 (0.5, 1) (5, *59)

Tabla 4: Proceso de FP alternante sobre el juego del teorema 4 comenzando por
iy

(i,7) = xB Y Ay
Iteracién
1 (i1,71) (1,0) (1,2,0) (1,0,0) (1,0)
2 (ilan) (1'0) (15230) (%a %30) (ga 236)
3 (ilan) (1'0) (17270) (%,%.0) (%74226)
v (in, J2) (1,0) (1,2,0) (2,252,0) (2= 1,(2 + 9==2)
ok .(z'l, J2) (1,0) (1,2,0) (6,1 — €,0) (2 —¢,(2+ €)(1 — ¢€))

Tabla 5: Proceso de FP simultaneo sobre el juego del teorema 4 comenzando por
(41,71)
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7. Conclusiones y trabajo futuro

Hemos probado que FP alternante podria requerir una cantidad exponencial
de rondas antes de alcanzar un NE puro, para lo cual hemos definido juegos
de tamano minimal que pueden ser extendidos manteniendo buenas propieda-
des. Hay varias posibilidades de trabajo futuro. Dado un juego que tenga algin
NE puro, ;cudl es el costo computacional de determinar si FP simultdaneo (o
alternante) va a requerir un nimero exponencial de rondas antes de alcanzar
un NE? En este trabajo mostramos patrones para ello, pero interesaria si en
el caso de matrices cualesquiera se puede mejorar la cota exponencial que ya
tenemos mediante la simulacion del proceso. Una variante involucra generalizar
FP considerando BR(z™~*) con k una constante, es decir, que los jugadores sélo
puedan observar las decisiones tomadas varias rondas atrds. Son también rele-
vantes otras nociones de convergencia mas débiles y el tratamiento de equilibrios
mixtos. Eventualmente se podria combinar FP con aprendizaje por refuerzo. De-
jamos finalmente abierto el planteo de los problemas tratados en este articulo
para juegos de mas de dos jugadores.
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