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Estas son las guias que se elaboraron especialmente para dictar el curso Matematicas Especiales II en
la FCE-UNLP durante la cuarentena 2020-2021.

Matematicas Especiales II es, basicamente, una introduccion a las ecuaciones diferenciales ordinarias y
en derivadas parciales y una asignatura obligatoria para los alumnos de la Licenciatura en Astronomia
y de Geofisica.

Las gufas contienen una serie de problemas resueltos que intentan ayudar al estudiante a desarrollar
su capacidad de cédlculo y de andlisis de los resultados que va obteniendo sin contar (necesariamente)
con la presencia del profesor. Incluyen, también, un buen nimero de ejercicios seleccionados.

Los temas considerados son cldsicos; la fundamentacién de los resultados tedricos que se enuncian en
cada capitulo pueden encontrarse en los muchos y excelentes textos disponibles en Internet. En la
bibliografia se listaron solo aquellos que se han usado en la elaboracién de estas guias (varios de ellos
corresponden al nivel de la asignatura Matemédticas Especiales II). Muchas de las graficas que ilustran
los ejemplos son de elaboracién propia, otras (las mejores logradas, por supuesto) fueron tomadas de
algunos de estos libros.

Las notas que aqui se presentan podrian resultar utiles para cualquier estudiante interesado en las
ecuaciones diferenciales y sus aplicaciones con conocimientos de algebra lineal y calculo diferencial.
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]_ e Conceptos fundamentales

Una ecuacion diferencial es una ecuacién en la que aparecen derivadas de una funcién incognita.

Clasificaremos a las ecuaciones diferenciales por tipo, orden y linealidad.

Si la funcién incdégnita es de una variable la ecuacién se llama ordinaria (EDO); si es de varias
variables, la ecuacién es en derivadas parciales (EDP).

Ejemplo 1.

e FEcuaciones diferenciales ordinarias
dy
—+axy=0
dzx

y'+vy +x=cosz
(z* +y?) dz + (z —y)dy = 0

e Ecuaciones diferenciales en derivadas parciales

Pu_ P on
ox?  Ot? ot
Uy +Yyuy =0

?u  0%u
522 T 32

pry @Iy

Se llama orden de una ecuacién diferencial al orden mas alto de las derivadas que aparecen en
ella.

Ejemplo 2.

4%y’ +y =2 es una EDO de primer orden

0? ou\3
2y + 5(77"1’) —4y =% es una EDP de segundo orden
Ox? oy

Una ecuacién diferencial es lineal cuando las funciones incégnitas y sus derivadas solo aparecen
como polinomios de grado uno.

Ejemplo 3.

7

y" + xy — by = e® es una EDO lineal de tercer orden

(1 —y)y +2y =sinx es una EDO no lineal de primer orden




Yy’ +xsiny =0 es una EDO no lineal de segundo orden

d4
d—'z +4%> =0 es una EDO no lineal de cuarto orden
x

Se llama solucién de una EDO de orden n a una funcién ¢(z), definida en un intervalo I junto
con sus derivadas sucesivas hasta el orden n inclusive; tal que, al hacer la sustitucién y = ¢(x)
en la ecuacion diferencial, esta se convierte en una identidad para todo z en el intervalo I. El
intervalo I se conoce como intervalo de definiciéon, intervalo de existencia, intervalo de
validez o dominio de la solucion.

Ejemplo 4.

e La funcién p(x) = — es solucién de la ecuacién diferencial xy’ + y = 0 en el intervalo (0, c0).
x

En efecto, ¢(x) estd definida y es derivable en (0, 00) y verifica

' (z) + (x) =z (—%) + é =0 Vz € (0,00).

e La funcién ¢(z) = x4+ 4v/x + 2 es solucién de la ecuacién diferencial (y — x)y' =y —x + 8 en el

intervalo (—2, 00).
() estd definida en [—2,00) y es derivable en (—2,00) y verifica

4
2v/x +2

lado derecho de la EDO:  ¢(z) —z+8=ac+4vVr+2—-2+8=8+4vVr+2

En efecto, ¢

lado izquierdo de la EDO :  (p(x) — 2)¢'(z) = (z + 4Vx + 2 —x)(1 + ) =8+4Vr+2

son iguales vze(—2,00)

e La funcién o(z) definida implicitamente por la relacién e=%(®) 42 = 1 es solucién de la ecuacién
diferencial 2y’ + 1 = €Y en el intervalo (—oo, 1).

En efecto, si x € (—00,1), ¢(x) = —In(1 — x). Luego,

1 1
lado izquierdo de la EDO : z¢/(z) +1 == 1 +1= 1
—x —x

1

lado derecho de la EDO :  ¢#(®) — -
— X

son iguales vze(—oo,1)

1. Clasifique las siguientes ecuaciones diferenciales.



(a) (1 —x)y" + 4xy’ — 5y = cosx
Py _ (@)2
dz? dx

up — k(uge + uyy) = F(x,y) (k> 0 es constante, F'(x,y) es dato)

(b)
(c)
(d) uzp +uy =1
(e) ¥ +vy +y=cos(z+y)

2. Compruebe que la funcién indicada es una solucién de la ecuacién diferencial dada. Suponga un
intervalo I de definicién adecuado para cada solucién.

(a) p(z) = 8wy +y=cosz
x
b z) =x2v1 — x2; =g — 223
(b) ¢ Yy
(c) ¢(x) = e <1 + / e’ dt); y 4+ 2zy =1
0

(d) ¢(x) = e3* cos(2x); y' -6y +13y=0

1 2
(e) p(z) = 2 y = 2zy
() ¢(z) = (2 - Inz)y/z; 4%y" +y =0

e#—1 six>0

. es una solucién de
1—e siz <0

3. Compruebe que la funcién definida por tramos p(x) = {

la ecuacién diferencial y' = |y| + 1 en (—o0, 00).

Se llama solucién general de la ecuacién diferencial ¢y = f(x,y) a una funcién y = ¢(z,C)
que depende de una constante arbitraria C' y que satisface la ecuacion diferencial para cualquier
valor de la constante C'. Se llama solucién particular a la que se obtiene de la solucién general
asignandole un valor determinado a la constante C.

Ejemplo 5.
La funcién y = Ce® es la solucién general de la ecuacién diferencial de primer orden 3’ —y = 0 en el
intervalo (—oo, 00) para todo C real. En particular, eligiendo

* (C = 3, obtenemos la solucién y = 3e” que pasa por el punto (0, 3),

z—1

* ' = —2e~ !, obtenemos la solucién y = —2e*~!, que pasa por el punto (1, —2).



Geométricamente, la solucién general y = Ce® determina una familia de curvas en el plano (la familia
es infinita ya hay una curva para cada valor real de la constante C); se denominan curvas integrales.
La solucién particular y = 3e” es la curva integral que pasa por el punto de coordenadas (0, 3).

El problema de encontrar la solucién de la ecuacién diferencial y' = f(z,y) sujeta a la condicién
y(x0) = yo se denomina Problema de valores iniciales (PVI).

Ejemplo 6.

Y +2xy? =0
y(0) = -1

La funcién ¢(x) = en el intervalo (—1,1).

2 _

es la solucién del PVI {
T

En efecto, p(x) estd definida y es derivable para todo x en (—1,1); el intervalo (—1,1) contiene al
punto inicial 29 = 0; ¢(0) = -1y

@)+ 20(0(@) =~ + 207 =0

(0, -1




4. Compruebe que la familia de funciones indicada es una solucién de la ecuacién diferencial dada.
Suponga un intervalo I de definiciéon adecuado para cada solucién.

(a) p(z,c) = 1T ot Yy =y(l—vy)
(x,c) = ¢ ; y —tanz -y =0
Cos X
(x,¢) = x(c — In|z|); xy —y=-—x
Z,C) = Cx — X COS X; xy —y=a’sinx
(z,¢) ; Y~y
(z,c1,c2) = c1€%® + coze??; y' —4y +4y =0

En cada caso, grafique las curvas integrales para distintos valores de c.

5. La funcién ¢(z,c) = 1 po=s o5 una familia de soluciones (de un parametro) de la ED de primer
—ce
orden y' = y — y%. Defina un PVI asociado a esta ecuacién diferencial y encuentre la solucién

correspondiente a la condicién inicial

(a) y(0) = ~1/3
(b) y(~1) =2

' " Graficar las soluciones halladas.

6. Verificar primero que y(z) satisface la ecuacién diferencial dada. Después determinar un valor
de la constante C' tal que y(x) satisfaga la condicién inicial dada.
(a) ¥’ =32%(y* +1); yla)=tan(a®+C); y(0) =1
(b) ¥ +y tanz = cosz; y(z) = (x+C)cosz; y(m)=0
(c) wy/ =3y =23 y(x)=23(C +Inx); y(1)=17

Graficar las soluciones halladas.

y(0) =1/2

figura es la unica solucién posible. Explique su razonamineto.

: =z —2 . . .
7. Considere el PVI { I =272 Determine cual de las curvas que se muestran en la siguiente




8. La funcién ¢(z,c1,c2) = c1€” + coe™* es una familia de soluciones (de dos pardmetros) de la ED
de segundo orden y” —y = 0. Defina un PVI asociado a esta ecuacién diferencial y encuentre la
solucion correspondiente a las condiciones iniciales

5T /f 5
A i
Il IIIIIl T | | "l/l (- Il | | | I I T I K’IT}T;HT
AR S B 5
\ I f 4
T/ T
-5+
1
I /TN
N/ARLEEEY S NS =;‘=====g====x
Wil IT N\ /
i N
-5+ -5+

Relacione cada solucién con al menos un par de las siguientes condiciones iniciales.

(@) y()=Ly1L)=-2 (b) y(=1)=0¢(-1)=-4 () y(1)=1Ly(1)=2
(d) y0)=-Ly0)=2 (o) y(0)=-1;4(0)=0 (f) y(0) = -4 y'(0) = -2

10. Una funcién g(x) se describe por alguna propiedad geométrica de su grafica. Escriba una ecuacién
diferencial de la forma y/(z) = f(z,y) que tenga a la funcién g(x) como su solucién (o como una
de sus soluciones) en los siguientes casos:

(a) la pendiente de la gréfica de g en el punto (z,y) es igual a la suma de x y de v,

(b) la recta tangente a la gréfica de g en el punto (x,y) corta al eje de las = en el punto (z/2,0),

(c) la recta tangente a la gréfica de g en el punto (z,y) pasa a través del punto (—y, z),
)

(d) todas las rectas normales a la gréfica de g pasan a través del punto (0,1) (cémo seria la
grafica de la funcién g7?).



La ecuacion diferencial
Y = f(z,y) (1)

determina en cada punto (z,y) (en el que f(z,y) estd definida) el valor de la pendiente de la
recta tangente a la curva solucion o integral en ese punto.

Luego, podemos asociar a cada punto (z,y) del plano un segmento de pendiente f(z,y); es decir,
un vector (unitario) de coordenadas

( 1 f(z,y) > ‘ (2)
VIF @ y))? Vit (f(z,y)?

A este conjunto de vectores se lo denomina campo de direcciones correspondiente a la ecuacion
diferencial (1). Una vez dibujado dicho campo (lo que se puede hacer sin resolver la ecuacién
diferencial), las soluciones de (1) seran las curvas tangentes en cada punto a los segmentos del
campo de direcciones.

El campo de direcciones asociado a una EDO nos permite inferir propiedades cualitativas de sus
soluciones (por ejemplo, si son asintéticas a una recta, si son cerradas o abiertas, etc.).

Ejemplo 7.

El campo de direcciones correspondiente a la ecuacién diferencial 3y’ = 2 — y se muestra en la figura
siguiente.




En este caso, cada vector unitario viene dado por (ver (2)):

2—y

1
(\/1+(2—y)2’\/1+(2—y)2> -

Observemos que

(y=3 = (5%
y=2 — (1,0)
y=1 = (5 %)

L v="-1 = (/5 7%)

- sobre cada linea horizontal (donde y es constante) las pendientes son constantes; esto es asi
porque y’ depende de y solamente,

- la recta y = 2 divide la plano en dos regiones; en cada una de estas regiones la derivada 1/ tiene
el mismo signo (las curvas integrales serdn crecientes si y < 2 y decrecientes si y > 2),

- la ecuacién diferencial también brinda informacion sobre la concavidad de las curvas integrales;
en efecto, derivando se tiene y” = 0 —y = —(2 — y), por lo tanto, las curvas integrales serdn
concavas hacia arriba si y > 2 y concavas hacia abajo si y < 2.

En la figura siguiente se muestra un bosquejo de las curvas integrales que pasan por los puntos

i) (0,1) i) (1,0) iii) (0,3)
iy Y
\ e
L
\
3 _‘\\;4
2
: : | . / : /: ;
4 A A Y A
e i !

Observemos también que

- todas las curvas integrales tienen a y = 2 como asintota horizontal; por lo tanto, li_)m o(z) = 2.
x oo



11. En la siguiente figura se muestran dos campos de direcciones; cual de ellos corresponde a la ED
y = 22 — y?? Ubique en el gréifico a los puntos (1,0), (1,1), (0,1) y haga un bosquejo de la
curva integral que pasa por el punto (0, 1) hasta que interseca a la recta x = 2.

L Y

T
12. En la siguiente figura se muestra el campo de direcciones correspondiente a la ED ¢y = ——.

Haga un bosquejo de algunas curvas integrales; estaran representadas por una tnica funcién?

Yy
2

13. El campo de direcciones correspondiemte a la ED 3’ = x(y — 1) se muestra en la figura siguiente.

(a) Haga un bosquejo de las curvas integrales que pasan por los puntos

(b) A partir de los bosquejos, proponga una expresién para la curva integral que pasa por el
punto (0,1).

(¢) Chequee la propuesta del inciso anterior reemplazéndola en la ecuacién diferencial.



14. El campo de direcciones correspondiemte a la ED 3’ = x + y se muestra en la figura siguiente.

(a) Haga un bosquejo de las curvas integrales que pasan por los puntos
i) (0,0) i) (~3,1) i) (~1,0)

(b) A partir de los bosquejos, proponga una expresién para la curva integral que pasa por el
punto (—1,0).

(c) Chequee la propuesta del inciso anterior reemplazéndola en la ecuacién diferencial.

)
S T
—4; 4
e N
* * *

Por siglos las ecuaciones diferenciales han ocupado los esfuerzos de cientificos para describir algin
fenémeno fisico o para traducir una ley empirica o experimental en términos matematicos. La
descripcién matematica de un sistema de fenémenos se llama modelo matematico.

10



15. De acuerdo con la ley de enfriamiento/calentamiento de Newton, la rapidez con la que cambia
la temperatura de un cuerpo es proporcional a la diferencia entre la temperatura del cuerpo y
la del medio que lo rodea o temperatura ambiente.

(a) SiT(t) representa la temperatura del cuerpo al tiempo t y T, es la temperatura ambiente,
determine una ecuacién diferencial que traduzca matematicamente la ley de Newton.

(b) En la grafica se muestra la variacién con el tiempo de la temperatura T'(t) de una taza de
café que se enfria de acuerdo con la ley de Newton.

Ta
2004
150 _j\x

100+ \

50

0 25 0 75 oo 1
minutos

Utilice estos datos para ajustar las constantes de la EDO que gobierna este proceso y para
determinar Tj, la temperatura en el momento en que se sirve el café (¢ = 0). Luego, defina
el PVI correspondiente.

16. Suponga que se hace un agujero que pasa por el centro de la Tierra y que por él se deja caer una
bola de masa m como se muestra en la figura. Construya un modelo matemaético que describa
el posible movimiento de la bola.

El tunel esta excavado de polo a polo de manera que la rotacién de la Tierra no influye sobre el
movimiento.

17. En la figura se muestra un circuito con una resistencia y un capacitor. El voltaje de la batera V'
es constante y el capacitor estd inicialmente descargado. Al inicio, el interruptor esté cerrado en
el punto B. En t = 0, el interruptor se mueve repentinamente del punto B al punto A. Obtenga
el modelo de ecuacion diferencial para el voltaje del capacitor V; en funcién del tiempo.

11
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18. Suponga que cuando la curva plana C' que se muestra en la figura se gira respecto al eje x genera
una superficie de revolucién con la siguiente propiedad: todos los rayos de luz paralelos al eje
x que inciden en ella son reflejados a un solo punto O (el origen). Utilice el hecho de que el
angulo de incidencia es igual al angulo de reflexién para determinar una ecuacién diferencial que
describa la forma de la curva C. Esta curva C' es importante en aplicaciones como construccion
de telescopios o antenas de satélites, faros delanteros de automdviles y colectores solares.

tangente

12



2 e Ecuaciones de variables separables y ecuaciones que se reducen a ellas

Una EDO de primer orden se dice que es separable o que tiene variables separables si es de

la forma ;
y _
it (z)g(y)

La integral general de esta ecuacién tiene la forma

/g(ly)dy—/f(x)dm:(}’.

Después de integrar, se obtiene una familia monoparamétrica de soluciones (usualmente, quedan
expresadas de manera implicita).

Ejemplo 1.  Encuentre la solucién general de la siguiente ecuacién diferencial 3’ — (z + 1)y® = 0.
Suponga un intervalo I de definicién adecuado para cada solucién.

Observemos primero que

es una ED no lineal de primero orden. Observemos también que f(x,y) es separable y que, claramente,
y = 0 es una solucién de la ED con dominio en R. Si y # 0, podemos expresar la ED de la siguiente
manera

y/
Yy

Multiplicando por dz e integrando con respecto a x se obtiene

/yly(j)da::/(:c+1)dx—0 o [ %= [@rva-c _21y2:(f’5+21)2_c_

Luego, las curvas solucién satisfacen la relacién

1

(g;+1)2+?:20

donde, obviamente, debe ser C' > 0. Observemos que el dominio de la soluciéon depende del valor de
C' o, equivalentemente, del dato y(z¢) = yo. En efecto, la solucién estard bien definida si

—(z+1)*4+20>0 — |z +1<V20.

La dependencia del dominio de validez con la constante de integracién es frecuente en ED no lineales.
En la siguiente figura se muestran las curvas integrales correspondientes a distintos valores de C' y la
solucién trivial y = 0.

13



Ejemplo 2. Encontrar la solucién general de la ecuacién diferencial (1 + e*)yy’ = e®.

Se comprueba que es de variables separables escribiendo la ED en la forma standard; es decir,

x T

’_ e — r_ €
y_(l—i—ex)y Y9 =T v e
—_——
fzy)

Integrando, hallamos la solucién general

—_

§y2:ln(1+ex)+c; ceR:In(1+¢€")+c>0.

Resolviendo para y explicitamente, obtendremos dos soluciones

y=+/2In(1 4 e?) 4 2¢ e y=—2In(1 + %) + 2¢.

Sabemos que la constante de integracién ¢ queda determinada si se conoce un punto por donde pasa
la curva solucién (dato inicial). Supongamos, entonces, que y(zp) = yo es un dato inicial cualquiera;
obtendremos inmediatamente

1
00::5y8—1n0f+6m)

Obsérvese que, si ¢y > 0, ambas soluciones estan definidas para todo z. En cambio, si ¢y < 0, las
soluciones solo existen si

In(l1+e*)+c>0 — x>In(—-1+e @).

Ejemplo 3. Resolver la ecuacién 3y’ = 3% — 4.

Supongamos que y? — 4 # 0; esto nos permitird separar variables; tendremos

1
y?—4

, . 1 1 1 '
y =1 o, equivalentemente, - (* - 7) y =1
4\y—2 y+2

14



Integrando y utilizando propiedades de los logaritmos, se obtiene

ln|y 2|—71n|y+2|—71 ‘y

’—x+c
La expresién anterior nos permite resolver para y explicitamente; en efecto, usando las propiedades
de las exponenciales

y_2‘:64r+4c:e4m64c L YT2 e e y:21+k€4x’ con k — Letc
y+2 y+2 1— ket

Dado un dato inicial y(z¢) = yo cualquiera, puede determinarse la constante de integracién k. En este
caso, se obtiene inmediatamente

Yo — 26_4350

Yo+ 2

Obsérvese que, si kg < 0, la solucién estd definida para todo x. En cambio, si kg > 0, la solucién solo
existe si

0=

1
1—koe®* £0 — x;«é—z In kg.

Estas son todas las soluciones posibles?

Una ecuacion diferencial ordinaria en la que la variable independiente no aparece explicitamente
se llama auténoma; es de la forma

Y =fy) (1)

Supondremos que la funcién f en la ecuacién (1) y su derivada f’ son funciones continuas de y
en algun intervalo I; las raices de la funcién f son de especial importancia en este contexto.

Decimos que un nimero real a es un punto critico de la ecuacién diferencial auténoma (1) si es
una raiz de f; es decir, si f(«) = 0. Un punto critico también se llama punto de equilibrio o punto
estacionario. Ahora observe que si sustituimos la funcién constante y(z) = « en la ecuacién (1),
entonces ambos lados de la ecuacién son iguales a cero.

Si « es un punto critico de la ecuacion (1), entonces y(x) = « es una solucion constante
de la ecuacion diferencial autonoma; se llama solucion de equilibrio.

Las soluciones de equilibrio son las tnicas soluciones constantes de la ecuacién (1).

Volviendo a la ecuacién que estabamos resolviendo, el lado derecho es 3% —4 = (y — 2)(y + 2); por lo
tanto, y = 2 e y = —2 son dos soluciones constantes o de equilibrio. Finalmente, el conjunto completo
de soluciones sera

( -2
1+ ket
=4q¢ 2——: k#£0
4 1 — keds’ 7
2

Observése que la solucién y = 2 podria obtenerse del conjunto completo de soluciones para k — 0.

1
Por otro lado, si multipliciramos numerador y denominador por ¢ = o la familia de soluciones podria

15



escribirse de la siguiente manera:

-2
B c+ e4x
y=9 2 T c#0
L 2
Ahora, la solucion y = —2 puede obtenerse de la expresion general haciendo ¢ — 0. En conclusidn,

si se permitiera que la constante de integracion k tomara los valores limites 0 y co, se podria escribir
simplemente
1+ ket

_g_the
y 1— kel

- k>0
— k<0

1. Encuentre la solucién general de las siguientes ecuaciones diferenciales. Suponga un intervalo [
de definicién adecuado para cada solucién.
(a) B—2)y' —(2+y)=0
(b) zydr — (1+2%)dy =0
(c) ¥ —6z(y —1)** =0
)

(d) (z+vV2)y = (y+Y)
(e) y’=\/1_zz

T [—]
2. Resuelva el siguiente PVI { ; te )lyy .

3. En cada uno de los siguientes casos, encuentre la ecuacién de la curva cuya pendiente en un
punto cualquiera es la funciéon dada de las coordenadas y pasa por el punto particular indicado:

16



Una ecuacién de la forma ®(z,y,a) = 0; a € R, referida a un sistema de ejes rectangulares
representa, para cada valor de «, una curva plana; es decir, es una familia de curvas dependiente
del pardmetro o o una familia monoparamétrica de curvas planas. Eliminando el pardametro o
entre las siguientes dos ecuaciones

®(z,y,a) =0,
82+8£ )
Ox ny_ ’

es posible encontrar la ecuacién diferencial que verifican todas las curvas de la familia.

Cuando todas las curvas de una familia y = ¢(z, ¢1) intersecan ortogonalmente a todas las curvas
de otra familia y = ((x, c2), se dice que las familias son trayectorias ortogonales entre si.

Ahora bien, dos curvas son ortogonales cuando las rectas tangentes a las respectivas graficas son
perpendiculares en los puntos donde se intersecan. De la geometria euclidea, se sabe que dos
rectas con pendientes mi y msg son perpendiculares si, y solo si, my - mg = —1.

Luego, si ¥’ = f(x,y) es la ecuacién diferencial de una familia, la ecuacién diferencial que deter-
mina las trayectorias ortogonales sera

, 1
V= Tty

Ejemplo 4.
a) Hallar las trayectorias ortogonales a la familia de curvas o, (z) = a2®, a # 0.

Encontremos primero la ecuacién diferencial que satisfacen las curvas ¢, (z); hacemos y = ¢4 (x) y
buscamos eliminar el parametro « entre las ecuaciones

y—axd =0,
—Saxt+y =0.

Haciendo esto, obtenemos

;Y
y = 5= .
x
~—
f(z,y)
Por lo tanto, la ecuacién diferencial para las trayectorias ortogonales serd
1
Y=—T, wA0y#0
Y
que es una EDO de variables separables. Resolviendo,
r_ 99 1, 2 2 _ . e .
Syy =—oz — 59 = 3% +8 = z°4+5y =20 .. esuna familia de elipses.
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b) Encontrar las lineas de fuerza del campo eléctrico cuyas curvas equipotenciales estdn dadas por
cosy —ae *=0;aeR.

Las curvas equipotenciales y las lineas de fuerza de un campo eléctrico constituyen familias de trayecto-
rias ortogonales; asi, el problema se reduce a determinar las trayectorias ortogonales correspondientes
a las curvas cosy—ae™® = 0; o € R. Hallemos primero la ecuacién diferencial asociada a esta famillia.
Derivando implicitamente con respecto a x, se tendra

/. _
—y siny +ae”* =0.
Si se eliminara « entre las dos ecuaciones

cosy —ae ¥ =0,
-y siny +ae ® =0,
se obtendria la ecuacion diferencial de las curvas equipotenciales; haciendo esto, se llega a

cos
—y siny + cosy =0 — y = J

siny
Luego, la ecuacién diferencial de las trayectorias ortogonales sera:
Yy = —tany — es de variables separables.

Observemos primero que las rectas y = km; k € Z, son solucién. Para y # km; k € Z, tendremos

cos
/_ydy:—/dx — In|siny|=—-x+4+c¢ — |siny|=€%"" — siny=+e‘e "
siny

Finalmente, ambos tipos de soluciones pueden escribirse de la forma
siny —fe *=0; BeR.
Obsérvese que, si se elige 8 # 0, el dominio de cada solucién quedard determinado por
—1<pe*<1 — z>In|g|.
En la siguiente figura, se muestran las equipotenciales y las lineas de campo correspondientes a valores

positivos de a y [3; para ello, se ha restringido la variacién de la funcién y al intervalo 0 < y < /2.
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IR

cosx —ae *=0;a=1,234

sinx— e *=0;3=1,2,3,4

05

4. Considere la familia de curvas ¢, (z) = ,a €R.

T+«
(a) Encuentre la ecuacién diferencial que tiene a @, (z) como solucién general.

(b) Determine las trayectorias ortogonales de esta familia.

Cr
t';‘v-.:
‘ “ Trazar las graficas de ambas familias en un mismo sistema de ejes coordenados.

5. Encuentre una solucién de la ecuacién xy’ = y?> — y que pase por el punto de coordenadas
(a) (0,1)
(b) (0,0)
(c) (2,1/4)

o

‘-@. Graficar las soluciones halladas.

6. Con frecuencia, un cambio radical en la forma de la solucién de un PVI corresponde a un cambio
muy pequeiio en la condicién inicial. Determine una solucién explicita de la ED 3/ = (y — 1)?
sujeta a la siguiente condicién inicial:

(a) (0,1)
(b) (0,1.1)
(c) (0,1.15)

"@ " Graficar las soluciones halladas; comparar cada solucién en una vecindad del punto (0, 1).

7. En los problemas siguientes, resolver las ecuaciones diferenciales sujetas a la condicién indicada
cuando x — oo.
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(a) (x+1)y =y—1, y acotada para z — oo
(b) 23siny -y =2, y—7/2, =— +oo

(¢) ¥ =2x(y+m), vy acotada para z — oo
(d) 23y —siny =1, y— 571, 2 — 00

8. Dentro de ciertas limitaciones de velocidad, la resistencia del aire en un automovil es proporcional
a la velocidad. Por lo tanto, si F' es la fuerza neta generada por el motor, tenemos

Md—v—F kv.
dt

Si v = 0 cuando t = 0, demostrar que:

v = %(1 — e~ (k/M)ty,

9. Supédngase que un cable uniforme flexible estd suspendido entre dos puntos (+L, H) ubicados
simétricamente a un lado y otro del eje x.

y

Pueden utilizarse principios de fisica para mostrar que la forma ¢(z) del cable colgando satisface

la ecuacion diferencial
ay’ =1+ (y)*

donde la constante a = T'/p es la relacién entre la tensién 7' del cable en su punto mas bajo
x =0 (donde y'(0) = 0) y su densidad lineal p que se asume constante. Resolver esta ecuacién
diferencial usando el cambio de variable v(z) = y/(z). Mostrar que

o(z) = acosh( ) +C.

Esta curva se llama catenaria, nombre que proviene de la palabra latina cadena.

La ecuaciones del tipo 3’ = f(ax+by+c) se reducen a ecuaciones de variables separables mediante
el cambio de variable z = ax + by + c.
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Ejemplo 5. Resolver la ecuacién ' = (z + y + 3)2.

Se resuelve por sustitucion; en efecto, haciendo
v(z) =z +y(r)+3 — y(x) =v(x) —z—3 — Y () ='(x) — 1.
Luego, la ecuacién diferencial transformada sera
v =1+ — es de variables separables.

Integrando, obtendremos

dv
To 2= dr — arctanv=z+c — wv=tan(z+c¢) — x+4+y+3=tan(xz+c).

Finalmente, la solucion general de la ecuacién diferencial original es
y=—-c—3+tan(z+c); ceR.

La siguiente figura muestra las curvas solucién para distintos valores de c. Se observa que, aunque la
funcién f(z,y) = (z+y+3)? es continua para todo (z,y) € R?, cada solucién es continua solamente en
un intervalo acotado. Mas precisamente, debido a que la funcién tangente es continua en el intervalo
abierto —7m/2 < x < 7/2, cada solucién particular es continua en el intervalo —7/2 — ¢ < z < 7/2 —c.
Esta situacion es bastante comin en ecuaciones diferenciales no lineales.

y=-—x—3+tan(x+c)c=-2,-1,0,1,2,3

10. Resolver:

(a) o = z+2y—8
L R I |
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1
b) v = 1
(b) y oy
() Yy =2+ y—22x+3

(d) 3 =14V
(e) ¥ =sin(z —y)

y =(-2z+y)? -7

y(0) =0 ‘

Compruebe que la solucién ¢(x) no es acotada conforme x — co. Sin embargo, ¢(x) es asintdtica
a una curva conforme xz — oo, cudl es la ecuacién de esa curva? es solucién de la ecuacion
diferencial?, cémo se comporta la solucién cuando r — —oo?

11. Encuentre la solucién del PVI {

Fponel
S

@ " Graficar la solucién hallada y las curvas limites.

Una ecuacién diferencial de la forma 3y’ = f(z,y) se dice homogénea si f(x,y) es una funcién
homogénea de grado cero en sus argumentos.

Una ecuacién homogénea siempre se puede escribir de la forma
/ Y
y = <P<*>- 2
v 2)
. : 02 o 2 g ) 22
De esta manera, introduciendo una nueva funcién incéngnita u = =, la ecuacién (2) se reduce a
x

la ecuacion de variables separables.
zu' = p(u) —u (3)

Ejemplo 6. Resolver la ecuacién xy' = /22 — y2 + y para z > 0.

/ 2
y = 1_(3) +g.
x x

Como la ecuacién es homogénea, hacemos y = x u; entonces 1y’ = u+z u’. Sustituyendo en la ecuacién
diferencial, se tiene

Escribamos la ecuacion de la forma

ut+zu =+v1—-u?+u - zu =1 —u2
Supongamos que u # £1. Separando variables e integrando, obtendremos

1
u = — arcsinu=Inz+c=Inz+Ink=In(kz), conk=c¢e°

V1—u2 x

Observemos que

n(kz)| <7/2 = e ™?<ka<e?
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Por consiguiente, la solucién general sera
y(z) = zsin(ln(kx)), k>0.
Estas son todas las soluciones posibles?

El proceso de separacion de variables excluyé a las rectas u = +£1; es decir y = +x que satisfacen la
ecuacién diferencial (comprueben que es cierto). Entonces, el conjunto completo de soluciones serd
—x
y(x) =< zsin(In(kz)) k>0
x

En la siguiente figura, se muestran las curvas solucién correspondientes a k = 0.5, 1, 2. Debido al radical
presente en la ecuacién diferencial, estas curvas estédn confinadas en la regién triangular x > |y|.

Obsérvese que las curvas integrales correspondientes a estos valores de k son tangentes a las curvas
y = +x en los puntos extremos de sus dominios. En general, si k > 0, tendremos

6:i:7r/2

v (x) = sin(In(k x)) + cos(In(kx)) — y’( ) = +1.
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Las rectas y = 4z son soluciones singulares de la ecuacién diferencial.

*x kK

12. Resolver:

(a) 2y —y=Va2+¢?
(b) i = 23773/
_yQ
(c) —ydx—l—(:c%—f)
(d) oy =y +2ze =, y()=0

=

13. Las curvas equipotenciales de cierto campo electrostatico se pueden aproximar por las elipces
22 — 2a.x + 2y? = 0. Encuentre las lineas de fuerza.

a1x + by + c1

asx + bay + ca
homogéneas trasladando el origen de coordenadas al punto (zg,yp) de interseccién de las rectas

. / . . . .
Las ecuaciones de la forma y = f < > se convierten en ecuaciones diferenciales

a1x +biy+c1 =0 y asx + boy + co = 0.

Esto se consigue haciendo el cambio de variables

U =T — 20 v=Y—Yo-
2y — 7
Ejemplo 7. Resolver la ecuacién 3y’ = u
4r — 3y — 18

Examinemos el sistema de ecuaciones algebraicas lineales

-1 2

20 —x4+7=0
4 -3

dr — 3y —18=0 A:'

’ = -5 — tiene solucién unica.

Resolviendo, encontramos que la solucion es (xg,y0) = (3, —2). Luego, hacemos la sustitucién

urz)=x—x90=2—3 . r=u(xr)+3 N dy dv
() = y(2) — yo = y(a) +2 y(@) = v() - 2 dr ~ du’
y la ecuacién diferencial se transforma en
"(u) 2v U — es homogénea
v(u) = —— mogénea.
4u — 3v &

Para resolver la ecuacién transformada, hacemos una nueva sustitucion

2z —1
4 — 3z

v(u) =uz(u) — vV =z+2u — z2+2u= — es de variables separables.
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Separando variables, tendremos
, o 322-22-1 4/3 — 2 , 1/ 1 5 , 1
O itk RIS VR S N O
4—3z (z—=1)(2+1/3) 4\z—-1 =z+1/3 u

Integrando, hallamos

z—1 z—1
P LS
RICESVEE B Gz+1/3p "
Finalmente, volviendo a las variables originales
v y+2 y—x+5 e
= — = — —— = = =+ 0.
v z—3 wisyrap M eTEET
* k%
14. Resolver:
(a) (x+y+2)+(z—y+4)y =0
2
y+2
b))y =2 ———
(b)y <x+y+1)
() (z—y)y =2+y—6
* k%

Supongamos que la funcién f(z,y) tiene la siguiente propiedad: existe a # 0, fijo, tal que

f(tl‘,tay) = tailf(xvy)'

Entonces, el cambio de variable y = u® transforma la ecuacién diferencial 4/ = f(x,y) en una
ecuacién diferencial homogénea.

15. Resolver:

(a) (22y% — 1)dy + 2zy3dz =0
() (y* —32%)dy +2ydr =0

EJERCICIOS ADICIONALES

1. Con las técnicas introducidas en esta guia, se pueden resolver las ecuaciones diferenciales de los
ejercicios 10-12 de la Practica 0. Encuentre las soluciones correspondientes y compare con el
bosquejo de las curvas integrales que hizo en esa ocasién.

2. Encuentre la forma de un espejo que refleja todos los rayos que emanan de un mismo punto en
forma paralela a una determinada direccién. (Sugerencia: ver el ejercicio 15 de la Prdctica 0).
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3 e Ecuaciones diferenciales lineales de primer orden y ecuaciones que se reducen a ellas.

Una ecuacién diferencial de primer orden de la forma

dy

o +p(z)y = q() (1)

se dice que es una ecuacion lineal en la variable dependiente y. Se asume que las funciones
p(x) y q(x) son continuas en el intervalo donde se busca la solucién de (1).

Si g(x) = 0, la ecuacién (1) se llama lineal homogénea; en caso contrario, se llama lineal no
homogénea. La ecuacién lineal homogénea es una ecuacién de variables separables; tiene una
solucién general de la forma

Ye(x) = ce= /@) dz,

La solucién general de la ecuacién (1) puede escribirse como la suma de dos soluciones

y(z) = yo(z) + e~ P dw/q(:n) eJ P g, (2)

/

Yp(z)

la funcién y,(x) es una solucién particular de la ecuacién no homogénea (1).

Ejemplo 1.
a) Resuelva la ecuaciéon o' + 2xy = 2re",

Observemos primero que p(x) = 2z y q(z) = 2x e~ son funciones que estan definidas y son continuas
en (—oo,00).

Comencemos resolviendo la ecuacién homogénea asociada; esto es 3’ + 2xy = 0. Separando variables
e integrando, obtendremos

k—x?

1
—dy = —2wdr = Inly| = -2 + k= [y| = ¢ — y =+, keR.
Yy

. . 2
Luego, haciendo ¢ = +e”, se tiene y, = ce™?".

Para hallar la solucién particular, tengamos en cuenta que e~ [p@)de _ o—a? Entonces,
yp = e/ P@dz / qz) e/ P A gy — o= ( / 2ze " &’ dx) = 2% %",

Finalmente, la solucion general sera
.2
y=yetyp=(2"+cle .
con dominio de validez en (—o0, 00).

b) Resuelva la ecuacién zy’ — 4y = 2%¢®.
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4
Observemos primero que p(x) = —— y q(x) = 2°e* son funciones que estén definidas y son continuas
x
en (—00,0) y (0, 00).

Como siempre resulta tedioso memorizar férmulas, vamos a presentar un método alternativo (pero
completamente equivalente) para hallar la solucién general de una EDO lineal de primer orden.

Supongamos que y = u(z)v(x); con u y v funciones derivables a determinar. Reemplazando en la
ecuacion diferencial se tiene

!/
zu' —4du =0
z(u'v 4+ uwv') — duww = 2" = (zu/ — du)v + 2w’ = 2%" = { w2

Asi, hemos transformado la ecuacién original en un sistema de EDOs de primer orden. Resolvemos
primero la ecuacién homogénea. Separando variables e integrando, se tiene

1 4
—du=—dr=1Inlu|=4ln|z|+ k= |u| = 2" = u=%c"2' = u=0az!, o=+
u x

Luego, reemplazando u = a z? en la ecuacién no homogénea obtendremos

1 1
axd =18 = v = Zze® = v = —(ze® — " +¢).
« a

Finalmente, la solucion general sera

4 4

1
y=uv=azt —(ze® —e® +¢) = 29e® — zte® + ca’.
«

con dominio de validez en (—o0, 00).
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Observacién 1: Analizando los célculos realizados, es evidente que la constante de integracién k podria
haberse elegido igual a cero sin perder generalidad.

Observacién 2: Los valores de z para los que p(x) es discontinua se llaman puntos singulares de la
ecuacién. Los puntos singulares son potencialmente problemaéticos.

En el dltimo ejemplo analizado, la ecuacién diferencial tiene un punto singular en x = 0; los problemas
causados por esta singularidad se ponen de manifiesto cuando intentamos dar respuesta a la siguiente
pregunta: cudl es la curva solucién que pasa por el origen?

*x kK

1. Sean a y A dos constantes positivas y b es un ntmero real cualquiera. Mostrar que toda solucién
¢(x) de la ecuacién diferencial 3’ + ay = be™* tiene la siguiente propiedad lim o(z) = 0
T—r00

(considerar los casos a = \ y a # X\ separadamente).

/ _ .
2. Hallar el valor de yo de manera tal que la solucién del siguiente PVI { y —y=1+3sinz

y(0) =wo
se mantenga acotada cuando x — oo.
;2 1 z
3. Hallar el valor de yg de manera tal que la solucién del siguiente PVI { vy gy )
y(0) =yo

toque, pero no corte, al eje x.

4. Integrar las siguientes ecuaciones lineales.

() y =2 —7 =e"(1+a)
(b) (1+22)y’ +y = arctanz
(c) ¥ + — y=a, considerar los casos |z|<1ly |z|>1

5. En cada uno de los siguientes problemas, hallar la solucién particular indicada.

(a) ¥ —2xy =cosx — 2zsinz, y acotada cuando z — oo

(b) ' +ye® =3e*, y — 2 cuando x — —c0

@)M+§y=4n y(1) =2
A continuacién, se muestran las curvas integrales correspondientes a la ecuacién del ejercicio
5c). La curva en rojo es la solucién particular correspondiente a C' = 0. Obsérvese que
esta curva separa soluciones que tienen comportamientos bien diferenciados; se denomina
solucion critica de la ED.




(d) (1 +2%)y +3zy =6z, y0)=1
A continuacién se muestran las curvas integrales correspondientes al ejercicio 5d). Obsérvese
que, conforme x — oo, todas las otras curvas solucién se aproximan a la solucién particular

y(z) = 2 que corresponde a C' = 0. Esta solucién constante se conoce como una solucion
de equilibrio de la ED.

En muchos problemas (por ejemplo, en problemas de naturaleza geométrica), las variables = e y
son absolutamente equivalentes. Por lo tanto, si el problema se reduce a resolver una ecuacién
diferencial de la forma

dy

hat 3

7 = (@), 3)
suele considerarse también las soluciones del problema asociado

dx 1

- 4

dy  flz,y) @

Si ambos problemas estan definidos para todo (z,y) € R?, entonces son problemas idénticos; en
efecto, si y = p(x) es una solicién de (3), la funcién inversa = = ¢~ 1(y) sera solucién de (4) y,
por lo tanto, ambos problemas tienen el mismo conjunto de curvas integrales. Pero, si en ciertos
puntos f(x,y) no estuviera definida, serfa natural investigar las soluciones del problema (3) en
esos puntos reemplazandolo por el problema (4).
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6. Resolver

1
() = o
T cosy + sin 2y

Y
b)y=——F—"
(b) v 2ylny+y—=

1
r_
(C)y_:v+yey

Las ecuaciones diferenciales de la forma

n

Y + p(x)y = q(z)y",

donde n es cualquier nimero real, se denominan de Bernoulli en honor del matematico suizo

Jacob Bernoulli (1654-1705).

Obsérvese que, paran =0y n = 1, la ecuacién se reduce a una ED lineal. Sin #0o0on # 1, el
cambio de variable u = y!~" reduce la ecuacién de Bernoulli a una ecuacién lineal para u.

zy + 6y = 3xy*/3,

y(1l) =1/8.

Observemos que la ecuacién diferencial no es de variables separables, ni homogénea, ni lineal, pero es
una ecuacién de Bernoulli con n = 4/3. Entonces, las sustituciones

Ejemplo 2. Hallar la solucién de siguiente PVI {

_ _ dy dydu _,du
" /3 u=y y=u dr dudzx Yodr
la transforman en
d d 2
—3put%Y +6u"3 = 3zu~? — M = 1, x#0.
dx dr =

ED lineal

Ahora, podemos usar la expresién (2) para encontrar a u(x). Para esto, tengamos en cuenta que

2
p(z) = —=y q(z) = 1. Es facil comprobar que
T

1
r)dr __
o) p() =

ue(z) = ce JP@ T — (52

up(z) = e~ Jr@) dm/q(w) el P@)dw g0y — x2</ % dac) = .

Finalmente, tendremos



Para determinar la solucion del PVI, serd necesario ajustar la constante ¢ de manera tal que se verifique
la condicién inicial. Haciendo esto, encontramos

1 1 1
= 5 = = 1.
= (o + ca)? 8 (1+c)p ¢
Luego,
1
y(x) = con dominio en (0, 00).

(z +22)3

Observacién importante: el dominio de y(z) como funcién real es (—oo, —1) U (—1,0) U (0, 00); pero el
dominio de y(z) como solucién del PVI es (0, c0).

* k%
7. Resolver:
(a) zy +y—y Inz
(b) ¥ — 4~ =2vy
(c) 2%y —2azy =3y*, y(1)=1
(d) xy*y' +y® = xcosz
*  x %

La ecuacion de Ricatti es una ecuacién no lineal de la forma

y' =p(@) + q(@)y + r(z)y?,

llamada asi en honor del matemadtico y filésofo italiano Jacobo Francesco Ricatti (1676-1754).

Una ecuacién de Riccati se puede resolver por medio de dos sustituciones consecutivas, siempre
y cuando se conozca una solucién particular, y,, de la ecuacién. La sustitucién y = y, +u reduce
la ecuacion de Riccati a una ecuacién de Bernoulli para u con n = 2.

2 4
Ejemplo 3. La funcién y,(x) = — es una solucién de la ecuacién y' = —— y + 2. Usando esta
x
informacién, determine la familia monoparamétrica de soluciones de la ecuacién diferencial.
4 1
Observemos primero que p(r) = ——, q(z) = -y r(x) = 1 estdn definidas y son continuas en

(—00,0) U (0,00).
Como la ecuacién diferencial es de Riccati, hacemos y(z) = — + u(z) y sustituimos en la ecuacién
x

diferencial para obtener

2 / 4 1/2 2 2 ;3 9
—f+u:———f<f—|—u>+<f—i—u) — U =—-utu
T

ED de Bernoulli con n=2
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1-2

. . 1 e
Ahora, para resolver la ecuacién de Bernoulli, hacemos v = u = — = u = — y susitituimos en la

u v
ecuacion diferencial que gobierna el comportamiento de u. Haciendo esto, tendremos

1, 31 1 , 3
—Sv=-=—+= = vV=——v-—1.
v v v X
ED lineal

Para resolver la ecuacién lineal, escribimos v = z(z)w(z) y reemplazmos la ecuacién diferencial por el
sistema de escuaciones

;3 1
z+;z :O:>z:ﬁ N 1<$4+) 33+C de — 1
vV=—F|— C = —— _— = —
4 3\ 4 4 23 43

4

x
zw’ :—1:w’:—m3:>w:—z+c

Finalmente, y(z) = y(x) + u(x) = 2+ — = 2 4 47
inalmente, y(z) = yp(z) +u(z) = -+ — = -+ ——.
Y Yp r wv(z) =z 4dc—a2t
En la siguiente figura, se muestran las correspondientes curvas integrales para distintos valores de la
constante c.

4 — c>0
— ¢c<0
— ¢=0

8. Comprobar que y, es una solucién particular y resolver.

(a) ¥ =2-2zy+y%  y(z) =22
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(b) o = e + (1 + 2e%)y + 92, yp(z) = —€*
1
(c) y':2x2+;y—2y2, yp(z) =2

Comentario: la solucion de una EDO podria quedar expresada en términos de una integral no
elemental; en ese caso, no intente resolver la integral.
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4:. Ecuaciones diferenciales exactas

Definicién. Una ecuacion diferencial de la forma
M(z,y)dx + N(z,y)dy =0 (1)
es exacta si existe una funcién (z,y) tal que

do(z,y) = M(z,y) dr + N(z,y) dy.

Teorema. Si M(z,y) y N(x,y) son continuas, con primeras derivadas parciales continuas en una
regién simplemente conexa del plano zy, entonces la ecuacién (1) es exacta si, y solo si,

oM  ON
i ®

Método de solucién. Las soluciones de la ecuacién (1) estdn dadas (en forma implicita) por las
curvas de nivel p(x,y) = ¢; o bien,

(z,y0) (z,y)

/ M(z,y0) dz + / N(z,9)dy =c (ver Figura 1)
(z0,90) (z,90)

o, alternativamente,

(z0,y) (=y)
/ N(xo,7)dy + M(z,9)dt =c (ver Figura 2)
(z0,%0) (z0,y)

2 Y )
* (.Z',y) (JU(),y) (l‘,y)
i N *
i i
! 1
! 1
! 1
! 1
*——-——- < 1
(0,%0) (x,%0) ¢
(0, 0)
x z
Figura 1 Figura 2
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Ejemplo 1.
a) Resolver la ecuacién diferencial (sinzy + 2y coszy) dw + 22 cos vy dy = 0.

Comprobemos primero que la ecuacion dada sea una diferencial exacta. En este caso, las funciones
M y N son infinitamente derivables en R? y, ademds,

oM . 2 .
B :a—(smxy—l—xycosmy):xcosxy—l—xcosxy—x y sin xy

Y Y . oM B ON
ON 0 , - 9y Oz
— = —zx“coszy = 2xcosxy — x ysinzy
ox ox

Por consiguiente,

x

($0,y) (Ivy) i
olx,y) = / 2 cos xoy dij + / (sinzy + &y cos &y) di = xgsinxzoy| + Tsiniy| =ec,
(

Z0,Y0) (%0,y) yo Zo

de modo que la solucién general de la ecuacién (definida en forma implicita) serd

rsinxy — xpsinzoyg = ¢ = xsinzy = k; k = ¢+ xpsinzoyp.

;L zy? — cosxsinx
b) Resolver el PVI vy = y(1 — 22)
y(0) =2

Primero, escribamos la ecuacién de la forma

(coszsinz — xy?) dz + y(1 — 2?) dy = 0,
—_——

~~

M (z,y) N(z.y)
y comprobemos que sea una diferencial exacta. Se tiene

oM, _ 9N
oy A

por lo tanto, existe una funcién ¢(x,y) tal que

ggcp(%y):M(ﬂf,y) y gyso(xay):N(m)‘

Determinaremos ¢(x,y) integrando M (x,y) respecto a x mientras y se mantiene constante; haciendo
esto, tendremos

1
o(x,y) = /(cosa:sinx —2y?)dx + n(y) = —5(0082 z + 2%y%) + n(y),

donde la funcién arbitraria n(y) es la constante de integracion con respecto a x.

Para determinar 7(y) derivamos esta expresion parcialmente con respecto a y e igualamos el resultado
a N(z,y); de este modo,

4 1
gy Py =yt () = y(1 - %) = (y) =y = nly) = 59"
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Luego, las curvas integrales estaran definidas implitamente por la relacion

1 1
p(r,y) =c = _5(‘305237 +z%y?) + §y2 =c= y*(1 — 2%) — cos’z = 2c.

Podriamos haber usado el mismo procedimiento que en el ejercicio anterior? Si, por supuesto, pero
de esta manera no hace falta memorizar férmulas!

La condicién inicial y(0) = 2 exige que 4(1 — 0) — cos?0 = 2c¢ y, por lo tanto, 2¢ = 3. Finalmente, la

solucién del PVI serd
3+ cos? x
y= 1— 22
2

TYy° —cosxsinx
y(1—a?)

x = +1; por consiguiente, es natural que los dominios de validez de las soluciones estén restringidos a

los intervalos |z] < 1y |z| > 1. La siguiente figura muestra algunas curvas que pertenen a la familia

de soluciones de la ED; se destaca, en particular, la curva solucién del PVI.

con dominio de validez en (—1,1).

Observacién: la funcién f(z,y) =

(el lado derecho de la ED) no estd definida para

h
6
ia |
\
\ /
\ /.
N /
g e
=4 =3 =2 -1 0 1 2 3 4 5 6
-2
-4 —_— Cc#3
— c=3
-6
* * *

1. Verificar que las siguientes ecuaciones son diferenciales exactas y resolver.

(a) 2z —y)dz+ (3y*> —x)dy =0
(b) (e 4+ 1)cosxdx + e¥sinxdy =0
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1 1 T
) ———dor+—|1——— | dy =
O ety (1= v
(d) (22 —y)dx — (x +sin®y)dy =0
2. Encontrar el valor de b para el cual la ecuacién diferencial dada es exacta; luego, resolver usando
ese valor de b.
(a) (zy? +ba?y) + (v +y)a*y =0
(b) (ye®™ + x) + bze®™ y' =0

Definicién. Una funcién u(z,y) que al multiplicar una ecuacién diferencial que no es exacta la

convierte en una exacta se denomina factor integrante.

Ejemplo 2.
es un factor integrante para la ecuacién diferencial —y? dz+(2x?+xy) dy = 0

Mostrar que pu(z,y) = —
ey

Observemos primero que

= —2y
oM | ON

M(z,y) = —y - En
oy T ox’

ON
N(z,y) =2 +zy — a—:2x+y
T

Luego, la ecuacién diferencial no es exacta. Multiplicando cada término de la ecuacion diferencial por

,Y) = —— se obtiene
wa,y) = 5 ien
~ Y dr+ T Y gy — o,
x xy

Para esta ecuacion

_ M 1
Mz,y) = -2 = oM _ 1
a? ay  a? oM  ON
= — = —
~ 0 0
oy EHY oN 1 v
(z,y) = oy - o 2

Como la nueva ecuacién diferencial es exacta, existird una funcién ¢(x,y) tal que
x, x, y z, z,Y).
9.77('0 Yy Yy 9y80 Yy Yy
Procediendo como en el Ejemplo 1, se se obtiene

g—Hny:C
X
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Observacion. En el proceso de multiplicar por un factor integrante, puede ocurrir que se pierdan o se
ganen soluciones. En el ejemplo anterior, y = 0 es una solucién de la ecuacién original que se perdid

1
al multiplicar por el factor integrante u(x,y) = ——
7Y

Cémo se calcula un factor integrante?

En teorfa, existe un factor integrante para cada ecuacién de la forma M (z,y) de+ N(z,y) dy = 0.
Supongamos que p(z,y) sea un factor integrante para esta ecuacién diferencial con primeras
derivadas parciales continuas. Entonces (por definicién) debe verificarse

;;(M(x,y) M(z,y)) = %(u(w,y)N(w’y)):

de donde se obtiene

N@_M@_(aM BN)M

Ox oy aiy_%

0, equivalentemente,
1 1 M N

8nu_M8n,u:8 _87' (3)
ox oy oy Ox

En general, resolver la ecuacién (3), que es una ecuacién en derivadas parciales, es al menos
tan dificil como resolver el problema original. Por lo tanto, aunque en principio los factores
integrantes son herramientas poderosas para resolver ecuaciones diferenciales, en la préactica solo
se pueden encontrar para ciertos casos especiales.

N

Las situaciones mas importantes en las que se pueden encontrar factores integrantes simples
ocurren cuando 4 es funcién de un solo argumento (por ejemplo es sélo funcién de z, o sélo de y,
o s6lo de x £y, o s6lo de x/y, ect.). En estos casos, se puede integrar la ecuacién (3) sin dificultad
e indicar las condiciones bajo las cuales existe un factor integrante del tipo considerado.

Ejemplo 3.
Encontrar un factor integrante para la ecuacién diferencial (2zy? — 3y3) dx + (7 — 3zy?) dy = 0.

Comencemos por comprobar que la ED no es exacta. En este caso,

) )
iy Vs —_ N — Ay — 612 £ 0.
ay (z,y) 5 (x,y) =4ay — 6y~ #0

Observemos que

1 0 0 _ day — 61/ 2
M(SL‘,y) (@M(l’,y) %N(I,y)) - 2:1:y2 _ 3y3 - y

1 0 o day — 6y°

Dado que uno de estos cocientes solo depende de la variable gy, asumiremos que el factor integrante
serd también una funcién de y solamente. Imponiendo esta condicién en la ecuacién (3), obtenemos

0 0

Im-ZnN
dl 2 k
nM:_ay ox __= _— ln‘,u‘:_21n|y‘+c — w=—

dy M y e b= et
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Ahora, la ecuacién diferencial modificada (elegimos k = 1, sin pérdida de generalidad) sera

2zy? — 3y° 7 — 3xy?
7 dx + 7 dy = 0.
_— —
M(z,y) N(z,y)
Calculando las derivadas parciales,
0 — 0 =
—M =-3=—N
oy (z,9) 50 Y (2,),
lo que prueba que es exacta.
Teorema. Si el cociente
1 0 0
P=—— (= M(z,y) - —N(zy))
My \Gy (z,9) = 5-N(z,9)

es una funcién solo de la variable y, la ecuacién diferencial (1) admitird un factor integrante que
estard dado por

1(y) = exp /yP(n) dn.

Si, en cambio, el cociente

sy (359 - 52N )

dy ox
solo depende de la variable x, la ecuacién (1) admitird un factor integrante de la forma

Q=

p(r) = exp /gc Q(n) dn.

3. La ecuacion z dy — ydz = 0 no es exacta.

(a) Verificar que admite los siguientes factores integrantes y encontrar la diferencial exacta
correspondiente en la que se transforma.

i —
ii.
iii. —

v.
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(b) Verificar que todas las diferenciales exactas halladas en el inciso anterior conducen a la

B y
solucion general = = c.
x
Graficar las curvas integrales para distintos valores de c.
4. Compruebe que la ecuacion diferencial dada es no exacta. Multiplique la ecuacién diferencial
por el factor integrante p(x,y) indicado y compruebe que la nueva ecuacion es exacta. Resuelva.
(a) (—xysinz + 2ycosz)dr +2xcosxdy =0; p(x,y) =y

Yy
(b) (202 + e V) do + (2 +ay) dy = 0 pu(a,y) = —

(c) (By? —z)dw+ (2° — 6zy)dy = 0;  p(v,y) = (a:+1yz’)3
(d) (1 —a2Hde+ (1 +2)?dy=0; p(z,y)=e "

5. Resolver verificando que admiten factores integrantes de una sola variable.

2
(y—tanycoszm) dx + (sinmcosx—xcozx> dy=0
cos* y
(

2zy + Dyde+ (y —xz)dy =0

6. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales sabiendo que admiten un factor integrante de la
forma p(z,y) = 2%y%, con a, B € R constantes a determinar.

(a) (¥ +ay*+y)de+ (2 +2%y+2)dy =0
(b) (3y* + 10zy) dz + (5xy + 1222) dy = 0
(c) (Toty — 3y®) dx + (22° — 92y ) dy =0

7. Resolver la ecuacién diferencial (22 + 2zy — y?)dx + (y? + 22y — 22)dy = 0 sabiendo que admite
un factor integrante de la forma (z + y)™, con m € R constante a determinar.

8. Una ecuaciéon diferencial de la forma P(x,y)dx + Q(z,y)dy = 0 se dice homogénea si las
funciones P y @ son homogéneas del mismo grado. Mostrar que admite un factor integrante

de la forma pu(z,y) = (asumiendo siempre que el denominador no se anula

zP(z,y) +yQ(z,y)
idénticamente).

El siguiente resultado serd de utilidad para resolver este ejercicio: si F(x,y,z) es una funcion
homogénea de grado m, entonces se verifica

F F F
xgx + y?}y + ZE(‘))Z =mF (Teorema de Euler).
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9. Resolver la ecuacién diferencial (22 + y? — xy) dx + 2 dy = 0 (Sugerencia: aplicar el ejercicio
anterior).

P
10. Suponga que las funciones P y @ satisfacen ?9 = zQ = f(z)Q(z,y) — g(y)P(x,y). Mostrar,
Y x

entonces, que la ecuacién diferencial P(z,y)dxr + Q(z,y)dy = 0 admite el factor integrante
p(z,y) = el f@detfalw)dy,

11. Resolver la ecuacién diferencial (2z%y+y?) dz+ (223 —zy) dy = 0 (Sugerencia: aplicar el ejercicio
anterior).
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5 e Teorema de Existencia y Unicidad - Método de Picard

r_
Teorema de Existencia y Unicidad. Considere el PVI { Z (x_)f(mg’/y) .
0) = Yo

0
Sify 8;; son continuas en el rectangulo D := [xo — a,zo + a] X [yo — b, yo + b], entonces existe

una Unica solucién del PVI definida en (al menos) un entorno de zy. La solucién puede hallarse
por el método de las aproximaciones sucesivas de Picard. Este método consiste en formar una
sucesién de funciones {y,(x)}n>0 definidas por

yO(l‘) = Yo, yn(x) :y0+/ f(tayn—l(t))dt7 n = 1727"'

Si se cumplen las hipétesis del teorema, se puede probar que la sucesion {y,(x)}n,>0 converge a
la solucién del PVI en el intervalo (zg — h,zo + h) C (z¢ — a, ¢ + a), donde

b
h = min (a, —) M = max z,Y)|.
ol v (x’y)ep\f( y)l
2 Y
zo— h To+ h
Yo+br---- T T
I I
| |
Yo +—-———+ =qj==== I
| | |
| | |
Yo —b f———- E ' : o(z)
L ! [ -
To—a Lo o+ a T

Observaciones:

- la continuidad de f(z,y) en un entorno de (zg,yp) garantiza la existencia de al menos una
solucién del PVI, pero es insuficiente para probar la unicidad,

- el teorema expresa las condiciones suficientes para la existencia de una tnica solucién del
PVTI; pero estas condiciones no son necesarias (es decir, un PVI podria tener solucién tnica
aunque en el punto (zg, yo) la funcién f(z,y) no cumpla una de las condiciones o, incluso,
no cumpla ninguna de las condiciones),

- el teorema asegura la existencia de una solucién local del PVI (no es 1til para determinar
el dominio de validez de la solucién),

- el namero h depende directamente de la eleccién de a y b; mas atin, h no necesariamente
crece si lo hacen a y b ya que un incremento de a o de b podria producir también un
incremento de M.

42




v =3vay®
y( ) = %o

Aqui, f(z,y) = 3z y?, g‘f = 6v/z y son continuas en {(z,y) € R?: 2 > 0}. Como g > 0, se puede
Yy

Ejemplos 1. Existe solucién del siguiente PVI {

—_

aplicar el Teorema de Existencia y Unicidad para asegurar que el PVI tiene una sola solucién (observar
que este teorema exige que f(z,y) vy fy(z,y) sean continuas en un entorno de (xg, yo)).

2,/
vy =1

Ejemplos 2. Existe solucién del siguiente PVI /
Jemp 8 { y(zo) =0

1 0 2

Aqui, f(z,y) = 5 ¥ a—f = ——. En los puntos de la forma (z¢,0) no se cumple ninguna de las
Y Yy Y

condiciones del Teorema de Existencia y Unicidad. Sin embargo, por cada punto (zg,0) pasa una sola

curva integral (ver figura) definida por

Ejemplos 3. Considere la ecuacién diferencial (no lineal) (y? — z)y’ = y + 2z. Cudl es la regién del
plano zy donde tendra solucién dnica ?

Llevando la ED a la forma normal, obtenemos

,y+2x of v+ +4ay
=2 A W W B U R
Y2 -z Y (y* — )
——
J(z.y)

Tanto f(x,%), como su derivada parcial con respecto a 7, son discontinuas sobre la curva y? = x. Las
hipdtesis del Teorema de Existencia y Unicidad no se cumplen en los puntos de dicha curva. Luego, se
puede asegurar que por cada punto (7o, yo) situado en alguna de las dos regiones {(z,y) € R? : y? > 2}
o {(x,y) € R?: y? < x} pasar4 una, y solo una, curva solucién.

y(0) = y . Para que valores de yg tendra soluciones acotadas?
=0
Encontrar la respuesta sin hacer célculos.

/2
Ejemplos 4. Considere el PVI { y =y =9y +8
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Observemos que la ecuacién diferencial es auténoma

Y=y -9y +8=(y—1)(y—8).
—_———
flzy)=g(y)

Luego, las tinicas soluciones constantes serén los ceros de g(y). Asi que, ¢1(z) = 1y @2(x) = 8 son
soluciones de la ecuacién diferencial definidas en (—oo,00) y, obviamente, son acotadas. Existiran
otras?

Veamos, f(x,y) es continua, con primeras derivadas parciales continuas en todo punto del plano zy;
de modo que, en cada (z,y) € R?, se satisfacen las condiciones del Teorema de Existencia y Unicidad.
Esto implica que las curvas integrales no pueden tener puntos en comun. En particular, las curvas
v1(z) =1y p2(x) = 8 no pueden tener interseccién con otras soluciones de la misma ED. Entonces, la
grafica de cualquier solucién que satisface la condicién inicial con yo € (0, 8) tendré que estar contenida
en la banda 1 < y < 8 para todo x € (—00,00) y, por lo tanto, esa solucién serd acotada.

y/ = x2 +y2
y(0)=0

Ejemplos 5. Probar que el PVI { tiene solucién tnica y que esta solucién existe (al

menos) en —1/v/2 <z < 1/v/2.

Como f(z,y) es un polinomio, el Teorema de Existencia y Unicidad nos asegura que el PVI tiene
solucién unica para cualquier condicién inicial y(zg) = yo y esta solucién estara definida en un entorno
xg. Podemos determinar el radio de ese entorno? En este caso, la ED no puede resolverse por métodos
analiticos; luego, solo serd posible estimar el radio del entorno calculando el valor de h segiin el Teorema
de Existencia y Unicidad.

Dado que (zg, o) = (0,0), consideramos la regién {(z,y) € R? : —a < x < a, —b < y < b}. En este
rectangulo, tendremos

b
\f(x,y)]:x2+y2§a2+b2:>M:a2+b2:>h:min< )

Evidentemente, el resultado dependera de los valores elegidos para a y b. Por ejemplo, si
a=1; b=1/2 — h =min(1,2/5) = 2/5,
a=1; b=1 — h =min(1,1/2) = 1/2,
a=1/2; b=1/4 — h =min(1/2,4/5) = 1/2,
a=2; b=1 — h =min(2,1/5) = 1/5.

Surge, entonces, la siguiente pregunta: como podemos elegir a y b de maneral tal que h resulte lo més
grande posible? Por su definicién, para que h sea maximo imponemos
b b 1 1 /1 1
— P - —4a?=0=b=—+ /5 —4a2=0<a< —.
2 V2

T2t a 2a a?
1
Luego, basta con elegir a = — para que h sea maximo. Con esta eleccién, resulta b =

V2

Otra manera de resolver este problema es la siguiente: se considera la funcién 7(b) =

Sie

—— (con a
a’ + b? (
fijo), definida para todo b € R, y se buscan sus extremos. Esta funcién alcanza su méximo valor en

b = a y, ese valor méximo, es n(a) = % Luego, se plantea
a

. 1 . ) 1 1
h = min (a, —) = serd maximo si a = — =— a¢*“ = —
2a 2a 2
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El Teorema de Picard es insufiente para resolver un PVI ya que sélo asegura la solucién en un
entorno Ip(zg) = (z9 — h,xo+h). No obstante, bajo ciertas condiciones, el intervalo de definicién
de la solucién puede ser prolongado del siguiente modo: considérese un punto (z1,y(z1)), con
x1 € Ip(zp). Silas condiciones del teorema vuelven a verificarse en un cierto rectangulo D
centrado en ese punto, el teorema garantiza la existencia de una tnica solucién y;(z) que pasa
por ese punto y estd definida en un intervalo I, (x1) = (z1 — h1, 21 + h1). Pero como la primera
solucién también pasa por el punto (x1,y(x1)), ambas deben coincidir en I, N Ij,. Si se verifica
x1+ hy > x9 + h, la nueva solucion permite alargar el intervalo de definicién de la solucién hasta
x1 + hi. Se dice, en estos casos que se ha obtenido una prolongacién de la solucién.

Definicion. Dado un problema de valor inicial, se denomina solucion maximal del mismo a
una solucién cuyo dominio de definicién no admite prolongacién alguna.

f

Teorema. Considere el PVI { ZC; (33: )f(w’yw Si f y —— son continuas en un dominio €2, abierto
0) = Yo
y conexo, v (xg,yo) € €2, entonces el problema admlte una unica solucién maximal y(x) que estd

definida en un intervalo abierto I C {z € R: (z,y) € Q}.

Ejemplos 6.
Encuentre el intervalo maximal para el PVI {

X

Observemos que f(z,y) = z/1 —y, fy(;p7y) — — =
vi—Yy

Q={(z,y) e R?:y < 1}. Como (0,1/2) € Q, por el Teorema de Existencia y Unicidad, el PVI tiene
una tnica solucién en algin intervalo abierto que contiene a xzg = 0.

son continuas en la regién abierta y conexa

Resolviendo por separaci(’)n de variables,

2
X

Como —2y/1—y < 0 en Q, el dominio de la soluciéon obtenida estard restringido por la condicion

% + C < 0. Imponiendo la condicién inicial y(0) = 1/2, se tiene C' = —+/2. Finalmente

1 1
y(x) = B + \4[ T, z*  con dominio |z| < 2%/%.
Ahora, observemos que
lim r)=1 ue lim ¢/(z)=0.
x—423/4 y( ) v x—423/4 Y ( )

Teniendo en cuenta que la funcién ¢(z) =1 es solucién de la ED, la funcién

1 para x < —23/4
1 2 1
((z) = 2+\4fx2—16:c4 para — 23/ < g < 93/4
1 para x> 23/4

es una extensién de y(z) que satisface la EDO inicial (ver figura). Con ello, (—2%/%,23/4) no es un
intervalo maximal de existencia para la solucién del PVI. Dada la existencia de {(x), el intervalo en
cuestién es simplemente I = (—00, ).
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Ejemplos 7. Obtenga las iteraciones de Picard para el PVI { y y compruebe que

convergen a la solucién exacta.

En este caso, f(z,y) = 22(1 + y) es una funcién continua con derivadas primeras parciales continuas
en todos los puntos del plano xy; por lo tanto, en virtud del Teorema de Existencia y Unicidad, el PVI
tendra solucién tnica definida en (al menos) un entorno de z¢p = 0. Mds concretamente, busquemos
una solucién local en la region

{(z,y) eR?: —

<zr< -, -1<y—-1<1}.

N =
DO =

En esta regién, tendremos

1 b 11 1
2|z||ly + 1] §2~§~(2+1) §3:>M:\f(x,y)]:3:>h:min(a,ﬂ> :min(§,§) =3
Luego, podemos asegurar que las aproximaciones de Picard convergen a la solucién del PVI en (al
menos) el intervalo —1/3 < = < 1/3. Estas aproximaciones son
yo(x) =1
xr xr
yi(z) =yo(z) + / 20(1 + yo(t)) dt =1+ / 2t(1+ 1) dt = 1 + 22°
0 0

xX xX
2 () :yo(x)+/ 2t(1+y1(t))dt:1+/ 2t(1 + 1+ 2t%) dt = 1 + 222 + o
0 0
T T 6
y3(x) —yo(:r)+/ 2t(1+y2(t))dt—1+/ 2t(1+1+2t2+t4)dt:1+2x2+x4+%
Oz 01: 5 4 t6 9 4 [136 $8
ya(x) :yo(:c)+/ 2t(1+y3(t))dt:1+/ A(1+1 27+t + ) dt =1+ 20" +a' + o + 15
0 0
T T t6 2
Yn () :y()(a?)—i-/ 2t(1+yn_1(t))dt:1+/ 2t<1+1+2t2+t4+§+---—i—mtz”_l)dt
20 A g6 8 x2n0 ’
—1 2( LT LT 7>
A G o I ey
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Teniendo en cuenta que

4 x6 .CUS 2n

er:14_3;24_24_74_74_...4_&4_...7
2 6 24 n!

vemos que las iteraciones de Picard convergen a
y(z) =142 —1) = —1 + 2¢~°

que es la solucién exacta del PVI con dominio de validez en (—o0,00). Observemos que el método
solo asegura convergencia en (al menos) (—1/3,1/3); como (—1/3,1/3) C (—o0, 00), los resultados no
se contradicen.

En la siguiente figura se muestran las tres pimeras iteraciones yo(z), y1(z), y2(x) e y3(z). Obsérvese
que las iteraciones parecen permanecer cercanas en un intervalo cuyo radio aumenta gradualmente, lo
que pone en evidencia convergencia a una funcién limite.

— solucidén exacta
= iteraciones de Picard
-2

1. Determinar una regién del plano xy tal que la ecuacién 3y’ = f(z,y) tenga solucién tnica.

(a) fla,y)= G-z
(b) flz,y) = 52—
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2. Considerar el siguiente PVI { (I1+279)y =ity .
y(2o) = Yo
(a) Encontrar todos los puntos (xg,yo) para los cuales el PVI no tiene solucién.

(b) Encontrar todos los puntos (xo, y0) para los cuales el PVI tiene solucién unica. Determinar
la solucién.

(c) Encontrar todos los puntos (xg,yo) para los cuales el PVI tiene méas de una solucién.
Determinar esas soluciones.

3. Para cada uno de los PVI que se listan a continuacién, compruebe que existe solucién tnica y
que estd definida (al menos) en el intervalo que se indica.

(a) ¥ =y> +cos?z, y(0)=0, 0<z<1/2

b) ¢ =y +e %, y0)=1, 0<z<

(c) Yy =1+y+y’cosz, y0)=0, 0<z<1/3

4. Considere el problema de valores iniciales
y' +y=2e" y(0)=1.

(a) Aplicar el Método de Picard y determinar explicitamente y,(z), n > 1.
(b) Hallar la solucién exacta ¢(x) de este problema.

(c) Probar que li_>m yn(x) = p(z) Vo € R.

5. Considere el problema de valores iniciales
v =1+y* y(0)=0.

(a) Aplicar el Método de Picard y calcular hasta yy(x).

(b) Probar que el problema de valores iniciales tiene una solucién en (al menos) cualquier
intervalo de la forma (—1/2,1/2).

(c¢) Hallar la solucién exacta de la ecuacién diferencial y, de ese modo, demostrar que la solucién
del PVI estd definida en el intervalo (—7/2,7/2).

/ _
6. Considere el PVI { Y + )y = q(z) .
y(zo) =%

Probar que si p(z) y g(x) son funciones continuas en un intervalo que contiene al punto xo,
entonces existe una solucién unica del PVI en ese intervalo.

Este resultado es importante; nos dice que si la ED es lineal, entonces el intervalo de validez de
la solucién es el intervalo més grande posible donde p(x) y g(x) son continuas ; en otras palabras,
asegura la existencia de una unica solucién global del PVI. Otra consecuencia interesante del
resultado anterior es que intervalo de validez de la solucién depende de xy solamente.
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7. Sin resolver, determine el intervalo de validez para las soluciones de los siguientes PVI.
(a) (2? =9y +2y=I(5—-2), y4)=-3

20 —y
(b) y'=—— y(=3)=4

(Sugerencia: utilice el ejercicio anterior)

La siguiente es una versiéon mds débil (menos exigente) del Teorema de Existencia y Unicidad.

r_
Considere el PVI { Yy =f=y) )
y(zo0) = Yo
Supongamos que f(z,y) es continua en el rectangulo D := [xg — a,xo + a] X [yo — b, yo + b] ¥y que
satisface en D la condicion de Lipschitz; es decir, existe una constante positiva N tal que

|f(x,91) — f(z, 92| < Nly1 — 2.

Entonces, existe una tnica solucién el PVI en el intervalo (zg — h,zo + h), donde

b
h = min (“M) y Mz(glllf)igplf(x,y)\-

Comentario. En el Anexo, se presenta una breve exposicién sobre las funciones Lipschitz continuas
M

y sus propiedades. Se sugiere la lectura de este complemento antes de resolver los ejercicios que se

listan a continuacion.

y' =12y + x|
y(2) =—1
Comencemos por observar que la funcién f(z,y) = |2y + x| es continua y Lipschitz continua con

respecto a y para todo (z,7) € R%. Luego, el TEyU asegura la existencia de una solucién tinica para
todo dato inicial (xo, yo).

Ejemplos 8. Resolver el PVI {

Para calcular la solucién, notemos primero que el dato inicial, el punto (2, —1), pertenece a la recta
2y 4+ x = 0. Entonces, tendremos que resolver los siguientes PVIs

y =2+x
y(2) = -1

Resolviendo, la solucién del PVI puede escribirse

si 2y+x >0, {

con dominio de validez (—o00,00). En el siguiente gréfico se muestra la solucién hallada. Se puede
comprobar que
y(2) = -1, y'(2) =0, y'(x) > OVx # 2.



-2 4

—2x+4

8. Considere las ecuaciones diferenciales

1 1
(a) ¥ = 5(@55 +y)+ §|x —byl; ay b constantes reales,

(b) ' =2z/Jyl.

En cada caso, determinar las condiciones iniciales y(z¢) = yo para las cuales se puede garantizar
la existencia de una unica solucién del PVI asociado.

y = |z* -yl
9. Resolver el PVI
{ y(1) =1

22 —2x+2 z>1

Solucion: y= { 4" 42 242 <1

10. Estudiar primero la existencia y unicidad del PVI para un (xo,y0) cualquiera y, luego, resolver
para los datos iniciales indicados.

y =zl -y
@) { y(w0) = Yo
i. (%0,%0) = (0,0)

., —1 - >
Solucion: y= { v te z20

l—xz—e™™® <0
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i (1:073/0) = (170)
rz—1 x>0

Solucion: y = l— 22 o < 0

Y = { T y>zx
(b) y y<uz
y(xo) = 1o
L (z0,50) = (—3,3).
3
Solucion: y = { 2 15

Cr
i
° Graficar las soluciones halladas en los ejercicios anteriores.

En lo que siguiente, ampliaremos el concepto de solucién de una EDO de la forma

Y (x) = flz,y). (1)

Se llamard curva integral de la ecuacién (1) a una curva que es tangente en cada punto al
campo de direcciones correspondiente a (1) aunque esta curva no esté descripta por una dnica
funcién y(x) o tenga tangente vertical en algin punto (ver Ejemplo 2.). Para precisar més esta
idea, tendremos que considerar a la EDO en la forma equivalente

(2)

Como la derivada de la funcién inversa es la inversa de la derivada de la funcién original, es
claro que las EDOs (1) y (2) tienen las mismas curvas integrales (aunque, en sentido estricto,
puede haber soluciones de una ecuacién que no sean soluciones de la otra). Entonces, una curva
integral de la ecuacién (1) serd una curva formada por soluciones y(x) de (1), por soluciones
z(y) de (2) o por ambas.

Qué conclusiones se pueden sacar de aplicar el TEyU a la EDO (2)7

El TEyU habla de existencia y unicidad de soluciones. Si por un punto pasa una tnica soluciéon
y(z) de (1), evidentemente, por ese punto pasard una tnica curva integral de (1). Supongamos
ahora que, en un entorno del punto (zo,%0), f(x,y) y/o O0yf(x,y) no son continuas, pero que
(f(z,y))~' vy 0y(f(x,y))~! sf lo son. Entonces, pasard una tnica solucién z(y) de (2) y, por lo
tanto, existird una tnica curva integral de (1)(que en muchas ocasiones no sera solucién en sentido
estricto de (1)). En consecuencia, podrian pasar mds de una curva integral de (1) solamente por
aquellos puntos en los que falle el TEyU tanto para (1) como para (2).

Ejemplo 9. Consideremos la EDO ¢/(z) = ey,

Aqui, f(z,y) = e¥"”? es continua en R2 y Oy f(x,y) = %y”/?’ ¥ es continua en {(z,y) € R? : y # 0}.
Luego, aplicando el TEyU, el PVI
{ y' = fz,y)

y(wo) = yo
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tendra solucién para todo dato (xg,yo) y serd tnica si yp # 0. Pero, cudntas soluciones tendra el PVI
si yo = 07

Analicemos la EDO equivalente 2/(y) = e~ Como (f(x,y))~t = e v’y O (f(x,y))~t = 0 son
continuas en R?, el TEyU nos asegura solucién tinica todo (zg,10) € R%. Luego, solo habré una curva
integral pasando por los puntos de la forma (z,0) y el PVI

{ y/ = f(xvy)
y(zo) =0

tendra solucién tnica para todo xg.

1
Ejemplo 10. Consideremos la EDO y/(z) = ——.
4 +y
En este caso, f(r,5) = 5 v 0,f(2.0) 2 tinuas en B — {(0,0)}. L
n este caso, f(r,y) = ——— x,y) = —————— son continuas en R* — . Luego
) 7y $2+y2 y Yy 73/ ({E2+y2>2 I g )

aplicando el TEyU, el PVI

y(w0) = Yo

tiene solucién tnica para todo (zg,yo) # (0,0). Existird solucién del PVI si (z,y0) = (0,0) ?

{ y' = f(z,y)

Analicemos la EDO equivalente /(y) = 22 + y2. Como (f(z,y))"! = 22 +3? y 0.(f(z,y)) ! = 22
son continuas en R?, el TEyU nos asegura solucién tnica todo (zo, o) € R%. Luego, solo habra una
curva integral pasando por el punto (0,0). Esta curva integral serd, de hecho, también una funcién
y(x), pero con derivada infinita en = 0 (no es derivable en = 0). Concluimos que el PVI no tiene
solucién en sentido estricto con el dato y(0) = 0.

Ejemplo 11. Consideremos la EDO ¢/(z) = M

Aqui, f(z,y) = yly =) y Oyf(z,y) = 2y—a son continuas en {(z,y) € R? :  # 0}. Luego,
aplicando el TEyU, eif PVI v
{ y' = f(z,y)
y(zo) = Yo
tendra solucién unica para todo dato (zg,yp) con xg # 0. Observemos, ademads, que y = 0 es solucién
de esta EDO definida para todo x (en rigor, es solucién para dodo = # 0, pero podemos extender la
defincién de f(z,y) imponiendo que sea cero en z = 0).

{‘f’:y@—m

z(yo) = o

Consideremos ahora el PVI equivalente

Aplicando el TEyU, podemos asegurar que existe solucién unica para todo (xo, yo) con xg # yo, Yo # 0.
Observemos, ademds, que x = 0 es solucion definida para todo y.

En conclusién, por cada punto, salvo tal vez por el origen, pasa una unica curva integral. Por el punto
(0,0) pasan al menos dos curvas integrales y = 0y = 0.

*x k%
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11. Para cada una de siguientes ecuaciones diferenciales:

) . Yy .
2% 0 —= 0
(@) y={ % "°7 ) y={ z 77
0 siz=0 0 siz=0
Yy .
Z siz#0 T
© v=qa 207 @ ==
0 six=0 Y

(i) Hallar las curvas integrales y representarlas en un mismo grafico para distintos valores de
la constante de integracién.

(ii) Podria determinar univocamente la solucién del PVI

{ y/:f(xvy) 2
y(0)=0 -

Explicar el comportamiento de las soluciones en un entorno del origen usando el Teorema
de Existencia y Unicidad.

r_
Considere el PVI { Yy =f=y) .
y(7o0) = vo

Un punto (zg,y0) en un entorno del cudl no existe solucién del PVI o, si existe, no es tnica
se denomina punto singular. Para encontrar los puntos singulares de una ED, es necesario
encontrar primero los puntos donde no se satisfacen las condiciones del Teorema de Existencia y
Unicidad; solamente ese conjunto de puntos puede incluir a los puntos singulares (por supuesto,
no todo punto que no cumpla las condiciones del teorema serd un punto singular puesto que el
teorema establece solo condiciones suficientes).

Las condiciones del Teorema de Existencia y Unicidad no se verifican en aquellos puntos donde

- tanto f(x,y) como son discontinuas,

(z,y)

R .1
crece sin limites; es decir, —+ — 0.
0 of

Una solucién y(z) = ¢(x) de la ecuacién diferencial

Y (@) = f(z,y)

se llama singular, si en cada uno de sus puntos se infringe la propiedad de unicidad; es decir,
si por cada uno de sus puntos (xo,%o), ademés de esta solucién, pasa también otra solucién
que tiene en (xp,yo) la misma tangente que (x) pero que difiere de ¢(x) en todo entorno
de (zo,yo) arbitrariamente pequeno. La gréafica de una solucién singular se denomina curva
integral singular de la ecuacién diferencial.
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3/4

=1+ (r—y)

Ejemplo 12. Compruebe que el PVI { z (ac:) tiene por lo menos dos soluciones. Tiene
0
soluciones singulares?

La funcién f(z,y) = 1 + (z — y)*/* es continua en {(z,y) € R?: z — y > 0}; su derivada con respecto
a y es continua en {(z,y) € R? : 2 — y > 0}. Entonces, el PVI tiene solucién, pero la unicidad de la
solucién no estd garantizada.

En este caso, la ecuacién diferencial puede resolverse mediante una sustituciéon adecuada; si se hace
wz)=z—y@) — u@)=1-y(x) = y(z)=1-u(2),
la ecuacién diferencial original se transforma en
1—d/(z)=1+u@)¥* — « =—-u¥* — esde variables separables.

Integrando, encontramos

4 4
u(x) = (c - %) - ylz)=z— (c - %) —  con dominio de validez = < 4c.

Ajustando ¢ para que se satisfaga la condicién inicial, las soluciones adquieren la forma

o —z\4
y(z) =x — ( 04 ) —  con dominio de validez = < xg.

Ademas, es evidente que y = z es solucién del PVI con dominio de validez en R.

En la figura siguiente, se muestran las soluciones encontradas para distintos valores de xy. Se observa
que la solucién y = x satisface la definicién de solucion singular. En consecuencia, es posible construir
otras soluciones del PVI; por ejemplo,

x—<x0_$>4 siz<x
y(w):{ 4 0
T

si x > xg,
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/o /1 — 4,2
12. Encontrar una solucién del PVI { (g) = 1 1-y distinta de la solucién y = —1. Con-
Yy = -
tradice esto el Teorema de Existencia y Unicidad?. Luego, cambiar el dato inicial por y(z¢) =1
y resolver. A qué conclusién se llega? Explique.

Cr
’-‘.':
o7 QGraficar las dos soluciones en un mismo sistema de coordenadas.

13. La ecuacién y' = ay?/3 —by, con a y b constantes positivas, es una ecuacién diferencial auténoma.

(a) Determinar las soluciones de equilibrio.

(b) Es posible encontrar dos soluciones distintas que satisfagan la condicién inicial y(z¢) = 07
En caso afirmativo, contradice esto el Teorema de Existencia y Unicidad?. Explique.

(¢) Determinar si esta ecuacién posee soluciones singulares.

Graficar las dos soluciones en un mismo sistema de coordenadas.

1
14. (a) Encuentre el conjunto completo de soluciones de la ecuacién diferencial 1+ (y')* = —;.
Y
L+ W) =
(b) Considere ahora el PVI y2  Tiene solucién? Si la solucién existe, es inica?
y(zo) =1

(c) Concluir que la recta y = 1 es una solucién singular de la ecuacién diferencial.

(d) Cambiar el dato inicial por y(zg) = —1 y repetir el andlisis. A qué conclusién se llega??

G

Cr
= Graficar las soluciones en un mismo sistema de coordenadas.

15. Determinar si las siguientes ecuaciones diferenciales poseen soluciones singulares.

(a) ¥ =a® +y?

(b) ¥ = V/z =5y +2

(c) ¥ =2yl
1+y

d) o =

(d) y Ty
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TEMA OPCIONAL

Ecuacién de Clairault

Sea f una funcién continuamente diferenciable. Una ecuacion diferencial de la forma

y=azy' + f(v), (3)

se llama de Clairaut en honor al matematico francés Alexis-Claude Clairault (1713-1765). Presenta
varias propiedades interesantes.

Para resolverla, se hace el cambio de variable p(z) = 3/ (x); en efecto, derivando en (3) y reemplazando,
se tiene

V=y+a + W)y = 0=@+fW)y = 0=(x+f(p)y.

Esta ecuacion se satisface si se cumplen cualquiera de las siguientes condiciones:

- p' =0 = p=c, donde ¢ es una constante arbitraria; sustituyendo en (3) llegamos la solucién
general y = cx + f(c),

- 2+ f'(p) = 0, en este caso, usando la ecuacién (3), tendremos

{ z =—f(p)
y =-pf'(p)+ f(p)

ecuaciones que definen paramétricamente otra solucién de la ecuacién de Clairaut.

Ejemplo 7.

Hallar las soluciones de la EDO y = zy + %, a es constante
Yy

Hacemos el cambio de variable p(x) = y/(x) y obtendremos

a
pP=0 = p=c = cx+ % — solucién general

c
a
r =—f'(p) = 22
, D a a a —  y? =2z = solucién singular
y =-pf0)+fp)=p55+5-=-
2p= 2p p

a
Es simple comprobar que cada recta de la familia {y = cz + 503 € € R} toca a la pardbola y? = 2azx
c
a a
en uno y solo un punto y que las coordenadas de ese punto son (., y.) = 202" 7). Obviamente, en
¢’ c
el punto de interseccién, cada recta es tangente a la parabola. Desde el punto de vista geométrico, la

curva integral definida por y? = 2ax es la envolvente del haz de rectas {y = cx + —;c € R} y es

2c
singular puesto que la propiedad de unicidad no se satisface en ninguno de sus puntos.
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1 / — yZ:Zax

1. Encontrar todas las soluciones de la siguientes ecuaciones:
/ 1 /\2
(a) y=ay +50)

(b) y =y +2/1+(¥)?%

(c) y=zy +1—1ny

En cada caso, graficar la familia de soluciones y su envolvente.
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ANEXO

Funciones uniformemente continuas y Lipschitz continuas

Si f: ACR — R es una funcién continua, entonces, por definicién,
Ve € A, VYe>0, 3F0>0: siza€ Ay |za—x1]| <0=|f(x2) — f(z1)] < € (4)

donde ¢ depende de € y también del punto x1 € A. La dependencia con el punto estd indicando que,
fijado € > 0, algunos puntos en A pueden exigir valores de § mucho més pequenos que otros (dicho
intuitivamente, depende de la rapidez con que varia la funcién f cerca del punto considerado).

Definicion. Una funcion f : A — R es uniformemente continua si, para cada € > 0, puede encontrarse
un 0 > 0 tal que, si x1,x2 € A verifican que |xo—x1| < d, entonces | f(x2)—f(z1)| < €. Simbdlicamente:

Ve>0 36>0: six,zo € Ay |z —21] <= |f(x2) — f(x1)] <e. (5)

Obsérvese la sutil, pero importante, diferencia entre (4) y (5): como ya se ha explicado, en (4) se
permite que § dependa de z7 y de €, mientras que en (5) solo puede depender de €. Por supuesto, si
f es uniformemente continua, podemos asegurar que f es continua, pero el reciproco no es cierto.

Contraejemplo. La funcién f(z) = 22 es continua en R pero no es uniformemente continua en R.

Si lo fuese, usando (5) con € = 1, existiria 6 > 0 tal que
1,29 ER i mg — x| <6 = |2 — 23| < 1;

pero esto no es posible; en efecto, si fijamos n € N; con 1/n < ¢, podriamos elegir

1
Ty =mn, x2 =n+(1/n) = 24 5 = 23 — 23| < 1 absurdo!
n

Veamos ahora una propiedad sencilla que implica la continuidad uniforme.

Definicién. Se dice que una funcion f: A C R — R es Lipschitz continua (o lipschitziana) cuando
existe una constante M > 0 tal que:

|f(x2) = f(z1)| < M |z — 21| V1,72 € A (6)

Desde el punto de vista geométrico, la condicion de Lipschitz asegura que las pendientes de las rectas
secantes de la curva {(z, f(x))} estdn acotadas; por lo tanto, la gréfica de una funcién lipschitziana
no puede volverse infinitamente empinada en ningin punto de su dominio.

Claramente, existe una minima constante My > 0 que verifica la desigualdad (6) dada por

[£(z2) = f(z1)|

M =
’ o { w2 — a1

x1,r2€A:x1 £

} — My es la constante de Lipschitz de f en A.

Ejemplos.

e La funcién f(z) = |z| es Lipschitz en toda la recta real con M = 1. Para probarlo basta observar
que
[f(z1) = f(@2)| = |lz1] — |22l < |z1 — 22| Vay,z2 €R.
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e La funcién f(z) =/ no es lipschitziana en el intervalo (0, 1). Lo probaremos por reduccién al
absurdo. Supongamos que sea lipschitziana en (0, 1); entonces, debe existir M > 0 tal que

|f(z1) — f(z2)| < M |z — 29| Va1, zo € (0,1).

Como la funcién f es derivable en (0, 1), se cumple

Flan) = tim LEVZT@I gy

T2—T1 ]a;l — .’IIQ‘
Combinando la desigualdad con la identidad anteriores, se concluye
[f'(@) <M Vze(01)

lo cual es imposible, pues la derivada de f(z) explota en el origen.

e La funcién f(z) = 1/x es Lipschitz en el intervalo [a,c0), a > 0. En efecto,

1 1 r1 — T2 1
’ 1’:’ ‘S?‘J}Q—Lfly V1, z9 € [a,00).

T2 T 12

Los resultados que se presentan a continuacién, pondran en evidencia que la propiedad de lipschitzidad
es mas fuerte que la de continuidad, pero es mas débil que la de poseer derivada continua.

De la desigualdad (6), se deduce que, dado € > 0 y, tomando § > 0 de forma que IM < e, se tendrd
que |f(z2) — f(x1)| < €, siempre que x1,z2 € A verifiquen |r2 — z1| < §. Tenemos, por tanto, el
siguiente resultado:

e Toda funcion lipschitziana es uniformemente continua.

El Teorema del Valor Medio nos proporciona un criterio comodo para saber si una funcién derivable
en un intervalo es lipschitziana.

e Sea f una funcion continua [a,b] y derivable en (a,b). Entonces, las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

(i) f es lipschitziana.
(it) f' estd acotada, es decir, existe M > 0 tal que |f'(x)] < M para todo x € (a,b).

Si se verifica (ii), la constante de Lipschitz de f viene dada por

My = sup |f'(z)]. (7)
z€(a,b)

Probemos que (i) = (i7). Si My es la constante de Lipschitz de f, fijado =1 € (a,b), se tiene

f(x2) — f(z1)

T2 — I

< My Vxzs € (a,b) : xo # x1,

de donde se deduce, claramente, que |f'(z)| < My. Es decir, f’ estd acotada en (a,b) y se puede
escribir

M= sw |f@)] 5 M<M
z€(a,b)
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Probemos que (ii) = (i). Se define M como antes. Para x1,z2 € (a,b), con 21 # 2, el Teorema
del Valor Medio nos asegura la existencia de (al menos) un punto intermedio ¢ € (a,b) tal que

|f(x2) = fz1)| = | (O)|xa — x1| < Mg — 24].

Esto prueba que f es lipschitziana con constante de Lipschitz My < M. Combinando las dos
demostraciones, se concluye la desigualdad (7).

Ejemplos.
e La funcién f(x) = sin(x?) es acotada, pero no es Lipschitz en R. En efecto,

|f'(z)| = |22 cos(z?)| no puede acotarse cuando x — oo.

e La funcién f(z) = x 4 sinz no es acotada, pero es Lipschitz R. En efecto,
|f'(x)|=1+cosz| <2  VzeR

Una forma facil de asegurarse la acotacién de la derivada es imponer que la derivada sea continua y
trabajar en un intervalo cerrado y acotado para poder aplicar el Teorema de Weierstrass:

e Seana,b € R; a <b. Sila funcion f tiene derivada continua en [a,b], entonces f es lipschitziana
en [a,bl.
Ejemplos.

e La funcién f(z) = va? + x? es lipschitziana en R. En efecto,
@) = || =\ oy <1 V2R
x)| = = x .
Va? + a2 a? + x?

e La funcién f(r) = tanzx es derivable en cada punto = € (—n/2,7/2). Sin embargo, dado que
/' no estd acotada en (—m/2,7/2), f no puede ser lipschitziana en (—7/2,7/2). Pero, eligiendo
ay b tales que —7/2 < a < b < 7/2, entonces f es continuamente derivable en [a,b] y, por lo
tanto, lipschitziana en [a, b].

Para concluir esta breve discusion sobre las funciones lipschitzianas, extendemos la primera definicién
a funciones de dos variables en el siguiente sentido:

Definicién. Se dice que f : Q C R? — R es globalmente lipschitziana respecto de la variable y en
st existe L > 0 tal que

’f(‘rvyl) - f(xay2)| < L‘yl - yz’ V(I‘,yl), (‘T’yQ) € Q.

Ejemplos.
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e Sean a y b constantes reales; la funcién f(x,y) = |ax + by| es globalmente lipschitziana respecto
de la variable y en R2. En efecto,

[f (@, y2) = [z, y1)| = |laz + bya| — |az + bya|| < [(az + by2) — (az + by2)| = [blly2 — y1-

—— tiene derivadas parciales continuas en R2. Sin embargo, como

e La funcién f(z) = T
Y

of 2xy

L = "7 10 estd acotada en R?
gy  (1+y?)? ’

f no es globalmente lipschitziana respecto de la variable y en R?. Ahora, si restringimos el
dominio de f al conjunto

Q={(z,y) eR* —a <z <a, —oo<y<oo; a0}

f serd globalmente lipschitziana respecto de la variable y en (2.
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6 e Sistemas de ecuaciones diferenciales de primer orden

Parte 1 - Sistemas lineales homogéneos

Considere el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDOs) de primer orden

d
% :fl(t7x17x27”'7xn)
dx
di_t_2 :fQ(t7x17x27”'7$n)
; (1)
dz,
% :fn(t,xl,x2,~--,xn),

donde la derivada de cada variable dependiente x; es funcién de la variable independiente ¢, de ella
misma y de todas las restantes variables x;; j # ¢. Definiendo los vectores

xl(t) fl(t7ml7x27' : 'wrn)

‘rQ(t) fQ(t,l'l,.Z'Q,' . '73771)
X(t) = y f(t,X) = ' )

$n(t) fn(t,l‘l,xg,' . '7$n)

el sistema de ecuaciones puede escribirse de la siguiente manera

X' (t) = f(t,x).

x/'(t) = £(t,x)

Teorema de existencia y unicidad. Considere el PVI { . Si, en una vecindad

x(to) = X0
del punto (tg,%g), f es continua y todas las derivadas parciales a—z (i, =1,2,---,n) son acotadas,
Lj

el PVI tiene solucién tnica en el intervalo |t — to| < h, para cierto h > 0.

Ejemplo 1.

! 221 — st .
Considere el sistema de EDOs 33/1 (t) = 21— 312 + o8 . Como las funciones f;, i = 1,2,
Ty T1T9 —4x9 +t —1Int

son continuamente derivables en (0, c0) x R?, la solucién que satisface < il > (to) = ( g ) existe y serd
2

Unica para todo tg > 0.
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Cuando cada una de las funciones f1, fo, - - -, fn es lineal en las variables dependientes x1, x3, - - -, Ty,
el sistema (1) puede escribirse de la siguiente manera

dx

ditl = an(t)z1 + anat)z2 + - - - + a1n(t)zn) + g1(t)
d:EQ

— =)z +an(t)es + - -+ azn(t)zn) + g2(t)
dz,

W = an1 (t)xl + ang(t):cz SFoooaF ann(t)$n) + gn(t)

que se conoce como la forma normal de un sistema de ecuaciones lineales de primer orden. Cuando
gi(t) = 0 para todo t y para cada i = 1,2,- - -, n, se dice que el sistema lineal es homogéneo; en
caso contrario, es no homogéneo. Definiendo

ai(t) a2(t) - - - a(t) g1(t)
az1(t) ag(t) - - - an(t) 92(t)

A(t) = ' y 8t)= ' :
anl (t) an2 (t) © 0 Qpn (t) dn (t)

se puede obtener la forma matricial del sistema de EDOs lineales de primer orden; es decir,

x'(t) = A(t) - x(t) + g(t). (2)
Supongamos que los coeficientes a;j; ¢,7 = 1,2, - -,n, as{ como las funciones g;; ¢ = 1,2,---,n, son
continuas en un intervalo comun /. Un vector solucién en I es una matriz columna
71(2)
Ta(1)
x(t) = '
Tl

cuyos elementos son funciones derivables que satisfacen (2) para todo t € I.

Ejemplo 2.
~ 2t 45 L, .
El vector x(t) = 4 ) eswn vector solucién, en (—oo, 00), del sistema
/
x7 (14N [ 2t -7
(d)o=(52)(n)o(57%)
—_——— —_———
A(t) g(t)

Observe primero que todas las entradas de la matriz A y del vector g son funciones polinomiales; en
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virtud del Teorema de existencia y unicidad, podemos asegurar que la solucion del sistema existe en
(—00,00) y serd unica cualquiera sea la condicién inicial (tg, x¢) elegida. Ahora,

lado izquierdo de la ecuacién — se deriva el vector X(t):

0-(1)-( 1)

lado derecho de la ecuaciéon — se reemplaza el vector X(t) en el sistema de ecuaciones:

aswsso= (5 5 ) (515 ) (50 ) = (57 )+ (5 0%)=(5)

ambos lados son iguales = X =A-X+g Ve (—o0,0).

Considere el sistema de EDOs lineal y homogéneo

x'(t) = A(t) - x(t).

Siempre se supondrd que las a;;; 7,7 = 1,2,- - -, n, son funciones continuas de ¢ en algun intervalo
comun 1.
- (Principio de superposicion) Si x1,Xa, - -, Xk; k < n, es un conjunto de vectores solucién

en un intervalo I, la combinacién lineal

C1X1 + CoX9 GFoooap CLXf,

donde las ¢;, i = 1,2, - - -, k, son constantes arbitrarias, también es solucién en I.

- (Sobre la independencia lineal de las soluciones) Supongamos que Xi, Xz, - -, Xy SON
n vectores soluciéon en un intervalo I; seran linealmente independientes en [ si, y solo si, el
Wronskiano

toot
W(x1,x2, - Xp)(t) = | x1(t) x2(t) - - - x,(t) |#0 Vtel.
Vool

Puede probarse que solo existen dos posibilidades: W (x1,x2, -+, X,)(t) = 0 para todo ¢t € I o
W (x1,X2,- -+, Xp)(t) # 0 para todo t € I.

- Cualquier conjunto xi,Xs,- - -, X, de n vectores soluciéon linealmente independientes en un
intervalo I se dice que es un conjunto fundamental de soluciones en ese intervalo.

- Sea x1,X3,- + -, X, un conjunto fundamental de soluciones en un intervalo I. Entonces, la
solucion general del sistema homogéneo en ese intervalo serd

x(t) = e1X1 + coxg + - - + Xy

donde las ¢;; 1 = 1,2, - -,n, son constantes arbitrarias.
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1. Encontrar los intervalos en los que se tiene garantia de la existencia de una solucién unica.

1 t
’ 2_ 1 € sint
_ t- — .
S I O (omt)
t+1

2. Escriba el sistema de ecuaciones en forma matricial y compruebe que el vector X(t) indicado es una
solucién del mismo.

/
T, =211 +®32 a1 +4E N\
(a) { xh =-—x1 ’ x(t) = < 34t )€
r _ t(t—1)
] =(2t—-1)z o e
(b) { x’2 =x1 + 2txy X(t) - €t2 — etlt—1)
/ — .
() l‘,l = —3x1 +2x2+3 — 2t : 2(t) = 1+2cost.
Ty = —0T1 +3x2 +6— 3t t+3cost —sint
2 1
ro_“ - . 1/ -1
(@1 Tty X(t):2<t3 t)
ay =ay+t? -

3. Suponga que los vectores dados son soluciones de un sistema x’(t) = A(t) - x(¢). Determine si
forman un conjunto fundamental de soluciones en (—oo, 00).

cost 0 sint
x1(t) = | —3cost+ 3sint xo(t) =1 1 | ¢ x3(t) = | —3sint — cost
—cost —sint 0 —sint 4 cost

4. Considerar el sistema de ecuaciones diferenciales
0 6 0
Xt)=[1 0 1 | x(t
1 10

(a) Probar que la solucién general, en el intervalo (—oo, c0), es el siguiente vector

6 -3 2
X(t)=c1 | -1 ettty 1 e ?4es| 1 |e%; c1, C2, c3 constantes reales.
-5 1 1

(b) Hallar la solucién que satisface la condicién inicial
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Cuando la matriz de coeficientes es independiente de ¢ (es decir, es una matriz de constantes), el

sistema de EDOs homogéneo
x'(t) = A -x(t)

describe el comportamiento de los sistemas auténomos. Una caracteristica importante de estos
sistemas es que sus propiedades no cambian con el tiempo; se denomina invariancia frente a
traslaciones en la variable temporal.

Matematicamente, la propiedad de invariancia temporal implica que, si X(t) es la solucién del sistema
que satisface X(0) = a, entonces X(t—t() sera la solucién del sistema que satisface la condicién inicial
X(to) = a; es decir, la respuesta es la misma que antes pero retardada en t.

En rigor, no existen sistemas invariantes en el tiempo; sin embargo, es frecuente que la variacion que
experimenta un sistema dado con el transcurso del tiempo sea tan lenta que se considera despreciable
para todo efecto practico.

Ejemplo 3.
El siguiente sistema
{ Z(t) = —ax+bxy
y'(t)=  dy—cay

donde a, b, ¢ y d son constantes positivas, es un sistema autéonomo no lineal. Este es un sistema famoso
de ecuaciones diferenciales; se denomina modelo depredador-presa de Lotka-Volterra.

Segun el principio de superposicion, para hallar la soluciéon general de cualquier sistema lineal homogéneo
hay que disenar un método que permita calcular n soluciones linealmente independientes. A continuacién,
se abordara este problema para los sistemas lineales con coeficientes constantes; los tinicos para los que
existen métodos analiticos generales de resolucion.

Considere el sistema lineal auténomo
x'(t) = A - x(t)

y suponga que todos los autovalores de la matriz A son reales y distintos. Sean Aj, Ag,- - -, A, los
n autovalores de A y sean vi,va,- -, v, los autovectores correspondientes. Entonces, la solucion
general del sistema de EDO homogéneo estard dada por

X(t) = c1vieMt 4+ covoe?t 4+ -+ epvpett

con dominio de validez en (—o0, 00).

Ejemplo 4.

Encontrar la solucién general del siguiente sistema de EDOs  x/(t) =

W N =
— N
N O N
»
—~
~
S~—

Se procede por pasos:
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primer paso — encontrar los autovalores de A; es decir, las raices del polinomio
1-Xx -1 2

pA) =det(A-AI)=| 2 2-X 0 [=-X4+522-4A=- X XA-1A—-4)
3 12—

segundo paso — encontrar los autovectores de A; es decir, las soluciones de los sistemas lineales
A‘VZ' = /\in‘§ V; #0; 1= 1,2,3

(quedaran determinadas a menos de una constante multiplicativa); en este caso,

1 —1 —1
)\1:4—>V1: 1 s )\221—>V2: 2 s )\320—>V3: 1
2 1 1

tercer paso — construir la solucién general; es decir, una combinacién lineal de los vectores v;etit
1=1,2,3,

)

X(t) = crviet + covael + csvs.

La aplicaciéon Matrix Calculator (https://matrixcalc.org/en/) permite el computo de los autovalores
y autovectores de una matriz de entradas constantes.

5. Encontrar el vector solucién general del sistema x'(t) = A - x(t) en los siguientes casos

was(5 )

-1 1 0
(b) A = 12 1
03 —1

6. (a) Probar que, si A -v = \v, el vector X(t) = ve*!~%) con ty constante, es una solucién del
sistema x'(t) = A - x(t).

(b) Usando el resultado anterior, resuelva el problema de valores iniciales

3 1 =2 1
Xt=1 -1 2 1 x(t), x(1) = 4
4 1 -3 -7
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7. Sea X(t) la solucién general del sistema x'(t) = A - x(t), donde A es la matriz

—5/2 1 1/2 —1/2
3/4 —5/2 0 3/4
1 2 -3 1

0 2 —1/2 -2

Pruebe que tlim X(t) =0 (Ayuda: serd necesario calcular los autovectores?).
—00

8. Considere el sistema de x'(t) = A - x(t), donde A es la matriz

0 0 —3/2 2
—3/4 1/2 0 —3/4
—1 -2 1 -1
1/2 -3  3/2 —3/2

Encontrar V' C R* tal que, si xo € V, la solucién del sistema que satisface la condicién inicial
X(0) = x¢ tienda a cero cuando t — oo (Ayuda: el subespacio V' puede describirse en términos de
los autovectores de A).

La figura muestra tres tanques de salmuera conteniendo Vi, Vo vy V3
(galones) de la solucién, respectivamente. Agua fresca fluye hacia el
tanque 1, mientras que la salmuera mezclada fluye desde el tanque
1 hasta el tanque 2, desde éste hacia el tanque 3 y, finalmente, sale
de este tltimo. Represéntese por z;(t) la cantidad (libras) de sal en
el tanque 7; © = 1,2,3, en el tiempo t. Si cada razén de flujo es
igual a r (galones por minuto), entonces, de un conteo simple de las
concentraciones de sal, se obtiene el sistema de primer orden

—k 0 0 x
) d Z1 1 1
) % xI9 = k‘l —kg 0 . i) s
T3 0 ko —k3 T3

donde k; = r/V;; i = 1,2,3. Supdngase que Vi = 20, Vo = 40,
V3 = 50, r = 10 y que las cantidades iniciales de sal en los tres
tanques de salmuera son

I 15
X9 (0) = 0
I3 0

(a) Encontrar la cantidad de sal en cada uno de los tanques en el tiempo ¢ > 0.
(b) Encuentre la cantidad méxima de sal en los tanques 2 y 3.

(c) Determinar el menor valor de T' a partir del cual |x;(t)| < 5;4=1,2,3, paratodo ¢t > T.
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Considere el sistema lineal auténomo

x'(t) = A - x(t)

y suponga que A\c = (a + if) es un autovalor de la matriz A con autovector vg = vg + ivy .
Entonces,

x1(t) = (vgcos ft — vysin Bt)e™ y xa(t) = (Vgsin Bt + vy cos ft)e™

son dos soluciones (reales) linealmente independientes del sistema de EDOs en (—o0, 00).

Ejemplo 5.

Encontrar la solucién del PVI

1 0 0 1
X{t)=10 1 -1 x(t); x(0)=11
0 1 1

Nuevamente, se procede por pasos:

primer paso — encontrar los autovalores de A;

1-Xx 0 0
det(A-=XD)=| 0 1-X -1 |=1-XNN\=22+1)=01-NA—(1+i)A—(1-1))
0 1 1-2X

segundo paso — encontrar los autovectores de A; para ello, buscamos soluciones de los sistemas lineales
A-wi = Nwi; w; #0; 1=1,2,3;

en este caso, trabajando en C, se tiene

1 0 0
M=1—>w = 0 , A =1+17— wy = 1 , A3=1—71—>w3g= —1
0 1 1

A3 :XQ Y wiz=wa

tercer paso — encontrar tres soluciones linealmente independientes del sistema de EDOs;

vi=w; — x(t) =viel

0 0 Ny
ve—ws = va=| o0 |.vi=[1 . xo(t) = (VRC.OSt — vy smt)et
1 0 x3(t) = (vgsint 4+ vycost)e

cuarto paso — construir la solucién general

1 0 0
X(t) = c1x1(t) + caxo(t) +esx3(t) =c1 [ 0 | el +co [-sint |e' +¢1 | cost |
0 cost sint

69



quinto paso — imponer la condicién inicial; esto es, tomando ¢t = 0,

1 1 0 0 C1
1 =C 0 + co 0 + c3 1 = Co — 61:1,62:1,63:0.
0 0 1 0 c3

* * *

10. Para qué valores de «, las soluciones del sistema homogéneo

K (t) = ( _1a . ) x(t)

exhibirdn un comportamiento oscilatorio?.

11. Para qué conjunto de vectores xg, el PVI

1 0 -2
XH=10 1 0 |- -x@); x(0) = xq
1 -1 -1

tendré soluciones acotadas?

!

T

El comportamiento del circuito eléctrico que se muestra en la figura -
se describe mediante el sistema de ecuaciones diferenciales

R
S [OF NI HCO I I

dt\ 'V 1%

C RC

donde I es la corriente que atraviesa del inductor y V el la caida de
potencial en el capacitor.

(a) Muestre que los autovalores de la matriz de coeficientes serds reales y diferentes si L > 4R>C.

(b) Suponga que R =1 (ohmio), C = 1/2 (faradio) y L = 1 (henrio); encontrar la solucién general
del sistema en este caso.

(c) Encontrar la solucién particular para las condiciones 1(0) = 2 (amperios) y V' (0) =1 (voltio).
(d) Determine los valores limites tlirn I(t)y tlim V(). Estos limites, dependen de las condiciones
—00 —00

iniciales?

13. Encontrar la solucion del siguiente PVI

020 O 1
o | -2 00 0 _ |1
003 O 0



Considere el sistema lineal auténomo

x'(t) = A -x(t)

y suponga que & es un autovalor de A de multiplicidad algebraica m < n; es decir, (A —§)™ es un

factor del polinomio caracteristio
p(A) = [A — AL

La solucién general del sistema dependera de la multiplicidad geométrica del autovalor &; es decir,
de la dimension del espacio propio correspondiente. Claramente, se distinguen dos situaciones:

1. la multiplicidad geométrica de £ coincide con su multiplicidad algebraica

2. la multiplicidad geométrica de £ es menor que su multiplicidad algebraica

Caso 1.

Cuando la multiplicidad geométrica del autovalor £ de A coincide con su multiplicidad algebraica
m, existen m autovectores vi,va,- - -, v, linealmente independientes asociados con el autovalor &.
Luego, existen m soluciones

t t t
x1(t) = viett, xg(t) = vaest, - - - xp(t) = Vet
linealmente independientes entre si. Dicho de otra manera, cuando la multiplicidad geométrica
coincide con la multiplicidad algebraica, se procede como si se tuvieran m autovalores distintos, no
hay diferencia. Este caso siempre ocurre cuando A es una matriz hermitiana.

Ejemplo 6.

Hallar la solucién general del siguiente sistema de ecuaciones diferenciales.

1 -2 2
Xt)=1 -2 1 =2 | x(t).
2 =2 1
A

Como en los ejemplos anteriores, procederemos por pasos.

primer paso — encontrar los autovalores;

1-x =2 2
p(A) =det(A—=XI)=| -2 1-X =2 |[=-=X4+324+90+5=—-A+1>*\-5)
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segundo paso — encontrar los autovectores de A;

-4 -2 210 10 -1]0 T — = 0
M=5—-(A=5I0)=| -2 =4 2] 0| =01 1|0 —>{x1+x3:0
2 -2 —4 0 00 0|0 2T
operaciones entre filas
eligiendo z3 =1 — vy = -1
2 -2 210 1 -1 1] 0
=-1=A+I0)= -2 2 2|0 |—=10 00]0|=>{z=x—a3
2 -2 210 0 000
operacion(;sr entre filas
1
eligiendo 9 = 1,23 =0 — vy = 1
0
-1
eligiendo 9 = 0,23 =1 — v3 = 0
1

tercer paso —construir la solucion general del sistema de EDOs;

x(t) = c1vie® + cavae Tt + cgvget

En lo que sigue usaremos frecuentemente la siguiente notacion:

KerM — nicleo de una matriz M; es decir, el conjunto de vectores v tal que M - v = 0,

span{vy,---,v,} —  coleccién de todas las combinaciones lineales de los vectores vy, - - -, v,.

Caso 2.

Si el autovalor & de A, con multiplicidad algebraica igual a m, tiene asociados | < m autovectores
linealmente independientes, entonces existiran solamente [ soluciones linealmente independientes de
la forma x(t) = veft. Por lo tanto, para construir la solucién general del sistema, serd necesario
encontrar otras m — [ soluciones linealmente independientes de x(t); observemos que ya no seran
puramente exponenciales. El nimero d = m — [ se denomina defecto del autovalor .

Un teorema fundamental de algebra lineal establece que toda n X n-matriz A tiene n autovectores
generalizados linealmente independientes.

Definicién. Supdngase que A es un eigenvalor de una n x n-matriz A. Un autovector generalizado
de rango k asociado con A es un vector w # 0 tal que

(A= ADF.-w=0 pero (A-X)F1.w+#0.

Si k = 1, entonces la definicién anterior significa que w es, simplemente, un autovector asociado a
A. De este modo, un autovector generalizado de rango 1 es un autovector ordinario.
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Definiciéon. Una cadena de longitud k de autovectores generalizados basada en el autovector ordinario
w1 es un conjunto {wy, wa, - - -, Wy} de k autovectores generalizados tales que

(A=A -wi, = wg_q,
(A=A -wp 1 =Wwga,

(A—)\I)Wg = Wi.

Observaciéon. Dado que wy es un autovector ordinario, (A — A\I) - wi = 0; por lo tanto, a partir de
(3), se concluye
(A = \D)¥ . wy, = 0. (4)

Asociados con el autovalor A, se consideran los subespacios propios generalizados
EY =Ker(A —AI)P; p=1,---k.

Estos espacios verifican la siguiente cadena de inclusiones E}\ C E)Q\ C---C E’j

Cada cadena de longitud &k de autovectores generalizados w1, wa, - - -, Wi determina un conjunto de
k soluciones linealmente independientes correspondientes al autovalor A de la forma

x1(t) = wieM
Xo(t) = witeM + woett
(5)
tk‘—l A tk_2 A A A
Xk(t) :Wlme t+w2me t+"'+Wk_1t€ t+Wk€ t.

Uniendo todas las cadenas de soluciones correspondientes a las diferentes cadenas de autovectores
generalizados, se obtiene un conjunto completo de n soluciones linealmente independientes para el
sistema de EDs

x' = A - x.

Ejemplo 7.  Encontrar tres soluciones linealmente independientes para los siguientes sistemas de EDs.

6 -6 5
a) x(t)=1[ 14 -13 10 | -x(¢).
7T -6 4
A

Comencemos calculando el polinomio caracteristico

p(\) =det(A —AI) = —(A+ 1)(A2 + 22+ 1) = —(A + 1)°.

Luego, el Unico valor propio de A es A\ = —1. El subespacio propio asociado a X es
6 -5
Ey=Ker(A+I)=span{vi=| 7 |,va= 0
0 7
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De aqui se concluye que el autovalor A\, con multiplicidad algebraica igual a tres, solo tiene dos
autovectores asociados (el espacio propio asociado a A tiene dimension igual a dos o, equivalentemente, la
multiplicidad geométrica de X es igual a dos). En consecuencia, los vectores solucién correspondientes
al sistema homogéneo seran:

X1 (t) - V1€7t7
Xa(t) = vae,

2 . pu—
Xg(t) _ (Wlt + Wg)e_t; W1 ¥y W2 son solucion de { (?A++I%) . zz = 0“771.

Determinemos primero ws. Un cédlculo directo muestra que
(A+1)2=0 —  FE}=Ker(A+I)?*=R3

Entonces, wo puede ser cualquier vector de R® que no pertenezca a El; usando la base canénica de R3,
elegimos

1 7
Wo = 0 — W1:(A+I)‘W2: 14 :2V1+V2€E)1\.
0 7
Luego, tendremos
7 1
x3(t) = 14 Jt+{ O et
7 0
5 —4 0
b) xXt)=1 0 2 | x(t)
0 25
N————
A

Procediendo como en el ejemplo anterior; determinemos

* el polinomio caracteristico correspondiente a la matriz A:

p(A) = det(A — AI) = —A\(AZ — 10X + 25) = —\(\ — 5)?

* los subespacios propios asociados con los autovalores de A:

—4

para A1 =0 — E/l\1 = Ker(A — 0I) =span{ vi = | —5
2

-2

para A2 =5 — E}\2 = Ker(A — 5I) = span vg = 0
1

* los vectores solucién correspondientes al sistema homogéneo

X1 (t) = Vi,
Xo(t) = vaedt,

_ 5t. iy (A-5I)% wy =0
x3(t) = (Wit +wa)e’; w1y Wy son solucién de { (A—5I)-wy =w;

74



* una base para E>2\2:

—4 20 -8 2 0
(A-5I)2=| -5 25 —10 —  E}, =Ker(A — 3I)® = span 0],] 2
2 —10 4 —1 5

* una eleccién apropiada para el vector wy (no puede pertenecer a E}\Q):

0 -8
wo= | 2 —  wp=(A-5I)-wy = 0 | =2vo € B},
5 4
Luego, tendremos
-8 0
x3(t) = 0 |t+ | 2 edt,
4 5

Ejemplo 8. Hallar la solucién general de los siguientes sistemas de EDOs:

x(t)

_ N W o
N O OO

La solucion general estard dada por una combinacién lineal de cuatro soluciones del sistema de EDs. que
sean linealmente independientes. Procediendo como en el ejemplo anterior; determinemos

x el polinomio caracteristico correspondiente a la matriz A:

det(A — XI) = (A — 2)2(\ — 3)?

* los subespacios propios asociados con los autovalores de A:

0 0
1 1 0
para A1 = 2 — Ey, = Ker(A — 2I) = span{ vi = o V2= ¢
0 1
( 1
para Ay = 3 — E}\Q = Ker(A — 3I) = span | v3 = :i
3
x los vectores solucién correspondientes al sistema homogéneo
x1(t) =vie?,
Xo(t) = voe?t
x3(t) = vzed,
- 3t. i (A 307wy =
x4(t) = (wit +wz)e’; wpy wa son solucién de { (A—30) wy —wi
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* una base para E>2\2:

00 00O 1 1
-3 1 -4 0 -1 3
_ a2 2 _ _ a2
(A —3I) 00 00 — E3, = Ker(A — 3I)” = span T O
-1 0 21 3 1
% una eleccién apropiada para el vector wa (no puede pertenecer a E}\Q):
1 1
3 -1 1
Wy = 0 — W1:(A—3I) W9 = 1 —V3€E)\2
1 3
Finalmente, tendremos
1 1 1+1¢
_ -1 3 3e_ | 3t 3t
x4(t) = T R S et = . e’.
3 1 143t
-1 -1 21
2 —4 3 1
/ _ .
b) X'(t)= 1 ~1 -1 0 x(t).
0 0 01
A
Procediendo como en el ejemplo anterior; determinemos
x el polinomio caracteristico correspondiente a la matriz A:
det(A = XI) = (A —1)(A +2)3
* los subespacios propios asociados con los autovalores de A:
1
para A\; =1 — E/l\1 = Ker(A — 3I) = spany v; = (1)
3
1
para Ay = —2 — E;, = Ker(A + 2I) = span { vy = (1]
0
x los vectores solucién del sistema homogéneo
x1(t) =wviel,
Xo(t) = voe %,
x3(t) = (wit+wo)e
2 (A + 21)3 W3 =
x4(t) = (w15 + wot + ws)e 2 w1, Wo y W3 solucién de (A+2I)-wg =wy

(A+21)W2 = W1

76



* una base para Eiz

1 -1 1 3 1
1 -1 1 3 0
2 _ 2 _ 2 _ _
(A+2I)° = 0 00 0 — E5, = Ker(A+2I)” = span { u; = 1
0 00 9 0
% una base para E§2
000 9 1
000 9 0
3 _ 3 3 _
(A+21)° = 000 0 — E3, = Ker(A+2I)” = span E
0 0 0 27 0

* una eleccién apropiada para el vector w3 (no puede pertenecer ni a E}\Q ni a E?\Q)

1 1
0 =(A+21I - 2= 2 E}
W3 = 0 — Wg—( + )'Wg— 1 =u; +2uy € Xo
0 0
1 1
2 =(A+21 [ 1= E;
w2= [ — wi; = (A+2I) - wy = 0 | =V2EE,
0 0
Finalmente, tendremos
1 1 1+¢
_ 1 2 o | 24+t o
x3(t) = 0 t+ 1 et = 1 et
0 0 0
1 1 1 L+t +1%)2
7 1| 2 0 Lo | 2t+1t2)2 o
x4(t) = o |zt 1 t+| et = y e .
0 0 0 0
*  x %

14. Hallar la solucién general de los siguientes sistemas de EDOs.

1 0 0

(a) xX't)=1 0 3 1 |- -x(t)
0 -1 1
10 O

(b) X'(t)=| 2 2 -1 x(t)
01 0

7

O O = O

, U2

O = O O

O = = O



6 -6 5

(c) X'(t)=|( 14 —-13 10 | -x(¢)
7T -6 4
—-2.5 1 1
(d) x'(t) = 1 —25 1 |-x(t)
1 1 -25
-1 1 1 -2
o 7T -4 —6 11 |
6 -2 -2 6

En cada caso, indicar las multiplicidades algebraica y geométrica de cada autovalor de A y el

conjunto de autovectores generalizados correspondientes.

Parte 2 - Sistemas lineales no homogéneos

Una matriz ®(¢) se denomina matriz fundamental de soluciones del sistema
x'(t) = A(t) - x(t) (6)

si sus columnas forman un conjunto de n soluciones linealmente independientes de (6). Es claro
que, si ¢ es un vector de constantes arbitrario, la solucién general del sistema homogéneo puede
escribirse como el producto

El siguiente resultado es una consecuencia directa de la definicién anterior: una matriz ®(¢) es una
matriz fundamental de (6) si, y solo si,

- det®(t) £ 0
d
- Z0(t) = A1) 2()

Considere ahora el sistema de EDOs no homogéneo

xX'(t) = A(t) - x(t) + g(t)- (7)

Si ®(t) es una matriz fundamental del sistema homogéneo asociado, entonces, la solucién de (7)
estard dada

x(t) = B(t) - ¢+ B(2) / &1 (1) - g(n) dn.

to

solucion particular
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Ejemplo 9. Resuelva el siguiente PVI

1 -2 2 1 0
)= -2 1 =2 |-x(t)+ | -1 |t x(0)=1 0
2 =2 1 1 1

Dividir el calculo en varios pasos simples reduce significativamente la complejidad del mismo y, en general,
evita la aparicién de errores.

primer paso — hallar un conjunto fundamental de soluciones para el sistema homogéneo; del Ejemplo 6,
se tiene

1 1 —1
xpt)=c | =1 |4 | 1 |et+es 0 |e?
1 0 1
x1 (1) xa 1) xs 1)

segundo paso — construir una matriz fundamental para el sistema homogéneo; usando la definiciéon de
matriz fundamental, es inmediato que

T T T e5t eft _eft
O(t)=| xi1(t) xo(t) x3(t) | = —€ et 0
i \L \L eSt 0 e—t
tercer paso — calcular la inversa de la matriz fundamental; en este caso,
. . . Bt _ Bt o5t
't )=———adj®(t) = —— (cof ®(t))T = = t 2t t
0= Geram V2 = g (CI®W) =35 ¢ 2 ‘
—e e 2e
cuarto paso — hallar el producto ®1(t) - g(t); en este caso,
. o5t _e—Bt o5t 1 "
o 1(t)-g(t) = 3 et 2et el —1 |tet=| 0
—et el 2¢t 1 0
quinto paso — integrar el producto ®1(t) - g(t); se tiene
6o t (N 312
/ e (n)-g(n)dnz/ 0 |dp=1{ 0
to o\ 0 0

sexto paso — construir una solucién particular del sistema inhomogéneo;

lt2 e5t e—t _e—t th 1

2 5t ,—t 2 1 2 5t
xp(t) = ®(1) - 0 = _€5t e (2 . 0 =3 -1 | t%e

0 e 0 e~ 0 1

séptimo paso — construir la solucién general; dado ¢, un vector de constantes arbitrarias, se tiene

et et et 1
x(t) = xp(t) +x,(t) = B(t) - t)y=| —et et 0 | et -1 |t
=X xp(t) = (1) - c+xp(t) = et e ¢ty e’
et 0 et 1
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ultimo paso — imponer la condicién inicial; evaluando en tg = 0,

1 1 -1 1 0 1 1
x(0) = ®(0) - ¢ — c=®&1(0) -x(0) = 3 1 2 1 0| = 3 1
-1 1 2 1
* Kk *

15. Considere un sistema lineal x'(t) = A(t) - x(t), donde las entradas de A(t) son funciones continuas

en R. Es posible que la matriz
el sint
o(t) = < sint e~

sea una matriz fundamental para este sistema?

16. Suponga que 11 # 79 son raices de la ecuacién 22 + a1z + as = 0. Mostrar que la matriz

r1t

e er2t
(I)(t) = < Tlerlt T2€T2t >

es una matriz fundamental del sistema x'(t) = A - x(¢), donde A = ( (ZL 2 )
—az —ay

17. Sea ®(t) una matriz fundamental de soluciones del sistema x'(t) = A(¢) - x(¢) en un intervalo I.
Mostrar que, si C es una n x n-matriz de constantes no singular, entonces ¥(t) = ®(¢) - C es
también una matriz fundamental del mismo sistema.

18. Sea ®(t) una matriz fundamental del sistema x'(¢) = A(t) - x(¢). Mostrar que la solucién del PVI

{ il((t?) ::ist) XU et dada por x(t) = B(1) - (1) - x0.

U(t) = ®(t) - @ (ty) es la tnica matriz fundamental del sistema x'(t) = A - x(t) que satisface
W(ty) = I; por esta razén, se la denomina matriz fundamental principal en t.

19. Considere la matriz

0 e3t L

14+¢

(I)(t) = 14¢ 0 e~ 3t
1 0 0

a) Para qué intervalos de R, puede ser matriz fundamental de un sistema de s lineales
P 8 int los de R, ®(t d triz fund tal d ist de EDOs lineal
homogéneo?

(b) Si ty = 0 pertenece a uno de esos intervalos, hallar la matriz fundamental principal en .

(c) Construir el sistema de EDOs.

20. Hallar una matriz fundamental correspondiente a los sistemas de EDOs de los Ejemplos 7 y 8. Es
la principal en t = 07
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21. Los siguientes ejercicios se refieren a un sistema de EDOs no homogéno de la forma
X(t) = A x(t) + g(t).

En cada caso, encontrar la solucién del sistema que satisface la condicién inicial x(¢g).

wa=(54)  eo=(g)  xo=(1)

)
\]

1 0 O 0
(c) A= 2 1 -2 |, g(t) = 0 , x(0)=1[ 1
3 2 1 et cost 1
3 0 0 O 0 1
6 3 0 O 0 1
12 9 6 3 et 1
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EJERCICIOS ADICIONALES

1. Encontrar el conjunto fundamental de soluciones para los siguientes sistemas auténomos.

/

Y1 = 2y1—y2
a
(a) {y’zz 3y1 — 2y2

(b) { yll = U1 - 23/2
Yy = Y1+ 3
A i
(C) { y/l : 7y1 B 33/2
Yo = 4y1 — Yo

(@ { y’li Yo

Yy —4dy

2. Hallar la solucién del sistema x'(t) = A - x(t) que tienda a cero cuando ¢ — oo.

-1 3 3
(a) A= -2 1 o0
-2 3 -2
1 0 -1
b)A=|1 o0
1 -1 0
11 0
)A=|0 1 -1
01 3

3. (a) Considérese el sistema de ecuaciones diferenciales tx'(t) = A - x(t) en el intervalo ¢ > 0. Si A
es una matriz de constantes, el vector solucién tiene la forma x(¢) = t"v, con v un vector de
constantes. Mostrar que v y r deben satisfacer la relacién (A — rI)-v =0 a fin de asegurar
soluciones no triviales.

(b) Resolver
L (t) = < g - ) x(t)

. (t) = < g :2 ) x(t)

4. En los siguientes casos, hallar la solucién del sistema x’(t) = A-x(t)+g(t) que satisface la condicién
inicial x(0).

b3 ) we(3) woe(8)
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(b) A:<3 _Lll), g(t)=<e3tt>v X(O>:<1>

5. En cada caso, verificar que el vector x; es una solucién general del sistema homogéneo asociado;
después, resolver el sistema inhomogéneo. Suponer que t > 0.

(a) tx'(t) = (§ :;>‘X(t)+<1;tt2 >; Xh(t)=c1< 1 >t+cz<;>t_1
www=(3 5 )x0-(, ") me=aly)eteal(])e

6. % Considere el sistema de EDs

3 41 0
n_ |4 30 1
xW=109 o3 -4 |*V

0 04 3

A

La ecuacion caracteristica correspondiente a la matriz de coeficientes A es
p(\) = (A2 46X +25)2 = 0.

Por tanto, A tiene un par de autovalores complejos conjugados repetidos 3 + 4i. Primero muestre
que los vectores complejos

9
0
Vo 1
1

<

[

I
OO ==

<

forman una cadena {vi,va} de longitud 2 asociada al autovalor A = 3 — 4i. Entonces, calcule las
partes real e imaginaria de las soluciones a valores complejos

At

viet y  (vit+ Vg)e)‘t

para encontrar las cuatro soluciones de valores reales independientes del sistema x'(t) = A - x(t).
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Parte 3 - Matriz exponencial

Suponga que A es una n X n-matriz de entradas constantes y ¢ un escalar. Se define la matriz
exponencial et por medio del desarrollo

At 2 o t* t*
M =T+tA+ A+ + A +"':ZHA' (1)

Puede probarse que esta funcién es absoluta y uniformemente convergente respecto de la norma

1T = max |T'(x)|
|x|=1

donde
- T :R"™ — R" es un operador lineal,
- |x| es la norma euclidiana de un vector en R",

- si T estd representado por la matriz A en la base standard de R™; es decir, si T'(z) = A - x
entonces ||A| = vVméximo autovalor de la matriz ATA.

A partir de esta definicién, puede probarse que

-l =
- e(ATB)l — oAt Bl ghlamentesi A-B=B- A
e AL — (eAt)fl ya que e AL AL _ —ALFAL _ (A0 _ T

—A y A conmutan

1
|
g}

Ejemplo 9.
Supéngase que A% = oA, donde a es un niimero real distinto de cero. Encontrar la matriz el
Obsérvese primero que
A3
Al

A-A?=A (aA)=aA%=0a’A
A-A3=A (a?A) =a’A?=a3A

AF = A AT = A (0F2A) = aF2A2 = oFTA
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Luego, usando la definicién,

t2 t3 tk A (at)?  (at)? (act)F
At _ 2 k—1 _
M =T+ At+agAt+als At o oA+ =T+ = (a4 L+ 5 4 S )
e —1
at __ 1
1+ ¢ A
(6%
* * *
A O 0 eMt o0
22. Sea A= 0 X O . Mostrar que eA* = | 0 et 0
0 0 A3 0 0 et

. . . Bt.p-1 _
23. Sean P una n x n-matriz invertible y B una n x n-matriz. Probar que eP'B'P™" = P . Bl . p~1,

Sea A una n X n-matriz. Recordemos que
- si tiene n autovectores linealmente independientes, entonces A es diagonalizable,

- A es diagonalizable si, y solo si, para cada uno de sus valores propios la multiplicidad
geométrica es igual a la multiplicidad algebraica.

Sea A una n X n-matriz diagonalizable. Sean vi,vy,- - -, v, los autovectores de A correspondientes
a los autovalores A1, Ag, - - -, Ay, respectivamente. Definamos
M 0O - 0 R T
D=0 X --- 0 y P=| vi vo -+ v,
0 0 - A\ { R T |
diag[\]

Como los autovectores de A son linealmente independientes, la matriz P resulta invertible. Obten-
emos, asi, una transformacioén de similitud que diagonaliza a A; es decir,

A=P-D-P L

Luego, usando los resultados de los ejercicios anteriores, se tendra

et 0 0 --- 0
Y 0 e 0 .- 0 fo
0 0 0 eint
diag[e]




Observacion 1. Encontrar la matriz exponencial de una matriz diagonalizable no encierra ninguna difi-
cultad (solo hay que determinar todos los autovalores de A y sus correspondientes autovectores).

Se dice que una n x n-matriz N es nilpotente cuando existe algiin entero m > 0 tal que N™ = 0. Al
menor entero positivo m para el cual esta igualdad se cumple, se lo denomina indice de nilpotencia
de la matriz N.

Observacién 2. La serie (1) para una matriz nilpotente se vuelve una suma finita, ya que el nimero de
sumandos queda acotado por el indice de nilpotencia.

Ejemplo 10.

A1l 1
Sea A= 0 X 1
0 0 A
Claramente,
A0 0 011
A=10 X 0]+ 00 1 N oAt — (ANt _ It Nt
0 0 A 0 00
AL N

I conmuta con cualquier matriz N

Calculando las potencias de N, encontramos

011 00 1 00 0
N=|001/|, N2=|(0 0 0 |, Ni=|[0 0 0
00 0 00 0 00 0
Por lo tanto,
2 100 01 1 00 1Y p 1t t+ 5t
eNt:I+tN+§N2: 010]+1]0 1 |t+] 0 0 =(01 t
001 00 00 0 0 0
Finalmente,
00 1t t+4 512 1t t+4 512
A= 0 eM o 0 1 ¢ = o0 1 ¢ M
0 0 eM 0 0 0 1
* * *
10 0
24. Comprobar que A = 6 8 0 | esdiagonalizable. Calcular e®t.
—6 3 —4

86



25. Comprobar que A= —1 0 1 | es nilpotente. Calcular e®t.

El siguiente resultado se conoce como Teorema fundamental para sistemas lineales de EDOQOs.

Teorema 1. Sea A una n X n-matriz de constantes reales. Para un dado vector xg € R”, el problema

de valores iniciales
{ x'(t) =A-x(t)
X(to) = X

(2)
tiene una unica solucién y esta dada por

x(t) = eAlt0) . x,.

Teorema 2. Si ®(t) es una matriz fundamental del sistema (2), entonces

eAl=t) — () - & (t) — (Unica) matriz fundamental principal en .

Utilizando el método de variacién de los pardametros, se obtiene el siguiente resultado.

Teorema 3. Supongamos que el vector f(¢) es continuo en un intervalo I. Si ¢ty € I, entonces el
problema de valores iniciales

xX'(t)=A-x(t) +£(t), x(to) = xo.

tiene solucién tunica en I y estd dada por

t
x(t) = eAlt=to) - Xp +/ e~ A1), f(s)ds.
to

26. En cada caso, aplicar el Teorema 3 para encontrar la solucién del problema de valores iniciales

X(to) = X0-
-9 2 -2 1 1
(a) A= 0 -5 0], f=| -1 |e* x(0)=]| 0
-2 1 -6 0 1
30 -3 t 0
M)A=|50 7], f=|3t-5 |e* x(0)=| 0
30 -3 0 1
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27. Considere el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

0 -2 1 1
Y'(t) = 3 -1 3 |Y®)+ 0 |te
-1 2 -2 —1
A

(a) Comprobar que A puede descomponerse en una matriz diagonal mas una matriz nilpotente.

Usando este resultado, obtener At

(b) Sea Y (t) la solucién del sistema homogéneo. Comprobar que el tlim Y (t) es independiente
—00
de las condiciones iniciales.

(¢) Encontrar la solucién general para el sistema no homogéneo.

A continuacién, usaremos los conceptos expuestos en la primera parte de la guia 5; en
9 9
particular, aquellos que refieren a matrices con autovalores multiples.

Teorema 4. Sea A una n xXn-matriz real. Sitodos sus autovalores son reales, entonces A es semejante
a la matriz

J 0 --- 0
T R F
o 0 --- J,

donde cada Jj es una nj X nji-matriz de la forma

Ap 10 -+ 0
I, = 0 X 1 --- 0 :
0 0 0 - M\
P
A es uno de los p valores propios (distintos) de la matriz A y an =n.
k=1

Los bloques J, de tamafio ng, se denominan bloques de Jordan. Si ny = 1 para todo k, Jp = (\g)
v A es semejante a una matriz diagonal; es decir, es diagonalizable.

El nimero total de veces que encontramos cada valor propio A\x de A en la diagonal principal de su
forma de Jordan coincide con la multiplicidad algebraica de A;. En consecuencia, obsérvese que dos
bloques J; y J;, con ¢ # j, pueden corresponderse con un mismo valor propio. La forma candénica
de Jordan es tnica, salvo por el orden de los bloques de Jordan (lo mismo que ocurria con la forma
diagonal de las matrices diagonalizables).

Asumamos que A es semejante a J, entonces existe una matriz P, invertible, tal que

A=P.J.-P L
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Escribamos esta relacién en la forma equivalente

t 4 et t 4 et o ’
AP=PJ —» A|viv v |=[wviwve v | |"P ‘
Loy Loy oo a

y efectuemos las multiplicaciones por columnas; del bloque J;, asociado con el valor propio A1, se
obtienen las siguientes ecuaciones

A'V1 :A1~V1 (3)
A-vpy =vp 1+A-vp — (A_)\ll)vkzvk—l, k=2---n

Las tltimas n; — 1 ecuaciones definen de manera recursiva los vectores {v,,, vy, 1, -+, V2, V1} que
forman lo que se conoce como una cadena de Jordan. En dicha cadena, el vector vi es un vector
propio de A (como se observa en la primera de las ecuaciones); va, -+, v, , por su parte, son vectores
propios generalizados (Para los otros bloques se procederia de la misma forma).

Corolario 1. Bajo las hipétesis del Teorema 3, la solucién del problema de valores iniciales (2) es:

x(t) = P IR xg =P -’ . P7l.xo =P diag[e”] - P71 . x,

donde
1t t23/2 - th1/(E—1)!
oIit _ JuIHN) _ e | 001t th=2/(k — 2)!
o0 0o .- 1

Observacion 3. La exponencial de una matriz diagonal por bloques puede obtenerse exponenciado cada
bloque de la diagonal separadamente.

Ejemplo 11.

Hallar la solucién del siguiente PVI:

x'(t) =

O O O N
O O N O
[\)

Se aplicara el Corolario 1. Para calcular la matriz P, es necesario conocer un conjunto apropiado de n
autovectores generalizados de A que generen R* (una base de Jordan). Para esto, comenzamos determi-
nando:

* el polinomio caracteristico correspondiente a la matriz A:
det(A — AI) = (A — 2)>(\ — 3).

x los subespacios propios asociados con los autovalores de A:
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-3
para A\; = 3 — E/l\1 = Ker(A — 3I) = span v; = 3
1
1 0
. 0 1
para Ag = 2 — E), = Ker(A —2I) = span{ vy = o |'vs=1 ¢
0 0

La multiplicidad geométrica de A2 (igual a 2) no coincide con su multiplicidad algebraica (igual a 3); por
lo tanto, para construir una base de R?*, sera necesario encontrar un vector propio generalizado asociado

con A9 que no pertenzca a E)l\z. Para ello, primero, determinemos una base para E§2:

0 00 =3 1 0
(A —21)% = 8 8 8 3 — Eiz = Ker(A — 2I)? = span 8 , (1) ,
000 1 0 0

O = O O

Para que la base de R* sea una base de Jordan, los vectores propios generalizados deberan satisfacer las

ecuaciones (3); en este caso

(A-2I)-w; =0
(A-20)-wy =w; — (A-20%-wy=0 —  wyeE}.

Eligiendo wy apropiadamente (no puede pertenecer a E}Q), tendremos

0 1
Wo = (1) — W1:(A—21)-W2: 18 :10V2+V3€Ei2.
0 0
Luego, el conjunto de vectores
-3 1 1 0
B=<v —4 v 0 Wi = 10 Wy = 0
- 1 — O s V2 — 0 9 1= 0 b 2 — 1
1 0 0 0
forma una base de Jordan. En esta base, la matriz A es similar a una matriz diagonal por bloques. En
efecto,
-3 1 10
4 0 10 0O
b= 00 01
10 00
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0 0 0 1 20 1 -3 -3 1 10
_ 1 -1/10 0 17/5 0 2 10 4 4 0 10 0
= 1. . =
J=P A-P 0 1/10 0 -2/5 00 2 0 00 01
0 0 1 0 00 0 3 1 0 00
3000
02 00
00 2 1
00 0 2
Entonces,
multiplicidad algebraica 1
Ji=() - {multiplicidad geométrica 1
Jg 0 O
J= 0 Jo O ;  donde _
0 0 Jj J2 = (2)2 1 . multiplicidad algebraica 3
J3 = ( 0 92 > multiplicidad geométrica 2
Dado que
_ 0 1 Jst _ (2L+N)E _ 2t 01 oo 1t
J3—21+<00>. — et =e =et I+ 0 0 t| =e 01/
N—_——
N
Finalmente,
S0 o e 0 0 0
Jt Jot 0 ¢ 0 0
e = 0 ev? 0 = o o s
0 0 edat 0 0 e te
0 0 0 e
62t 0 te?t 3(62t _ 6315)
0 e 10te? 4(e3t — )
At _p . Jt p-1
e P-e"-P 0 0 o2t 0 ,
0 0 0 et
x(t) = eAt - xq
*  x %
1 00 el 0 0
28. Sea A= | —1 2 0 |. Mostrar que eAt = et — e? et 0
11 2 —2el 4 (2 —t)e?t te? 2
29. SeaAz( a2 1).
—w? «

(a) Definiendo J,, = < _2}2 (1) >, probar que et = e ot

91



sin wt
At:eat(I coswt + Jy, bad ),
w

1Y A sin wt
x(8) = A-x()+ ( w cos wt >

(b) Comprobar que e

(c) Resolver el PVI 1
x(0) = _ 1
1 00 et 0 0
30. Sea A= 0 0 1 Mostrar que et = 0 cost sint
0 -1 0 0 —sint cost

(Sugerencia: la matriz A es diagonal por bloques.)
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EJERCICIOS ADICIONALES

1. Calcular eAt
3 -2 0
a) A= 1 10
0 0 4
4 6 6
A= 1 3 2
-1 —4 -3
3 5 . 0 1 [ .
2. Sea A = 5 3 ) Definiendo M = 10 ) facil comprobar que A = 31 4+ 5M.

(a) Probar que et = 3t PMt,

(b) Comprobar que e®™* =T cos 5t + M sin 5¢.

X'(t) = A - x(t) + < e >

o-(2)

3. » El Método de las aproximaciones sucesivas puede aplicarse para resolver sistemas de ecuaciones
diferenciales. Considere el PVI

(¢) Resolver el PVI

x'(t) = A -x(t)
X(to) = X
donde A es una matriz de constantes.
(a) Asumiendo que existe una solucién ¢(t) de este PVI, mostrar que debe satisfacerse
t

p(t)=x0+ | A-p(s)ds.

to

(b) Comenzando por una aproximacion inicial ¢(t) = xo, obtener una nueva aproximacién ¢ (t).
Mostrar que

o1(t) = (T+ A —10)) - xo.

(c) Repetir este proceso para obtener una sucesién de aproximaciones g (t), ¢;(t), @a(t), - - -,
p,,(t). Usando un argumento de induccién, probar que

(75_75[))2+..._|_A"(t_t0)n>.x()_

o, () = (I—i—A(t—to) + A? o -

(d) Hacer tender t a infinito y mostrar que la solucién del PVI es

(P(t) = eA(t_tU) - Xq.
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7. Ecuaciones diferenciales ordinarias de orden n

Una ecuacion diferencial lineal de orden n es de la forma
Y (@) + an-1(2)y" D (@) + an_a(2)y " (@) + -+ ar(@)y (2) + ao(@)y(x) = f(@). (1)

Introduciendo las variables Yy = 3, Y1 = ¢/, Yo = 9/, - - -, Y,_1 = =1, la ecuacién (1) se reduce a un
sistema de n ecuaciones diferenciales lineales de primer orden

Yo ="
Y/ =Y,
Y= Vs

Yr;—Q =Y,
Y | =—ap(@)Yp—a1(2)Y1 — - —ap_2(2)Y,_0 —ap_1(2)Y,_1 + f(x)

0, en notacién matricial,

0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
Y'(x) = Y (z) +
—ao(z) —ai(z) —azx(z) —asz(z) -+ —ap-1(2) f()

Sabemos que, para poder determinar univocamente una solucién de este sistema, serd necesario especificar
las n componentes del vector solucién Y (z) en algin punto xg; en este caso,

Yo(wo) = y(z0), Yi(wo) = Z/(l“o)’ Ya(xo) = y//($0)7 oy Yooi(zo) = y(n_l)(ﬂio);

lo que implica imponer n condiciones iniciales sobre la solucién y(z).

T
Puede probarse que, si y(x) es solucién de (1), entonces el vector Y = (y, vy, y("_1)> serd solucién

T
del sistema (2) y, reciprocamente, si Y = (YO,Yl, Yo, o, Yn,1> es solucién de (2), entonces la funcién

y(z) = Yo(z) serd solucién de la ecuacién (1). Esta equivalencia entre problemas diferenciales
permite aplicar los resultados vélidos para los sistemas de EDOs de primer orden a las EDOs de orden n.

Teorema de existencia y unicidad. Sea I un intervalo abierto y supéngase que a;(x); i =0,--+, (n—1),
y f(x) son funciones continuas en I. Si g es un punto de I, existe una unica solucién de (1) que satisface

y(zo0) = vo, ¥ (z0) = y1, ¥ (z0) =92, - '»y(n_l)(xo) = Yn—1,

cualquiera sea la n-upla (yo, y1, -, yn—1) €legida, y su dominio de validez es I.

94




Considérese ahora la ecuacién homogénea asociada a (1); es decir

¥ (@) + an-1(2)y " (@) + an—2(2)y" D (@) + - + a1 (@)Y () + ao(z)y(z) =0 3)
Se asume que las funciones a;(z); i = 0,- - -, (n — 1), son continuas en algin intervalo comin I. Sea
A ={y1,¥2," -+, yn} un conjunto de n soluciones de (3) en I; entonces

- (Principio de superposicion) cualquier combinacién lineal de elementos de A también es solucién
de (3) en I,

- (Sobre la independencia lineal de las soluciones) A es linealmente independiente (es decir,
es un conjunto fundamental de soluciones) si, y solo si, el Wronskiano

yi() (@) o (@)
vi(z) (@) o (@)
W (Y1, Y2, - yn) (@) = j £0Vrel,
@) g @) -y (@)

- W(y1,y2,- - -y Yn)(x) # 0 para todo = € I si, y solo si, W(y1,y2, - -, yn)(xo) # 0 para algin xg € I.

Supdngase que A es un conjunto fundamental de soluciones de (3) en I; entonces, la solucién general
de (3) en ese mismo intervalo serd

y(x) = ayi(x) + caye(x) + - - - + cuyn(T),

donde ¢;; 1 =1, - -, n, son constantes arbitrarias.

Ejemplo 1.
Considere la siguiente ED de segundo orden
222y +3xy —y=0.
Mostrar que el conjunto {y;(z) = /2, y2(z) = 1/} es un sistema fundamental de soluciones en (0, c0).

Para probar esta afirmacién, comprobemos primero que y;(z) e ya(z) satisfacen la ED en (0, 00). Derivando,

1 1 1 1 13
/ 1/2 " -3/2 2( 3/2) ( 1/2) 1/2 ( ) 1/2
yi(z) = o v » (@) = 1’ - 2z Tk +3x 57 /e = 2_|_2 1)z 0

yh(x) = —272, y(x) = 2273 — 222 (23:73) + Bx( — x72) —rz'=4-3-1z7t=0

Ahora, calculemos el Wronskiano de y;(z) e y2(z). Tendremos,

21/2 21

1
S22
2

= —§x_3/2 #0 si z>0.

W(y1,y2)(z) = 5

Concluimos, entonces, que la afirmacién es cierta. Asi, en (0, 00), la solucién general para la ED puede escribirse

de la siguiente manera

1/2 1

y(x) =z’ + e

Ejemplo 2.
La funcién y.(z) = cx? + 2 + 3 es una solucién general de la ED 22y” — 2xy’ + 2y = 6 para 2 € (—00,00) y

2,11 / —
para ¢ € R. Puede determinarse ¢ de manera que el PVI { o Z (0) Ez?y); ;r/ (%% _ (13 tenga solucién unica?.
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Calculando las derivadas de y(x), tendremos
yv(x) =2cx+1, y/(x)=2c —  2%(2c) —22(2cx+1)+2(cx® +2+3)=6

que se verifica para todo z y todo ¢. En la figura se muestran las curvas integrales y.(x) para distintos valores de
c. Obsérvese que, cualquiera sea ¢, y.(z) satisface las condiciones iniciales; claramente, el PVI no tiene solucién
Unica.

c=4+3
— c==%2
c=4=+1

Este resultado no contradice el Teorema de existencia y unicidad; escribiendo la ecuacién en la forma normal

,, 2, 2 6
V= Sy Sy= 5,
xT T T
~~ ~~ ~~
a1 (x) ap(x) (x)

se observa que las funciones ag(x), a1 (z) y f(z) son discontinuas en o = 0.

*x Kk %k

1. Encuentre un intervalo centrado en x( para el cual el PVI dado tiene una solucién tnica.

(a) (z—2)y" +3y=x; y(0)=0,4'(0)=1
(b) 23(Inx — 1)y — 2%/ + 2y =2Inx; y(1)=1,9'(1)=0
(c) oz —3)y" +xy' —2(z = 3)y=—-32% y(1)=2,¢(1)=-5y"(1) =0

2. Compruebe que las funciones dadas forman un conjunto fundamental de soluciones de la ED en el intervalo
que se indica.

(a) 4(z® +2)y" +222+ 1)y —y=0; yi(z) =z, y2(x) =vVI+a; (0,00)
(b) A—2)y" +2y —y=0; yi(x) ==z, y(x) =€"; (1,00)

—X

e’ e
7’ 212($) = 7? (OaOO)

2
(c) y”+;y’—y=0; yi(z) =
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2

3. 4 Comprobar primero que y1(z) = , y2(x) = xln|z|, y3(x) = z* son soluciones linealmente independi-

entes de la ecuacién diferencial de tercer orden
:ESyW . x2y// + 2xy/ . 2y —0.

Luego, encontrar una solucion particular de esta ecuaciéon que satisfaga las siguientes condiciones iniciales

Serd dnica? Cudl serd su intervalo de validez?

4. ¢ Compruebe, primero, que y;(r) = 1 e y2(x) = /= son soluciones de la ED yy” + (y')? = 0 para x > 0.
Luego, muestre que y(z) = 1 + 4/ no es una solucién de esta ecuacién. Contradice este resultado el
Principio de superposicién?

Supdngase que yi(x) es una solucién no trivial de (3) definida en I. Se quiere encontrar una segunda
solucién ya(x) que sea linealmente independiente de y;(z) en I. Es posible reducir el orden de la ED en
una unidad, por medio de la sustitucién y(z) = y;(x)u(z), preservando la linealidad y la homogeneidad
de la ecuacién. Esta estrategia se conoce como Método de reduccion del orden.

Veamos como se aplica esta idea para n = 2. En este caso, la ecuacién diferencial puede escribirse de la
siguiente manera
y"(z) + p(x)y (x) + q(z)y(z) = 0. (4)

Asumamos que p(z) y g(x) son continuas en un intervalo comin I. Sea y;(x) una solucién no trivial de
(4) en I. Haciendo y(z) = y1(z)u(x) y reemplazando y(z) en (4), se tiene

(uyy +2u'yy +u"y1) +p (uyy +u'y1) + quyr = w (Y +py) +ay) +u' 2y +pyn) +u''p
—_—————

cero
Esto implica que

w(z)=u'(z) _ e
PN 24/ S p(n)dn
u'(2yy +py1) +u'yr =0 T w'Jer:() - w(z) = €

Y1 “ (y1(x))? '

lineal y de variables separables

Integrando la expresién anterior,

B @ e—fgp(n)dnd B x e—fcp(n)dnd
u(m)—cl/ “OE C+ecy — yl(x)u(x)—clyl(x)/ N ¢+ coya ().

Finalmente, como podemos elegir ¢; = 1 y ¢o = 0 sin perder generalidad, la solucién buscada sera

@ o= [¢p(n)dn
y2($):y1(33)/ de

Ejemplo 3.

La funcién y; (z) = x es solucién de la ecuacién diferencial zy” —xy’+y = 0 en el intervalo (0, 00) (comprobarlo!).
Sea y(x) = zu(z). Reemplazando en la ED y usando que y;(x) es solucién de la ED homogénea, se tiene

6I

T on
2 +2—-2)u'=0 — 2 +Q2-2)w=0 -— w(x):clﬁ — u(a:)zcl/ %dn—kcz
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Luego,
x er] T en
y(z) = zu(z) = clx/ p dn + caz — ya(x) = :c/ po dn

Por construccion, yo(x) es solucién de la ED en (0,00) y, ademds, es linealmente independiente de y(z) en el
mismo intervalo; en efecto,

x x 5 dn @ on @ on
W@ =| oy T me [ Sare o [ Sa=e o
e e n n
n
Finalmente, la solucién general de la ED en (0, 00) serd

_ Tl
Y(z) =z + 02:5/ p dn.

5. Comprobar primero que y; () es una solucién de la ecuacién diferencial dada en el intervalo que se indica.
Luego, encontrar la solucién general.

2,1 ! 2_1/Dy =0: — Sinl‘.
(a) *y" +ay' + (22 = 1/4)y=0; () Nk (0,00)
(b) ¥ +y +e 2y =0; yi(x)=-cos(e™); (—00,00)
() (1 -2z —a22)y" +2(x+1)y —2y=0; wy(x)=1+z; (1,00)

(d) cos?zy” —sinzcoszy —y=0; yi(z)=secx; (—m/2,7/2)

6. 4 Considere la ecuacién diferencial 22y” + z(z + 1)y’ —y = 0.

(a) Para qué valores (reales) de oy § la funcién = + 3 serd una solucién de esta ecuacién?

(b) Determinar un conjunto fundamental de soluciones en el intervalo (0, 00).

7. Probar que el cambio de variable 3y’ = vy reduce la ecuacién diferencial lineal homogénea de segundo orden
y" +ai(z)y’ +ao(z)y =0 (5)

a la ecuacion de Ricatti
v+ v+ ar(z)v + ap(z) = 0. (6)
Deducir de ello que el problema de resolver (5) es equivalente al de resolver el sistema de ecuaciones de
primer orden
y =y
{ v = —v?—ai(z)v —ao(z) ° (7)

La ecuacién (6) se conoce como la ecuacién de Ricatti asociada con (5). Qué condiciones deben imponerse
a (7) para que se correspondan con las condiciones iniciales y(0) = yo, ¥'(0) = y,?

8. Encontar la solucién general de la ecuacién diferencial y” — (14 2e%)y’ + e2*y = 0 (Sugerencia: encontrar
la ecuacion de Ricatti asociada,).
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Consideremos el conjunto de funciones A = {y1(z),y2(x), - -, yn(x)} y supongamos que sea linealmente
independiente en un intervalo I. Existira alguna ecuacion diferencial de la forma

y™ (@) + pr(@)y" V(@) + pa(2)y" P (@) + -+ paca (@) (@) + pa@)y(z) =0 (8)

que admita a A como conjunto fundamental de soluciones?

Asumamos que tal ecuacién existe; entonces, cualquier solucién y(z) de la misma tendrd que ser una
combinacién lineal de los elementos de A. En consecuencia,

1 () yo(z) Yn () y(z)
vi@) (@) v@ Y@
W (y1, Y2, Yn, y)(x) = =0Vxel.
W@ V@) e @) v (@)
RO S CO N A ORI

Desarrollando el determinante por la dltima columna, se obtiene

n Y2 s Yn hn Y2 T Yn
vi vy ok " Yo ot Un
: NON y =D 4 0
n—2 n—2 n—2
(=) (n=1) (n—1) USRS L
- R SRR

W (y1,y2,yn) #0 Ve €L

que es una ecuacién diferencial lineal de orden n. Se concluye, entonces, que el conjunto A determina
por completo la ecuacién diferencial (8) ya que, al dividir por el Wronskiano, quedan bien definidos los
coeficientes p1(x), p2(x), - - -, pn(x). En particular,

Y1 Y2 T Yn
Y s o Yy
p1(I):* 1 . :7W/(y17y23"'7yn)('r).
W(y1,y2," - Yn) oy sy n_2) W(y1,y2,- - Yn)(2)
Y Ys T Yn
ygn) yén) . y7(ln)

Integrando, se obtiene la férmula de Abel:

T

—/ p1(n)dn
xo €1, W(z)=W(xo)e “=o .

Ejemplo 4.
a) Encontrar la ecuacién diferencial para la cual A = {e”,e" "} es un conjunto fundamental de soluciones.

Si y(x) representa cualquier solucién de la ED buscada, tendremos

e’ e " _ _ _
0= x T y/ _ e’ e ” 1" e’ v l_|_ e’ —e 7 —_92 //_|_2
- € Yy Tl et _—e7 Yy - eT e~ Y e” e~ Yy=—2y Y
x —z "
(&
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Luego, la ED que admite a A como conjunto fundamental de soluciones es

b) Determinar la solucién del PVI { xz N / sabiendo que y;(x) = e’ es una solucién de la ED

homogénea.

Comencemos por escribir la ecuacién en la forma normal;

1

1 1
y'— =y —da*y =0 — pi(z)=—-.
x x

Sea I = (0,00). Para g € I,

Luego, aplicando la férmula de Abel,

2
e* Y

] W (o) Wizo) 42 ($):_W($0)6 2 2
2ze® g '

=y - sz)ef =—zr = Yy -2zy= ze —
X0 Zo 4xo

Eligiendo ¢ = 0, la funcién yo(z) = e~ determina junto a y;(x) un conjunto fundamental de soluciones. En
particular, observemos que

2 2
er e ® W(ivo)
W(ylva)(‘r) = erxQ _Qxe—xz ‘ =4z - _W =1

La solucién general de la ED serd, entonces, y(z) = cre” + e que es una familia doblemente infinita. Las

siguientes figuras muestran las familias monoparamétricas que se obtienen imponiendo una de las dos condiciones
iniciales.

p==

y(x) = ¢y sinh(x® — 1) + e~ -1

/// Soluciones de zy" —1' — 423y = 0 con el

mismo valor inicial y(1) = 1, pero con
/ v(1) =1
\+) — *

/ / pendientes iniciales diferentes.
/ / / |

tndo .
GGG Cj

nara
para ©

=
=

g

iN
o
\\;
/
N
w
N
()
o
~
©
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Soluciones de zy” —y’ —4x3y = 0 con la
misma pendiente inicial y'(1) = 0, pero
y'(1) = 0 para todo c; con diferentes valores iniciales.

y(x) = cycosh(x? — 1)

N
w
N
o
o
~

-3

-4

NN

Resta determinar los coeficientes ¢; y c2; para ello, se imponen las condiciones iniciales a la solucién general.
Usando notacién matricial, tendremos

()o=Cio 2n ) (5)=0o) = (5)=3(% %) (a)=a()

Finalmente,

@

1
ylx) = 3 (ezz_l + e_(IQ_l)) = cosh(z? — 1).

¢) Sea {y1(x),y2(x)} un conjunto fundamental de soluciones de la ecuacién diferencial
xy” + 2y + xe®y = 0.

Si se sabe que W (y1,92)(1) = 2, cudl serd el valor de W (y1,y2)(4)?

Observemos que, gracias a la formula de Abel, no sera necesario determinar las soluciones de la ED para dar
una respuesta. Escribiendo la ED en su forma normal, tendremos

x x 2
5 9 f/ p(n)dn f/ —dn 2
Y'+ =y +e'y=0 =  plr)== = e Jw =e Jwll =0 >0
X X X
Luego, eligiendo zg = 1,
W) =WeoD - W@ =ws =1
L= W) o - 16 8

9. Asumamos que p(x) y ¢(x) son continuas en un intervalo abierto I y que las funciones y(z) e y2(x) son
soluciones de la ED y” + p(z) ¢y’ + ¢(z) y = 0 en ese mismo intervalo.
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(a) Probar que si y1(x) y y2(x) se hacen cero en el mismo punto xg de I, entonces no pueden formar un
conjunto fundamental de soluciones en I.

(b) Probar que si y1(z) y yo(x) tienen un punto de inflexién xy en comidn en I, entonces no pueden
formar un conjunto fundamental de soluciones en I a menos que p(z) y g(x) se anulen en xg.

10. Encontrar la ecuacién lineal homogénea correspondiente al sistema fundamental de soluciones dado.

—~
5
N

<
[
—~
8
~
Il

1
x;  ya(r) = -
1;

11. Utilizando la férmula de Abel y la solucién dada, integre las siguientes ecuaciones diferenciales

(a) 2%y —ay +y =0, wy(z)=2x
M) (z+1)y"+(x+2)yY+y=0. yi(z)=e"

En cada caso, determinar un intervalo de validez para la solucién.

12. ¢ La ecuacién diferencial 3" 4 4xy’ + Q(z)y = 0 tiene dos soluciones de la forma y; = u(x) e y2 = zu(z);
donde u(0) = 1. Usando la férmula de Abel, determinar u(x) y Q(x) explicitamente en funcién de z.

*x k%

Teorema. Considérese la ecuacion diferencial lineal no homogénea

y™ (@) + p1 @)y (@) + pa(2)y" D (@) + - + po1(@)y (@) + pa(@)y(z) = f(2). (9)
Se supone que p;(x); i =1,---,n,y f(x) son funciones continuas en un intervalo comin I. Sean
- yp(x) cualquier solucién particular de la ED no homogénea en I,

- A ={y;,y2, , yn} un conjunto fundamental de soluciones en I correspondiente a la ED homogénea
asociada.

Entonces, la solucién general de la ecuacion no homogénea estara dada por
Y(@) = cry1 () + coy2(z) + - - - + cntn (@) + yp(2);

donde ¢;; ¢ = 1,2, - -, n, son constantes arbitrarias (pueden determinarse si se especifican n condiciones
iniciales en un punto xg € I).

(Método de variacion de pardmetros) La solucién particular y,(z) tiene la forma

Yp(z) = a1(@)y1(z) + az(@)y2(z) + - - - + an(@)yn(z)

donde las funciones a;(z); i = 1,2, - - -, n, son solucién del sistema de ecuaciones
y1(x) Y2 () oo () o () 0
yi(x) ya(x) o (@) () 0
u' @ @) - @) o, () f()
M(y1,Y2,yn)(z)
La matriz M(y1,¥y2, -+, yn)(z) se denomina matriz wronskiana asociada a A; notar que es invertible

para todo x € I.
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(Principio de superposicion para ED lineales no homogéneas.) Sean y,,(z); i = 1,---, k, soluciones
particulares de la ecuacién (9) con datos f;(x); i =1, - -, k, respectivamente. Entonces

k k
yp(x) = Z Yp,(x) es solucién de la ecuacién (9) con dato f(z) = Z )
i=1

i=1

Ejemplo 5.

Hallar la solucién general de la ecuacién diferencial (1 — z)y” + 2y’ —y = (1 — 2)%e® sabiendo que A = {z,e"}
es un conjunto fundamental de soluciones de la ecuacién homogénea asociada.

Comencemos por escribir la ecuacién diferencial en la forma normal

T 1 .

VTV o= n)e

—— =~ T
p1(z) p2(x) f(@)

La solucién de la ecuacién homogénea asociada sera

Para aplicar el método de variacién de pardmetros, se asume que la solucién particular tiene la forma

xT

Yp(2) = a1(x)r + az(x)e”.

y se determinan los coeficientes ay (z) y aa(x) resolviendo el sistema

e (0 ) = (5 2) ()= (0 e ).

Haciendo esto, se tiene

| 0 e’
1—x)e® e
Y J e Y
x e
I 1 e
r#1 —
‘ x 0
1 (1—-=x)e”
as(z) = :(U ew) =-—z — ar)=—322
1 e
. sz PPN T z 1 2,z
Finalmente, la solucién buscada serd y(z) = yn(z) + yp(x) = c12 + coe” + ze® — 5z°e”

*x Kk Kk

1
13. ¢ Hallar una solucién general de la ecuacion x2y” — xy’ — 3y = 5a* sabiendo que y;(r) = — es una
x

solucién de la ecuacién homogénea asociada en (0, 00).

14. 4 Hallar una solucién general de la ecuacién z%y” + 23y’ — 2(1 + %)y = x sabiendo que la ecuacién
homogénea asociada tiene una solucién de la forma x™; m ndmero natural. (Sugerencia: no intentar
resolver las integrales).
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15. Se sabe que (1+)? es una solucién de la ecuacién diferencial y”+p(z)y’ +q(x)y = 0 y que el Wronskiano
de cualesquiera dos soluciones es constante. Encontrar la solucién general de 3" +p(z)y’ +q¢(z)y =1+2

1 1
16. Encontrar una solucién particular de la ecuacién 3y +5x2y" +2zxy’ — 2y = x* sabiendo que {a:, -, —2}
x' T

es un conjunto fundamental de soluciones de la ecuacién homogénea asociada en (0, 00).

Una ecuacion diferencial lineal homogénea con coeficientes constantes de orden n es de la forma:
¥ (@) + an_1y™ V(@) + an—2y™ (@) + - + @13/ (z) + agy(x) = 0. (10)

Teniendo en cuenta la relacién existente entre sistemas de n ecuaciones diferenciales de primer orden y las
ecuaciones diferenciales de orden n, se puede concluir que la solucién general de la ecuacién (10) dependerd
de los autovalores de la matriz

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
A =
—ap —ap —az —as — 1]

El polinomio caracteristico de esta matriz es
p(A) = A"+ an—l)‘nil + an—2)\n72 + -+ a1A+ ao.

Luego, A, el conjunto fundamental de soluciones, dependerd de las raices de p(\). Se pueden presentar
las siguientes situaciones:

- todas las raices son reales y distintas; en este caso,

)\17)\2’._.7>\n N A:{e)\w’e/\zw’_“’e)\nw}

- las raices son reales, pero algunas de ellas se repiten; por ejemplo, suponga que

A A 2 A k—1_X\ A N
)\17>\27"'a)‘kaAk+17"'7)\n — A:{e az’xe Iaxewa"'71' ea:,e k+1$7"'7€ z}

iguales a A distintas

- p(A) tiene raices complejas que no se repiten; por ejemplo, suponga que

(a+1i8), (@ —if), A3, An — A = {e%® cos Bz, €% sin Bz, e, - - - M T}
———— —— ———
A1 A2 distintas

- p(A) tiene raices complejas multiples; por ejemplo, suponga que

>\17)\2a/\3 ) >\4a)‘5aA6 7)\7a"'7>\n
——— ——— S———
iguales a (a+iB) iguales a (a—ig) distintas
A = {e“* cos B, e*” sin B, xe™ cos B, xe” sin Bz, £2e*® cos Bx, %™ sin fr, F5E oo e>‘"z}
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Ejemplo 6.
a) Hallar la solucién general de la ED ¢ — 2y"” — 3y’ = 0.
El polinomio caracteristico correspondiente a esta ED es
p(A) =N —2X% = 3X = A(A+ 1)(A - 3).
Como las raices de p(\) son reales y distintas, la solucién general tendra la forma

y(x) = c1 + coe™® + c3€3”.

b) Hallar la solucién general de la ED 3" —3y” + 3y’ —y = 0.

El polinomio caracteristico correspondiente a esta ED es
p(A) = A3 —3A7 43X —1=(A—1)>%

En este caso, A = 1 es raiz de p(\) con multiplicidad igual a 3; por lo tanto, la solucién general serd

y(x) = c1e” + coxe® + csze”.

c¢) Hallar la solucién general de la ED y? — 24" + 2y — 4y” + 3/ — 2y = 0.
El polinomio caracteristico correspondiente a esta ED es
p(A) = A" =201 4207 — 4N+ A —2= (A - 2)(\* + )%

tiene las siguientes raices: Ay = 2, real de multiplicidad 1, Ay = 4, compleja de multiplicidad 2, y A3 = —1,
compleja de multiplicidad 2. La solucién general serd

y(x) = c1€®® + (cg + xc3) cosx + (cq + zes) sinz.

17. En la siguiente figura, cada grafica representa una solucién particular correspondiente a una de las EDOs
que se listan. Puede relacionar cada curva solucién con una ED?

(a) v" =3y —4y=0 (b) ¥ +2¢+y=0 (c) v"+2y +2y=0 (d) y" -3y +2y=0

=y

Vi
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18. 4 Resolver la siguiente ED
y' —(a=3)y —2(a—1)y =0.

Determinar, luego, los valores de « tal que todas las soluciones tiendan a cero cuando z — oc.
19. 4 Resolver el siguiente PVI
Y+ 20y + (a2 +1)y=0; y0)=1, y'(0)=1.
Considerar, luego, el caso a = 1/2. Encontrar el minimo valor xq tal que |y(z)| < 0.1 para todo = > z.
20. 4 Resolver el siguiente PVI
2y" +3y —2y=0, y(0)=1, y(0)=-6, B>0.
(a) Para g =1, encontrar las coordenadas del punto (xg,yo) donde la solucién alcanza su minimo.

(b) Encontrar el valor més pequetio del pardmetro 8 a partir del cual la solucién no tendria minimos.

21. Utilizando el Método de variaciéon de parametros, resolver:

" o

(a) v +y -

b) v — 24 _ e’

(b) v =2y +y s
I 1+x

y'+a*y = f(z); f(z) funcién continua
Y =3y +3y —y=e"

v

Yy — vy’ = 2xe”

Consideremos el problema de hallar una solucién particular y,(z) para la ecuacién diferencial
Y™ (@) + ap1y @D (@) + an—oy" TP (@) + -+ a1y (@) + aoy () = g(2); (11)

donde los coeficientes a;; i = 0, - -, (n — 1), son constantes reales.

En el caso general, la integracién de la ecuacién (11) puede realizarse utilizando el Método de variacion
de pardmetros. No obstante, cuando g(z) tiene una forma especial, la solucién particular puede hallarse
mas facilmente por medio del Método de los coeficientes indeterminados. La idea fundamental
detrés de este método es una conjetura sobre la forma de y,(z) motivada por las clases de funciones que
forman la funcién dato g(z). La aplicacién de método de los coeficientes indeterminados estd limitada a
la siguiente situacion:

- la ecuacion diferencial tiene que ser lineal con coeficientes constantes

- la inhomogeneidad tiene que ser de la forma (en el caso general)
g(z) = e** (P, () cos Bz + Qm, () sin ),

donde Py, () y Qm, () son polinomios de grado m,, y mg, respectivamente.
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En este caso, el método propone buscar una solucién particular de la forma
yp(x) = 2°e*® (Py () cos Bz + Q(a) sin Bz),
donde

- s es la multiplicidad de A = a i como raiz del polinomio caracteristico de la ecuacién diferencial
homogénea asociada (s = 0 si a =i no es raiz del polinomio caracteristico),

- P, () y @k(x) son polinomios de grado k con coeficientes a determinar,

max{my,mg} si P, (z) #0; Qm, () #0,
> b= my si Qm,(z) =0,
my si Pp,(x) =0.

Ejemplo 7.
a) Hallar la solucién general de la ecuacién diferencial 3" — " + v/ —y = 2 + .

En este caso, polinomio caracteristico es
pv)=1v =1’ +v—1=@w-1)r*+1);
por consiguiente, la soluciéon general de la ED homogénea asociada sera

yn(z) = c1€” + cacosx + cgsinx.

Comparando a z? + z con la forma general permitida para g(x), se tiene « = 0, 3 =0, m, = 2 'y m, = 0.
Como A = a i = 0 no es raiz de p(v), se propone

yp(z) = Az* + Br + C,

donde A, B y C son coeficientes indeterminados; para hallarlos, se sustituye la expresién de y,(z) en la ED.
Haciendo esto,

A =-1 A=1
~Ar? + 2A-B)zr+(B-24A-C)=2>+2 — 2A-B =1 - B=-3
B-2A-C =0 C=-1

Luego, la solucién general de la ED no homogénea sera

y(x) = yn(z) + yp(x) = cr1e” + ca cos(z) + czsinz + 2 — 3x — 1.

b) Hallar la solucién general de la ecuacién diferencial y” — 6y’ + 9y = 25¢* sin x.

En este caso, polinomio caracteristico es
p(v)=v? —6v+9=(v—3)%
por consiguiente, la solucién general de la ED homogénea asociada serd

yn(z) = (c1 + cox)e®.

Comparando a 25e¢”sinz con la forma general permitida para g(x), se tiene « =1, =1y my; = 0. Como
A =144 no es raiz de p(v), se propone

yp(x) = e“(Acosz + Bsinx)
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donde A y B son coeficientes indeterminados; para hallarlos, se sustituye la expresién de y,(z) en la ED.
Haciendo esto,

(3A—4B)cosw + (4A+ 3B)sinw = 25sinx  — {3‘4_43 =0 gzg

4A+3B =25

Luego, la solucién general de la ED no homogénea sera

y(z) = yn(x) + yp(x) = (c1 + 2ca)e>™ + (dcosz + 3sinz)e”.

¢) Hallar la solucién general de la ecuacién diferencial y” — 3" = 1222 + 6.

En este caso, polinomio caracteristico es
p(v) =13 —v? =13 (v - 1);
por consiguiente, la solucién general de la ED homogénea asociada serd
yn(x) = 1 + coxcse”.

Comparando a 1222 + 6z con la forma general permitida para g(z), se tiene a« =0, =0, m, =2y my = 0.
Como A = 0 es raiz (doble) de p(v), se propone

yp(z) = 2*(Az® + Bz + O)

donde A, B,y C son coeficientes que se determinan sustituyendo y,(x) en la ED. Haciendo esto,

—124 =12 A=-1
—12A42°% 4 (24A — 6B)z + (6B — 2C) = 122% + 62 — 24A—-6B =6 - B=-5
6B —-2C =0 C=-15

Luego, la solucién general de la ED no homogénea serd

y(z) = yp(x) + yp(x) = c1 + cox + cze” — 302(9172 + 5z 4 15)

» Otros ejemplos (todos corresponden al caso en que a %+ i no es raiz de p(v).

2(x) Forma de Y,
1. 1 (cualquier constante) A
2. 5x+7 Ax+ B
3 3x2-2 Ax>*+Bx+C
4 x*—x+1 Ax*+ Bx>+ Cx +E
5. sen 4x A cos 4x + B sen 4x
6. cos 4x A cos 4x + B sen 4x
7. ei.x A(’S"
8. (9x — 2)e™ (Ax + B)e**
9, x%e3* (Ax? + Bx + C)e™
10. ¢** sen 4x Ae* cos 4x + Be** sen 4x
11. 5x%sen 4x (Ax* + Bx + C)cos 4x + (Ex®> + Fx + G) sen 4x
12. xe* cos 4x (Ax + B)e** cos 4x + (Cx + E)e™ sen 4x
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d) Hallar la solucién general de la ecuacién y” + y = z cos .

En este caso, polinomio caracteristico es
p(v) =v*+1=(v—1i)(v+i);
por consiguiente, la solucién general de la ED homogénea asociada sera
yn(x) = ¢ cosx + cosinx.

Comparando a z cos z con la forma general permitida para g(x), se tiene a« =0, § =1y m, =1 Como A = +i
es rafz (simple) de p(v), se propone

yp(x) = ((A1 + Bix) cosz + (Ag + Bax)sinz)

donde A1, By, Az y Bs son coeficientes que se determinan sustituyendo y,(z) en la ED.

Intente completar los cdlculos.
Le parece el camino mds apropiado para resolver esta ED?

Cudl seria la alternativa?

22. Hallar una ecuacion diferencial lineal, con coeficientes constantes, cuya solucién general sea

(a) y(x) = (c1 + caw)e™
(b) y(x) =cre™® + coe ™3 + x4+ 4
(¢) y(x) = ¢y 8in3x + co cos 3z + x/3
(d) y(x) = cre™® + cpe3® — (22 + 4/3)e®
23. ¢ Siypi(z) = —%x—l—l es una solucién particular de y”"+6y'+9y = 7—3z e ypo = —26*29”—1—% es una solucién

particular de y” + 6y’ + 9y = —2e~2* 4 1, determine la solucién general de y” + 6y’ +9y = 3z + 11 — 227,

24. En el sistema de la figura, el extremo izquierdo del resorte ki, cuyo desplazamiento es y, es impulsado por
la leva giratoria. El desplazamiento y es una funcién del tiempo dada. Cuando = = y = 0, ambos resortes
estan en su longitud natural.

(a) Siy es el coeficiente de friccién en la supeficie; muestre que la ecuacién diferencial del movimiento
en términos de = estd dada por:

ma” +~yx' + (k1 + ko)z = k1y
(b) Resolver la ED homogénea para m = 1kg, c=2N.s/m, k1 = 12N/m y ko = 13N/m.

(¢) Resolver la ED no homogénea para y(t) = 3sin 5t.
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(d) Resolver el PVI correspondiente a las condiciones iniciales z(0) = 6¢m, 2’'(0) = 0.

25. Encontrar las soluciones de las ecuaciones dadas.

)

(b) y" — 4y +4y =¢€*; y(0)=2, y'(0)=8
) ¥ — 4y + 5y = e + 222

(d) vy’ +4y = cosz
)
)
)
)

(e) y' — 5y + 6y = e®(2% - 3)

(f) v/ —y=e€*+sinz

(g) v — 3y’ =8e3 +4sinz

(h) y"+y=sinz; y(r/2)=3, y(7/2)=-1+7/4

Los siguientes dos resultados son consecuencia de la férmula de Abel; describen el comportamiento de los
ceros de las soluciones de las EDO homogéneas de segundo orden.

Teorema de separacion de Sturm. Sean y;(x) e ya(z) dos soluciones linealmente independientes de
la ecuacién diferencial

v +p@)y +aq(@)y =0
en un intervalo I. Entonces los ceros de y1(x) e y2(x) se alternan en I.

» Supdngase que a y b (a < b) son dos puntos en I tales que y2(a) = y2(b) = 0 y que yo(x) # 0 para todo
z € (a,b). El objetivo es probar que existe exactamente un punto c entre a y b tal que y;(c) = 0.

»i(x)

ya(x)
/! S

Por hipétesis, {y1(z), y2(z)} es un conjunto fundamental de soluciones de la ED en I; entonces, para todo
x €I, W(y1,y2)(z) # 0. En virtud de la férmula de Abel, el signo de W (y1, y2)(z) se mantiene constante
en I. En particular,

X

0 # W(y1,92)(a) = y1(a)ys(a) tiene el mismo signo que W (yy,y2)(b) = y1(b)ys(b) # 0

A partir de este resultado y teniendo en cuenta que el signo de y}(a) debe ser distinto que el signo de y(b)
(a y b son dos ceros consecutivos de ys(z) que es una funcién continua en I), se concluye que el signo de
y1(a) debe ser distinto que el signo de y; (b). Luego, por el Teorema del valor intermedio, existe (al menos)
un punto ¢ € (a,b) tal que y1(c) = 0.

Usando el mismo argumento, pero intercambiando roles entre y;(z) e ya2(x), se concluye que entre dos
ceros consecutivos de y;(x) existe al menos un cero de ys(z).
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Teorema de comparacion de Sturm. Sean y; e y, soluciones no triviales de las ecuaciones diferenciales
v +pi(@y=0 e ¢ +pa(2)y=0,

respectivamente, en un intervalo comidn /. Supongamos que pi(x) > p2(x) para todo x € I. Entonces,
entre dos ceros cualesquiera de ys hay al menos un cero de y;.

» Sean a y b (a < b) ceros consecutivos de ys(z) y supéngase que y;(x) # 0 para todo = € (a,b). Dado
que los ceros de una funcién y(z) son los mismos que los de —y(x), podemos suponer que yx) e ya(x)
tienen el mismo signo; digamos positivo, en (a, b).

Argumentando como en la prueba del teorema anterior;

W (y1,y2)(a) = y1(a)ys(a) >0 vy W(yr,y2)(b) = y;(b)y2(b) < 0.

Por otro lado, W(y1,y2)(z) es creciente en (a,b); en efecto

W )(@) = @A) @) = 1@ @) - i @)
= (p1(z) — p2(2))y1 (2)y2(z) > 0

Es claro que ambos resultados se contradicen; por lo tanto, y; (z) debe tener un cero en algin punto entre
ayb.

Ejemplo 8.

Probar que todas las soluciones de la siguiente ecuacion diferencial tienen infinitos ceros.

" ax
— 0;a>0 12
v 1+ y “ (12)
Sea pi(z) = %; observemos que
. . + a a 3a
lim pi(z) =a — existe xg € RT tal que |p1(z) —a| < = Ve >z — — < pi(x) < — Vo > xo.
Tr—400 2 2 B
<~
pa2(x)
Compararemos, entonces, la ecuacién diferencial (12) con la siguiente ecuacién
y// + a y=0 (13)

2

en (zg,00). Por el Teorema de Comparacién de Sturn, entre dos ceros de cualquier solucién de (13) debe existir
al menos un cero de toda solucién de (12). Ahora bien, la funcién

y(x) = sin \/gx

es una solucién de (13) con infinitos ceros en (zg,00). Luego, toda solucién de (12) tiene infinitos ceros en
($07 OO) :
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26.

27.

28.

Mostrar que las funciones y; (x) = a1 sinz + ag cos x e yo(x) = by sinx + b cos x son soluciones linealmente
independientes de la ecuacién diferencial y” + y = 0 siempre que a1by # asb;. Probar, entonces, que los
ceros de ya(z) alternan con los ceros de y; (z) en (—o0, 00).

Es esto cierto o falso?

(a) Toda solucién de la ecuacién y” + zy = 0 tiene infinitos ceros en (0, 00).

(b) Las soluciones no triviales de y” — ey = 0 tienen a lo sumo un cero positivo.

Sea f(z) una funcién continua en (0, 00). Suponga que existen constantes positivas ¢ y K tales que, para
todo x > 0, ¢ < f(z) < K. Mostrar que toda solicién no trivial de la ecuacién y” + f(z)y =0

(a) tiene infinitos ceros en (0, c0),

(b) la distancia d entre ceros consecuticos puede estimarse por <d<

S
2
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8 e La transformada de Laplace

» Se dice que una funcién f(t) es de orden exponencial « cuando ¢t — oo si existen constante M >0y T > 0
tales que |f(t)| < Me* para todo t > T.

flrs Me® (¢ > 0)

ft)

-~

|
I
T

» Sea f(t) una funcién seccionalmente continua en cada intervalo [0,¢o]; to > 0, y de orden exponencial «
cuando t — oo. Entonces, para Res > «, la siguiente integral existe y converge absolutamente

LIft)] = /0C>O e S'f(t)ydt <+  transformada de Laplace de f(t).

Observacion: cuando la integral converge, el resultado es una funcién de la variable s; se indicaré este hecho
usando la siguiente notacién F(s) = L[f(¢)].

Definicién: Una funcién f : [0,00) — R se dird admisible si es continua por tramos y de orden exponencial
« cuando t — oco.

Propiedad: La transformada de Laplace es una operacién lineal; es decir, si F(s) = L[f(t)] y G(s) = L[g(t)]
entonces, para cualequier par de constantes a y b, se verifica

Llaf(t) +bg(t)] = aL[f ()] + bLIg(H)] = aF (s) + bG(s).

Ejemplo 1.
» Hallar £[1].

Por definicién,

0 b —bs
— 1 1
L[1] = / le ®'dt = lim e stdt = lim —— 2 2 Res >0
0

b—o0 J b—oo S S

Observacién. El limite calculado no existiria si Res < 0, ya que el término e~*’/s no permaneceria acotado
cuando b — oo. Asi, L[1] estd definida solo si Res > 0. Esto es habitual con las transformadas de Laplace;
el dominio de la transformacion es siempre de la forma Res > sy para algin valor determinado de sy que se
denomina abscisa de convergencia.

» Hallar L[t].

Por definicion,

[e's) b
L][t] :/ te tdt = lim / te %'dt = lim
0 0

b—o0 b— o0
» Hallar L[e*"]; a > 0.
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Por definicién,

o b _e—b(s—a) 1 1
Lle™] = / ee~tdt = lim | e "'dt = lim — L Res > a
0

b—o0 J b—o0 s—a s—a
» Hallar L[cosat] y L[sinat]; a > 0.

Las transformadas de Laplace se pueden determinar directamente como en los otros ejemplos, pero es més
comodo utilizar la propiedad de linealidad y la férmula de Euler. En esfecto,

1

s —1ia

L[cos at] + iL[sin at] = / e cosat dt + Z/ e sinat dt = / et estdt = Re (s —ia) > 0.
0 0 0

Igualando las partes reales e imaginarias,

s

L[cosat] = ——

1 s+ ia | ] s +a?
s—ia:sQ—i—a2 a

Llsinat] = ——

[sin at] o

» Hallar L[f(t)].

f(o //[1 ”
1 { 0 0<t<l,

t t>1.

- Y

Por definicién,

+
s 52

S b _},—bs —s __ ,—bs —s —s —s
LIf (1) = / e e L be " e )=+
0

b—oo Jq b— o0

1. Aplicar la definicién para encontrar las transformadas de Laplace de las siguiente funciones (descritas
grafiamente):

—e (1, 1) (1.1)

2. Utilizando la definicién, encontrar la transformada de Laplace de las siguientes funciones. En aquellos
problemas donde aparecen, a y b representan constantes reales.

R B

(b) F(t) = e+
() f(t) = te
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(d) f(t) =etcost
(e) f(t) =sinht

3. Utilizando propiedades de linealidad, calcular la transformada de Laplace para las siguientes funciones:

(a) f(t)=t>+6t—3
(b) f(t)=1+e"

(c) f(t) =4t —5sin3t
(d) f(t) = cosbt+ sin2t
(e) f(t) =5cos(t —F)
(f) f(t) =sint

4. Evaluar las siguientes integrales:

(a) / te”* sint dt
0

(b) /000 e 3 (1 — sin 3t)dt

*x k%

Observacion. No es necesario ni practico recurrir a la definicién de la transformacién de Laplace cada vez que
se quiera determinar la transformada de una funcién. Un enfoque mas practico es determinar la transformada
de las funciones que se encuentran frecuentemente y listarlas en una tabla; por ejemplo la del Anexo 1. Asi,
es posible determinar la transformada de una funcién simplemente buscdndola en la tabla. Ninguna tabla es lo
suficientemente grande como para contener las transformadas de todas las funciones concebibles; a menudo se
necesita expresar la funcién de la forma que aparece en la tabla. Las propiedades de la transformada de Laplace
que se explican a continuacién seran muy utiles a este respecto.

*x Kk %k

Traslacion sobre el eje s. Sea f(t) es una funcién admisible con transformada de Laplace F(s). Entonces,

Lle®f(t)] = F(s — a).
La prueba de esta propiedad es inmediata a partir de la definicion; en efecto,

Ll £(8)] = /oo et F(t)e=*" dt = /Ooo FB)e=G=t gt — F(s — a),

0

Cambio de escala. Sea f(t) es una funcién admisible con transformada de Laplace F(s). Entonces,

a>0 — L[f(at) = éF(f)

a

A partir de la definicién y, con el cambio de variable u = at, se tiene

C[f(at)] = /OOO Fat)e==t dt = i/ooo Flu)e=3% du = éF(Z)
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Ejemplo 2.
» Hallar la transformada de Laplace de la funcién g(t) = e~*sin?¢.
Usando una identidad trigonométrica, se tiene

;1 —cos2t
S
2 \—v—/
linealidad

glt) = e ' sin?t = Llo(t)] = 3£l + 5 £le~" cos2]

A partir de las transformadas de las funciones conocidas (ver Anexo 1)

Ll = Lle  f(t)] = sr1 ¢ propiedad de traslacién con a = —1
f()=1
—_ - s+1 . .
Lle ™ cos2t] = Lle™" f(t)] = GriEid + propiedad de traslacién con a = —1
F(t)=cos 2t
x k%

5. Aplicando la propiedad de traslacién, calcular la transformada de Laplace de las siguientes funciones:

I
—~ 0O
—_
I
w
+
+
<t
w0
e
=}
~+
~—
9]
wW
&

*x Kk %k

En el Anexo 2, se presenta una breve exposicion sobre la funcién escalén unitario. Se sugiere la lectura de este
complemento antes de continuar con la guia.

X

fu)

Sean f(t) una funcién con dominio en [0,00) y u(t — a)

la funcién escalén unitario. Asociada a f(t), se define la “

funcién

0 0<1t<a, b - -
fa@) = ft—a)u(t —a) = { ft—a) t>a. | u(t = a)f(t = a)

L,
. [

Traslacion en el eje t. Sea f(t) es una funcién admisible con transformada de Laplace F(s). Entonces,
Lfa(t)] = e”*F(s).

Por definicion,

Llf.(®)] = /OOO ft —a)u(t —a)e ' dt = /OO ft—a)e st dt = /000 f(@)e @) dy = e~ F(s).

F=l=G@
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Ejemplo 3.
» Hallar la transformada de Laplace de la funcién ¢(t) = (3t — 1) u(t — 2).

Observemos primero que

B—1=3t—-2+5_ —  g(t)=f(t—2)ult—2) = fot).

——
f(t)=3t+5
Luego, aplicando la propiedad de traslacién,
—2s —2s —2s 3 5 —2s
LlgH)] = Lfa(t)] = e 2 Lf(£)] = e L[3t + 5] = <3£[t] + 55[1]) e = (?2 + g>e .
linealidad
0 t < 2w,
» Hallar la transformada de Laplace de la funcién f(t) = ¢ sint 27 <t < 3m,
0 t > 3m.

Esta funcién puede considerarse como el producto de la diferencia entre dos funciones escalén unitario por la
funcién g(t) = sint, como se muestra en la figura

||r':lr:| 4 - 'y

l — l % i = 27) = i = 37)
1 - | - _l_

Asi, g(t) puede expresarse de la siguiente manera
f() = (u(t —27) —u(t — 3m)) sint = u(t — 27) sin(t + 27) +u(t — 37) sin(t 4+ 37) = gar(t) + g3 (t).
—_———— —_———
sint —sint

Ahora, la transformada de Laplace de f(t) puede calcurse facilmente combinando la propiedad de linealidad
con la de traslacién; en efecto,

67271'75 6737rt
LIF6)] = Llgan (t) + gax ()] = (7™ +e7*™)L]g))] = (e7>™ + 7> L[sint] = i

s2+1
* k%
Sea f(t) la funcién cuya gréfica se muestra en la figura de la
derecha. Considere las funciones definidas por
(a) f(t) = f(H)u(t—b) 7@
(b) f(t—bu(t —b)
6. (c) f(t)ult—a)
(@) St —a) = fOut—b) L~
() f(t—ayu(t — a) — f(t — a)u(t — b) a b

Cémo se corresponden estas funciones con las gréaficas que se
muestran a continuacion?
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fi1) 4 fle) 4 flng

m____
byl

[y -
=

[
=

£i6)h 0Y

~T

=
-—

7. Aplicando la propiedad de translacién, calcular la transformada de Laplace de las siguientes funciones:

0, 0<t<?2

@ a0 ={ 4 S "TI5)
(5) 9(6) = eult —2)
(©) g(t) = { si?;t, 0<t<3m/2

t>3n/2
(d) g(t) = cos2tu(t — =)

<

Comportamiento de F(s) cuando s — co. Sea f(t) una funcién admisible con transformada de Laplace
F(s). Entonces, lim F(s) = 0.
S5—» 00

Por hipétesis, existen constantes My > 0, o, My > 0y T > 0 tales que |f(¢)| < M, sit € [0,T] (f(¢) es

continua por tramos), y |f(t)| < Mae®*, para todo t > T (f(t) es de orden exponencial a cuando t — 00).
Luego, para Res > a,

T o] T (o)
|F(s)| < / |f(t)]e=*t dt +/ |f(t)e~tdt < Ml/ e~ stdt +M2/ e~ gt 5 0sis— oo.
0 T 0 T
1 —esT e—(s—a)T
S S —

8. Considere la funcién F(s) =

T Es la transformada de Laplace de una funcién continua?
s
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Transformada de una integral. Sea f(t) es una funcién admisible con transformada de Laplace F(s).

Si a > 0, entonces,
t
L [/ f(z) dm] = —F(S)
O S

Debido a que f(t) es continua por tramos, el teorema fundamental del célculo implica que

ﬂﬂ=£f@ﬂn

es continua y que ¢'(t) = f(t) donde f(¢) es continua; asi, g(t) es continua y suave por tramos para t > 0.
Maés atn,
t t
M M
9] < [ 17l dn <21 [ e = Thert = 1) < e
0 0

a a
asi, g(t) es de orden exponencial conforme ¢t — oo. Se concluye entonces que g(t) s una funcién admisible.

Integrando por partes, se tiene

ﬁ{/otf(x)dx} —/OOO (/Otf(x)dx> e’Stdt:—e;St /Otf(x)d:c

ih
F(s)

S

+ f(t)esdt.
0

Luego, para Re s suficentemente grande,

efst t
- [ 1w

Derivada de la transformada de Laplace. Sea f(t) es una funcién admisible con transformada de
Laplace F(s). Entonces,

o0

— 0 cuandot — oo.
0

nd"

LI (0) = (-1

F(s).

Se tiene (ver Teorema 2 en el Anexo 3)

d d * —st _ * 2 e—st — _ * e—st — _
£F(s):£/o F(t)e dt—/o & pyetar /Otf(t) dt = —CJt £ (2)].

El resultado anterior puede usarse para encontrar la transformada de Laplace de 2 f(t); en efecto,

2
LI O] = Lhf )] = = L1 0) =~ (= L F(s)) = S5 F(s).

De este modo, el resultado general se obtiene por iteracién.

Ejemplo 4.
t
» Hallar la transformada de Laplace de la funcién g(t) = / ze Usinzdz.
0

Aplicando las propiedades de la transformada de Laplace, se tiene

Llg(t)] = éﬁ[t e tsint] = D Lle

, 1d 1d 1 2(s +1)
== F(s+1)=—=— = :
s\ln/] s ds (s+1) sds (s+1)2+1  s((s+1)241)2
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9. Calcular la transformada de Laplace de:
(a) f(t)=te*
(b) f(t) =t*sinkt
(c) f(t) =te tcost

(d) f(t)=e3 /txcosélx dx
0

Sean f(t) y g(t) funciones continuas por tramos en [0,00). Se define

t
(fxg)t) = / ft—=m7)g(r)dr — producto de convolucién entre fy g.
0

=

El producto de convolucién tiene muchas de las propiedades de la multiplicacién ordinaria; en efecto,
puede probarse que

- frg=gxf,

- fx(gxh)=(fxg)xh,

- fx(g+th)=Ffxg+f=h,
- fx0=0xf=0.

Teorema de convolucion. Sean f(t) y g(t) funciones admisibles (ambas de orden exponencial o cuando
t — 00) con transformadas de Laplace de F'(s) y G(s), respectivamente. Entonces, la transformada de
Laplace de (f * g)(t) existe para Res > « y se verifica

L) x g(8)] = F(s)G(5)-

Ejemplo 5.
» Hallar la transformada de Laplace de la funcién g¢(t) =t / T2 dr.
0

Aplicando propiedades de la transformada de Laplace, se tiene

T d T d d d 1 1 35 —2
t 2T — _ 2T — /1%t 2t — _ 1 t 2t __ — _ .
E[ /0 e dT} dsﬁ {/0 e dT} dsﬁ[ *te”] ds L] £fte”] ds s (s —2)? s2(s —2)3

120



10. Evaluar

(a) 1x 1

(b) e

(c) sinat * cos bt
(d) f(t)*u(t —a)

11. Aplicar el Teorema de convolucién para calcular la transformada de Laplace de las siguientes funciones.
t
(@) £0) = [ sinpcos(t — ) du
0
t
) £t = [ e reospdu
0

(©) f(t) = / pet dp
(d) f(t) = e* xsint

Se dice que una funcién f(t) es periddica si existe un ndmero positivo p tal que f(t + p) = f(t) para
cada valor positivo de t; el nimero p, denominado periodo, es el nimero mas pequeno que cumpla esta
definicién. Observe que cualquier multiplo entero de p también satisface la relaciéon de periodicidad.

fin

Transformada de Laplace para funciones periddicas. Sea f(t) una funcién continua por tramos y
periddica, con periodo p, para t > 0. Entonces, su transformada de Laplace existe y se determina por

FO) = 1o | o0

1—eps

Iniciamos la prueba dividiendo el intervalo [0, c0) en segmentos de longitud p, entonces

F(s) = /O e~ f(t) dt = Z / T sty

Ahora cambiamos la variable de integracién a x = t — np. Sustituyendo, se tiene

= 2 /Op 6_5(’”+"p)f(x + np) dz = (ge—nps) /Op e~ f(z) dz

Observemos ahora que |e”P*| < 1, ya que tanto p como Res son positivos; luego, la serie es una serie
geométrica con razén menor que 1. Asi,

F(s) = 1/()p651f(x) dx

1—eps
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Ejemplo 6.

i)
» Determinar la transformada de Laplace de la siguiente

funcién periédica con periodo p = 6

2 0<t<3,
f(t){ —2 3<t<6.

[3¥]

Esta es una funcién de onda cuadrada con una amplitud A = 2 y un periodo p = 6. Usando la propiedad de
la transformada de Laplace para funciones periédicas, tenemos

1 ’ —st 6 —st 2 e~ st
F(S) = m o 26 dt+ s (72)6 dt = 1 — 6—68 — S

2(1 —e™3%)2 2(1 —e™39)
— = — 7t h3 .
s(I—e3)(1+e3%) s(l1+e3%) s AL os

3 67“

+
0 S

6  2(1— 2738 4 e76%)
3) s(1 —e6s)

12. Dadas las constantes a y b, a # b, considerar la funcién f(¢) definida para ¢ > 0 por medio de

£(t) = a sin—1<t<n ynesimpar,
Tl b sin—1<t<n ynespar.
, a-+be”*
Trazar la grafica de f(t) y comprobar que L[f(t)] = ——.
s(1+e %)
1 —as
13. Mostrar que la transformada de Laplace de la funcién diente de sierra es F'(s) = — — ﬁ.
as s(l —e= 28

k

14. Suponga que f(¢) es la rectificacién de media onda de la funcién sin kt. Verificar que F(s) = EFYD =
s —e 78

Jiry Sid
|
NS
| | ] ] ] ]
a 2a 3a 4a 3a Ga ! T 2z iz I
k k K
Funcién diente de sierra Rectificacion de media onda de sin kt

15. Sea g(t) = f(t —n/k)u(t — 7/k), donde f(t) es la rectificacién de media onda de la funcién sinkt y k& > 0.

Observe que h(t) = f(t) + g(t) es la rectificacién de onda completa que se muestra en la figura. Con esta

s
informacién, deduzca que F(s) = ——— coth —
s

=y
I

Rectificacion de onda completa de sin kt
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La pregunta que surge naturalmente es la siguiente: se puede determinar univocamente a f(t) si se
conoce su transformada de Laplace? FEsto es equivalente a preguntarse si

El siguiente teorema es uno de los resultados més importantes en la teoria de la transformada de Laplace.

Teorema de Lerch. Sean f(t) y g(t) dos funciones admisibles con transfromadas de Laplace F(s) y G(s),
respectivamente. Asuma que existe un numero real sy tal que F(s) = G(s) para todo s > sg. Entonces,
excepto por posibles puntos de discontinuidad, f(t) = g(¢) para todo ¢ > 0.

Ahora bien, dos funciones admisibles que difieren iinicamente en puntos de discontinuidad son consideradas
esencialmente iguales. En este contexto,

la ecuacién L]f(t)] = F(s) tiene una tnica solucién f(t).

Si L[f(t)] = F(s) se dice que f(t) representa a la transformada de Laplace inversa (o antitransformada)
de F(s) y se escribe L7Y[F(s)] = f(t).

La transformada de Laplace inversa es también una operacién lineal; es decir, para cualquier par de
constantes ¢ y ca,

L7 e1 F(s) 4+ c2G(8)] = 1 L7HF(s)] + c2L7HG(5)]-

Ejemplo 7.
s+1
52 —4s’

Re-escribiendo la funcién de s, se tiene

» Hallar f(t) si L[f(t)] =

s+1 s+1 11 5 1 1 5 0w 1 5, »
= =—-—4- =——L[1]+-L =L|—=+- — t)=—+-
s2—4s  s(s—4) 45+4574 H+4 [ { S 1® S
por fracciones simples
25 +3
» Hall t)si L[f(H)] = —————.
aarf()SI [f()} 82_43+20
Re-escribiendo la funcién de s, se tiene
2s+3 2s+3 2(s—=2)+7 5s—2 7 4 o T oo .
= = = - =L]|2 4t + — 4t| .
45120 (5-22+16 (5—22+16 ~(s—22+16 14 (5—27+16 ¢ cosdt et
L[e2t cos 4t] L]e?t sin 4t]

7
Luego, f(t) = 2e?* cos4t + Zezf’ sin 4t.

» Hallar f(t) si L[f(t)] = ﬁ
Obsérvese primero que
_ 1 o—3s
si L[g(t)] = 2165510 £xos+10 Llgs(t)] = L[g(t = 3)u(t - 3)].
Ahora bien,
Lg(t)] = ! ! Le 3 sint] — g(t) = e 3sint.

2+6s+10 (s+3)2+1
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Finalmente, f(t) = e3¢=3) sin(t — 3)u(t — 3).

8s
(s2+1)2

Re-escribiendo la funcién de s, se tiene

» Hallar f(¢) si L[f(t)] =

8s _3 1 s
(s241)2 " s24+1s2+1

=8 L[sint] L[cost] = 8 L[sint * cost].
Consecuentemente,
t t ¢
f(t) =8sint x cost = 8/ sin(t — 1) cos T dr = 8<sint/ cos? Tdr — cost/ SinTCOSTd7'> = 4tsint.
0 0 0

» Usando el Teorema de convolucién, calcular h(t) = 1% ¢(1 — u(t — 2)).

Considérense las funciones

1
fH)=1 — Fls)=-,
1 6725 6725
gt)=t(l—u(t—-2)=t—(t—2)u(t—2)—-2u(t—2) — G(s)= 8—278—272 .
Luego, aplicando el Teorema de convolucién, tendremos
1 6—23 6—23
H(s) = L[(t)] = LI(f * 9)(1)] = F(5)G(s) = & — o — 25
Ahora (ver Anexo 1),
1 6725 6725 t2 (t _ 2)2
—_— — = =L —— —2) =2t —=2)u(t—2)|.
S-S 2 =L 5 - - 2) - 2t - 2)u(t - 2)
h(t)
» Hallar f(¢) si L[f(t)] =In (s i a)
N s+b/
Derivando con respecto a s, se tiene
d s+a 1 1
_LItF(H)] = — l — _ — —at] __ —bt .
Llef ) ds n(s—i—b) s+a s+b L™= £le™]
Luego, se concluye que
—at _ bt eV — e
—tf(t)y=e"* —e — f(t):T.

16. Antitransformar

(@) () = 1y
() Fs) = 55
(©) Fls) = 53753
(@) () = s

© (s2—4s)(s+5)
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(e) F(s) = m
6—38
(6) Fs) = (.13
(8) F(s)= STl
se*Sﬂ/Q
(h) F(s) = 214

17. Probar que

(a) E{Siiat] = arctan (%)

(b) E[l — C(t)sh kt}

1 k2
:iln(p?), k| <s, seR.

18. Utilice el Teorema de convolucién para calcular la antitransformada de:

1

(o) F () = S
1

b) F9) = Sirn

6—25

© F) = 57575

@) F6) = s

Transformada de la derivada primera de una funcion. Sea f(t) continua en (0,00) y supéngase
que f'(t) es una funcién admisible. Entonces,

LIF/(O] = sLIF(B)] - lim f(D).

t—0+

Integrando por partes, se tiene

L@l = /OOO fi)ye=tdt = f(t)e™ ;o + 8/000 F(t)y et dt.

Ahora, como f(t) es de orden exponencial cuando ¢t — oo,

“ = lim f()e= — lim f(t)e~* = — lim f(2).

0 t—o0 t—0t+ t—0t

f(t)e™

En general, se tiene el siguiente resultado (se puede probar de la misma manera que el teorema anterior,
repitiendo la integracién por partes n veces):

Teorema de la transformada de la derivada n—ésima de una funcion. Si f(t), f'(t), ---, f™ V(1)
son continuas para t > 0y f(™(t) es una funcién admisible
M ()] = s"LIf(t)] —s" 7 I t)—s""2 lim f'(t)—---— lim f™ V().
LI @] = s"LIf(@)] - "7 lim f() — "7 lim f1(¢) Jim ()
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Valores asintdticos.

Existen dos propiedades de la transformada de Laplace que permiten determinar los valores limites de una
funcién f(t), cuando ¢ — 0 o cuando t — co, aunque no se conozca a la funcién explicitamente. Esto se
logra examinando el comportamiento de L[f(¢)].

Teorema del valor inicial. Supéngase que f(t) es una funcién admisible, que su derivada también es
una funcién admisible y que existe el limite de f(¢) cuando ¢ — 0F. Si F(s) es la transformada de Laplace
de f(t), entonces,

lim f(¢t) = lim sF(s).

t—0+ S§—00

Recordemos que, si G(s) es la transformada de Laplace de una funcién admisible, lim G(s) = 0. Entonces,
S§—00

partiendo de la transformada de la derivada de f(¢), tendremos

LIf'®)]=sLlft)]—f(0T), s>a — lim G(s)= lim sF(s) — lim f(t) =0.
N—— ~—— s—00 s—00 t—0+
G(s) F(s)

Teorema del valor final. Supéngase que f(t) es una funcién admisible, que su derivada también es una
funcién admisible y que existe el limite de f(¢) cuando ¢t — co. Si F(s) es la transformada de Laplace de
f(t), entonces,

lim f(¢) = lim sF(s).

t—o0 s—0

De acuerdo con las hipétesis, f(t) es una funcién acotada; luego, serd de orden exponencial o = 0.
Partiendo de la transformada de la derivada de f(t), tendremos

LIF' @] =sLIFO]-F(07), s>0 —  limG(s) = lim sF(s) — £(07).
N—_—— N—_—— S— S—
G(s) F(s)

Dado que la transformada de Laplace de una funcién admisible es continua para todo s tal que Re(s) > «
(ver Anexo 3),

0 0 b
lim G(s) = lim e Stf(t) dt = / f/(t)dt = lim / f'(t)dt = lim f(b) — f(0T).
0 0 0

s—0 s—0 b—oo b—o0

Combinando los resultados, se completa la prueba.

Ejemplo 8.
y" +4y + 13y =2t + 3e? cos 3t
y(0) =0, y'(0)=-1
Supongamos que la solucién que buscamos es una funcién y(t) que satisface la condiciones del teorema anterior.

Sea Y'(s) la transformada de Laplace de y(t). Tomando la transformada de Laplace a ambos lados de la ED, se
tiene

» Hallar la solucién del siguiente PVI: {

Y (3) = sy(0) o/ (0) +4(5Y (5) ~ 4(0)) + 13V (5) = 5+ <3+(52+)9 -

L[2t+43e2t cos 3t]

Lly" ()] L[y’ (1)]

Aplicando las condiciones iniciales, Y (s) puede expresarse como

Y (s) 1 n 2 1 3(s+2) 1
§) = — —

(s4+2)24+9  s2(s+2)2+9 (s+2)2+9(s+2)2+49
que es equivalente a

3 21 3 2 3
Y()=—gr—5w 10 T3 2 (8+2) 2 .
3((s+2)2+9) 3s2(s+2)2+9 (s+2)2+9(s+2)2+9
1 Le=2 sin 3] 2 L[t] Lle—2* sin 3] Le=2t cos 3t] L[e—2t sin 3t]
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Usando el Teorema de convolucién y la propiedad de linealidad de la transformada de Laplace, se tiene
1 2
Y(s)=L [ - ge’% sin 3t + A e 2sin 3t + e %! cos 3t x e ! sin 3t |.

Luego, la solucién del PVI es

y(t) = _56_% sin 3t + 3 / (t —T)e " sin 37 d7 + / e 2= cos 3(t — 7)e 27 sin 37 dr.
0 0

8 2 1 8 179
= 7@ —+ Tgt —+ §t672t Sin 3t —+ @672t COS 3t — W€72t Sin 3t

Observacion. El procedimiento utilizado en el ejemplo anterior para resolver el PVI, es una alternativa a los
métodos conocidos. Sin embargo, no vale la pena estudiar un nuevo método a menos que ofrezca alguna ventaja
sobre los ya existentes y bien establecidos. Como se verd en el siguiente ejemplo, el método de la transformada
de Laplace ofrece considerable simplificacién al resolver PVIs con términos fuentes discontinuos.

y" =5y +6y=u(t—1)
y(0) =0, y'(0) = 1.
Como en el ejemplo anterior, supondremos que la soluciéon buscada y sus derivadas primeras son funciones

admisibles. Sea Y'(s) la transformada de Laplace de y(t). Tomando la transformada de Laplace a ambos lados
de la ED se obtiene

» Resolver el siguiente PVI: {

L[y"(t) —5y'(t) + 6y(t)] = Llu(t — 1)].
Usando las propiedades de linealidad y de la transformada de las derivadas de la transformada de Laplace, la
ecuacién anterior puede expresarse como

—S

e
Lly" (6)] = 5Ly ()] + 6L[y(1)] = (s*Y (s) — sy(0) —y/'(0)) = 5(sY (s) — y(0)) +6Y (5) =
Imponiendo las condiciones iniciales y agrupando,
e * ¢ e ? 1

Y(s)(s2—5s—6)—1= — Y(s)(s—S)(s—Q):es +1 o Y(s)=

S-3)-2)  G-3)(-2)

Para encontrar la transformacién inversa de Y (s) se puede proceder de varias maneras. Aqui, analizaremos las
dos mas simples.

a) Descomponer por fracciones simples.

Y (s) e ® n 1 ( 1 n 1 1 ) - 1 1
s) = = _— — e — .

s(s=3)(s—2) (s—3)(s—2) 6s  3(s—3) 2(s—2) s—3 s—2
Luego,

3t _ 2t
1 e3t-1) e2(t=1) e’ —e 0<t<,
) = Bt o2t (7 _ ) f—1) = 3(t—1) 2(t—1)

y() e + 6+ 3 2 U( ) €3t—€2t+%+eT_€2 1§t<00

b) Utilizar el producto de convolucion.

;: B Lle2t] = £le3t % 2] — te3(t—7')e2‘r = Cledt(1 — e—t)] = £ledt — o2t
g - o = a2 = o ar] = £l (1 e )] = £ L
e *® 1

e Pl =D Lle3 o2t = Llult—1) % (3 —e2t)] = tUT, e3(t=7) _ ,2(t—7) -l
e~ S L =) = Llule= 1) =) = £ [ utr-1) )dr]

De donde, por linealidad de la transformada inversa, se tiene
e3t — 2t 0<t<1,

t
_ 3t 2t _ 3(t—7) _ 2(t—T1) — t
y(t) =e* —e —|—/0 u(t—1)(e e )dr o3t 7e2t+/ (63(1577) 762(t7‘r))d7_ 1<t< 0.
1

Completando los célculos, se llega a la solucién anterior.
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19. Resolver los siguientes PVI:

0, 0<t<l1

(a)y”ryz{__1 i>15 v0)=0

)

0, 0<t<2

@)M+4M+4y={e4hm’ i>o i Y0 =1 y(0)=-1

)y =2y =tetsint; y(0)=0, y(0)=0

) 2" +y + 2y =u(t = 5) —u(t —20); y(0)=0, y'(0)=0
e) y' =ty +2y=0; y(0)=-1, ¥ (0)=0
)
)

f) y"+3ty' —6y=1; y(0)=0, %(0)=0

(e) ty' —y' =t y(0)=0
Considere un circuito RLC con inductancia L = 1 (henrio), |4L..|
capacitancia C' = 0.002 (faradio) y resistencia R = 60 (ohmios), WN—"
como se muestra en la figura. Inicialmente, no hay carga en i R
el capacitor ni fluye corriente en el circuito. Cuando se cierra V=
el switch, se conecta al circuito una bateria que suministra un c__|v

20. voltaje V4 = 10 (voltios) durante 0.2 segundos; después de este

tiempo, se vuelve a abrir el switch. Obtenga la expresién para ; L
el voltaje del capacitor v(t). TR _x
La ley de Kirchhoff requiere que la suma de las caidas de voltaje |<—!>|
a través de los componentes de un circuito sea igual al voltaje L %

aplicado. Luego, el PVI a resolver sera:

d*v dv ,
LCW + RCE + v =wvp(t) = Vp(u(t) — u(t — 0.2)), v(0) =0, v'(0) =0.
s+a

21. Sin determinar f(t), calcular f(0") sabiendo que L[f(t)] = In (?
s

satisface las hipé6tesis del Teorema de valor inicial.

), a # b, y suponiendo que f(t)

1
22. Sin determinar f(t), calcular tle f(t) sabiendo que L[f(t)] = S + arctan (%) y suponiendo que f(t)
(o)

satisface las hipé6tesis del Teorema de valor final.

23. Mostrar que

2 2
as lim s~ — 0; lim ¢ sinat A.
t—o00

E[t Sinat] = 4(32 T (L2)2; 50 (52 + a2)2

Contradice esto algin resultado?

Observacion. La técnica de la transformada de Laplace proporciona una simplificacién considerable en la
resolucién de sistemas de ecuaciones diferenciales lineales con condiciones iniciales dadas. El procedimiento es
similar al utilizado para una sola ecuacién diferencial. Esqueméticamente,

- Paso 1. Aplique la transformada de Laplace a cada una de las ecuaciones diferenciales que constituyen
el sistema. Esto dara como resultado un sistema lineal de ecuaciones algebraicas en las transformadas de
las funciones incégnitas.

- Paso 2. Resuelva el sistema lineal de ecuaciones algebraicas para obtener expresiones explicitas para
cada transformada.

- Paso 3. Determine las funciones incégnitas obteniendo la inversa de las transformadas encontradas.
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24. Resolver

(a) { z:’—'——zz/ : Z—t i y(0)=0, ¥(0)=2, 2(0)=0

/ !/
o { V22 o= -
Dos masas mi y mo y dos resortes lineales con constantes
elasticas k1 y ko estdn conectados en serie, como se muestra
en la figura. Inicialmente, ambas masas estdn sin movimiento
y en sus posiciones de equilibrio. En consecuencia, los resortes

no estan ni estirados ni comprimidos en t = 0. Se aplica a mq ky ky

25. una fuerza externa de onda cuadrada f(t) con una amplitud ny my )
igual a A y un periodo p, haciendo que ambas masas se pongan
en movimiento. Si hacemos que z1(t) y z2(t) representen las (1) —— X0

posiciones de las dos masas en relaciéon con sus posiciones de
equilibrio, los movimientos de my y mo estaran regidos por el
siguiente sistema de EDs

m1$,1/+k11'1 7](72(1’2 71’1) :0
mgxé’ + kg((l?g — £C1) = f(t)

Sim; =1, mg =1, ky =2y ky =1 en unidades compatibles, determine los movimientos x1(t) y x2(t)
resolviendo este PVI usando la transformada de Laplace.

Sea I =1[0,T]; con T > 0, un intervalo y consideremos el tridangulo S = {(¢,7) : 0 <7 <¢ <T}.

rrtos=

S

r:0tor !

La ecuacién integral lineal de Volterra es de la forma

y(t) = g(t) + / y(r)K (t — 7) dr;

las funciones g(t) : I - Ry K(¢t,7) : S — R son datos del problema. A la funcién K se la denomina
ntcleo de la ecuacion.

Teorema. Si K y g son continuas en S e I, respectivamente; entonces la ecuacién integral de Volterra
posee una unica solucién continua en 1.

Ejemplo 9.
t

» Hallar la solucién de la ecuacién y(t) = 3t> — e~ ' + / y(r)et =) dr.
0
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Observemos primero que la ecuacién tendra solucién dnica en [0, 00). Supongamos que la solucién y(t) sea una
funcién admisible (por el teorema anterior sabemos que serd continua en [0,00)) con transformada de Laplace
Y (s). Entonces, transformando ambos lados de la ecuacién integral, se tiene

2 1 1 6 6 s—1 6 6 1 2
Y(s)=3> — —y Y(is)= 22 _ 52 _ % 0 2 _
(s) 3 s+1 () s—1 - (s) s3 st s(s+1) s3 st * s s+1
3Ct2]  Li3] L] 2cfe—t]

Luego, por la propiedad de linealidad,

Y(8)=L[3t? —t34+1-271  —  yt)=3t>—t3+1-2e"".

» Utilizar la transformacién de Laplace para resolver el siguiente problema integro-diferencial

0 0<t<5b

¢
y’+2y+/y(ﬂ)d/¢: t—5 5<t<10 ; y(0) = 1.
0 5 10<¢

g(t)

Asumiremos que este problema tiene una solucién y(t) que es una funcién admisible y que su derivada, y'(t),
también es una funcién admisble. A partir de la grifica de g(t) se observa que ¢(t) es de orden exponencial
a> 0.

y=glt)

5 10 15 20 ¢
Luego, usando la definicién, se tiene
00 10 o] 1
Gls) = £l @) = [ty tde= [ e-s)etarr [ sestat= e e,
0 5 10

Importante: la funcién g(¢) es continua en (0,00). Como estd definida a trozos, puede expresarse como una
combinacién de funciones escalén unitario. En efecto, es claro que

g(t) = (t = BYu(t — 5) — (t — 10)u(t — 10).
Entonces, tomando la transformada de Laplace a ambos lados de la ecuacion, se obtiene

t
£y + 20+ [ vinau] = £loco),
0
y, como la transformada de Laplace es una operacién lineal, se puede escribir
LIy +2L[y] + L1+ y(1)] = G(s).
Ahora, llamando Y (s) = L[y(¢)] y usando propiedades de la transformada de Laplace, se obtiene

S 52 S S S S
SY(S)iy(OHQY(SHg =G = Y(s)# =v(O+G(s) = Vi) =yt (si(1§2-
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Reemplazando y(0) por la condicién inicial y la expresién de G(s), la transformada de la solucién queda

B s sG(s) s e 5s B e 10s
YO = e "o Gr1? TG serl)p

Expandiendo en fracciones simples,

1 1 1 1 1 1 1 1
Y(s)= — — —— *58(7_7_7)_*105(7_7_7)
() s+1 (s—|—1)2+e s s+1 (s+1)2 ¢

Con ayuda de la tabla de transformadas y usando propiedades de la transformacién de Laplace, se tiene

=1, L= Sil (s+11)2’

L Llte ) = LIF(t - a)ult — a)] = e LI ().

Reemplazando,
Y(s) = Lle7 = Llte ]+ L[(1—e ) — (¢ —5)e )t — 5)] — L[(1 — P10 — (£ —10)e= 1)yt — 10)].
Luego, por linealidad, podemos escribir
Lly®)] = L[(1—t)et+ (1 — (t—4)e T Nu(t —5) + (1 — (t — 9)e” 1)yt — 10)].
Finalmente, por el Teorema de Lerch, obtenemos la solucién buscada
y(t) = (1 —t)e t+ (1 — (t —4)e Nt — 5) + (1 — (t — 9)e” 1) u(t — 10).
Utilizando la definicién de la funcién escalén unitario, la solucién también puede escribirse como

(L—t)e " 0<t<5
yt) =< 1+ (1 —t)et —(t—4)e ¢ 5<t<10
24 (1—t)e ™t —(t—4)e 5 — (t —9)e~ 10 10<t <o

Obsérvese que la solucion hallada es continua y derivable para todo ¢t > 0. En la siguiente figura se muestra la
grafica de y(t) para 0 < ¢t < 15. Nétese que los cambios en el comportamiento de la solucién se corresponden
con los cambios de la inhomogeneidad g(t).

26. Resolver

(@) t=20(0) = [ (" =) y(t =
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) w(t) =1+ t=5 [ u=1) )

@)y@+ﬁmw+qéywmﬂ=1+u 4(0) =0

<®y@—/Mme—mm:mw; y(0) =1
0

Observacion. La transformacién de Laplace también puede utilizarse para resolver sistemas de ecuaciones
integrales de Volterra. El procedimiento es similar al que se utiliza para resolver un sistema de ecuaciones
diferenciales lineales.

27. Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones integrales

_€2t K o
) () = +AymMu

t
ya(t) =1— / 271 gy () dp
0

Solucion: y;(t) = 3et — 2, ya(t) = et — 22

t t
) =1- 2/ 21y (1) du+/ yo () dps
0 0

(b)
yz(t)=4t—/0 y1(u)du+4/0 (t — ) ya(p) dp

Solucidon: y1(t) = e~" —te™", yo(t) = Se? + Ste™! — Se7!
t

n®) =+ [ valu)du
0

(©) w@Z—AwWW

%awwmv+§zu—uwumm¢

Solucion: yy(t) = 2sint, ya2(t) = —1 + 2cost, y3(t) =t
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ANEXO 1

Transformada de Laplace - Tablas

7o LI} = Fis)
1
1. 1 —
P
2.t l
5
1 n H! .
ot we1s nun entero positivo
. ar
4. I—J.'J —
\ s
5, 41 Var
=- e
e + 1) .
o, — 7 a>—1
5
k
7. senkt — -
sen g
8. cos kt al
T 2+ K
R 2k
l’. 8 < kr —
e s+ 4k
N 52+ 2k
10. cos kt T
o S + 4K
11. e !
s—a
k
12. senhkt _—
==k
13. coshk o
3. cosh kt - -
==k
N 2k
14. senhkt S —
s(s* = 4k)
) 5t =24
15. cosh k _
S+ coshoit sist — 4k5)
1
16, te® -
(s — a)*
n!
17. " e™ - nun entero positivo

(s — a)yt!’
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fn E{f(0} = Fls)
k
ar N
18. %' senkt G-al+ i
§F—=a
19. e¥ cos k T o
e cos kt (s —al + &
20, &% senhkt 7';"
(s —ay—k
21, & cosh kt (s _Sa_)_?a_ 2
2ks
N ) _ =Ry
22, tsenkt (2 + k2P
52 —_ R_j
23, tcos kt o + I
24. senkf + ki cos kt —jzkr.ﬁ -
(s* + k°)°
25
25, senkr — kt cos kt =
(s~ + k)
2ks
26. tsenhkr (2 — B2)
s+ K
27. tcosh kf % — IO
o bt
, €1 e -
a—nh (s —a)s —b)
I __ i
29, 9 b S
a—b (s —a)s —b)
e
3. 1 - 3
0. 1 = cos kt s + &)
&
31 kt — : T
1. kt — senkt 22+ 10
3y, @senbi = bsenat S S
T ab(@* =) (57 + a’)(s* + b7)
13, 5% bz - c?s at ,+
2 — (s~ + a)is” + b))
282
3. senkssenhkt g :k‘
kis* + 2K
35, of COS T4 L A1
5. senkt cosh kt &+ 4
36. cos kt senhkr %
2
37. cos kt cosh kt T
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ANEXO 2

Funcién escalén unitario

Probablemente la funcién més sencilla que incluye una discontinuidad de salto es la funcién escalon unitario,
también conocida como funcidn de Heaviside, que se define como

_.ﬂ”"

ult = 1g) u(t—to):{ (1) 0 <1t <tp,

|

donde t( es la ubicacion del salto, como se muestra en la figura. Para el caso especial de ty = 0, la funcién de
escalén unitario se vuelve simplemente u(t) = 1 para t > 0, y su transformada de Laplace es

La funcién escalén unitario u(t — tg) es simplemente la translacién de u(¢) en la cantidad ty. Su transformada
de Laplace es, por definicién,

oo o0 [e'e] —sto
Llu(t —to)] = / u(t —to)e "' dt = / e Stdt = / e~ 3@ o) o = e=stoL[1] = ‘ .
0

to 0 S

x=t—to

Veamos lo que sucede cuando se multiplica una funcién dada f(¢) por la funcién de escalén unitario. Cuando

to 7& 07
u(t —to) f(t) = { f?t) 0= i ; igf

Es decir, multiplicando una funcién f(¢) por la funcién de escalén unitario u(t — to) hace que desaparezca la
parte de f(t) en el intervalo [0, to]; pero no tiene efecto en la parte restante de f(t) como se muestra en la figura.

jf'[” I3

™

(it = i) fi)

R — %

Lt - .ru}

_
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Ahora, supongamos que se quiere posponer el inicio de f(t) a t = tp; como se ve en la siguiente figura.

Jin 4

R u(t = tg) fit =15)

l pmm———— ! -

i = fg)

Esto se logra corriendo a la derecha f(t) en tp unidades y multiplicdndola por u(t — ¢g) para suprimirla cuando
t < tog, Entonces,

u(t—to)f(t—tO):{ f(tgto) OSE;Z;

La funcién de escalén unitario u(t — tp) puede considerarse como un switch que apaga la funcién acompanante
hasta que t < ty y la enciende después.
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ANEXO 3
Continuidad y derivacién de integrales paramétricas impropias.

Definicion. Sea A es un conjunto arbitrario. Una integral impropia paramétrica en R es una integral de la forma

o0
/ f(\ z)dx; donde A€ A,aeRy f:Ax][a,c0) = R.
a

Lema 1. Sean A un conjunto arbitrario, a € Ry f : A X [a,00) — R. Se dice que la integral impropia
o0

/ f(A, ) dx es uniformemente convergente en A si, y solo si, es convergente para todo A € A y si, para todo
a

€ > 0, existe u, ¢ < u. < 00, de modo que se verifica

’/aoof()\,x)dx/auf()\,x)dx"/uoof()\J)dx’ .

para todo A € A y todo u, ue < u < oo.

oo
Lema 2. Seana € Ry f : A X [a,00) — R una funcién continua a trozos tales que / f(A,z)dx es una integral
a

impropia paramétrica uniformemente convergente hacia
o0
F(\) = / f(A\,z)dx paratodo A€ A.
a
Entonces F' : A — R es una funcién continua con dominio A.

Ejemplo. Sea f(t) una funcién admisible; su transformada de Laplace F(s) = / e *'f(t)dt es continua para
0
todo s tal que Res > a.

Teorema 1 (Criterio de Weierstrass). Sea g : I — R una funcién positiva tal que

- |f\z)| < g(x) paratodo A€ Ayxz el

o0
- / g(x) dz es convergente.
0

o0
Entonces, / f(\, z) dx converge uniformemente en A.
a

f(A, x) es continua a trozos en el

Teorema 2. Sea F(\) = / f(A\ z)dx. Supdéngase que, para cada x, %
0

o0
0
intervalo a < A < by que tanto F'(A\) como / a—f()\, x) dx convergen uniformemente en a < A < b. Entonces,
0 S
F es derivable y se verifica
<9

POy = [ g

A, x) dx; a<A<b.
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9 e Ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden con coeficientes analiticos

Parte 1 - Soluciones alrededor de un punto ordinario

La siguiente ecuacién diferencial lineal de segundo orden

y"(x) +p(a)y () + q(x)y(z) = 0 (1)
se encuentra entre las mas importantes desde el punto de vista de las aplicaciones.

La caracteristica central de este tipo de ecuaciones es que el comportamiento de las soluciones en un entorno
del punto zy dependera del comportamiento de los coeficientes p(z) y g(z) en ese entorno.

Definicién. El punto zy es un punto ordinario de la ecuacién (1) si p(x) y ¢(x) son analiticas en zq. Si al
menos una de estas funciones no es analitica en g, entonces g es un punto singular de (1).

Teorema 1. Sea xy un punto ordinario de la ecuacién diferencial (1). Entonces, existe una tnica solucién
y(x), que también es analitica en xg, y satisface las condiciones iniciales

y(zo) =vo ¥ (z0) = yp

M4s atin, si los desarrollos en series de Taylor de p(x) y g(x) son convergentes en |x — xg| < R, entonces, el
desarrollo en series de Taylor de y(z) también serd convergente en el mismo intervalo.

Ejemplo 1. Considerar la ecuacién diferencial (1+x2)y” — 2y’ +42%y = 0. Determinar el radio de convergencia
de la serie solucién en un entorno de zo = —1/2.

En este caso,

2x 4z

p(z) = T2l y q(z) = 211

— Ty = —1/2 es un punto ordinario.

Razonando en el plano complejo, ambos coeficientes tienen polos simples en z = 4i. La distancia desde
20 =—1/2az==+ies /1+1/4=1+/5/2. Luego, los desarrollos en series de Taylor correspondientes a p(z) y
q(z), centrados en zy = —1/2, convergen en |z +1/2| < 4/5/2. Entonces (ver Teorema 1), el desarrollo en series
de Taylor de la solucién y(z) serd convergente en (al menos) |z + 1/2| < v/5/2.

Observacién. Supongamos ahora que estamos interesados en la solucién del PVI

y(=1/2) = yo; ¥'(=1/2) = yp-

Como 1+ 22 # 0 para todo z, el Teorema de existencia y unicidad segura que el PVI tiene solucién tinica con
dominio en —oo < x < co. Por otro lado, el Teorema 1, garantiza una solucién del PVI de la forma

Zak(:ﬁ+1/2)k; (a0 = yo, a1 =y5)
k>0

{ 1+ 2%)y" — 22y’ + 4a?y = 0,

que converge en —/5/2 < x + 1/2 < 1/5/2. Concluimos, entonces, que la tnica solucién con dominio en
—00 < < 00 no puede tener un desarrollo en series de potencias de x + 1/2 convergente para todo z.

Ejemplo 2. Encontrar la solucién general de la ecuacién y” — xy’ + 2y = 0 en una vecindad del punto zg = 0.
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En este caso, p(x) = —x y g(x) = 2. Ambas funciones son polinomiales y, por lo tanto, analiticas en todo punto.
Consecuentemente, todo punto z (en particular, o = 0) es un punto ordinario para esta ecuacién. Luego,

existird una solucién de la forma y(x) = E arz® que converge en || < oc.
k>0

Para encontrar la solucién y(x) es necesario determinar los coeficientes ay, para todo k. Para ello, seguiremos
el siguiente procedimiento conocido como método de series de potencias o método de los coeficientes
indeterminados. Consta de cinco pasos.

Primer paso: se sustituyen

y(z) = Zakxk, y'(z) = Zk‘akxk_l, y'(z) = Zk:(k — 1) apz*2

k>0 k>1 k>2

en la ecuacién diferencial

y"(z) — zy'(z) + 2y(z) = Z k(k—1) a2 -z Z kagzh1 +2 Z apx® = 0.

k>2 E>1 k>0

Segundo paso: se suman las series; para ello, primero se agrupan los términos con iguales potencias de x

Z(k +2)(k + 1) apyox” —arz — Zkakmk +2a0+2a1x+2 Zakxk =0

k>0 k>2 k>2
E k(k—1) apzt 2 - E kapz® ! 2 E apz”
k>2 k>1 k>0

2-1a2—|—3-2a3x+2(k+2)(k+ l)ak”xk —alx—Zkakxk+2ao+2a1x+2 Zakmk =0
E>2 k>2 E>2

> (k+2)(k+1) apyoa”
k>0

(2a0+2-1az)+ (2a1 —aq +3~2a3)x+2(2ak —kap + (k+2)(k+1)ap2)z* =0
k>2

Tercer paso: la expresiéon anterior debe ser idénticamente cero para todo x; esto implica que el coeficiente de
cada potencia de = debe ser igual a cero; es decir,

ap + az = 0; ay + 6as = 0; 2—Kar+ (k+2)(k+1)ar2=0; k=234,
El resultado anterior puede escribirse de la siguiente manera

ap k—2
a2 = —aop; a3 = ——

: = = _a; k=2,34,---
6 T GryEr ™

relacion de recurrencia
Cuarto paso: se usa la férmula de recurrencia para determinar los coeficientes ay para k > 2; es decir,

k=2 — a;=0,

1
k=3 — a5—ﬁa3,
2
k=4 — CLG—WCM—Q
3
k= —
5 — 7 6'70,5,
4
k=6 — as—m%—ov
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k=2n—-2 — a9,=0, n=1,2,3,---

2n —
n-3 )a2n—17 n:132737""

k=21—1 — agp= Dm0 "2
" 2n+1 2n(2n+1

Claramente, todos los coeficientes impares dependen (por recurrencia) del coeficiente a;. Para establecer esta
dependencia explicitamente, hagamos

1 3 2n — 3 . 1-3---+(2n—3)
a3 a5 Q7+ Qop_1 Qpt] = ——— A1 —— A3 —— Q5"+ ——————— A2p— Aont1 = — ai.
st Rl T 3 M s 6.7 an(2n 1) ! antt @n+1) !
Entonces, los coeficientes seran

1-3---(2n—3
az = —ap; azn, =0; n > 2, agnt+1 = — (2nJ£1T;! )a1; n > 1.
Quinto paso: se sustituyen los coeficientes hallados en la serie que define a y(z); es decir,
1 1 1-3---+(2n -3
y(x):a0+a1x—a0x2—§a1x3+0x4—§a1x5+-~-zao(l—x2)+a1(x—z (2n4(—1r;! )x%“).

k>1
Entonces, haciendo

1'3""(271*3):021#1

(2n +1)! - y(w) = ao yo(x) + a1 y1(2);

wolr)=1-a% @) =z-)Y

se concluye que y(z) es solucién de la ED para cualquier eleccién de los coeficientes ag y a;. En particular,
eligiendo ag = 1 y a; = 0, se tiene que yo(z) satisface la ED. De la misma manera, eligiendo ag =0y a1 = 1,
se tiene que y;(z) también satisface la ED. Ademds,

W (y1,y2)(0) = ’ zZ(O) ‘ = ’ (1) (1) ‘ =1 — {yo(z),y1(x)} es linealmente independiente.

Ejemplo 3. Resolver el problema de valores iniciales

d2
(t2—2t—3)%g+3(t—1)

dy

—0: y(1)=4, /(1) = —1.
oY ;oy(l) =4, y'(1)

Como las condiciones iniciales se especifican en ¢ty = 1, se buscard una solucién general de la forma E ap(t— 1)’C .
k>0
Los célculos se simplifican mucho si, en lugar de reemplazar esta serie en la ecuacion diferencial para determinar

los coeficientes, primero se hace la sustituciéon z = ¢t — 1. Para transformar la ecuacién original en una con la
variable independiente z, se observa que

a2 dx

dy dy dz , d?y _d rdy\ do I
dat (7> at ~ 7

t?—2—3= 1)2 -2 1)—3=22_4: a _ayar
(z+1)" =20 +1) TS U T A ar Y dz

De esta manera, el problema de valores iniciales transformado sera
(@® =4)y" + 30y +y=0; y(0) =4, y'(0)=-1.
Los tnicos puntos singulares de esta ecuacién son £2; luego, la serie solucién serd convergente en (al menos)

|x| < 2. Para hallarla, procederemos como en el ejemplo anterior.
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Primer paso: se sustituyen

y(@) = aa®, @)=Y kad Ty (@) = k(k - 1) aga’

k>0 k>1 k>2

en la ecuacidn diferencial

(2> =4y +3zy +y= Zk(k— 1 agz® —4 Zk(k‘— Dagz* 243 Zkak:ﬂk +Zakxk =0.
k>2 k>2 k>1 k>0

Segundo paso: se suman las series; para ello, primero se agrupan los términos con iguales potencias de x

ap + a1z + Zakxk +3a1x+3 Zkakxk —|—Zk(l€ -1) apz® — 4 Z(k +2)(k+1) ak+2xk

k>2 k>2 k>2 k>0
E ara” 3 E kaya® 4 § k(k — 1) apat2
k20 k=1 k>2

a0+4a1m+2(1—|—3k‘+k(k—1))akxk—4-2~1a2—4-3-2a3x—4Z(k;+2)(k+1)ak+2xk:0
k>2 E>2

—4 > (b +2)(k + 1) agaat
k>0

(a0 —4-2-lag)+ (day —4-3-2az)x + > _[(k+1)*ar, — 4(k + 2)(k + 1) apsola® = 0
k>2

Tercer paso: se busca la férmula de recurrencia; por el principio de identidad resulta
ag—4-2-1ay =0; 4a1 —4-3-2a3 = 0; (k+1Dar —4(k+2)ag2=0; k=2,3,4,---
Por lo tanto, tendremos

1 2 kE+1

a2 = —— ao; as = 4%3a1; k42 = m

:42 ak;k:273’47...

Cuarto paso: se usa la férmula de recurrencia para determinar los coeficientes ay para k > 2; es decir,

k=2 — a4:fja2,
k=3 — a5 % 35
k=4 — ag %a%
k=5 — a7 %%,
k=6 — ag &ag,

om—1
k::2n—2 — agn:LG/Qn—Qa n:172737“'
4.2n
E=2n—1 — 2n 1.2.3
=2n — A2n41 = 75— G2n—1, N =1,2,5,---.
T 2n+1) Mt
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Por recurrencia, todos los coeficientes pares dependen del coeficiente ag y los impares de a;. Para establecer
esta dependencia explicitamente, hagamos lo siguiente

1 3 5 2n —1 1-3-5---(2n—1)
a2 Q406" A2p—2 " A2p = 1.9 @o 1.4 a2 1.6 aq - A on Ggn—2 — Q2p = Anong) o,
2 4 6 2n 2"n]!

ai as as -+ —————~Uapn—1 7 Q(2pn41 =

a3-a5-a67 * * * A2n—1"02n4+1 = 4.3 4.5 4.7 5 4-(2n+1)

41-3.5-(2n+ 1)
Usando la siguiente notacién factorial

2n—-1N=1-3-5-7---(2n—1),
los coeficientes pueden escribirse mas compactamente

(2n — N n!

; n P ANT] ; :1a2a37"'
DR I U LTI C G D TR

A2n =

Quinto paso: se sustituyen los coeficientes hallados en la serie que define a y(x);

om — 1) !
(2n —1) P L

2n+1
(20 + 1) *

1 2
y(:r)fa0+a1:17+naox +4 3a1:c +- JrQTn!

Después de agrupar por separado los términos de grado par e impar, se obtiene la solucién general

_ 22 ”7' 2n+1
y(z) ao(1—|—2 23n , )+a1<x+z2n(2n+1) x )

Yo(z) y1(z)

Obsérvese que
W (y1,y2)(0) = ’ yo(0) y/l(()) ‘ = ' (1) (1) ‘ =1 — {yo(z),y1(z)} es linealmente independiente en |z| < 2.
0 1

Sexto paso: se determina la solucién del PVI; dado a que y(0) = ag; ¥'(0) = a1, las condiciones iniciales dadas
implican ag =4 y a3 = 1. Al reemplazar estos valores en la solucién general, la soluciéon del PVI sera

(x) = 4+3c+ —x? :c +3x +—a: +- |z| < 2
= 2" T T3 T3 ‘

En su variable original,

Tt e+ 2y Lm0 -1l <2

=44 (t—1
yt) =4+ (-1 +5 6 32 30

Una serie como ésta puede utilizarse para estimar los valores numeéricos de la soluciéon. Por ejemplo, evaluando
en t = 1/2 se obtiene una serie alternada; luego, el error cometido al truncarla serd menor que el valor absoluto
del primer término descartado. Entonces,

1 1 11 11 3 1 5609 11
Nrdocgo. 222 22 22 3652 . ~0.001
y(z) 273 176832 16 1536 O UI CITOT MENot a5y * 55
* * *

1. Para las siguientes ecuaciones diferenciales, responder las preguntas: se pueden determinar soluciones en
series de potencias centradas en los puntos xg que se indican?; si fuera posible, cudl seria el radio de
convergencia?
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(a) (22 =22 —-3)y" +ay +4y=0; x9=—1; 20=0; 20 =4
(b) (2*+1)y" +4ay' +y=0; z0=0; 29 =2

. Yy — 2%y —2xy =0 . . .
2. Considere el PVI , . Primero, probar que este problema posee una tnica solucién
y(0)=1, y'(0)=0
3k
analitica en g = 0. Luego, mostrar que la solucién estd dada por y(x) = Z % Por dltimo, determinar

k>0
el intervalo de convergencia.

3. Utilizar el método de los coeficientes indeterminados para expresar la soluciéon general de la ecuacion
diferencial como una serie de potencias alrededor del punto zy = 0 y especificar un intervalo en el que la
solucion es valida.

(a) (2% +3)y" — Tzy' + 16y =0

Soluciones:
8 8 1 1 ((2n — 5)!1)?
—1_2,2, ° 4. . ST e _1)* 2k+1
(@) 37 T opti we@) =wogrd oprt ;3( VR "
(b) 3" — 22y — 32y =0
Soluciones:
23K+
1+22 5 ) yg(x):erZTkk!.
E>1 E>1
(¢) by" —2xy’' + 10y =0
Soluciones:
ok Zk: 7 4 4
- 1 - - 5 2k' — —_ — 3 _— 5.
y1(z) = z? +10+ —|— Z ; ya(x) = 52 —|—375x

4. Considerar la siguiente ecuacién diferencial
(14 a(z —z0))y" + Bz —x0)y + 7y =0 (o, B, son niimeros reales distintos de cero).

(a) Probar que los coeficientes a,, de cualquier solucién de la forma y(z) = Z an(x — )" satisfacen la
n>0
relacién de recurrencia.
an? + (B —a)n+ v
(n+2)(n+1)

Up42 = — an, n2>0.

(b) Aplicar este resultado para encontrar dos soluciones linealmente independientes en un entorno de
xo = —2 de la siguiente ecuacién diferencial

—(22% + 82+ T7)y" —3(x+2)y +y=0.

(¢) Hallar el radio de convergencia de la solucién general.

5. Las soluciones de la ecuacién y” — zy = 0 se denominan funciones de Ary.

(a) Probar que toda funcién de Airy no trivial tiene infinitos ceros negativos.
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(b) Encontrar las funciones de Airy, en forma de series de potencias de x y verificar, directamente, que

convergen para todo x.

Solucion y comentarios.

B L4 (3k=2) 4 N 25 (3k—1)
yl(x)—1+1;4 & sk, yo(z) = _,_kZZl ST k41

Las combinaciones especiales

L () ya(z) N 162 y2(z)
Aile) = 32/3}(2/3) N 31/32r(1/3)’ Bife) = 31/61r(2/3) N 3*1/§r(1/3)

definen las funciones de Airy standar que aparecen en tablas matemdticas. Sus grdficas, expuestas
en la siguiente figura, muestran un comportamiento oscilatorio como funciones trigonométricas para
x < 0, mientras que, conforme x — 400, Ai(z) decrece exponencialmente y Bi(x) se incrementa de
la misma manera. FEsta propiedad las vuelve muy interesantes, en particular, para las aplicaciones
en optica. Ademds, la ecuacion de Airy se encuentra en el estudio de la difraccion de ondas de radio
alrededor de la superficie de la Tierra, problemas de la aerodindmica vy la deflexion de vigas bajo su
PTOPLO PESO.

Bi(x)

—
T

AVAVANVANVANY/

6. La ecuacidn diferencial lineal de segundo orden 3" —2xy’+2\y = 0, donde X es una constante no negativa,
se conoce como la ecuacion de Hermite de orden A.

(a)
(b)

Usar el método de los coeficientes indeterminados para hallar un conjunto fundamental de soluciones
para la ecuacién de Hermite.

Mostrar que la ecuacién de Hermite tiene una solucién polinémial de grado n si A = n.
Solucion y comentarios.

) =1 31 LA AR

_1)'(>\_3)"'()\_2k+1)x2k+1
(2k +1)! '

yala) =z + Yy (—1)k2* (*

k<1

Se definen los polinomios de Hermite como las soluciones polinomicas de la ecuacion de Hermite
multiplicadas por una constante adecuada, de tal manera que el coeficiente de x™ es 2™. La aplicacion
mds conocida de los polinomios de Hermite estd relacionada con la teoria del oscilador lineal armdnico
en mecanica cudntica.
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7. La ecuacién diferencial (1—22)y” —xy’+A%y = 0, donde X es una constante, se conoce como la ecuacion
de Tchebycheff y se presenta en muchas areas de la matemadtica y la fisica.

(a) Hallar dos soluciones linealmente independientes de la ecuacién de Tchebycheff vélidas para |z| < 1.

(b) Mostrar que la ecuacién de Tchebycheff tiene una solucién polinomial de grado n si A = n.

Solucion y comentarios.

o (z) = PN e (AN (16 A)E AN 5 (R=2)7 %) — - = (4= NN gy
! ! 41 6! (2k)!

2 CN2V(1 )2 V2 a2y oL CN2\(1 22

L= 5 O N1 5 (@h= 1PN 4+ (0= W)= V) oy
3! 5! (2k + 1)!

Las soluciones polinémicas de esta ecuacion, adecuadamente normalizadas, se denominan polinomios

de Tchebycheff. Son muy ttiles in problemas que requieren una aproximacion polinomial de funciones
definidas en el intervalo —1 < x < 1.

y2(x) = 2+ o

8. La ecuacién diferencial (1 —22)y”(z) — 22y’ () + A\(A + 1)y(z) =0 donde \ es una constante, se conoce
como ecuacion de Legendre.

(a) Hallar dos soluciones linealmente independientes de la ecuacién de Legendre vélidas para |z| < 1.
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(b) Mostrar que la ecuacién de Legendre tiene una solucién polinomial de grado n si A = n.

Solucion y comentarios.

Las soluciones en serie de la ecuacion de Legendre pueden encontrarse en cualquier texto relacionado
con este tema.

Los polinomios de Legendre P, (x) se definen como las soluciones polinomiales de la ecuacidn de
Legendre para A = n que satisfacen la condicion de normalizacion P,(1) = 1 para todo n. Los
polinomios de Legendre juegan un rol importante en la fisica matemdtica; por ejemplo, al resolver la
ecuacion de Laplace en coordenadas esféricas.

9. La ecuacién diferencial de Legendre con A = 0 tiene el polinomio solucién ®1(z) = 1 y una solucién Pz (x)
dada por una serie de potencias. Demostrar que la suma de la serie ®5(x) viene dada por la funcién

1—1-1:)

Dy(x) = %ln(l —

; |z| < 1.
Comprobar directamente que la funcién ®(x) es una solucién de la ecuacién de Legendre cuando A = 0.

10. La ecuacién de Legendre puede escribirse en la forma: ((z? —1)y’) — (I + 1)y = 0.

(a) Sia,b,c son constantes, siendo a > b y 4c¢+ 1> 0, demostrar que una ecuacién diferencial del tipo
((z —a)(x = b)y") — cy = 0 puede transformarse en una ecuacién de Legendre por un cambio de
variable de la forma x = At + B, siendo A > 0. Determinar A y B en funcién de a y b.

(b) Aplicar el método sugerido en en inciso anterior para transformar (z? —x)y” + (22 — 1)y’ —2y =0
en una ecuacion de Legendre y resolver.

11. x La funcién en el lado izquierdo de la siguiente expresién
1
i—2tz 2
es la funcion generatriz de los polinomios de Legendre. Utilice esta relacion para demostrar que
(a) Po(1) =1y Po(=1) = (=1)"
(b) P2nt1(0) =0

Po(x) + Pr(2)t + Po(x)t? + -+ + Py(a)t" + - - - 0<t<l.
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12.

13.

14.

Los polinomios de Legendre satisfacen la relacién de recurrencia (se puede demostrar usando la funcién
generatriz)
(n+1)Pyy1(x) — (2n+ DazPy(x) + nPy_q1(z) = 0.

(a) Sabiendo que Py(x) =1 y Pi(z) = z, caleular Py(x), Ps(x) v Py(z).

(b) Exprese el polinomio f(z) = 1 — 3z + 2* como combinacién lineal de los polinomios de Legendre
hallados.

* La férmula de Rodrigues permite calcular los polinomios de Legendre por diferenciacion;

Lo

= 1— 22",
2np! da:"( z°)

P,(x)

Probar las siguientes relaciones de recurrencia:
(a) Ppii(2) = Py_y(2) = (2n + 1) Py(2)
(b) (n+1)Py(x) = P, () — zP}(x)
Mostrar que la ecuacién de Legendre también puede escribirse de la siguiente forma
(1= 2?)y'(2))" + (e + 1)y(z) = 0.
Concluir, entonces, que son validas las expresiones
(1= Py(@)) = —n(n+1)Pu(@) vy ((1—2?)P (@) = I +1)Pi(a).

Multiplicando la primera ecuacién por Pj(z) y la segunda por P,(x), integrando por partes y, después,
restando una ecuacion de la otra, probar que

1 0 sin #1,
/ P, (z)P(z) dx = 2 N
-t 2n+1 '

Este resultado se conoce como propiedad de ortogonalidad de los polinomios de Legendre.

Teorema 2. Suponer que Z apz® y Z bz son convergentes en |z] < R, R > 0. Entonces, la serie

k>0 k>0
k
k. — b
CLX | C — aj - Okg—j
k>0 7=0

converge en |z| < Ry se verifica

chzk = (Zakxk) . (Zbkzk> para todo z : |z| < R.

k>0 k>0 k>0
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15. (a) Sea y(z) = Z crx® una solucién de la ecuacién y” +p(x)y’ +q(z)y = 0 en el intervalo |z| < r; 7 > 0.
k>0
Supéngase que p(x Z e’ y que g(x) Z qrx" en ese mismo intervalo. Demostrar que:
k>0 k>0

k
Cht2 = (k—i—l )i+ 2) ;J‘Flpk iCi+1 + Qr—jc]

(b) Encontrar los primeros tres términos de las soluciones en series de potencias de x de la ecuacién
diferencial
xy" (x) + (sinz)y(x) = 0.

Determinar el radio de convergencia de cada una de las soluciones y mostrar que son linealmente
independientes en el intervalo de convergencia.

Soluciones.

1 1 1
yl(az):l—§m2+ﬁx4+-~-; o) =2 — —a® + —a® 4+ -

16. Expresar la solucién general de la siguiente ecuacién diferencial no homogénea 3y” —xy’ +y = 2% +2x+1
como una serie de potencias alrededor del punto zg = 0.

Solucion general.

(x)—a(l—zii)—&—am‘—i— +7Z i—i—zﬁux%ﬂ' —00 <& <00
PO e — 1)) T T < GF K12k — 1) 2= 3F (2k + 1) ’ '

*x k%

Comentario final. En los ejemplos tratados, nos hemos encontrado con lo que se denomina formulas de
recurrencia de dos términos para la determinacién de los coeficientes de las series solucién. La simplicidad
de estas férmulas permite encontrar una expresiéon general para los coeficientes. Sin embargo, esta simplicidad
no debe esperarse en todos los casos. Por ejemplo, para la ecuacién diferencial

1

1
y'(x)+ (p+ 5 Zmz)y( x) = 0; p constante, al reemplazar la serie y(x Z arx” se obtiene
k>0

(k+1)(k+ 2)ags2 + (p+ 1

2)ak — < Ap_2 = 0.

4

féormula de recurrencia de tres términos

En general, cuando la relacién de recurrencia tiene méas de dos términos, encontrar una férmula cerrada para
la determinacion de los coeficientes a, en términos de ag y a; puede llegar a ser una tarea muy complicada;
incluso imposible. Sin embargo, enfatizamos que esto no es particularmente importante; lo que es esencial es
que podamos determinar tantos coeficientes como queramos.

*x ok %k

148



Parte 2 - Soluciones alrededor de un punto singular regular

Consideremos ahora que z( es un punto singular de la ecuacién diferencial
y"(z) + p(@)y (z) + q(x)y(z) = 0. (2)

Definicién. Se dice que zg es un punto singular regular de la ecuacién (2) si las funciones

P(z) = (z—zo)p(z)  (y) Q)= (z - z0)*q(z)

son analiticas en zy. Si al menos una de estas funciones resulta no analitica en z(, entonces se dice que
xo es un punto singular irregular de la ecuacién (2).

Obsérvese que, si xy es un punto singular regular, la ecuacién (2) puede escribirse de la forma

(z — 20)*y" (z) + (z — z0) P(2)y (z) + Q(z) y(z) = 0.

P(z), Q(z) — funciones analiticas en z,

No se excluye la posibilidad que z¢g = co. Para estudiar el comportamineto de la ED en un entorno del
infinito se aplica el cambio de variable { = 1/z y el estudio se lleva a cabo sobre la ecuacién transformada
en el punto (5 = 0.

Ejemplo 4. Hallar y clasificar los puntos singulares (finitos) de la ecuacién x?(2%—1)y"+5(x+1)y'+(x?—x)y = 0.

Comencemos escribiendo la ED en la forma normal; es decir,

5

1 2 _ p(x) = —5—=— v=-l
y' +5 z+ y + v y=0 — r (ﬁ 1) — puntos singulares z=0
x2(x? - 1) x2(x? —1) qz) = —— " =1
x(x+1) N
Para xg = 1, se tiene
5 2 (z —1)?
P@) = (&~ )ple) = - Q) = (@~ 1a(e) = T

analiticas en zo=1 — ao=1 es singular regular

Para xg = 0, se tiene
5

P(z) = xp(z) = m

no es analitica en zp=0 — z0=0 es singular irregular

Para g = —1, se tiene

vt Q) = (x+ 1)%q(x) = “ 11

P(z)=(z+ 1p(z) =5 T p— .

analiticas en zp=—1 — wzo=—1 es singular regular
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Consideremos la ecuacién diferencial
y'(x) + p(x) v’ (z) + q(x) y(z) = 0. (3)

Asumamos, que tiene un punto singular regular en el origen (esto no implica pérdida de generalidad ya
que el cambio de variable u = z — x( desplaza el punto singular z( al origen).

Por hipétesis, los desarrollos en series

P(x)=ap(®) =) pua"=po+ Y put” vy Q)=2"qx) =) guz" =qo+ Y guz"

k>0 k>1 k>0 k>1

serdn véalidos en |z| < R, para algin R > 0. Obsérvese que

po = P(0) = lim xp(x) y g0 = Q(0) = lim 2%¢(x).

z—0 z—0

Definicién. I(v) = v(v — 1) + pov + qo se denomina polinomio indicial asociado a la ecuacién (3). Las
raices de la ecuacidn indicial I(v) = 0 se conocen como los exponentes de la singularidad en el
punto singular o = 0. Los exponentes de la singularidad determinan cualitativamente el comportamiento
de la solucién de la ecuacién (3) en cualquier vecindad del punto singular zg = 0.

Teorema de Frobenius. Sean v; y vo las raices de la ecuacién indicial I(v) = 0; donde Rers < Rews.

Entonces, la ecuacién (3) tiene al menos una solucién de la forma

y1(z) = |z|™ Z crz®; cp #0; convergente en 0 < |z| < R.
k>0

Maés atin, se puede determinar otra solucién de (3), linealmente independiente de y;(x), también vélida
en 0 < |z| < R, cuya forma dependerd fuertemente de la diferencia vy — vs;

- si ¥ — 19 N0 es un entero; yo(z) = || dexk; do # 0,
k>0

- sivy — vy =0; yo(x) = y1(z) In|z| + |z deﬂ«"k,
k>1

- sl 1 — vy es un entero; ya(z) = Dy (z) In |z| + |z|"? del‘k; do # 0; el coeficiente D puede ser

E>0
cero o diferente de cero, de manera que el término logaritmico puede o no estar presente en este caso.

Observacion. Los exponentes v y v5 podrian ser complejos. En tal caso, deben aparecer como par de
complejos conjugados; es decir, 1 = a+if y vo = a — if. Recordando que

g — gretiflne — po(cos(BInz) + isin(BInz)),
se obtienen las siguientes dos soluciones reales en términos de series de Frobenius

y1(z) = |z| cos(fInx) Z cra®; yo2(z) = |z|“ sin(BInz) chxk; co # 0.

k>0 k>0

Es claro que son linealmente independientes. Aqui, nos restringiremos al caso en el cual v; y v5 son reales.
También se buscaran soluciones tnicamente para x > 0. Una vez que se encuentra una solucién en este
intervalo, sélo se necesita reemplazar ¥ por |z|” para obtener la solucién para z < 0.
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Comentario. Una vez que se conocen los exponentes v; y vy, los coeficientes de una solucién en series de
Frobenius se determinan sustituyendo
_ v k
y(@) = |z Y erz

k>0
directamente en la ecuacién diferencial
2y (z) + *p(z) ' (x) + 2%q(z) y(x) = 0 (4)
~—— ~——
zP(x) Q(x)

y utilizando el método de los coeficientes indeterminados.

Ejemplo 5. Investigar la naturaleza del punto zg = 0 para la ecuacién z*y” + z?sinzy’ — (1 —cosz)y = 0.
Escribiendo la ecuacién en la forma normal, encontramos
,  sinx , 1—cosz

=Y — pov y=0.

T

Entonces,
L .. sinz L 9 L l—cosz 1
po=limap(z) = lim —==1; g0 = lim a*g(w) = lim 2 g

Puesto que ambos limites no son cero, se concluye que zy = 0 es un punto singular. Como los limites son finitos,
el punto singular zg = 0 es regular.

Un procedimiento alternativo consiste en escribir

3 5 7 2 4 6

(@) sinx 1( x n T T N ) 1 T " T T n
— = —|xrx— — _ oo — _ _ oo
=S e TR TR 315 T
1 —cosz 1 22 2t S 1 22 2t
2 —_ S— U — f— —_—— — — — ... = —_—— —_—— — CEEEEY
vale) = - = x2(1 (1 ot et )>_ TR
Esta series de potencias (convergentes) muestran explicitamente que P(z) y Q(x) son analiticas por lo que se
verifica directamente que xo = 0 es un punto singular regular. Ademds, se corrobora que pg =1y qo = —1/2.
En este caso, las raices del polinomio indicial seran
1, 1 =
Iv)y=viv—1)+pw+qgp=rvv-1)+v—=-=v"—=-=0 — V2, = -1 &7.
2 2 Vo = o1

Luego, por Teorema de Frobenius, podemos asegurar que existen soluciones de la forma
yi(x) = [2[VV2Y atieo £0, e yo(a) = o VY2Y dpatido £0,
k>0 k>0
que son linealmente independientes y vdlidas en 0 < |z| < occ.
Ejemplo 6. Hallar la solucién general de la ecuacién 2?y”(z) + z(z — )y/(z) + $y(z) = 0. Determinar el
dominio de validez de la solucién.
Comparando la ED a resolver con la expresién (4), es evidente que

1

P@)=z-3 v Qu)=y;

ambas funciones son analiticas en zo = 0 y sus desarrollos en series de potencias de x convergen en |z| < oo.
En este caso, las raices del polinomio indicial seran

— 1/1—1/2¢Z.

N[= =

I(l/):V(V—1)+P(O)V+Q(O)ZV(V—l)—%V+%:O — { 521

151



Luego, por Teorema de Frobenius, podemos asegurar que existen soluciones de la forma

x) = chkxk e ya(z) = \/mz dpa®,

k>0 k>0

que son linealmente independientes y védlidas en 0 < |z| < oo.
Determinaremos primero y; (z) aplicando el método de los coeficientes indeterminados. Procederemos por pasos.

Primer paso: se sustituyen

x) = Z et y'(z) = Z(k: + 1) cp®, y'(z) = Z(k + 1)k cpa®t

k>0 k>0 k>0

en la ecuacién diferencial para obtener

1 1
2 Z(k + Dk cpa® ™ + a(x — 5) Z(k + 1) et + 3 Z crzFtl =0

k>0 k>0 k>0
1
z:(k—i-l)kck;v’“rl +Z(k+ 1) cpatt? — 3 Z(k—i—l k“—i— chx
k>0 k>0 k>0 k>0
1 k
x(x — 5) Z(k + 1) cpx
k>0

Segundo paso: se suman las series; para ello, primero, se agrupan los términos con iguales potencias de x

1 1 1
> ((k+ 1)k - SO+ 1)+ 5) epa™ 4 D (k4 1) cpat T =D " k(k + 3 ekt > (k+1) et =0
) k>0 E>1 k>0

k(k + 5)

3 3
Z(k + 1) (k+ §)Ck+13;k+2 +Z(k; + 1) cpatt? = Z(k +1)((k + Q)Ckﬂ Yot =0
k=0 k>0 k>0

Zk k+ ) cpxht

k>1

Tercer paso: la expresion anterior debe ser idénticamente cero para todo x # 0; esto implica que el coeficiente
de cada potencia de x debe ser igual a cero; es decir,

2
i k>0

3
(k’+§)Ck+1+Ck:0; kZO — Ck+1:—ka =

relacién de recurrencia

Cuarto paso: se usa la férmula de recurrencia para determinar los corficientes ¢ para k > 1; es decir,

k=0 — ¢ =-— ;CO’
k=1 — co=— gcl,
k=2 — c¢3=— i

k=3 — c 3037
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2

k=n—-1 — c¢,=———
2n+1

Cp—1, M= 17273a .
Todos los coeficientes dependerdn (por recurrencia) del coeficiente cp; recordemos que c¢g # 0. Para establecer
esta dependencia explicitamente, hagamos

2 2 2 2 (—2)"
C-C-C~--Cn7 -Cn:——c~——c-——c~-- *> ani
1 2 3 1 0 1 2 1 (2n+1)”

- n— 5 21
3 5 7 mt1’ o 7

Quinto paso: se sustituyen los coeficientes hallados en la serie que define a y;(x); es decir,

y1($)—$z((_2)nx” —co = 1.

T
= 2n 4+ 1)!

Procediendo de la misma manera, se llega a

" < dyp=1.

Es facil comprobar que ambas series convergen en (0, c0) (por ejemplo, usando el criterio del cociente). También
es evidente, de la forma de estas soluciones, que ninguna serie es un multiplo constante de la otra; de hecho,

yi(x) ~z; x € (0,6); ekl yo(z) ~ Vo, xe(0,6); eIl

Por lo tanto, y1 (z) e y2(x) son linealmente independientes para todo x > 0. Asi, por el principio de superposicién,

y(x) = x| Z (2(7;2):)”3& 1B \/mz <_1')"$n

n.
n>0 n>0

representa la solucién general de la ED, con dominio de validez en 0 < |z| < co.
Ejemplo 7. Hallar la solucién general de la ecuacién xy”(x) + zy'(z) + y(x) = 0. Determinar el dominio de
validez de la solucién.

Primero, escribamos la ED en forma normal

V@) Y @)y =0 pa) =1 gl@)= .

Entonces, tendremos
— _ — 2 — o
P(z)=azp(z) =z y Qr)=17q(x) =1
ambas funciones son analiticas en zyp = 0 y sus desarrollos en series de potencias de = convergen en |z| < oco.
Concluimos que el origen es un punto singular regular. En este caso, las raices del polinomio indicial seran

Iv)=viv-1)+PO)rv+QO0)=vir-1)=0 — {Vll — v — 1 €EZ.

Vo =
Por el Teorema de Frobenius, podemos asegurar que existe una solucién de la forma
k
y(z)=x E crx”.
k>0

Procediendo como en el ejemplo anterior, pueden determinarse los coeficientes c;. Haciendo esto, se llega a

1 —1)" —1)"
ck+1:fk+1ck;k20 — cn:(n!) co;n>1 %1 yl(x)x;)(n!) " = ze
co= n

—x
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Para hallar otra solucién, linealmente independiente de y;(z) en (0,00) podemos usar el método de reduccién
del orden. Haciendo esto, se tiene

e ST dn — v (1) = yy (2) / — dn.

Obsérvese que, si z > 0,

Luego,

funcién analitica en zo=0

Obsérvese que yo(z) tiene la forma indicada por el Teorema de Frobenius para el caso v; — vs € Z. Finalmente,
el dominio de validez de la solucién general (combinacién lineal de y;(z) e y2(x)) es 0 < z < 0.

Comentario. En el ejemplo anterior, la solucién y; (z) pudo expresarse como el producto de funciones conocidas,
pero esto no siempre es posible.

Ejemplo 8. Hallar dos soluciones linealmente independientes de la ecuacién 22 y”(z) —zy'(x)+(1—2z) y(z) = 0.

Comparando la ED a resolver con la expresién (4), es evidente que
Plz)=1 y Qx)=1-u;

ambas funciones son analiticas en o = 0 y sus desarrollos en series de potencias de x convergen en |z| < oo.
En este caso, las raices del polinomio indicial seran

IV)=viv—1)+POw+Q0)=v(v—1)—v+1=wr—-12*=0 — v=1 esraizdoble.

Luego, por Teorema de Frobenius, podemos asegurar que existe una soluciéon de la forma

y1(x) = chkack, co # 0.

k>0

Determinaremos y; (x) aplicando el método de los coeficientes indeterminados como se hizo en el ejemplo anterior.

Primer paso: se sustituyen

y(r) = Z cpahtt, y'(z) = Z(k + 1) cpa®, y'(z) = Z(k + 1)k cpat!

k>0 k>0 k>0

en la ecuacién diferencial para obtener

z? Z(k + Dkcga™ ! —x Z(k + 1) et + (1 — ) Z ezttt =0

k>0 k>0 k>0
Z(k + 1)k ettt — Z(k + 1) et 4 Z ettt — Z et =0
k>0 k>0 E>0 k>0
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Segundo paso: se suman las series; para ello, primero, se agrupan los términos con iguales potencias de x

S ((k+ k= (k+1)+ 1) cpzb™ =Y " pa®™ =) "k g2ttt =) g2t =0

k>0 k>0 k>1 k>1

g cpaFt?

k>0

Tercer paso: la expresion anterior debe ser idénticamente cero para todo x > 0; esto implica que el coeficiente
de cada potencia de x debe ser igual a cero; es decir,

1
kzck—ck_le;k21 — ck:ﬁck_l k> 1.
—_————

relacion de recurrencia
Cuarto paso: se usa la férmula de recurrencia para determinar los corficientes ¢ para k > 1; es decir,

k=1 — c1 = Cg,

1
k=2 — Co

:chv

k=3 — 03:102,
9
1

k=4 — Cqy = c3,

16

1
k=n — c=—=cp1, n=12.3,---
n

Todos los coeficientes dependeran (por recurrencia) del coeficiente ¢ (recordemos que cg # 0). Para establecer
esta dependencia explicitamente, hagamos
1 1 1

81'02'63"'Cn—1'6n260'101'§02"'ﬁ0n—1 — Cp =

E

Quinto paso: se sustituyen los coeficientes hallados en la serie que define a y;(x); es decir,

1
) =¥ o a1,
n>0

Como 17 = vy, el Teorema de Frobenius asegura que existe una segunda solucién, linealmente independiente de
y1(z), de la forma

y2(2) = y1(2) In(x) + Y dyat

E>1
y que converge en 0 < z < co. Para determinar ys(x) procedemos de manera similar.
Primer paso: se sustituyen las expresiones

y(@) = yi(@) (@) + 3 ey (@) = () In(r) + @ + Dkt 1)yt

k>1 E>1

(@) = o)) + 220 ISy g,
E>1
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en la ecuacién diferencial para obtener

z? (y’l'(x) In(z) + 2y’13(3x) AC) + Z k(k+1) dkmk_l) — x(yi () In(z) + n(@) + Z(k +1) dkxk)

2
T T
k>1 E>1

+(1—2) (yl(z) In(z) + > dk:z:k“) —0.
E>1
Teniendo en cuenta que y1(z) es solucién de la ecuacién diferencial, se llega a
2yt (x) — 2u1(2) + Y k(k+ 1) dpa™ = (k+ 1) dpa™™ ' + ) dpa T =) dpatt? =0 (5)

k>1 E>1 k>1 E>1

Ahora, dado que

1 N Y !
yl(gj) - ICZZO (k?')2 karl? yl(‘r) - Z (k?')2 xk

y los dos primeros términos de la ecuacién anterior pueden escribirse de la siguiente manera

2004(0) = 201(0) =20 32 iz =2 30 ! =2 00

k>0 k>0 k>1

Reemplazando esta expresién en (5), se obtiene

2

E>1

A (k(k Y1) - (k1) + 1) AR S )
k>1 E>1
k2

k
(k)2

Segundo paso: se suman las series; para ello, primero, se agrupan los términos con iguales potencias de x

2%k
k+1 2 k+1 k+1 __ 2 2 2 k+1 __
23" Gk + Y R dpa Tt = T dp g2t =227 + dia® + ) ((k!)2 + k2 dy —dk_l)x =0.
E>1 E>1 E>2 E>2
del‘k+2
k>1

Tercer paso: la expresion anterior debe ser idénticamente cero para todo x > 0; esto implica que el coeficiente
de cada potencia de x debe ser igual a cero; es decir,
2 1

dy = -2 dy = ——5 + 5 dp—1; k>2
1 5 k k(k!)2+k:2 k—1; K 2

relacion de recurrencia

Cuarto paso: se usa la férmula de recurrencia para determinar los corficientes dy para k > 1; es decir,

k=1 — d1:—2,

2 1 1 1 3
k=2 — dy=——o—t—d — dy=———==—>
2= Tome T ™ Ty 27 g
2 1 2 1 11 11
k=3 — dy=——oct—dy — dyg=-ot—dp=—— — — = ———
87 T3 ™ ST 3@EE 2P T 5 12 108
2 1 2 1 11 25
k=4 — diy=——t —ds — di=-—i—t —d3=—— —— =
ST g T P qEne T E®T TR 12T 3456
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Quinto paso: se sustituyen los coeficientes hallados en la serie que define a y;(x); es decir,

. 3 11 25 5
y2(x)*y1(17) ln( ) (250 +4I +m +% +)

17. Hallar y clasificar todos los puntos singulares (finitos) de las ecuaciones diferenciales que se indican a

continuacién.
(a) 2%(2® = 1)y" —z(z + 1)y — (- 1)y =0
(b) (x+1)%xy" + 2y —y=0

)
) (
(c) (% —4da)?y" +2(z +2)y +6y =0
(d) (e =1y =@+ 1)y +(@—-1y=0
(e) z3y" + (sinz)y =0

18. Probar que, haciendo el cambio de variable ¢ = 1/x, la ecuacién y”(z) + p(x)y'(z) + q(x)y(z) = 0 se

convierte en % © ©
—-Pp q
T y' () + CT y(¢) =0.
Usar este resultado para chequear que la ecuacién (1 —x) y”’(z) 4+ (1 —22) ¢/ (z) + y(x) = 0 tiene un punto
singular regular en zy = co.

y"(¢) +

19. Encontrar el polinomio indicial asociado con el punto singular regular en zg = 0 para cada una de las
siguientes ecuaciones diferenciales
) da?y" () + 2(22° — 5y (« ) + (322 + 2)y(z) = 0,
(b) 2?y"(z) + (5 +a)zy'(z) — gy(x) =0,
) 23y (x) + (cos 2z — 1)y (x) —|— 2zy(z) =0,
) zy” + (1 —2z)y’ + Ay =0, X una constante,

(e) 2%y” —xy’ + (22 — A?)y =0, X una constante.

Aplicando el Teorema de Frobenius y sin resolver, indicar la forma de las soluciones que esperaria encontrar.

20. La ecuacién diferencial x2y” + axy’ + by = 0; a y b constantes reales, se denomina ecuacién de Euler.
Es el ejemplo mas simple de una ecuacién de segundo orden con un punto singular regular en el origen.

(a) Comprobar que la ecuacién de Euler puede ser reducida a una ecuacién diferencial con coeficientes
constantes por medio de la sustitucién |z| = e’.

(b) El conjunto fundamental de soluciones dependerd de las raices del polinomio caracteristico p(r)
correspondiente a la ecuacién transformada. Si ry y 7o son las raices de p(r); comprobar que

-siry £y r,reeR — {|x]™ |22
-sim=me=a+iB, — {|z|%cos(Bln|z|),|x|*sin(S1n|z|)},
-sirp=ro=r —  {lz|", |=|" In|z|}.

(c) Cudl es la ecuacién indicial asociada al punto singular regular zo = 07

21. Encontrar todos los valores de o de manera tal que las soluciones de la ecuacién 22y” + azxy’ + 2 y =0

tiendan a cero cuando x — 0.
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22. Encontrar todos los valores de o de manera tal que la solucién del PVI 2z2y” + 3zy’ —y = 0; y(1) =1,
y'(1) = «, se mantenga acotada cuando z — 0.

23. Considere la ecuacién diferencial 2zy” (z) + (1 + 2)y'(z) + y(z) = 0.

(a) Comprobar que zp = 0 es un punto singular regular.
(b) Comprobar que las raices del polinomio indicial son diferentes y su diferencia no es un nimero entero.

(c) Hallar dos soluciones linealmente independientes vdlidas en (0, 00).

Soluciones:

k

yi(x) _"’31/2(”2 .2%') (HZ 21@*1)")

k>1 k>1

24. Considere la ecuacién diferencial 2x2y” (x) + zy'(x) + (222 — 3)y(x) = 0.

(a) Comprobar que o = 0 es un punto singular regular.
(b) Comprobar que las raices del polinomio indicial son diferentes y su diferencia no es un nimero entero.

(c) Hallar dos soluciones linealmente independientes vélidas en (0, 00).

Soluciones:

(—1)k 22k (—1)F 22k

o) =a*2 (14 30 9-13---(4k+5)); o) = (1430 3~7---(4k—5))'

k>1

25. Considere la ecuacién diferencial 2%y” + x(x — 3)y’ + 3y = 0.

(a) Demuestre que v =1y v = 3 son dos raices de la ecuacién indicial asociada.

(b) Encuentre una solucién en series de potencias de la forma y;(z) = =23 E apx™, ag = 1.
n>0

(c) Compruebe que y;(z) puede escribirse como z3e~*.

(d) Halle una segunda solucién usando el método de reduccién del orden.

26. Considere la ecuacién diferencial 22 y” +z(z — 1)y’ — (¢ — 1)y = 0. Encontrar dos soluciones linealmente
n (0, 00).
Soluciones:

kZI

27. La ecuacién diferencial (1 —x)y” +[y— (1+a+ B)x]y’ — afy = 0; con «, B y v constantes, se denomina
ecuacion de Gauss o ecuacion hipergeométrica. Esta ecuacién permite resolver cualquier ecuacién
diferencial con tres puntos singulares.

(a) Compruebe que = 0 es un punto singular regular y que las raices de la ecuacién indicial son 0 y
1—7.

(b) Compruebe que x = 1 también es un punto singular regular y que las raices de la ecuacién indicial
son, en este caso, 0y v —a — .

(c) Compruebe que 2 = co es un punto singular regular.
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(d) Suponga que 1 —+ no es un entero o cero. Encuentre dos soluciones de la ecuacién hipergeométrica
vélidas en 0 < |z| < R; cuél es el valor de R?

Soluciones:

of , ala+DBA+1) 5 ala+D(@+2BBE+1(E+2)

i) =T Qe T e D I O )
Coafq =+ B +1)  (a—y+D(a—y+2)B -y +)B-v+1) 5
yola) = (1+ T P TG 224 +).

(e) La serie y;(x) se conoce como la serie hipergeométrica y se representa normalmente por F(«, 3,7, x).
Muestre que:

1
1—=x
In(1
i F(1,1,2,—) = In(1 +2)
X
i, F(-1,1,1, —2) = (1 + 2)

i F(1,1,1,2) =

3 ) )

28. La ecuacién diferencial zy” 4 (1 — x)y’ + Ay = 0 se denomina ecuacion de Laguerre de orden ).

(a) Probar que tiene una solucién que es analitica para todo x y que se reduce a un polinomio cuando A
es un entero no negativo.

40 |

20}

D___E_____,—o—--i—..._\_‘_\_ !

___::-;-a_-'-_r:f(_\.;______llf:'l___ Illl T

—20} 3 '.

—3
|
|
|

|
|

(b) Mostrar que si A = —1, la solucién general de la ecuacién de Laguerre en cualquier dominio que no
contenga al origen estd dada por

(—D)F 2k S
— )e*; e¢1,co  son constantes arbitrarias.

kK

Yy = clem +c2<ln|x| + Z
k>1

29. x La ecuacién diferencial z%y”(x) + zy/(x) + (2% — v?)y(x) = 0 se denomina ecuacion de Bessel de
orden v. Una solucién de esta ecuacién es

B (_1)k: T 2k+l/.
Ju(z) =" (k+D)IT(w+k+1) (5) ’

k>0

se denomina funcién de Bessel de primera clase. Obsérvese que, si v > 0, converge en [0, 00).
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(a) Discutir el comportamiento de J, (z) cuando = — 0.

(b) Demostrar que las funciones J,, y J_, son linealmente independientes en (0, 0o) para todos los valores
no enteros de v.

(c) Demostrar que, para todo entero p, J,(z) = (=1)PJ,(x).

30. * La funcién de Neumann (o funcién de Bessel de segunda clase) se define por la férmula

cos(mv) J,(x) — J_V(x).

Y, (2) = sin(mv)

Si v no es entero positivo sabemos que J,(z) y J_,(z) son linealmente independientes por lo que Y, (x)
resulta linealmente independiente de J,(z). Para un valor entero de v = n, la funcién de Neumann se
puede determinar mediante el paso al limite cuando v — n. Demostrar que

(5 e L)

v=n (‘31/

lim Y, (z) =

v—n T

Jo
L,

L NN N
2 6 10

_l_u

Para n > 1, las grdficas de Jp(x) y Yn(x) son similares a las de J1(z) y Yi(z). En particular, J,(0) =0
mientras que Y, (x) — —oo conforme © — +0; ambas funciones tienen oscilaciones amortiguadas a medida
que T — +00.

31. (a) Sea f,(x) una solucién cualquiera de la ecuacién de Bessel de orden a y sea g(z) = /z fq(x),z > 0.
Demostrar que g(z) satisface la ecuacién diferencial

1 —4a?
y”—l— (14‘?)2]:0.

(b) Cuando 4a? = 1, la ecuacién diferencial del inciso anterior se reduce a y” 4+ y = 0, cuya solucién
general es y = Acosx + Bsinz. Utilizar esta informacién para demostrar que, para x > 0,

2 . 2
Jijo(x) = “E sin J_1)2(x) = “E COS .

32. La siguiente ecuacién diferencial z2y” + xy’ + (m?x? — n?)y = 0 aparece en numerosas aplicaciones.

Demuestre que puede reducirse a una ecuacién de Bessel mediante el cambio de variable z = mux.
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33. Utilizando el método propuesto en el ejercicio anterior,
(a) compruebe que la solucién general de x2y” +xy’ + (43:2 — %)y =0es y=c1J35(20) +caJ_z/5(22),
(b) compruebe que la solucién general de 2%y” + xy’ + (322 —4)y = 0 es y = ¢1Jo(V/3x) + c2Ya(V/31),

(c) encuentre la solucién de x%y” +zy’ + (4952 — é)y = 0 que sea continua en z = 0 y tal que y(0.3) = 2.

34. * A partir de la definicién de J,(z) probar que:

(8) L (@ J0(2)) = 2 s (2),

dz
() - ala)) =~ aa (@), @20,
(©) 2IL(0) = (o) = 2o (0),

(d) zJ! (z) = —ady(z) + xJo—1(x),

. 2
(e) Jsjo(x)sinw — J_g/o(x) cosx = U@'

35. x Supoéngase > 0. A partir de las férmulas de derivacién, probar que

(a) /01 t* Jo—1(t) dt = 2% Jy(x)

1

(b) /Oz t7 Jag1(t) dt = —z~*Ja(z) + 2°T(a +1)

(c) / Jo(x)sinz dx = xJo(z) sinx — xJy () cosx + ¢
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]_ O e Series de Fourier

Cualquier funcién periédica f(x), razonablemente comportada, tiene una representacién en series infinitas de
términos trigonométricos. Estas series trigonométricas se conocen como series de Fourier; son andlogas a
las series de Taylor en el siguiente sentido: ambos tipos de series proven una manera de expresar funciones
complicadas en términos de ciertas funciones elementales.

» Definicién. Una funcién f(z) se dice periddica si existe un nimero L # 0 (llamado periodo) tal que
f(z+ L) = f(x) para todo z € (—00, 00).

fix)

PERIOD =L

» Propiedades.
- Si f(z) es una funcién periédica con periodo L y n € Z; entonces f(x) también tiene periodo nL.

- Una funcién constante puede ser considerada una funcién periddica con periodo arbitrario; es decir,
cualquier niimero real es un periodo posible.

- Si f(x) y g(x) son funciones periédicas con periodo L y a,b € R; entonces la combinacién lineal
af(x) + bg(x) y el producto f(x)g(x) también son funciones periédicas con perfodo L.

Ejemplo 1.

a) La funcién f(z) = 3+ cosz —sinz + 5cos 2z + 17sin 3z tiene periodo L = 27, ya que es una combinacién
lineal de senos y cosenos de miltiplos enteros de z; todas son funciones periddicas con periodo L = 2.
T

b) Si p es un ndmero fijo, las funciones sin (%) y cos (?) son periédicas con periodo L = 2p.

¢) La funcién M (z) = z — [z] (llamada funcién mantisa) es periédica con perfodo L = 1.
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1. Sean fi(x) y fo(z) funciones periédicas con perfodos L; y Lo, respectivamente. Mostrar que si, Ly y
L, son conmensurables, entonces existe un numero positivo L tal que (f1 + f2)(z) = (f1 + f2)(z + L).
Determinar L.

Ayuda: dos nimeros reales se dicen conmensurables cuando su cociente es igual a un nimero racional.

2. Sea f(x) una funcién integrable y periodica con periodo L. Probar que:

L L+a
(a) /0 f(x)dx = / f(z)dz, 0<a<L.
L+a

Ayuda: mostrar primero que/ f(x)dx :/ f(x)dz.
0 L

(b) ALf@wm=3/w2fuﬁm

L2

b L/2
© [ f@e= [ j@n b-a-L

—L/2

3. Sea f(x) una funcién suave a trozos y periddica con periodo L. Para todo = € R, se definen
F@) = [ ity Gle) = Fla) - o
0

siendo fy el valor promedio de f(z) en el intervalo [0, L]. Probar que la funcién G(z) también es periédica
con periodo L.

4. Sea f(x) una funcién diferenciable y periédica con perfodo L. Mostrar que f/(z) también es periédica con
periodo L.

» Definicién. Sea f(x) una funcién seccionalmente continua en [—p, p]. La serie
a nmwx nwx
S(z) = =+ Zancos (—) + by, sin (—),
2 n>1 p p

donde los coeficientes ag, a,, v b, estan definidos por
1 (7 1 [P 1 [P
ag = — f(l') dm, ap = 7/ f(x) CcOS (@) dI, bn — 7/ f(x) sin (@)’
- B p DJ—p D

es la serie de Fourier asociada a f(x). Los coeficientes se denominan coeficientes de Fourier de f(x)
con respecto al sistema trigonométrico

El sistema trigonométrico tiene la siguiente propiedad de ortogonalidad: si ¢, (x) y pm(z) representan
dos funciones cualesquiera de la familia,

0 m;én
P
/ on(T) om(T)dz = g m=mn#0
-’ 5 m n =
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» Observaciones.

- A diferencia de las series de Taylor, definidas solamente cuando la funcién es indefinidamente derivable,
la dnica condicién para que las series de Fourier estén definidas es que la funcién sea integrable sobre un
intervalo. Recordemos que hay funciones integrables con infinitas discontinuidades. Es decir, el concepto
de series de Fourier es mucho menos restrictivo que el de series de Taylor. Esta es una de las grandes
ventajas de la teoria de Fourier: puede aplicarse a funciones muy generales.

- Si se cambiara el valor de una funcién en un numero finito de puntos, esto no afectaria para nada a
los coeficientes de Fourier de esa funcién porque estos se calculan por medio de integrales. Tampoco es
importante que una funcién no esté definida en un conjunto finito de puntos aislados porque esto no afecta
su integrabilidad ni el valor de su integral.

- De acuerdo a su definicién, el término constante ag/2 en la serie de Fourier de f(x) representa el valor
promedio de f(z) en el intervalo [—p, p].

- Como veremos mas adelante, la hipdtesis de periodicidad no es restrictiva para la aplicacién de la teoria
de Fourier.

Ejemplo 2.

Encontrar la serie de Fourier asociada a la funcidon onda cuadrada definida por

fo={] TEESY e faram = fa)

0<z<m

De acuerdo a la definicién, f(z) es periédica con perfodo L = 2.

— ¢ — ¢ ] $9—— — o
. " . N N N
b hd hd h g A4 hd

- 0 g 27

Usando las férmulas para calcular los coeficientes, se tiene

1 [7 1 (™
apg = — f(x)dx:f/ 1ldr =1
T . 7 Jo
1 /™ 17 . i
On = — f(x) cosnrdr = 7/ cosna dr — sin nx _ 0
T TJo nw |,
1 7" ]_ ™ T 1_ 0 n par
bn:7/ f(x) Sinnl’d:ﬂzi/ sinng do — — S8 _ cosrm—{ 0 |
FL - T Jo nm o n 2 impar

Como un nimero impar puede escribirse de la forma 2k + 1; con k ntimero entero, la serie de Fourier asociada

a f(x) serd

1 2 1
= -4 — in(2 1)z.
S =5+7 I;O ok 1 Smk+ Lz

Cudl es la relacién entre la funcién f(z) y su serie de Fourier S(x)?. La serie de Fourier asociada a f(z), es una
serie convergente? Si es convergente, a qué funcién converge?

Antes de pasar a los resultados tedricos, comencemos por investigar el comportamiento de S(x) graficamente.
En la siguiente figura, se muestran las graficas correspondientes a distintas sumas parciales.
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Se observa que, a medida que k crece, las k—ésimas sumas parciales se vuelven mejores aproximaciones de la

funcién onda cuadrada. Aparentemente, la grafica de Si(z) se acerca cada vez més a la grafica de f(z) excepto
en los puntos de discontinuidad.

Teorema (convergencia puntual de las series de Fourier). Sea f(x) una funcién continua a trozos

en [—p, p], cuya derivada existe y es continua a trozos. Entonces, la serie de Fourier asociada a f(x) converge
en cada punto x € [—p,p] y su suma,

S(x) = 24 Z @y, COS (w) + by, sin (@>,
2 n>1 p p

verifica las siguientes relaciones:

- S(xo) = f(xo) sizg € (—p,p) y f(x) es continua en el punto zo,
 S(ay) = 1@ F (@)

> si xg € (—p,p) v f(x) es dicontinua en el punto z,

 S(—p) = S(p) = f(—p+)2+ )

+ —
@ 0
Fuera del intervalo [—p, p], la serie converge a la extensién periddica de la funcién %

» Observaciones.

- Las condiciones dadas en este teorema solo son suficientes para la convergencia de la serie de Fourier; de
ninguna manera son necesarias. A fin de obtener una mejor comprensiéon del contenido del teorema, es
util considerar algunas clases de funciones que no satisfacen las condiciones asumidas. Entre las funciones
que no son incluidas en el teorema estan, principalmente, aquellas con discontinuidades infinitas en el
intervalo [—L, L], tales como 1/2? cuando z — 0 o In |z — L| cuando x — L. También estdn excluidas las

funciones que tienen un ntmero infinito de discontinuidades en este intervalo acotado; sin embargo, tales
funciones se encuentran raramente en las aplicaciones.

A pesar de que cada término en la serie S(z) es diferenciable infinita veces, una serie de Fourier puede
converger en una suma que no es diferenciable o incluso que no es continua.
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Ejemplo 3.

Volvamos a la serie de Fourier asociada a la funcién onda cuadrada. Del Teorema de convergencia puntual, se
tiene

a) en un punto donde f(x) es continua; por ejemplo, xg = 7/2,
S(m/2) = f(x/2) =1

b) en z¢ =0, donde f(z) tiene una discontinuidad tipo salto,

50) = 5 (Jim f(@)+ Tim 7)) = 5.

2 rz—0~

¢) en los puntos extremos xy = =+,

S(dm) = %( lm f(z)+ lim f(x)) = %

r—r—T

Como una aplicacion curiosa, el Teorema de convergencia permite calcular sumas de series numéricas. En efecto,
del resultado a) se deduce

1 2 1 . /2k+ D - (—1)k
§(x/2) 2+7Tkz>02k:+1sm( 2 ) o l;)%—i—l
= %/_/ =

(=D

» Fenémeno de Gibbs. Volvamos a la representacién en series de Fourier de la funcién onda cuadrada. En
la vecindad de los puntos de discontinuidad, las sumas parciales no convergen suavemente al valor medio que
predice el Teorema de convergencia (ver graficos del Ejemplo 2.). En lugar de esto, tienden a sobrepasar el valor
de la funcién en cada extremo del salto, como si las sumas parciales no pudieran acomodarse a la curva cerrada
requerida en este punto. Este comportamiento es tipico de las series de Fourier en puntos de discontinuidad y
se conoce como fendomeno de Gibbs.

Para obtener més informacién sobre este fenémeno, es conveniente considerar el error e;(x) = f(z) — Sk(x). En
la siguiente figura se muestra la gréfica de |ex(x)| en funcién de © para k=8 y L = 1.

Jegtx]]
05+

041
03
0.2

01

La cota superior minima de |eg(z)| es 0.5 y se alcanza cuando z — 0 y cuando z — 1. A medida que k
aumenta, el error disminuye en el interior de intervalo (donde f(z) es continua), pero la cota superior minima
no disminuye. Por lo tanto, no podemos reducir uniformemente el error en todo el intervalo aumentando
el nimero de términos.
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Supongdse que f(x) y f/(x) son funciones seccionalmente continuas en [—p, p].

» Series de Cosenos. Si f(x) es par, entonces

f@)+ f@7) a nwT
-5 20 Sl Z Qn cos( »

En efecto, por la definicién de los coeficientes de Fourier, se tiene

o f(z) cos (%) es par ay = 2/02 f(z)dx,
T) es par — — _2 LA
f(z)sin (%) es impar :n B (l))/o f@) cos ( D ) o

» Series de Senos. Si f(z) es impar, entonces

o _
W:ansin(T>, —p<z<p.

n>1

Nuevamente, por la definicién de los coeficientes de Fourier, se tiene

f(z)cos (sz) es impar ap =0,
f(z) es impar — — e = 9 P
. /nTx _2 . (nTT
f(z)sin (7) es par by = = /0 f(z)sin ( . ) dz.

Ejemplo 4.

Encontrar la serie de Fourier de la funcidn diente de sierra definida por f(zr) =z, para —L <z < L,y
flz+2L) = f(x).

Dado que f(x) es una funcién impar, los coeficientes de Fourier seran

ap, =0, n=0,1,2,---

b= 2 [ (M Yo = 2 (Y (s () T o (Y[ = (a2

2L (—1)ntt nrT
S(z) = =~ in (“7), - .
(x) - Z L sin (— 00 < & < 00
E>1
Observemos que la funcién f(x) es discontinua en los puntos +L,+3L,--- En esos puntos, se comprueba

facilmente que S(x) converge a la semisuma de los valores laterales de f(x); es decir, a cero, como lo determina
el Teorema de convergencia puntual. Finalmente, se tiene

S(I):M’ —00 < & < 0.

En la siguiente figura, se muestra la suma parcial correspondiente a n = 9. El fenémeno de Gibbs también esta
presente cerca de los puntos de discontinuidad.
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5. Cada una de las siguientes funciones se asume extendida de manera periédica fuera de su intervalo de
origen. En cada caso, encuentre la serie de Fourier para la funciéon extendida y trace la grafica de la
funcién a la que converge la serie indicando el valor en cada discontinuidad.

-1, —7mT<z<0,

(a) f(x):{ 1, O<z<m.

™
i. A partir de la serie hallada en el inciso anterior, probar que 1= Z
E>1

(_1)k+1
2k —1°

» 4 sin((2k — 1)x)
Solucién: S(x) = — Z _—
et 2k —1

o ={ & s

2
™ 1
i. A partir de la serie hallada en el inciso anterior, probar que — = —_—
p , P q 3 k§>1: (2k —1)2

Solucién: S(x) = % - i; C()S((;Zk_l)lzm n é(_l)ksin(k]ﬂw).

(c) flx)=1—-2% —-1<zx<l1.

7.‘.2 (_1)k+1
i. A partir de la serie hallada en el inciso anterior, probar que 2= BNTEE
E>1
. 2 4 cos(kmx)
Solucion: S(x) == — — —k =2
olucion (2) 3 k>1( ) 12

0, - <z <0,
sin x, 0<z<m.

@ st ={

-9 1 k+1
i. A partir de la serie hallada en el inciso anterior, probar que T i % ok (_ 1))(2k 1

o 1 2 cos 2kx 1 .
Solucion: S(z) = i kzx 2E— D2k 1) + 5 sinz.
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6. x Sea d > 0. La funcién impulso unitario con centro en ty estd definida por

a

|

|

|

|

i

0, 0<t<tyg—9 l
|

It—t)) =4 —, tr—0<t<ty+6 |
|

|

0, to+d6<t<2m —HH

Obtener los coeficientes de Fourier de I(t — tg). Luego, calcular lim ag, lim a y lim by.
d—0 6—0 d—0

*x Kk %k

Al resolver problemas con ecuaciones diferenciales, es muy 1til expandir una funcién f(z), originalmente definida
sobre el intervalo [0, L], en series de Fourier de perfodo 2L. Existen varias maneras de lograr este objetivo. En
particular, se puede

a) definir una funcién f%(z), con perfodo 2L, tal que ¥

s Q)
_J fl@), 0<z<IL,
(@) = { f(=z), —L<z<0.

La funcién f¥(z) es una extensién par de la
funcién f(x). La serie de Fourier de fF(x) ser,
entonces, una serie de cosenos que representa a ;
f(z) en [0, L] Gnicamente.

Par

b) definir una funcién f!(x), con perfodo 2L, tal que

fa), 0<z<L, (r. f(2))
flz) = 0, z=0,z=1L, .
—f(-z), —-L<z<0. //’
La funcién f!(x) es una extensién impar de la S t
funcién f(x). La serie de Fourier de f!(x) ser, /

entonces, una serie de senos que representa a f(z)
en (0, L) tnicamente.

Impar

(—t, =)
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» Series de Fourier de medio rango.

Sea f(x) una funcién suave a trozos definida en un intervalo [0,p]. Supdngase que f(x) es extendida al
intervalo [—p, 0]. Entonces, si

- la extension es par, la serie de Fourier asociada a f7(z) tendrd la forma

SP(z) = % + Z an cos 22
n>1 p

donde los coeficientes de Fourier de f¥(x) quedan determinados por
2 [P 2 [P
aozf/ f(x)dx; an:f/ f(x)cos@dx.
0 P Jo p

- la extension es impar , la serie de Fourier asociada a f!(z) tendrd la forma

St(x) = Z by, sin

n>1

nmwx
p )
donde los coeficientes de Fourier de f!(x) quedan determinados por

9 [P
by, = f/ f(z) sin < .
b Jo p

Cada serie converge

- a M para todo x € (0,]3),

2
P+ P(o—
- a 1) —; f @) para todo x € (—p,0) si la extension fue par,
Bl -
- a lCaD —; F@) para todo x € (—p,0) si la extensién fue impar.

De esta manera, toda funcién f(z), suave a trozos, definida en un intervalo [0, p] puede ser expresada como
una serie de cosenos o como una serie de senos.

Ejemplo 5.

l—2, 0<zx<1,

0, l<ax <2
como una serie de senos. Graficar la funcién suma correspondientes a cada una de estas series en el intervalo
—6 <z <6.

Considere la funcién f(x) = Se puede representar a f(z) como una serie de cosenos o

En este caso, p = 2, por lo tanto la serie de cosenos de f(z) converge a la extensién periédica par de f(z) con
periodo 2p = 4.
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Similarmente, la serie de senos de f(x) converge a la extensién periddica impar de f(x) con periodo 2p = 4.
¥ I
-: 1o ‘
L1 ;\1 L \1 L J_.\l [
6 —4 -2 2 4 B X
Y 1 \,;

[

» Observacién. En muchos casos de interés no son relevantes los valores de f(x) fuera del intervalo original
(0, L); por esto, la eleccién entre una serie coseno o por una serie seno se determina por la forma en que se
prefiera representar f(z) en el intervalo (0, L).

7. En cada caso, se proporciona una funcién f(x) definida en un intervalo 0 < z < L. Encuentre las series
coseno y seno de Fourier de f(z) y trace las gréficas de las dos extensiones de f(z) a las cuales estas series

Convergen.
0, 0z <1,
(a) flx)=4¢ 1, 1<z<2,
0, 2<z<3
Solucion:
1 2v3/1 o2 1 drr 1 8rx 1 107z
P e A s - - ons -
1@ =5 (2 STy TS Ty TSy Ty )
Py = 2 (om0 - 2P Ly BT L Tre 2 ome
3 3 3 ' 5 3 7 3 9 3

(b) f(x)=L—zen (0,L).

Solucion:

L 4L 1 2k +1 2L 1 k
AL (2k + 1)mx fI(x):—Zf-sinﬂ

P — .
/ (1‘)—54—7‘_2 (2k +1)2 L ’ ™

(¢) f(z)=a(r —z) en (0,7).

Solucion: ) ) 2%+ 1)
™ cos 2kx 8 sin(2k + 1)z
Py =" -3 e flay= 23
6 & Fk T (2k+1)
_ [ sinz, 0<az<m/2,
(d) f(x)—{ 0, w/2<z<m.
Solucion:
fp(x)*lfé(flcosf+fcos—+lcos—+ic 5—+— s7—+ )
rom\ 3 2 5 2 6 2 21 2 45 2 )
fI(:U)—lsinx—é<lsin£+lsin3—x—isin5—x+ ! sinﬁ—ising—x—i— )
2 3 2 5 2 21 2 45 2 77 2 '
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8. %

~

(a) Sea f(x) la extensién periédica a R de la extensién impar de la funcién definida por

flx) = 0<zxz<m.

~

Encontrar la serie de Fourier asociada a f(z). Graficar a f(x) y a la funcién limite de la serie hallada.

(b) Sea g(zx) la extensién periddica a R de la extensién impar de la funcién definida por
x(m—1)

g(x) = 22

2

0

IN

r<l1

)

1

x .

IN
IN A

Encontrar la serie de Fourier asociada a g(z). Graficar a g(x) y a la funcién limite de la serie hallada.

(¢) Usando los resultados anteriores, deducir la igualdad

sin n sinn\2 w-—1
Z n :Z( n ) -~

n>1 n>1

Teorema (integracion término a término de las series de Fourier). Sea f(x) una funcién continua
a trozos en [—p,p]. La serie de Fourier asociada a f(x) puede integrarse término a término, desde a hasta

x
x, y la serie resultante converge uniformemente a / f(t) dt; siempre que a y x estén en (—p, p).
a

Teorema (convergencia uniforme de las series de Fourier). Sea f(x) una funcién continua en [—p, p),
cuya derivada existe y es continua por tramos en (—p,p). Si f(x) asume valores iguales en los extremos del
intervalo; es decir, f(—p) = f(p), la serie de Fourier asociada a f(x) converge uniformemente en el intervalo
[~p, pl.

Teorema (derivacion término a término de las series de Fourier). Sea f(x) una funcién continua
en [—p,p], cuya derivada existe y es continua por tramos en (—p,p). Si f(z) asume valores iguales en los
extremos del intervalo; es decir, f(—p) = f(p), la serie de Fourier asociada a f(z) puede derivarse término
a término y la serie resultante converge a f'(z).

» Observacion. A partir de los teoremas antes enunciados, se deduce que una funcién continua y derivable a
trozos estd determinada de manera unica por su serie de Fourier.

Ejemplo 6.

En el Ejemplo 4, se encontré la serie de Fourier asociada a la funcién f(z) =z, —L <z < L,y f(x+2L) = f(x).
Haciendo L = 1, podemos escribir

2 (~1)mH
Izgz%

k>1

sin(nrz), —1l<ax <1

Esperamos que la integracién término a término de esta serie converja a la integral de . Entonces, siz € (=1, 1),

x

/Omtdt: iz(_lr):“/zsin(nﬂt)dt:%rz %(—%cos(mrt)) .

E>1 0 E>1
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De donde se obtiene

1 2
T2 Tcos(nﬂx 8 —22 cos(nmz), —-l<z<l.
k>1 k>1 k>1
—_————
2
12
22
que es precisamente la serie de Fourier asociada a la funcién g(x) = Ex —1 <z < 1 (ver ejercicio 5¢)).

*x k%

9. x Suponga que la serie de Fourier asociada a f(x) converge uniformemente a f(z) en (—p,p). Probar la

tdentidad de Parseval
1
*/(f() _a0+z 2 4 p2),
PJ—p k>1

10. * Considere la funcién 2—periédica definida por f(z) = |z| en (—1,1).

(a) Hallar la serie de Fourier asociada a f(x).
(b) Usar el criterio de Weierstrass para probar que la serie converge uniformemente a f(z) para todo z.

(c) Comprobar que la serie que resulta de derivar término a término la serie hallada en el inciso (a)
converge a f'(x).
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]_ ]_ ° Integral de Fourier

o0

» Definicién. Una funcién f(x) es (absolutamente) integrable en R si / |f(z)|dr < 0.

— 00

1f ()l

» Definicién. Sea f(x) una funcién integrable en R. Se denomina transformada de Fourier de f(x) a
la funciéon compleja

Fw) = @) = - [ e .

La transformada de Fourier se puede interpretar como un operador, es decir, una aplicacion que transforma
funciones en funciones. Desde este punto de vista, una primera propiedad importantisima de este operador
es su linealidad.

Proposicion. Si f(x)y g(x) son funciones integrables en R y a, b constantes en C, entonces

Flaf(z) +bg(z)] = aF[f(2)] + bFg(2)].

» Observacién. La transformacién de Fourier se basa en el nticleo e ™% = coswz — isinwx. Debido a que las
funciones trigonométricas son las que se utilizan para describir fenémenos ondulatorios, las transformadas de
Fourier aparecen con frecuencia en los estudios de ondas y en el anélisis de senales. La salida de un interferémetro
estelar, por ejemplo, implica una transformacién de Fourier del brillo a través de un disco estelar. La distribucién
de electrones en un atomo se puede obtener de una transformada de Fourier de la amplitud de los rayos X
dispersados en una colisién. En mecanica cudntica, la naturaleza ondulatoria de la materia y la descripcion de
la materia en términos de ondas se apoyan en las propiedades de la transformada de Fourier.

Ejemplo 1.

. S . 1 <
a) Encontrar la transformada de Fourier de la funcién impulso rectangular definido por f,(z) = { 0 Iz} ; Z .

Su transformada de Fourier se puede calcular por integracién directa. En efecto,

1 > —iwT _ 1 ¢ —iwxT _ 1 1
Flfalz)] = %/700 fa(x)e dr = o 7ae dr = o (i)

,iw|a _ asinaw
—a *

™ aw

En la siguiente figura, se muestran las gréficas de la funcién fi(x) (en rojo) y de 2nF[fi(x)] (en azul).
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b) Encontrar la transformada de Fourier de la funcién f(z) = e~ l#l.

Por definicién,

Flf ()]

/ f(z)e ™% dy = — (/ e dy 4 /00 e TeT W dx)
0 0
o (/_ (1 iw)T dl‘—f—/o —(1+1w)z dl‘)
1 1 1

2m(1 — iw) * 21(1 +iw) (1 + w?)’

En la siguiente figura, se muestran las graficas de la funcién f(z) (en rojo) y de 2nF[f(z)] (en azul).

—F
3

—

=
4

._.
b =

)4

¢) Encontrar la transformada de Fourier de la funcién campana de Gauss f(z) = e,

Por definicién,

2 2
e—w /4 00 ] R e—w /4
—zwxd _ - et gmiwE o —(@—iw/2)" g = 2
o / Ut T / YT Ton /_ L SO W-

VT

Se concluye, entonces, que la tansformada de Fourier de una funcién de Gauss es otra funcién de Gauss. En la
siguiente figura, se muestran las gréaficas de la funcién f(x) (en rojo) y de 2nF[f(z)] (en azul).
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11. Sea a un ntmero real positivo. Encontrar la transformada de Fourier de las siguientes funciones

1—alz|, |z|<1/a

@ s ={ 1 s

sinaz, |z|<7/a

o) s = { T ST
(¢) f(x) = (u(x+1/2) —u(x — 1/2)) cos azx.

12. Sea f(x) una funcién integrable en R con transformada de Fourier F'(w). Probar las siguientes propiedades
algebraicas de la transformacién de Fourier.

(a) Conjugacién: ]-"[m} = F(~w),

(b) Dilatacién: F[f(az)] = HHF(%), a€R,

(c) Traslacién: F[f(z — z0)] = F(w)e™ w0,
(d) Modulacién: F[f(z)e*®] = F(w — wp),
(e) Dualidad: 27 F[F(—z)] = f(w).

Prueba. Como la variable de integracién es muda, se puede cambiar x — p en la definicién de la
transformada de Fourier de f(x). Haciendo esto,

F) =g [ s@e =0 [ feran

Cambiando el pardmetro de la transformacion w — x, se tiene

Fa) =5 [ fwe =" dn

De nuevo, como la variable de integraciéon es muda, se puede cambiar y — w

> l
F(z) = %/_ flw)e ™ dw - 2nF(—x) = lim /_l F(w)e? duw;

l—o0

de donde se deduce que f(w) es la transformada de Fourier de 2nF(—z) (ver Teorema de inversion).

Ejemplo 2.
a) Determinar la transformada de Fourier de la funcién g(z) = e~°1®l; b > 0.

Usando el resultado del Ejemplo 1b) y la propiedad de dilatacién, tendremos

Flolol =3 ———— ==

b ﬂ.(1+(%>2) N (w2 +b2)

b) Determinar la transformada de Fourier de la siguiente funcién:
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0, =<1, 1
glz)=4¢ 1, 1<z<5,
0, x>5.

Il 5
Sea fo(x) la funcién impulso rectangular del Ejemplo 1a) con a = 2. Claramente, g(z) = fo(z — 3). Usando la
propiedad de traslacién, tendremos

6757,0.7 —iw

. LSin2w —e
Flo@)] = Flale — ) = e Flfp(a)) = e 2 _ ;€ T2
¢) Determinar la transformada de Fourier de la funcién g(z) = { cog * E{ E Z .
Sea fr(z) la funcién impulso rectangular del Ejemplo 1a) con a = 7. Entonces, F(w) = SMTY  Usando la
W
propiedad de linealidad y de modulacién, tendremos
B e +e 1 Flfa(x)e®] + Flfr(x)e™™]  Flw—-1)4+F(w+1) sin(w—1)  sin(w+1)
Flfa(@)cosa] = F| fa(w) — - 2 - 2 T —1) 2w D)
. . . sinz
d) Determinar la transformada de Fourier de la funcién g(z) = .
x
Sea f1(z) la funcién impulso rectangular del Ejemplo 1a) con a = 1. Entonces, F(w) = SY  Usando la
propiedad de dualidad, tendremos
B sinz] [ 1 |w<1 B sinz] 1[ 1 |w<1
o FIF( z)]f2}"[ - ]{ 0 o1 =S@ G(w)f]-'[ - }2{ 0 ol
* kK

13. Comprobar que f(z) es integrable en R. Luego, calcular la transformada de Fourier de f(x) usando la
definicién.
(a) f(z) = sgn(z)e” ",
(b) f(z) =e *u(x); a > 0.

14. Comprobar que f(z) es integrable en R. Luego, calcular la transformada de Fourier de f(x) usando
propiedades de la transformada.

(a) fla)=e""",
(b) f(x) = —5—

——; a>0
x2 +a?’

(funcién Lorentziana).

15. Sea f(x) una funcién integrable en R con transformada de Fourier F(w). Determinar F[f(z) sin(woz)] en
funcién de F(w).

16. Considere las siguientes funciones:

0,
14+,
‘/1:5

0,

fi(x) =

r<—1 0,
—-1<z<0 T —2,
0<z<1 vy fa(2) z— 3,
z>1 0,
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Cémo se relacionan fi(z) y fo(z)?

(a
(

)
b) Hallar F[fi(x)] y F[f2(x)] aplicando la definicién.
(c) Hallar F[fa2(x)] a partir de F[f1(z)].
(d) Hallar F[fi(z) + f2(2)].
17. Considere la funcién f(z) = { 170!50‘7 Iz} ; 1 . Encontar:
(a) F[f(2)],
(b) Flf(z—2)],
sin?(z/2)
(c) F[ (2/2)? ]

» Propiedades analiticas de la transformacion de Fourier.

En lo que sigue, se asume que f(z) es una funcién integrable en R con transformada de Fourier F(w).

1
1. F(w) es uniformemente continua y |F'(w)| < o Ilf (@)1
i

Prueba. Se ve inmediatamente que F'(w) estd acotada; en efecto,

F)| = 5

/ fl@)e i dx' <L / f(@)| de.
o 21 J_ o
Para probar la continuidad, se analizara el limite cuando h — 0 de la siguiente expresién

|Fw+4) ~ F@)| = o

/Oo f(x)e*i(“”rh)z dx — /00 fz)e ™ da

1 [ :
<5 [ _l@le - 1dn

Para ello, tengamos en cuenta que

le=the — 1| — 0 cuando h — 0,

1 [ iha 1
i [f(@)lle™*"® = 1] dx < =[| ()]
T J_ oo ™
Entonces,

1 > 3
lim |F(w + h) — F(w)| / ()] Tim [e=™* — 1] dz = 0
h—0 h—0

Luego, F(w) es continua. La uniformidad se deduce porque la cota no depende de w.
2. Si f(x) es continua en R; lirin f(z) =0y f'(x) es integrable en R, entonces F[f’(x)] = iwF(w).
Tr—rT 00

Prueba. Integrando por partes,

Flf'(z)] = L /Oo fl(z)e™ ™" do = if(:v)efi‘” 4 w /OO f(x)e ™% de = iwF (w)

21 J_ o 27 —oo 27 J_ o '
Este resultado se puede aplicar sucesivamente si f(x) tiene mds derivadas continuas que tiendan a cero
cuando x — +o00. En este caso,

FIF ™ (@)] = (iw)" F(w).
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3. Sizf(x) es integrable en R, entonces F(w) es derivable y F'(w) = F[—iz f(z)].
Prueba. Se puede derivar bajo el signo integral usando el Teorema I (ver Anexo 3); la integrabilidad de
xf(x) es suficiente para ello.

4. lim F(w)=0.

|w|—o0

Prueba. Como €™ = —1, podemos escribir

F(w) = _%/_ F(z)e~ @3 gy = _%/_ FC+ g)e—iwc dc .

7T
®=> G4 =
w

Entonces,

— 00

27 @) =5 ([ s yac- [~ pc+ Detac) = oo [ (10 - flc+ D)< g

que tiende a cero cuando w tiende a oo por la continuidad de la integral.

18. Considere la funcién f(x) = e~®l, con o > 0. Hallar F[f’(z)]. Podria calcularse a partir de F[f(x)]?

19. Determinar la transformada de Fourier de la funcién f(z) = ze= "

20. Supdngase que f(z) es una funcién integrable en R. Probar que, si f(x) es par, la transformada de Fourier
de f(x) serd una funcién real y par de w; en cambio, si f(z) es impar, la transformada de Fourier de f(z)
serd una funcién imaginaria pura e impar de w.

Junto con la transformada de Fourier, se introduce la antitransformada de Fourier. Se trata de otro
operador, inverso de la transformacién de Fourier en el siguiente sentido.

Teorema de inversidn (convergencia puntual). Sea f(x) una funcién integrable en R con transformada
de Fourier F(w). Si f(x) tiene derivada seccionalmente continua en cada intervalo finito del eje real, entonces

—1 _ : ! iwxT _ f(l‘+)+f($_)
FHF(w)] = l_l}lg_noo g F(w)e™® dw = —

Integral de Fourier

Por tratarse de una férmula integral, la transformacién inversa de Fourier es una operacién lineal.

El teorema de inversion tiene una consecuencia importante: permite probar que la transformada de Fourier
es (bajo ciertas condiciones) un operador inyectivo.

Proposicién. Sean f(z) y g(x) funciones integrables en R, con transformadas de Fourier F(w) y G(w),
respectivamente. Supongamos que ambas funciones son continuas con derivadas seccionalmente continuas.
Si se cumple que F'(w) = G(w) para todo w € R entonces f(z) = g(z) para todo z € R.

179




Ejemplo 3.
*° sin(aw) cos(wz)

Usar el resultado del Ejemplo 1a) para evaluar la integral / dw.

—oo w

A partir del Teorema de inversion,

oS] l —
F(w) = %/_ fx)e ™ dx — liiinoo g F(w)e™® dw = w

Entonces, usando el resultado del Ejemplo 1a), tendremos

: : wT 1 > Sin(aw) WT 17 |x| =
lim F(w)e** dw = — ———edw =< 1/2, |x|=a
oo TJ—oo W 0, l|z|>a
De donde,
/oo sin(aw) cos(wx) d = 1}’2’ }ﬁ} i Z , /OO sin(aw) sin(wx) o —
- w 0, [z[>a - w

En particular, si x = 0, se obtiene

/ sin(aw) o — 2/ sin(aw) do — 7.
—00 w 0

w

21. Hallar la transformada de Fourier de las siguientes funciones:

inz, |z|<nw/2
(a) f(x):{so, | > /2

A qué valor converge la integral de Fourier en los puntos ¢ = +0 y « = +7/2?
0, < =2

r+1, -2<x<0

r—1, 0<xr<?2
0, r>2

A qué valor converge la integral de Fourier en los puntos x =0y x = +27

2 |z <1

@ o ={ ' [

(b) flz) =

x 3T
cos 5 dr = T

) ) * rcosx —sinx
Aplicando el resultado anterior, mostrar que ——
0 X

22. Usando el Teorema de inversién para la funcién f(z) = e~ "u(x), probar que

. 0 z <0,
* wsinwz + coswx T
dw = = x =0,
0 1+UJ2 2
me ™ x>0
*  x %
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» Definicién. Sean f(t) y g(t) funciones integrables en R. El producto de convolucién de f con g estd
definido por

(f * 9t / £t - 2)g(x) do

» Observacién. El producto de convolucién obedece las leyes conmutativa, asociativa y distributiva del
algebra.

» Interpretacién. Consideremos las funciones f(t) y g(t) que se grafican a continuacién:

fH g

El grafico de g(—t) es:

Luego,

fo glx—f)

A

0 : % t

v

£ glx—1)

Entonces f(t)g(z—t) mide el grado de solapamiento entre f(t) y g(—t), luego de trasladar esta dltima funcién
una distancia z. Si f(t) y g(t) decaen rdpidamente cuando ¢t — +o00, el solapamiento tenderd rapidamente
a cero si x — £oo.

Teorema de convolucion. Sean f(z)y g(x) funciones integrables en R con transformadas de Fourier F'(w)
y G(w), respectivamente. Entonces,

(F+ )@ / fle—tgt)dt - FI(f *9)(@)] = 20F(@)G(w).
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Ejemplo 4.
1
a) Determinar la transformada inversa de G(w) = Flg(z)] = R

De acuerdo al Ejemplo 1b),

F(w) = Fle™] :m 5 AR =

Luego, aplicando el Teorema de convolucién,

Gw)=7F(w) 7F(w) = g}'[e_m e P o g(2) = g/_oo e~ lr=Tle=Il dr.

Ahora, usando la definicién

T 0 oo
x <0, / ee’ *dr + / ee* Tdr + / e " Tdr = (1 —x)e”,
x 0

oo — 00
e~le=Tlem Il dr =
oo 0

x o0
x>0, / ee’ dr + / e TeTvdr + / e Te" Tdr = (14+z)e” ",
—o0 0 T

Finalmente,

o0

b) Resolver la ecuacién integral / y(ryle —7)dr =€~

— 00

:1/,2

Supongamos que y(z) es una funcién que admite transformada de Fourier. Haciendo Y (w) = Fly(z)] y tomando
la transformada de Fourier a ambos lados de la ecuacién integral, se obtiene

5 67(4)2/4 —w?/8

Fly(@) xy(x)] = Fle™* ] — 27T(Y(W))QZW - Y(w)=

Observemos que Y (w) se parece bastante a la transformada de Fourier de la funcién f(z) = e~
comparando con el resultado del Ejemplo 1c¢), podemos escribir

e /B N2 1 e WV (2 = V2 Fle—(V22)?
om3/4 x4 5 2w al/ti 2 (ﬁ)_m le I

Propiedad de dilatacién

e
2m3/4 "

*> En efecto,

Luego, por el Teorema de inversién, la solucién buscada serd

_ 2/8 \/‘
o 1 e « - 2 _2g2
ylx)=F [727r3/4}_77r1/4e r,

¢) Resolver la ecuacién diferencial y”(z) + 2y'(z) + y(z) = ze *u(x).

Supongamos que y(z) y sus derivadas son funciones que admiten transformada de Fourier. Tomando la trans-
formada de Fourier a ambos lados de la ecuacién diferencial, se obtiene

Fly"(@)] + 27y ()] + Fly(2)] = Floe "u(z)] = m

Asumiremos que y(z) y su derivada primera son funciones continuas y que ambas tienden a cero cuando x — +o0.

Bajo estas hipétesis,
Fly ()] = iwFly(x)];  Fly"(z)] = - Fly(z)].
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Denotando Y (w) = Fly(z)], tendremos

—W?Y (W) + 2iwY (W) + Y(w) = (1 +iw)?Y (w) = 27_‘_(17_1’_“0)2 — Y(w) = i —|—1iw)2 "2n _1|_ )

Luego, usando el Teorema de convolucién,
Y(w) = 2nF[ze "u(z)] - Flre " u(x)] = Flre  “u(x) * ze™ “u(x)]
Finalmente, usando el Teorema de inversion,
'S 0, <0 3
y(z) = / e Tu(t)(z — T)e_(“’_T)u(x —T1)dr = o /L Hw—r)dr, ©>0 = %e‘w u(x).
0

— 00

23. Calcular (f * f)(x) siendo f(z) la funcién definida por
[ 1 |z|<a
flw) = { 0 |z|>a

24. Calcular la transformada de Fourier inversa de la funcién

@ PO = iy
(0) Flw)= 5,
(c) F(w):m,a>0.

25. Utilizar la transformacién de Fourier para hallar una solucién de

(a) y'(x)+ 5y (x) + 6y(z) = e~ *Fu(x).
(b) y"(x) + 6y’ (z) + 8y(x) = sgn (x)e”*I.

Qué caracteristicas tiene la solucién hallada?

Dada una funcién f(z) en (0,00) se define su transformada de Fourier en cosenos como
1 oo
F(w)=— / f(z) coswz dx — funcién par de w.
T Jo

Se comprueba ficilmente que coincide con la transformada de Fourier usual de la extensién par de f(z) a
todo R. En este caso,
@)+ f

(z7) >
5 =% F,(w) cos wzx dw x> 0.
0
Andlogamente, se define la transformada de Fourier en senos como
1 oo
Fi(w) = f/ f(z) sinwzx dx — funcién impar de w;
™ Jo

que coincide con la transformada de Fourier usual de la extensién impar de f(z) a todo R (multiplicada por
i). Ademsds,
f@t) + f(=7)

5 :2/ Fy(w) sinwz dw x> 0.
0
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Ejemplo 5.
Encontrar la transformada de Fourier en cosenos de la funcién f(z) =e~**;a >0, z > 0.

bl

Integrando por partes, se tiene

1 [ 1
Fo(w) = 7/ e ceoswrdr = — %.
7 Jo Tat+w

=1.5% | 1.5 -2 | 2

fE(x) Fo(w)
En este caso, como f(x) es continua en [0, 00), la aplicacién del teorema de inversién conduce a

2a [ coswx

f(z) 22/ F.w)coswrdw — e % dw, z>0.
0

T Jo a?+w?

En particular, si x =1,

* cosw T 4
———dw= e "
0o @*+w 2a

26. Resolver la ecuacion integral

(a) Awf(x)sinwxdx:{ é: O<w<m

w>T

2(1-
Solucion: f(x) = ,M, x> 0.
7r x

1—w, 0<w<1

(b) /Ooof(a:)coswxda::{ 70, 1

2(1—
Solucidn: f(x) = f%, x> 0.
T
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ANEXO 1
Tabla de transformadas de Fourier - funciones clasicas.

f) F(w) = FIf(0)] = o [* f(x)e % dx

1 {1 |x| <a sinaw
"0 |x]>a o
{1 —Ixl/a Ix|<a (sin aw/2)?
2. -
0 x| > a a2 w?
3. el g>0 _*
, n(a?+w?)
2 e—w2/4a
4. e, a>0 -
2\Vma
1
5. e u(x), a>0 _
2n(a+iw)
6. xe u(x), a>0 _r
' 21 (a+iw)?
n!

7. x"e™™u(x), a>0 _
2 21 (a+iw)nt1
lw

—alx| _
8. sgn(x)e”™, a>0 S

b
2w (a+iw)?+b?

9. e sinbxu(x), a>0

atiw
2w (a+iw)?+b?

10. e * cosbxu(x), a>0

e_a|w|

11.

———,a>0
x2+a2’ oa
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ANEXO 2
Relacién entre la transformada de Fourier y la transformada de Laplace.

» La transformada de Laplace estd fuertemente relacionada con la transformada de Fourier. Para analizar esta
relacién, consideremos la transformada de Laplace de una funcién f(t),

CIF)] = /OOO e f(t)dt Res > a, (1)

donde « es un nimero real que depende de f(t) y establece una restriccién sobre Re s necesaria para que la
integral converja. Si escribimos s = s1 + is2; con s1,s2 € R, la integral (1) puede escribirse como

oo (oo}
L[f(1)] :/ e~ (sitisa)t g4y gt = / e St f(te 2t dt s > a.
0 0
Entonces, si se define

s ={ jurer 120 o L= [ ettnan

€

La integral F(s) tiene la forma de la transformada de Fourier de g(t). Luego, si g(t) satisface las condiciones
suficientes para que exista la integral de Fourier asociada, se tiene que, para s =y +is2 y v > «,

R

1 )
g(t) = f()e " = — lim F(c+isy)e™t dsy, t>0. (2)
2T R—o0 R
Finalmente,
Y+iR
f(t) = 5— lim F(s)estds, t>0 + Integral de inversién compleja.

- 271 R—oo y—iR
La integral de Inversién compleja se puede calcular utilizando la Teoria de los residuos.

Sean s, (n=1,2,---,N) las singularidades de F(s).

Sean
y Ry = max |s,|,
y+ iR "
R > Ry + .
Lz Consideremos el semi-circulo
s=vy+Re? T <33T
v v 2=V =75
Entonces,
[ ]
5
lsn =7 <lsn| +7 < Ro+7v < R;
—ty-iR
es decir, todas las singularidades de F(s) estédn en

el interior de la curva Ly U Cg.

Aplicando la Teoria de los residuos,

/LR €™ F(s)ds = 2mi Z Res(e™F(s), ) —/ e* F(s)ds.

1<n<N Cr
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Luego, bastara con probar que

lim e*' F(s)ds = 0.

R—o0 Cr

Obviamente, esto no serd cierto para cualquier F(s). Haremos la siguiente hipétesis: para todos los puntos
s sobre Cg, existe una constante positiva Mg tal que |F(s)| < Mg y, ademds, Mg — 0 a medida
que R — co. En estas condiciones, usando la representacién paramétrica de la curva Cr y el Lema de Jordan,

T
g T
¢ 2

37/2 T . vt
< sup |F(s)| / eOHReosOipR g9 = sup |F(s)\Re'yt/ e ftsing o < ¢ Mp.
seCr w/2 seCr 0 t

/ S F(s) ds
Cr

—_— —
™

Rt

27. % Calcular la transformacién inversa de Laplace de las siguientes funciones utilizando el Teorema de
inversién compleja:

3
(a) F(s) = s(s2—4)(s+2)
(b) Pls) = 50—

se™3s
©) F(s) = i
W POt
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ANEXO 3
Continuidad y derivabilidad de integrales paramétricas

» Teorema I. Sea f(x,t) una funcién definida en I x (a,b) (donde I es un intervalo acotado de R). Supongamos
que, para cada t, la funcién f(-,t) es integrable en I y definimos

F(t):/lf(x,t)dm.

- Si la funcién t — f(z,t) es continua en ty para cada = € I y existe g1, funcién integrable en I, tal que
|f(z,t)] < g1(x) en casi todo punto de I para t en un entorno de g, entonces F' es continua en t.

- Sila funcién ¢t — f(x,t) es derivable en un entorno de ¢ y existe g2, funcién integrable en I, tal que

0
—flx,t ’ < T
|51/ (@0)] < gal)
en casi todo punto de I para ¢ en un entorno de %, entonces F es derivable en tg y

F/(to) = (.T,to) dx.

0

!
I
Cuando decimos en casi todo punto estamos aceptando que la hipdtesis no se cumpla en un conjunto de puntos
aislados; hay que entender que ese conjunto es independiente de t.
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]_ 2 ° Problema de Sturm-Liouville

» Definicién. Un problema con wvalores en la frontera (PVF) para una ecuacién diferencial lineal de
segundo orden tiene la siguiente forma:

encontrar y(x) solucion de aq(z)y"(z) + a1(x) y'(x) + ap(z) y(z) = f(z) para z € (a,d);
sujeto a la condiciones de frontera (o de contorno)

{ a1 y(a) + By (a) =7, (1)
s y(b) + B2y (b) = .

Aqui, aq, as, B1, B2, 71 ¥ 72 son constantes. Notese que estas condiciones de contorno estan separadas; es
decir, cada condicién involucra los valores de y(z) e y'(x) pero en extremos distintos del intervalo [a,b]. Se
asume, ademds, que los coeficientes ag (), a1(x), as(z) y f(x) son funciones continuas en (a, b) y que ag(z) # 0
en (a,b).

» Definicién. Las condiciones de borde (1) se dicen homogéneas si y1 = 72 = 0.

Principio de superposicion Cualquier combinacién lineal de soluciones de un PVF con condiciones de
borde homogéneas es también una solucién del mismo PVF que satisface (obviamente) condiciones de borde
homogéneas.

A diferencia de los problemas de valores iniciales, un problema con valores en la frontera puede tener varias
soluciones, una solucién iinica o no tener ninguna solucién.

Ejemplo 1.
La ecuacién diferencial y”(x)+16y(x) = 0 tiene como solucién general a y(z) = ¢; cos 4z + ¢, sin 42, con dominio

de validez (—o00,00). Se desea determinar la solucién que satisface las siguientes condiciones de contorno:

(a){ y(0) =0 — c1cos0+casin0=0 — ¢ =0
Y

(r/2)=0 — cgsin2r =0 — ¢ arbitrario } = yl@) = cpsindz; z € [0,7/2]

=N

[T
=
=
5

1 Py —_—

a 0 0o o

o
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(b){ y(0) =0 — c¢1c080+cy8in0=0 —
y/

61:0 A
(7/2) =0  — degcos2m=0 — ca=0 } = y@) =02 el0,n/2]

(c){ y(0) =0 — c3cos0+cysin0=0 — ¢ =0
Yy

(r/2)=1 — cgsin2r =1 — ¢2 no puede determinarse } — el PVC no tiene solucion.

1. Comprobar que la familia de dos pardmetros y(x) = ¢; coshx + cosinhz es una solucién general de la
ecuacion diferencial y” —y = 0 en (—o0, 00). Usar esta familia para encontrar una solucién que satisfaga
las condiciones de contorno y(0) =0, y(In2) = 1.

2. Comprobar que la familia de dos pardmetros y(z) = c1e” cosx + coe® sinx es una solucién general de la
ecuacién diferencial y” — 2y’ 4+ 2y = 0 en (—00, 00). Determinar si es posible encontrar un miembro de
esta familia que satisfaga las siguientes condiciones de contorno:

(a) y(0)=0, y(m)=0

(b) y(0)=1, y'(m)=0

(c) ¥'(0)=0, y'(7)=0

(d) y(0) =y (0)=1, y(m)—y'(m)=0

3. Determinar las soluciones, si es que existen, de los siguientes PVFs.

(a) ¥" +2y' +26y =0, y(0)=1, y(n)=—eT
2
(b) @®y" +ay' +y =0, y(1)=0, yle")=——
() ¥ —y=0, y(0)=3 y(1)=2e
(d) 2%y +3zy’ =0, |y(0)| < oo, y(1) =2
* * *

Otras condiciones de borde posibles para un PVF, planteado en el intervalo (a,b), estdn dadas por:

y(a) =y(b) o y'(a) =y (D). (2)

En la practica, es usual que estas dos condiciones de frontera se presenten juntas. Aparecen naturalmente
cuando la variable x es, en realidad, la componente angular en un sistema de coordenadas polares (ver Guia
11). Las ecuaciones (2) se denominan condiciones de frontera peridédicas. Observar que las condiciones
periddicas estan acopladas, no separadas.

4. Asumir que las funciones y; () e y2(x), definidas en el intervalo [a, b], satisfacen condiciones periédicas de
borde
yL(a) :yz(b)7 =12
Probar que la combinacién lineal
y(z) = Ciyi(z) + Caya(z)

también satisface la misma condicién de borde, independientemente de los valores de Cy y Cs.
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5. Asumir que las funciones y; (z) e y2(x), definidas en el intervalo [a, b], satisfacen condiciones periédicas de
borde

y;(a) :yg(b)7 t=1,2.
Probar que la combinacién lineal
y(z) = Crya(z) + Caya(x)

también satisface la misma condicién de borde, independientemente de los valores de Cy y Cs.

Se denota por C*([a,b]) el conjunto de las funciones definidas en [a, b] con k-derivadas continuas en (a,b).

Sea D : C%([a,b]) — C%([a,b]) el operador diferencial definido por

Dly(x)] = as(x) y'" (&) + ar(2) ¥/ () + ao(@) y(2);  ao(), a1 (), az(z) elementos de C°([a, b]).

» Definicién. el problema de autovalores asociado al operador D se define de la siguiente manera:
encontrar un nimero X y una funcién y(z) # 0 tal que D[y(z)] = Ay(z), para = € (a,b), y tal

a1 y(a) + B1y'(a) =0,
a2 y(b) + B2y’ (b) = 0.

Es obvio que, si y(x) es una autofuncién correspondiente al autovalor A, Ay(z), con A una constante no

nula, también serd autofuncién correspondiente a \; por consiguiente, las autofunciones quedaran definidas
a menos de una constante multiplicativa.

que verifique las siguientes condiciones de contorno {

Ejemplo 2.

y"(x) + Ay(z) =0,
Resolver el problema de autovalores y(0) =0,
y() +y'(1) = 0.
Como la ED es lineal y sus coeficientes son constantes, las soluciones tendran dominio de validez en (—oo, 00).

Los valores admisibles del pardmetro A (es decir, aquellos valores de A que se correspondan con soluciones no
2

triviales de la ED), serdn los autovalores del operador diferencial D = Tz Dado que las soluciones de la ED
x
dependerédn del signo de A, se considerara cada posibilidad por separado.

Sea A < 0; se puede escribir A = —a? con o > 0. La solucién general serd entonces y(z) = ¢1 cosh ax+cy sinh az.
Al imponer las condiciones de contorno, se tiene

y(0) =0 — c¢pcosh0+cysinh0=0 — ¢ =0
y()+4'(1) =0 —  co(sinhal + acoshal) =0 — a=0 puesl#0

Existe una tnica solucién de este problema y es y(x) = 0 en (0,1); pero la solucién trivial no es admisible como
autofuncion. Luego, tendra que ser A > 0.

Supongamos que A = 0. En este caso, la solucién general serd y(z) = c;x + ¢o. Imponiendo las condiciones de
contorno, se tiene

y(O)zO — 010+62:0 — CQZO
yO)+y()=0 — al+a=0 — =0

Entonces, y(z) =0 en (0,1). Luego, A # 0 pues y(z) = 0 no es admisible como autofuncién.

Sea entonces A > 0; se puede escribir A = a? con @ > 0. La solucién general serd y(x) = c¢1 cos ax + co sin az.
La imposicion de las condiciones de contorno conduce a
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y(0) =0 — c1c080+casin0=0 — ¢ =0
y()+y' (1) =0 —  cy(sinal +acosal) =0 — a=—tanal pues ¢y #0

Aunque es imposible encontrar una expresién explicita para «, se puede obtener una idea de los valores que
toma « analizando los puntos donde se intersecan las graficas de las curvas y = —p e y = tan u; con p = ad.

El
"

) .
b=

n 3mig - smi2

/én 3mi2 n w2 w2

Se observa que existen infinitos puntos de interseccién y que estos puntos se ubican simétricamente con respecto
al origen. Ordenando los valores de p en sentido creciente,

=2, -1, MO, M1, B2, 0t
concluimos que el problema diferencial tiene infinitos autovalores de la forma

2
2_:u’n,

n= n=12

Ap = «

Las autofunciones correspondientes seran

6. Resolver el problema de autovalores y” 4+ Ay = 0 en el intervalo (0,1) con los datos de contorno que se

indican.
(a) y(0)=y()=0
(b) ¥ (0)=y()=0
(c) y(0)=y'(1)=0

7. Considere el problema de autovalores y” + 2y’ + Ay = 0 con las condiciones de contorno y(0) = y(1) = 0.

(a) Mostrar que A = 1 no es un autovalor.

(b) Mostrar que no hay ningin autovalor A tal que A < 1.

(c) Mostrar que el n-ésimo autovalor positivo es A, = 1 + n?72, con autofuncién y,(x) = e~ sin(nmx).
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8. Considere el problema de autovalores x2y” 4+ xy’ + Ay = 0 en el intervalo (0, e) sujeto a las condiciones
de contorno y(1) = y(e) = 0.

2

(a) Mostrar que los autovalores estan dados por A\, = n?n%;n=1,2,---

(b) Mostrar que las autofunciones correspondientes son y,(z) =sin(nwlnz); n =1,2,- - -.

Se denota por V([a,b]) C C%a,b]) el conjunto de las funciones que son dos veces derivables en (a,b) y
satisfacen las siguientes condiciones de contorno

ary(a) + By (a) =0,
{ s y(b) + B/ (8) = 0. 3)

» Definicién. Sean p(z) # 0 un elemento de C!([a,b]) y q(x) un elemento de C°([a,b]). El operador lineal
L : V([a,b]) — C°([a,b]), definido por

d

~ (o)) + g(a)y(a) @)

Liy(2)] i= -

se denomina de Sturm-Liouwville. Todos los operadores diferenciales de la forma
Dly(z)] := y"(z) + a(z) ¥’ (z) + b(x) y(),
con a(z) y b(z) elementos de C%([a, b]), pueden llevarse a la forma (4). En efecto; haciendo
p(@)=el W Lo y g@) = <ba)el MM Lly(z)] = —p(e)Dly(x)].
Luego, como p(x) # 0 para todo x € [a, ], se tiene
Dly(z)] = 0 < Lly(z)] = 0,
Dly(z)] = f(z) & Lly(x)] = —p(z) f(2).

El siguiente teorema pone de manifiesto una propiedad fundamental del operador L.

Teorema 1. Sean u(z) y v(x) dos elementos arbitrarios de V([a, b]). Entonces,

b b
/u(x)L[v(cL‘)]da::/ Liu(x)]v(z) da.

Un operador lineal que satisface la condicién del Teorema 1 se denomina autoadjunto en V([a,b]). Los
operadores autoadjuntos son similares a las matrices simétricas, en el siguiente sentido: todos sus valores
propios son reales.

Ejemplo 3.

Comprobar que el operador diferencial D{y(z)] = zy”(z) + y'(x), con dominio en V([a,b]), es autoadjunto en

V([a, b]).
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Sean y(z) y z(x) elementos arbitrarios de V([a,b]). Integrando por partes, se tiene

b b b
/ 2()Dly(x)]dz = / 2(@) (ey"(2) + ¢/ (2)) do = 2 2(2) o (@) - / v (2)y (z) da

= (m 2(x) Y (z) — zy(z) z’(m)) ’ + [ (z2"(z) + 2 () y(z) dz.

a a

b
D[z(z)] y(z) dx

a

Luego, para que D sea auto-adjunto, los términos integrados tienen que ser nulos. Puede probarse que esto
es cierto siempre que las funciones en V([a,b]) satisfagan condiciones de borde separadas (3). En efecto, el
resultado es inmediato si 8; y B fueran ambas nulas con «; y s distintas de cero (en ese caso, todas las
funciones en V([a, b]) se anulardn en los extremos del intervalo). Lo mismo sucede si 1 y g fueran ambas nulas
con 1 y P2 distintas de cero (en ese caso, todas las funciones en V([a,b]) tendrdn derivadas que se anulan en a
y b). Supongamos, entonces, que todas las as y las s son distintas de cero. Usando las condiciones de borde,
los términos integrados pueden escribirse de la forma:

(=) 9/ () () (1)) ~ a(=(0)y'(0) ~ y(@) #(a) ) = ~by(®) (=) F + (1) + ay(a) (2(a) T +2'(a)) =0.

2 1

Los casos mixtos pueden derivarse de la expresion anterior y conducen al mismo resultado.
Ejemplo 4.

Escribir la ecuacién diferencial (1 + z)y”(z) — y'(x) + 2zy(z) = 0 en forma auto-adjunta.

Comencemos por llevar la ecuacién diferencial a la forma normal; es decir,

1 2 1 2
y”(a:)—l s y' () . —fx y(x) — a(z)= 132 ¥ b(x) = I —f:r —  continuas en (—o0, —1)U(—1, 00).
Entonces, si x € (—1,00),
[ ot T = —ha(ba) = pla) = el 0N = o o) = —balpla) = e
1+z (14 x)2
Luego; la forma auto-adjunta de la ED original serd
d 1 d 2z
(== - =0.
dx (1 +x dx y(az)) (1+x)? y(@)
Como serian los cdlculos si z € (—o00,—1)7?
*  x %
9. Sea h : [a,b] — R una funcién continua: Considere el operador lineal D[y(z)] := —y” (z) +h(z)y(x) junto

con las condiciones de contorno:

(a) { y(a')_y( )_07

y(b) —y'(b) = 0;
o (207

) —
a) +y'(b) =0,
b) +
En cada caso, determine si D es auto-adjunto en V[(a, b)].

y'(a) = 0.
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10. Escribir cada una de las siguientes ecuaciones en forma auto-adjunta.
(a) (1—2?)y"(z) —2zy'(z) + 6y(z) =0
(b) 2%y (z) — 22%y'(z) + (2 — 4) y(z) = 0

(€) ¥"(z) —¢'(2) +e*(1 — ) y(z) = f(z)

» Definicién. El problema de autovalores asociado al operador de Sturm-Liouville se define de la siguiente
manera:

encontrar A (un ndmero real); y(x) # 0 (una funcidn real) tal que

d

Ly(a)] = — (p(2) %2) + a(a)y(z) = Ar(z) () para 2 € (a.b) 5)

sujeta a las condiciones de contorno

{ ary(a) + By (a) =0, (6)
azy(b) + B29'(b) = 0.

Aqui, 7(x) es una funcién positiva en (a,b) denominada funcion de peso. Cuando p(x), g(x) y r(z) son
continuas en [a, b], el sistema (5-6) se denomina problema regular de Sturm-Liouville.
» Propiedades espectrales del operador de Sturm-Liouville.

Teorema 2. Supdngase que las funciones p(z), p'(x), ¢(z) y r(z) son continuas en el intervalo [a,b] y que
p(z) > 0y r(x) > 0 en cada punto de [a, b]. Entonces, para el problema de Sturm-Liouville (5-6)

1. existe un conjunto infinito (numerable) de autovalores reales que verifican A\ < Ag < -+ < A,y < -+ -,
a los que les corresponden las autofunciones vi(x),va(x), - - -, vp(x), - -

b
2. todos los autovalores son simples;

3. si g(x) > 0, los autovalores son todos no negativos;

4. las autofunciones v, (z) y v, (x), correspondientes a distintos autovalores A, y A,,, son ortogonales
entre sf en (a,b) con peso r(x); es decir,

b
/ T(Qj) Un(z) Um(x) dx = 0.

Teorema del desarrollo. Sea {v,(z)},>1 el conjunto de autofunciones del problema de Sturm-Liouville
(5-6). Consideremos la serie

b
[ @) @) n(e) de
Sf(x):chvn(x); donde ¢, = =2 . (7)

=1 /ab r(z) (vn(x))? do

Entonces, si
fat) + fz7)
2

- f(z) es continua en [a, b], con derivada continua a trozos en (a, b), y satisface las condiciones de contorno
(6), la suma S¢(zx) converge absoluta y uniformemente a f(z) en [a,b].

- f(z) y f'(z) son continuas a trozos en [a, b], la suma Sy(z) converge a en (a,b),
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Ejemplo 5.

La ecuacién diferencial y” + Ay = 0 puede escribirse (obviamente) de la forma —y” = Ay. Observar que se
pueden identificar p(z) = 1, g(x) = 0 y r(z) = 1. Como p(z) # 0 para todo x, con adecuadas condiciones de
borde, define un problema regular de Sturm-Liouville en cualquier intervalo [a, b].

Ejemplo 6.

2e/m, 0<xz<m7/2
1, rm/2<x<m

y'(x) + Ay(z) =0,

y(0) =0, y'(m) = 0.

Representar la funcién f(z) = { por medio de una serie en términos de autofunciones

correspondientes al problema de Sturm-Liouville {

Segun el Teorema 2; todos los autovalores de un problema regular de Sturm-Liouville son simples y las
funciones propias correspondientes a valores propios distintos son ortogonales con funcién de peso r(x). Luego,
simplemente, normalizando (cambiando la escala) a cada autofuncién ¢, (x) de modo que

b
/ r(z)¢2 (z)de =1 — condicién de normalizacién,
a

podemos construir un sistema ortonormal de funciones en [a,b]. Sea {¢7n(x)}n21 el sistema de autofunciones
normalizado con respecto a la funcién de peso r(z). Podemos aplicar el Teorema del desarrollo para obtener

una representacién de la funcién f(z) en términos de a(ac), es decir,

R b
f(z) ~ chﬁbn(x), Cn = / r(z)f(x)on(x) d.

n>1

Determinemos, entonces, los autovalores y las autofunciones correspondientes a este ejemplo. Procediendo como
en el Ejemplo 2., se concluye que los valores de A deben ser estrictamente positivos para que haya soluciones no
triviales. Escribiendo A = o2 con a > 0, tendremos

y"(x) +oPy(x) =0 — y(x) = cicosax + cysinax.

Al imponer las condiciones de contorno, encontramos

y(0)=0 — c1co80+cesin0=0 — ¢ =0
2n—1 2n—1
y'(m)=0 — cgcosan=0 — am= n2 T = oy = n2 in=1,2,---
2n —1)2 2n —1
En conclusién, los autovalores son A\, = % y sus autofunciones asociadas son ¢, (z) = sin w;
n=1,2,---. Como en este caso, r(z) = 1, tendremos

/07r r(z)¢p (z) de = /OTr sin” w dr = /07r (1= COS(;” — Ve dx = g

L 2 . .
Por lo tanto, el factor de normalizacién es y/ —. Consideraremos, entonces, el conjunto
0

2 2n —1)x S
{ \[ sin g } — sistema ortonormal de funciones en [0, 7].
T 2 n>1

bn(z)

Para obtener el desarrollo de f(x) en series de funciones qgn(x), calculemos los coeficientes

2 [T on — 1 2\3/2 [™/2 2n — 1 2\1/2 [T on — 1
Cn = \/7/ f(x)sin (Gl dx = (—) / xsin (Gl dx + (—) / sin (Gl dx
T Jo 2 T 0 2 T /2 2

27/2 1 . (2n—1Drm
= S11 .
m3/2 (2n — 1)2 4
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Teniendo en cuenta que f(x) es continua, con derivada continua a trozos, en [0, 7], el Teorema del desarrollo
asegura que

2\1/2  (2n—1)z 16 1 . 2n—-17 . (2n—-1)x
f(z)= Z cn(;> sin~———— = — o 12 sin 1 sin 5 x € (0,m).
n>1 n>1

Ademas, dado que f(0) =0y f'(7) =0, f(x) satisface las condiciones de contorno que determinan el problema
de Sturm-Liouville. Luego, segin el Teorema del desarrollo, la convergencia a f(x) es uniforme en [0, 7.

*x k%

11. Para cada una de las funciones que se listan, encontrar los coeficientes del desarrollo en series de f(x)
usando las autofunciones normalizadas del Problema 6(b). Analizar la convergencia.

(a) fx)=1—2, 0<z<1

1, 0<z<y
o) s ={ 5 15153

_ T, O§z<%
(c) f(x)_{l—:z:, %§x<1

12. Comprobar que los autovalores y las autofunciones del problema de Sturm-Liouville
Yy + Ay =0; y'(0)=0, ¥(L)=0
estan dados por

nm\ 2 nwT
Ao =0, wolz)=1 Ap = (T) , Yn(x) = cos - nzl

13. Comprobar que los autovalores y las autofunciones del problema de Sturm-Liouville
y'+Ay=0;  y(0)+y'(0)=0, y(1)=0
estan dados por
A =0, yolz)=z-1; An = bfL, yn(x) = by cosbpx —sinb,x, n>1,

donde {by,},>1 son las raices positivas de la ecuacién tanz = .
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14. Comprobar que los autovalores y las autofunciones del problema de Sturm-Liouville
v =0 y(=m) =y(r), (-7 =y(m)
estan dados por

=0, yolz)=1; An =12, yn(x) = Acosnz + Bsinnz, n>1,

donde A y B son constantes arbitrarias (esto significa que el autoespacio asociado al autovalor A\, = n?

es un subespacio bidimensional de C([—m,7]) generado por las funciones cosnz y sinnz).

15. Considere el problema de autovalores de Sturm-Liouville
y'+Ay=0;  y(0)=0, ay(l)-y'(1)=0; a>0.
Comprobar que:

(a) Ao =0 es un autovalor si, y sélo si, a = 1, en cuyo caso la autofuncién asociada es yo(z) = .

(b) si a > 1, existe un solo autovalor negativo \g = —b3, con autofuncién asociada yo(z) = sinhbox,
donde by es la raiz positiva de la ecuaciéon atanhx = x.

2, n > 1, con autofuncién asociada y,(r) = sinb,z,

donde {b,, },>1 son las raices positivas de la ecuacién atanz = .

(c) si @ > 1, existen autovalores positivos A, = b2

Consideremos la ecuacién de autovalores

Lly(z)] = —((p(=) ¥'(x))" + q(x)y(z) = Ar(z) y(z) para = € (a,b). (8)

Supondremos que p(x), p’'(z), g(x) y r(x) son funciones continuas en el abierto (a,b) y, ademés, que p(x) y
r(z) son positivas en (a,b). La ecuacién (8) se denomina una ecuacion singular de Sturm-Liouville si
ocurren una o mas de las siguientes situaciones:

- lim p(z) =00 lim p(z) =0,
T—b~

z—at
- p(x), q(x) o r(x) no estdn acotadas cuando x — at oz — b,
- el intervalo (a,b) no estd acotado.
Para obtener soluciones bien comportadas en el intervalo (a,b) deben definirse condiciones de contorno

apropiadas para dominar la singularidad que aparece en cada cero de p(x). Puede probarse que las
condiciones adecuadas (naturales) son:

- si p(a) = 0, una condicién de acotacion en ese extremo: — |y(a)| < oo,
- si p(a) = p(b) = 0, condiciones de acotacién en ambos extremos: — |y(a)| < oo, |y(b)| < oo,

Si el intervalo (a,b) es infinito, el comportamiento controlado anterior se sustituye por una imposicién mas
débil — la solucién no debe crecer mas rapidamente que una potencia finita de x.

Con estas condiciones, el problema singular de Sturm-Liouville tiene las mismas propiedades espectrales que
el problema regular.
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Escritas en forma auto-adjunta, las siguientes ecuaciones diferenciales
2

de Bessel de orden n = —  (xy/(x))" + ()\x - n—)y(;p) =0;
x

de Legendre — ((1 —2%)y/(x)) + \y(x) = 0;

de Hermite — (e ™ 1/ (z)) + Ae @ y(z) = 0

de Laguerre — (ze "y'(x)) + e " y(x) = 0;
son ejemplos importantes de ecuaciones singulares de Sturm-Liouville, basta con hacer las siguientes
identificaciones

de Bessel de orden n —  p(x) = —z, q(z)=—, r(@)=z, a=0;

de Legendre — p(z)=—(1—-22), q(x)=0, r(z)=1, a=-1, b=1;

de Hermite — p(z) = —e=%, q(z) =0, r(z)= e, a=—o0, b=oo;

de Laguerre — p(z) = —ze™*, ¢q(z)=0, r(z)=e* a=0, b=o0;
Estas ecuaciones, cuyas soluciones se conocen como funciones especiales, surgen naturalmente en el
estudio de PVFs que involucran derivadas parciales; por esta razén, son de extrema importancia en fisica y
matematica aplicada.

Ejemplo 7.
Consideremos la ecuacién diferencial zy” 4+ (1 + 2n)y’ + zy = —Azy; donde n es un ndmero fijo, A es un

pardmetro y la funcién y(x) satisface las condiciones de borde

{ y acotada cuando x — 0,
y(a) = 0.

Estamos interesados en:

a) llevar la ecuacién a la forma de Sturm-Liouville; identificar los coeficientes y la funcién de peso,

n

b) llevar la ecuacién diferencial a una ecuacién de Bessel utilizando el cambio de variable y = x~

) (),
¢) encontrar los valores de A para los cuales existen soluciones no triviales del problema de valores de contorno,

d) comprobar que las autofunciones correspondientes a distintos autovalores son ortogonales.

a) Procediendo como en el Ejemplo 4., llevemos la ED a la forma normal

142 142
y' + tren v4+y=-Ay — a(z)= +en y b(z)=1 — continuas en (—oo0,0) U (0, c0).
T

Entonces, si z € (0, 00),

x 14 2n [ a(n)d 142n 1+42n
a(n)dn = dnp=(1+2n)lnz — pz)=e men = p = q(z) = —p(x)b(z) = —x
n
Luego, la ED puede escribirse de la siguiente manera

d n d n n
— (@ (@) - 2 () = Aa Ty ).
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Comparando con la expresion (5), se identifican

_ l,1+2n’ q(z) _ 7I1+2n’ T’(l’) _ I1+2n.

p(z)

b) Asumiendo que y(x) = x~"v(z), se calculan las primeras derivadas
Y (z) = —nz " to(x) + 27" (2), y'(x) =n(n+ D2 " 2v(z) — 2nae "1/ (z) + 2" (2),
y se reemplazan en la ED para obtener
z(n(n+1)2z" " 2v(z) —2nz~ "1 () + 27" (2)) + (1 +2n) (—nz™" " to(z) + 27" (2)) + (1 + Nz~ u(z) = 0.
Agrupando términos

o7 (2) 4 27 (x) + (n(n +1)—(1+ 2n)n)x*"*1 + 1+ Nz ou(x) =0

y dividiendo por z7"*! se llega a

vl (42— Z—z)v(x) — 0.

Ahora, si la variable independiente se cambia a u = v\ + 1x, se obtiene

’l}”(l‘) +

2

!/
" v'(u) ( n )
— 1-— =0.
o)+ S (1= 2 o)
Es decir, v(u) satisface la ED de Bessel de orden n. La solucién general, para esta ecuacion, es
v(u) = c1dp(u) + c2Yn (u).
Entonces,

y(u) = u " (c1Jn (u) + caYy(u)).

¢) Cuando u — 07, los comportamientos de las funciones de Bessel son (asintéticamente) iguales a

u™ 2 2"(n —1)!
~— Y ~ —1 Y ~N——
2np!’ o(u) P n(u) Tu"

Jo(u) ~ 1, Jn(u)
Luego, para asegurar soluciones acotadas para todo n se elige co = 0. Asi,
yn(z) = xfan(\//\—F 133), n=20,1,2--.

Para determinar los valores de A, se impone la condicién en el borde x = a. Haciendo esto,

R (VATTa) =0 o VAtTa=wn, o A= (222) -

a

1

3 p:1a27

donde los nimeros w,,, son los ceros positivos de la funcién J,(z). En la siguiente figura, se muestran las
graficas de las funciones de Bessel de orden n =0y n = 1.
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Como lo sugiere la figura, entre cualesquiera dos raices consecutivas de Jy(z) existe precisamente una raiz de
Ji(z) y viceversa. Las primeras cuatro raices (estrictamente positivas) de Jo(x) y Ji1(z) se presentan en la
siguiente tabla.

n-esima raiz - n-esima raiz -
" de o) ()™ de J4(x) (n+3)x
24048 2.3562 3.8317 39270
2 5.5201 54978 7.0156 70686
3 8.6537 82.6394 10,1735 102102
= 11.7915 11.7810 13.3237 133518
5 14.9309 149226 16.4706 164934

Para n grande, la n-ésima raiz de Jo(z) es, aproximadamente, (n — )m; la n-ésima rafz de Jy(z) es, también

aproximadamente, (n + 1)7. De este modo, el intervalo entre las raices consecutivas de Jo(z) o Ji(z) es
aproximadamente 7. Se puede observar que la exactitud de estas aproximaciones aumenta en la medida en que
n se incrementa.

Wr, p

d) Fijando n, el conjunto de autofunciones estd dado por {x*"Jn(
a

)} . Teniendo en cuenta que la
p>0

funcién de peso es r(x) = 127,

a a 0
/ xl+2n (x—an(melx)) (x—an(wn,sz)) da: _ / xJn<wn,P1x) Jn<wn,172x) dx — a2 ’ 2 P1 7& P2
0 a a 0 a a

?Jn (Wn,pz) P1 = D2

La ultima igualdad se obtiene, directamente, usando la propiedad de ortogoganlidad de las funciones de Bessel.

*x Kk %k

16. Considere la ecuacién diferencial —(zy’)’ = Azy donde A es un pardmetro y la funcién y(z) satisface las

condiciones de borde
{ y(0) acotada cuando x — 0T,

y'(1)=0
(a) Comprobar que Ao = 0 es un autovalor de este problema correspondiente a la autofuncién yo(z) = 1
)

(b) Si A > 0, mostrar que las autofunciones estan dadas por las funciones de Bessel y, (z) = Jo(vV Anz
donde /A, es el n—énismo cero positivo (enumerados en orden creciente) de la ecuacién Ji(w) =0

3

)

(¢) Mostrar que
1
/ 2 Yn () Ym (x) dz = 0, m # n.
0

17. Considere la ecuacién diferencial (1 — 22)y” — 2y’ + Ay = 0, donde \ es un pardmetro y la funcién y(x)
satisface las condiciones de borde

{ y(0) =0,

y' acotada cuando x — 1.

(a) Llevar la ecuacién a la forma de Sturm-Liouville, identificar los coeficientes y la funcién de peso.

(b) Utilizar el cambio de variable x = cosf; 0 < § < 7/2, para llevar el problema a una ecuacién
diferencial a coeficientes constantes.
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(¢) Encontrar los valores de A para los cuales existen soluciones no triviales del problema de valores de
contorno.

(d) Supdngase que A1 y A2 son dos valores propios distintos del problema y que 1, @3 son las funciones
propias correspondientes. Mostrar que

b o1 (2)pa(z) d

——>dr =0.
0 \/lfo

18. Considere el siguiente problema diferencial de autovalores:

encontrar y(x) # 0 tal que

1 2
v+ (f — 204)2/ + (042 +1- * p—2)y =—-Ay; a>0, X\esun pardmetro,
x x x

y satisfaga las condiciones de contorno

{ y acotada cuando x — 0t
y(1) =0 '

) Llevar la ecuacién a la forma de Sturm-Liouville, identificar los coeficientes y la funcién de peso.

—~ o~
T o
=

Utilizar la sustitucién y = e**v(x) para llevar el problema a una ecuacién diferencial de Bessel.

Encontrar los valores de A para los cuales existen soluciones no triviales del problema de valores de
contorno.

—~
o
~

(d) Comprobar que las autofunciones correspondientes a autovalores distintos son ortogonales.

» Problemas con valores en la frontera no homogéneos.

Consideremos el PVF consistente en la ED no homogénea

Llyl(z) = —(p()y") + q(x)y = pr(z)y + f(z); 9)

donde p es una constante y f(z) es una funcién definida en [a, b], junto con las condiciones de frontera

a1 y(a)+ 1y (a) =0,
{ azy(b) + B2y'(b) = 0. (10)

En lo que sigue, asumiremos que p(z), p'(x), q¢(z) y r(z) son continuas en [a,b] y que p(z) > 0y r(x) > 0.

El objetivo es resolver el problema diferencial (9)-(10) usando autofunciones del operador L; més precisa-
mente, las soluciones no triviales del problema

Lpl(z) = =(p(@)y')’ + q(z)y = Ar(x)y (11)
con las condiciones de frontera (10).

Sean \; < A\g < -+- < A, < --- los autovalores del problema (11)-(10) y sean ¢4 (), d2(x), -+, dn(x),- - -
las correspondientes autofunciones normalizadas. Supongamos que la solucién del problema y(z) = 1 (x) del
problema (9)-(10) puede ser expresada como una serie de la forma

P(@) = bndn(2). (12)

n>1

Observemos que, asi construida, ¢ (z) satisface las condiciones de contorno (10).
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Para determinar los coeficientes b,,, se sustituye la serie (12) en la ecuacién diferencial (9). Si admitimos que
pueden intercambiarse las operaciones de suma y diferenciacién, el término del lado izquierdo de la ecuacién
(9) se convierte en

= L[ D but| (@) = D baLlnl (@) = D budar(@)gn(a). (13)

n>1 n>1 n>1

Por otro lado, si f(x) satisface las hipdtesis del Teorema del desarrollo, podemos escribir

/f )b (x /f;c bn(@)de =cp; n=1,2--- — f(m):chan(x). (14)

T(I) n>1

Reemplazando (12), (13) y (14) en (9), se obtiene
S budar(@)dn(@) = (@) S bada(@) +(2) 3 (@)
n>1 n>1 n>1
Agrupando términos y cancelando el factor comin r(z), se llega a
> ((An = by = ca)n(@) = 0. (15)
n>1

Si la ecuacién (15) debe ser vélida para todo = € [a, b], el coeficiente que multiplica a ¢, (z) debe ser cero
para cada n. Entonces,
A —p)bn—cn=0; n=12,--- (16)

Pueden darse los siguientes casos:

Caso I. p # A, para todo n. Entonces,

En este caso, se tiene

- (17)

n>1
La expresién (17), con los coeficientes ¢,, dados por (14), es una solucién formal del problema no homogéneo

(9-10). Los argumentos expuestos no prueban la convergencia de la serie.

Caso II. u = Ag. En este caso, cuando n = k, la ecuacién (16) adquiere la forma 0 - by = c;. Tienen lugar
las siguientes situaciones:

a) ¢ # 0, entonces, ningtn valor de by, satisfacerd la ecuacién (16) y, por lo tanto, el problema no homogéneo
no tiene solucién.

b) ¢r = 0, entonces, cualquier valor de by satisface la ecuacién (16); por lo tanto, el problema homogéneo
tendra solucién, pero no serd unica. En este caso, se tiene

y(z) = ¥(z) = C dp(x) + Z /\ (z); Ces una constante arbitraria. (18)

n>1
n#k
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Observemos que la condicién ¢, = 0 implica

b
/ f(@)pr(x)dx =0 — f(z) debe ser ortogonal a la autofuncién ¢ (z).

Los resultados que hemos obtenidos formalmente se resumen en el siguiente teorema.

Teorema Alternativa de Fredholm. Para una valor de p fijo, el problema no homogéneo (9-10) tiene
solucién tnica para cada f(x) continua en [a, b] o el problema homogéneo asociado tiene solucién no trivial.

» Observacion. El calculo anterior tiene sentido si es legitimo intercambiar la operacién de suma con la
aplicacién del operador. Puede probarse que una condicion suficiente para que esto sea valido es que la
serie que representa a y(z) fuera uniformemente convergente (esto, a su vez, depende de la suavidad de la
funcién f(x) de la cual derivan los coeficientes ¢, ), pero también es legitimo para otras formas més débiles
de convergencia.

Ejemplo 8.
Resolver el siguiente problema diferencial y”(z) +y =x(a—2), y(0)=0, y(a)=0, 0<a<m.
Este problema, en particular, puede resolverse por métodos mas elementales; su solucién es

2(sin(z — a) —sinz)

y(z) =

Sin embargo, buscaremos la soluciéon procediendo de otra manera para ilustrar el método de expansion en
series de autofunciones del operador diferencial. Este método es imprescindible para aquellas ED cuyas
soluciones no pueden obtenerse mediante procedimientos elementales.

- — 2% +ax + 2. (19)
sina

Observemos primero que la ED a resolver se puede escribir en la forma de la ED (9), en efecto,
@) =y—alz—a) — p)=1, q@)=0, r@=1, u=1, f()=—a(-a).
Buscamos entonces los autovalores y autofunciones del problema espectral asociado
Liy(z)] = —y"(z) =Ay(z) 2z € (0,a); con las condiciones de contorno y(0) = y(a) = 0.
pml

Procediendo como en el Ejemplo 2., se concluye que los valores de A deben ser estrictamente positivos para que
haya soluciones no triviales. Escribiendo A = a? con a > 0, tendremos

y'(z) +?y(x) =0 — y(z)=cicosax + cysinamr.
Al imponer las condiciones de contorno, encontramos

{y(O):O — c1cos04cpsin0=0 — ¢; =0

. nmw
yla) =0 — cosinaa=0 — aa=nm — ap,=—;n=12---
a
Luego,
. . . Y 2 27\ 2 ni 2
- los autovalores forman un conjunto infinito (numerable) (7) < (—) <--- < (—) < -
a a a
. . . T | 27z . nmax .
- las correspondientes autofunciones sin —,sin — - - -, sin —— - -- forman un conjunto ortogonal en
a a a
C°([a, b]) con el producto interno usual; es decir,
¢ nmx . mrx 0 n#m,
sin — sin dr = a
0 a a 5 n=m.
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Observemos que, como 0 < a < 7, A, # 1 para todo n. Luego, A\, # i para todo n. Supongamos, entonces,
que la soluciéon buscada puede representarse por

. nmx c
y(z) = E b, sin —~, con b, = ——,
a A — 1
n>1
siendo ¢, los coeficientes que corresponden al desarrollo
. nIx
fl@)=—2(a—z) = E ¢p Sin —
a
n>1
y estan dados por
@ . nwx _
z(a — ) sin — dx 9 fa 0 si n es par
0 a . nmwx )
Cp = — - = —— [ z(a—x)sin—dzx = 8a . .
. 9 NTT a Jo a ———— sin esimpar
sin® — dx 303
O a

Aqui, la inhomogeneidad o término fuente f(z) se representa por un desarrollo de Fourier de medio rango (f(x)
se supone extendida en forma impar al intervalo (—a,0)). En este caso, el desarrollo converge uniformemente a

f(z) en [0,a].

Finalmente,
8a* 1 (2k — V)mx

_ i . 20
™ Le (k- 1pP(2k - )22 —a?) T a (20)

y(z) =

Aunque las expresiones (19) y (20) se ven muy diferentes, en realidad, son dos representaciones diferentes de la
misma funcién. Esto se deduce de la aplicacién de la Alternativa de Fredholm a este problema.

La serie (20) converge rapidamente a la solucién exacta. En la siguiente figura se muestran las graficas de la
solucién exacta y el primer término de la serie (20) para a = 7/2. Se observa que las curvas son préicticamente
indistinglibles sobre el intervalo de definicién del problema diferencial; en este caso, [0,7/2] (de hecho, fue
necesario extender el intervalo de graficacién para poder detectar alguna diferencia entre las curvas).

3 === primer término de la solucién en serie

= solucién exacta

|
(%)
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19.

20.

21.

22.

23.

Muestre que el siguiente problema con valores en la frontera no homogéneo
y'+y=nh(); Y (0)=0, y(r)=0

s
tiene solucién para cada h(z) que sea continua en [0, 71| y satisfaga / h(zx) cos(z) dz = 0.
0

Encontrar la solucién (formal) de los siguientes PVFs no homogéneos en términos de desarrollos en series
d2
de autofunciones del operador de Sturm-Liouville L = R
x

x 0<xr<7/2
g {W_x 77/_2<§;</7r; y(0) =0, y(m)=0

(b) ¥ = a(x—2m); y(0)=0, y(r)=0

2

Determinar un desarrollo en series de funciones propias del operador L = e para la solucién del PVF
T
no homogéneo.

(a) y'+2y=2a®-2mz;  y(0)=0, y(m)=0
(b) ¥ 4+ y = cosdx + cos Tx; y(0)=0, %' (r)=0

Determinar si hay algtin valor de la constante a para el cual el siguiente problema tiene solucién. Encuentre
la solucién para cada uno de estos valores.

(a) y"" + 7y = a — cos(x); y(0)=0, y(1)=0
(b) 4" + 472y = 2a — x; y(0
(c) y'+my=a+z;  y0)=0, y(1)=0

=
Il
<o
<
—
—
~—
Il
(en]

Encontrar la solucién (formal) del siguiente PVF

—(xy') = pxy+ f(z), y acotada cuando =z — 0%, 3'(1) =0,

d d
f(z) es una funcién continua en [0, 1] y u no es un autovalor del operador diferencial L = 0 (xd—>
x x

Sugerencia: usar los resultados del Problema 16.
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]_ 3 e Ecuaciones diferenciales parciales

» Definicién. Una ecuacién en derivadas parciales (EDP) es de la forma

(1)

0 0 o™
F(Jfl,ﬂ?Q,"',.Tn,U/, = = = > =0.

e
O0x; 0z, Azt ... fgln
F es una funcién prefijada de sus argumentos (establece una relacién entre las variables independientes
Z1,: Ty, la funcién incégnita u(x, xa, - - -, x,) y sus derivadas parciales) y m = k1 + - - - + ky,.

» Definicién. El orden m de una EDP es el orden de derivacion més alto que aparece en su expresion.

» Definicién. Una solucién de (1) en una regién  C R™ es cualquier funcién w(zy,zs,- - -, x,) € C™(Q)
tal que al sustituir u y sus derivadas parciales en dicha ecuacién se obtiene una identidad respecto a las
variables x;, - - -, x, en la regién €.

Ejemplo 1. Resolver la siguiente EDP de primer orden: u, =z + y.

Como la EDP es de primer orden y solo incluye a la primera derivada de la funcién incégnita respecto de =z,
buscaremos una funcién u que sea de clase C'(R?) por integracién respecto de la variable x. Asf,

2

u(ey) = [+ v)do = 5 +yo+€)

La funcién £(y) es una constante respecto a & que aparece al integrar de forma indefinida la funcién x + y.

Ejemplo 2. Resolver la siguiente EDP de segundo orden: u,, = 0.

Buscaremos una funcién u que sea de clase C2(R?). Entonces

i(gﬁzo = =t = uley) = [€)dy+fa)

Como £(y) es una funcién arbitraria, la integral indefinida de £(y) con respecto a y también es una funcién
arbitraria. Llamémosla g(y). Por lo tanto, la solucién de la EDP viene dada por

u(z,y) = f(x) +9(y), (2)

donde f(z) y g(y) son funciones arbirtrarias de una variable, dos veces derivables. Por ejemplo, las siguientes
funciones podrian ser solucién de esta EDP

u(z,y) =z +y

u(z,y) = € + cos(y)
u(z,y) = 2° + yev

Ejemplo 3. Resolver la siguiente EDP de segundo orden: gz, + gy, = 0.

De acuerdo con la teoria de variable compleja, las soluciones de esta EDP son funciones armonicas, es decir, la
parte real o imaginaria de funciones holomorfas f(z + iy) = u(x,y) + iv(z,y). Por ejemplo, tendremos como
posibles soluciones:

w(z,y) = 2* — o
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u(r,y) = 2xy
u(z,y) = €e” cos(y)

Ejemplo 4. Resolver la siguiente EDP de segundo orden: u,, — u, = 1.

En este caso la ecuacién diferencial no es homogénea. Integrando con respecto a la variable y, se tiene

0 (Ou Ou du
ay(ay“>_1 = 8—y7u—/dy = 8—y—u—y+§(l‘)-

Observar que la ultima expresion define una ecuacién lineal de primer orden cuyo factor integrante es e ¥.
Luego,

0

a (ue™) = (y+&(x))e™ = we?=—-(1+y+&()e ¥ +n(x)

Finalmente,
u(z,y) = —(1+y+¢(x)) +n(x)e’.

Observacion. Los ejemplos anteriores ponen de manifesto que las EDP’s pueden tener familias infinitas de
soluciones. Dada una EDP de orden m, una solucién que contenga m funciones arbitrarias se llama solucion
general. Cualquier solucién obtenida de esta solucidon general por selecciones particulares de las funciones
arbitrarias se llama una solucion particular.

Ejemplo 5. Resolver la siguiente EDP de segundo orden u,, = e”+y sujeta a las condiciones u(0,y) = 212 —4y,
w(z,1) =z — 2.

Razonando como en los ejemplos anteriores,
0 (0Ou ou y?
I el _ T = b T dy = x J
oy (ax) e +y o /(6 +ty)dy = ye® + - +£(2)
2

= )= [ (v + G @) do=ye +2 L+ [e@det o)

De aqui, se obtiene la solucién general
2
u(@,y) =ye’ +x % + f(@) +9(y).
Haciendo =z = 0,
u®0,9) =y + f(0) +9(y) =2y> —dy = g(y) =2y* — 5y — f(0).
Reemplazando la expresién encontrada para g(y) en la solucién general, se tiene

y2

u(z,y) =ye +x 5 + f(x) + 2y* — 5y — £(0).
Ahora, haciendo y = 1,
e )=+ 3+ f@)=3-f0)=2-2 = f@)-f0)=1+F "
Este resultado conduce a la solucién particular

z(y* +1)

B +2y% — 5y + 1.

u(z,y) = (y — 1)e* +
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1. Obtener la solucién general de las siguientes EDPs:

2. Resolver los siguientes problemas diferenciales
(a) Uy = Sil’l(y), U(O,y) =Y
(b) Uyy = x? COS(y), U(.I‘, O) = U(J}, 71') =0
—c(Y ¥
3. Sea u(z,y) = 5(33) +x77(x>.

(a) Demostrar que u(z,y) es solucién de la EDP: 22wy, + 22y gy + y2 wyy = 0.

(b) Encontrar una solucién particular que satisfaga las condiciones u(1,y) = cos(y), u(1/2,y) = e~2v.

» Ecuaciones en derivadas parciales lineales.

Si en la ecuacién diferencial (1) la funcién F' es lineal en u y en las derivadas de u, la ecuacién se dice lineal.
En ese caso, haciendo x = (1,2, - -, &), la ecuacién puede escribirse de la siguiente forma

n

+Zaz )0sul@) + 3 ay (@), u(@) + - = f(a). (3)

i,j=1

Asumiremos que los coeficientes a;(z); i = 0,1, - -, n, a;;(z); i,j =1,---,n, y f(z) son funciones de C°(2),
con () un abierto conexo de R™. En estas condiciones, se define el operador lineal

L[u] +Za’l aﬂimu Z :v:vJ (.’I?)-i—

» Teorema (Propiedades de las soluciones de las EDP lineales).
- Si u(z,y) es la solucién de la ecuacién homogénea L{u] = 0, entonces cu(z,y) es también solucién de
la homogénea para todo c € R,

- Siwui(x,y) y uz(z,y) son soluciones de la ecuacién homogénea L{u] = 0, entonces uy(x,y) + ua(z,y) es
también solucion de la homogénea.

- Si u(x,y) es solucién de la ecuacién L[u] = f y v(x,y) es solucién de la homogénea L[v] = 0, entonces
w(z,y) = u(z,y) +v(z,y) es la solucién de Ljw] = f.

- Si ug(z,y) es solucién de Lu] = f1 y ua(x,y) es solucién de L[u] = fa, entonces w(z,y) = uy(z,y) +
uz(x,y) es solucién de la ecuacién Lw] = f1 + f2 (Principio de Superposicion).
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» EDP lineales de segundo orden relevantes en la Fisica.

Ecuacién de Poisson:
Ugy + Uy + Uy, = f(.’L', 9,2)7

si f(x,y,2) =0, la ecuacién se dice de Laplace,

Ecuacién de ondas:
2 .
Ut = C (uzr + Uyy + uZZ)7

¢ > 0, representa la velocidad de propagacién de la onda,

Ecuaciéon de difusién:
Ut = K(uww + Uyy + ’U/zz);

k > 0, representa la difusividad del medio,

Ecuacion de Euler-Bernoulli
pugs + ElUpper = q;

ET > 0, representa la rigidez a la flexién de una viga con densidad p sometida a una carga q,

Ecuacién de Schrodinger:
ih
Uy = %(umm P Uyy T uzz) + (J(% Y, Z) U;

q(z,y, z) representa el potencial con el que interactia una particula de masa m.

» Problemas diferenciales bien planteados.

Para determinar la solucién de una EDP se requiere de ciertos datos adicionales:
- datos en la frontera (representan la interaccién del sistema con el exterior),
- datos iniciales (representan el estado inicial del sistema).

Uno de los objetivos fundamentales de la teoria de EDP es determinar bajo que condiciones un problema
diferencial tiene solucidon, la solucién es tinica y depende de manera continua con los datos del
problema. Un problema que posea estas propiedades se dice que estda bien planteado.

» Condiciones de contorno.

Consideremos un problema diferencial definido sobre un dominio 2 C R™. Al borde de €2 lo denotaremos I"
(T := 09). Las condiciones de contorno més simples que pueden imponerse sobre I' son

de Dirichlet: ulp =g

0
de Neumann: ] - n- Vu’ =g
onlr r

0
de Robin (o mixta): au+ Ba—u) =g, ay [ son constantes.
nir

Combinaciones de estas condiciones también son posibles; por ejemplo, si ' = T'y UT'3, con I'y NIy = @, los
U’lFl =9

datos en el borde podria ser n-Vulp, = 0.

Ejemplo 6.
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t /
a) Ecuacién del calor en una dimensién espacial. //

Up = Uy, Sobre £,

Q={(z,t) eR?: 1<z <2;t>0}.

Condicién inicial: u(z,0) = (z — 1)(x — 2).

Condiciones de contorno: u(1,t) = u(2,t) = 0
(compatibles con la condicién inicial).

b) Ecuacién de Laplace en un dominio no acotado
AU = Uyy + Uyy =0 sobre €,
Q={(r0):0<r<o0;0<0<m}.

Condiciones de contorno:

u(r,0) =1 para 0<r < oo,
u(r,m) =0 para 0<7r < o0.

Comportamiento en el infinito:

rlglc}o [u(r, 8)] < oco.

¢) Ecuacién de Helmholtz en tres dimensiones.
Ugg + Uyy + Uz + k>u =0 sobre (,
Q={(r0,2):0<r<a;0<0<2m0< z<L}.

Condiciones de contorno:
du

% (a,0,z)
u(r,0,0) =0 para 0<6 < 2m,
u(r,0,L) =0 para 0<6 < 2.

=0 para 0<0<2m0<z<L,
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» Clasificacién de las EDP de segundo orden.

Consideremos la ecuacion diferencial
A Upy + 20 Ugy + Cuyy + duy +euy + fu=0. (4)

Es una ecuacion lineal homogénea de segundo orden en dos variables que denotaremos x e y. En el caso mas
general, los coeficientes a, b, c,d, e, f seran funciones de x e y en algiin dominio 2 C R2. La ecuacién (4)
puede llevarse a una forma simplificada, denominada candnica, por medio de una transformacion lineal.
Mostraremos el procedimiento restringiéndonos al caso de coeficientes constantes.

Nos planteamos entonces encontrar un cambio de las variables independientes de la forma

{ gz 35 _T_ ?;J con la condicién ad — By # 0
que reduzca la ecuacién (4) a una forma més sencilla. Es simple comprobar (usando la regla de la cadena)
que la ecuacion diferencial adopta la siguiente expresion en las nuevas variables

(aa? + 2baB + cf%)uge + 2(aay + b(ad + BY) + cB)uey + (ay? + 2676 + 6% wyy + - - -,

donde se han explicitado solamente los términos en las derivadas segundas. La idea es elegir o, (3,0 y v
de manera que se anulen tantos términos en derivadas de segundo orden como sea posible.
Para simplificar, hagamos =1y § =1,

(aa? + 2bar + ¢) uge + 2(aary + bl +7) + ¢) ugy + (a7 + 2by + ) uny + - - - (5)
— — N————
A B c

Los coeficientes de la ecuacion original y los de la ecuacién transformada verifican la siguiente relacién
B% — AC = (b — ac)(a — )2 (6)
Sean A1 y A2 las raices de la ecuacién
aX?>+2bA+c=0; con a#0 — ecuacién caracteristica de la EDP.

Se pueden distinguir tres casos, de acuerdo con el signo del discriminante D = b — ac.

Caso 1: D > 0. Las raices A1 y A9 son reales y distintas. Eligiendo a = A1 y 7 = Ag, los coeficientes A y
C' se anulan; por (6), B # 0. La ecuacién (5) se reduce a

Ugn +---=0

Cuando solo aparecen derivadas segundas en la ecuacién (4), se llega a

Ugn =0 = u&n) =) +90n)
——
forma canonica integral general

0, en términos de z e y,

u(z,y) = fly+ Mz) + gy + Aax) — la ecuacion es hiperbdlica.

Caso 2: D = 0. Las raices A\; y Ay son reales e iguales. En este caso, si se elige a = A1, el coeficiente
A se anula; por (6), el coeficiente B se anula también. Luego, es necesario elegir v # Ag. Cambiando la

transformacién a
{ f = )\1%‘ + Yy

N =z con la condicién ~y # 0

puede probarse que los coeficiente A y B se anulan y que C' = a~y?.
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Suponiendo que a # 0, se obtiene

Uy =0 = u(&n) = f(&) +ng(§)
——
forma canodnica integral general

0, en términos de x e y,

u(z,y) = fly+ Mz) + 29(y + M) — la ecuacién es parabdlica.

Caso 3: D < 0. Las raices A\; y A2 son complejas conjugadas. Eligiendo o = A1 y v = A3, los coeficientes
Ay C se anulan; por (6), B # 0. En este caso, la transformacién es de la forma

§=y+(p+io)w

LoER @ M=X=p+ic — .
P LT el {nﬂﬁ(pw)x

Para no tratar con variables complejas, se introduce un cambio de variable adicional:

r:—£+n, s:gi.n — E=r+is, n=r—is
2 23
por medio del cual,
Uen =0 —  Upp +Ugs =0 — la ecuacion es eliptica.
—_———

forma candnica

Observaciones.

- En coordenadas cartesianas, la expresion
a b x
(@ y)(b c)(y)
representa geométricamente una hipérbola si ac — b? < 0, una elipse si ac — b> > 0 y una parabola si

ac — b? = 0. Ello justifica la terminologia empleada.

- Para EDPs con coeficientes constantes, las ecuaciones
y+thr=c, y+lr=c

se denominan rectas caracteristicas de la ED. Si la ecuaciéon es de tipo hiperbdlico, por cada punto
del dominio €2 pasan dos rectas caracteristicas reales y distintas. Si la ecuacién es de tipo parabdlico,
por cada punto de € pasa una recta caracteristica real. Las ecuaciones de tipo eliptico no tienen curvas
caracteristicas reales.

Ejemplo 7.
a) Clasifiquemos algunas de las ecuaciones de la Fisica:

2

- ecuacién de ondas en una dimensién: uy — vVug, = flz,t) — b? —ac = v?2 > 0 — la ecuacién es

hiperbdlica,
- ecuacién de difusién en una dimensién: w; — kug, = f(x,t) — b2 — ac = 0 — ecuacién es parabdlica,

- ecuacién de Poisson: gy, + uyy = f(z,y) — b?> —ac = —1 < 0 — la ecuacién es eliptica.
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b) La ecuacion uzy, — 2ugy + Uyy + 3u =  + y es de tipo parabdlico ya que b> —ac=1—1=0. En este caso,
la ecuacion caracteristica es

N 41=0 - A=1 - {5 =Tty
n =ux/2

Luego, la forma canénica serd
Upy + 12u = 4€.

¢) La ecuacion uyy — 4ugy + Sty = 22y es de tipo eliptico ya que b?> —ac = 4 —5 < 0. En este caso, la ecuacién
caracteristica es

N —4A+5=0 — {ilzg“L; = {f =y+(2+§§x . {r =y+2z
2 — 47— =

Luego, la forma candnica serd
2
Upp + Uss = 87 (r — 28).

d) En qué regiones del plano zy la ecuacion yuy, — 2uqy + xuy, = 0 serd eliptica, hiperbélica o parabdlica?

Calculando el discriminante b> — ac = (—1)? — yr = 1 — 2y. Luego, la ecuacién es parabdlica sobre la curva

xy = 1, eliptica en las dos regiones convexas zy > 1 e hiperbdlica en la regién conexa ry < 1.

*  x %
4. Mostrar que otra forma candnica para la ecuacién hiperbdlica es Uy, — ugs +--- =0
. .. . . r+s
Sugerencia: utilizar el cambio de variables { g g

5. Determinar el tipo (eliptico, parabdlico, hiperbdlico) de cada una de las siguientes ecuaciones y llevarlas
a la forma canonica.

Wigy — Sgy + Uy, = 0

)
)

(€) uyy — 2cuyy + gy =0
)

6. De qué tipo es la ecuacién 4y, — 4uy, + Uy = 07 Comprobar, por sustitucién directa que, para fy g
funciones arbitrarias suficientemente regulares, u(x,y) = f(y + 2z) + zg(y + 2x) es una solucién de la ED.

7. Clasificar las siguientes ecuaciones
2 2 _
(a) T°Ugy — Y Uyy =0

(D) (14 2)ugy + 22YUsy — Yty =0
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» El método de separacién de variables.

El método de separacion de variables es una técnica clédsica y eficaz para resolver varios tipos de ecuaciones
diferenciales parciales. La idea, a grandes rasgos, es la siguiente: pensamos a la solucién u(x,t) de una
ecuaci6n diferencial parcial como una combinacién lineal infinita de funciones componente sencillas u,,(x, t),
n=0,1,2,..., que satisfacen la ecuacién y ciertas condiciones en la frontera. Esta hipétesis es razonable si
la ecuacién diferencial parcial y las condiciones en la frontera son lineales y homogéneas. Para determinar
una solucién componente u,(x,t), se supone que puede escribirse con sus variables separadas; es decir,

Un(X,t) = X, (%) T (1).

Al sustituir esta forma de solucién en la ecuacién diferencial parcial y usar las condiciones en la frontera
se obtiene, en muchos casos, un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias en términos de las funciones
incégnitas X, (x) v T,,(t). De esta forma, se reduce el problema de resolver una ecuacién diferencial parcial
al problema (familiar) de resolver varias ecuaciones diferenciales que sélo implican una variable.

El método de separacién de variables (MSV) fue desarrollado por J. Fourier para su tesis doctoral Théorie
analytique de la chaleur (1822). Desde entonces, se han elaborado varios métodos para resolver EDPs.
Sin embargo, el MSV sigue siendo uno de los métodos mas importantes y frecuentemente utilizado.

A continuacién introduciremos el MSV aplicandolo en la resolucién de varios PVFs.

Ejemplo 8. Ecuacién de difusién en una dimension.

Resolver el problema diferencial: encontrar u(z,t) tal que:

Ut — Uz =0 en (0,L) x (0,00), (7)
u(0,t) =u(L,t) =0 en (0,00), (8)
u(z,0) = {(x) en (0,L). (9)

El MSV es un método sistematico que procede por pasos.

Primer paso. Se deja de lado la condicién inicial (9) y se buscan soluciones particulares para las ecuaciones
(7)-(8) de la forma

w:(0,L) > R, w(0)=w(L)=0,

v:(0,00) = R. (10)

u(z,t) = w(z)v(t); donde {
Reemplazando en (7); se obtiene
V' (w(z) —v(t)w”(z) =0 en (0,L) x (0,00);

donde las primas indican diferenciacién con respecto a las variables independientes, ya sea x o t. Suponiendo
que v # 0y w # 0,

Se observa que el lado izquierdo solo depende de ¢t > 0 y el lado derecho solo depende de x € (0,L). Como
y t son variables independientes entre si, se concluye que ambos cocientes deben ser constantes. Luego, existe
A € R tal que

V() +Av(t) =0 te(0,00)

o - w7 { w'(z) + Aw(@) =0 z € (0,L)
w(0) = w(L) = 0

215



Observacién. La suposicién (10) conduce a reemplazar la EDP (7) por dos EDOs. Cada una de estas ecuaciones
es lineal, homogénea y a coeficientes constantes; por lo tanto, pueden resolverse facilmente para cualquier valor
de \. Sin embargo, sélo son de interés aquellas soluciones que también satisfacen las condiciones de borde (8).
Como se verd a continuacién, esto restringe severamente los valores posibles para A.

Segundo paso. Se resuelve la ecuacién que depende de las variables espaciales. En este caso,
d2

{ w’(z) + Aw(z) =0 z€(0,L) - problema de autovalores para el operador e
-

w(0) = w(L) =0 con condicion de borde de Dirichlet

La solucién general de esta ecuacion viene dada por:
siA=0 — w(x)=Ax+ B,con A, BeR,
siA<0 —  wx)=Ae Mz 4 Be=VINZ con A, B R,
siA>0 —  w(x) = Acos(vAx) + Bsin(v/Az), con A, B € R.

El tnico caso viable es A > 0 ya que, al aplicar las condiciones de contorno, permite soluciones no triviales.
Entonces, imponiendo las condiciones en la frontera del dominio, encontramos

w(0) = Acos0+ Bsin0 =0 — A=0

2
w(l) = Bsin(WVAL) =0 — AL=km keZ — Akz(ki);kez

L
autovalores
Luego,
k
wg(z) = sin(y/Apx) = sin (%), keN
autofunciones

Tercer paso. Se resuelve la ecuacién que depende de la variable temporal. En este caso,

V() +Mv(t) =0 — w(t) =ce ™' ¢ € R es una constante.

Cuarto paso. Se determina una solucién particular. Combinando los resultados obtenidos, se llega a

kmy\2

up(x,t) = wi(x)op(t) = e M sin(v/ Apz); A = (f) ; keN.

Teniendo en cuenta que el problema de difusion es lineal, es claro que cualquier combinacion lineal de soluciones
particulares {uy(z,t)}r>1 serd también solucién de (7)-(8). Luego, resulta natural proponer como solucién

u(z,t) = chuk(x,t) = che_)"“t sin(v/ A\p); Ap = (%)2 (11)

k>1 k>1

Quinto paso. Se impone la condicién inicial. Formalmente, si se reemplaza t = 0 en la serie (11) y se tiene en
cuenta (9), se obtiene

C(@) = u(@,0) =Y cpup(,0) = Y cpsin(v/Aa); A = (k%f

k>1 k>1

Si ((x) es una funcién integrable en [0, L]; podemos identificar los coeficientes ¢j con los coeficientes de Fourier
de la funcién ((z) (extendida en forma impar al intervalo (—L,0)). Haciendo esto, tendremos

2 [F . (kmx
ckfz/o C(z)sm(T)dx, k=1,2,---
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Dado que ((x) estd acotada, se deduce que los coeficientes ¢; también estardn acotados. En consecuencia, la
presencia del factor exponencial negativo en cada término de la serie (11) garantiza que

lim u(z,t) =0

t—o0

para todo x, independientemente de la condicion inicial. Esto estd de acuerdo con el resultado esperado para
un proceso de difusién.

Justificacién del procedimiento. Si los coeficientes ¢ son tales que la convergencia de la serie (11) permite
intercambiar la diferenciacién con la suma, entonces u(z,t) serd solucién de (7)-(8). El siguiente lema serd de
gran utilidad para probar esta convergencia.

Lema I. Sea M > 0 tal que |ci| < M para todo k € N. Entonces, la funcion u(x,t) definida por la expresion
(11) es C*°([0,¢] x [e,00)) para todo € > 0 y sus derivadas se calculan derivando término a término la serie.

Un razonamiento riguroso seria el siguiente: se define los coeficientes ¢, como los coeficientes de Fourier de la
funcién ((x) (extendida en forma impar al intervalo (—L,0)). Dado que

2
lek| < = sup |¢(z)||L] < oo
L zeo.n)

x€|0,

definiendo la funcién u(x,t) por la expresién (11), las conclusiones del Lema I son vélidas. Por lo tanto, u(z,t)
es una solucién del problema (7)-(9).

En particular, si L =50y f(x) = 20, la solucién (11) toma la forma
2k — 1)%72
u(z,t) = 50 Z sm (VArx) Ak = Q

2500
Esta expresién para la solucién resulta bastante complicada, pero el factor exponencial provoca que la serie
converja rapidamente, excepto para valores pequenos de t. En la siguiente figura, se muestra la grafica de
u(zx,t) usando los diez primeros términos del desarrollo.

8. Encuentre la solucién de los siguientes problemas diferenciales.
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2Upr =up, 0<ax <4, t>0
u(0,t) =0
(a) u(4,t)=0
z, O0<ax<2
U(I’O)_{él—:v, 2<xr<4
0Pug, =u, 0<z <L t>0
u(0,t) =0
() uy(L,t)=0
. (DT . (97
u(:lc,())—QSllrl(ﬁ)—élsm(i)7 O<z<L
QNige =ur, 0<x <00, t>0
ug(0,8) =0
() |u(z,t)| <M, z—o0
3, 0<z<10
“(x’o)_{o, x> 10
gy =uy, O0<x <00, t>0
u(0,t) =0
(@) Ju(z,t)] <M, z— o0
l—2, 0<z<l1
u(a?,()){o’ x>1

9. Considere el siguiente problema con valores en la frontera
Ut — KUz =0 en (0,L) x (0,00),

uz(0,t) = u, (L, 1) =0

u(z,0) = ((x)

en (0,00),
en (0,L).

Este problema modela la variacién de temperatura u(z,t) en una barra, de longitud L, que se extiende

a lo largo del eje z.
de conductividad térmica k.

Se considera que la barra estd hecha de un material homogéneo con coeficiente
Se asume que la seccién transversal de la barra es tan pequena que la

temperatura es constante en cada seccién transversal. Se asume también que la superficie lateral de la
barra estd aislada de tal manera que el calor no puede pasar a través de ella. De este modo, el calor fluye
unicamente a lo largo de la barra en la direccién z. La temperatura inicial en la barra es ((z) y sus dos

extremos estan aislados.

(a) Usando el MSV, mostrar que las funciones producto que satisfacen (12)-(13) son

AL = (k—ﬂ-)Z, ug(z,t) = e "Ml cos \/ﬁx;

Ao =0, T

ug(x,t) =1 y
1 L
(b) Mostrar que tlim u(x,t) = 7 / ¢(x) dz. Interpretar fisicamente el resultado.
— 00 0

10. Considere el problema con valores en la frontera

en (0,L) x (0,00),

U — KUgy = 0

u(0,t) =T en (0, 00),
u(L,t) =Ty en (0,00),
u(x, O) - C(l‘) en (Oa L)
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(a) Se observa empiricamente que, conforme ¢ — +00, u(x,t) tiende a la temperatura estacionaria ug ()
que corresponde a la solucién del problema (15)-(17) haciendo u¢(z,t) = 0. De este modo, ug(z) es
la solucién del siguiente problema con valores en la frontera

dPu
deE =0, ug(0)=T1, wug(L)="T.

Encontrar ug(x).

(b) La temperatura transitoria ur(z,t) se define por medio de la diferencia
UT(x7 t) = u(x, t) - U'E(x)

Mostrar que ur(z) satisface el siguiente problema con valores en la frontera

0 0?
%—na%‘,f:o en (0,L) x (0,00),
ur(0,t) =up(L,t) =0 en (0, 00),
ur(z,0) = ((z) — up(z) en (0,L).

(c) Usando el MSV, mostrar que

ur(z,t) = Z cpe "Mt sin \/ Az

kE>1

donde

w=(3) v = /0L<g<w>—uE<x>>sinmwdw; =12,

2
L

Ejemplo 9. Ecuacién de ondas en una dimensién.

Se considera una cuerda estirada e inicialmente en reposo. El extremo en z = 0 es parcialmente libre (lo que
permite que la cuerda se deslice sin friccién a lo largo de la linea vertical x = 0) mientras que el extremo en
2 = L se encuentra fijo. Las vibraciones de la cuerda bajo la influencia de la fuerza de gravedad f(x) = —pg
son soluciones del siguiente problema diferencial: encontrar u(zx,t) tal que:

Ut — azuzw =9 (Oa L) X (07 OO) (19)
uz(0,t) = u(L,t) =0 t €1]0,00) (20)
u(z,0) = u(z,0) =0 z €10, L] (21)

El problema es inhomogéneo; por consiguiente, no podremos separar las variables como en el Ejemplo 8. Cuando
la ED es lineal, una manera de tratar con problemas inhomogéneos es pensar a la solucién como la suma de dos

partes
u(z,t) = v(z) + w(z,t). (22)

Para encontrar v(x) y w(z,t) impondremos que
- v(x) — solucién de una EDO no homogénea que satisfaga condiciones homogéneas de borde,

- w(z,t) —  solucién de una EDP homogénea con condiciones de borde e iniciales a determinar.
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Reemplazando (22) en la ecuacién (19), se obtiene

wy(x,t) — az(v”(z) + W (z,t)) = =g —  wyl(z,t) — a2wm(:17,t) —azv”(x) = —g.

se pide igual a cero
Por lo tanto, v(z) queda determinada por

—a?"(x) = —-g — v(x):;;sz—i-Ax—l-B; A,BeR
a
5 A=0, oow(@) = — =L (L2 — 2?).

9 2
—~L°+B=
> + 0

Para determinar w(x,t) se deben especificar condiciones de borde y condiciones iniciales apropiadas; para
hallarlas, se reemplaza (22) y la expresién de v(z), recién encontrada, en las ecuaciones (20)-(21). Haciendo
esto, se tiene

t)=0 — v'(0) 4+ w.(0,t) =0+ w,(0,t) =0
u(L,t) =0 — wv(L)4+w(L,t)=0+w(L,t)=0

0)=0 — v(z)+wx,0)= 72%(1;2 —22) + w(z,0) =0
ut(2,0) =0 — 04+ w(x,0)=0

En consecuencia, w(z, t) serd solucién del siguiente problema con valores en la frontera

wyy — a*wae =0 (0,L) x (0,00) (23)
wy(0,t) = w(L,t) =0 t € [0,00) (24)
wy(x,0) =0 z €10, L] (25)

w(z,0) = %(LQ —2?)  zel0,L] (26)

Aplicaremos el MSV para hallar la solucién del problema (23)-(26).

Primer paso. Se deja de lado la condicién inicial (26) y se buscan soluciones particulares para las ecuaciones
(23)-(25) de la forma

B ) a:(0,L) = R wverifica o/(0) =a(L) =0,
w(z,t) = a(z)5(t);  donde { B:(0,00) = R wverifica 8'(0) = 0.

Reemplazando en (23); se tiene
a(z)B"(t) — a*o”(z)B(t) =0 en (0,L) x (0, 00).

Suponiendo que a(z) # 0y B(t) # 0,
iﬁ/l(t) O[”(x)

a? B(t)  az)’
Como el lado izquierdo solo depende de t > 0 y el lado derecho solo depende de x € (0, L), se concluye que
ambos cocientes deben ser iguales a una constante. Luego, existe A € R tal que

{ o (x)+Aa(z)=0 =ze€(0,L)

18"(t) o(x) o/(0)=a(L)=0

— = =-A —
2
a> B(t)  a(x) BY(t) + a*AB(t) =0 € (0,00)
p'(0)=0
Segundo paso. Se resuelve la ecuacién que depende de la variable espacial. En este caso,

d2
o(z) + Aa(z) =0 z€(0,L) problema de autovalores para el operador ——
a'(0) = (L) =0 - da?

- - con condiciéon de borde mixta
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Para A > 0 la soluciéon es de la forma
a(z) = Acos(VAz) + Bsin(vVAz), con A, B eR.
Imponiendo las condiciones de contorno, se tiene

o' (0) = —AvVAsin 0+ BvAcos0 =0 — B =0,

a(L) = Acos(vVAL) =0 - VAL = (k+3)m; keZ — )\k:%; kez,
autovalores
a(z) = ag(z) = cos(v/Agx) = cos (2k;—L) ; keN.
autofunciones

Tercer paso. Se resuelve la ecuacién que depende de la variable temporal. En este caso,

{Guie =0 20 s =cestavin: Vic= ZET ke

Cuarto paso. Se determina una solucién particular. Combinando los resultados obtenidos, se llega a

wi(z,t) = ap(x)Be(t) = cos(v/ Aex) cos(ar/Aet):  VAx = M; ke N.

2L

Teniendo en cuenta que el problema de ondas es lineal, es claro que cualquier combinacion lineal de sus soluciones
particulares {wy(z,t)}x>0 serd también solucién de (23)-(25). Luego, resulta natural proponer como solucién

t) = chwk(;v,t) = ch cos(v/Apx) cos(arv/Art); Ak = M (27)

2L
k>0 k>0

Quinto paso. Se impone la condicién inicial restante. Formalmente, si se reemplaza t = 0 en la serie (27) y se
tiene en cuenta (26), se obtiene

%(L2 —2?) = w(z,0) = chwk(x,O) = ch cos(vVAez); Ak = W
SN———— k>0 k>0
((z)

Como ¢(z) es una funcién C=([0, L]) y ¢/(0) = (L) = 0, el Teorema del desarrollo asegura que la serie (27),
con los coeficientes dados por

/C cos\/>x
/cos\/ix

serd absoluta y uniformemente convergente a ((z) en [0, L]. Adem4s,

2 (L 4 (=1)F (2k + D)m
Z/o C(x)cos(\/)\kx)dxzz )\2/2 ; \/)\k:T, k=0,1,2,---,

8L3 32172
- - < L k=0,1,2,- -
x| L‘ 3/2’ L (2k+ 1378 = 78 e
~——

M

y; por lo tanto, valen las conclusiones del Lema I. Finalmente, la solucién buscada sera

u(m,t):v(x)-i-w(g:,t):_;ﬁ@? LZ 3/2 cos( \/>x ) cos( a\/>t \/E:M

2L
k>0
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11. Resolver el siguiente problema diferencial.
Ut = a*uyy, 0<z <L, t>0,
ug(0,6) =0, t>0,
ugy(L,t) =0, t>0,
2
u(z,0) =2+ 4cos (%m) + 6 cos (%f), 0<z<IL,
ug(2,0) =0, 0<z<L.

12. El siguiente problema diferencial tiene condiciones homogéneas de borde y condiciones iniciales generales.

Utt:CLQUJ;w, OS$SW7 t>07
u(0,t) =0, t>0,

u(m t) =0, t>0,

u(z,0) =z(r—z), 0<az<m,
ug(x,0) =sin7rr, 0<z <.

Mostrar que la solucién puede construirse como la suma u(z,t) = v(x,t) + w(x, t) siendo v(z,t) y w(z,t),
respectivamente, las soluciones de los siguientes PVFs.

Vet = Q*Vgp, O0<ax<m, ¢>0, Wy = G*Wey, 0<ax<m, t>0,
0(0,8) =0, >0, w(0,t) =0, >0,

v(m,t) =0, t>0, w(m,t) =0, t>0,

v(z,0) =z(r—2), 0<z<m, w(z,0)=0, 0<z<m,

ve(2,0) =0, 0<z <. we(z,0) =sin7rz, 0<z <.

Aplicando esta metodologia, encontrar u(z,t). (Este es otro uso del principio de superposicion).

13. En la figura se muestra la posicién inicial f(x) de una cuerda de longitud L que se encuentra en tensién
y fija en sus extremos. Sila cuerda se libera a partir del reposo, encontrar el desplazamiento u(z,t) de la
cuerda para t > 0.

14. Usar el MSV para obtener una solucién formal del problema del telégrafo.

U + U +u = a%uye, 0<ax<L, t>0,
u(0,t) =0, t>0,

u(L,t) =0, t>0,

U(QT,O):g(Z‘), 0<z<L,

ug(2,0) =0, 0<z<L.
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Al estudiar procesos estacionarios o independientes del tiempo de distinta naturaleza fisica se obtienen; por
lo general, ecuaciones de tipo eliptico. La ecuacién de este tipo més conocida es la ecuacion de Laplace

AU = Uy + Uyy + Usy = 0.

Las soluciones de la ecuacién de Laplace en una region (2 se denominan funciones armonicas en §2.

La ecuacién de Laplace se satisface (en un espacio vacio) por funciones potenciales gravitacionales y eléctricas.
También se satisface por la funcién de potencial de velocidad para el flujo no rotacional en estado permanente
de un fluido incompresible y no viscoso. En elasticidad, los desplazamientos que ocurren cuando una barra
perfectamente elastica se tuerce se describen en términos de la llamada funcion de deformacién, que también
satisface la ecuacion de Laplace.

Dado que no existe dependencia con el tiempo en ninguno de los problemas que acabamos de mencionar,
no hay condiciones iniciales que se deban satisfacer. Para determinar la solucién en cada caso sélo se deben
especificar condiciones apropiadas en la frontera del dominio donde esté defindo el problema diferencial.

Hay dos tipos basicos de condiciones en la frontera que usualmente se asocian con la ecuacién de Laplace:
condiciones de tipo Dirichlet y las condiciones de tipo Neumann.

Ejemplo 10. Ecuacién de Laplace en dos dimensiones.

Resolver el siguiente problema diferencial: encontrar u(z,y) tal que:

Uze + Uyy =0 (0,a) x (0,b)
u(z,0) =u(z,b) =0 =z €(0,a)
uw(©0,9) =0  y€(0,b)
u(a,y) =C(y)  ye(0,b)
La solucién de este problema podria describir la distribucién estacionaria de la temperatura en una placa de

dimensiones a x b con tres de sus lados a temperatuta cero y un lado en contacto con una fuente que se encuentra
a temperatura ((y). Aplicaremos el MSV para resolver este problema.

28
29
30
31

—_ — —

(
(
(
(

Primer paso. Se deja de lado la condicién de contorno no homogénea (31) y se buscan soluciones particulares
para las ecuaciones (28)-(30) de la forma

B v:(0,a) > R verifica v(0) =0,
@, y) = v(@jw(y) donde { w: (0,b) > R verifica w(0) = w(b) = 0.

Reemplazando en (28); se tiene

de donde, suponiendo que v(x) # 0y w(y) # 0,

v(x) _ w'(y)

viz)  w(y)

Como el lado izquierdo solo depende de x € (0,a) y el lado derecho solo depende de y € (0,b), se concluye que
ambos deben ser contantes. Luego, existe A € R tal que

{ v'(z) = Av(z) =0 x € (0,a)
v’ () _ ~w’(y) -\ _
v() w(y) { w”’(y) + Aw(y) =0 y € (0,b)
)
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Segundo paso. Se resuelve la ecuacién que tiene especificadas todas las condiciones de frontera necesarias para

su determinacién. En este caso,

d2
w’(y) + Aw(y) =0 x € (0,b) problema de autovalores para el operador ——
w(0) = w(b) =0 - dy?
con condicién de Dirichlet
Para A > 0 la solucion es de la forma
w(y) = A cos(VAy) + By sin(vV/A\y), con A, B; €R.
Imponiendo las condiciones de contorno, se tiene
w(0) = Ay cos0+ Bysin0 =0 — Ay =0,
. k7 2
wb) = Brsin(vVAb) =0  —  VAb=km k=12 5 A= (T) S k=1,2, -
autovalores

U@HZWMMZ$MJﬁw:wm(%?);k:Lzu_

autofunciones

Tercer paso. Se resuelve la ecuacion diferencial restante. En este caso,

{Z'(’é;v)_o)\kv(x)() x € (0,a) ; )\k:(lﬂy

b
La solucién general de esta ecuacién es

v (z) = Age AT | BoeT VAT con Ay, By € R.
Imponiendo la condicién en el extremo x = 0, se tiene

As+By =0 — BQZ_AQ;

de donde
vp(z) = Ay (e AT _ o~ )""z) = 245 sinh v/ A\, .

Cuarto paso. Se determina una solucién particular. Combinando los resultados obtenidos, se llega a

up(2,t) = vp(2)wi(y) = sinh(v/Apz) sin(vVAey); Ve = I%T; k=12,

)

Teniendo en cuenta que el operador de Laplace es lineal, es claro que cualquier combinacién lineal de sus
soluciones particulares {ug(z,y)}r>1 serd también solucién de (28)-(30). Luego, resulta natural proponer como

solucién

U(Q’J,y) = Z%Uk(w,y) = Z’)/k Sil’lh(\/ﬁ;{;) sin(my); \/Y - k%

E>1 E>1

(32)

Quinto paso. Se impone la condicién de frontera restante. Formalmente, si se reemplaza = a en la serie (32)

y se tiene en cuenta (31), se obtiene

() = ula,y) = Y wunlay) = 3 esinh (27 sin (7).

k>1 E>1 N— ——
Ck
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Asumiendo que {(y) es una funcién suave a trozos en [0, b], por el Teorema del desarrollo, podemos identificar
los coeficientes ¢, con los coeficientes de Fourier de la funcién ((y) (extendida en forma impar al intervalo (—b, 0)).

Haciendo esto, tendremos
2 (b k
cp = 7/ C(y)sin(ﬂ> dr; k=1,2,---
b Jo b

De esta manera, queda determinada una solucién formal del problema de Laplace-Dirichlet (28)-(31).

Y, 0<y<1

2y 1<y<?2 , se tendria

En particular, si los datos fueran a =3, b=2y ((y) = {

8 km 8(—1)*
= sin—; k=1,2,---  — =0 =
r2p2 Sy 4 C2k y C2k—1 (

o 2k — 1)272’

k=12,

En este caso, la serie (32) adopta la forma
2k—1 2k —1
S < (L1t sinh [%} sin {%}
o= 53
sinh [

k>1

3@k;1h}

Observemos que el k-ésimo término de esta serie puede acotarse por

72 (=1)* sinh(v/A\pz) sin(\/)\ky)‘ - e~ VAk(B3-2)
T - ,
4 A sinh(3v/\x) Ak

Este comportamiento de exponencial negativo, hace que la serie (33) converja muy rdpidamente. En la siguiente
figura, se muestra la suma de los primeros 20 términos de esta serie.

\
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El problema diferencial: encontrar u(zx) tal que

Au=f en§)
Ou =g endfd (34)
on

se concoce como problema de Laplace-Neumann en §2 o, simplemente, problema de Neumann en ).
Para que el problema de Neumann tenga solucién, los datos deben ser compatibles en el sentido indicado
por el siguiente lema.

Lema II. Sea Q un dominio acotado con borde regular. Si el problema de Neumann (34) tiene una solucién

B —
/Q )l = /a o(s)ds.

Prueba. Para demostrar este resultado, usaremos la segunda identidad de Green

B ou v 1= 9
/Q(vAu—uAU)da:—/ (v% ua—n> ds u,v € C () NC*(Q).

Supongamos que la solucién del problema de Neumann en (2 sea una funcién en C*(Q) N C?(Q2). Eligiendo
v = 1, la férmula de Green nos conduce directamente al resultado; en efecto, tendremos

/ Au dx = @ ds
Q N~ aszé{_l,
f(x) g(s)
* Kk ok

15. Encuentre la funcién armoénica u(z,y) en el rectdngulo 0 < z < a, 0 < y < b, sujeta a las condiciones de

contorno:
u(0,y) =0, 0<y<b
(a) u(aay):07 OSySb
u(z,0) =0, 0<z<a
u(z,b) =g(x), 0<z<a.
uy(z,0) =0, 0<z<a
uy(@,b) =£(z), 0<z<a

Por qué debe ser / &(x)dr =07
0

16. = Hallar una funcién armoénica en la regién 0 < x +y < 1, 0 < z — y < 1 que satisfaga las siguientes
condiciones de contorno:

u(x, —x) =

u(z, 1 — x) 0
u(z,z —1)=0
u(z,z) = (1 — 2x)

cosf sinf
—sinf cosf
significa que el operador de Laplace es invariante bajo rotaciones.

Ayuda: Sea A = < ) la matriz de rotacion en R?. SiX = Ax, ﬁu(f, y) = Au(z,y). Esto
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17. Sea Q el dominio rectangular (0,7) x (0,27). El borde de Q se describe como la unién disjunta de los

conjuntos frontera I'p y I'y; es decir, 9Q = T'p UT'y con I'p NT'y = (. Sobre Q se define el problema
diferencial: encontrar A € R y u # 0 tal que

—Au+u=0 en,
u=0 enlp,

ou

— =Au en'y.

on N
Este problema se conoce como problema de autovalores de Schrodinger-Steklov; nétese que el
pardmetro que determina los autovalores aparece en la condiciéon de borde. Encontrar las autofunciones
v los autovalores del problema de Steklov cuando el borde I'y es el lado ubicado en y = 2.

18. Sea R el dominio no acotado que se muestra en la figura. Resolver el siguiente PVF:

Ugzr T Uyy =0, 0<x <00, 0<y<d
_ _J oy, 0<y<b/2
w0 =gt ={ ¥ <y
u(z,y) =0, = — o0

):

(
u(z,0) =0, 0<zx< oo,
u(z,b) =0, 0<z<oo.
y

u=0

(0, &)

u(0, ¥)=gl¥)

u=0 t

19. Resolver el siguiente PVF.

Upr +Uyy =0, 0<2<o00, 0<y<bd
u(0,y) =0, 0<y<b,
lu(z,y)| < M, x— oo,
u(z,0) = 0< < oo,
b

)=0
) = glz) = 10, 0<z<1
9T V0, 2>1

u(z,
Indicacion: mostrar que

2G5(\)

u(z,y) = /0 A(N) sin(vVAz) sinh(VAy) dA, A(A):Smh( )

donde G4(\) = Fs[g(z)] indica la transformada seno de Fourier de g(x).
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» Armonicos circulares.

Para problemas que implican dominios circulares, por lo general, es mas conveniente usar coordenadas
polares. Puede probarse que, en coordenadas polares (r, 8), la ecuacién de Laplace adopta la forma:

1 1
Argt = Upr + ~Up + —5ugg = 0. (35)
r r

La solucién general de esta ecuacién se puede encontrar utilizando el MSV. Suponiendo u(r, §) = R(r)©(6)
y reemplazando en (35), se obtiene

PR'(r) +rR(r) __ ©"(f)

Re) el

Debido a que (r,0) y (r,0 + 27) son las coordenadas polares de un mismo punto, se impone sobre u(r, ) la
condicién de periodicidad
u(r,0) = u(r,0 + 27) para todob;

esto jugard el rol de una condicién de frontera homogénea. Por lo tanto, eligiendo A = n?, conn =0,1,2,---,
tendremos

aop, n=>0
an cosnb + b, sinnfd, n=1,2,---

") +n*00) =0  — @(9)—{

La ecuacién para R(r) se convierte en

r?R"(r) +rR'(r) —n*R(r) =0 — R(r) =
ED de Euler

Finalmente, la solucién general serd la combinacion lineal de todas las soluciones parciales encontradas; esto
es,

u(r,0) = (co +dolnr) + E (cnr™ + d—Z)(an cosnf + by, sinnf)
r
n>1

20. Encontrar la distribucién de temperatura estacionaria en la placa semicircular de radio a que se muestra
en la figura, sujeta a las condiciones de contorno que se indican

(a) u(r,0) = u(r,m) = 0; Indicacion: mostrar que — u(r,6) = Z’ynr" sinnd,
n>1
(b) up(r,0) = up(r,m) = 0; Indicacion: mostrar que u(r,0) =~ + Z Y™ cosnb,
n>1
2n —1)0
(¢) u(r,0) =up(r,m) = 0; Indicacion: mostrar que u(r,0) = Z'ynr(Q"_l)/Q sin w
n>1
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u = fig)

21. Encontrar la funcién arménica u(z,y) en la regién exterior al circulo de radio a sujeta a las condiciones

,0)=g(0
de contorno { u(a,0) = 9(9)

lim |u(r,0)| < oo
T—>00
o a, cosné + b, sin nf
Indicacion: mostrar que u(r,0) = ag + E o .

n>1

22. Encontrar una solucién del siguiente problema diferencial:

Au =0, 1<r<3,0<0<2m,
u(1,0) =0, 0<6<2m,
u(3,6) = cos 36 + sin 50, 0<6<2m.

23. Un anillo conductor de radio a estd cargado hasta el potencial

_fViosi 0<8 <o,
V(Q)_{VQ si <6 <2,

donde V7 y V5 son constantes. Hallar el campo eléctrico dentro y fuera del anillo.

Indicacion: mostrar primero que el potencial electrostatico estd dado por

i+Ve 2V -V 2k+1 gin(2k 4+ 1)0
Lt 2+ (i 2)Z(f) 78111( +1) para T < a,

2 s = \a 2k + 1
VIR =9 Vit 2(Vi — 1) = sa\ 2+ sin(2k + 1)0
5+ - Z (;) kg1 Pere r>a.
k>0
Luego, recordar que E(z,y) = =V V(z,y) y tener en cuenta el siguiente resultado.

Teorema. Supongamos que

(a) Z fn(z,y) converge uniformemente a F'(x,y) en un dominio R,
n>1

8f77, a.f’ll

y —— existen para todo n,

(b) or y

Ofn Ofn .
(c) Z a—"; converge a G(x,y) y Z a—J; converge a H(x,y), en ambos casos, uniformemente en R.

n>1 n>1

Entonces, las derivadas parciales de F'(x,y) con respectoa a x e y existen y son iguales a G(z,y) y H(zx,y),
respectivamente. Este teorema implica que las operaciones de sumar y derivar conmutan.
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Ejemplo 11. Sea € la cuna cilindrica
que se muestra en la figura. Resolver el
problema diferencial: encontrar u(x,t)
tal que:

u—Au=0 Qx(0,00) (36)
u=0 02 x[0,00) (37)
u=f(r,0,z) Qx{0} (38)

Usaremos el MSV.

Primer paso. Se deja de lado la condicién inicial (38) y se buscan soluciones particulares para las ecuaciones
(36)-(37) de la forma

_ w: ) — R verifica w|pq =0,
u(x,t) = w(x)v(t) donde { v: (0,00) = R.
Procediendo como en el Ejemplo 1., se tiene

V() +Av(t) =0 — v(t) =ce ; ¢ €R es una constante.

Aw(x)+Aw(x) =0 z€Q problema de autovalores para el operador —A
— s s ..
wlan =0 con condicién de Dirichlet

z
Segundo paso. Se resuelve la ecuacion que depende
de las variables espaciales. En este caso; es obvio i
que la geometria del dominio se describe mejor en
coordenas cilindricas;
T =rcosf RN
y=rsinf
g 1z B
La ecuacién de autovalores para el operador de :
Laplace, usando coordenadas cilindricas, se escribe y
como sigue
_/\\ ?> H
1 :
Wep + —Wy + W + W, + A w = 0. 0 !
r r? X e
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Luego, el PVF a resolver sera:
1 1
{ Wrp + —Wy + S Wog + Wz +Aw =0 en Q,
r r
w|aQ =0.
Buscaremos soluciones de (39) de la forma
w(r,0,z) =V(r,0)Z(z) < secseparan las variables (r,6) de la variable z.

Reemplazando en la ecuacién (39), se obtiene
1 1
Vir(r,0)Z(2) + ;V,«(T, NZ(z) + 72‘/99(7“, NZ(z)+V(r,0)Z"(z) + A V(r,0)Z(z) =0 en Q.

Suponiendo que V(r,0) A0y Z(z) # 0,

Vir(r,0)  1V,.(r,0) 1 Vio(r,0) _ ) Z"(2)

Vo) rved) 2 vee - Nz O

Como el lado izquierdo depende de (r,0) € (0,a) x (0,6p) y el lado derecho solo depende de z € (0,h), se
concluye que ambos deben ser constantes. Luego, existe o € R tal que

Ver(r,0)  1Vi(r,0) 1 Voo(r,0) | Z2"()

V(o)  r Vo) 2 Vo) | Z(z)

!

{Z”(z) (A — ) (2)=0 z€(0,h)
2(0) = Z(h) =

72V (1, 0) + 1V (r, 0) + Vio(r, 0) = —12aV (r,0)

Aplicaremos nuevamente el MSV para resolver la ultima ecuacién. Proponemos
V(r,0) = R(r)n(d) < se separa la variable r de la variable 0.
Reemplazando en la ecuacién diferencial en las variables (r, 6), se llega a
r2R"(r)n(6) + rR'(r)n(8) + R(r)n" (8) = —r?aR(r)n(0).
Suponiendo que R(r) # 0y n(6) # 0,

o R'(r)  R(r) _1"(0)
R(r) — R(r) n(6)

Como el lado izquierdo solo depende de r € (0,a) y el lado derecho solo depende de 8 € (0, 6y), se concluye que
ambos deben ser constantes. Luego, existe 5 € R tal que

r
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Analicemos las soluciones de la ecuacién
r?’R"(r) +rR'(r) + (ar? — B)R(r) = 0 (40)
para distintos valores de los parametros o y 8. Observemos que si

-a=8=0 — TQR”(’I“>+TR/(7"):O — Roo(r)=c1+colnr,

ED de variables separables

-a=0yB>0 — r2R'(r)+7R(r)—BR(r)=0 — Rop(r)=csrVP 4+ car VP,
ED de Euler

-o,>0 — rPR'(r)+rR(r)+ (ar® —=B)R(r) =0 — Rag(r) = csJ g(var) + Y, z(var).

ED de Bessel de orden /3
y argumento v/ar

La ecuacién (40) se conoce como ecuacién radial y aparece en multiples aplicaciones. Observe que las
soluciones son divergentes cuando r — 0 o cuando r — co. Esto implica que las condiciones de contorno
apropiadas deberan incluir condiciones de regularidad en alguno de los extremos del intervalo dominio de la
ecuacién. Por ejemplo, si

r € (0,a) — seimpone que la solucién sea acotada cuando r — 0; en este caso,
- 0= ﬂ =0 — C2 = 0,
-a=0yB8>0 — c1=0,
-a>0ypB>0 — =0,

r € (a,00) — seimpone que la solucién sea acotada cuando r — oo; entonces,
- 0= ﬂ =0 — C2 = 0,

-a=0yB8>0 — c3=0,

-a>0yfB8>0 — ambas soluciones son acotadas cuando r — oco.

Volviendo al Ejemplo 11., el MSV transformé el problema espectral de Laplace-Dirichlet a tres problemas de
valores de contorno en una dimensién.

Z"2)+ (A= a)Z(z) =0 z€(0,h
R
{ R"(r) + %R’(r) + (o — g) =0 r€(0,a) (42)
R(a) =0
n'(0)+ Bn@) =0 6 e (0,00)
{ 1n(0) =n(fo) =0 0 .

En primer lugar, resolveremos la ecuacién (43), denominada ecuacion angular. Para g > 0, se tiene

n(6) = A cos \/BG + By sin \/BH, Ay, B € R.
Imponiendo las condiciones de contorno

k 2
0(0)=A; =0;  5(6) = Bisiny/Bo =0 — /Bbo=km keZ — ﬂk:(?:);kez.
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Luego,
kw6
n(6) = nk(0) = sin (i), k=1,2,---
0o
En segundo lugar, resolveremos la ecuacién (41). Para (A — a) > 0, se tiene
Z(z) = Agcos VA — az + BasinVA —az, Az, By €R.
Imponiendo las condiciones de contorno,

2
Z(0) = Ay =0; Z(h) = BasinvVA—ah=0 — VA—ah=mm meZ — ()\—a)m:<m—);m€Z.

Entonces,

Z(z) = Zm(z) = sin <m}7lrz); m=1,2---

Por 1ltimo, resolveremos la ecuacién radial. Como R(r) debe ser acotada cuando r — 0, tendremos las siguientes
posibilidades

Roo(r) = c1, Rop, (r) = carVPr, y Ry g, (r) = C5J\/m(\/5r).

Al imponer la condicién de contorno R(a) = 0, concluimos que habrd soluciones no triviales solo para « # 0.
Entonces, tendremos

X 5\ 2
Rap.(a)=0 — Jpz(aa)=0 — Vaa=X 453, — ak,l:(%); k,l=1,2,---
siendo

{X /Brihi>1 el conjunto de ceros positivos de la funcion  J, 5 ().

Tercer paso. Se determina una solucién particular. Combinando los resultados obtenidos, se concluye entonces
que las autofunciones del operador de Laplace-Dirichlet, con dominio en la cufia cilindrica §2, serdn

. rkmlN\ . /mmz km X
Wi1,m (750, 2) = J /g (\/ar) sin (W> Sln( W ); VB = o Vomi= @;

y los autovalores estaran dados por

2 X 2 2
)\klm:akl+(m> :(ﬂ) +<m>; klm=1,2,---
” ' h a h

Luego, una solucién del problema (36)-(37), serd

kmo
Uk 1 (1,0, 2,t) = Wi 1 (1,0, 2)v(t) = J 57 (VVagr) sin (%) sin (m;LTZ) e~ Mkdimt

Teniendo en cuenta que la ecuacién de difusion es lineal, resulta natural proponer como solucién

u(r,8,2,t) Z Z Z Clim Uk 1, m (1,0, 2,t) Z Z Z Chim J /5 (/i) Sm( 909) . (m;rz) e~ Mdmt

k>1 1>1 m>1 k>1 1>1 m>1
(44)

Cuarto paso. Se impone la condicién inicial restante. Formalmente, si se reemplaza ¢ = 0 en la serie (44) y se
tiene en cuenta (38), se obtiene

0,0.2) = ur,0,2,0) = 3 Y 3 Cuan yazar) sin (477 s (M)

k>1 1>1m2>1

(45)
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Podemos identificar la expresién anterior con el desarrollo de f(r, 8, z) en autofunciones del operador de Laplace-
Dirichlet en Q. Si f(r,0,z) satisface las condiciones del Teorema del desarrollo; la serie (45), con los
coeficientes Cl;, dados por

/ /60/ f(r,0,2)J g (\/akr) sm<009> ( N )rdrd@dz

/ /90/ J\//Tk NGRS Slﬂ(ke()a)sin(m;rz)) rdrd0 dz

serd absoluta y uniformemente convergente a f(r,0, z) en Q.

Crim =

)

Integrando sobre z y sobre 6, el denominador puede escribirse como

/ /90/ J\/ﬂT V@) sin (k;(’)@) sin (%))%"dr dddz = g%) Oa (Jm(\/@r))grdr.

Por 1ltimo, integrando sobre r se tiene el siguiente resultado (ver Guia 10)

2

/oa (Jm(\/@r)) Tdr:?(‘]:/ﬁ(\/W))Q.

De esta manera, los coeficientes generalizados de Fourier de f(r, 0, z) con respecto al sistema de autofunciones
{w(r, 0, 2) }k,1,m>1 serdn

24. Tambor vibrante. Supongamos que en el plano xy se halla una membrana circular de radio «a fija en sus
bordes. Si la membrana es perturbada obteniendo una desviacién y una velocidad iniciales, su desplaza-
miento u(x,t) con respecto a la posicién de equilibrio queda determinado por el problema diferencial

ANy = — Q x (0,00),

(Xv )|3 t>0
u(x,t) ac otada r— 0%,
(x,0) = f(x), x€Q,
us(x,0) = g(x), x €.

Suponiendo que los datos f y g son funciones de la funcién \/x2 + y2, usar el MSV para encontrar una
solucién formal del problema del tambor vibrante.

Indicacion: mostrar que hay una familia de soluciones de la forma
) Wp T
Un (1, t) = (Ay coscwnt + By sincw,t)Jo(—); n=1,2,---
a

donde Jo(z) es la funcion de Bessel de orden cero y los wy, son los ceros positivos de Jo(x). En la siguiente
figura se muestra la superficie z(r,0) = Jo(“2T) para los primeros valores de n. Obsérvese que, ademds

. , . Wi
de la frontera r = a, existen otros n — 1 circulos fijos, llamados circulos nodales, con radios r; = —a,

i=1,2,---,n—1. "
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@n=1 b)n=2

(clm=3

25. Hallar la funcién arménica con dominio en un cilindro circular recto, de radio a y altura h, si

(a) en las bases del cilindro la funcién se anula y en la superficie lateral es u|,—, = g(z),

(b) en la superficie lateral y en una de las bases del cilindro la funcién es cero y en la otra base es

Ul z=p = f(r).

26. Considérese un cilindro infinito de radio a en cuya superficie se ha enrollado una bobina conductora. El
cilindro se halla en un campo magnético homogéneo de magnitud Hy y paralelo al eje del cilindro. Si en
el momento t = 0 el campo magnético se desconecta, el proceso de desmagnetizaciéon resultante puede
conocerse a partir de la solucién del problema:

1 O0H
AH = — ——, « constante positiva,
agH(?t
(H + ,8—) =0, [ constante positiva,
or r=a
H acotado,
z— %00
H‘ = Hy;

Aqui, H representa la componente z del campo magnético en el cilindro. Mostrar que:

H(r,t) = Z’yp Jo(%ﬂ)e_f(z) t;

p>1

B

donde los nimeros wj, son las rafces de la ecuaciéon Jo(w) + —wJj(w) =0 y los coeficientes v, estdn
a
azHoJl(wp)

definidos por 7, = ————L—.
wplldo (225 ) |2
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Ejemplo 12. Una esfera conductora de
radio a se encuentra en equilibrio en el
seno de un campo eléctrico homogéneo
de magnitud Ey. Hallar

1. el campo eléctrico resultante en el
exterior de la esfera,

2. la densidad de carga superficial
sobre la esfera.

Introduzcamos un sistema de coordenadas con el origen en el centro de la esfera y el eje polar z paralelo al
campo exterior. Sin la presencia de la esfera, el potencial electrostatico estaria dado por

ug = —Fgz < Eqg = —Vuy

La presencia de la esfera introduce una perturbacion en este campo. En consecuencia, el potencial del campo
resultante podra escribirse como la suma
u(xv Y, Z) = _EO z+ U((E, Y, Z)
——
perturbacion
Claramente, la magnitud de esta perturbacién disminuird a medida que nos alejamos de la esfera. Denotando
por r la distancia entre el origen de coordenadas y un punto cualquiera en R?, tendremos

u(x,y,z) ~ —Ep z r — 00.

Como la esfera es conductora, el equilibrio electrostatico se alcanzara cuando el potencial sobre la esfera sea
constante (las superficies de los conductores son equipotenciales). Luego, si consideramos que la esfera estd
conectada a tierra,

w(z,y,2) =0 r—a

Finalmente, como en la regién exterior a la esfera no existen cargas, el potencial eléctrico serd solucion del
siguiente problema de contorno:

Au=0 r>a,
u=0 r=a,

u~—Fyz r— o0.

O, equivalentemente,

Au=0 r>a, (46)
u=FEpacos® r=a, (47)
u—0 r— oo (48)
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Utilizaremos el MSV para determinar el potencial u. En este
caso, es obvio que la geometria del dominio se describe mejor
en coordenas esféricas: 0

x = rsinfcos ¢ 3
y = rsinfsin ¢ on

= 0 :

Z =T oS \

En este sistema de coordenadas, la ecuacion de Laplace se ¢
escribe como sigue :
2 " ;

10 ou 1 0 ou 1 d%u l

Bagn= B2 (200 L0 g0y L P _
9t = 25 \" ar ) Vi simo 0 \ "™ 59 +r2 sin? § 92 ¢

Primer paso. Se deja de lado la condiciones de bordes (47-48) y se buscan soluciones de (46) de la forma
u(r,0,6) = R(r)Y(6,¢) < se separan las variables (6, ¢) de la variable r.

Reemplazando en la ecuacién (46), se obtiene

1

1 / 1 .
(FPR'(r) + 2R () Y (0.0) + £ (sin0Y5(0.0)) + 75 Yio(60.6) =0
Suponiendo que R(r) # 0y Y (6, ¢) # 0,
r?R"(r) +2rR'(r) 1 1 )
R v (s (007900.9), + g Youl0.0).

Como el lado izquierdo solo depende de r € (a,00) y el lado derecho depende de (0,¢) € (0,7) x (0,27), se
concluye que ambos deben ser constantes. Luego, existe A € R tal que

T2RH(7") +2rR'(r) = AR(r)=0 — ecuacién radial

1

sin2 0 Yop(0,0) +AY(0,¢) =0 — ecuacién angular

La (sinen(9,¢))9+

sin

Segundo paso. Aplicamos el MSV para resolver la ecuacién angular. Proponemos
Y(0,0) =Q(0)¥(¢p) <« se separa la variable 0 de la variable ¢.
Reemplazando en la ecuacién angular, obtendremos
sin 6 (sin 0 Q'(0)) W(¢) + " (¢) + A sin? 0 Q(0) ¥(¢) = 0.
Suponiendo que Q(0) # 0y ¥(¢) # 0,
sin @ (sin6 Q'(0)) g
(Q(Q)Q( ) + Asin?f = — \Il((ng)))

Nuevamente, como el lado izquierdo solo depende de 6 € (0, ) y el lado derecho solo depende de ¢ € (0, 27), se
concluye que ambos deben ser constantes. Luego, existe 8 € R tal que

B

sin® 6

cos

Q"(0)+ S5 QO + (A= —5-) Qo) =0,

sin 6

U(¢) + B ¥(¢) = 0.
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Resolvamos primero la ultima ecuacién. Para asegurar que la solucién sea continua sobre todo el plano zy,
impondremos la condicién 3 = m?, m € Z. En este caso, la solucién general tendra la forma

U, () = A cosme + B sinma.

Resolvamos ahora la ecuacién diferencial que determina a Q(6). Haciendo el cambio de variable £ = cosf y
denotando P(§) = P(cosf) = Q(0), tendremos

m2

=

d

|1 -¢€%)—
dg dg
Esta ecuacidn tiene soluciones acotadas cuando £ — +1 si, y solo si, A = I(l + 1); I € N. En este caso, las
soluciones serdn los polinomios adjuntos de Legendre definidos por

©B(e)] + (A

)P & =0 — ecuacién adjunta de Legendre.

~ dm dm+l
Po(€) = (1= €H)™2 ——P(&) = (1 — ™2 —— (2 - 1)}, <l, 1=0,1,2,---
l (g) ( 5 ) dgm l(é) ( f ) d£m+l (5 ) ) m=t, s Ly 4y
Finalmente, la solucién de la ecuacién angular sera:
l A~
Yim (0 Z Ay cosmeg + By, sinme) Py, (cos 0) — armoénico esférico.
m=0

Tercer paso. Resolvemos la ecuacién radial con A = [(l 4 1). Tendremos

r?R"'(r)+2rR' (r) =11+ 1)R(r) =0; r € (a,o0)

ecuacion de Euler N Rl(r) _

lim R(r) =0

T—00

Cuarto paso. Se determina una solucién particular. Combinando los resultados obtenidos, se llega a

~ Yim (03 ¢) Alm cos meo + By, sin m¢)PZm (COS 0)
U (7,0, 0) = T - u(r,0.¢) = Z Z RS
>0 m=0

Quinto paso. Se impone la condicién de borde restante. Formalmente, si se reemplaza r = a en la serie que
representa a U y se tiene en cuenta (47), se obtiene

l
u A m B, Pm 2]
U’(a‘7 9) ¢) EO a COSG = Z Z tm €08 me + Clll+blln m¢) l (COb ) (49)
Jt(() #) >0 m=0

Podemos identificar la expresién anterior con el desarrollo de f(6,¢) en series de arménicos esféricos. Como
f(6, ¢) tiene derivadas segundas continuas, la serie (49), con los coeficientes dados por

2m
A / / (o le cos 0) cos me sin 6 df do
ilm

altl

)

27 2
/ / Py (cos8) cos mgzﬁ) sin 0 df d¢
o Jo

27
B / / f(o le cos f) sinmg sin 0 df de
lm

al+1

2 2
/ / le (cos ) cos mgb) sin 0 df d¢
o Jo
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serd absoluta y uniformemente convergente a f(6, ¢).

En este caso, f(0,¢) = Ega cosf = Ey a Pro (cos); luego, en virtud de la propiedad de ortogonalidad de las
funciones esféricas, se tendra

W = Eya; Ay =0, VI#L Ym#0; By, =0, VI, ¥m.

De esta manera, obtendremos

5 cosf

u(r,0) = —Eor cos + Ega” — Z—Eorcosﬂ(l— 3); r> a.
r r

Finalmente, a partir del potencial eléctrico podemos calcular

- el campo eléctrico exterior a la esfera:

3 3
E(r,0) = —Vu(r,0) = Ey (1 + 2%) cosfe, — Eo(l — 2—3) sinfeg; > a.

- la densidad superficial de carga sobre la esfera:

0(0) = eoE -n|,—q = 3cg Eg cosf; 6 € (0,7) (g0 es la permitividad o constante dieléctrica del vacio).

En la figura se muestran las lineas de fuerza del campo
eléctrico E(r, 0) (el eje z se hizo coincidir con la direccién
horizontal). Observar que, como la esfera es conductora,

- el campo eléctrico es nulo si r < a,

- la direccién del campo eléctrico tiende a ser normal
a la superficie de la esfera cuando r — a,

- el campo eléctrico resultante tiende a ser paralelo
a Eq¢ cuando r — oo.

Los armoénicos esféricos son la parte angular de la solucidon de la ecuacion de Laplace en coordenadas
esféricas para problemas sin simetria azimutal. Eligiendo el factor de normalizacién de manera que

2 T
/ / Y,"(0,0) Y™ (0,0) sinddfdp = 6y 01174
o Jo
los armoénicos esféricos pueden escribirse de la siguiente manera:

. A+1(1-m)! . .
V(0.0) = || 2 ) P cost) e

Separando las partes real e imaginaria, se tendran las funciones esféricas

—m 20+1(1—m)! _ . .
Y, "(0,0) =/ y El—l—m;'PI (cos 8) sin ma; 0<m<l,
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27.

28.

29.

20+1 (1 —m)!

Y™ (0, 9) = T m)

P (cos ) cos me; 0<m<I.

Claramente, para cada [ fijo, se tiene un conjunto de 2] + 1 funciones linealmente independientes definidas
en [0, 7] x [0, 27].

La siguiente figura es una representacion visual de las primeras funciones esféricas; en el centro se ubican
las que corresponden a m = 0 (observar los planos nodales de las funciones).

1.:

U@

et

mm%%k

.

* X
w k%

* %

W e
- R

Hallar la distribuciéon de la temperatura en un cuerpo esférico si su superficie se mantiene en contacto
térmico con el medio, que se encuentra a temperatura Ty, y la temperatura inicial es Uy.

Indicacion: plantear el problema a resolver, escribiendo explicitamente las condiciones en el borde y las
condiciones iniciales.

Dos esferas concéntricas de radios a y b, con b > a, se hallan divididas en dos hemisferios por el mismo
plano horizontal. El hemisferio superior de la esfera interior y el hemisferio inferior de la esfera exte-
rior se mantienen a potencial V. Los otros hemisferios estdn a potencial cero. Determinar el potencial
electrostatico en la region a < r < b.

Indicacion: plantear el problema a resolver, escribiendo explicitamente las condiciones en los bordes.

Suponga que {2 es la esfera centrada en el origen de radio 1. Para qué valor de la constante a el siguiente
problema diferencial

{ Au=1 en{,
ou
E—a en 0.

tendra solucién? Serd unica?

240



30. En la Mecdnica cuantica el comportamiento de una particula que se haya en un campo de fuerzas
V(x,y, z,t) se describe por medio de la ecuacién de Schrédinger
ov h?
th— =——AUV 4+ VU,
ot 24
donde p es la masa de la particula, i la constante de Plack y ¥ la funcién de onda. Si las fuerzas no
dependen del tiempo, son posibles estados estacionarios compatibles con un dado estado de la energia. Es
decir, existen soluciones del tipo .
U(z,y,2,t) = &(x,y, z)e PP

siendo F la energia total de la particula.
(a) Obtenga la ecuacién de Schréodinger en estado estacionario y muestre que es una ecuacién de Sturm-
Liouville donde E es el valor propio a determinar.

(b) Supdngase que la particula se encuentra confinada por una cavidad esférica rigida de radio a con
centro en el origen. Esta situacién ideal se puede simular escribiendo que

0, si r<a
V(T>_{oo, si r>a

Para la particula esto implica la imposibilidad de existir fuera de la cavidad. Por lo tanto, la condicién
de contorno apropiada para la funcién de onda asociada a esta particula serd £|,—, = 0, que junto
con la condicion de normalizacién

/ €2 dedydz = 1

permiten determinar £ completamente. Resolver la ecuacién de Schrédinger estacionaria, comprobar
que los estados de energia posibles estan dados por

h? 2
Enp:ﬂ<%> ’ p:1727"

donde x,,,, representa la p-ésima rafz de la ecuacion J, 11,2(z) = 0, y que a cada uno de estos estados
le corresponden 2n + 1 funciones propias. Hallar las funcién de onda de la particula.

» Comentario final. Si en la ecuacién de ondas Uy = AU, hacemos U = ue**, o, si en la ecuacién del calor
2 . . . . ..
U; = AU, hacemos U = ue™* !, encontramos que el factor espacial u = u(z,y, z) satisface la siguiente ecuacién

Au+k*u=0 + ecuacién de Helmholtz

Junto con esta ecuacién, se establece una condicién de borde
que puede ser del tipo

- 4 = 0 (condicién de Dirichlet),

0

e — (condicién de Newmann),
on
ou C

- — + hu = 0 (condicién mixta).
on

La condicién de borde se aplica sobre la superficie S, frontera
del dominio €2 donde estd definida la ecuaciéon. La ecuacién
de Helmholtz, junto con una de las condiciones de
borde listadas, define un problema de autovalores para
el operador autoadjunto —A.
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Para regiones definidas por sistemas de coordenadas separables, es posible encontrar las autofunciones
y los autovalores asociados utilizando el MSV. Para estas regiones, es suficiente analizar ciertas ecuaciones
diferenciales ordinarias que se obtienen en esta separaciéon. En el curso hemos discutido con cierto detalle la
teoria asociada a las ecuaciones de Bessel y de Legendre las cuales aparecen cuando los dominios presentan
simetria cilindrica o esférica.

Para dominios sin simetrias definidas, es necesario tratar con la ecuacién de Helmholtz directamente. Para
establecer resultados generales, consideremos la ecuacién de Sturm-Lioville

Au— q(P)u+ Ap(P)u=0 para todo P € Q,

donde p = p(P) es una funcién positiva y ¢(P) es una funcién acotada (también puede considerarse positiva).

Teorema. Los autovalores del operador autoadjunto /A — ¢ son reales y las autofunciones correspondientes a
distintos autovalores son ortogonales en 2 con funcién de peso p.
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