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La estructura del texto es la siguiente. El capitulo [If comienza con una introduccién general
a algunos aspectos centrales en teorias de campos en materia condensada. Luego continua
desarrollando el formalismo de integrales de camino a partir de estados coherentes de espin, y
finaliza dando un ejemplo concreto; la teoria de campos efectiva para una cadena de Heisenberg
antiferromagnética. El capitulo[2se centra en el estudio analitico y numérico de antiferromagne-
tos cuanticos frustrados y agrupa tres de nuestros trabajos, ordenados cronolégicamente y a la
vez por nivel de complejidad, en tres geometrias diferentes; la cadena Kagomé, la cadena diente
de sierra y la bicapa hexagonal (panal de abejas). El capitulo |3| comienza con una introduccion
a las redes neuronales artificiales y continia desarrollando nuestros dos trabajos relacionados
con la aplicacion de técnicas de aprendizaje automéatico al estudio de sistemas magnéticos en
el limite de alta anisotropia de Ising, con el mismo orden que en el capitulo anterior. Para
finalizar, el capitulo [4] presenta las conclusiones globales, y el capitulo [5 el apéndice.
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1 Teorias de campos en sistemas
magnéticos

1.1 Introducciéon

Comenzamos presentando una breve descripcién del modelo XY clasico en dos dimensiones
espaciales para introducir la transicion de fase topoldgica que aparecerd con frecuencia a lo
largo nuestro estudio de sistemas magnéticos en la formacion de plateaux de magnetizacion.

En primer lugar, mencionamos el teorema de Mermin y Wagner, debido a que nuestros
sistemas magnéticos de estudio corresponden a lo que se conoce como sistemas en baja dimen-
sionalidad. Esto quiere decir que nuestros arreglos de objetos interactuantes se disponen en
geometrias con dimensién espacial menor o igual a dos.

Teorema de Mermin y Wagner

En general el teorema de Mermin y Wagner|I] afirma que no puede haber ruptura esponténea de
una simetria continua en sistemas con interacciones de corto alcance en dimensiones d < 2. Esta
dimension limite d = 2 es conocida como la dimension critica inferior. Para el caso particular
de sistemas de espines, usando el Hamiltoniano de Heisenberg

H=Y1J;S:8, (1.1)

v

la simetria continua es la rotacion colectiva de todos los espines, o simetria completa de SU(2).
Aqui, interacciones de corto alcance significa

1
NZU@H%—%F < 00, (1.2)
is

donde N es el nimero total de espines, y la ausencia de ruptura espontanea de simetria significa

lim m(N) =0, (1.3)

N—oo

con m el parametro de orden del sistema.



1.1.1 Modelo XY: Defectos topolégicos y la transicion BKT

El modelo XY estandar consiste en espines clasicos de dos componentes con interacciones a
primeros vecinos. El Hamiltoniano del sistema es

H = —JZCOS (6; —0;), (1.4)
(6,3)

donde (7, 7) indica que la suma esta tomada sobre los primeros vecinos, J > 0 (ferromagneto)
y el angulo 6; €0, 27r) marca la orientaciéon del espin del sitio 7. En Hamiltonianos clasicos es
usual escribir K = gJ > 0, de manera tal que

— fH = KZCOS (0; — ;). (1.5)
(:)

Vamos a centrarnos en el caso dos-dimensionall] donde el sistema no puede tener orden de
largo alcance a causa del teorema de Mermin y Wagner. Sin embargo, puede probarse[2] que a
alta temperatura el modelo tiene correlaciones de dos puntos que decaen exponencialmente

(S1-8,) ~e %, (1.6)

siendo £ la longitud de corelacion, mientras que a baja temperatura las correlaciones decaen

algebraicamente
(S1-8,) ~r™* Ja>0. (1.7)

Un decaimiento del tipo ley de potencias implica autosimilaridad (no hay longitud de correla-
cion) y corresponde usualmente a un punto critico. Se dice que esta fase de baja temperatura
del modelo XY posee orden de cuasi-largo alcance (quasi-long-range order), para diferenciarlo
del verdadero orden de largo alcance que estd acompanado de una magnetizacion finita. Los
distintos decaimientos asintoticos de las correlaciones a altas y bajas temperaturas sugiere la
presencia de una transiciéon de fase entre ambos regimenes. Berezinskii, Kosterlitz y Thouless
propusieron que el desorden estd causado por defectos topolégicos que no pueden considerarse
como simples deformaciones del estado fundamental. La temperatura a la cual ocurre la
transicion, Tk puede encontrarse numéricamente, o con técnicas del grupo de renormalizacion.
A continuacion mostraremos un enfoque simplificado para motivar la transiciéon con argumentos
de energia y entropfia.

El argumento general es el siguiente. Cuando se calcula el cambio en la energia por agregar un
vortice aislado de vorticidad (o carga topologica) ¢ = 1 al sistema, el resultado es proporcional
al logaritmo del ntimero /N de particulas del sistema. Pero cuando tenemos en cuenta el nimero
de sitios en los que puede ubicarse el centro del vortice, hay una contribucion entropica que
también es proporcional a log N. Luego, al calcular la energia libre F' = E — T'S, el resultado
es que para bajas temperaturas la creacion de vortices libres es energéticamente desfavorable y
para altas temperaturas los vortices proliferan, destruyendo el orden de cuasi-largo alcance.

Incluso en el régimen de alta temperatura, dos espines que estan cerca entre si van a
interactuar, por lo que expandimos el coseno en y, en el limite continuo, el Hamiltoniano

LA lo largo de este documento utilizaremos la notacién ‘dos-dimensional’ (o ‘uno-dimensional’) para referirnos
a modelos y/o geometrias en dos (o una) dimensiones.



puede escribirse

H= —J%cos (6 — ) ~ %// Pr (9,6)° + (9,0) = %// Pr(VOR  (18)

Del lado derecho de la ecuacion anterior estamos obteniendo una teoria efectiva clasica de
campos para el sistema. Aqui remarcamos que si minimizamos la energia tomando la derivada
funcional §H/560 = 0, obtenemos la ecuaciéon de movimiento V20 = 0, que tiene soluciones
regulares y también soluciones singulares.

Consideremos la siguiente configuraciéon de espines

0,(r) = ¢(r) + bo (1.9)

donde tan p(r) = y/z, siendo r = (z,y), v 6y algin dngulo constante de referencia. Esta
configuraciéon es una solucion singular de la ecuacion de Laplace y corresponde a un tnico
vortice aislado, ubicado en 7 = 0, con vorticidad ¢ = 1, definida por la ecuacién

2mq — 7€ Vo(r)dr, (1.10)

donde tenemos que extender el dominio de 6(r) a (—oo, +00). El gradiente de 6, es VO, = e,
con e, = (—singp, cos ) y entonces, la energia de un @nico vortice aislado con vorticidad 1 es

R 2T 1 2
H, ~ Z/ / rdrdy (—) = mJlog E, (1.11)
2Ja Jo r a

donde a es el tamano del niicleo del vortice, que se introduce para regularizar la integral. En
la ecuaciéon anterior vemos que la energia crece logaritmicamente con el tamano del sistema,
y no estamos escribiendo la contribuciéon energética del niicleo que corresponde a integrar en
distancias dentro de un disco de radio a. Por otra parte, la entropia de una configuracion con un
lnico vortice también crece logaritmicamente con el tamano, dado que hay aproximadamente
R?/a? posiciones donde puede ubicarse el centro del vortice:

S, = 2k log 2. (1.12)
a

Por lo tanto, la energia libre de Helmholtz para una configuraciéon con un tdnico vortice aislado
de vorticidad 1 es

F—U—TS = (x.] — 2k5T)log . (1.13)
a

A baja temperatura entonces el costo energético de crear un vortice aislado es demasiado
alto, pero a K, = 2/m, la proliferacion de vortices se vuelve favorable a causa del término
entropico en la energia libre. Los primeros vortices en aparecer son aquellos con ¢ + 1, ya que
vorticidades mayores implican un mayor costo energético. El modelo XY puede mapearse a un
gas de Coulomb en donde los vortices interactuantes corresponden a particulas con cargal2].
La fase de bajas temperaturas puede interpretarse entonces como un gas neutro de dipolos
fuertemente ligados (un par vortice-antivortice muy cercanos entre si), mientras que la fase de
altas temperaturas corresponde a un gas neutro de cargas aisladas (plasma).



1.1.2 Grupo de Renormalizaciéon

El grupo de renormalizacion puede ser presentado como un marco teérico o un conjunto de ideas
que tienen en comun el objetivo de reexpresar los parametros que definen un dado problema en
términos de otros, quizas méas simples, dejando invariantes los aspectos fisicos del problema de
interés. Los contextos para aplicar las ideas del grupo de renormalizacién son muy variados,
sin embargo en el marco de esta tesis el escenario es el de los fendmenos criticos y las teorias de
campos en fisica estadistica. Estas teorias trabajan en el limite continuo, introduciendo campos
¢(r) que pueden corresponder por ejemplo a la magnetizacion, mientras que la informacion de
la naturaleza discreta la red cristalina se introduce con la presencia de un valor de corte A para
los valores de momentos k permitidos en la transformada de Fourier ¢. Esto se debe a que
variaciones en los campos en distancias menores a la distancia caracteristica de la red cristalina
no tienen significado fisico. La transformaciéon del grupo de renormalizacién, en lo que se
denomina ‘el enfoque de Wilson’, consiste en integrar grados de libertad microscopicos, dejando
invariante la fisica de grandes distancias. Esta integracion puede hacerse tanto en espacio real
como en espacio de momentos, siendo el segundo el enfoque més popular por comodidad a la
hora de calcular. La transformacion es analitica y preserva la funcion de particion del sistema.
A partir de ella pueden construirse diagramas de fase, calculando las llamadas dimensiones de
escala (scaling dimensions) y funciones de escala (scaling functions), objetos que definen las
llamadas clases de universalidad, y permiten determinar los exponentes criticos de sistemas de
muchos cuerpos, entre otras cantidades de interés.

Bibliografia sobre el grupo de renormalizacion y teorfas de campos en fisica estadistica
puede encontrarse por ejemplo en las referencias [2, B, 4] y en las clases de David Tonéﬂ A
continuacion, para mostrar algunas ideas centrales del grupo de renormalizacion, mostraremos
la renormalizacion de la llamada teoria Gaussiana para un campo escalar.

Renormalizacién de la teoria Gaussiana

Sea ¢ un campo escalar en d dimensiones. Consideramos a ¢ definido en una red cristalina
hipercibica con distancia a entre sitios vecinos, y definimos para ¢ la energia libre de Landau-
Ginzburg en el limite continuo, dada por

Flol = [ ata( w07+ e+ B ). (114

Muchos resultados y muchas definiciones en teorias de campos en fisica estadistica provienen
de teorias de campos en fisica de particulas. Asi podemos llamar entonces al primer término en
la ecuacion anterior el término cinético, al segundo el término de masa y al tercero el término
de interaccion. En fisica de particulas pg es la masa de una dada particula y gy la constante de
acoplamiento entre particulas. Desde el punto de vista de fisica estadistica podemos considerar
estos parametros simplemente como parametros efectivos de la teoria, y pueden tener diferentes
interpretaciones en diferentes contextos fisicos, como superconductividad, superfluidez, magne-
tismo, etc[2]. Bajo la convencion de unidades donde F es adimensional, el coeficiente del
término cinético es a menudo fijado a 1/2, permitiendo fijar las dimensiones del campo ¢. La

Zhttp:/ /www.damtp.cam.ac.uk /user/tong/teaching.html
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funciéon de particion del sistema estd dada por
Z= /nge‘fm (1.15)

donde [ D¢ es una integral funcional, que corresponde a el limite continuo de IL, f;o do(x).

Sea A o< 1/a, el valor de corte tal que ¢ = 0 si |k| > A. Para gy = 0 la energia libre
se denomina Gaussiana, libre, o no interactuante, y puede calcularse exactamente de manera
analitica pasando al espacio de momentos, escribiendo

o(x) = / (;lﬂl)cd e* gy, (1.16)

donde ¢_p = ¢}, va que ¢(x) es real. Usando la expresion anterior podemos reescribir a la
energia libre como

1 [ d'k 1 [ d'k
S k2 4+ 12 == K + 12 2 1.17
donde k = |k|. Aqui hacemos una distincion arbitraria entre lo que se suelen llamar modos

rapidos y modos lentos. Para ello definimos un nuevo valor de corte
N =A/s <A, (1.18)
con s > 1, y descomponemos a nuestro campo segin

Ok = Oy + D (1.19)

donde los modos répidos ¢; son aquellos con momento mayor que A’ y los modos lentos son
aquellos con momento menor que A’; es decir

1.20
0 en caso contrario 0 k>A. ( )

N o siN <k <A _ O sik <N
b = O =

La teoria Gaussiana tiene la particularidad de que no acopla modos lentos con modos rapidos,
Flo] = Flot] + Fl¢p~|. Por otra parte, la integral de los modos rapidos puede calcularse
cerradamente gracias a que es una productoria de integrales Gaussianas, y da una contribucion
analitica a la funcion de particion que descartaremos. Luego de integrar (en inglés, integrate
out) los modos rapidos, la nueva funcion de particion es

Z= /meﬂw (1.21)

y la nueva teoria tiene un nuevo valor de corte A’. Para poder comparar teorias, hacemos
coincidir el valor de A’ con A reescaleando los momentos, definiendo

K = sk, (1.22)

con s definido en (1.18). En el espacio real, la transformacion anterior corresponde a &’ = /s,
por lo que la interpretacion del reescaleo en momentos puede tomarse como mirar al sistema

10



desde un punto mas lejano, donde todas las longitudes se reducen en un factor s. Al hacer el
reescaleo anterior, la energia libre toma la forma

L padw (Y o
Flo~]= §/WS d((;) +M3)¢k//s¢k//s' (1.23)
Finalmente, si tomamos el reescaleo
b =5 “op (1.24)

para el campo, podemos tomar w de manera tal que nuestra energia libre tome la forma inicial,
donde solo cambia el valor del coeficiente del término cuadratico en ¢. En particular, fijando

42 go obtiene
1 d?k
2= [poen (3 [ (4 #4700 oot (1)

W=
donde definimos el parametro renormalizado

W2 (s) = s, (1.26)

La transformacion ((1.26]) nos muestra que frente a una transformacion del grupo de renor-
malizacion la masa pg aumenta, salvo en dos casos particulares denominados puntos fijos de
la transformacion. En efecto, la masa queda invariante si partimos de py = oo o g = 0. El
primer punto fijo corresponde a un estado con temperatura infinita, mientras que el segundo
se denomina punto fijo Gaussiano.

Puede mostrarse que la longitud de correlacion € en la teoria Gaussiana esta relacionada con
el coeficiente 3 segiin £2 o< 1/p3. Entonces, en el punto fijo Gaussiano la longitud de correlacion
diverge, describiendo a un sistema critico, mientras que en el punto fijo de temperatura infinita
la longitud de correlacion se anula. Por otra parte, usando , luego de una transformaciéon
del grupo de renormalizacion la longitud de correlaciéon disminuye en un factor s,

& — é (1.27)
s
Es importante notar que si partimos de cualquier yq finito, sucesivas transformaciones del grupo
de renormalizacién alejan a la teoria del punto critico, haciendo que fluya hacia el punto fijo
de alta temperatura. Por lo tanto, los puntos fijos j1p = 0 y py = oo se denominan inestable y
estable, respectivamente.

El resultado obtenido para la teoria Gaussiana es completamente general, puesto que
todas las longitudes deben achicarse en un factor s luego de una transformacion del grupo de
renormalizaciéon. A continuacién, introducimos los conceptos de dimension de escala, relevancia,
irrelevancia y marginalidad en el contexto del grupo de renormalizacion.

La relevancia del escaleo

En general, supongamos tener un término en la energia libre de la forma

Folol = /ddIQOO(w), (1.28)

11



donde O es alguna funcion de ¢ y sus derivadas, y supongamos que frente a una transformacion
de escala

x—x =x/s, (1.29)

con s > 1, el operadoﬂ O(x) tiene una dimension de escala Ay bien definida, dada por

O'(x') = s2°0(x). (1.30)
Luego de una transformaciéon del grupo de renormalizacién, si escribimos
/ d, ./ 1( ! ddx I JAp
podemos identificar
Goy = gosi80, (1.32)

donde hay tres casos posibles para el comportamiento de go luego de una transformacion del
grupo de renormalizacion. Si Ap < d, O se dice relevante, pues go se incrementa. Si Ap > d,
O se dice irrelevante, pues go se achica. Si Ap = d, O se dice marginal, pues go no cambia.
Utilizando la teoria (Gaussiana podemos estudiar la relevancia de términos adicionales en la
teoria frente a una transformacion del grupo de renormalizacion. Consideremos la presencia de

un término de fuente en (1.14) de la forma

d
Fj= —J/ddm(x) = —J/ddx/%e“”gbk = —J¢o, (1.33)

donde ¢g = ¢g—o. Si la teoria describe un ferromagneto de Ising, J corresponde al producto
Bh, con 8 la inversa de la temperatura y h el campo magnético aplicado. Si integramos los
grados de libertad microscopicos de la teoria y luego reescaleamos los momentos segin ((1.22)y

el campo segun (1.24), obtenemos que

Fr=—Js%pg = —Js' T2, (1.34)

donde vemos que el campo magnético es una variable relevante en cualquier dimension, puesto
que luego de una transformacion del grupo de renormalizacion el nuevo coeficiente J' = Js'+4/2
es mayor que el anterior. Por otra parte, podemos considerar la presencia de un término de la
forma

L L dk
— 2 (V2 2:_/ k*ond_s.. 1.35
En este caso, luego de una transformacion del grupo de renormalizacién obtenemos
LS—d—4+2w L8_2 ddk
= [ d° 20)? = / ko 1.36
Fi= S [ atvror = B [ Sk, (1.36)

por lo que F, es un término irrelevante en el sentido del grupo de renormalizacién en cualquier

3Nuevamente, terminologia tomada de fisica de particulas.
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dimension espacial.

1.2 Estados coherentes de espin

Para construir nuestras teorias de campos efectivas en sistemas de espines usamos los deno-
minados estados coherentes de espin, que serdn definidos en breve. Sin embargo, para hacerlo
siguiendo el libro de Auerbach|I] necesitamos introducir primero los bosones de Schwinger, que
definen un mapeo entre sistemas de espines y sistemas bosonicos.

1.2.1 Bosones de Schwinger

Existen varias representaciones de operadores de espin en términos de operadores de creaciéon
y destruccion de particulas, tanto con estadistica fermioénica como bosénica. Dentro del primer
grupo, la transformacion mas popular es la de Jordan-Wigner ([5] capitulo 6), generalmente
aplicada a sistemas de espin en una dimensiéon. En el segundo grupo las dos transformaciones
més populares son la Holstein-Primakov(|T] capitulo 7), muchas veces usada para calculos semi-
clasicos de ondas de espin y la de Schwinger, tipicamente empleada en célculos de campo medio
y algunos esquemas de teorias de campos, como en nuestro caso presente. Dado un operador
de espin S, los bosones de Schwinger estdn definidos por la siguiente ecuacion

ST =a'b
-t
5™ =bla (1.37)
gz _ ala —b'h
=—F

donde los operadores a y b satisfacen el dlgebra bosonica, y entre ellos cumplen [a,b] = 0. En
esta representacion, los autoestados de S* son de la forma

af e T\
|na7nb> = ( ) (b ) |0>7 (138)

V) ()]

donde de los infinitos estados posibles en la ecuacién anterior, solo 25 + 1 son fisicos, con S el
nimero cuantico de espin. En esta base, se tiene

St na,np) = /(g + D) [ng +1,m5 — 1)

(1.39)
ST ng,mp) = V/na(np + 1) ng — 1,np + 1),
donde puede observarse que en el subespacio fisico
Ng + np = 25, (1.40)

ya que como maximo puede aplicarse el operador ST (o el S7) 25 veces. Ademas, segtn ((1.37))

v (1.38)), se tiene
Nag — Np = 2m. (1.41)
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Asi resulta n, = S +m y n, =S —m. Por lo tanto, podemos escribir los estados |S,m) en la
nueva representacion segin

(@)@

VS +m) /(S —m)!
Esta ecuacion es importante en teoria de grupos y momento angular, pues muestra que un

objeto complejo con momento angular S esta compuesto por 2S momentos angulares 1/2.
Como ejemplo, para espines 1/2 se los estados se escriben

1S, m) = 10) . (1.42)

+) =a'|0
) =a'l0) )
=) =0"]0).
Rotaciones sobre los bosones de Schwinger
Definimos el operador unitario de rotacién como
R(0, ¢) = €957 105" (1.44)
el cual satisface

con 2 = (cos¢sinb,sin ¢sinf, cosd). Los bosones de Schwinger transforman ante rotaciones

como vectores de SU(2):
a'f u v\ (a

donde |u|? 4 |v]* = 1. Para conocer u y v en términos de 6 y ¢, usamos la ecuacion ([1.45])

P bTb AP b/Tb/
S-Q=R(6.9)S°RI(6,6) = R(6,0)——R'(0.0) = ————.  (147)
Luego de un poco de élgebra usando ((1.37)), se llega a la solucion
u = cos 2e'%
4 e (1.48)
v=singe 2.

1.2.2 Definicién y propiedades

Por definiciéon, un estado coherente de espin |Q2) es un estado con maxima proyeccion de espin
a lo largo de una direccion dada por el vector unitario

cos ¢ sin
Q= |singsind |, (1.49)

cos 0

donde 0 y ¢ son el dngulo polar y azimutal, respectivamente. Entonces, |€2) es solucion de la
ecuacion
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(S-Q)|Q) = S|Q) (1.50)

Para construirlo, puede tomarse el vector de maxima proyeccion de espin a lo largo del eje z,
|S,S), y rotarlo hacia la direccion €2

Q) = 5765 |5, 5) = R(0,¢) 1S, S) . (1.51)
Entonces, la ecuacion ((1.50) se satisface usando (1.45) y (1.51). Para obtener una expansion

del estado coherente de espin |[2) en términos de la base estandar |\S, m), utilizamos los bosones
de Schwinger (Ec. (1.42)) y sus propiedades de transformacion frente a rotaciones (Ec. ((1.46]))
debido a que de esta forma el resultado es valido para todo valor de espin S. Obtenemos
entonces

at)2s
gy =L
25)! 25)!

donde usamos que el vacio es invariante ante rotaciones. Utilizando el binomio de Newton

(A+ BN =N (M) A"BY" (va que [a,b] = 0) y la ecuacion (L.48) se sigue

Q) = R(6,9)] (ua® + vb1)** |0}, (1.52)

5. (cos &)Stms(sin &
) = /(29! ) 2 2

(S + ms)'<S - mg>'

G)Sfms imsé
e 1S, mg) . (1.53)

m=—S

A partir de la formula anterior, calculamos la superposicion (overlap) entre estados coherentes
de espin

S+mg S—mg
9/ 9 Z‘¢;¢’ . 9/ . 2] —i¢;¢,
S COS 5 COS 56 S1n 5 S11n 56

(i) = (29)! Z (S + mg)!(S — mg)!

mg=—=S

o n - 25—n
0 o020 00—l
cos 5 cos g€ 2 ) <sm 5 singe™" 2 ) (29)!

N
1.54
HZ:O n!(2S —n)! (1.54)
o 0 o-o 4 0 -¢—¢’)QS

cos — cos —e' 2 +sin 3 sin 56’

2 2

1 + Q/ .0 S A 25
o )"

donde en el ultimo paso escribimos la descomposicion polar del complejo y llamamos ¥ a su

argumento
¥ — arctan <cos (% 0 + 9)) soc (% 0 — e)) tan (% (¢ — ¢>)) ) (1.55)

La ecuaciéon ([1.54)) muestra que los estados coherentes no son ortogonales entre si. A
continuaciéon y para concluir la introducciéon a los estados coherentes de espin calculamos la

L
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resolucion de la identidad en esta base, que resulta

28 +1
1= ds2|€2) (©2 1.
[ F i)l (1.56)
donde la medida de integracion,
2 1 2 1
St Lo = B G bdsds, (1.57)
A T

se denomina medida de Haar del grupo SU(2). Para probar ((1.56]), usamos la expresion (1.53))
para escribir

25 +1
[Fi i) @l -

S

25 +1 |S,mg) (S, mg]| /” . (S+mg) - 2(S—msg)
| s s
5 (29)! E St ms)(S —ma)l Jy df sin 6 cos (6/2) sin (6/2) :

(1.58)

mg=—=S

donde para resolver la integral en d¢ hay que notar que la resta (también la suma) de dos
valores cualesquiera de mg es un numero entero, tanto para S entero como semi entero. Para
resolver la integral que queda, la reescribimos de la siguiente manera

1

1+ Cos@)s+m5 (1 — c089>sms

/ dfsin 0 cos (6/2)25T™s) gin (6 /2)25ms) = / d(cos (0)( 5 5
0

-1

(1.59)

y finalmente el cambio de variables ¢t = (14cos ) /2 permite usar una propiedad de las funciones
Gamma conocida como funcién Beta,

L(2)C(y)

Bla) = [ -y =

(1.60)

donde T'(z) = [;"x"'e "dx, Re(z) > 0. Nuevamente, la observacion de que S + mg €
Z. permite reemplazar funciones I' por factoriales, probando la ecuacion (1.56)). Por tltimo,
observamos que la resolucion de la identidad permite calcular la traza de un operador O en la

base de estados coherentes de espin. Si {|n)} es una base ortonormal cualquiera, entonces

TrO = Z(n\(9|n>

B (2S+1

47

) /deﬂ’Z(nm)(Q]O]Q’)(Q’\n) (1.61)

2541
N ™

dQ(Q|0|Q).
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1.3 Integrales funcionales en sistemas de espines

Escribimos la funcién de particion de un sistema como

Ne—1

Z[j] = TTTT<eXp {— /06 dTH(T)D = lim TrT. L[O [1— eH(m,)], (1.62)

Ne—o00

donde (3 es la inversa de la temperatura, T, es el operador de ordenamiento temporal, N, es el
namero de intervalos en los que se particiona el rango [0, 5] (se toma N, ‘grande’ ), e = /N,
es la longitud de cada intervalo y 7,, = ne es el tiempo imaginario discreto. El Hamiltoniano
que caracteriza al sistema se escribe

H(r)=H =) i(r)s, (1.63)

incluyendo corrientes auxiliares j(7). Luego, para calcular la traza elegimos la base de estados
coherentes de espin, e insertamos N, — 1 resoluciones de la identidad en la particién del intervalo
de tiempo imaginario [0, 5], escribiendo

1] = (25+ 1

) /dQ (Q(1 = H(rn 1)) (1 — H (7)) Q)
_ <2i: 1)NE /i[l (dﬂn_l Q1 — eH(Tn_1)|Qn_1>>,

donde llamamos [€2,,) = |©2(7,,)) y definimos

2(5)) = 12(0)), (1.65)

notando que hay una sola integral para ambos tiempos. Luego, calculamos cada valor de
expectacion a primer orden en €

(1.64)

<Qn|eieHn_1’anl> = <Qn,ﬂnfl> + (_6) <Qn‘,Hn71’anl>

= (i1} + () (Rl 1)
= (Q]Q01) <1 — em’zg”gﬁg‘”) (1.66)
— @i, (1- @i )
= {0, |2, 1) e~ lHnlla)
El Hamiltoniano clasico H[Q(7)] se define como
HIOW) = (,H]2,). (167)

Usando las ecuaciones (1.54)) y (1.55)) a primer orden en e se obtiene

17



(| Qi) A e Sebc0sE (1.68)

Luego, tomando el limite N, — oo, definimos la medida de la integral funcional como

25+1
™

DO = lim (

Ne—00

Ne
) Y.y, (1.69)

y obtenemos para la funcion de particion la expresion formal

Z = j{DQ(T) exp (— S[Q])
. 5 (1.70)
S[Q] = —’iS/ dr¢ cos 6 —I—/ drH[Q(t)],

donde el simbolo § enfatiza la condicion periddica de contorno (1.65). El primer término en la
accion anterior se conoce como fase de Berry, una cantidad geométrica que surge aqui a partir
de la no ortogonalidad de la base de estados coherentes de espin, mientras que el segundo
término es la accion clasica del sistema, S.. Es importante notar que el primer término de la
accion anterior puede escribirse

g
Spp = —S/ dTgi)COSQ
" (1.71)
= —Sj{ d¢ cos (o),

mostrando que es una cantidad geométrica; depende de la trayectoria de €(7) sobre la esfera
unitaria. En particular, la ecuacion muestra que la fase de Berry representa S veces el
area de la porcidén de esfera unitaria que contiene al polo norte encerrada por la trayectoria
Q(7) del espin. Para verlo, podemos considerar un diferencial de area dA generado por el
desplazamiento d¢ del vector (7), que se escribe

0(r)
dA(T) = do /0 in 0(7)d0(r) = do(1 — cos (7). (1.72)

Luego, el adrea encerrada por la trayectoria resulta

%o
A= ]{ dp(1 — cosb(¢)). (1.73)

Usando la condicion (|1.65]) vemos que ambos resultados coinciden en ausencia de vorticidad.
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1.4 Teoria de campos efectiva para la cadena de espin
antiferromagnética

Consideramos el Hamiltoniano de Heisenberg en presencia de un término de anisotropia y
campo magnético para la cadena de espin antiferromagnética

H=JY 8- Sja+DY (S -nd> s, (1.74)
J J J

con D >0,J >0y h>0. Consideremos el modelo clasico que se obtiene al reemplazar cada
operador de espin por un vector de R? de moédulo S, donde S es el nimero cuantico de espin.
Parametrizamos entonces a cada vector con dos angulos, polar y azimutal, segiin

S; = Sn; = S(cos¢;sinb;,sin ¢;sinb;, cosb;). (1.75)

Luego, el Hamiltoniano toma la forma

H=JS" Z { sin @ sin 6,11 cos (¢;41 — ¢;) + cos 0} cos 0j+1}
] (1.76)
+DS? Z cos®; — hS Z cos 0;.
J J

Al reemplazar los operadores de espin por vectores parametrizados por angulos continuos
nos referimos a que estamos tomando la version clasica del Hamiltoniano del sistema, o bien,
el Hamiltoniano clasico del sistema. Para minimizar a la energia como funcién de los angulos,
debemos resolver a%jH = %H =0, V7y, lo que lleva a una solucion de la forma

Gjy1 — ;=
cos by =

h (1.77)
25(2J + D)’

donde hemos usado la suposiciéon 0; = 0,4, Vj, para condiciones de contorno periodicas. El
estado fundamental clasico corresponde a una configuracion con las componentes xy de los
vectores alineadas de manera antiparalela. A una configuracién como esta donde 6y no es
necesariamente 0 o 7 se la denomina inclinada (canted, en inglés). Las fluctuaciones cuénticas
se agregan sobre el estado fundamental clasico ((1.77) introduciendo las variables ¢(x;) y 60(x;),

v
¢j — P + ¢(z;)
0; — 0y + 50(xj),

(1.78)

donde a es la distancia entre espines en la cadena y x; = ja. En el limite continuo, las variables
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¢; vy 00(z;) son campos ¢(x) y 60(x). Luego, los espines clasicos toman la forma

SE =Ssin (A + 60(x;))(—1) e* @) (1.79)

S* =S cos (B + 06(z;)). '

Como ¢(x;) y 66(z;) son fluctuaciones, en adelante trabajaremos con una expansion a orden

cuadratica en ambos campos. Por otra parte, como los operadores cuanticos tienen que cumplir

el algebra de SU(2) [SZ, Sﬂ = 4+S5%, en el enfoque semiclasico necesitamos campos conjugados
¢ v all, tales que

0S*9S*  9S5* 0S*
- z + y —_ = :l: + 1.
Z{S S }wn Z(aqs dall ~ Dall a¢> 5% (1.80)

donde estamos reemplazando los conmutadores cuanticos por corchetes de Poisson clasicos. Este
no es el caso de 06(z;), para el cual i{SZ,Si}Me = +5(sin (6y + 00) cos 6y)SE. La variable
conjugada de ¢ es

1
all(z;) = —S((S@(Q:j) sin 6y + 5((59(35]-))2 oS «9()). (1.81)
Los operadores de espin en términos de ¢ y all son

S7 = Scosty + all

. 2 2
SE = (=1)7e*@) | Ssin f — all@;) _1_5 (a.H) ; (1.82)
J tanfy 252 —m?2 Ssinf,
donde m = Scosfy es la magnetizacion clasica por sitio. Usando (1.82) puede verse que
i{S+,S_}¢aH = 257 a primer orden en all. La accién efectiva Gaussiana o cuadratica del
sistema es

S —m

a

S = /dxdr{%(SQ — m?)(0,0)* + @(am? + z( >8Tgb - @'(angs)H}. (1.83)

El primer término en la accion efectiva es el término cinético, que penaliza las fluctuaciones
espaciales de ¢, y su coeficiente se denomina rigidez (stiffness) del campo. El segundo es un
término de masa del campo all, terminologia tomada de las teorias cuénticas de campos, que
penaliza la magnitud del campo all, y el coeficiente que acompana a (all)?® se denomina la
masa del campo. Los tdltimos dos términos corresponden a la parte topologica de la accion,
que surge a causa de la no ortonormalidad de la base de estados coherentes de espin usada en
este formalismo. Remarcamos aqui que la ausencia de un término de masa para el campo ¢ es
consecuencia de la simetria U(1) del Hamiltoniano, correspondiente a las rotaciones alrededor
de la direccion del campo magnético aplicado. La accion efectiva esta conectada con la funcion
de particion del sistema segtin

z- / DéDall exp (—S). (1.84)

Los términos que dependen de IT en (1.83) pueden escribirse completando cuadrados de la
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siguiente manera

o ZaTQb 2 1 2
S = /dwdTa(ZJ—l—D) (H+ 2@(2J+D)) * @I 1 D) (0:0)". (1.85)

Luego de la integracion gaussiana del campo masivo II la accién toma la forma

S = /dde{%(&qb)Q + %(&Cgb)Q +¢(S ; m)&qf)}, (1.86)
donde K, = m y K, = Ja(5% — m?).

Si S —m es un entero no hay fase de Berry, porque la fase del término geométrico se vuelve
trivial. Para verlo, hay que observar en que el dltimo término es una derivada total y
usar la condicion ([1.65)), que para ¢ corresponde a ¢(5) = ¢(0) + 2¢m, con q € Z la vorticidad
asociada. Luego, sin fase de Berry la accion del sistema a temperatura cero es equivalente a un
modelo XY en dos dimensiones, el cual puede estar en dos fases separadas por una transicion
de fase de Berezinskii-Kosterlitz-Thouless, dependiendo del valor de los coeficientes de rigidez
K, vy K,. La condicién

S—meZ, (1.87)

para la posible formacion de un plateau de magnetizacion se conoce como criterio OYA[6], por
las siglas de sus autores, Oshikawa, Yamanaka y Affleck. Para sistemas de espines con una
celda unidad con N sitios de espin S, el criterio se modifica a N(S —m) € Z. En el marco
de la teoria de campos en términos de estados coherentes de espin esta generalizacion puede
obtenerse facilmente[7].

En el sistema clasico los coeficientes de rigidez son dependientes de la temperatura, mientras
que en el sistema cuantico dependen de los parametros J, D, a, h, etc. Silos vortices proliferan,
entonces ¢ se desordena y adquiere una masa efectiva. Por lo tanto, su variable conjugada II se
localiza. Como II es un campo con masa, tipicamente se localiza a un valor nulo. Este proceso
corresponde a la formaciéon de un plateau de magnetizacion en el sistema.

Si en cambio hay una fase de Berry no trivial, es decir, S — m no es un entero, entonces los
vortices generan contribuciones a la funcién de particién que interfieren destructivamente|§], lo
que impide la condensacion de defectos topologicos. Cabe destacar en este punto la posibilidad
de que S — m sea un numero racional. En este caso los vortices deben estar multiplemente
cuantizados para poder condensar. La bibliografia [8] muestra que estos casos particulares
pueden dar origen a diferentes fases exéticas en antiferomagnetos cuanticos.

Antes de continuar trabajando la accién del sistema, hacemos un comentario sobre los
campos conjugados y las ecuaciones de movimiento clasicas de la teoria. El momento candnico
conjugado de ¢ estd formalmente definido por

oL S—m

a(aTqb):—z'HjLi pt (1.88)

usando la ecuacion ([1.83)).
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Si I es integrado como en ([1.86)), el nuevo momento conjugado de ¢ es

oL S—m
a@@:m(@qﬁ)ﬂ —. (1.89)

Finalmente, la ecuacion de Euler-Lagrange de la teoria (|1.86]) resulta

K
2 T2,

07y + ?&Eszﬁv = 0. (1.90)

T
Volviendo al tiempo real t = it tenemos que e~ J 975 = ¢t/ L — ¢iS_ Ep este caso, vemos que
la ecuaciéon anterior corresponde a una ecuacion de onda donde la velocidad de propagacion
de las excitaciones es v = /K, /K,. Por lo tanto, si el coeficiente de rigidez K, se anula, las
excitaciones no se propagan por la cadena. Mas adelante veremos que este escenario se realiza
en la teoria efectiva de antiferromagnetos que tienen como estado fundamental un cristal de

magnones.

1.4.1 Transformacién de dualidad

Aqui aplicamos una transformacion de dualidad, descomponiendo a ¢ en dos campos con y sin
vorticidad, respectivamente.

(auau - 8ya,u)¢v 7£ 0

(0,0, — 0,0,)6, = 0, (1.91)

¢:¢v+¢ta {

e introducimos un campo auxiliar de Hubbard-Stratonovich J (71, z) = (J, (7, x), J.(7,x)) escri-
biendo en cada punto (7, z) las llamadas transformaciones de Hubbard-Stratonovich

exp (—52(9,0)?) = VorK, [ dJy exp (5 £ i, (0,0)

1.92
exp (—52(0,0)%) = V2K, [*_dJ,exp —2‘% +4J,(0,9) ). (1.92)

De esta manera, la funcién de particion resulta
z- 74 D& D DI DI, exp (—S). (1.93)

La nueva accién es

: S—m . J2JE S—m
S = /dxdT{z (JT—f—( - ))&qﬁy—i—@(]x@x(bv—f—QKT%—E—l [37 (Jﬁ—( o )) +6$J:v:| Cbt},
(1.94)

donde hemos integrado por partes los términos con ¢;. Aqui, el campo sin vorticidad ¢; puede
integrarse y usando la identidad [ dze™® = 27d(k) en cada punto se obtiene la restriccion

8,d, =0, (1.95)

donde J = J, + 0u,0(2=2). Luego, la accion se escribe
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s 1 (- S—m\\> J?
S = /dde{zJME?M(bv + 2_KT<JT - ( - )) + 2K£}. (1.96)

La restriccion (|1.95]) se resuelve en una dimension escribiendo

ju = 6;11/&/)(7 (197)

donde introducimos el campo x que no tiene vorticidad. Integrando por partes el primer término
en la accion y usando la sustitucion y — ¥ + (5=2)x, obtenemos

a

1 1 S—m
= [ dxd V)? V)2 +iB|( X 1.

S / SUT{QKT(@X) +2Kx(8TX) +i (x+< - >w>} (1.98)
donde B = €,,0,0,¢, = )_; 2mq;0(T — 7;)0(x — Z;), siendo 7; y Z; las coordenadas de tiempo
y espacio del vortice j-ésimo, y ¢; su vorticidad. Usando B, la funcién de particion puede
escribirse

2 /%~< S S (zm/dxdT(qua(T —7)6(x — azj)) (;z 45 ; mx))

vortex conf

(1.99)
donde Sxy esta definida por los dos primeros términos en (1.98) y > . =" 0 [ dz;d7;,

lo que significa que debemos sumar sobre todas las posibles configuraciones de vortices. Luego,
en una aproximaciéon de baja energia consideramos el escenario donde solo puede haber como
maximo dos vortices con vorticidades opuestas ¢ = £1 o ningin vortice, ¢ = 0, obteniendo

Z= / Dye ¥ [1 + / df;jd%j{em(*ﬁsamfj) + em(*ﬁsl’%)H. (1.100)

Luego, reexponenciando, obtenemos

zZ= / DyeSxv 2/ dedreos (U+5520), (1.101)

Esta es una accion del tipo Sine-Gordon, y corresponde a la teoria dual de la teoria original
. Es muy interesante notar que los coeficientes de rigidez de la teoria dual son los inversos
a los coeficientes de rigidez de la teoria original. En ausencia de fase de Berry el coseno esta
conmensurado y tiende a fijar a x en alguno de sus minimos locales, lo que resulta en un plateau
de magnetizacion si el coseno es relevante en el sentido del grupo de renormalizacion, es decir,
si los coeficientes de rigidez son suficientemente pequenos. Para valores genéricos de S —m las
excitaciones magnéticas no tienen gap. La presencia de una fase de Berry conlleva nuevamente
a una interferencia destructiva entre diferentes configuraciones de vortices.

Interaccion de Dzyaloshinskii—Moriya

En la seccion introduciremos las interacciones antisimétricas, o de Dzyaloshinskii-Moriya.
Sin embargo, podemos adelantarnos por un momento y considerar un vector D//Z uniforme
en la cadena que da lugar a la perturbacion
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+ _ qtq-
Sj+1 Sj Sj+1

21

dx S
HDM:ZD'(SjXSjJrl) :D/; J
j (1.102)

dx _

En la ecuacién anterior escribimos la parte imaginaria porque los espines son campos y ya no
operadores. Usando ([1.82) obtenemos a primer orden

mW:—D/mwﬁﬂy—m%. (1.103)

La accion completa entonces es

K, K, , (S -
S = /dxd7{7(87¢)2 + 7(&5@2 + K, (0,0) + Z( - m)&qf)}, (1.104)

donde K! = —D(5? —m?) y K, y K, estan definidos bajo la ecuacion (1.86). Al estudiar las
corrientes de espin en la cadena diente de sierra (seccion [2.2)) usaremos las ultimas dos ecuaciones
para interpretar informalmente la fase que llamamos ‘de pequena rigidez’ (low stiffness phase).
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2 Antiferromagnetos cuanticos frustrados
en baja dimension

2.1 Cadena Kagomé

Por una lado, esta geometria tiene interés tedrico, pues puede pensarse como la reducciéon a
una dimension espacial de la famosa red de Kagomé en dos dimensiones. Sin embargo, existen
dos compuestos sintetizados en laboratorio[9] que poseen dtomos magnéticos dispuestos en tiras
como la de la figura [2.1] suficientemente separadas entre si como para despreciar la interaccion
entre ellas y realizar un modelo uno-dimensional.

Dependiendo de los acoplamientos magnéticos, el modelo de Heisenberg sobre esta geometria
puede desarrollar dos plateaux de magnetizacion clasicos en m = 1/5y m = 3/5, donde m es la
magnetizacion total normalizada por espin. Nos referimos a ellos como clasicos en el sentido en
que son reproducibles con una simulaciéon Monte Carlo clasica del sistema usando el limite de
alta anisotropia de Ising. Sobre ellos, los valores de expectacion térmicos del modelo de Ising
para las funciones de correlacion de dos puntos arrojan valores muy similares a los valores de
expectacion cuanticos a temperatura cero, como mostramos en la referencia [10]. A continuacion
nos concentraremos en un plateau de magnetizacion cuantico del modelo, sin analogo clésico
en el limite de Ising, que da lugar a lo que se conoce como un cristal de magnones.

2.1.1 Introduccién: Cristal de magnones

Siguiendo a la bibliografia [I1], consideramos el Hamiltoniano de Heisenberg XXZ sobre la
cadena Kagomé

1
— zQz + Q- - qQ+ z
H= ZJij{ASiSjJré(Si S:+S; Sj)}—thi. (2.1)

<iyi> i
Para campo magnético h suficientemente grande, el estado fundamental del Hamiltoniano (2.1)
es el vacio de magnones,

0) = T ) (2.2)

Las excitaciones de menor energia sobre (2.2)) seran estados de un magnon, |1), de la forma
1) =) wsS; 10). (2.3)
!
Para ciertas combinaciones de .J;; en el Hamiltoniano (2.1]), la minima relacion de dispersion

de los magnones, ¢y(k), resulta independiente de k, lo que se conoce como una banda chata
(flat band). En ese caso, los magnones pueden localizarse en una region finita de la cadena en
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el espacio real. Estas excitaciones localizadas pueden tener N posiciones diferentes, donde N
es el nimero de celdas unidad en la cadenaﬂ Luego, puede construirse un estado que contenga
n excitaciones localizadas no interactuantes, siempre que estén suficientemente lejos entre si,
todas con la misma energia. El nimero maximo de excitaciones no interactuantes en la cadena
Kagomé es N4, = % Es posible entonces que este conjunto de n,,4, excitaciones localizadas
constituya la excitacion de menor energia. En ese caso, se espera un salto en la magnetizacion
dm = 1/ns = 0.2 (con ny = 5 el nimero de sitios en la celda unidad) justo antes de llegar a
la saturacion, para un ntmero par de celdas en la cadena Kagomé. Denotando L a la region
donde se localiza un magnon aislado, esquematizada en la figura entonces en a; # 0
solo para [ € L.

d 5 4 b J

Figura 2.1: Esquema de la cadena Kagomé donde se senala con trazo grueso la zona L. donde se localiza
un magnoén, simbolizado por la elipse. Los ntimeros simbolizan la indexacién de los sitios
de la zona L. Las letras simbolizan la indexacién de los sitios que estan en interaccién con
la zona L. En esta seccién, por comodidad llamaremos J;, [ = 1,...,6, al acoplamiento
entre los espines S; v S;1q en L, con Sy = S;. Ademés, llamaremos Ji, o = a,b,c,d al
acoplamiento entre S; y S,

Para hallar el estado |1), descomponemos el Hamiltoniano en tres partes,

H=Hr+Hr_r+ Hrg, (2.4)

donde Hj, corresponde a la parte local, H; g corresponde a interaccion de la parte local con
el resto de la cadena y ‘Hp corresponde al resto de la cadena. Luego, obtenemos

%L|1>:{% (;Jl> +h(1—%) }y1>+

A 1
(—§> D a(Ji+ i) S 10) + 3 > Aaadis + @ i) S 10),

leL leL

(2.5)

donde N, = 6y J; es la constante de acoplamiento entre el espin [-ésimo y el espin (I + 1)-ésimo
en L (ver figura2.1). Y por otra parte

L Aqui estamos considerando que la celda unidad de la cadena Kagomé estd formada por 5 espines dispuestos
en dos tridngulos que comparten un vértice, como aquellos acoplados por J en la figura
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%L_R|1>={—§Na+§(z JM>}\1>+

R 1<l,oz> <26)
(T) S ey 10) + 5 S Jwars; [0),
<l,o> <l,a>

con a = a, b, c,d (ver figura|2.1)) y N, = 4. Observar que en el tltimo término de ({2.6)), aparecen
estados S, |0). La presencia de estos estados indica que el magnon abandona la zona L. Por
lo tanto, para localizar los magnones en la zona L es necesaria la condicion

Z JlaCLl = 0, Vo (27)

Para satisfacer la condicion (2.7)), puede elegirse

V6 (2.8)
Jio = J.

Fijando (£2.8)), |1) es autoestado de H si y solo si

_ 2A + 1.

A+1
Donde llamamos J' al acoplamiento que conecta celdas unidad contiguas (con la notacion de
la figura , J' =Jy=J,)y J atodo otro acoplamiento.

Con el objetivo de observar el salto en la curva de magnetizacion predicho analiticamente
calculamos las curvas de magnetizacion utilizando DMRG (siglas de Density Matrix Renormali-
zation Group) para tres anisotropias distintas, A = 1/2,1,3/2con J =1y J =J QAAjll, es
decir, satisfaciendo la condicion y observamos el salto en la magnetizacion de magnitud
dm = 0.2 justo antes de llegar a la saturacion (figura .

Todos los calculos numéricos con DMRG se llevaron adelante usando las librerias de ALPS
(Algorithms and Libraries for Physics Simulations). En el apéndice presentamos un breve
resumen de como funciona este algoritmo. FEn todos los célculos con DMRG sobre la cadena
Kagomé hemos conservado 500 estados para la descripcion del estado fundamental del sistema,
y hemos utilizado condiciones de contorno periodicas.

Jl

(2.9)

Zhttp:/ /alps.comp-phys.org/mediawiki
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Figura 2.2: Curvas de magnetizacion para distintas anisotropias con N = 30 celdas unidad, A =
1/2,1,3/2, J =1y J =J 2AA++11 (satisfaciendo la condicion (2.9))). En los tres los casos
puede apreciarse el salto de amplitud dm = 0.2 justo antes de llegar a la saturacionm.
Adicionalmente, se observa un plateau de magnetizacion en m = 4/5 para las tres
anisotropias.

Ademas del salto de magnetizacion, se observa en la figura la presencia de un plateau de
magnetizacion en m = 4/5 para los tres valores de anisotropia. Este plateau fraccionario de
magnetizacion estd permitido por el criterio OYA si la celda unidad se duplica en tamafo y
contiene 10 espines 1/2. Para estudiarlo, utilizamos la técnica del hamiltoniano efectivo de baja

energia. Para diferenciar con lo que sigue, llamamos ‘punto-I” al conjunto de acoplamientos que
satisfacen (2.9).

2.1.2 Hamiltoniano perturbativo efectivo

Por simplicidad, presentamos la construccion de un Hamiltoniano perturbativo de baja energia
siguiendo a la bibliografia [12], donde la técnica fue introducida por primera vez. Entonces,
antes de trabajar sobre la cadena Kagomé, usaremos ilustrativamente la escalera de espin
S = 1/2 esquematizada en la figura modelada segun el siguiente Hamiltoniano

N 2 2
H=>" {J Sin-San+ T2 Spun-Spni1+2Ji Sin- Soeny —h Y sg,n} . (210
B=1 B=1

n=1

con condiciones de contorno periddicas, donden = 1, ..., N indexa a los ‘escalones’ en la escalera.
La celda unidad es un escalén o dimero (conjunto de dos espines) con un acoplamiento magnético
J > 0. Las celdas se acoplan entre si via Jo > 0y 2J; > 0, donde el ultimo acoplamiento
introduce frustracion.
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Figura 2.3: Esquema de la escalera de espin utilizada para construir un Hamiltoniano efectivo de baja
energia. Los sitios en la cadena superior se indexan con 1 y los sitios de la cadena inferior
con un 2.

Caso limite de dimeros no interactuantes

Considerando en primer lugar el caso limite J; = J; = 0, el Hamiltoniano anterior resulta

2
HOJh) =Y HO h)=> {JSM +Son—h> sg,n} . (2.11)

n ps=1

Es decir, se desacopla cada dimero del resto de la cadena. Este puede estar en 22 = 4 estados:

T E||+>+>| )
0y — [+=)+—+
e 212
|5y = ==,
Para h = hyg = J los estados |7T) y |s) estan degenerados con energfa ¢ = —3.J, mientras

que |77) y |7°) son estados excitados, con energfas 2.J y 1.J respectivamente. En la ﬁgura
mostramos las energfas de los 4 estados como funcion de h.
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Figura 2.4: Energias de un dimero aislado como funcién del campo magnético aplicado, utilizando
J = 1. En verde, el estado singlete, de espin cero. En naranja, el estado triplete, de espin
1. Ambos estéan degenerados en h = hy = J.

Denotamos |p;) a los 2V estados degenerados de (2.11)) con h = hy con minima energia Eéo) =

Neg v |qa) alos 4V — 2V estados excitados, de energias EY. Explicitamente, tenemos

(

S)R|s) @ |s) @ ...
THRIMN I ..

|
Vo)
PI=V 1y sl @ ) ©
S 2.13
(|77) ®1s) @ |s) @ ... 219)
Yl elrt)e..

=V 1y o ) @ ) 6

Por ejemplo, el vector |q1) = [77) ® |s) @ |s) @ ... a campo h = ho = J tiene energia E\" (h =

h()) = Zélj+ (N — ].)60

Aproximaciéon perturbativa

Consideramos ahora 0 < Jo,Ji,(h — hg) < J. Es decir, consideramos el caso donde el
acoplamiento dominante es .J, y el campo magnético esta cerca del campo magnético hy del
cruce de niveles. A primer orden en teoria de perturbaciones, tenemos al Hamiltoniano que
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podemos diagonalizar exactamente

2
HO(J,he) =" {JSM Sy —ho ng} , (2.14)

n B=1

y a la perturbacion

=" 1p) ulVIpy) (v (2.15)

ij

ZZ’ pZ’V’EqO‘ <%|V‘pj> <pj|, (216)

Y a segundo orden

donde )
V=>" {2J151,n - Samsry + Y (F2Spm - Spnr — (h— ho)s;n)} : (2.17)
B=1

n

Primer orden

A primer orden en teoria de perturbaciones los elementos de matriz de la perturbacién en la
base de estados degenerados se escriben

(il HVIps) = 12> (0ilSpn - Spmealps)+251 Y (0il S1n - Samealps)—(h—ho) Y (pil S5, Ips) -
n,B n Byn
(2.18)

Luego, escribiendo

sitio n

Ipi) = [pin) @ |pi2) @ |pis) ®

con S = 1o, |p;;) uno de los dos estados degenerados en el cruce y o = (0%, 0¥, 0%) las matrices
de Pauli, se tiene

<pi|H(1) |Pj> = J Z <pi,n—1|pj,n—1> <pi,n\SZ|pj,n> (pi,n+1|5g|l?j,n+1> <pi,n+2 |pj,n+2> b
n,Byy

2J, Z oo Pim-11Pjn—1) Pim| ST |Pjn) Pint1193 [Pjns1) (Pins2|Pims2) -t (2.20)
n,y

_<h - hO) Z <pi,n71|pj,nfl> <p2,n’SE|pj,n> <pi,n+1|pj,n+1>
n,8

donde cada operador de espin representado en la base de estados degenerados resulta en una
matriz hermitica de 2 X 2. La matriz hermitica de 2 X 2 méas general posible se escribe

a c+di
( c—id b ) (2:21)
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con a,b,c,d € R. Por lo tanto, puede expandirse con coeficientes reales en la base {0y, o}, con
0o = lax2, obteniéndose (a menos de una constante aditiva)

Herp =) Joy(SiSiyn + SuSt) + JeaS7S740 — hSE, (2:22)
n

con jxy = (=1 + Jo), J., = % y h = % — h + J. Es decir que, a primer orden, se
obtiene un Hamiltoniano efectivo correspondiente a una cadena de espines 1/2 de Heinsenberg,
anisotropico, con interacciones a primeros vecinos. A o6rdenes superiores en teoria de pertur-
baciones aparecen interacciones a un nimero mayor de vecinos. Por otra parte, si en el
cruce de niveles de la celda unidad se cruzaran mas de dos estados, el Hamiltoniano efectivo
corresponderia a un sistema de espines de espin mayor que 1/2.

Campos criticos

A continuacion mostramos como este modelo efectivo nos permite calcular los limites de algunos
plateaux de magnetizacion en el sistema. Escribimos al Hamiltoniano efectivo a primer orden
en teoria de perturbaciones en términos de operadores escalera

. SHSS L+ S-St . i
Hepp =Y Joy™ n+ﬁ2r nEl 4 LSiSh —h Y S (2.23)

A campo magnético h > jmy, J.. > 0 el estado fundamental de (2.23)) es el vacio de magnones

0 = [PPHHHTTT ) (2:24)
Consideramos la creaciéon de un magnoén en el sitio n
|ny =S, |0), n=12 .. N. (2.25)

Si nos restringimos a estados de un magnon, el Hamiltoniano (2.23)) es diagonal en la base de
momentos

1 ikn 2r .
|k>=\/—Nze’“ ), k=ki= i =1 N, (2.26)
donde
~ ~ N—-4 -N-=-2
(k|Hepplk) = €(k) = Jyy cos(k) + J,. YR h 5 (2.27)

Por otra parte, el estado |0) tiene una energia

Ey = (0[Heys[0) = N( ); (2.28)
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y el gap de energia entre los estados |0) y |k) resulta

e(k) — Ey = Jyy cos(k) — J., + h. (2.29)

Cuando las excitaciones de minima energia se vuelven gapless, el estado |0) deja de ser el estado
fundamental del sistema. Es decir, si

Min(e(k) — Ep) = —Jay — Joe + h =0, (2.30)

entonces

h=hea = Juy + Je-. (2.31)

Llamamos entonces campo critico he al campo magnético h >0 que cumple . Por
simetria, el campo critico hey < —jzy, —J,, < 0 por debajo del cual la cadena esta comple-
tamente polarizada en la direcciéon —2 es hey = —hea. Volviendo al problema original, este
Hamiltoniano efectivo modela un cruce de dos estados, digamos en general, |1) y |2). Los
campos criticos ﬁcl y izcg se escriben en términos de los acoplamientos magnéticos del sistema
Ji; y el campo magnético h. Conociendo esta dependencia, pueden hallarse campos criticos hg;
v heo tales que cuando h > h. todas las plaquetas se encuentran en el estado |2) y cuando
h < he todas las plaquetas estan en el estado |1). Por lo tanto, estos campos criticos marcan
bordes de plateaux de magnetizacion en el sistema original.

Cadena de Heisenberg de espin 1/2

El modelo efectivo obtenido a partir de trabajar a primer orden en teoria de perturbaciones
resulta la cadena de Heisenberg anisotropica de espines 1/2, con interacciones a primeros
vecinos. Este modelo tiene solucion exacta, conocida como Bethe Ansatz [I3|[14]. El panel
izquierdo de la figura [2.5| muestra un esquema del diagrama de fases h/|.J,,| versus A, a T = 0,
tomado de la referencia [I5]. Hay tres fases: la ferromagnética (F), la fase del liquido de
Luttinger (LL) y la fase tipo Néel (N).
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Figura 2.5: Figura (a): Diagrama de fases a temperatura cero segin campo magnético h/Jyy y
anisotropia A = J../|Jy| del Bethe Ansatz. En amarillo, la fase ferromagnética (F);
en blanco, la fase de ‘Liquido de Luttinger’ (LL); en azul, la fase tipo Néel (N). Con lineas
verticales punteadas se marcan 3 valores de A que dan lugar a diferentes tipos de curvas
de magnetizacion, esquematizadas en la figura (b) y descriptas en el texto general.

El panel derecho de la figura muestra tres curvas de magnetizacion que corresponden a
mover el campo magnético en cada una de las tres rectas punteadas verticales (roja, azul y
verde) del diagrama de fases, para distintos valores de A.

e La curva roja, que corresponde a la fase F, muestra un salto abrupto desde magnetizacion
(normalizada) m = —1 a m = +1, en h = 0.

e La curva azul corresponde a comenzar en la fase F' para h grande y negativo, donde
m = —1, luego cruzar por la fase LL, mostrando la forma caracteristica de la transicion,
hasta llegar a la fase F, con m = +1.

e Finalmente, la curva verde representa el caso en que el sistema pasa por la fase N donde
aparece un plateau de magnetizaciéon en m = 0.

El borde entre la fase F y la fase LL (o linea critica) esta dado por la relacion

hi—p = %£|J3|(1 4+ A), (2.32)
que coincide con (2.31), mientras que el borde entre las fases LL y N est& dado por la relacion

. - —1)™
h = £l sinh(g) 3~

=—00

_— 2.33

cosh(ng) (2:33)
con g = arcosh(A)[15]. Resaltamos que en la fase N hay una ruptura esponténea de la simetria
de traslacion del sistema, ya que la celda unidad en ese caso contiene dos espines. Méas abajo
interpretaremos el diagrama de fases y las curvas de magnetizacion de la figura [2.5] aplicado a
la cadena Kagomé.
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Espinones

Si la cadena se encuentra en el estado fundamental de magnetizacion nula, las excitaciones sobre
él son espinones; cuasiparticulas de masa nula, carga nula y espin 1/2 (fermiones). Definimos
|n) como un estado tipo Néel con una pared de dominio en la posicion n.

n7) = AL )
n*) = LA )

Destacamos que si la cadena tiene N sitios, un estado con una pared de dominio sélo puede
obtenerse con N impar. Por lo tanto, |[n*) tiene magnetizacion total M = £1/2. No escalea
con el nimero N de espines, porque hay un tinico espin desapareado. Ademés, |[n*) no es un
autoestado del Hamiltoniano. Definimos

(2.34)

, 2
k) =Y e n®), k=T n=01.N-1 (2.35)

Luego, evaluamos la accion del Hamiltoniano sobre, por ejemplo, |k~). Por un lado, tomando
la parte xy del Hamiltoniano, tenemos

_ Jey ikm _ _ _
Hyy k) = “2e™®™(SE S0 + SmSii) In7) (2.36)

2 m m
m,n

Observamos que
esim=n — (S5, +5.5 . )[n")=0
esim+l=n — (SiS, 1 +S.5 . )[n")=|n—2)
esim—1=n — (SLS, .1 +5.5.1)|n")=|n+2)

Notamos que los términos m + 1 =ny m — 1 = n mueven la pared de dominio dos posiciones
en la cadena. Por otra parte,

esimt2=n = (SHSm +SnSha) ) = WAL )

esimt3=n = (ShSmirtSaSha) InT) = ML),

entonces, tenemos que si m # n %+ 1, la aplicacion H,, [n~) no da como resultado un estado de
una tnica pared de dominio. Luego, obtenemos

Hyy |K5) = Joy cos(2k) [K5) +) (2.37)

donde ) es una suma sobre estados que no tienen la forma de una tdnica pared de dominio
moviéndose por la cadena. Por otra parte, evaluamos

H, |ki> = Zeik”(JzerZn 1 — 1S3 |ni> ; (2.38)

m,n
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y obtenemos

JZZ NJZZ h

ZEEE) - —Z k) F o |k 2.39

2 Ity — S i) F ) (2:39)
Finalmente, si consideramos la aproximacion en que las excitaciones sobre el estado funda-

mental de magnetizacion nula son paredes de dominio moviéndose por un estado de Néel, la

energia que llevan se escribe

H, k%) =

Jo Fh

e (k) ~ Jpy cos(2k) + 5

(2.40)

donde no consideramos el término de orden N! en (2.39) porque esté asociado a la energia del
estado fundamental (de manera analoga a lo que ocurria en el caso de excitaciones magnonicas).
Al considerar los campos h,. para los cuales la excitacion es gapless, se obtiene

he = £(2Jpy — J.2). (2.41)

Estos campos criticos nos permiten encontrar los bordes de plateaux fraccionarios, que
corresponden a la fase de Néel en el modelo efectivo. Ademas, si el modelo efectivo no es
una cadena de espines 1/2 a primeros vecinos, la solucion de Bethe no nos sirve, por lo que es
importante contar con este enfoque aproximado alternativo.

2.1.3 Primeras predicciones

Para el caso de la cadena Kagomé, escribimos el Hamiltoniano efectivo de baja energia a primer
orden en teoria de perturbaciones para estudiar el caso homogéneo J; =1, J, < J;, 1 = 1,2, 3.
En la figura mostramos las 2° = 32 energfas de una celda unidad aislada. Fl estado
fundamental para h < h,; esté triplemente degenerado, por lo que en el cruce no puede obtenerse
un Hamiltoniano efectivo de espines 1/2 con la técnica presentada en la seccion anterior, sino de
espines 3/2, ya que en el cruce cada plaqueta puede estar en 4 estados. Estudiamos el segundo
cruce de dos niveles en h = hy = 2.5.
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Figura 2.6: Energias de la plaqueta aislada como funcion del campo magnético externo h aplicado,
para J; =1, ¢=1,2,3. Para h > 0 hay tres estados fundamentales, de magnetizaciones
m = 1/5,3/5, 1, remarcados en en azul, rojo y naranja respectivamente. Con lineas a trazos
verticales marcamos los campos h.1, heo a los cuales el estado fundamental esta degenerado
por cruce de niveles.

Trabajando de manera analoga a la seccion llegamos a un Hamiltoniano efectivo correspondiente
a una cadena de espines 1/2 de Heisenberg anisotropica como ([2.22)), con

Joy = 0.1.J
J.. = 0.005 J, (2.42)
h=—25+h—0.0950 J,

En la figura presentamos cuatro curvas de magnetizacion calculadas con DMRG, donde
Jy = 0.05; 0.1; 0.15y 0.2. Para mejor visualizacion, solo mostramos la parte con m > 0.6. Con
lineas punteadas mostramos la prediccion teodrica de los campos criticos usando la técnica del
Hamiltoniano efectivo con las ecuaciones y .

Observando los acoplamientos efectivos , vemos que debido a la simpleza del acoplamiento
entre las celdas en la cadena Kagomé, mediante Jy, el parametro de anisotropia A=1J, / jwy =
0.05 es independiente de J;. Esto significa que con este modelo no podemos movernos horizon-
talmente en el diagrama de fases para buscar plateaux fraccionarios.
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Figura 2.7: Curvas parciales de magnetizacion (m > 3/5) para Jy = 0.05,0.1,0.15,0.2, obtenidas con
DMRG en sistemas con 200 sitios. En linea a trazos verde, la prediccién teérica de los

bordes de plateaux utilizando (2.31)) y (2.42))

2.1.4 Plateaux fraccionarios

Celda unidad tipo lapiz

Como para el punto-I el acoplamiento que conecta celdas contiguas es el mas grande, propusimos
una celda unidad diferente que lo contiene, también de cinco espines, esquematizada en la
figura 2.8 La llamamos ‘celda unidad tipo lapiz’. Resaltamos que esta celda unidad no esta
frustrada, mientras que en el acoplamiento entre celdas contiguas aparece una competencia
entre los acoplamientos denominados J, y K5. Para distinguir, llamaremos a la celda unidad

anterior ‘celda unidad de dos tridngulos’.
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Figura 2.8: Esquema de la cadena Kagomé usando la celda unidad ‘tipo 1apiz’, encuadrada con lineas
azules. Los niimeros denotan la indexacion de los sitios en la cadena. La celda unidad
posee solo dos acoplamientos diferentes J y K, mientras que los acoplamientos Jo vy Ko
acoplan celdas tipo lapiz contiguas.

Haciendo la separacion H = Hy + H;,; escribimos, en el caso isotrépico A =1,

HO = Z |:<](§n,1 . gn,Q + 5;n,5 : gnA)

n

; (2.43)
FKBonSunt Sas Gt —he 3 s;,m}
m=1
y
Hint = Z |:J2<§n,2 : §n+1,1 + gn,4 : §n+1,5)+
" (2.44)

5
K2(§n,3 : §n+1,1 + gn,S : §n+1,5> — (h = hy) Z Sim} -
m=1

Luego, los acoplamientos del Hamiltoniano efectivo de baja energia a primer orden en teorfa
de perturbaciones con esta celda unidad, resultan

Joy = 0.289898 K5 — 0.322474.J,
J.. = 0.0519949.], + 0.0420204 K, (2.45)
h = —h 4 0.266889.J; 4 0.0627653.J5 4 0.21569 K5 + 0.0677526 K5 + 2.11237.

Por definicion, el pardmetro de anisotropia es

= (2.46)

zy

<

A=

!

donde se toma el modulo en jxy porque una rotacion en m a lo largo del eje z para la sub
red de espines de indice par (o alternativamente, impar) en la cadena es equivalente a cambiar
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Juy = —Jay, ya que la cantidad S* T+ SYSY ., cambia de signo y S2S7., no lo hace.

En la figura mostramos el grafico de anisotropia vs J,, fijando J =15, K =1y Ky = 1.
Si bien al tomar Ky = 1 no estamos en el régimen perturbativo, el modelo efectivo predice
correctamente la existencia de plateaux fraccionarios, como mostramos mas adelante. Con
linea a trazos horizontal marcamos el valor A = 1 por encima del cual segin el diagrama de
fases del Bethe ansatz (Fig hay plateau fraccionario. Con linea a trazos vertical, marcamos

el valor de J, para el cual diverge la anisotropia segin (2.45)) y (2.46]).

10

0 0.5 1.0 15 2.0

Figura 2.9: Anisotropia efectiva como funciéon de Jo, habiendo fijado Ko =1, J =15y K = 1. Con
linea a trazos horizontal marcamos el valor A = 1 por encima del cual segtn el diagrama
de fases de Bethe ansatz (Fig hay plateau fraccionario. Con linea a trazos vertical,
marcamos el valor de J para el cual diverge la anisotropia segtin y

Segiin y (2-46), tomando J, = Kj se tiene A ~ 2.88 > 1. Es decir que el modelo
efectivo predice que si los couplings que acoplan celdas tipo lapiz contiguas son iguales entre si,
hay plateau fraccionario. Para saber en qué region del plano (Js, K5) el modelo efectivo predice
la presencia de un plateau fraccionario hicimos dos calculos. Por un lado, pueden considerarse
los campos criticos he; ¥ heo que vuelven gapless a la dispersion de espinoneﬂ y forzar
la igualdad h. = h.. Las dos soluciones son:

{J2 — 0.77162K, (247

Jo = 1.04868 K5

marcadas con rojo en la figura [2.10, Dentro de la region delimitada por las rectas rojas el
modelo predice que hay un plateau fraccionario de magnetizacion.

Alternativamente, puede considerase el caso A = 1 en el diagrama de fases del bethe Ansatz
(Fig . Si el modelo efectivo no pasa por la fase N, entonces la cadena Kagomé no presenta

3recordar que este es un resultado aproximado, pues sélo consideramos la relacién de dispersién de una pared

de dominio moviéndose por el estado de Néel.
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plateau fraccionario. Las soluciones correspondientes son:

(2.48)

Jo = 0.661943 K,
Jy = 1.22715K,

marcadas con azul en la figura En este caso aparece una regiéon més grande, que contiene
a la anterior, en la cual el modelo predice que hay plateau fraccionario. En la figura [2.10]
marcamos en rosa el punto-I, (J, K3) = (1,1), que corresponde a la soluciéon exacta de
magnones localizados, la cual cae dentro de las dos regiones; aunque cabe resaltar que el calculo
perturbativo tiene validez s6lo en el régimen Jy, Ko < J = 1.5, K = 1.

A continuacion calculamos correlaciones y observables usando DMRG sobre la recta Jo, = Ko,
(contenida en la region con plateau fraccionario segiun el modelo efectivo), para J, = Ky =
0.1,0.2,...,0.9,1 (puntos representados con circulos en la figura [2.10). Es decir, partiendo
del régimen perturbativo y llegando hasta el punto-I, representado por un circulo rosa en
Jo = K5 = 1; en la figura [2.10]

1.4F
1.2¢
1.0t
0.8}
> 0.6}
0.4}

0.2}

0.0}

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Ky

Figura 2.10: Con rectas azules, las soluciones para A= 1, (Ec. ) que indican la desaparicién del
plateau fraccionario segiun Bethe Ansatz. Con rectas rojas, las soluciones a una relacion de
dispersion gapless de espinones sobre el estado de Néel del modelo efectivo donde los dos
campos criticos coinciden (Ec. (2.47)). Entre rectas del mismo color se forman regiones
donde el modelo efectivo predice la existencia de un plateau fraccionario de magnetizacion
en m = 4/5. Con circulos marcamos los puntos que elegimos para calcular curvas de
magnetizacion y correlaciones (STS7) utilizando DMRG. En particular, con circulos rosas
representamos los puntos- I y I1, en donde hay soluciones exactas de magnones localizados.

Para cada circulo en la figura calculamos las correlaciones (Sij_> sobre el plateau de
magnetizacién en m = 4/5, presentadas en la ﬁgura donde podemos ver que los magnones
estan localizados en Hexagonos para Jo = Ky = 1 = J, y al bajar progresivamente J los
magnones se localizan progresivamente en regiones tipo lapiz.
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W

W

Figura 2.11: Correlaciones (S:ﬁS’;) representadas en el ancho de linea, para A=1,J=3/2, K=1y

Ky =Jy=J=0.1,0.2,..., 1 sobre el plateau de magnetizacion en m = 4/5 calculadas con
DMRG, en sistemas de 24 celdas unidad tipo lapiz. Lineas azules y rojas corresponden a
correlaciones negativas y positivas respectivamente.

Solucion exacta nimero 2 (punto-II)

Para J =3/2, K =1y Jo = Ky = 1/2, con A = 1 (circulo rosa inferior en la figura [2.10)),
observamos un salto de magnetizacion de dm = 1/5 justo antes de llegar a saturacion (figura
2.12), idéntico a aquel observado para el punto-I (figura .

42



1.09 J=0.1 ]
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0.9 — Jj=04
— J=05
— J=06
4 J=0.7

£ 0.8 107 H .
J=0.9
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Figura 2.12: Curvas parciales de magnetizacion calculadas con DMRG para J = 3/2, K =1 y Jo =

Ky =J=0.1,0.2, ..., 1, usando 24 celdas unidad tipo lapiz. Puede verse que para J = 0.5
hay un salto abrupto desde m = 4/5 a saturaciéon idéntico al caso del punto-I (J = 1;

curva celeste).

Retomando la notaciéon de la figura [2.1] el salto se observa para los acoplamientos:

Jl :]2 Jg J4 J5 JG

Jla

32 1| 1]3/2[1/2]1/2

1/2

Tabla 2.1: Conjunto de acoplamientos para los cuales se observa un salto de magnetizacién de dm =
1/5, usando la notacion de la figura J; acopla el espin [-ésimo con el espin (14-1)-ésimo
de la denominada zona L, representada con trazo grueso en la figura @

La presencia de este salto nos llevo a buscar una solucion exacta del Hamiltoniano (2.1]) (con

A =1) de la forma

1) =) aS 10), aeL
l

(2.49)

con coeficientes a; a determinar. Utilizando los acoplamientos de la tabla 2.1 y la ecuacion
(2.6]), la condiciéon necesaria para la localizacion de los magnones (2.7)) se escribe:

as+a3=0 (a=a)
az+a, =0 (a=0)
ta1+as=0 (a=c)
sa5+ag=0 (a=d)

(2.50)

De los seis coeficientes en (2.3]), quedan solo dos libres; por ejemplo a1 y as. Forzando que |1)

sea autoestado de (2.1)), obtenemos la relacion
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2 - 32 (2.51)
a1

Normalizando, obtenemos los coeficientes presentados en la tabla

ai Qo as ay as Qg
/3 12|12 12| -1/3] 11/6

Tabla 2.2: Coeficientes del estado (2.49)) corespondientes a la solucion exacta del punto-II a A = 1.

Por lo tanto, hallamos una segunda solucion exacta de magnones localizados. Nombramos
‘punto-II" al conjunto de couplings { J =3/2, K =1, J, = Ky = 1/2 } (o, equivalentemente,
los acoplamientos de la tabla[2.1] con la notacion de la figura2.1]) Una vez hallado el punto-II,
buscamos generalizar esta solucion para el caso anisotropico (A # 0). Para ello, propusimos
que los acoplamientos magnéticos tienen la forma

2A + 1
=11k (2.52a)
K=1 (2.52b)
Jo(A) = Ky(A) (2.52¢)

En esta propuesta conservamos la relacion entre J y K que vale en el punto-I (eq [2.52al),
fijamos como referencia el valor de K a la unidad y asumimos que los acoplamientos que conectan
celdas tipo lapiz son iguales (como ocurre en el punto-II) y tengan dependencia en A (2.52d).
Encontramos dos soluciones, representadas en la figura [2.13}

e Solucion-I (azul en la figura [2.13)):

JQZKQZKEl

No hay dependencia en A. Esta solucion es, por supuesto, exactamente la que corresponde
al punto-I.

e Solucion-II (amarillo en la figura [2.13):

VI2ZA3(A+1)+1—(2A+1)
Jo =Ky =
2A(A +1)

(2.53)

Para A < 1/\/3 la solucién corresponde a tener acoplamientos J, = K, negativos
(ferromagnéticos).

Para A = 1/4/3 marcado con linea punteada, J, = K5(A) = 0, que corresponde al caso
de celdas tipo lapiz aisladas.

Para A = 1, la soluciéon corresponde al llamado punto-II. (coeficientes en tabla y
acoplamientos en tabla [2.1)).
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- —1)!
Para A = 2, el estado solucion es nuevamente a; = =D

W’ | = 1, ...,6, con
{fo=3

= K,K =1,J; = Ky = 1}, como mostramos en la figura

1.0

0.5

0.0

Ky (0)/K

-0.5

-1.0

A

Figura 2.13: Soluciones de (2.52¢). En azul, la solucién correspondiente al punto-I. En amarillo, la

solucién correspondiente al punto-1I. Con linea a trazos vertical marcamos los valores

A =1/v/3 y A = 2, donde la solucién-II cambia de signo y los coeficientes de ambas
soluciones coinciden, respectivamente.

En la figura mostramos los coeficientes a;(A), | =1, ..., 6 que corresponden a la solucion-
II. Debido a que a;(A) = a5(A) v a2(A) = as(A) solo se observan 4 curvas. Observamos que

para A = 2, los coeficientes coinciden con aquellos correspondientes al punto-I (a; = (_1)1),

V6
marcados con linea a trazos.
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aj(A)

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
A

Figura 2.14: Coeficientes a;(A), I = 1,...,6 que corresponden a la solucion-1I. Debido a que a1(A) =

as(A) y az(A) = as(A) solo se observan 4 curvas. Observamos que para A = 2, las
(=1

coeficientes coinciden con aquellas correspondientes al punto-I (a; = W)’ marcados
con linea a trazos. ai,as,a3 y ag estan graficados en rosa,amarillo,verde y violeta,
respectivamente.

2.1.5 Conclusiones

Estudiamos el comportamiento magnético del Hamiltoniano de Heisenberg antiferromagnético a
primeros vecinos sobre la geometria 1D conocida como cadena Kagomé. Calculamos los limites
de diferentes plateaux de magnetizacion del sistema usando un Hamiltoniano efectivo de baja
energia basado en teoria de perturbaciones en el limite de celdas unidad tipo lapiz débilmente
interactuantes. Esta técnica resulto tutil para predecir la presencia de un plateau fraccionario
de magnetizacion en m = 4/5, un plateau que no puede explicarse en el limite de Ising. Este
plateau tiene origen en la presencia de magnones localizados, como mostramos calculando la
funcién de correlacion (S;",S7) con DMRG. Ademas, encontramos un estado fundamental
exacto con m = 4/5 que es una generalizacion del estado encontrado por Schulenburg et
al.[I1], compartiendo las caracteristicas de producir un salto en la curva de magnetizacion
hacia saturaciéon, y ser un estado producto, o factorizado, generado por la fuerte frustracion
geométrica.

Desde un punto de vista mas general, es conocido que los cristales de magnones estan
presentes en varios sistemas magnéticos frustrados en 1, 2 y 3 dimensiones espaciales|11].
Estos sistemas comparten la presencia de una banda chata que produce un estado fundamental
factorizado, como consecuencia de la naturaleza cuantica de las excitaciones. El diagrama de
fases de la cadena Kagomé presenta ademés plateaux de magnetizacion clasicos|10], que pueden
observarse en una simulacion Monte Carlo del sistema en el limite de alta anisotropia de Ising,
es decir, sin fluctuaciones cuanticas.

Para concluir, mencionamos que la riqueza del diagrama de fases del sistema, donde pueden
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encontrarse plateaux clasicos, cuanticos, metamagnetismo y fases sin gap, lo hace ideal para
estudiar la influencia de perturbaciones como un campo magnético transverso o interacciones
antisimétricas (Dzyaloshinskii-Moriya). En la siguiente seccion abordaremos el estudio de la
presencia de interacciones antisimétricas en otra escalera de espin que presenta banda chata, la
cadena diente de sierra.

2.2 Cadena diente de sierra

2.2.1 Introduccién
Interaccion de Dzyaloshinskii—-Moriya

En sistemas magnéticos, las interacciones de Dzyaloshinskii-Moriya corresponden a la version
antisimétrica de la interaccion de intercambio de Heisenberg. El origen de esta interaccion fue
propuesto fenomenologicamente por Dzyaloshinskii[16] y derivado formalmente por Moriya|I7],
quien mostré que las interacciones antisimétricas son consecuencia del acoplamiento espin
orbita en materiales. Si bien la presencia de estas interacciones tiene que estar permitida
por ciertas reglas de simetria introducidas en el trabajo de Moriya[l7|, su presencia es usual
en sistemas reales y puede causar efectos diversos[18] 19], como inducir una magnetizacion
uniforme o alternada, causar un ferromagnetismo débil en sistemas antiferromagnéticos, abrir
un gap magnético, destruir o estabilizar 6rdenes no colineales, etc.

Para introducir formalmente a las interacciones antisimétricas, podemos considerar a una
cadena de espines con el siguiente Hamiltoniano

H=>" {J,-jsz- .S, + D;; - (S; x sj)} : (2.54)
(i.5)
donde D es el vector de Dzyaloshinskii-Moriya, que rompe simetria SU(2). Si D;;||2, entonces
usando el algebra de los operadores de espin el Hamiltoniano anterior se escribe

1+160;;)SS7 + (1 —1i6;;)S; ST
H:ZJij(( i0:5)5;"S; 2( i0i;) j +stj>v (2.55)
(1,

donde 0;; = Df;/J;;. En el limite 0;; < 1 podemos escribir

H =

(17]

(2.56)

eSS + e Wi S SF
Jij( : 5 2 +Si5j>.
)

Introducir interacciones DM en muchos casos suele tomarse directamente en el sentido de la
ecuacion , donde el acoplamiento entre espines usual J;; gana una fase e, 6;; se suele
llamar el ‘campo de gauge’, debido a su interpretacion al mapear el sistema de espines a un
sistema de particulas.
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Lenguaje de particulas

Utilizamos un mapeo exacto entre sistemas de espines 1/2 y sistemas de bosones de nticleo duro
(hard-core bosons), dado por

b} = Sj’
T ) (2.57)

donde para esta convencion |0) = |[+) y |1) = |—). La nomenclatura ‘nicleo duro’ significa que
en el sistema bosénico no es posible crear dos bosones en el mismo estado, entendiendo que
el costo energético para hacerlo es muy alto, debido a una interaccion repulsiva entre ambos.
Esta caracteristica es esencial en dos aspectos. En primer lugar, permite hacer coincidir las
dimensiones de los espacios de Hilbert entre el sistema de particulas y el sistema de espines.
En segundo lugar, permite conservar el dlgebra de SU(2) luego del mapeo, ya que

[5%,57] = [1/2 = bb,b] = —[b", 0] =b= ST, (2.58)

pero, en cambio
[ST,87] = [b,b] =1 # 25 (2.59)
El algebra de SU(2) solo se preserva en el subespacio fisico, usando explicitamente la restriccion
de nicleo duro. Para verlo, solo hay que aplicar [S*, S7] a los estados |[+) y |—) y [b,bf] a los
estados |0) v |1).
El Hamiltoniano puede leerse entonces en términos de operadores bos6nicos segin

10; beT —i0;, ; bTb .
H=Y J <€ ! J;e 4+ (1/2 —n) (1/2 - nj)). (2.60)

(3,5)

El término S%S5% del Hamiltoniano de espines corresponde a un término de interaccion entre
bosones en sitios vecinos, mientras que los términos de fluctuaciones corresponden a términos de
hopping en el sistema de particulas. El campo 0;; aqui se ve explicitamente como un potencial
vector para el sistema bosonico, usando lo que se conoce como sustitucion de Peierlﬁ Ya
que podemos entender al vector D como un potencial vector, es de esperar entonces encontrar
libertades de Gauge. En efecto, el término de DM puede ser removidd] si su integral de linea
(discretizada) vale cero para una dada curva cerrada abe, ..., yza, es decir,

D+ Dy + ...+ Dyz +D.,=0.

Por otra parte, la presencia de un campo magnético en el sistema de espines que da lugar a
un término de la forma —h Zj S7 se escribe en término de bosones segiin hzj n; + cte, por lo
que el campo magnético en el sistema de espines se mapea a un potencial quimico en el sistema
bosénico. En nuestro trabajo no utilizaremos el mapeo a particulas para calcular observables,
sino solo de manera conceptual para interpretar la presencia de interacciones antisimétricas

4Para una motivacién, ver por ejemplo las notas de Feynman https://www.feynmanlectures.caltech.edu,
volumen III, capitulo 21.

Sen inglés, gauged away.
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como un potencial vector, y sus consecuencias.

Modelos de Hubbard en presencia de un potencial vector sobre la cadena sawtooth[20] y
otras geometrias cuasi-1-dimensionales han recibido mucha atencion|21) 22] 23] 24] debido a la
presencia de diversas fases quirales y topologicas y su relacion con fisica de superconductores.

Corriente de espin

Definiendo la densidad de espin como p; = S7, la ecuacion de continuidad en el esquema de
Heisenberg se escribe
atPlE_i[ f?H]:_v'jlv (261)

definiendo asi a la corriente de espin, j, como aquella que satisface (2.61). Para una cadena de
espines de Heisenberg con el Hamiltoniano (2.56)), introducir un vector D uniforme a lo largo
del eje z da lugar a la siguiente ecuaciéon de continuidad

i[85, H] = 3 (eSS,

o+ he) — (€S S+ hel)) (2.62)

donde, reconociendo la derivada discretizada como la diferencia entre sitios vecinos, la corriente
de espin resulta (moédulo una constante multiplicativa)

g1 = ie(S;" S ) + hec. (2.63)

Observamos que si bien la densidad de espin local p; = S no es una cantidad conservada, la
densidad total o global si lo es, ya que es inmediato probar a partir de las ecuaciones anteriores

que Oy Elel pr = 0.

2.2.2 Cristal de magnones

Consideramos el Hamiltoniano de Heisenberg sobre la cadena diente de sierra dado por

H = JZ {557151,2 + 8512813+ 813814 + 51481411 + Oz(SuSz,s + 51,3Sl+1,1) }
.

4
o hZZSf,zu
l

'=1

(2.64)

con J = 1,1 = 1,...,L indexando cada celda unidad, a € R un parametro que regula la
frustracion y I’ = 1, ...,4 indexando los espines dentro de cada celda unidad como muestra la
figura 2.15a). En el Hamiltoniano anterior estamos tomando una interaccion de intercambio
con anisotropia A, es decir

+ oo ~ ot
SieSu e+ SSy

S1Sv = 7

+ ASZk f,7k/.
Para

a=a.=1//2(1+A), (2.65)
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el estado fundamental del sistema en un dado rango de campo magnético aplicado consiste en
un arreglo peridédico de magnones localizados en regiones finitas de la cadena, esquematizado
en la figura b), es decir, un cristal de magnones como el de la cadena Kagomé de la seccion
anterior. El estado fundamental puede encontrarse exactamente[25] y corresponde a un estado
producto donde los magnones no interacttian entre si.

La anisotropia en el modelo no afecta las propiedades del estado fundamental siempre que
se verifique la condicion . Sin embargo, para construir la teoria de campos efectiva es
conveniente estudiar al sistema usando A < 1 para evitar configuraciones cléasicas colineales,
que no permiten ser tratadas con nuestra formulacion en términos de integrales de camino y
estados coherentes de espin. Por esta razon en lo que sigue fijaremos A = 1/2.

a)

Jj—1 J j+1

b)

1 3

Figura 2.15: Esquema de la cadena diente de sierra y los acoplamientos elegidos. a) Celda unidad de
cuatro sitios utilizada a lo largo del trabajo. (b) Representacion del cristal de magnones.
Las zonas rojas representan las zonas donde hay una probabilidad finita de encontrar un
magnoén, mientras que los sitios indexados con un 1 en cada celda unidad corresponden a
espines completamente polarizados.

2.2.3 Teoria de campos efectiva

Para obtener la teorfa de campos efectiva primero identificamos la configuracion clasica de
minima energia. Para hacer esto comenzamos con un tridngulo aislado formado por los espines
S1, Sy y S3 de la celda unidad (ver figura . Por simetria, tomamos los angulos polares de
S1y Ssiguales, es decir, 69 = 65 = 0p, vy ¢5 — ¢} = ¢ — @3 = ¢° para los angulos azimutales.
Para la cadena completa, en cada celda tomamos 65 = 6 = 6% , y un tanico angulo azimutal
relativo entre los espines de indice par y los de indice impar.

Tomando A = 1/2, el estado fundamental clasico en presencia de un campo magnético
aplicado consiste en una configuracion ‘inclinadaf’] con ¢° = 7 y angulos polares dependientes
del campo magnético aplicado, 04 g(h), como es usual[8, [7, 26]. Escribimos a los operadores de
espin en términos de los dngulos polar y azimutal como vectores en R? de longitud S segiin

ben inglés, canted, donde los espines no estan en la direccién del eje z.
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Sl,ll = S(COS qﬁl,l/ sin 91,11, sin ¢l,l/ sin 91711, COSs 0u/>. (266)

donde S corresponde al niimero cuantico de espin, y parametrizamos las fluctuaciones cuénticas
alrededor de la configuracion clasica segin

o = ¢§ + gl (2.67)
O = Op + Ov ().
Las variables conjugadas para contruir la teoria son
o (1)
ally (z)) = —S(elf (1) sin 69 + 10, (2)? cos eg), (2.68)
donde a es la distancia entre celdas. Los operadores de espin se escriben entonces
Sy = S cos ) + ally(x;)
S G CU R R ) 209

Escribimos la teoria a orden cuadratico en fluctuaciones. Los términos de primer orden se
anulan debido a que agregamos fluctuaciones sobre el estado fundamental clasico, y descartamos
los términos constantes. La accién completa del sistema es S = S, + Sgp. El primer término
Sy = deH(T) corresponde a la accién clasica del sistema, y el segundo término Sgp es el
término geométrico o topologico de fase de Berry. La accién efectiva del sistema toma entonces
la forma

2

J[S? 5 S? a
S = dxdr E 7(’}/ - aﬁ)(aax¢1) + 7¢I(M¢)l,l’¢l’ —+ EHI(MH)I,Z’HZ’ +

i/dde {(&@)S e (aTezSz)Hz},

a

(2.70)

donde estamos haciendo implicita la suma sobre indices repetidos [,I' = 1,...,4, m; = cos6?,
B = sin?fp v = sinf,sinbp. My y My corresponden las matrices de masas de los campos
¢ y II;. Ambas matrices de masas pueden simetrizarse, y podemos entonces diagonalizar M,
usando la transformacion unitaria

1 1 1 1
S O
U= L2 v, (2.71)
_? 2 _15 2
-L 0 &0
tal que ¢] = Uppdy y M), = UM,U" = diag(my, ma, mg, my), donde
my =0, me=2y, m3=4y, my=2(y—2ap). (2.72)
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Las ecuaciones y nos dicen que el campo ¢} = (¢1 + P2 + ¢3 + ¢4)/2 no tiene
masa. Esto corresponde a la simetria U(1) del Hamiltoniano, siendo ¢} el modo de Goldstone
correspondiente. Luego, los campos ¢ = (¢s—2)/V2y ¢4 = (—¢1+do—3-+¢4) /2 tienen masa
y en el limite de baja energia estan ‘congelados’ y pueden aproximarse por cero. Finalmente,
la combinacion ¢} = ¢3 — ¢; puede tener una masa nula si

_ 0
=35
Si my se anula, el campo ¢ es libre de fluctuar, es decir, se deslocaliza, y por lo tanto su campo
conjugado IT), = II3 — IT; se localiza. Si resulta energéticamente favorable para el sistema que
el campo II) se localice en algtin valor finito, entonces el proceso se denomina desbalance de
espin (spin imbalance), ya que los campos II; parametrizan las fluctuaciones cuéanticas en la
magnetizacion. En efecto, II)} # 0 corresponde a una diferencia en las magnetizaciones locales
de los espines 1 y 3, rompiendo espontianeamente la simetria de la red. Este escenario es
corroborado por nuestros calculos numéricos en siguiente la subseccion.

Por otra parte, si nos enfocamos en el término cinético, vemos que hay un tnico término, cuyo
coeficiente v — a8 = * + a8 es minimo cuando my = 0. La banda chata puede interpretarse
aqui como la anulacién del valor renormalizado de este coeficiente, como mostramos al final de
la seccion Mas adelante veremos que esto tiene consecuencias importantes al agregar las
interacciones antisimétricas.

a (2.73)

2.2.4 Resultados numéricos (DMRG)

Comenzamos mostrando el estudio numérico del desbalance de espin presentado en la subseccion
anterior, usando DMRG. Todos nuestros célculos numéricos estan hechos con condiciones de
contorno periddicas, salvo que se especifique lo contrario, y se llevaron adelante usando las
librerias de ALPS. En el apéndice presentamos un breve resumen de como funciona este
algoritmo.

La figura muestra la magnetizacion local (S7) para cada espin en la celda unidad
como funcién de la magnetizacion total normalizada del sistema, para o = ., en ausencia
de interacciones antisimétricas. El valor mas grande mostrado de m es 1/2, donde el sistema
esta gapeado, previo al salto hacia saturacion. Alli, el espin S estd completamente polarizado.
La ruptura de la simetria de traslaciéon de la red puede ser claramente observada solo sobre el
plateau. Aunque el fenémeno de la factorizacion exacta y el salto en la curva de magnetizacion
es exclusivo al valor critico o = «., es importante remarcar que el desbalance de espin y el
plateau de magnetizacion no lo son, como muestra el panel interno de la figura [2.16] En efecto,
el panel interno muestra nuevamente las magnetizaciones locales (S7) para cada espin en la
celda unidad como funciéon de la magnetizacion total normalizada pero para a = a. + §¢ = a.
El sistema ya no tiene un salto en su curva de magnetizacion, pero el desbalance de espin sigue
presente. Esto es natural desde el punto de vista de la teoria de campos, en donde se espera
que exista una region finita del espacio de parametros para la cual el valor renormalizado de
my se anule, y corresponde a la presencia de una fase de cristal de magnones, como aquella

presente en la cadena Kagomé en la seccion?2.1.4
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Figura 2.16: Panel principal: Magnetizaciones locales normalizadas en la celda unidad como funciones
de la magnetizacion total normalizada para D = 0, a« = a. y N = 60 sitios. El desbalance
de espin entre los espines S; y S5 ocurre en el plateau de magnetizacion, donde m = 1/2.
Las magnetizaciones inferiores no estan mostradas por claridad.
Panel interno: mismo grafico pero fijando a = .+ §¢ = &. En ambas figuras (S3) = (S7)
y las curvas respectivas estdn superpuestas.

En lo que sigue, presentamos un estudio numeérico de la corriente de espin del estado fundamen-
tal del sistema en presencia de interacciones antisimétricas. Agregamos entonces al Hamiltoniano
(2.64) el siguiente término

Hpy =Dz - Z {51,1 X S12+ 812X 813+ 813 x84+ 814 xS0+
1 (2.74)
04(51,1 X 813+ 83 % Sl+1,1) }

que corresponde a la versiéon antisimétrica del Hamiltoniano original.

Calculamos numéricamente la energia del estado fundamental que corresponde a cada sector
de magnetizacion para diferentes valores de D, para construir las curvas de magnetizacion
del sistema. La figura 2.17] presenta los resultados, donde puede verse que en ausencia de
interacciones antisimétricas la magnetizacion del estado fundamental como funcién del campo
magnético aplicado presenta un salto desde m = 1/2 a saturaciéon. En m = 1/2 el sistema
presenta gap y el estado fundamental corresponde al cristal de magnones citado en El
plateau es consistente con el criterio OYA tomando una celda unidad de 4 sitios (ver figura
. Aunque el plateau esta presente para todos los valores de D estudiados, el ancho del
plateau depende de D. Notablemente, a m = 0.7 no hay dependencia en D en la curva de
magnetizacion.
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Figura 2.17: Magnetizacion del estado fundamental como funcién del campo magnético aplicado para
diferentes valores de D, con a = a, y N = 60 sitios. Sectores de magnetizacién inferiores
no se muestran por claridad.

En lo que sigue, estudiaremos las corrientes de espin del sistema definidas por

i = i€ (S;FS)) + hee. (2.75)

En las figuras [2.18] [2.19] y [2.20] fijamos la magnetizacion del sistema a diferentes valores. Es
natural en este caso mapear el sistema de espines a un sistema de particulas que modelan las
excitaciones magnéticas, y que pueden ser fermionicas o bosoénicas, en donde la magnetizacion
fija se traduce en una cantidad fija de particulas, o un dado ‘llenado’.

La figura2.18| muestra la corriente de espin obtenida numéricamente con DMRG como funcion
de D para o = a, y magnetizacion fija. La nomenclatura ‘Bottom spin current’ corresponde a
la corriente de espin que circula ‘por debajo’ en la cadena, es decir, entre los espines S; y S3 en
la celda unidad. Esta corriente tiene el signo opuesto a la corriente que conecta espines pares
e impares en la celda unidad. Sobre el plateau de magnetizacion, m = 1/2, y para pequenos
valores de D, el sistema presenta gap y la corriente de espin es lineal con D, o bien con el flujo
magnético en lenguaje de particulas. Esta es la fase de Meissner, por su analogia con fisica de
superconductores donde la corriente es proporcional al potencial Vectorﬂ

El panel incrustado de la figura muestra como sobre el plateau la corriente deja de ser
lineal con D para D suficientemente grande. Bajo el plateau de magnetizacion, para m = 0.3
y m = 0.4 el sistema esta en su fase sin gap de liquido de Luttinger. Enfatizamos aqui que con
condiciones de contorno periddicas el sistema forma un anillo. Luego, la presencia de D con
una circulacion finita a lo largo del anillo corresponde a la presencia de un flujo magnético para
el sistema pensado como un sistema de particulas. Tomamos entonces de la teoria de liquido
de Luttinger[28] el resultado de la corriente estacionaria de particulas inducida por un flujo
magnético atravesando un anillo,

“Es interesante resaltar que en el efecto Meissner la corriente es expulsada del interior del superconductor para
un campo externo suficientemente pequenio. Un sistema bosénico inmerso en un pequeno campo magnético
sobre la geometria cuasi-1D conocida como escalera de dos patas presenta corrientes solo en las ‘patas’ de
la escalera, y no sobre los escalones|27]. Al aumentar el campo magnético aplicado se encuentran areglos de
vortices de corrientes, como en un superconductor de tipo II.
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donde u es la velocidad de las ondas de espin, K es el pardmetro de Luttinger, L es el perimetro
del anillo, @y = hc/e es un quantum de flujo, y v = N, — N_ es la diferencia entre el ntimero de
particulas moviéndose a derecha e izquierda, N, y N_ respectivamente. Lo importante aqui es
por un lado que en el equilibrio v es elegido por el sistema para minimizar la energia, pudiendo
variar solo por valores enteros; y por otro lado, puede probarse que la corriente estacionaria j
es discontinua y tiene periodicidad ®, como funcion del flujo magnético .

Numéricamente podemos observar como las discontinuidades en la corriente de espin en la
fase de liquido de Luttinger son una consecuencia de las condiciones de contorno periddicas.
Como ya mencionamos mas arriba, en lenguaje de particulas, para tener efectos del campo de
gauge, el sistema de particulas equivalente a nuestro sistema de espines tiene que tener una
circulacion finita de potencial vector A a lo largo de una curva cerrada.
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Figura 2.18: Panel principal: Corriente de espin como funcién de D, con a = a. y N = 60 sitios, a
magnetizacion fija menor o igual a m = 1/2. Panel incrustrado: Corriente de espin como
funcion de D para m = 1/2 donde puede observarse el apartamiento del régimen lineal
para un D suficientemente grande.

Para la cadena diente de sierra tenemos dos curvas cerradas con una circulacién finita de D.
Primero, cada triangulo (como el formado por los espines S;, Sy y S3 en la celda unidad) y
segundo, el sistema completo pensado como un anillo con condiciones de contorno periédicas.
El primer camino hace que las corrientes de la fase de liquido de Luttinger de la figura [2.18 no
sean periddicas en D. Es importante observar que el segundo camino es mucho mas largo que el
primero, por lo que en la figura para D pequeno no alcanzamos a observar el primer salto
en la corriente a causa de la estructura de celda. La figura muestra la corriente de espin
como funciéon de D para m = 0.3 y m = 0.4 para condiciones de contorno abiertas y cerradas,
mostrando que en este rango de D las discontinuidades en las corrientes de espin desaparecen
con condiciones de contorno abiertas.
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Figura 2.19: Corriente de espin como funcién de D a magnetizacién fija para un sistema de 20 sitios.
En linea a trazos y continua, los resultados obtenidos usando condiciones de contorno
abiertas y cerradas, respectivamente.

Ahora discutimos la situacion a magnetizacién constante por encima del plateau en m =
1/2. La figura muestra la corriente de espin como funcién de D para a = a. para
1/2 < m < 1. Para m = 1/2 el sistema esta en la fase de Meissner, y la curva se muestra
como referencia. Para 1/2 < m < 1 a D = 0 no hay corriente de espin, pero para D finito
observamos un salto, consecuencia de la banda chata en el sistema. El salto es seguido de
un régimen aproximadamente lineal, que corresponde a lo que se denomina la contribucion
diamagnética a la corriente, debido a que la pendiente de cada recta es proporcional a la
densidad de bosones (observar que la pendiente disminuye conforme m aumenta). Con o = «v,
y D = 0 el sistema de particulas tiene una banda chata y el sistema de espines no accede a
ningtn estado con 1/2 < m < 1 porque es energéticamente favorable estar o bien en el plateau
de magnetizacion de m = 1/2 o bien saturado, m = 1, dependiendo del campo magnético h
aplicado. En la figura cOmo a magnetizacion constante 1/2 < m < 1 la corriente de espin
resulta discontinua como funcién de D en el origen.

En el panel incrustado de la figura [2.20] mostramos un grafico igual al del panel principal
donde solo modificamos el valor de «, corriéndolo desde o, a un valor arbitrario & = a. + 5.
Para a = & el sistema no tiene una banda chata a D = 0 y las corrientes de espin resultan
regulares en el origen como funciéon de D.
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Figura 2.20: Panel principal: Corriente de espin como funcién de D con a = a., N = 60 sitios a
magnetizacion fija. Panel incrustado: misma figura eligiendo a = a = a. + {§

Si ahora dejamos la magnetizacion libre y estudiamos la corriente de espin del estado funda-
mental como funcién del campo magnético externo h aplicado, el comportamiento puede compa-
rarse con lo presentado anteriormente. La figura muestra la corriente de espin para el
estado fundamental con a = «a, donde pueden observarse claramente tres regimenes. Para
0 < h < hy(D) el sistema estd en su fase sin gap de liquido de Luttinger, con m < 1/2. La
corriente de espin es discontinua como funciéon de h a causa de las condiciones de contorno
periodicas del sistema. Para hy < h < hy el sistema esta en la fase de Meissner, con m = 1/2.
Puede verse que el espaciado entre curvas es constante debido a que la diferencia entre valores de
D elegidos en el grafico es constante y la corriente es lineal con D sobre el plateau. Finalmente,
para hy < h < hgy el sistema esta en lo que denominamos una fase de pequena rigidez (en
inglés, low-stiffness phase), con 1/2 < m < 1. La teoria de campos efectiva de la secciéon anterior
permite tener una intuicioén de por qué la corriente de espin es mayor a campo magnético grande.
La corriente de espin en la teoria de campos se escribe j(z) o< OpH o Oy¢1. Para a = a. y D
finito, la rigidez (el coeficiente del término cinético en la teoria) se vuelve finita pero pequena,
y el costo energético de tener corrientes de espin es pequeno.

El pico alrededor de h = 1.36 corresponde al méximo de la corriente de espin para m = 0.7
en la figura En el mismo valor de magnetizacion todas las curvas de magnetizacion se
cruzan en la figura [2.17
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Figura 2.21: Corriente de espin del estado fundamental como funcién del campo magnético externo
aplicado h, para diferentes valores de D, con a = a, y N = 60 sitios.

Bandas chatas en cadenas tipo Kagomé

La figura muestra tres cadenas de espin que presentan un estado fundamental factorizado
exacto correspondiente a un cristal de magnones. La figura a) es la cadena diente de sierra
estudiada previamente, colocada para comparar, mientras que las cadenas b) y ¢) son dos
cadenas tipo Kagomé presentadas en la referencia [25]. Alli muestran que para acoplamientos
magnéticos especificos, elegidos en esta seccion, la magnetizacion presenta saltos hacia saturacion
de magnitudes ém = 1/3 y m = 1/2 para las cadenas b) y c) de la figura [2.22] respectivamente.
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Figura 2.22: Cadenas de espin que para o = a, y J' = J(2A+1)/(A + 1) exhiben banda chata. En a)

la cadena diente de sierra, por comparacion. En b) y ¢) dos cadenas de tipo Kagomé. con
linea punteada marcamos la celda unidad que rompe la simetria de traslacién de la red
subyacente. En trazo rojo grueso, marcamos los sitios donde hay una probabilidad finita
de encontrar un magnén en cada cadena en presencia de la banda chata. Con ntmeros,
mostramos la indexaciéon utilizada para los espines dentro de cada celda unidad.

Siguiendo los pasos del caso de la cadena Sawtooth, estudiamos la presencia de modos
deslocalizados escribiendo las matrices de masa de las cadenas de tipo Kagomé de la figura
2.22, Consideramos primero la cadena b). Por simetria, tomamos el anzats para los angulos

polares clasicos dado por ng) = Qéb) = 95’) = Héb) = g’) y 6§b) = Qéb) = Qg’). Para los dngulos
azimutales clasicos, tomamos ¢§b) = éb) y gzbl(b) — ¢§b) = ¢ para | =1,3,4,6. La cadena tipo

Kagomé de la figura b) presenta un plateau de magnetizacion con magnones localizados
en m = 2/3. El estado fundamental clasico para este sector de magnetizacion tiene nuevamente
#® = 7. Agregando fluctuaciones clasicas y tomando el limite continuo, contruimos la matriz
de masas M q(ﬁb) para los campos gzﬁl(b). Como antes, esta matriz simétrica se diagonaliza por la
transformacion unitaria

29



S U D E .
Y B R Y.
01 0 -7 (3 0 %
-L 0 o L 0 o0
PO = R 0 . V3 o 1| (2.76)
2 1 2 2 1 2
0 —% 0 0 5 0
a0 a0 i
2v/3 V3 2v3  2V3 NERPVE
dando
b)’ b . b b b b b
M = PM}"P' = Diag(0,m{”, m{’, m{", m’ m{),
donde " N
my’ =my’ = 2(7(5) _ Qg(b))
®) — 24(®
e =Y (2.77)

m? = 4®

méb) = 6y®)

con B® = sin? ¥ y +® = sin6P sin6?. Los campos transformados son gb;(b) => Pl(’?,) l(,b ),

Las ecuaciones y muestran que las combinaciones ¢;(b) son masivas para j = 4, 5, 6,
por lo que en el limite de baja energia las podemos fijar a cero.

El campo sin masa qﬁ'l(b) representa como antes al boson de Goldstone asociado a la simetria

U(1) del Hamiltoniano. La masa méb) puede anularse para valores de 9? y 9](_5) tales que

~® = 28®) Luego, los campos ¢1” = (6 — o) /v2 vy o5 = (Y — o) /v/2 se deslocalizan
simultaneamente. Esto lleva nuevamente a un mecanismo de desbalance de espin que describe
a las excitaciones localizadas en el sistema (ver figura [2.22).

Para la estructura de tipo Kagomé de la figura C) tomamos un estado fundamental clésico
con una celda unidad de 10 sitios. Los dngulos polares del estado fundamental son Hl(c) = fo)
para le{1,2,4,5,6,7,9,10}, y Qi(f) = 05(;0) = 9](;). Los angulos azimutaleas son ngl(c) = ¢ para
1e{1,2,4,5,8} y ¢\ — ¢(© = 7 para I' ¢ {3,6,7,9,10}.

Siguiendo los pasos de los casos previos, construimos la matriz de masas para los campos
&\ Puede verse que las combinaciones ¢\” — ¢{7, ¢\ — ¢ ¢l? — 6l ¢! — ¢l pueden
simultaneamente volverse no masivos eligiendo apropiadamente 91(40) y 9](_;), en el limite de
baja energia. La deslocalizacion de estos modos tipicamente lleva a una regién en el espacio
de pardmetros con desbalance de espin, dentro de la cual el estado producto de magnones
localizados es un punto particular.

Los modos deslocalizados en ambas cadenas de tipo Kagomé son descriptos como en la cadena
diente de sierra, a causa de la banda chata presente en los tres sistemas. Méas atn, la banda
chata significa una rigidez nula. Entonces, la corriente de espin en estas cadenas de tipo Kagomé
debe también ser discontinua en D = 0 a magnetizacién fija para sectores previos a saturacion,
y una fase de baja rigidez es también esperable.

2.2.5 Conclusiones

Hemos estudiado a la cadena diente de sierra en el caso donde la frustracion induce una banda
chata, y como las interacciones antisimétricas afectan este sistema. A través de una teoria
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de campos semiclasica, hemos descripto las excitaciones localizadas del sistema a través de un
mecanismo de desbalance de espin. Un aspecto central de este mecanismo es la presencia de
modos angulares deslocalizados, cuya presencia se manifiesta al diagonalizar la matriz de masas
de la teoria, que exhibe autovalores nulos. Esta matriz puede ser evaluada para diferentes
geometrias, incluso en dimensionesﬂ mayores a 1, donde también pueden encontrarse masas
nulas. En particular, lo hemos hecho para dos cadenas de tipo Kagomé en las cuales es conocido
que pueden presentar banda chata, mostrando la relacion entre los modos deslocalizados y las
correspondientes excitaciones magnéticas localizadas.

Por otra parte, estudiamos numéricamente la corriente de espin sobre la cadena diente
de sierra introduciendo interacciones antisimétricas en el Hamiltoniano, y encontramos tres
regimenes diferentes. A valores pequenos del campo magnético aplicado, el sistema esta en la
fase Liquido de Luttinger. Aqui la corriente de espin muestra saltos como funcién del parametro
D. Este comportamiento se explica dentro de la teoria de Liquido de Luttinger. A campos
magnéticos intermedios, la magnetizacion (normalizada) presenta un plateau en m = 1/2. En el
plateau, el estado fundamental es un cristal de magnones con gap en ausencia de interacciones
antisimétricas. Para D finito, la corriente de espin es constante como funcién de h sobre el
plateau y proporcional a D como consecuencia del término diamagnético de la corriente de
espin. Esta es la fase de Meissner. Finalmente, a campo magnético alto, la dependencia en
D es notoria. A D = 0 hay un salto en la curva de magnetizaciéon. Los sectores magnéticos
entre m = 1/2 y m = 1 son salteados por el sistema. Entonces para D = 0 no hay fase de
alto campo magnético. Sin embargo, al agregar un pequeno D la curva de magnetizacion es
suave como funcién de h. La corriente de espin del estado fundamental es en este caso también
suave, y tiene un pico alrededor de h/J = 1.36. En términos de la teoria de campos efectiva, el
sistema no tiene modos delocalizados y tiene una rigidez finita aunque pequena. Si en cambio
la magnetizaciéon se mantiene fija en 1/2 < m < 1, entonces la corriente de espin presenta un
salto en D = 0, como consecuencia de la banda chata.

2.3 Bicapa hexagonal

En esta seccion abordamos el estudio semiclasico del Hamiltoniano de Heisenberg en una
geometria bidimensional que denominamos bicapa hexagona]ﬂ, y que introduciremos a la brevedad.
Antes de comenzar, destacamos que en dos dimensiones varias de las técnicas méas exitosas en
el estudio de sistemas cuanticos en una dimension fallan, como es el caso de DMRG y de
bosonizacién. Por otra parte, Monte Carlo Cuantico no es aplicable a sistemas frustrados, y
diagonalizacion exacta solo permite alcanzar tamanos que tipicamente son demasiado pequenos
como para extrar informacién precisa. Por estas razones, nuestro enfoque semiclasico en
términos de teorfas de campos efectivas de baja energia es especialmente valioso en dimensiones
mayores a 1.

8En la seccién siguiente abordaremos esta situacién para la denominada ‘bicapa hexagonal’.
9En esta tesis llamaremos hexagonal a la estructura geométrica bidimensional también conocida como panal
de abejas.
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2.3.1 Introduccion

BizMns012(NO3) consiste en un arreglo de bicapas de redes hexagonales no distorcionadas
formadas por iones Mn** de espin 3/2, como mostramos en la figura 2.23la) y 2.23}b). En
ausencia de campo magnético el material no muestra orden de largo alcance, al menos a
temperaturas mayores que 0.4 K[29], lo que sugiere la presencia de fuerte frustracion. Al
aplicar un campo magnético, el sistema adquiere orden antiferromagnético de largo alcance

alrededor de los 6 T[29].
p
L V >

a) b)

2,
Figura 2.23: La geometria de bicapa considerada. a) esquematiza el arreglo de bicapas presente en el

material. b) muestra una bicapa aislada. ¢) muestra la celda unidad de cuatro espines,
senialando la indexacién utilizada para cada sitio en cada capa y cada acoplamiento.

A través de mediciones de dispersion inelastica de neutrones sobre BisMn,O12(NO3) en presen-
cia de campo magnético, se han estimado los acoplamientos magnéticos para un modelo de
Heisenberg de espines 3/2 con interacciones a primeros vecinos[30]. Estos son consistentes con
aquellos determinados por calculos ab initio usando DFT[31], y sugieren que no hay frustracion
significativa en el plano del arreglo hexagonal sino que la interaccion entre capas probablemente
juega un papel importante en desestabilizar el orden magnético. La dispersion de neutrones
muestra la presencia de orden antiferromagnético (Néel) de corto alcance a bajas temperaturas
y la presencia de una transicion de fase magnética en donde el corto alcance se expande en orden
de largo alcance[29]. Los resultados experimentales sugieren que el estado colineal de Néel se
vuelve mas estable al aumentar levemente la temperatura, es decir, las fluctuaciones térmicas
estabilizan el orden antiferromagnético[29)] en lo que se conoce como orden por desorden.

Modelo

Motivados por los resultados experimentales, consideraremos el Hamiltoniano
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+ Ji (Zszl,l(rz') S12(1) + S2,1(7;) - S2.2(7))
+  Jo (S11(ri) - S22(7) + Sa,1(75) - S1,2(7)) } (2.78)

= W {8+ 5alr) + S50+ 55,00, (279

r

donde J; > 0 conecta espines en cada capa hexagonal, Jy > 0 conecta capas entre si, J, > 0
regula la frustracién entre capas y h es el campo magnético externo aplicado. El eje z
corresponde a la direccion del campo magnético, ¢ = 0,1,2 corresponde a 712 = T +
(0, e, ez), siendo e; y ez los vectores primitivos de la red triangular. Con nuestra notacion,
el término proporcional a Jy esta contado 3 veces, por lo que introducimos el factor 1/3. Para
BizMn,012(NO3), los resultados numeéricos y experimentales sugieren que J; es el acoplamiento
dominante[30], mientras que Jy es aproximadamente tres veces més grande que J,.

2.3.2 Teoria de campos efectiva

Escribimos una teoria de campos efectiva usando como antes el formalismo de integrales de
camino en términos de estados coherentes de espin. Nuevamente los espines estan representados
por vectores de R? de modulo S, S = S(cos ¢ sin 6§, sin ¢ sin 6, cos §), e introducimos las fluctua-
ciones cuanticas sobre la configuracién clasica de minima energia. Nuestra parametrizacion
para la configuracion clasica de minima energia en presencia de un campo magnético externo
consiste en una configuracion de Néel inclinada, donde para cada celda unidad fijamos

By(r) =71+ 1)

927,(7‘) = Qo(h’v Jo, Jl)v (280)
conl = 1,2y n = 1,2. Esta configuraciéon corresponde al limite de baja frustracion J, <
Jo, J1. La energia clasica del sistema a T = 0 se minimiza entonces por cosfy = h/2(Jy +
3.J1). En el limite continuo las fluctuaciones cuanticas se agregan sobre el estado fundamental
clasico cambiando ¢}, (z,y) = 7(l +n) + ¢iy(x,y) v 07, (x,y) = 60° + 06, (x,y). Los campos
canénicamente conjugados de la teorfa son ¢, y all;, = —S((56 sin 6Y + %(56)2 cos 90), donde
a es la distancia entre espines conectados por J; en la celda unidad. Los operadores de espin

escritos a orden cuadratico en ¢, y 11, son

Sy = Scosby+ally,
SiE = (—1)neiou (S sing® — " g, — 1 i ! (aHlm)2>, (2.81)

= - all, — "
bn Ssinf0 " 282 —m?2 Ssin 6O

63



donde m = S cos 6. Reemplazando (2.81)) en el Hamiltoniano y conservando términos a orden
cuadratico obtenemos la accion efectiva

S =8+ Spp, (2.82)

donde S, es la accion clasica del sistema que contiene los términos cinéticos y de masas, es
decir, S; = Sk + Sy Por comodidad, renombramos a los campos con un dnico indice segin

Gij = Di(i—1)+j» (2.83)

y obtenemos para la accion efectiva las siguientes expresiones:

) 2
SK = /de_J]£ ((ej . V¢1)2 -+ (ej . V¢3)2)

v 2a? 4
Jj=1

(2.84)
_ / U (3@@)2 +3(0,03)? + (0,61)* + <ay¢3>2)’

con 7 € [0,0] el tiempo imaginario, f§ la inversa de la temperatura (donde la constante de
Boltzmann es absorbida), v = (9v/3a?)/2, K = (Sa)?(J, — J,) sin? (6°), e = a\/Tg(\/i (—1)ith),
J=12y

d*z (1 a?
Su = [ dr—={ 50i(My)ij¢j + 5 1i(Mn)iyll; ), (2.85)
donde estamos usando la notacién de Einstein para indices repetidos, y M, y My son matrices
de masa simétricas. El segundo término en (2.82) es la fase de Berry, dada por

2 2
Spp = —i(S —m) /deTx Z Or-p; + i/deTx Z(ﬁrﬁbj)anf (2.86)

La matriz de masas M, es diagonalizada por la transformacion

1 1 1
1 1 -1 -1
2 -1 -1 1

1 1 -1

W (2.87)

— = = =

donde ¢ = 3", Wi, j = 1, ..., 4 y M}y = AW MW" = diag(my, ma, m3, my), con

my =0

my = 85%sin?(0°)(Jy + 3.J1)
ms = 852%sin*(0°)(Jy — 3.J,)
my = 245%sin?(0°)(J, — J,).

(2.88)

El anulamiento de m; vale a todo orden en fluctuaciones a causa de la simetria U(1)
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del Hamiltoniano. La misma transformacion diagonaliza también a My, es decir, M| =
AW MW= = diag(p1, pa, p13, p1a) con

= 8(Jy +31)
po = 8(Jo + 3.J1) cot? (°)
13 = 8( Jo + 3J1 + (Jo — 3J,) csc? (QO))
pa = 8(Jo — 3J1 + 3(J1 — J,) esc? (6%)).

(2.89)

La accién efectiva completa luego de la transformacion W toma la forma
Pr [ K / 2 1\2 / 1\2 / 1\2
S = dTT 33 3(0:¢y — 0u3)" + 3(0x¢) — 0py)” + (9yy — 0yd3)" + (9ydy — 9y8y)” |+

n
%é <mj¢92) + ; i (uj (all}) ) — 4i(S —m)(8;4,) + 4¢§(aT¢;)an;},
(2.90)

En general, todos los términos de masa de los campos Hg son no nulos, y por lo tanto sus
fluctuaciones son penalizadas energéticamente. Estos campos pueden integrarse exactamente
(la integral es Gaussiana y hay que completar cuadrados), dando lugar a la accion

dr (K
5= [[ar 2 5o (300.04 - 0,65 + 300.01 - 210)? + @10~ ) + 00} - 0,647 ) +

N
%Z (ms92) + 3 Z( ) = 4i(s — m)(0.6) |

(2.91)

Para J, < Jy, J; el sistema estd débilmente frustrado y tenemos masas no nulas m; > 0,
i > 0,4 =2,..,4, 7 =1,..,4 Como mencionamos antes, el campo ¢} no tiene masa, y
permanece asi para 4(S —m) € Zy T = 0.

El factor 1/4 en la transformacion es elegido para darle al campo ¢] la correcta
periodicidad [7]. Si los campos ¢4, ¢4 y ¢} son masivos, pueden fijarse a cero en el limite
de baja energia, lo que implica ¢; = ¢ = ¢3 = ¢4. FEn este caso la acciéon depende solo
del campo sin masa ¢| = ¢;. Asi, la accion (2.91)) corresponde a un modelo XY clasico con
un término geométrico adicional. Si T = 0, la teoria estd en tres dimensiones, mientras que
para temperatura finita 0 < 7 < 8 < oo, y la teoria es 2-dimensional, donde el teorema de
Mermin-Wagner prohibe el orden de largo alcance.

La condicion 4(S — m) &€ Z corresponde a la presencia de una fase de Berry no trivial. Para
T = 0, los vortices son el inico mecanismo disponible para destruir el orden antiferromagnético
de largo alcance para las componentes de espin en el plano representadas por el campo ¢].
Como los vortices estan prohibidos para valores genéricos de la magnetizacion, el orden de
largo alcance se preserva a T' = 0. A temperatura finita, el largo alcance se transforma en cuasi
largo alcance. Si 4(S —m) es entero la fase de Berry se vuelve trivial y puede desecharse. Los
vorcites de @) pueden proliferar si eso es energéticamente favorable (es decir, si la rigidez es
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Figura 2.24: Representacion esquemética de los modos cero correspondientes a a) J, = Jy/3 y b)
J1 = Jg.

suficientemente pequena), desordenando al campo ¢} y abriendo un gap en el sistema. La fase
resultante tiene orden antiferromagnético de corto alcance.

La situacion descripta aqui cambia cuando los acoplamientos generan competencia entre
términos del Hamiltoniano. A continuacion discutimos qué ocurre cuando el acoplamiento en
el plano de los arreglos hexagonales es el acoplamiento dominante.

2.3.3 Orden por desorden

Si J; es el acoplamiento dominante, como en BisMn O12(NO3)[30], al incrementar .J, encontra-
mos que mg = 0 para J, = Jy/3 (ver ecuacion (2.88))), mientras que p; >0, j =1,....4.

Es facil ver que la condicion J, = Jy/3 implica no solo una masa nula en la teoria efectiva
sino que también corresponde a un modo cero del Hamiltoniano usando la parametrizacion
(2-80). En efecto, si tomamos el Hamiltoniano evaluado en J, = Jy/3, podemos hacer
una variacion en la parametrizacion clasica introduciendo los parametros reales o, segtin

Gy = (L+ 17+, (2.92)

donde | = 1,2, n = 1,2. Si tomamos ;3 = a2, [ = 1,2, entonces el Hamiltoniano es
exclusivamente funcion de 6°. Como consecuencia de la simetria U(1) del sistema podemos
fijar ap; = 0, dejando un tinico parametro libre a;; = . El pardmetro o corresponde al
angulo relativo entre espines en las dos capas hexagonales como indicamos en la figura a),
y entra en la teoria efectiva solo a través del término cinético, ya que es un modo cero de la
teoria para fluctuaciones uniformes en espacio. Aqui hacemos la aproximacion de baja energia
¢y = ¢y = 0 para los campos masivos, que implica ¢o = ¢ v ¢4 = ¢3, v estudiamos la teoria
sin masa

1
2fia

s=8 [arte{ 5 (9o + (v6.2) + 0007+ (Eom

2/15 (a‘r¢a)2 + (_42) (87'¢s)}7

(2.93)

donde K = 2(Sa)?(J; — Jycosa)sin® 0°, figq = Lfisar s = (61 + $3)/2, b = (—1 + $3)/2.
Resaltamos que toda la dependencia en « esta en el parametro K, y que hemos hechos el
rescaleo © — x/3 para tener coeficientes de rigidez iguales en ambas direcciones espaciales.

A continuacion descartamos el factor /3 fuera de la integral en la ultima ecuacién. La
notacion ¢, y ¢, es elegida para enfatizar la presencia de una combinacion simétrica y una
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antisimétrica de los campos. A este orden en fluctuaciones la funcion de particiéon se factoriza

seglin
7 = ( / quses[%]) ( / chaes[d’“]) = 2.7, (2.94)

y puede ser computada analiticamente. Aqui seguimos el enfoque de la refencia [26], y expresamos
by, b € {s,a} en términos del momento cristalino k y las frecuencias de Matsubara w, = 2%

B ?
n € 7, segin

o0

op(r,T) = Z %/d%eikre”wﬂgbb(k,wn). (2.95)

n=—0oo

Esta representacion es vélida solo para campos que satisfacen ¢,(r,0) = ¢y(r, 5), es decir,
sin vorticidad, e implica Sgp = 0. La accién completa resulta

o] 5 2
S = %;n;w %/d%gb;(k,wn)gbb(k,wn) (Kk:2 + %) (2.96)

Calculamos la integral funcional gaussiana en términos del campo adimensional reescaleado

"(k,wy) = ¢(k,w,)T'/B, donde T" o< 1/a?, obteniendo
'

-1 [k & B( -~ w2
log (Z) = — | — log | = Kk*+ =2 . 2.
wn R[Sl D) e
Para sumar la serie, hacemos uso de la identidad
BKK2/T dt2 B - w2 w2
J A AN S AV vk 299

Asi, la energia libre de Helmholtz es

1 1 [ d%k . 1 ~
F = —Elog (Z) = B/sz:log (smh (?{;6 Kub)>, (2.99)

donde hemos descatado las contribuciones de vacio, es decir, los términos independientes del
momento k£ y del dngulo a.. La dltima ecuaciéon puede ser reescrita como

&2k - -
F= /T Xb: {%kz K i + %log <1 - e—kﬁ\/K_ﬂb) } (2.100)

donde el primer término es la contribucion cuantica a la energia libre, Fy, y el segundo es la
contribucién térmica, Fj. La primera puede ser integrada directamente, dando

Fy = 3%\/?/\3 S Vs, (2.101)
b
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Figura 2.25: Energia libre correspondiente a la ecuacion , con J; =1, J, = 1/10, Jy = 3J,,
° = n/4y B = 5. La energia libre presenta minimos en o = 0,27, correspondientes
a configuraciones antiparalelas en los acoplamientos verticales. El méximo en o = 7
corresponde a una configuracién paralela en los acoplamientos verticales. Para la
presentacion, hemos normalizado la energia libre tal que F'(a = 0) = 0 y su valor méaximo
es 1.

donde A = 27 /a es el valor de corte de momentos. Para Fj tenemos

2 1 AB\/ Kjip
Fy= 1 > ~—/ dzx xlog (1 — ﬂ), (2.102)
63FK b b Jo

donde hemos definido la variable adimensional z = k31/ K ilp- Aqui tomamos el limite de baja

temperatura SA f(/]b > 1 y obtenemos

—, (2.103)

donde —((3) = [ dx xlog <1 - e‘w> ~ —1.2, siendo ((s) la funcion zeta de Riemann, para

Re(s) > 1. La energia libre Gaussiana completa en términos de los parametros microscopicos
desnudos de la teoria y del angulo « es

32mJ1¢(3) esc?(6°)

8133 (JE — J2) (J1 — J.cos(a))
(2.104)

En la energia libre la contribuciéon térmica y la cuéntica tienen un tnico minimo en o = 0,
por lo que la configuracion de Néel es seleccionada tanto por las fluctuaciones térmicas como
por las cuanticas. Adicionalmente, vemos en (2.104)) que en esta aproximacion, para J; = J,
la contribucion cuéntica se anula y la térmica diverge, sugiriendo que cerca de J; = J, = Jy/3
las contribuciones térmicas dominan frente a las cuanticas. Un analisis del sistema clasico a

F =6v2r? (\/J1 —Jo+ I+ JI> sin (6°)/J, — J, cos()
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temperatura finita sobre el puntom J1 = J, = Jo/3 fue realizado en la referencia [32]. Para esta
eleccion particular de acoplamientos magnéticos nuestra teoria de campos efectiva es inestable,
dado que mg = my = uz = pg = 0. Sin embargo, la presencia de un término de anisotropia
Hp = ZTMD( fm)Q, con D > 0, proveeria una contribucién finita a las cuatro masas y;,
7 =1,...,4, estabilizando las fluctuaciones en la magnetizacion. Este escenario estd mas alla del
objetivo del presente estudio debido a que el punto J; = J, = Jy/3 esté lejos de las estimaciones
experimentales y numéricas de los acoplamientos magnéticos para BigMnsO12(NO3), donde,
como mencionamos, J; es el acoplamiento dominante. Ademads, nuestro estado fundamental
clasico corresponde al limite de baja frustracién mientras que para J; = J, = Jy/3 la frustracion
es dominante y lleva a estados fundamentales clasicos més generales|32].

Hasta el momento los resultados de esta seccidon se aplican para campos ¢,, ¢, libres de
vorticidad. Si en cambio proliferan los vortices de ¢, el sistema entra en una fase gapeada de
corto alcance. Para que esto esté permitido la teorfa no debe tener fase de Berry, es decir,
debe cumplirse la condicion 4(S —m) € Z. En este escenario el campo ¢, se desordena y como
consecuencia también lo hace el campo ¢,, ya que ambas combinaciones no son completamente
independientes.

2.3.4 Fase de dimeros

En esta seccion consideramos el caso donde Jy es el acoplamiento dominante. Si bien nos
apartamos del material BizMn,015(NO3), damos una descripcion a la llamada fase de dimeros
del sistema desde un enfoque de teorias de campos. Para J; = J, < Jy, el estado fundamental a
T = 0 puede determinarse exactamente y corresponde a un producto de singletes entre espines
acoplados por Jy[33]. Para verlo, introducimos los operadores

_L77 - Slm —I— ng K77 = Sl,n - 82777, (2105)

con 1) = 1,2, donde [LY, L] = i€ L), v, [LS, K] = ie®VK}6, 0 v K3, K] = ie*®1L}6,, .
en la misma celda unidad 7, siendo €7 el tensor completamente antisimétrico de Levi-Civita
y €"¥* = 1. Luego, reescribimos el Hamiltoniano (2.79)),

2 3

T,

H=—2NJ,S(S+1)+ L > {@ <L?(m) + L%(T)>+

(Ji + Jz) La(ri) - Lo(r) + (1 — Jo) K () - Kz(r)} (2.106)

03 {zim + 25},

con N el nimero de celdas unidad en el sistema y S el nimero cuantico de espin. Del
Hamiltoniano anterior podemos ver que para .J; = J, y h = 0, solo sobrevive la dependencia en
L,(r). Luego, puede verse[33] que el estado fundamental corresponde al producto de singletes

[0) = @, [s)nls2)e con Ly()[sy)r = 0, ¥ [s)r = Sp_s(=1)°"|m, —m)/v/25 + 1. Aquf

0Hacia el final del trabajo, también estudian el régimen J; = J, < Jo/3, que abordaremos en la siguiente
seccion.
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[m, —m) etiqueta un producto de autoestados de S7, (r) y S5, (r) sobre el dimero 7 de la celda
unidad ubicada en r. Este resultado es valido para todo espin S, y para Jy > J; = J, el
valence bond solid descripto es el estado fundamental del sistema tanto en ausencia de campo
como en presencia de un campo pequeno comparado contra el gap del sistema. Si aumentamos
el valor de J; = J, habra una transicion de fase en cierto J; donde la naturaleza del estado
fundamental y el valor de J; a priori dependen de S.

A continuacién mostramos que a un nivel semiclasico la eleccién J; = J, da lugar a un modo
cero de la teoria efectiva. Sien Jo es el acoplamiento dominante e incrementamos el valor
de J,, la teoria se vuelve singular en J; = J,. En este caso tanto la masa m4 como la rigidez K
se anulan simultdneamente. En contraste, y; permanece positivo para j = 1,...,4 (ver (2.89)).
Como antes, la condicion J; = J, corresponde a un modo cero del Hamiltoniano parametrizado
por . En este caso podemos nuevamente hacer una variaciéon en la parametrizacion
agregando los pardmetros reales ay,, | = 1,2, n = 1,2 de la ecuacién . Si fijamos
Q1 = oy, 1 = 1,2, la energfa clasica a T' = 0 es funcion solo de §°. Nuevamente, a causa de
la simetria U(1) del Hamiltoniano podemos tomar as1 = oy a2 = 0. Este modo cero esta
presentado graficamente en la figura 2.24lb). El parametro a no entra en la teorfa efectiva esta
vez, debido a que el coeficiente de rigidez se anula.

Para J; = J,, en el limite de baja energfa los dos campos masivos ¢, y ¢4 en (2.91) pueden
fijarse a cero, llevando a ¢1 = ¢35 y ¢2 = ¢4. Si consideramos el caso m = 0 entonces no
hay fase de Berry y los votices en ¢} pueden proliferar si eso es energéticamente favorable,
desordenando el sistema y abriendo un gap. En este escenario, la formacién de singletes en
el sistema se manifiesta en la teorfa efectiva en el campo sin masa ¢} = (¢2 — ¢1)/2, que se
deslocaliza, lo que lleva a que su campo canonicamente conjugado y masivo I, = (II, — I1;) /2
se localice a un valor nulo. Ademaés, el anulamiento de la rigidez produce una banda chata en
la relacion de dispersion de las excitaciones magnéticas, lo que implica que estan localizadas
en el espacio de coordenadas, es decir, no se propagan a través del sistema, como ocurria en la
cadena Sawtooth y en la cadena Kagomé.

Como comentario final podemos mencionar una estimaciéon para el valor de J; = J, que
marca el fin de la fase de dimeros. Es facil ver de y que para J; = J, > Jy/3 las
masas ms, i13 y 4 s€ vuelven simultdneamente negativas. Esto significa que nuestra teoria no
interactuante es inestable con respecto a las fluctuaciones ¢3, I3 y Il4, y que el sistema deberia
estar en un estado fundamental descripto por otra teorfa.

2.3.5 Conclusiones

Hemos estudiado al Hamiltoniano de Heisenberg en la geometria hexagonal bicapa con acopla-
mientos dentro y fuera del plano hexagonal (J; y Jy) en presencia de frustracion (J, ), escribiendo
una teoria de campos efectiva para describir el comportamiento magnético de BizMn,O13(NO3).
Aunque exploramos diferentes regimenes en el espacio de parametros de la teorfa, prestamos
especial atencion al caso donde los acoplamientos magnéticos estan cerca de aquellos estimados
experimental y numéricamente[30] en BisMn,O12(NO3), donde el acoplamiento dominante es
Ji1. En este caso, encontramos que el modelo clésico presenta un modo cero parametrizado
por el angulo relativo entre espines de cada capa. La teoria efectiva de baja energia de las
fluctuaciones cuénticas puede escribirse en términos de un campo simétrico, relacionado con
la magnetizacion global, y un campo antisimétrico, relacionado con el desbalance de espin
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entre capas. Mostramos que la presencia de fluctuaciones cuanticas y térmicas selecciona
la configuracion colineal de la variedad degenerada de estados fundamentales clésicos. Este
resultado vale para configuraciones sin vorticidad, y coincide con el orden magnético observado
experimentalmente[29] cuando se aplica un alto campo magnético. Si la magnetizacion del
sistema es tal que 4(S — m) € Z los vortices pueden proliferar si la rigidez renormalizada
es suficientemente pequena, llevando al sistema a una fase gapeada de corto alcance. Este
mecanismo podria explicar las correlaciones antiferromagnéticas de corto alcance observadas
en BizMn,O12(NO3) a bajas temperaturas y bajo campo.

Por otra parte, mostramos que si Jy es el acoplamiento dominante, el conocido[33] estado
fundamental factorizado compuesto por un arreglo de singletes sobre los enlaces Jj es interpretado
en la teoria como una rigidez nula, como ya habiamos observado en una dimensién espacial para
la cadena diente de sierra. Una diferencia con respecto a los cristales de magnones de la cadena
Sawtooth y Kagomé, es que en la bicapa hexagonal el arreglo de singletes no rompe simetria de
traslacion de la red y no duplica el tamano de la celda unidad. La teoria efectiva en este caso 2-
dimensional no tiene un desbalance de espin. Como fue demostrado para el estado fundamental
exacto factorizado, nuestro enfoque también es para S genérico, y no se restringe a S = 3/2
como es el caso del material.
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3 Aprendizaje automatico de fases
magnéticas

Comenzamos a trabajar en la implementacion de inteligencia artificial al estudio de sistemas
magnéticos motivados por los resultados de Carrasquilla y Melko [34], donde los autores estudian
un ferromagneto de Ising en la red cuadrada utilizando redes neuronales. A partir de una
simulacion Monte CarloE] del sistema puede construirse un conjunto de datos con el que pueden
utilizarse las herramientas que originalmente fueron desarrolladas para el procesamiento de
imégenes, como el reconocimiento facial, segmentacion semantica, generacion y transformacion
de iméagenes, etd?l Las herramientas de inteligencia artificial exceden al procesamiento de
imé4genes, pudiendo abarcar areas como el procesamiento, comprehension y generacion de
textos, predicciones en finanzas y en clima, estudios de mercado, manejo automéatico de autos,
etc[37].

En materia condensada, el objetivo usual de la implementacion de inteligencia artificial
es estudiar y caracterizar fases y transiciones de fase desde un enfoque de ciencia de datos
(en inglés, data driven approach). Sin embargo, las aplicaciones pueden ser muy variadas,
como la prediccion de estructuras cristalinas|38), 39|, la tomografia de estados cuanticos[40], la
aceleracion de simulaciones Monte Carlo[41], y mas[42].

3.1 Introduccién a las redes neuronales artificiales

3.1.1 Redes neuronales completamente conectadas

La red neuronal méas simple consiste en una red neuronal denominada completamente conectada.
La tarea habitual de este objeto consiste en aprender a hacer una clasificacién, o regresion
logistica. El proceso de aprendizaje consiste en tener un conjunto X de N datos de entrada, z,
etiquetados cada uno con su correspondiente clasificacion, y, y lograr que la red neuronal
aprenda a predecir correctamente la etiqueta que se le indica, a través del ajuste de sus
parametros. De esta manera, una vez entrenada, la red puede predecir a qué clase pertenece
una dada muestra nueva z’.

Por el momento trabajamos con datos de entrada z € R%, con d, un nimero natural que
corresponde a la dimensién de nuestro conjunto de datos. z; denota entonces la componente
j—eésima del vector z, con j = 1,...,d,. La etiqueta y que senala a qué clase pertenece el dato
x es un vector de dimension d,, donde d, es la cantidad de clases posibles en la clasificacion.

'En el apéndice desarrollamos los conceptos tedricos relacionados con la simulacién computacional de
sistemas clasicos via métodos Monte Carlo.

2También hay algoritmos basados en herramientas provenientes del area de inteligencia artificial que no
necesitan conjuntos de datos, por ejemplo [35] y [36]
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Si x pertenece a la clase jy, entonces su etiqueta satisfaceﬂ Yi = 0o

hidden layer

Figura 3.1: Esquema de una red neuronal completamente conectada. Cada circulo representa una
neurona artificial, que tiene un término independiente o sesgo (bias) ajustable bé y cada
linea representa un peso (weight) wé-k. A izquierda, la capa de entrada o input layer. En
el centro la capa oculta o hidden layer. A derecha la capa de salida o output layer.

Esquematicamente, una red completamente conectada tiene el aspecto que muestra la figura
A la izquerda, el arreglo vertical de circulos representa la capa de entrada o input layer,
indexada con el entero [ = 0. Cada circulo representa a una neurona artificial, y contiene
una variable o feature x;, tipicamente normalizada entre 0 y 1. En el centro se encuentra la
capa oculta o hidden layer, indexada con [ = 1, donde en la j-ésima neurona se construye una

variable
o <o (S ). @
k

siendo z la k-ésima variable de entrada, bé- el término independiente o sesgo (bias) de la j-
ésima neurona, wék el peso (weight) de la variable xj en la j-ésima neurona y o la funcion de
activacion. Esta funcién introduce las no-linearidades en el sistema, que de otra forma solo
combinaria linealmente las variables de entrada. Las funciones de activacién mas populares son

la ReLU (Rectified Linear Unit)
ReLu(z) = méx(0, x), (3.2)

y la sigmoidea
o(r) = . (3.3)

3A esta forma de etiquetar en inglés se la denomina one-hot encoding.
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En general para la [-ésima capa oculta, se siguen construyendo variables

aé. = U(Zwékafk—l + bé) (3.4)
k

Finalmente, si en la tarea de clasificacion hay d, categorias, la capa final, indexada con | = L,
tiene d, neuronas. Cada neurona en esta capa final computa la probabilidad de pertenecer a
cada categoria, tipicamente usando la funcion de activacion softmax

o(al) = ——. (3.5)
Zj’ e’y

Los parametros ajustables de la red, wé»k y bé-, se modifican con el objetivo de disminuir la
funcion costo (a veces llamada funcion pérdida) de la red, via el descenso por gradiente. A
continuacion definimos ambos conceptos.

Funcibén costo o pérdida (cost or loss function):

Es conceptualmente una funcion que mide el error que se estd cometiendo en la tarea de
clasificacion. La funcion costo comtinmente mas utilizada por ventajas técnicas es la entropia
cruzada, o cross-entropy, que para el caso de una clasificacién binaria toma la forma

C = %ZZ[yjln(af)wL(1—yj)ln(1—af)}. (3.6)

Puede verse en que C' > 0, y que la igualdad vale solo si la red predice exactamente el
etiquetado correcto. Para verlo, podemos considerar un dato de entrada x que pertenece a la
clase jo = 0 (o bien, jo = 1), es decir, cuya etiqueta cumple y; = 4, ;,. Luego, si la red neuronal
predice aJL = ¢, j, entonces el término correpondiente a x en (3.6) no contribuye. En el apéndice
[b.3]derivamos a la entropia cruzada como funcion costo usando el principio de méxima similitud
o mazximum likelihood principle.

Descenso por gradiente (gradient descend):

Sabiendo que el gradiente de la funcién costo marca su direccion de maximo crecimiento, los
parametros ajustables se modifican en la direcciéon opuesta al gradiente. Para hacer a este
cambio pequeno y controlado, se utiliza el parametro llamado tasa de aprendizaje (learning
rate), n, segin

, oC
Wik — Wy = Wik — T]aTk
J
| » (3.7)
bj — bj = bj — na_b]

Es importante remarcar aqui que 7 no es un parametro entrenable, como los pesos y los
sesgos. En cambio, n es definido por la persona que ejecuta al algoritmo y corresponde a lo que
se denomina un hiperparametro de la red neuronal, como también lo son el nimero de capas
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en la arquitectura de la red, el nimero de neuronas en cada capa, etc. Una tasa de aprendizaje
muy pequena hace que el aprendizaje sea lento y pueda atorarse en minimos locales con mayor
facilidad, mientras que una muy grande puede impedir que el descenso por gradientes converja.

Aunque conceptualmente el proceso de minimizacién es muy simple, su implementacién puede
encontrar muchas dificultades, particularmente en relaciéon con las altas dimensionalidades en
los problemas de interés, la cantidad de datos y la cantidad de parametros ajustables en la red.

En puede verse que la funcion costo depende de la totalidad del conjunto de datos
en los cuales se entrena. Tomar sucesivos gradientes sobre esta cantidad de datos resulta
costoso, por lo que se introdujo la técnica conocida como descenso por gradiente estocastico
(stochastic gradient descend), en la cual se toman m muestras aleatorias del conjunto de datos
de entrenamiento, con las cuales se obtiene una aproximacion del gradiente, agilizando asf el
proceso de ajuste. Este entero m se denomina ‘tamafno de lote’ (batch size). Al realizar el
descenso por gradientes estocastico, tomando de a m muestras (samples) del conjunto de datos
de entrenamiento, llega un momento en que se recorrié la totalidad de dicho conjunto. A esto
se le denomina una época (epoch) de entrenamiento. El namero de épocas a realizar durante
el entrenamiento es un hiperparametro mas, que hay que fijar con algin criterio.

El famoso algoritmo utilizado para el calculo de los gradientes en para redes neuronales
profundas se denomina algoritmo de propagacion inversa (back-propagation), que describimos
a continuacion.

Algoritmo de propagacién inversa

Es importante remarcar que el tipo de red neuronal presentada en la figura [3.1] tiene la siguiente
propiedad, compartida con las redes neuronales profundas en general: las variables que se
construyen en cada capa dependen de las variables de la capa previa, que esta a su izquierda,
con la obvia excepcién de la capa de entrada. Luego, puede estudiarse como cambian las
variables construidas en cada capa por la modificacion de los pardmetros de esa capa y de su
capa anterior como muestra en detalle el capitulo 2 del libro de Nielsen[43], lo que permite
definir las etapas del algoritmo de propagacion inversa segin:

1. Definir el input z = a'

2. Alimentar hacia adelante (feed forward): para cadal = 2,3, ..., L se calculan 2! = w'a~!+
by a =o(2h)

3. Propagacion inversa: calcular la funcién costo y sus derivadas con respecto a los pardmetros
ajustables de la red capa a capa via regla de la cadena, para realizar el descenso por
gradiente estocastico.

En nuestros trabajos hemos usado los algoritmos de descenso por gradiente y propagaciéon
inversa definidos en las librerfas de acceso libre de Tensorﬂowlz_r]. Propagacion inversa es un caso
especial de una herramienta mas general denominada diferenciacion automatica (automatic
differentiation). Para una pequenia demostracion de como calcular derivadas utilizando auto-
diferenciacion en Tensorflow, escribimos un codigo disponible Githuh’}

*https: / /www.tensorflow.org/
Shttps://github.com/acevedo-s/AD _example
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3.1.2 Sobreajuste y técnicas de regularizacion

Un problema usual de las redes neuronales es el de ‘sobreajuste’ (overfitting). Dada la cantidad
de parametros ajustables, puede ocurrir en la pratica que la red neuronal comience a aprender
particularidades especificas del conjunto de datos de entrenamiento que no estaran presentes en
nuevos conjuntos de datos. Por ejemplo, podria aprender un particular muestreo del ruido en los
datos, que no es probable de volver a repetirse y que no es una caracteristica fisica o relevante
de nuestro sistemaf’] Para observar el sobreajuste en el entrenamiento de una red neuronal,
se definen tres conjuntos de datos. En primer lugar, tenemos al conjunto de entrenamiento
(training set). Este es el conjunto de datos con el que ajustamos los parametros entrenables
de la red con el algoritmo de propagacién inversa. En segundo lugar, tenemos al conjunto de
validacion (validation set). Este conjunto de datos no interviene en el descenso por gradientes
pero si es parte del entrenamiento, ya que sobre él evaluamos la funcion costo o pérdida en
cada época de entrenamiento. Si conforme avanza el entrenamiento obtenemos valores peores
de nuestras métricas sobre el conjunto de validacién relativos a los valores sobre el conjunto de
entrenamiento, significa que nuestra red esta sobreajustando al segundo conjunto. Finalmente,
para afirmar que una red neuronal predice correctamente o no, hay que evaluarla sobre un
conjunto de examen (test set) nunca antes visto por lared. A continuacion presentaremos las dos
técnicas mas comunes para combatir el sobreajuste, conocidas como técnicas de regularizacion.

Regularizacién de pesos

La técnica de regularizacion mas elemental se denomina regularizacion de pesos. Consiste en
agregar un término a la funcién costo o pérdida que penalice la magnitud de los parametros
ajustables. A la pregunta del por qué no es deseable que la red tenga pesos ‘grandes’ pueden
darse algunas respuestas conceptuales. En primer lugar, podemos pensar que cuanto mas
entrenamos a nuestro modelo (nuestra red neuronal), los pesos que reducen la funcién costo
en el conjunto de entrenamiento aumentan mas y mas en una dada direcciéon especifica de
ese conjunto, lo que lleva al sobreajuste. En segundo lugar, pesos grandes hacen a nuestro
modelo inestable, ya que una pequena variacion en los datos de entrada puede generar grandes
variaciones en las variables de salida. Como tercer comentario podemos mencionar la posibilidad
de anular pesos que no hayan aprendido caracteristicas relevantes de nuestro conjunto de datos.
De manera informal podemos pensar que los pesos que sobrevivan a la regularizacion tienen
alguna una buena razon para tener un valor finito. Las dos regularizaciones de pesos estandar
son las regularizaciones L, y Ls. La primera, consiste en agregar a la funcion costo un término
de la forma

L=l (3.8)

w

donde la suma es sobre los n pesos w en nuestro modelo, y A > 0 es el parametro de
regularizacion, cuyo valor es arbitrario y corresponde a un hiperparametro adicional del modelo.

5La interpretaciéon mas simple posible es que la red esta aprendiendo ‘de memoria’ caracteristicas que aparecen
en el conjunto de datos de entrenamiento, que no tienen por qué repetirse en datos nuevos.
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La regularizacion Lo, en cambio, agrega un término de la forma

A 2
LQZ%Zw. (3.9)

w

La principal diferencia entre ambas aparece en la derivada de la ecuaciéon , donde podemos
ver que la derivada es constante para la regularizaciéon L; mientras que es lineal con los
pesos para la regularizaciéon L,. En la practica, la comunidad utiliza con mas frecuencia la
regulzarizacion de tipo Ls. Una discusion extensa sobre las diferencias entre ambas puede
encontrarse en el capitulo 7 de la parte II del libro de Goodfellow|[44].

Dropout

El dropout es una técnica de regularizacion introducida en la referencia [45], que consiste en
anular aleatoriamente neuronas, junto con todas sus conexiones, durante el entrenamiento. La
tasa de dropout (dropout rate) es la fraccion de las neuronas que es anulada. Las fracciones
tipicamente utilizadas estan entre 0.2 y 0.5. Durante la etapa de examen, en cambio, no se
anula ninguna neurona([46| capitulo overfitting and underfitting). En cambio, si una neurona
es retenida con probabilidad p durante el entrenamiento , el peso saliente de esa neurona es
multiplicado por p en la etapa de examen para balancear el hecho de que hay mas neuronas
activas con respecto al entrenamiento. Los autores de este método de regularizacion interpretan
a la implementacion de dropout como la capacidad de promediar los resultados de entrenamientos
con muchas redes neuronales diferentes, una por cada realizacion del muestreo que fija qué
neuronas se conservarn.

3.1.3 Redes neuronales convolucionales

Una red convolucional consiste en una red completamente conectada que es alimentada por
caracteristicas especificas que se extraen directamente de la imagen de entrada con un prepro-
cesamiento via filtros. Estos filtros aprenden sus parametros en simultaneo con aquellos de la
red completamente conectada en el entrenamiento, usando el algoritmo de propagacion inversa.
Las redes convolucionales toman como entrada directamente una imagen bidimencional (en
general, un tensor arbitrario@, y estan especialmente disenadas para aprender patrones locales
en imagenes, por lo que son ideales para estudiar sistemas con interacciones locales en arreglos
geométricos periodicos.

Filtro: Consiste en una operacion local que se efecttia sobre la totalidad de la imagen de
entrada, generando asi una nueva imagen procesada, o ‘mapa de caracteristicas’ (feature map).
Esta operacion local consiste en tomar una combinaciéon lineal sobre un conjunto pequeno de
pixeles vecinos, tipicamente de 3 x 3, cuyos coeficientes se aprenden durante el entrenamiento,
a la cual se le suma un término independiente o sesgo (bias) también entrenable. Se aplica
entonces una funcién de activacion y se genera un ntimero, que corresponde a un pixel del mapa
de caracteristicas. Al barrer el filtro a lo largo de toda la imagen de entrada, se construye el

"Por ejemplo, para una imagen ‘a color’ tenemos un tensor de rango 3 donde dos indices corresponden a una
imagen bidimensional mientras que el tercer indice tiene tres componentes o ‘canales’ denominadas R,G,B
por las siglas en inglés de red, green, blue.
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mapa de caracteristicas. Los detalles de la aplicaciéon de filtros en tensorflow pueden encontrarse
en la documentacion oficialfl

Una ventaja importante de la implementacion de filtros, en comparacion con una red comple-
tamente conectada, consiste en la cantidad de pardmetros. Mientras que cada neurona en una
red completamente conectada se conecta con todas las neuronas de la capa siguiente, un filtro
es una Unica operacion local que se efecttia sobre toda la imagen. Mas atn, tipicamente el
tamano de un mapa de caracteristicas es menor al de la imagen original, debido al tamano del
filtro, salvo que uno explicitamente elija agregar ceros en los bordes (padding) para evitarlo.

Para disminuir atin mas el nimero de parametros ajustables de la red tipicamente se aplican
capas de agrupamiento (pooling layers). Estas capas de agrupamiento se aplican inmediatamente
después de cada filtro. Hacer un agrupamiento (pooling), consiste en tomar una zona de la
imagen generada tras aplicar un filtro, tipicamente de 2 x 2, y quedarse con alguna funcién
escalar de esas 4 variables. El agrupamiento o pooling mas simple y por ello el més popular
es el maz-pooling, que consiste en quedarse solo con el maximo de dicho subconjunto de datos.
También puede optarse por tomar el promedio (average-pooling), la norma L2 (L2-pooling)
del subconjunto de datos, etc. Finalmente, luego de aplicar filtros y hacer agrupamientos, se
disponen a todas las variables en un vector (flattening) que se da como entrada a una red
neuronal completamente conectada.

fully connected

Figura 3.2: Caricatura de la aplicacién de filtros y pooling layers en una red convolucional.

Graficamente, una red convolucional elemental tiene el aspecto que muestra la figura [3.2
Alli la entrada es una imagen blanco y negro, sobre la cual se aplican varios filtros, generando
un conjunto mapas de caracteristicas. Por supuesto, pueden continuar aplicandose filtros a los
mapas de caracteristicas para generar mapas de caracteristicas cada vez mas abstractos. Luego
se toman todas las variables resultantes y se las disponen en un vector 1—dimensional que se
introduce en una red neuronal completamente conectada.

La imagen de entrada en la caricatura de red neuronal de la figura[3.2|es realmente una imagen
de uno de nuestro conjunto de datos. Consiste en un arreglo bidimensional de 30 x 30 pixeles,
donde cada pixel corresponde a una variable de Ising. Espines hacia arriba o abajo corresponden
a pixeles blancos o negros respectivamente. Vemos que en la imagen la configuracion de espines
esta desordenada, ya que es una configuracion que corresponde a la fase paramagnética.

3.2 Modelos

A continuacion utilizaremos el modelo de Ising antiferromagnético en las redes cuadrada,
triangular y hexagonal (panal de abejas) para generar nuestros conjuntos de datos. Para el caso

8https://www.tensorflow.org/api_docs/python/tf/nn/conv2d
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de las dos redes bipartitas introducimos frustraciéon usando interacciones antiferromagnéticas a
primeros y segundos vecinos, mientras que para el caso de la red triangular la frustracion ya es
inherente a la red. Cada espin es representado por una variable 0 = £1. El Hamiltoniano para
las redes bipartitas elegidas se escribe entonces

H:J120i0j+J2 Z 0;04, (310)
(i) (0.0

con Jyi,Jo > 0, mientras que para la red triangular, J, = 0. La notaciones Z<i,j> y Z«i’j»
corresponden a una suma sobre primeros y segundos vecinos, respectivamente. En adelante
tomamos J; = 1, fijando la escala de energias y el sistema de unidades. Luego, J, > 0 regula
la frustracion del sistema. Ademas, la constante de Boltzmann es absorbida en la temperatura
T.

La frustracién en sistemas magnéticos corresponde a la imposibilidad de minimizar simul-
taneamente todas las interacciones, introduciendo degeneraciéon en el sistema. Esto puede
producir una variedad de comportamientos, incluso en modelos simples como el de Ising. Para
el caso de la red cuadrada, para Jy > 1/2 el estado fundamental esta cuatro veces degenerado
y presenta orden de largo alcance de tipo ‘tiras’. Ademas, la naturaleza de la transicién de fase
entre las fases ordenadas y desordenada depende del valor de J, y corresponde a un debate de
muchos anos[47, 48|, 49, [50].

Para el antiferromagneto de Ising en la red triangular con interacciones a primeros vecinos, la
frustracion geométrica induce una degeneracion macroscropica que destruye el orden de largo
alcance incluso a T' = 0. EI sistema presenta entropia de punto cero y no tiene punto de
Curie. Sin embargo, incluso siendo un paramagneto, a bajas temperaturas el sistema presenta
correlaciones de corto alcance. En este sentido, este modelo puede verse como un liquido de
espin clasico[51].

Para la red hexagonal, dual de la red triangular, hay dos subredes en las que el orden
de Néel, o antiparalelo ‘encaja’ correctamente. Para Jy = 0 el modelo ferromagnético y el
antiferromagnético tienen una temperatura critica en el limite termodindmico que puede ser
determinada exactamente[52], y vale T, = 2/(In (2 4+ /3)) &~ 1.519. Al agregar interacciones a
segundos vecinos, cuando Jy alcanza el valor 1/4 el modelo presenta una transicion de fase de
baja temperatura, desde la fase de Néel a una fase con alta degeneracion y sin orden de largo
alcance[53].

3.3 Aprendizaje supervisado en antiferromagnetos de Ising

Comenzamos estudiando el modelo de Ising antiferromagnético a primeros vecinos en la red
hexagonal. Las configuraciones de espin a cada temperatura T' que componen nuestro conjunto
de datos fueron generadas con simulaciones Monte Carlo como se explica en la seccion [3.3.4]
Ademas, relegamos a esa seccion los detalles de las arquitecturas utilizadas en los resultados que
mostramos a continuaciéon. La figura muesta las probabilidades orden-desorden predichas
por una red neuronal convolucional, como funcién de la temperatura. Para cada valor de
T, estas probabilidades se obtienen promediando las predicciones sobre todas configuraciones
del conjunto de examen con esa temperatura. La zona sombreada representa el conjunto de
temperaturas que fue excluido de la etapa de entrenamiento, en el siguiente sentido: Entrenamos
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a la red neuronal solo con datos a temperatura 7" tal que |T' — T.| > w, es decir, excluyendo
la region de transicion. El valor de w es un hiperpardmetro mas, que en este caso fijamos en
w = 0.3. La cantidad 2w es el ancho de la ventana sombreada. La linea a trazos vertical marca
la temperatura critica analitica del sistema en el limite termodinamico T, = m ~ 1.519J.
Este resultado es notable, ya que se entrena a la red neuronal con configuraciones ordenadas o
desordenadas y ella es capaz de predecir la temperatura critica de transiciéon con precision.

1.001

0.751

0.501

Probabilities

0.257

0.001

00 05 1.0 15 20 25
T

Figura 3.3: Probabilidades de orden-desorden (complementarias) como funcién de la temperatura para
el antiferromagneto de Ising a primeros vecinos en la red hexagonal, calculadas por una red
neuronal convolucional. La zona sombreada marca el rango de temperaturas removidas
durante el entrenamiento. La linea vertical a trazos marca la temperatura critica de
transicion del sistema en el limite termodindmico. La linea horizontal a trazos marca
la probabilidad p = 1/2, como ayuda visual.

La figura muestra tres configuraciones de espines utilizadas en la prediccion de la figura
Por comodidad, mapeamos a las configuraciones de espines en la red hexagonal a un
areglo cuadrado, como detallamos en la seccion A izquierda, una configuraciéon de baja
temperatura, 7" = 0.02, con orden de Néel. Nuestra red neuronal entrenada predice que
esta configuracion tiene una probabilidad de estar ordenada mayor a 0.999. En el centro,
una configuraciéon con temperatura 7' = 1.59, que cae dentro de la ventana gris extraida
durante el entrenamiento, para la cual la probabilidad de estar ordenada segin la red es
aproximadamente 0.75. Finalmente, a la derecha, una configuracion a temperatura 7" = 4.53,
donde la probabilidad de estar ordenada segun la red es despreciable.
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Figura 3.4: De izquierda a derecha, tres configuraciones de espines con temperaturas 7' = 0.02, T =
1.59 y T' = 4.53, correspondientes al modelo de Ising antiferromagnético a primeros vecinos
en la red hexagonal, mapeadas a un arreglo cuadrado (ver seccion 3.3.4).

Por otra parte, el antiferromagneto de Ising en la red triangular en el limite termodinamico
presenta una entropia de punto cero, esta desordenado a toda temperatura y no tiene punto de
Curie[54]. Sin embargo, en la simulacion Monte Carlo del modelo el calor especifico presenta un
méaximo a una dada temperatura que denotamos 7™, por debajo de la cual emergen correlaciones
de corto alcance. La tarea de la red neuronal es entonces en este caso la de diferenciar regimenes
de alta y baja temperatura, o sea, a ambos lados de T™.

Para el caso de la red triangular, que es una red de Bravais, podemos mapear cada sitio de
la red a una matriz cuadrada simplemente usando los vectores de la base. Cada sitio en la red
esta definido por una combinacion lineal 7 = i1e; + i2€3, con e 3 los vectores base de la red
triangular. Luego, los indices i1 5 = 1,...,30 pueden tomarse como los indices de una matriz
cuadrada de L x L que corresponde a una configuracion de espin en la red triangular.

El panel izquierdo de la figura muestra las predicciones de una red completamente
conectada sobre el modelo de Ising antiferromagnético en la red triangular. La zona sombreada
representa como antes la region de temperaturas excluida del entrenamiento, y la linea a trazos
vertical representa la temperatura 7. En cruces azules, los resultados habiendo entrenado a
la red neuronal con configuraciones ‘crudas’ de espines, donde la predicciéon de la temperatura
de transicion no es satisfactoria. En circulos naranjas, los resultados habiendo entrenado a la
red neuronal con las correlaciones C, , = 0,,07,/2 1/2, donde x,y denota la posicion de un espin
en el sistema de L celdas. Usar las correlaciones, en este caso definidas con respecto al espin
central, elimina la simetria Z5 del sistema por lo que esperabamos a priori que la predicciéon
mejorase. Si bien la prediccion de la temperatura critica mejora usando las correlaciones, el
resultado tampoco es satisfactorio.
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Figura 3.5: Panel izquierdo: En cruces azules (circulos naranjas), las probabilidades orden-desorden
como funciones de la temperatura predichas por una red completamente conectada
entrenada con configuraciones de espin (correlaciones). Panel derecho: probabilidades
predichas por una red convolucional entrenada con configuraciones de espin. En ambos
casos la linea a trazos vertical marca la temperatura T*(ver texto), y la linea a trazos
horizontal marca la probabilidad p = 1/2. La zona sombreada corresponde a la region de
temperaturas excluida durante el entrenamiento.

El problema de la degeneracion macroscopica debida a la frustracion geométrica resulta
superado al utilizar una red convolucional, como muestra el panel derecho de la figura [3.5]

Es intuitivo entender por qué para este caso falla la red completamente conectada y por
qué la red convolucional puede diferenciar exitosamente las configuraciones de espin de altas y
bajas temperaturas. Fn la red completamente conectada, la foto o configuraciéon de entrada es
vectorizada, es decir, colocada en un vector cuya longitud es la cantidad total de pixeles. En
este paso pixeles que eran vecinos en la imagen inicial pueden quedar muy lejanos entre si en la
vectorizacion. Mas aun, la presencia simultianea de diferentes patrones locales de correlaciones
en diferentes regiones de la imagen de bajas temperaturas se hace dificil de reconocer en el
vector. La red convolucional en cambio toma la imagen bidimensional y aplica filtros localmente
a lo largo de toda la imagen, pudiendo reconocer diferentes patrones locales de correlaciones.

3.3.1 Transferencia de aprendizaje

El panel izquierdo de la figura presenta las curvas de probabilidades obtenidas con una
red convolucional entrenada en la red hexagonal con interacciones a primeros vecinos, con
temperaturas fuera de la zona sombreada. Una vez entrenada, hacemos predecir a la red las
probabilidades de orden-desorden en la red hexagonal con interacciones a primeros y segundos
vecinos, es decir, la hacemos predecir sobre un sistema con la misma geometria pero con un
Hamiltoniano o modelo modificado. Puede verse que el acuerdo con la estimaciéon Monte
Carlo para la temperatura de transicion es excelente hasta J; = 0.15. Hacia J, = 0.2 el
acuerdo empeora y la curva de probabilidad a baja temperatura ya no se aproxima a 1. Para
Jo = 0.23, alrededor de la temperatura de transicion estimada via Monte Carlo hay todavia un
leve cambio en la probabilidad, es decir que la red distingue a esa temperatura algin cambio
en el ordenamiento del sistema. Finalmente, para J; = 0.25 la probabilidad es constante en
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todo el rango de temperaturas, la red no distingue ningtn orden conocido. Este cambio en
las probabilidades como funcion de J, sugiere una transicion de fase, en la que se abandona el
orden de Néel. Esta interpretaciéon es respaldada con el computo del pardmetro de orden del
sistema en la fase de Néel, la magnetizacion alternada. Esta cantidad se construye sumando
la magnetizacion de la subred A y restando la magnetizacion de la subred B y esta presentada
en el panel derecho de la figura [3.6] Alli puede verse que el parametro de orden decrece
continuamente como funcion de J; y se anula para J, = 0.25.

J>=0.0
J>=0.05
J>=0.1
J>=0.15
J>,=0.2
J>=0.23
J>=0.25

Probabilities

Figura 3.6: Panel izquierdo: Probabilidades de orden-desorden para conjuntos de datos con diferentes
valores de Jo, predichas por una red neuronal convolucional entrenada con configuraciones
de espin con Jy = 0 y temperaturas fuera de la regién sombreada. Panel derecho:
magnetizacion alternada como funcién de la temperatura para diferentes valores de Js.
En ambos paneles las lineas a trazos verticales senalan las temperaturas a las cuales cada
sistema presenta un maximo en el calor especifico. El color de cada linea a trazos es igual
al color de sus curvas de probabilidad correspondientes.

Continuando con la misma linea de estudio, analizamos el modelo de Ising con primeros y
segundos vecinos en la red cuadrada, entrenando en dos casos limites. Por un lado, entrenamos
una red convolucional con el modelo de Ising a primeros vecinos excluyendo como antes una
ventana alrededor de la zona de transicion. Luego, usamos esta red para predecir sobre datos
generados con un modelo a primeros y segundos vecinos en la red cuadrada. La figura [3.7
muestra a izquierda los resultados de las probabilidades predichas por esta red para J, < 1/2,
donde las lineas verticales indican las temperaturas de transiciéon estimadas con el maximo
del calor especifico. Como puede observarse la red predice apropiadamente el cambio en la
temperatura de transicion como funcion de J,. Para Jy &~ 1/2 el cambio en las probabilidades
sugiere, como en el caso anterior, un cambio de fase donde el sistema deja de presentar orden de
Néel. Si bien la transicion de baja temperatura en la red cuadrada se encuentra en Jo = 0.5y las
curvas de probabilidades no son chatas en ese caso, esto se explica a causa de que para J, = 0.5
las simulaciones Monte Carlo para la red cuadrada arrojaron un valor finito del parametro de
orden. Para cualquier J, > 0.5 el parametro de orden de Néel es cero a toda temperatura y
como consecuencia las curvas de probabilidades son completamente chatas, en p = £1.

Por otra parte, entrenamos una red neuronal en J; = 1, excluyendo la zona de transiciéon como
antes. La transicion entre la fase colineal y la paramagnética exhibe una naturaleza diferente,
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primer o segundo orden dependiendo de J,, y ha sido estudiada en detalle[55]. Procediendo
como antes, tomamos esta red y la usamos para predecir las temperaturas de transiciéon sobre
datos con 1/2 < J, < 1. La figura[3.7jmuestra a derecha los resultados donde el comportamiento
es analogo al anterior pero del lado opuesto a la transicion.

Probabilities
Probabilities

0.0 05 1.0 1.5 2.0 25 0.0 05 1.0 1.5 2.0

Figura 3.7: Panel izquierdo (derecho): Probabilidades de orden-desorden para conjuntos de datos
con diferentes valores de Jo, predichas por una red neuronal convolucional entrenada con
configuraciones de espin con Jy = 0 (Jy = 1) y temperaturas fuera de la regién sombreada.
En ambos paneles las lineas a trazos verticales senalan las temperaturas a las cuales cada
sistema presenta un méaximo en el calor especifico. El color de cada linea a trazos es igual
al color de sus curvas de probabilidad correspondientes.

En la figura construimos el diagrama de fases del antiferromagneto de Ising en la red
cuadrada usando los cruces en las probabilidades de ambos paneles de la figura En el
panel incrustrado en la figura [3.8| presentamos los resultados para el diagrama de fases de la
referencia [47] en superposicién con nuestros resultados como comparacion. Destacamos que
nuestro diagrama de fases esta construido con solo dos entenamientos, uno en J, = 0 y otro en

Jy=1.
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Figura 3.8: Panel principal: Diagrama de fases del antiferromagneto de Ising a primeros y segundos
vecinos en la red cuadrada, predicho por dos redes neuronales convolucionales. Los
tridngulos azules (naranjas) indican los puntos de transicion entre la fase de Néel (fase
colineal) y la fase paramagnética, predichos por la red convolucional entrenada con datos
con Jo = 0 (J2 = 1) del panel izquierdo (derecho) de la figura La linea horizontal
a trazos indica la temperatura usada en el método de confusion de la seccién Las
lineas gruesas rojas verticales marcan las dos regiones de entrenamiento. Panel interno: Los
circulos verdes y cuadrados rojos corresponden a las temperaturas de transicién obtenidas
en la figura 2 de la referencia [47]. Los tridngulos naranjas y azules fueron agregados para
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3.3.2 Aprendizaje por confusiéon

Este método puede considerarse un hibrido entre aprendizaje supervisado y no supervisado,
pues utiliza herramientas del primero para predecir el etiquetado correcto, en vez de necesitarlo
para el entrenamiento de la red|[56].

Supongamos que nuestros datos dependen de un parametro ¢ que se encuentra en el intervalo
[a,b], ¥ que el sistema tiene una transicion de fase en un punto a < ¢* < b que no conocemos.
Esto significa que los datos con ¢ < ¢* pertenecen a una cierta fase A y los datos con ¢ > ¢*
pertenecen a otra cierta fase B. La idea central del método consiste en monitorear el rendimiento
(accuracy) de la red realizando sucesivos entrenamientos, en donde se propone que la transicion
ocurre en un punto arbitrario ¢’. Si evaluamos la precision, P(c’), esta funcion tiene una forma
de W en el intervalo [a,b], con un pico central justamente en el etiquetado correcto ¢ = ¢*,
como muestra esqueméticamente la figura [3.9,
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Figura 3.9: Esquema teérico del método de aprendizaje por confusién. Precisién de la red en funcién
del etiquetado propuesto ¢’. Las lineas a trazos marcan las abcisas a, ¢* y b, y la ordenada
P=1

La forma de la curva puede entenderse de la siguiente manera: Si elegimos ¢ = a (¢ = b),
estamos etiquetando a todos nuestros datos como pertenecientes a la fase B(A), por lo que la red
aprende a decir que cualquier dato esta en B(A), consiguiendo asi un rendimiento trivialmente
perfecto en la tarea de clasificacion, P(a) = 1 (P(b) = 1). Esto da lugar al pico izquierdo
(derecho) de la funcion P(c’) con forma de W en [a,b]. Cuando el parametro propuesto coincide
con el punto real de transicion, ¢ = ¢*, el rendimiento de la red neuronal en la tarea de
la clasificacion de fases es maximo, pues la estamos entrenando con el etiquetado correcto.
De aqui viene el término confusiéon, ya que si etiquetamos mal a nuestros datos, la red se
confunde durante el entrenamiento y la clasificacion empeora. Es importante observar que un
etiquetado incorrecto genera que algunas configuraciones con las mismas caracteristicas sean
presentadas a la red como pertenecientes a la fase A o como pertenecientes a la fase B, generando
necesariamente un problema en el entrenamiento.

En nuestro trabajo usamos el aprendizaje por confusion para determinar el valor de J, en la
red cuadrada para el cual a muy baja temperatura el sistema transiciona del orden de Néel al
orden colinear. Si bien sabemos que la transiciéon esta en Jy = 0.5, reobtenemos el resultado
usando redes neuronales, habiéndolo supuesto desconocido. En la figura graficamos la
precision (accuracy) como funcion de Jp, donde cada punto corresponde a un entrenamiento
independiente, con datos a temperatura fija 7' = 0.02. Puede verse una W distorcionada con
centro alrededor de Jy = 0.5, en concordancia con lo esperado.
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Figura 3.10: Precision (accuracy) como funcién del Jy propuesto como valor de transicion para una
red convolucional entrenada con el modelo de Ising a primeros y segundos vecinos en la
red cuadrada.

3.3.3 Conclusiones

Utilizamos redes neuronales artificiales para que reconozcan las fases de los antiferromagnetos
de Ising en las redes cuadrada, triangular, y hexagonal, con interacciones a primeros vecinos,
entrenandolas con configuraciones de espines obtenidas de correspondientes simulaciones Monte
Carlo.

Comenzamos entrenando de manera supervisada una red neuronal convolucional para que
distinga entre configuraciones ordenadas y desordenadas en la red hexagonal, cuyas temperaturas
estan intencionalmente alejadas de la temperatura critica, T, del sistema. Las probabilidades
orden/desorden de la red evaluadas para toda temperatura 7' € [0.02,4.53] se cruzan en T,
senalando la transicion de fase.

Luego observamos que en la red triangular, donde no hay una transiciéon de fase, sino
dos regimenes con fuertes correlaciones locales o sin ellas, una red densa no es capaz de
hallar la temperatura de transicion, 7™, con precision. Sin embargo, una red convolucional,
especialmente disenada para detectar y procesar patrones locales, si puede predecir el valor de
T correctamente.

Mas adelante nos enfocamos en el concepto de transferencia de aprendizaje, para reconocer
la transicién de fase de baja temperatura del modelo antiferromagnético frustrado J; — J; en las
redes cuadrada y hexagonal. Las redes neuronales son entrenadas exclusivamente en los modelos
a primeros vecinos, donde Jo = 0, y se usan para predecir las probabilidades orden/desorden en
datos con J; finito. Observamos que la probabilidad de orden predicha a bajas temperaturas cae
cero cuando Jy excede el valor que corresponde a la transiciéon de fase de bajas temperaturas.
Realizando un proceso analogo, entrenando una red tinicamente para diferenciar las dos fases
del modelo de Ising con Jo = 1 en la red cuadrada, podemos generar el diagrama de fases
completo de este sistema, que comparamos con resultados conocidos.

Nuestra técnica de clasificacion se enfoca en discriminar dos tipos de datos que corresponden
a una fase de alta temperatura y otra de baja temperatura, permitiendo predecir la temperatura
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de transicion entre ambas, pero no proporciona informacion sobre cudl es el tipo de transicion
de fase dada. La naturaleza de la transicién de fase es una temética muy interesante para
abordar, aunque escapa el objetivo del presente estudio. Hay, sin embargo, enfoques que utilizan
inteligencia artificial para poder diferenciar transiciones de primer orden, segundo orden, y de
tipo Berezinskii-Kosterlitz-Thouless, como el estudio de la llamada dimension intrinsical57] de
las configuraciones.

Finalmente, usamos la técnica denominada aprendizaje por confusién para mostrar como es
posible encontrar el etiquetado correcto con sucesivos entrenamientos en los que se propone un
etiquetado arbitrario.

3.3.4 Tecnicismos
Mapeo de la red hexagonal a un arreglo cuadrado

Indexamos cada celda unidad en la red hexagonal con dos indices enteros (i, 7), donde 0 <7 <
Ny =30y 0<j < Ny =15 como muestra la figura |3.11

Figura 3.11: Red hexagonal. Cada par ordenado corresponde a la indexacion elegida para cada celda
unidad. La linea negra gruesa senala el conjunto de sitios que conforma la primer fila de

la matriz cuadrada A en el mapeo (3.11)).

Mapeamos la red hexagonal a un arreglo cuadrado de 30 x 30 de la siguiente manera: cada
espin en la red hexagonal es indexado por tres indices enteros en un tensor S{fj, donde 7 y j
determinan la celda unidad (¢,7), y K =0 o k = 1 corresponde al espin izquierdo o derecho en
la celda unidad respectivamente. Luego, podemos construir un arreglo cuadrado A de espines

segun
_ omod(n,2)
Apn = Sm[n/QJ (3.11)
con 0 < m,n < 30, mod(n,2) el resto en la division de n por 2, y [n/2] la funcion piso, que
da la parte entera del resultado de la division. Como ejemplo, podemos tomar el conjunto de

espines senalado por la linea negra gruesa en la figura |3.11] es decir, fijamos ¢ = 0 en el tensor
Si. Asi, la primer fila de A, (m = 0) esta dada por
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AOO - SSO? AOl = SéO’ A02 - 5817 A03 == Sél, A04 == 582, A05 - SéQ, (312)

Simulacién Monte Carlo

Nuestros conjuntos de datos fueron generados con una simulacion Monte Carlo, usando el
algoritmo de metropolis y una dinamica de single spin-flip. Para cada valor de J, realizamos
400 simulaciones independientes, comenzando a alta temperatura (7, = 4.53). Consideramos
un conjunto de 200 temperaturas equiespaciadas en el rango [0.02, Ty]. Para cada temperatura
se exporta una configuraciéon de espin una vez alcanzado el equilibrio. Asi nuestro conjunto de
datos para cada valor de .J; consiste en 80000 configuaciones o imagenes. Todas las simulaciones
se realizaron con 900 sitios, con condiciones de contorno periddicas.

Las simulaciones para las redes triangular y cuadrada fueron realizadas por Inés Corte, junto
con las figuras y el panel derecho de la ﬁgura en el marco del trabajo [58], mientras
que las simulaciones para la red hexagonal fueron realizadas por mi, escritas en C.

Entrenamiento

Los datos generados en la simulacion Monte Carlo son separados 70 % como conjunto de
entrenamiento (10 % del cual es tomado como conjunto de validacion) y 30 % como conjunto
de examen o predicciéon. Datos con T < T, son etiquetados con 0 y datos con T" > T, son
etiquetados con 1. Para la red triangular, cambiamos 7T, por T™. Los valores especificos de la
temperatura son utilizados solamente en la etapa de examen, donde analizamos las predicciones
de la red como funcion de la temperatura para encontrar la temperatura de transicion. El ancho
de ventana w para excluir temperaturas alrededor de la temperatura de transicién fue variable
entre 0.1 y 0.3. No encontramos diferencias en las predicciones moviendo a w entre estos valores.

Redes Completamente conectadas

En el panel izquierdo de la figura 3.5 usamos como entrada un vector con las configuraciones de
espin que exportamos de la simulaciéon Monte Carlo, o bien las correlaciones correspondientes
con respecto al espin central. Tanto configuraciones como correlaciones estan normalizadas
donde los dos posibles valores se fijan a 0 y 1. La red neuronal tiene una capa oculta de 32
neuronas con funciones de activacion ReLU. La capa final tiene dos neuronas con funciones de
activacion Softmax.

El método de optimizacion es Adamﬁ7 eligido por su amplio uso en la bibliografia, y la funciéon
costo elegida es la entropfa cruzada categ()rica@ Para el entrenamiento usamos entre 50000 y
70000 configuraciones, 10 % de las cuales tomamos como conjunto de validacion. La tasa de
aprendizaje es de orden 107, el tamano de lote es de 128, el regularizador es de tipo L2, de
orden 1075 y el nimero de épocas es de 20. La precision en validaciéon final es mayor a 0.98 y
el error en validacion final es de orden 1071,

Yhttps:/ /www.tensorflow.org/api_docs/python /tf/keras/optimizers/Adam
Ohttps://www.tensorflow.org/api docs/python /tf/keras/losses/Categorical Crossentropy. El término catego-
rical estd asociado con el uso del formato ‘one-hot encoding’ para etiquetas.
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Redes Convolucionales

La entrada es una matriz de 30 x 30 con configuraciones de espin normalizadas a los valores
binarios 0 y 1. La segmentaciéon de los datos en entrenamiento validaciéon y evaluacion es
tomada al igual que para la red completamente conectada. Muchas arquitecturas pueden ser
adecuadas para la tarea de clasificacion. Las redes convolucionales usadas en este trabajo
consisten primero en una o dos capas convolucionales de 3 a 10 filtros de tamano 3 x 3, cada
una seguida por una capa de maz o average-pooling. Luego los tensores son vectorizados y
conectados a una capa densa de 3 a 16 neuronas con funciones de activaciéon ReLU. El método
de optimizacién es Adam y la funcién costo o pérdida es la entropia cruzada categoérica. Los
tamanos de lote tomados estan entre 128 y 512. El nimero de épocas estd entre 3 y 5y la
tasa de aprendizaje es de orden 1072 — 10~%. La capa final tiene nuevamente dos neuronas
con funciones de activaciéon Softmax. La precision en validacién es mayor a 0.99 y la pérdida
correspondiente menor a 1072,

3.4 Aprendizaje no supervisado: AutoEncoders

Los autoencoders|44] son redes neuronales que se entrenan para generar una copia aproximada
de un dado dato de entrada, . Estan compuestos por dos partes: el encoder, que codifica
el dato de entrada, h = f(x), y el decoder, que a partir del cddigo producido por el encoder
genera una réplica aproximada del dato original, r = g(h).

Si la recontruccion del dato de entrada fuese siempre perfecta el autoencoder tendria poca
utilidad. Sin embargo, si el autoencoder realiza una copia aproximada del dato de entrada,
entonces esta forzado a aprender las caracteristicas mas relevantes del mismo. Por esta razon,
el codigo producido por el encoder, h = f(z), es forzado a pertenecer a un denominado espacio
latente, generalmente de dimensién mucho menor a la dimension del dato original, x.

Al igual que en el caso de las redes neuronales completamente conectadas o convolucionales
descriptas anteriormente, los autoencoders aprenden o ajustan sus parametros minimizando
una funcién costo, o pérdida. Esta funcién a minimizar debe definir una distancia entre el
dato de entrada x y el dato reconstruido por el autoencoder r = g(f(x)). La funcién pérdida
estandar para autoencoders es el error cuadratico medio (M SE por sus siglas en inglés).

La diferencia mas importante con las redes neuronales antes mencionadas reside en que en la
tarea de reconstruccion del autoencoder no necesita de una etiqueta con informaciéon del sistema
(a qué clase pertenece, etc) pues el autoencoder aprende tinicamente a crear una reproduccion
aproximada del dato de entrada, independientente de lo que represente.

Entre las aplicaciones de los autoencoders se encuentran'| la reduccién de dimensionalidad y
el aprendizaje de caracteristicas relevantes en conjuntos y eliminar ruido de imagenes (denoising),
por ejemplo, para optimizar tareas de clasificacion (feature learning). En particular, los denomi-
nados autoencoders variacionales (VAE’s) pueden utilizarse como modelos generativos, por
ejemplo para la generacion de rostros humanos sintéticos, debido a la regularidad de su espacio
latente. Por ultimo, y de especial relevancia para nuestro trabajo, los autoencoders pueden
también utilizarse para la detecciéon de anomalias, como operaciones fraudulentas, ecocar-
diogramas de corazones enfermos o transiciones de fase.

1Sobre reduccion de dimensionalidad y feature learning:[44] capitulo 14 seccién 9. Sobre denoising y anomaly
detection: https://www.tensorflow.org/tutorials/generative /autoencoder
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En un autoencoder convolucional, el encoder estd compuesto por capas convolucionales,
donde se realiza un proceso de down-sampling, es decir, que la dimensién de la imagen de
entrada de la capa es mayor que la dimension de la imagen de salida. Esta reduccion de
dimensionalidad puede hacerse con pooling layers, o bien usando un paso o stride mayor que
uno como hiperparametro de la capa convolucional. El paso de la capa convolucional es el
ntimero de pixeles que se mueve cada filtro al barrer la imagen de entrada cada vez que va a
generar un pixel en la imagen de salida. Una vez codificada la imagen de entrada, el decoder
debe realizar un proceso de up-sampling para construir una imagen con la dimension de la
imagen original. Este proceso se realiza via UpSampling layers o Transposed convolutional
layers.

UpSampling layers

Aumentan la dimension de la imagen de entrada realizando copias de sus filas y columnas, y
estan seguidas de una capa convolucional.

Capas convolucionales traspuestas (Transposed convolutional layers)

Al introducir este tipo de capas, primero es usual mencionar que capa convolucional traspuesta y
capa deconvolucional no son sinénimos. Una deconvolucion se entiende como la transformacion
inversa a una convolucién. FEn cambio, una capa convolucional traspuesta toma la imagen de
entrada, agrega zeros entre sus filas y columnas y luego aplica una convolucion estandar. De
esta manera la dimension de la imagen de salida es mayor a la de entrada, pero numéricamente
el proceso no tiene semejanza alguna con la operaciéon inversa a una convoluciéon. Para mas
informacion, puede consultarse la pagina oficial de tensorﬂowFZ].

3.4.1 Entrenamientos a baja temperatura
Entrenamiento 1: Datos de entrenamiento no frustrados a baja temperatura

Entrenamos un autoencoder convolucional para reconstruir configuraciones de espin que presen-
tan orden de Néel, correspondientes a Jo, = 0y 0.02 < T < 0.2. Denotamos a este entrenamiento
como el entrenamiento I, y al autoencoder entrenado resultante, el autoencoder 1.

La figura presenta en sus paneles superiores configuraciones de espines correspondientes
a T = 0.02 a izquierda y T' = 4.53 a derecha, ambas con interacciones tinicamente a primeros
vecinos (Jo = 0). El orden de Néel en la red hexagonal es mapeado a un orden de tiras
en el arreglo cuadrado mostrado, como explicamos en la seccion [3.3.4] Los paneles inferiores
de la figura muestran las reconstrucciones correspondientes. El autoencoder reproduce
correctamente la configuracion ordenada e intenta construir una configuracion ordenada incluso
a partir de la configuracién desordenada.

2https:/ /www.tensorflow.org/api_ docs/python/tf/keras/layers/Conv2D Transpose
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Figura 3.12: Fila superior: configuraciones de espines originales sin frustracion (Jo = 0). A izquierda,
una configuraciéon ordenada tomada a 7' = 0.02. A derecha, una tomada a 7' = 4.53. En
la fila inferior, las reconstrucciones correspondientes realizadas por el autoencoder 1.

Figura 3.13: En puntos negros el error de reconstruccién versus temperatura para 400 realizaciones
del sistema no frustrado (Jo = 0), calculadas por el autoencoder I. La linea punteada
gris marca la temperatura critica analitica del sistema en el limite termodinamico. La
estrella amarilla marca la estimacién numérica del punto de inflexién de la curva de error
de reconstruccion promedio, marcado con cruces azules.
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La figura muestra el error de recontruccién como funciéon de la temperatura para
400 realizaciones del sistema. A baja temperatura, cuando el sistema converge a uno de
los dos estados fundamentales con orden de Néel, el autoencoder es capaz de reproducir
estas configuraciones y el error de reconstruccion llega a un minimo (orden 107%). A altas
temperaturas el autoencoder no puede reproducir las configuraciones desordenadas, como mos-
tramos en la figura y el error de reconstrucciéon aumenta. El error de reconstruccion
méaximo posible usando nuestras elecciones de métrica y normalizacion es de 1. Como puede
observarse en la figura, hay un buen acuerdo entre el punto de inflexién en la curva de error
de recontruccién medio y la temperatura critica del sistema en el limite termodinamico. La
estimacion numérica del punto de inflexion se desarolla en la seccion [3.4.5]

La figura|3.14| muestra el error de reconstruccion medio como funcion de la temperatura, para
diferentes valores de J, computados con el autoencoder I. A alta temperatura, todas las curvas
tienden a converger a un valor constante, ya que el sistema estd en su fase paramagnética.

A baja temperatura el error de recontrucciéon decrece con respecto al valor de alta temperatura
para sistemas con Jo < 1/4, que estan en la fase de Néel. Este no es el caso para sistemas con
Jo > 1/4, en acuerdo con la transicion de fase de baja temperatura en Jo, = 1/4.

Aunque en la figura [3.14] es posible distinguir tres regimenes que corresponden a las 3 fases
del sistema, para las curvas con Jy > 1/4 el error de reconstrucciéon no permite discriminar
apropiadamente altas y bajas temperaturas. Por ejemplo, para la curva gris en la figura |3.14
los errores de reconstruccion de bajas y de altas temperaturas coinciden dentro de la dispersion.
Esto puede entenderse como una consecuencia de la simpleza del entrenamiento. El autoencoder
tuvo la tarea de reconstruir configuraciones ordenadas, y con ese entrenamiento estd siendo
usado para intentar distinguir configuraciones altamente frustradas de configuraciones desor-
denadas, donde ninguna de las dos presenta orden de Néel de largo alcance. Esta dificultad
serd superada en la siguiente seccion.
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Figura 3.14: Error de reconstruccién medio versus temperatura para difentes valores de Jo, calculados
con el autoencoder I. Las barras de error muestran la desviacion estandar calculada usando
las 400 realizaciones del sistema.

En la figura [3.14] puede observarse que la dispersion es también funcion de la temperatura.
La figura [3.15| muestra la desviacion estandar o en el error de reconstrucciéon como funcion de
la temperatura, para diferentes valores de Jy. Para J, < 1/4 se observan picos en la dispersion
que coinciden aproximadamente con los puntos de inflexién respectivos, marcados con las lineas
verticales a trazos. Ademas se observa que todas las dispersiones convergen aproximadamente
al mismo valor a altas temperaturas. A bajas temperaturas, en cambio, la dispersiéon aumenta
conforme aumenta la frustracion.

Para J; > 1/4 puede verse que la dispersiéon aumenta con respecto al valor de alta temperatura
alrededor de la temperatura de transicion, pero no se observan picos como en la figura[3.15] Una
figura que muestra este comportamiento serd presentada en la seccion para una eleccién
diferente de entrenamiento.
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Figura 3.15: Desviacion estandar o en el error de reconstruccién para diferentes valores de Jy en la
fase de Néel, calculados con el autoencoder I. En lineas a trazos las estimaciones de cada
punto de inflexién en cada curva de error de reconstruccion medio correspondiente.

Entrenamiento II: Datos de entrenamiento frustrados a baja temperatura

Entrenamos un autoencoder con configuraciones con 0.02 < 7' < 0.2 y J, = 1/2, donde el
sistema no presenta orden de largo alcance y tiene un estado fundamental altamente degenerado
debido a la frustracion. Denotamos este como el entrenamiento II, y al autoencoder resultante
como autoencoder II.

La figura muestra configuraciones tomadas a 7' = 0.02 para tres realizaciones diferentes
del sistema con J, = 1/2 en la fila superior, y sus respectivas reconstrucciones realizadas por el
autoencoder II en la fila inferior. Puede observarse que hay diferentes zonas en cada imagen con
diferentes 6rdenes locales. El error de reconstruccion final en el conjunto de datos de validacion
es de orden 1073,
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Figura 3.16: Fila superior:

La figura [3.17] muestra el error de reconstruccion medio computado con el autoencoder II
como funcién de la temperatura para diferentes valores de .J;. El comportamiento es similar a

aquél de la figura|3.14. Mientras el sistema se encuentre en la fase en la cual el autoencoder fue

entrenado, el error de reconstruccion disminuye a baja temperatura, relativo al valor compartido

de altas temperaturas.
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Figura 3.17: Error de reconstruccién medio versus temperatura para diferentes valores de Jo, calculado
con el autoencoder II. Las barras de error muestran la desviacién estandar calculada con
400 realizaciones del sistema.

La figura [3.18 muestra el error de reconstruccion para las 400 realizaciones del sistema con
Jo = 0. La escala de color en este caso corresponde a la magnetizacion alternada por sitio m,
es decir, el parametro de orden en la fase de Néel. Cada panel corresponde a un entrenamiento
equivalente pero diferente. La linea vertical a trazos corresponde a la temperatura critica
analitica del sistema en el limite termodinédmico.

En este caso el error de reconstruccion no solo aumenta, senialando la transicién de fase,
sino que se divide en dos partes. La informacion adicional del parametro de orden permite
probar que la bifurcacién de los datos corresponde a la simetria Z5 del hamiltoniano, rota
en el estado fundamental. Sin embargo, no deberia haber ninguna preferencia a priori por
ninguna de las dos configuraciones de Néel para tener el error de reconstrucciéon mas bajo.
Por esta razén mostramos que entrenamientos equivalentes pero independientes pueden arrojar
los dos resultados posibles. Por equivalentes pero independientes nos referimos a que todos
los hiperparametros de la red son iguales en ambos entrenamientos, pero en cada uno la
inicializacion aleatoria de los parametros ajustables del autoencoder son diferentes. Ademas,
en cada entrenamiento los datos son mezclados aleatoriamente antes de ser separados en lotes.
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3.4.2 Diagrama de fases
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Figura 3.19: Diagrama de fases del sistema. En la escala de color, el error de reconstruccion computado
con el autoencoder II. En estrellas verdes, los puntos de inflexién en las curvas de error
de reconstruccion medio de la figura 317} en circulos negros vacios unidos por lineas

a trazos, las temperaturas de tra

nsiciéon obtenidas con una CNN que usa a las estrellas

verdes para su etapa de etiquetado (ver texto). En cuadrados azules vaciés, los maximos
del calor especifico en cada simulacién Monte Carlo.

La figura [3.19| muestra el diagrama de fases T' — .J, del sistema, construido con el autoencoder

II, donde la escala de color marca el error

de reconstruccion. La parte superior del diagrama
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corresponde a la fase paramagnética, donde el error de reconstruccion es aproximadamente igual
para todos los valores de J;, como también muestra la figura La parte inferior derecha
(izquierda) del diagrama corresponde a las curvas en la figura con Jy > 1/4 (Jy < 1/4)
que tienen una disminucion (un aumento) en su error de reconstruccion con respecto al valor
de alta temperatura. Las estrellas verdes corresponden al punto de inflexiéon de la curva de
error de reconstruccion medio para cada valor de J, en la figura que son tomadas como
el limite entre fases, generalizando el resultado de la figura [3.13

Para corroborar que los puntos de inflexién estiman correctamente la ubicacion de la transicién
de fase, realizamos una clasificacién usando una red neuronal convolucional (CNN) en la cual
etiquetamos los datos usando al punto de inflexion de la siguiente manera:

Dado un valor de J,, tomamos las configuraciones de espin alejadas de la temperatura que
marca el punto de inflexion, T, es decir que estén a una temperatura T tal que [T — T¢.| > w,
con w = 0.2. Etiquetamos entonces las configuraciones de alta temperatura con 1 y las de baja
temperatura con 0 y entrenamos a la red neuronal convolucional con estas configuraciones.
Como la accuracy resultante en la etapa de validacion es mayor a 0.999, podemos afirmar que
la transiciéon se encuentra dentro de la ventana de temperaturas removidas, es decir, cerca de
T*. Sabemos que un etiquetado incorrecto llevaria a una disminucion en la accuracy[56].

Luego tomamos la red entrenada y la hacemos predecir las probabilidades de orden-desorden
para configuraciones de espin en todo el rango de temperaturas, y encontramos la temperatura
a la cual ambas curvas se cortan con probabilidad p = 1/2. Las temperaturas de transiciéon
correspondientes estan graficadas en la figura [3.19| en circulos negros vacios unidos por la linea
negra a trazos. Aunque en estas clasificaciones estamos usando una arquitectura de aprendizaje
supervisado, el etiquetado fue obtenido de los resultados previos no supervisados de la figura
[3.17] Por esta razon, esta segunda prediccion de las temperaturas de transicion también puede
considerarse como aprendizaje no supervisado.

Finalmente, para comparar, los cuadrados azules vacios en la figura |3.19| corresponden al
méaximo en la curva de calor especifico del sistema, que sefiala la transicion para cada valor
de Js. La arquitectura de la red neuronal convolucional que realiza la clasificacion y sus
hiperparametros son presentados en la seccion [3.4.5

3.4.3 Entrenamientos a alta temperatura
Entrenamiento III: Datos de entrenamiento de alta temperatura

Aqui entrenamos un autoencoder con configuraciones de espin con J; = 0 y temperaturas
4 <T < 4.5, que corresponden a la fase paramagnética.

El panel izquierdo de la figura[3.20|muestra el error de reconstruccion versus temperatura para
configuraciones de espin con Jy = 0, calculadas con el autoencoder I1I. Aunque el autoencoder
fue entrenado en la fase paramagnética, puede reconstruir correctamente el orden de Néel de
baja temperatura, e incluso muestra la bifurcacién, como en la figura Es importante
remarcar que la situacién reciproca no ocurre en los entrenamientos I y II, es decir, cuando
el autoencoder aprende la fase de baja temperatura no es apaz de reconstruir configuraciones
desordenadas, lo que constituye una tarea méas compleja.
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Figura 3.20: Error de reconstruccién versus temperatura para 400 realizaciones del sistema con Jo = 0.
El panel izquierdo (derecho) fue computado con el autoencoder III (IV). La linea vertical
a trazos marca la temperatura critica de transicién en el limite termodindmico. La escala
de color marca la magnetizacion alternada por sitio, (parametro de orden en la fase de
Néel).

Entrenamiento I'V: Datos de entrenamiento aleatorios

Para verificar si el aprendizaje del orden de baja temperatura es una consecuencia de efectos de
tamano finito en los datos, entrenamos un autoencoder con arreglos de zeros y unos (pseudo-)
aleatorios, que simulan estados a temperatura infinita en el sistema de espines de Ising. El panel
derecho de la figura [3.20] muestra el error de reconstruccion como funcién de la temperatura
para configuraciones de espin con Jy = 0, computado con el autoencoder IV. El AutoEncoder
puede reconstruir aproximadamente configuraciones de espin ordenadas y desordenadas (error
méximo de aproximadamente de 0.009). Sin embargo la transicién es todavia visible, y la
bifurcaciéon estd nuevamente presente.

En el caso de sistemas con un pardmetro de orden simple, como los modelos de Ising no
frustrados, puede mostrarse que PCA o autoencoders con una tnica variable en su espacio
latente pueden codificar las configuraciones de espin en una variable Z que estd altamente
correlacionada con el parametro de orden del sistema[h9]. Sin embargo, a altas temperaturas o
haciendo escaleo de tamanos finitos estas dos cantidades pueden diferir[60].

El autoencoder del entrenamiento IV es capaz de reproducir en buena aproximacion todas

las configuraciones de espines del modelo de Ising J; — J5 en la red hexagonal, como muestra
la figura |3.21}
La figura[3.22 muestra la desviacion estandar en el error de reconstrucciéon medio como funciéon
de la temperatura para diferentes valores de J, usando el autoencoder IV. Para J, < 1/4 el
error de reconstrucciéon se bifurca en la temperatura a la cual se ordena como en la figura [3.20
(no lo mostramos aqui), lo que corresponde al aumento en la dispersion a bajas temperaturas
en la figura m Para Jo > 1/4 no hay cambios en el error de reconstruccion medio que
superen la desviacion estdndar a ninguna temperatura. La desviacion estandar aumenta en la
temperatura de transicion (lineas a trazos) para todo Jp, y todas las dispersiones convergen a
un valor comun a alta temperatura.

A bajas temperaturas, cada curva de dispersion tiene un plateau bien definido, con un
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valor mas alto que el valor de altas temperaturas. Esto permite separar datos de alta y baja
temperatura alejados de cada transicion de fase y etiquetarlos con esta informacion para realizar
una clasificacion como aquella de la figura [3.19] si fuese necesario.

Original Original Original

Reconstructed Reconstructed

Figura 3.21: Reconstrucciones calculadas con el autoencoder IV. De izquierda a derecha, una
cofiguraciéon con orden de Néel con m = —1, Jo = 0 y T = 0.02; una configuracién
paramagnética con Jo = 0y T = 4.53; una configuracién de baja temperatura en presencia
de frustracion, con Jo = 1/2 y T' = 0.02; una configuracion sintética pseudo aleatoria; y
una configuracién con orden de Néel con m = +1, Jo, =0y T = 0.02.
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Figura 3.22: Desviaciéon estandar en el error de reconstruccién como funcién de la temperatura
para diferentes valores de Js, calculado con el autoencoder IV. En linea a trazos, las
temperaturas de transiciéon correspondientes a los maximos de calor especifico en cada
simulacién Monte Carlo.

Mayor degeneraciéon

Como muestran las figuras y el error de reconstruccion se divide en dos en la
temperatura de transicon, debido a la doble degeneracion del estado fundamental de Néel el
modelo de Ising antiferromagnético a primeros vecinos sobre la red hexagonal. Aqui naturalmente
surge la pregunta de si el error de reconstruccion calculado por el autoencoder puede dividirse
en n ramas en el caso de un estado fundamental con degeneracién n. A partir de esta pregunta,
decidimos explorar brevemente un sistema con un estado fundamental con degeneraciéon 4. La
figura muestra el error de reconstruccion calculado con el autoencoder IV sobre datos del
modelo de Ising antiferromagnético J; — J, sobre la red cuadrada, con Jy/J; = 0.9. Para este
valor del cociente ente acoplamientos el estado fundamental tiene degeneracion 4 y muestra
orden de largo alcance de tipo tiras (o stripes, en inglés).

Es posible que en otro entrenamiento equivalente pero diferente el error de reconstruccion
se divida en m ramas, con m < n. Por esta razéon es importante repetir el proceso de
entrenamiento y estudiar los respectivos resultados. Ademaés, puede contarse la cantidad de
configuraciones dentro de cada rama contruyendo un histograma en el error de reconstruccion
para la temperatura minima de trabajo. En este histograma (no mostrado aqui) si el estado
fundamental tiene degeneracion n y el conjunto de datos esta balanceado correctamente, las
barras tendran alturas aproximadamente iguales para m = n y alturas diferentes para m < n.
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Figura 3.23: Error de reconstruccién como funcién de la temperatura para 400 realizaciones del modelo
de Ising J; — Jo antiferromagnético con Jy/J; = 0.9, calculado con el autoencoder IV.

3.4.4 Conclusiones

Hemos usado aprendizaje no supervisado para hallar transiciones de fase en el antiferromagneto
de Ising J; — J sobre la red hexagonal, a través de la técnica conocida como deteccion de
anomalias.

Entrenamos AutoEncoders convolucionales para discriminar entre las diferentes fases magné-
ticas, eligiendo distintos conjuntos de entrenamiento en el espacio de parametros del sistema.
Monitoreamos el error de reconstrucciéon para localizar donde ocurren las transiciones de fase.
Empezamos entrenando un autoencoder para que reconstruya configuraciones completamente
ordenadas (Entrenamiento I), correspondientes al modelo sin frustracion, Jo, = 0, y observamos
que la temperatura critica del sistema coincide con el punto de inflexion en la curva de error
de reconstruccién medio versus temperatura. FEste criterio para separar las dos fases puede
extenderse para conjuntos de datos con J, finito y permite construir el diagrama de fases T'— .Js.
En particular, calculamos el diagrama de fases entrenando exclusivamente con configuraciones
de baja temperatura y alta frustracion (Entrenamiento IT). Ademas, validamos este resultado
usandolo para generar las etiquetas empleadas para entrenar supervisadamente una red neuronal
convolucional clasificadora, mostrando una interacciéon interesante entre diferentes redes neuro-
nales. Adicionalmente, comparamos los resultados determinados por ambos métodos con los
maximos del calor especifico del sistema, encontrando un excelente acuerdo.

Luego, mostramos como el error de reconstruccion puede “levantar” la doble degeneracion del
estado fundamental de Néel, separdndose en dos ramas para diferentes elecciones de entrena-
miento. Destacamos que para el caso del entrenamiento IV, el AutoEncoder fue entrenado para
reproducir matrices aleatorias cuyos elementos son ceros y unos, construidas con el generador
de nimeros aleatorios de Python, y que corresponden a una temperatura infinita en nuestro
modelo. En este caso, el AutoEncoder puede reproducir en buena aproximacion configuraciones
de todas las fases del modelo, y es posible monitorear la desviacion estandar, en lugar del error
de reconstruccion, para detectar transiciones de fase. Finalmente, el AutoEncoder IV fue usado
para reproducir configuraciones de espines del modelo de Ising antiferromagnético J; — .J; sobre
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la red cuadrada, con Jy/J; = 0.9 para mostrar que en este caso el error de reconstruccion a bajas
temperaturas puede separarse en cuatro ramas, que es la degeneracion del estado fundamental
en este sistema.

3.4.5 Tecnicismos
AutoEncoders Convolucionales

El autoencoder esta formado por dos capas convolucionales con funciones de activacion ReLU,
strides=2, tamano de filtro=3, padding=‘same’, regularizacion de kernels y biases de tipo [2
y de magnitud 10™%. La tasa de aprendizaje es de 1073 y el tamaio de lote es de 256. Del
conjunto de datos de entrenamiento tomamos el diez por ciento como conjunto de datos de
validacién. Cada capa convolucional tiene a continuacion una capa de dropout con una tasa
de dropout de 0.2. Las imagenes iniciales tienen un tamano de 30 x 30 pixeles, y los mapas de
caracteristicas generados por el encoder son de 8 x 8 pixeles.

El decoder esta formado primero por dos capas convolucionales transpuestas con las mismas
caracteristicas que las capas convolucionales mencionadas. Luego, la capa final es convolucional,
con una funcion de activacion sigmoidea y un tnico filtro, que combina todos los mapas de
caracteristicas en una imagen final de salida.

Denotamos N; y Ny al nimero de filtros en la primera y segunda capa de el encoder, respec-
tivamente. La primera capa convolucional del decoder tiene, en cambio, Ns filtros, y la segunda,
Ny.

En los entrenamientos I y IT Ny = 16 y Ny, = 8, mientras que en los entrenamientos III y
IV Ny =32y Ny = 16. Aqui enfatizamos que el autoencoder no tiene un espacio latente de
dimension N,, porque el encoder produce un conjunto de N, mapas de caracteristicas, cada
uno de dimension 8 x 8.

En los entrenamientos I, IT y IIT el nimero de épocas usado esta entre 100 y 200. El

entrenamiento I'V consistio en 2 épocas sobre 250000 configuraciones pseudo-aleatorias generadas
en python. Es interesante destacar aqui que un ndmero menor de configuraciones para el
entrenamiento IV lleva a un sobreajuste de la red neuronal, la cual es incapaz de reconstruir
nuevas imagenes aleatorias en la etapa de examen.
La entrada de la red neuronal estd normalizada. Espines hacia arriba corresponden a un +1
mientras que espines hacia abajo corresponden a un 0. Luego, cuando computamos el error
cuadratico medio entre la entrada y la salida del autoencoder, el maximo error cuadratico
medio posible es 1. Recordamos aqui que para un conjunto X de /N imégenes bidimensionales
de tamano L x L, el error cuadratico medio de reconstruccion del conjunto es

N L
1 n oy 12
MSE(X) = 73 SO fa g (3.13)

n=1i,j=1

donde 2" € X y 2" es la reconstruccion de ™ hecha por el autoencoder.

Classificador convolucional (CNN)

La red neuronal esta formada por dos capas convolucionales con funciones de activacion ReLLU,
con tamano de filtro 3, sin agregar ceros e los bordes (padding) y sin regularizadores. La

104



tasa de aprendizaje es de 10~* y el tamano de lote es de 256. Cada capa convolucional tiene
a continuacién una capa max-pooling con pool-size=2. Luego, hay una capa de flattening,
conectada a una capa densa de 16 neuronas con funciones de activacion ReLU. La capa final
tiene dos neuronas con funciones de activacion softmax.

Como la temperatura maxima en nuestro Monte Carlo es 4.53 (en unidades de .J;) y algunas
temperaturas de transiciéon pueden ser tan pequenas como algunas pocas décimas, los datos
de entrenamiento estdn altamente desbalanceados. Para balancear nuestros dataasets en la
clasificacion simplemente descartamos configuraciones de altas temperaturas. Para J, > 1/4
los conjuntos de datos contienen temperaturas 0.02 < 7' < 1 y para Jo < 1/4 temperaturas
0.02 < T < 3. De cada conjunto de datos de entrenamiento tomamos el 10 por cientos como
conjunto de validacion. En cada entrenamiento, la precisiéon en validacion es mayor a 0.99.

Estimaciéon numérica del punto de inflexién

Para obtener numéricamente el punto de inflexién en la curva de error de reconstruccion
medio aplicamos un filtro de Savitzky-Golay de la libreria scipy, que permite suavizar los datos
ajustando localmente sucesivos polinomios de bajo orden. Esta libreria tiene dos hiperparametros
escenciales que son el tamano de ventana (cantidad de puntos que se usan para cada ajuste) y el
grado del polinomio a ajustar. En este trabajo usamos tamano de ventana de 21 y polinomios
de orden 3. Finalmente tomamos la derivada numérica y buscamos su maximo.

3.4.6 Analisis de componentes principales (PCA)

PCA es un algoritmo cuyo objetivo principal es reducir la dimensionalidad de un conjunto de
datos. El método original, usado en este trabajo, se basa en una transformaciéon lineal, por lo
que se lo puede encontrar citado como linear PCA para diferenciarlo de sus generalizaciones no
lineales, como kernel PCA.

Supongamos tener un conjunto de n variables aleatorias reales X; en un vector X = (X1, ..., X,,)7.
La matriz de covarianza K xx esta definida elemento a elemento segin

(Kxx )iy = ((X; = (X)) (X; — (X)) (3.14)

donde la notacion de brakets (-) indica el valor medio, o matricialmente, segin
Exx = (X —pux)(X —px)") = (XX") - pxpx (3.15)
donde px = (X). En la diagonal se encuentran las varianzas de cada variable aleatoria

por separado, mientras que fuera de la diagonal se encuentran las covarianzas entre variables
aleatorias diferentes. Las covarianzas miden la correlaciéon entre las fluctuaciones de dos
variables aleatorias.

Kxx es simétrica y real, por lo que puede diagonalizarse mediante una transformacion
ortogonal V', que tiene por columnas a los autovectores de Kx x. Cada autovector de Kx x se
denomina una direccion principal del conjunto de datos, mientras que cada autovalor asociado
se denomina una componente principal del conjunto de datos. La reduccion de dimensionalidad
puede obtenerse entonces al retener sélo algunas direcciones principales, aquellas con las mayores
componentes principales. Este proceso corresponde entonces a describir un conjunto de datos
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dado con las direcciones que contienen la mayor dispersion, descartando las direcciones en que
la dispersion es més pequena.

En nuestro trabajo, cada configuracion de espines x,, 1 < n < 80000 representada por una
matriz de 30 x 30 es vectorizada, es decir, transformada en un vector concatenando las filas de
la matriz original. Este vector tiene entonces 900 componentes.

La figura muestra representaciones 2-dimensionales obtenidas con PCA, para Jy = 0
a izquierda y Jo = 1/2 a derecha, donde la barra de color marca la temperatura. Retuvimos
las dos direcciones principales Z; y Zs con mayores componentes principales. Puede verse en
ambas figuras que a alta temperatura las configuraciones estan distribuidas uniformemente en
un disco centrado en cero, ya que estan descorrelacionadas. A baja temperatura en cambio
puede verse que para Jo, = 0 las configuraciones convergen a dos puntos situados en Z, =0y
Zy =~ £30. Para J; = 1/2 no se observa que a baja temperatura el algoritmo pueda agrupar
los puntos en ningin lugar del plano, como consecuencia de la alta degeneracion.

[#%]

]

Figura 3.24: Representacion de dimension 2 del sistema con Jo = 0 a la izquierda y Jo = 1/2 a la
derecha. Cada punto corresponde con una configuracion de espines, y la escala de colores
marca la temperatura.

La figura 14 muestra los 900 autovalores de PCA para diferentes valores de frustracion.
Cada lista de autovalores estd normalizada dividiendo por su méaximo valor, y ordenada en
orden decreciente. Para J, = 0 (0 Jy < 1/4) solo hay una componente principal relevante,
que corresponde al parametro de orden de la fase ordenada, el cual es una combinacién lineal
de los espines. Puede verse que aumentar la frustracion aumenta el nimero de componentes
principales relevantes. Es interesante remarcar que el area bajo la curva es maxima alrededor de
Jo = 1/4, donde el sistema tiene su transicion de fase de baja temperatura. La tendencia hacia
un mayor nimero de componentes principales tiene lugar donde el sistema estd méximamente
frustrado. Esta figura muestra que si Jo, < 1/4 cada configuracion de espines puede estar
representada en buena aproximacion con un tinico valor real, su parametro de orden. Enfatizamos
aqui que el parametro de orden puede ser directamente observado en la direcciéon principal
obtenida sin ningun tipo de informacién previa sobre su existencia o forma.

Al aumentar J, no es posible representar a nuestro conjunto de datos con unas pocas
direcciones principales obtenidas mediante la transformacion lineal que diagonaliza la matriz
de covarianza, lo que lleva a la necesidad de utilizar un algoritmo no lineal, como kernel PCA
0 autoencoders.
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Figura 3.25: Componentes principales A de cada conjunto de datos, para diferentes valores de Jo. Para

cada caso las 900 componentes principales estan normalizadas dividiendo por la mayor, y
ordenadas en orden decreciente.
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4 Conclusiones generales

En esta tesis doctoral hemos estudiado analitica y numéricamente sistemas magnéticos de
muchos cuerpos en baja dimensién. Comenzamos estudiando la llamada Cadena Kagomé,
un material uno-dimensional frustrado geométricamente, ampliando los resultados obtenidos
durante mi trabajo de tesina de grado. Esta geometria es de interés porque modela un
material existente[9], y porque el modelo de Heisenberg asociado puede desarrollar un plateau de
magnetizacion con magnones localizados espacialmente, producto de una relaciéon de dispersion
nula para estas excitaciones, o bien, su “banda chata”[I1]. En particular, nos centramos en
el computo analitico de un Hamiltoniano perturbativo en el limite de plaquetas débilmente
interactuantes, el cual nos permiti6 hallar una segunda solucién exacta antes desconocida
para un estado fundamental exacto, factorizado, correspondiente a un cristal de magnones,
generalizando los resultados de la referencia [I1]. Ademas, combinamos esta técnica analitica
con el calculo numérico de curvas de magnetizacion y correlaciones cuanticas usando DMRG.
Dado que cada técnica tiene sus ventajas y desventajas, la combinacion de diferentes técnicas
para abordar el mismo problema es en general deseable. En este caso, si bien DMRG es
considerada bésicamente una técnica exacta en 1D, no es tutil para buscar puntos especificos del
sistema donde el mismo presente singularidades, dado que el espacio de parametros es demasiado
grande. Para esta tarea, tipicamente es deseable algtin calculo analitico. Una vez encontrado
el punto o la region de interés, este/a puede ser estudiado/a en detalle numéricamente con
DMRG, como en nuestro trabajo.

Cadenas de espin con cristales de magnones como estados fundamentales proporcionan un
escenario interesante para agregar complejidades adicionales, como interacciones a vecinos mas
lejanos, desorden, un campo magnético transverso, o interacciones antisimétricas. En la seccion
estudiamos estas tltimas como perturbacion al cristal de magnones presente en la cadena
diente de sierra. Comenzamos desarrollando una teoria de campos efectiva de baja energia
para describir el cristal de magnones presente en el estado fundamental de la cadena diente de
sierra en ausencia de interacciones antisimétricas. Observamos que la banda chata producto
de la frustracion geométrica del sistema se manifiesta en la teoria efectiva dando un coeficiente
de rigidez nulo. Nos enfocamos luego en el estudio numérico de la inclusiéon de interacciones
antisimeétricas sobre el sistema, usando DMRG. Identificamos dos fases conocidas, que son las
de Liquido de Luttinger y la de Meissner, y observamos una fase que denominamos de ‘baja
rigidez’ donde las corrientes de espin tienen un comportamiento marcadamente diferente a los
convencionales a causa de la banda chata. En particular, el aumento en la magnitud de las
corrientes de espin en la fase de baja rigidez puede interpretarse gracias a la teoria de campos
efectiva, que le dio nombre a la fase.

Mas adelante, hacia el final del capitulo [2] abordamos el estudio de un modelo de Heisenberg
dos-dimensional sobre la geometria de bicapa hexagonal. A partir de una teoria de campos
efectiva describimos un proceso de orden por desorden, en donde el orden colineal de Néel se
ve favorecido energéticamente por la presencia tanto de fluctuaciones térmicas como cuénticas.
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Este resultado es relevante para el material BisMn,O15(NO3) en donde hay experimentos que
sugieren la existencia de orden por desorden|29).

Por otra parte, nuestra teoria efectiva permite describir el conocido estado fundamental
compuesto por un arreglo de singletes entre capas hexagonales, presente en nuestro modelo
cuando el acoplamiento entre capas es el dominante, a partir del anulamiento del coeficiente
de rigidez de la teoria, de manera analoga a lo que ocurria en los cristales de magnones en una
dimension espacial.

Nuestra teoria de campos efectiva es especialmente ttil en el caso de nuestra geometria
bidimensional frustrada, ya que muchas técnicas populares de estudio fallan. Por ejemplo, la
frustracion impide usar Monte Carlo cuéntico, mientras que la bidimensionalidad impide usar
DMRG, diagonalizacién exactal| o bosonizacion.

En el capitulo |3| nos dedicamos a la implementacién de técnicas de aprendizaje automéatico
en el estudio de sistemas magnéticos de Ising en dos dimensiones. Nos enfocamos en modelos
clasicos debido a la posibilidad de generar grandes voliumenes de datos simulando sistemas
magnéticos frustrados a temperatura finita via métodos Monte Carlo.

En la seccion nos enfocamos en la implementacion de técnicas de aprendizaje supervisado
para clasificar las fases de antiferromagnetos de Ising frustrados. Nos centramos en el concepto
de transferencia de aprendizaje, entrenando redes neuronales profundas en modelos con un valor
fijo de Jy, y monitoreando su rendimiento al modificar J5. Asi construimos el diagrama de fases
del modelo J; — J antiferromagnético de Ising en la red cuadrada con dos entrenamientos
diferentes en Jo = 0 y Jo = 1 mostrando un buen acuerdo con resultados conocidos. Luego,
aplicamos la técnica denominada aprendizaje por confusion para reobtener el conocido valor
de J5 en el cual el modelo tiene una transicion de fases de baja temperatura. Este enfoque
es interesante porque, ain usando arquitecturas de aprendizaje supervisado, no necesita de
informacion previa sobre el sistema para lograr clasificar los datos.

El ultimo trabajo presentado en esta tesis doctoral consiste en el uso de AutoEncoders
convolucionales para determinar transiciones de fase en el antiferromagneto de Ising J; — J
sobre la red hexagonal, a través de la técnica de detecciéon de anomalias. Construimos el
diagrama de fases del modelo a partir del monitoreo del error de reconstruccion de la red
neuronal, que presenta puntos de inflexion en los puntos de transicion. Aqui cabe destacar que
nuestros AutoEncoders completamente convolucionales no tienen un espacio latente de baja
dimensionalidad, como es usual, ya que no es necesario (e incluso puede resultar problemético)
para la deteccion de anomalias.

Por fuera de este manuscrito queda un trabajoﬂen donde usamos AutoEncoders completamen-
te conectados para el estudio del llamado Neural Network Flow de configuraciones de espines.
Este flujo fue introducido recientemente en las referencias [62, [63], y se genera a partir de
consecutivas reconstrucciones de una configuracion de espines usando AutoEncoders o Restricted
Boltzmann Machines (RBMs). Nuestro trabajo se centra en el estudio del flujo de configuracio-
nes de espines del ferromagneto de Ising en dos dimensiones usando un AutoEncoder completa-
mente conectado. Estudiamos la dependencia del flujo con los hiperparametros del modelo y
refutamos la declaracion en [62] de que el flujo de configuraciones fluye al punto critico del

L Aqui decimos que la técnica falla porque no pueden alcanzarse tamafos mayores a unas pocas celdas unidad.
Para nuestro material de interés el problema es todavia més grave que lo usual, dado que tiene espines
S =3/2.

2 Actualmente se encuentra en proceso de evaluacion, y su versién prelimiar puede encontrarse en arxiv [61].
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sistema.

También queda por fuera de este manuscrito el uso de redes neuronales como ansatz variacional.
Recientemente se ha visto que los llamados modelos autorregresivos, como las redes neuronales
recurrentes, pueden usarse como modelos generativos en fisica estadistica. Esto significa que
pueden ser utilizados para generar datos, que en nuestro contexto corresponden tipicamente
a configuraciones de espines. Una de las principales ventajas de estos algoritmos es que no
necesitan ser entrenados con conjuntos de datos conocidos, ya sea experimentales o sintéticos.
En cambio, su entrenamiento puede efectuarse tnicamente con informaciéon sobre el Hamiltonia-
no del sistema y sus simetrias. Estos modelos se han utilizado tanto en sistemas clasicos a
temperatura finita[35] 64] como en sistemas cuanticos a temperatura cero [36, 65] y constituyen
nuestro objeto de estudio actual. En este enlaceE] puede verse y descargarse un codigo escrito
en tensorflow 2, que usa redes neuronales recurrentes como ansatz variacional para generar
configuraciones de espines del modelo de Ising ferromagnético a primeros vecinos en una
dimension espacial, siguiendo las referencias [35], [64]. Los parametros entrenables de la red
son ajustados minimizando una energia libre variacional parametrizada por la red neuronal, de
manera tal que luego del entrenamiento la red es capaz de generar configuraciones de espines a
partir de las cuales uno puede calcular valores de expectaciéon. La modificacion del algoritmo
para el estudio de sistemas cuanticos siguiendo a [36] no se encuentra lista al dia de la fecha de
presentacion de esta tesis doctoral, y constituye un objetivo para el futuro cercano.

Para concluir, podemos decir que hemos estudiado sistemas magnéticos con dos enfoques
marcadamente diferentes. Por un lado tenemos el enfoque tradicional, con técnicas establecidas
hace decenas de anos, numéricas como DMRG y analiticas como teorias de campos efectivas, y
por otro lado tenemos las herramientas de aprendizaje automatico y ciencia de datos, altamente
maleables y actualmente en proceso de expansion continuo.

3https://github.com /acevedo-s/ VNA-Ising-chain
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5 Apéndice

5.1 Density Matrix Renormalization Group (DMRG)

DMRG es una técnica numérica introducida en los 90’[66] centrada en un truncado eficiente
del espacio de Hilbert de sistemas cuéanticos fuertemente correlacionados, basado un proceso
de decimaciéon. El algoritmo ha alcanzado los mayores niveles de precision de la historia en el
estudio de sistemas en una dimension espacial, donde suele considerarse basicamente exacto.
Permite calcular cantidades estaticas, dindmicas, entre otras, en sistemas muy diversos. Una
revision de DMRG puede hallarse en la referencia [67].

En la actualidad, DMRG tiene bases tedricas fuertemente establecidas, que permiten saber
sobre qué sistemas el algoritmo funciona correctamente y sobre qué sistemas no. DMRG
construye estados que se denominan estados de productos de matrices (matriz product states)
que representan eficientemente a los estados de sistemas cuanticos en una dimension espacial,
pero en general no a sistemas cuanticos en dimensién mayor. Un desarrollo exhaustivo de
los fundamentos tedricos de esta técnica numérica escapa a los fines de esta tesis doctoral.
Para implementarla en nuestros trabajos, utilizamos las librerfas de ALPS. Sin embargo, a
continuacion presentamos por completitud los conceptos centrales del método con una cadena
de espin 1/2. Luego, finalizamos este apéndice con una breve introduccion a los estados de
productos de matrices y su relacion con los estados fundamentales de sistemas cuénticos en una
dimension.

5.1.1 Lineas centrales del algoritmo

Consideremos una cadena de espines 1/2 de longitud infinita, donde separamos la cadena en
un conjunto de bloques A idénticos. Escribimos a la cadena entera como la concatenacion de
todos los bloques que la conforman, A--- A - .-y llamamos [ a la longitud de cada bloque. El
Hamiltoniano que describe a un bloque A de longitud [ que puede estar en m estados linealmente
independientes es Hg’m), de dimensiones m x m, con m = 2.

En su forma mas bésica, los cinco pasos centrales en una iteracion del algoritmo ‘de tamano
infinito’ son los siguientes. (i) Diagonalizar el Hamiltoniano de un ‘superbloque’, un sistema
formado por dos bloques y dos sitios, como muestra la figura [5.1, al que denotamos A - -A,
extrayendo el estado fundamental. Este superbloque tiene longitud 2/ + 2, y su Hamiltoniano
tiene dimension 2242, (ii) Construir la matriz densidad p del estado funtamental del superbloque,
y a partir de ella obtener la matriz densidad reducida del bloque A’, definido por un bloque A
al que se le agrega un sitio adicional (ver figura . Suponiendo que el estado fundamental del
superbloque es el estado purd] [¢), la matriz densidad del estado fundamental es p = [¢)(¢)],

'Para diferenciar entre estados puros, mixtos, separables y entrelazados, pueden consultarse
https://www.quantiki.org/wiki/mixed-states https://www.quantiki.org/wiki/pure-states
https://www.quantiki.org/wiki/separable-and-entangled-states
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y la matriz densidad reducida del subsistema A’ es la traza parcial py = Trgp, con B el
complemento de A’ en el superbloque. (iii) Diagonalizar la matriz densidad reducida, para
hallar sus m autovalores més grandes y sus respectivos autovectores. (iv) Cambiar de base con
un cambio de base no cuadrado O de dimensiones m x n, con n = 21, segin

gt = oMot (5.1)

donde las filas de O son los m autovectores seleccionados de la matriz densidad reducida pa.
El Hamiltoniano Hgﬂ’m) permite calcular el estado fundamental de un sistema de longitud
[ 4+ 1 sin aumentar la dimension m del espacio de Hilbert del bloque A original. (v) Volver a
iterar desde (i) hasta llegar al tamano deseado, donde en cada paso se actualiza segin el
Hamiltoniano que describe a un bloque por un Hamiltoniano que tiene las mismas dimensiones

pero describe al estado fundamental de un bloque de mayor longitud.

A o O A

A/

Figura 5.1: Superbloque. Cada rectangulo corresponde a un bloque A, cada circulo corresponde a un
sitio, y la zona sombreada corresponde a un bloque agrandado en un sitio, A’. La parte no
sombreada del superbloque corresponde B’, el complemento de A’.

Es importante remarcar que el método genera m estados para un bloque especificamente
optimizados para describir Gnicamente al ‘estado objetivo’; el estado fundamental, aunque el
algoritmo puede generalizarse para poder describir también algunos de los primeros estados
excitados. Si se desea estudiar el estado fundamental de un sistema de longitud L fija, el
algoritmo es adaptable[68]. Puede demostrarse[66] que la eleccion de los m autoestados de par
con mayores autovalores corresponde a la aproximacion del estado fundamental con m estados
més eficiente posible, en el sentido que minimiza la distancia entre el estado fundamental exacto
y su aproximaciéon con m estados.

5.1.2 Estados de productos de matrices

Los estados de productos de matrices (matriz product state) son importantes en informacion
cudntica y en materia condensada cuantica, tanto desde un punto de vista teérico como practico
en la simulacion numérica de sistemas cudnticos. Antes de introducirlos, mencionamos los
siguientes teoremas|69].

Teorema 1 (Lieb-Robinson): Existencia de una velocidad de grupo maxima

Supongamos tener un modelo uno-dimensional de N sitios, donde en cada sitio ubicamos un
sistema cuantico de d niveles. Supongamos tener un Hamiltoniano H con interacciones a
primeros vecinos con acoplamientos finitos. Es decir, suponemos que H = ijl H; i1, tal
que ||H;+1|] < J para algin J > 0. Entonces existe una velocidad de grupo méxima v > 0
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y existen p,c > 0 tales que para cualesquiera operadores A y B con soporte en conjuntos
disjuntos X e Y, se tiene que

HLA(®), B]I| < cl|A[[l| Bl] exp (—p[dist(X, V) — vt]), (5.2)

donde la distancia entre conjuntos se toma como dist(X,Y) = minex ey (|i — j|), v A(t) =
et Ae=™t  Ademas, la velocidad v, denominada de Lieb-Robinson, es de orden J.

Teorema 2 (Hastings): Ley de areas para cadenas de espin gappeadas

Supongamos tener un modelo descripto por un Hamiltoniano como el del teorema 1. Supongamos
también que H tiene un estado fundamental tnico, con un gap AE > 0 al primer estado
excitado. Si se considera un bloque I = {1,...,n}, entonces la entropia de entrelazamientoﬂ
S(pr) cumple

S(pr) < Smaz = co€ log (6€) log (d)25618 (@), (5.3)

para una constante numeérica ¢g > 0 de orden 1, £ = max(2v/AFE,&c), v es la velocidad de
Lieb-Robinson y &¢ es otra constante de orden 1.

Lo importante del teorema 2 es que nos muestra que los estados fundamentales de sistemas
cuanticos con gap en una dimension espacial cumplen una ley de areas para su entropia de
entrelazamiento. Sien cambio el estado fundamental no tiene gap, la entropia de entrelazamiento
crece logaritmicamente con el tamano del subsistema. Fsta caracteristica es central para probar
que cadenas cuanticas de longitud N con interacciones locales y simetria de traslaci(')nrf], tanto
criticas como gapeadas tienen estados fundamentales aproximables por estados de productos
de matrices con un nimero de pardmetros que crece polinomicamente con N7 [72].

Para un sistema usual en mecanica estadistica, la entropia deberia en cambio cumplir una ley
de volumen, es decir, deberia ser proporcional a /N. Ley de 4reas en una dimensiéon espacial para
la entropia de entrelazamiento significa que esta estd acotada por una constante independiente
de N. Sien vez de observar el estado fundamental tomasemos un estado genérico, su entropia
de entrelazamiento cumple una ley de volumen.

A continuacién presentamos a los estados de productos de matriceﬂ definidos en un arreglo
uno-dimensional de N sitios ocupados por sistemas cuanticos de d niveles, con condiciones
de contorno peri6dicas. Para cada sitio se introducen dos particulas virtuales de D estados,
donde D puede llamarse la dimension de enlace (bond dimension), auxiliar, o virtual. Cada
uno de estos subsistemas virtuales D-dimensionales se inicializan o preparan en un estado
méaximamente entrelazado con uno de sus vecinos, habiendo dos particulas y dos vecinos por
sitio. El estado inicial es entonces un estado producto de N estados maximamente entrelazados
de dos particulas,

2Muchos conceptos de informacién cudntica y computaciéon cuantica pueden consultarse en el libro de
Nielsen[70]

3También existe un criterio de aproximabilidad por MPSs que incluye sistemas sin invarianza de traslacion
basado en el escaleo de las entropias de Renyi[69).

*Bibliografia adicional sobre tensor networks puede hallarse en https://tensornetwork.org
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1 D

[p) = D2 Z Yoy Y12 v2ys) - [yv -1 ) (5.4)

Y1y YN=1

donde tomamos condiciones de contorno peridédicas N = 0. Luego, se aplican N operadores
. D
lineales locales a cada uno de los estados \/Lﬁ > i1 |ivi+1) con los operadores

Z Z ]zazﬂz

.77,—1 azyﬁl—l

Ji) (e, Bil, (5.5)

coni=1,..,N, lo que da lugar al estadd’| de producto de matrices

d

= > T AN ) (5.6

JiseJN=1

A continuacién mencionamos tres propiedades de los estados de productos de matrices, en
formato de lemas.
Lema 1

Los estados de productos de matrices estan parametrizados por una cantidad de parametros
polinémica con respecto al ntimero de sitios del sistema.

Esta propiedad puede verse a partir de que aplicamos N operadores locales de d x D x D
para construir un MPS genérico, por lo que el nimero de parametros en un MPS es de orden

NdD?.

Lema 2

La entropia de entrelazamiento para estados de productos de matrices en una dimensién espacial
estd acotada por una constante independiente de la cantidad de sitios /N del sistema.

Lema 3

Todo estado puro puede descomponerse como un estado de producto de matrices.

La prueba de este Lema puede encontrase en la seccion 4 del review [67], y se basa en usar
descomposicion en valores singulares repetidas veces. Para estados que no tienen ley de areas,
D debe crecer exponencialmente con el tamano del sistema para obtener una descomposicién
exacta.

5.2 Simulacion Monte Carlo

Siguiendo al libro de Newman y Barkema|73], describimos a continuacion las principales bases
tedricas de una simulaciéon Monte Carlo pensada para simular computacionalmente el modelo

5La comunidad de informacién cuantica tiende a no escribir los factores de normalizaciéon, dado que siempre
tienen que estar ahi para que |¢) sea un estado. Aqui adoptamos la misma convencion.
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de Ising.

Supongamos que nuestro sistema de estudio esté en el estado p. Definimos R(u — v)dt como
la probabilidad de que el sistema esté en el estado v un tiempo dt después. R(u — v) es la tasa
de transicion desde el estado p al v, y la asumimos independiente del tiempo. Definimos un
conjunto de pesos w,(t) que representan la probabilidad de que el sistema se encuentre en el
estado p al tiempo ¢t. La denominada ecuaciéon maestra para la evolucion de las probabilidades
de ocupacion en términos de las tasas de transicion es

ddet(’f) -3 (w,,(t)R(y s ) — wu(H)R(u — y)). (5.7)

v

Por supuesto, las probabilidades w,, cumplen
> wu(t)=1, vt (5.8)
1%
Luego, dado un observable @), su valor de expectacion al tiempo t es
<Q> = Zwu(t)Qua (59)
o

donde @), es el valor que toma () en el estado p.

La interpretacion fisica detras del valor de expectacion anterior es la de tener un conjunto
muy grande de sistemas idénticos, cada uno en su bano térmico, y medir en cada uno de ellos
instantaneamente el valor de ), para luego tomar la media de todos los valores.

Otro punto de vista del valor de expectacon anterior es uno donde pensamos a (Q)) como
un promedio temporal del operador (). Este enfoque asume que en un determinado periodo
de tiempo en el que estamos midiendo (), como en un experimento o en una simulacion
Monte Carlo, el sistema recorre un conjunto de estados representativo de la distribucion w,(t)
subyacente. Si bien esta suposicion puede fallar en escenarios especiales, este es el enfoque que
toman las simulaciones Monte Carlo para calcular valores de expectacion de observables fisicos.

Equilibrio

Volviendo a la ecuaciéon maestra , un estado de equilibrio es aquel donde los pesos o
probabilidades w,(t) resultan independientes del tiempo, es decir, uno donde dw,(t)/dt = 0.

Puede probarse que, eligiendo las tasas de transicion R(u — v) correctamente, las probabi-
lidades de ocupacion w,(t) siempre alcanzan el equilibrio a tiempos grandes. Es decir,

Jim w, (1) = p,. (5.10)

con p, las probabilidades de ocupacion en equilibrio, independientes del tiempo. Para sistemas
en equilibrio térmico con un reservorio a temperatura 7', las probabilidades de ocupacion en
equilibrio son las de Boltzmann,

—BE
p‘u‘ = leiﬂE‘u — —Ze ;E
Z e BB’

con f=1/T y Z la funci6on de particion.

(5.11)
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Estimador

Formalmente, el valor de expetacion térmico de un observable () en el ensamble candnico es

— Zu Q“eiﬁEﬂ

D
Sin embargo, a causa de la cantidad exponencial de estados, la suma no es posible de computar
exactamente. Las técnicas Monte Carlo funcionan eligiendo un subconjunto aleatorio de estados

de una distribucion de probabilidad ¢, que uno especifica. Si elegimos M estados pi, ..., fiar,
entonces nuestro estimador es

(@) (5.12)

M 1 _BE,.
> qule P
QM = M 1 _-BE,,
Zi:l qm € !
donde )y — (@) cuando M — oo. La obvia pregunta a continuacién es quién es g,. La opcién
més simple es elegir cualquier estado con igual probabilidad, de manera tal que

= Ei\il Q#ie_ﬁEM
ZMl e BEy; .

1=

(5.13)

Qum (5.14)

Sin embargo, la cantidad de estados es absurdamente grande, y un escenario usual es aquel
donde la suma del numerador (o ambas) estd dominada por un conjunto reducido de estados,
mientras que el resto de los estados contribuyen de manera despreciable. Por ejemplo, sabemos
que a temperaturas cercanas a cero el sistema estaré en su estado fundamental, o en sus primeros
estados excitados, y no tiene entonces sentido calcular el estimador a esas temperaturas con
cualquier estado. La técnica para elegir solo los estados relevantes para calcular estimadores de
entre todos los estados posibles se denomina Muestreo de Importancia (Importance Sampling),
y la desarrollamos a continuacion.

Muestreo de importancia (Importance Sampling)

Asumiendo que el sistema real que queremos simular ocupa sus estados disponibles segin la
distribucién de Boltzmann, la correcta eleccion de ¢, es precisamente una probabilidad de
Boltzmann; g, = %e‘ﬁEH. Luego, obtenemos para el estimador de (@),

1 M
Q = 375 QM' (515)
M= ;

Procesos de Markov

Para calcular observables es necesario entonces generar un conjunto aleatorio de estados mues-
treados de una distribucién de Boltzmann. Sin embargo, no podemos elegir un estado aleatorio
u y tomarlo con probabilidad proporcional a e #F« porque simplemente hay demasiados estados
y el procedimiento es totalmente ineficiente. La manera estandar de hacerlo es a través de un
proceso de Markov, es decir, un mecanismo que dado un estado p genera un estado v de manera
no determinista o estocastica, con una dada probabilidad de transicion P(u — v).
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Un proceso de Markov tiene dos caracteristicas. (i) Las probabilidades de transicion P(u —
v) no varian con el tiempo y (ii) dependen exclusivamente de los dos estados u y v, y no
dependen de ningin otro estado. Ademas, se satisface la condicion

Y Plu—v)=1, (5.16)

yva que el proceso de Markov debe generar a algin estado v. Nada impide que v = u, es decir,
P(p — p) no tiene por qué ser cero.

Una cadena de Markov es un conjunto de estados generados por un proceso de Markov
en donde cada estado generado es usado como subsecuente estado inicial del proceso. FEl
proceso de Markov es elegido de tal manera que al correr por un tiempo suficientemente
largo, comenzando desde cualquier estado, eventualmente produce una secuencia de estados
muestreada con probabilidad de Boltzmann. El proceso de llegar a la distribucion de Boltzmann
se denomina llegada al equilibrio, ya que es el proceso que realizaria el sistema real mientras
llega al equilibrio termodindmico a una dada temperatura.

Como en la distribucion de Boltzmann todos los estados del sistema tienen una probabilidad
finita, aunque quizas exponencialmente pequena, de ocurrir, es necesario que la cadena de
Markov sea capaz de acceder a todo estado u del sistema, esperando suficiente tiempo. Esta
condicién se denomina Ergodicidad.

Balance detallado

A través de la condicion denominada de ‘balance detallado’ podemos probar que una cadena
de Markov genera estados segtn la distribucion de Boltzmann una vez alcanzado el equilibrio.
Primero, escribimos la condicion de llegar al equilibrio en términos de las probabilidades de
ocupacion p, y las probabilidades de transicion P(pu — v). En el equilibrio, la tasa con la cual
el sistema transiciona desde y hacia un estado cualquiera p es la misma (ver ecuacion (5.7)));
es decir,

Y 0P =)= puPh—v)=p, (5.17)

Para cualquier conjunto de probabilidades de transicién que satisfaga la ecuacion anterior, la
distribucion de probabilidad p, es de equilibrio.

A continuacién, mostraremos como asegurar que la distribucién de probabilidad de un proceso
de Markov converja a p, para tiempos suficientemente largos.

Las probabilidades de transicion P(u — v) pueden pensarse conformando una matriz,
denominada Matriz de Markov o Matriz Estocéstica del proceso de Markov. Luego, si la
probabilidad de que el sistema esté en el estado p al tiempo ¢ es w,(t), y medimos el tiempo en
pasos del proceso de Markov, la probabilidad de ocupacion del estado v al tiempo ¢ + 1 resulta

w,(t+1) = Z P(p— v)w,(1). (5.18)

o

O bien, en notacién matricial,

w(t+1) =P w(t), (5.19)
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donde las componentes del vector w(t) son las probabilidades w,(t). Si el proceso de Markov
alcanza el estado de equilibrio w(oo) cuando t — oo, ese estado satisface

w(oo) = P - w(0). (5.20)

Sin embargo, también es posible que el sistema alcance equilibrios dindmicos, en donde

w(oo) = P" - w(00), (5.21)

para n > 1. Para evitar los equilibrios dindmicos se introduce la condicion de balance detallado,

p;LP(,M —v) =p,Pv—p), (5.22)

la cual asegura que p, es una distribucién de equilibrio (pues implica la ecuacion ), y
prohibe los equilibrios dindmicos.

Finalmente, podemos probar que el proceso de Markov tenderd a la distribucién p, a tiempos
grandes sabiendo que cuando ¢t — oo, w(t) tiende exponencialmente hacia el autovector de P
con maximo autovalor, debido a que P es una matriz estocéstica. En efecto, podemos reescribir

la ecuacion (5.17) como

p=P- p. (5.23)

Es decir que si se caumple balance detallado (que implica equilibrio), entonces p es un autovector
normalizado de P, con autovalor 1. Si ahora tenemos en cuenta la ecuacion (5.20), tenemos la
igualdad

w(oo) = p, (5.24)

o bien, w(t) tiende a p para tiempos grandeﬂ. Aqui estamos asumiendo que el autovector de
autovalor 1 es tinico. Puede probarse que la ergodicidad del proceso de Markov garantiza la
unicidad de este autovector.

Dadas las condiciones de balance detallado y ergodicidad, podemos entonces hacer que el
proceso de Markov converja a una distribuciéon de probabilidad p,, arbitraria. En nuestro caso
de interés, esta distribucion es la de Boltzmann. Por lo tanto, la condiciéon de balance detallado
para la distribucién de Boltzmann se lee

Plu—=v) v pw-5,

Plv—p)  pu (5:25)

Tasa de aceptaciéon

Para realizar una simulacion Monte Carlo de un sistema que sigue la distribucion de Boltzmann
hay que definir las probabilidades de transicion P(u — v), las cuales tienen que satisfacer
(i) ergodicidad, (ii) la ecuacion y (iii) balance detallado (ecuacion (5.25)). No hay una
manera canoénica de elegir las probabilidades de transiciéon, por lo que a priori en cada problema
pueden elegirse diferentes opciones mas o menos eficientes numéricamente.

6No estamos mostrando aqui el cardcter exponencial de la convergencia.
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Para empezar, notamos que si tomamos v = p en la ecuaciéon la ecuacién se cumple
independientemente del valor de P(u — p), por lo que existe una libertad para elegir este
valor dentro del rango de valores permitidos, [0, 1], y las restriciones previas mencionadas.
Esta libertad es explotada introduciendo la denominada tasa de aceptacién, escribiendo a la
probabilidad de transicion como

P(p—v)=g(p—v)A(u — v), (5.26)

donde g(p — v) se denomina la probabilidad de seleccion y A(u — v) la tasa de aceptacion.
La primera es la probabilidad de que nuestro algoritmo intente pasar desde el estado p al v, y
la segunda la fraccion de veces que nuestro algoritmo tomara esa propuesta de movimiento. Si
la propuesta es rechazada, entonces el siguiente paso en la cadena de Markov es nuevamente
1, y si la propuesta es aceptada, el siguiente paso de la cadena es el estado v. Cuantos mas
movimientos sean aceptados, més eficiente serd el algoritmo en muestrear el espacio de fases
del sistema.

Algoritmo de Metropolis

Hay muchas maneras de elegir las probabilidades de seleccion g(u — v). Aqui hacemos la
distincion entre la dinamica del algoritmo y lo que se denomina el algoritmo de Metropolid']
La dinamica de single spin flip consiste en considerar exclusivamente transiciones donde se
propone invertir un tinico espin por paso. En el algoritmo de metropolis, las probabilidades de
seleccion g(p — v) para todos los estados considerados por la dindmica se toman iguales, y las
probabilidades de seleccion para el resto de los estados se toman nulas. Si nuestro sistema tiene
N espines, entonces, para el algoritmo de Metropolis

g(p — v)=1/N. (5.27)

Luego, usando la ecuaciéon anterior, la condicién de balance detallado resulta

Plu—=v) Alp—=v) _ _s5,-5,

Pv—u Alv—p)

(5.28)

Una forma eficiente de elegir las tasas de aceptacion, propuesta por Metropolis y sus colaboradores,
es fijar arbitrariamente la mayor de ellas al valor 1 (maximo valor posible), y despejar la menor
de la ecuacién de balance detallado, es decir

e AB-E)  ifE,—E,>0

1 en caso contrario.

Alp — v) = { (5.29)

5.3 Maximum likelihood estimation

Mencionamos en el texto general que la salida de una red neuronal que lleva a cabo una
clasificacion se interpreta como una distribucién de probabilidades, usando una funcién de
activacion Softmazx. Interpretamos aqui a la red neuronal como un modelo para la probabilidad

"Metropolis no lleva tilde (Metrépeolis) porque es el apellido del fisico estadounidense Nicholas Constantine
Metropolis.
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condicional Py(y|o) de asignarle una fase, es decir, una etiqueta y = 0, 1, al resultado de una
medida o del sistema. Aqui @ corresponde al conjunto de parametros de la red neuronal.

Para estimar los parametros de la red neuronal usamos el principio de méaxima verosimilitud, o
en inglés, the maximum likelihood principle, en donde los parametros de un modelo estadistico se
eligen como aquellos que maximizan la probabilidad de los datos observados en un experimento.
Para un conjunto de datos con observaciones O = {0, 4, }M_,, donde y, = 0, 1 etiqueta la fase
en la cual la medida o, fue realizada, la funcion de verosimilitud o likelihood function de los
parametros 6 dadas las observaciones es

M
1— n
£(610) = p(010) = [ Polwalera)? (1 = Polyalora)) ™, (5.30)
n=1
donde y = (y1,...,yn). En vez de maximizar la funcion de verosimilitud, es tipicamente més
conveniente desde un punto de vista practico minimizar el logaritmo de esta funcién con el
signo cambiado,

M
~ 108 (010) = = 3 | Palunlen) + (1= )1 = Fowlo)] . 631
n=1
que es equivalente a la entropia cruzada presentada en (3.6). Dos ejemplos simples con solucion
analitica sobre mazimum likelihood estimation pueden encontrase en este enlace del MITF]
Para cada conjunto de parametros 6, la funcion de méxima verosimilitud coincide con una
distribucion de probabilidad de un conjunto de observaciones. Es inmediato que nuestra £(6|0O)
es positiva y es facil ver que esta normalizada, ya que

1
> p0e)= > Polyilen) (1- Po(yle)) .. Po(ynrloas)™ (1 = Po(yarloar)) ™
{y} Y1,e-ym =0

1 M
= [Z Py(y1lo1)” (1 — Pe(yl|01))1_y1 =1M =1,

y1=0

(5.32)

donde para pasar de la primera a la segunda linea sacamos factores comunes M — 1 veces y
cada corchete puede evaluarse explicitamente dado que cada uno tiene dos términos.

En general, la funcion de verosimilitud es conocida, de manera exacta o aproxiamada, pues
puede haber diferencias entre la verosimilitud verdadera y la asumida. Un punto sutil senalado
por Jean Barbier en su apunte sobre inferencia bayesianaf| es el siguiente. La verosimilitud no
debe ser considerada como una distribuciéon de probabilidad. Es una funcion de los parametros
a inferir. Esto es asi porque los datos u observaciones O estan fijos (ya ocurrieron). Decir ‘la
verosimilitud de los datos dados los parametros’ es incorrecto. En cambio, lo correcto es decir
‘la verosimilitud de los parametros dados los datos’. En la verosimilitud, O en realidad juega
el rol de los parametros, y 0 el de los argumentos, por eso la notacion L£(0]0O).

8https:/ /www.youtube.com/watch?v=00krscK7iBA
https://www.sissa.it /sites /default /files /CoursePisa.pdf
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