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1. felhasznált fogalmak ás tétel.ek;

Algebrai struktúráin vagy röviden algebrán egy műve
letekkel ellátott halmazt értünk, E fogalom pontos megadásá
hoz igy először a művelet fogalmát kell tisztáznunk. Művelet- 

tartománynak nevezünk egy Q halmazt egy a : & N leképe
zéssel együtt (N a nemnegativ egész számok halmazát jelöli). 

Az £2 halmaz elemeit műveleteknek, tetszőleges w e Q ese
tén az a(w) számot az cú művelet változószámának nevezzük. Azt 
fogjuk mondani, hogy w (GÄ) n-változás, ha а(еэ)=п • Az 

Q. halmaz összes n-változóe műveletből álló részhalmazát 
fí(n) -a,4L jelöljük.

begyen A tetszőleges halmaz,Q. pedig egy müvelet-
-tartomány. Az A halmazon értelmezett Q algebrai struktúra 

S2(n)-> AM (n GN)leképezések egy családja (minden coeQ(n) 

műveletnek egy АП~^А leképezést feleltetünk meg). Az A hal
mazt ezen struktúrával együtt Q -algebrának, vagy univerzális 

algebrának (röviden algebrának) nevezzük, és gyakran (A>Q )-val 
jelöljük. Tekintsünk egy A -algebrát, és legyen o>G&(n) . 
Ezen művelethez tartozó leképezés bármely - az A elemeiből álló 

Cin) -rendezett n-eshez A egy elemét rendeli, melyet 
-val jelölünk* Megjegyezzük, hogy kétváltozós műve

leteknél a hagyományos - M°” - jelöléseket alkalmazzuk
(és az inverzeknek jelölését is a hagyományos módon végezzük).

ancoСЦ • % *

Legyen A £2 -algebra, В pedig A részhalmaza. Azt 
mondjuk, hogy В részalgebrá.ja A -nak, ha В is <2 -algebra. 

Ezen В részalgebra valódi részalgebra, ha В valódi részhalma-
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za A-nak. Könnyen igazolható, hogy ha B-y (j'GГ indexhalmaz)
A -nak részalgebxái, ekkor В 

részalgebrája. Megjegyezzük, hogy By 

lényeges kikötés, ha ß tartalmaz nullváltozóe műveleteket is.

Legyen M tetszőleges részhalmaza az A Q -algebrának. 

Akkor mindazon A -beli részalgebrák közös része, amelyek M -et 

tartalmazzák (ez nem üres) A -nak részalgebrája. Ezt a részal
gebrát az A -ban И által generált részalaebrának nevezzük, és 

(M}q -val, vagy ha nem okoz félreértést {M} -mel jelöljük. Ha 

{M} = A , akkor azt mondjuk, hogy M az A -nak generátorrend
szere.

A -nak- ha nem üres -2Г
csak akkor

Legyen P algebrák egy tulajdonsága. Azt mondjuk, hogy 

ezen P tulajdonság lokális. ha valahányszor egy A algebra min
den végesen (azaz véges részhalmaz által) generált részalgebrá
ja P tulajdonságú, mindannyiszor maga az A algebra is P tulaj
donságú.

Tekintsük az (A,Q) és (А,£') algebrákat és tegyük 

fel, hogy Q és Q’ között olyan 1-1 értelmű megfeleltetés lé
tesíthető, amelynél n-változós műveletnek n-változós művelet 
felel meg. Ilyenkor az (A,R) és (A , Q ) algebrákat hasonló 

algebráknak nevezzük. Az összes, egymáshoz hasonló algebrák osz

tályát hasonlósági osztálynak nevezzük. Hasonló algebrákban az 

egymásnak megfelelő műveleteket ugyanazon jellel jelöljük.

Legyen Q egy művelet-tartomány, Х1}Хг>

szimbólumok. Az X^ X{2_X<nсо alakú kifejezéseket - ahol
cüeQ(n) -Xt4,...,Xih elsőfokú polinom.iának, az ец uz 

alakuakat pedig - ahol ui>ui,...,un legfeljebb

pedig• • •
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fokú polinomok - (k+i) -ed fokú polinoia.iának nevezzük, melyet
gyakran * wCXi^Xi^—jXi^nel jelölünk. Az Q elemeiből képezhető 

összes polinom halmazát 2 fogja jelölni, és ezen halmaz ele
meit polinomiális műveleteknek is nevezzük,

Tekintsük az A és В Q -algebrákat, a y:A“*B 

leképezést és az w€ í (n) műveletet. Azt mondjuk, hogy f fel

cserélhető 03 -val, ha tetszőleges ajjC^víCln^Aesetén

апсоу> = Ca< f)(аг/>)... (апу>)оз

teljesül. Ha y> felcserélhető minden 03gQ művelettel, akkor 

h omomorfizmusnak vagy h omomorf lek épe z esne к nevezzük. Megjegyez
zük, hogy amennyiben у felcserélhető minden cú€=R művelettel, 

akkor fokszám szerinti teljes indukcióval belátható, hogy minden 

ju&Q polinommal is felcserélhető. Egy ^:A-^B homomorfizmust 
izomorfizmusnak nevezünk, ha ^A -nak В -re való 1-1-értelmü 

leképezése. Ekkor az A és В algebrákat izomorfnak mondjuk, s 

ezt A=B -vei jelöljük. Ha А- В , akkor homomorfizmus helyett en- 

domorfizmusról. izomorfizmus helyett pedig autcmorfizmusról be
szélünk.

Qi °-z • • •

Legyen A Q-algebra, 9 pedig egy A -n értelmezett 

ekvivalenciareláció. Ezen relációt kongruenciának nevezzük 

ha tetszőleges Ve Q(n) művelet és сц, аг,..., ап, а!,,а^,... ,ап в А 

elemek esetén сц г а\ (0) (i = А, 2.,..., n) -bői következik, hogy
anv = aja^...a’nv(0). Ez egyértelmű azzal, hogy a G -hoza, Qa.

tartozó osztályozás osztályai halmazán természetes módon defini-
* • %

álható az Q algebrai struktúra. Az igy kapott algebrát - ame
lyet A/0 -val jelölünk -A Q szerinti faktoralgebrájának nevez
zük.
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Tekintsünk egy (A,Q) algebrát és egy weQ(n)
5CLi-ч>Q.I.+-1 >..., Qn S A tet

szőleges, de rögzített elemek. Az A algebrának egy 

T: a-*a1...QiHaalH...anQönmagába való leképezését transzlációnak 

nevezzük.

polinomiális műveletet. Legyenek a^} • ♦ •

Gyakran fogunk hivatkozni a következő tételre, amely 

Malcev [8] egy tételének speciális esete, s transzlációk és 

kongruenciarelációk kapcsolatára vonatkozik.

1.1 Tételt Legyen A Q -algebra,В A -nak részhalmaza. А В 

részhalmaz akkor és csak akkor osztálya A egy 

kongruenciája kisérő osztályozásának, ha A minden 

T transzlációjára teljesül, hogy Вт £ В 

Вт П В = 0 (ahol Вт а В halmaznak а Т leképe
zés melletti képét jelöli).

vagy

A csoportokra, gyűrűkre stb. ismert direktszorzat
fogalma is általánosítható hasonló univerzális algebrák tét- 

Htl.«.. Ar (ГеГ) halmazára. Valiban, MKtKtMfc «1Д 

halmazt (azaz az összes olyan halmazok halmazát, amelyek min
den A^ -ból pontosan egy elemet tartalmaznak). Egy ilyen hal
mazt tekinteük TT^A^ egy elemének, a halmaz A^ -hoz tar
tozó elemét pedig a ezóbanforgó TT^A^
ponensének. Ilyen elemekre a műveleteket a következőképp defi
niáljuk* ha yeQ.(n) tetszőleges művelet és а1)а2,...ДпеТГ A^ 

С1ПУ j'-komponense legyen a2j~.. .an^. У , ahol 
-komponense (.,’П) . Világos, hogy igy a

-beli elem j' -kom

ákkor ai аг * • •

ff
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kiindulási algebrákhoz hasonló algebrákat kapunk. Ezt az al
gebrát az Aj- (|"бГ) algebrák direkt szorzatának nevezzük 

és ТГ.Ау -val jelöljük, ^Ár
jelölést fogjuk használni.

elemeire a ( « * к

Tekintsük algebrák egy Л hasonlósági osztályát 

az Q müvelet-tartománnyal. Vegyünk egy X halmazt, melynek 

elemeit szabad elemeknek fogjuk nevezni, és a latin ábécé 

utolsó betűivel fogjuk jelölni. Ha Q tartalmaz nullváltozós 

műveleteket, akkor vegyük még ezek jeleinek O' halmazát.

Indukcióval definiáljuk a szó fogalmát. Szónak ne- 

vezahle bármely X vagy CX-beli elemet. На p4>Ргг**«рп szavak 

akkor bármely V S^(n)-re a Рг.-* ■ pn^ jelsorozatot is szó
nak nevezzük.

Egy p szó rész-szavának nevezünk bármely benne 

előforduló hézagmentes jelsorozatot, amely maga is szó.

A szófogalom függ Q. -tói. Ez azonban nem fog fél
reértést okozni, mert Q -t, azaz a hasonlósági osztályt mely
ben dolgozunk néhány eset kivételével (ezt a*kor mindig meg
mondjuk) a további vizsgálatainkban mindig rögzitjük.

Tekintsük most a szavakat és az al

gebrát. Azt mondjuk, hogy az A algebrán teljesül a p4 = pt
pa -ben előforduló szabad elemek helyé-azonosság. ha a p, és 

be tetszőleges A -beli elemeket Írva (azonos szabad elemek
helyébe azonos A -beli elemeket), egyenlő A -beli elemeket

11

/!
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kapunk. Általában azonosságnak nevezünk minden = рг alakú 

jelsorozatot, ahol p^ és Рг. szavak.

Vegyük most azonosságok egy A halmazát. Mindazon 

fy -beli algebrák osztályát, amelyekben minden Л -hoz tarto
zó azonosság érvényes, primitiv osztálynak, pontosabban a A' 

hasonlósági osztály Л azonossághalmaz által meghatározott 

primitiv osztályának nevezzük. На а Л halmaz üres, akkor az 

általa meghatározott primitiv osztály maga а & hasonlósági 
osztály. Másrészt, ha Л tartalmazza az X=у azonosságot is, 

akkor a A által meghatározott primitiv osztály izomorfiától 
eltekintve egyetlen egyelemü algebrából áll.

Polinomiális műveletek segítségével a szavak igen
kényelmesen Írhatók fel, pl, ha a p szó által definiált 

polinomiális műveletet 7Г -vei jelöljük, akkor p helyett
-t Írhatunk. Ekkor egy azonosság általános alak- 

• Xn Щ.ja: Х1Хг...Хт'П;=Х1 

hogy mindegyik oldalon előfordulhatnak olyan szabad elemek,
, ahol az indexezés arra utal,I •

amelyek a másik oldalon nem szerepelnek.

Legyenek Őt és primitiv osztályok. Azt mondjuk, 
hogy az Őt és A primitiv osztályok polinomiáliaan ekviva
lensek. ha létezik 1-1 értelmű megfeleltetése a két osztály

algebráinak és különböző polinomiális műveleteinek olymódon, 
hogy ha ^ és у jelöli az előbb említett leképezéseket, ak
kor tetszőlegeseit -beli n-változós polinomiális művelet és 

,QneA (A tetszőleges algebra Ót-bnn) esetén 

cv>)y> =(a<f)..Uany>)(V7') teljesül.
сц>а.г,
(a<|Qa

• * •

• • «
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Legyen hasonlósági osztály 

mánnyal. Tekintsük szabad elemek egy X halmazát, és képezzük 

X -bői az összes lehetséges szavakat. Ezek halmazától -be tar-

£2 müvelet-tarto-az

tozó algebrának tekinthetjük, ha a műveleteket a következő mó-
szavak és Ve£2(n)j ekkordón értelmezzük* legyenek p4,p2,

a p<i Pí'• • Pn^ szót tekintjük а Р-оРгэ-pn szavakra alkalmazott 

V művelet eredményének. Az igy kapott algebrát F(Q,X) 

vagy egyszerűen F (X) -szel jelöljük és abszolút szabad al^ob-
iy' -ben, vagy Q szó-algebrának. Világos,

>Pn» ♦ «

-szel

ránalc nevezzük
bogy F(X) -nek X generátorrendszere, és .nincs olyan neiatrivi-
ális azonosság, mely rajta teljesülne.

F(X) -enLegyen most Л. tetszőleges azonossághalmaz.
= pz (Л) relációt, melyről igazolható, hogy

-t Írunk,
bevezetünk egy 

kongruencia* tetszőleges p^,,рг S F(X) -re р^=Рг(Л)
ha p2 megkapható pл -bői a következő átalakítások , véges soro
zatával* rész-szó helyettesítése olyan szóval, hogy a 

= (^2. egyenlőség valamely A -beli azonosságból szabad elemek
nek szavakkal való helyettesítése utján legyen nyerhető.

A most bevezetett kongruencia meghatározza F(X)-nek 

egy F(X)/A faktor algebráját, amelyet - Öt -val jelölve a A 

azonossághalmaz által meghatározott primitiv osztályt - Öt szabad 

algebrának nevezzük, X -et pedig (tulajdonképpen az X -beli ele
meket tartalmazó osztályok halmazát) ezen i)t - szabad algebra 

szabad generátorrendszerének. Természetesen minden F(X)/4 -val 
isomorf algebrát Üt -szabad algebrának nevezünk, s az is nyilván
való, hogy F(X)/A ^ Öt
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A szabad algebrákat ée a primitiv osztályokat jellem
zik a következő tételek, melyekre gyakran fogunk hivatkozni.

1.2 tételt Legyen F az'Öt primitiv osztály algebrája az M
generátorrendszerrel.F akkor és csak akkor szabad 

algebra "Öt -ban az M generátorrendszerrel, baM-nek 

bármely “Öt -beli A algebrába való tetszőleges leké
pezése egyetlen módon folytatható F -nek A -ba való 

homomorfizmusává.

Alapvető szerepet játszik a következő

1.3 Tételt Az F*[X}“Üt primitiv osztálybeli algebra akkor és
csak akkor szabad algebra "öt -ban az X generátorrend- 

szerral, ha minden olyan egyenlőség, amely X -bői 
képezett szavak között F -ben fennáll, azonosság 

'Öt -ban.

Birkhoff-tól [6] ered a következő

1.4 Tétel: Valamely hasonlósági osztály egy "Öt részosztálya
akkor és csak akkor primitiv osztály, ha “Öt zárt a 

részalgebrák, faktoráig®brák és direkt szorzatok 

képzésére nézve.

Végül bevezetjük a kategória fogalmát, 'fekintsünk 

két osztályt} az egyik elemeit nevezzük objektumoknak, a mási-

két morfizmusoknak. Legyen továbbá bármely morfizmushoz hozzá
rendelve egy objektumokból álló pár (od £ <Jtom (a,b) 

használunk, ha az od morfizmushoz az (a,b) objektum-pár tarto
zik). Azt mondjuk, hogy a tekintett két osztály az adott hozzá-

jelölést
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rendeléssel egy'Xl kategóriát alkot, ha teljesülnek a követ
kező feltételek:

(i) adott (cl,b) objektum-pár esetén az oCG. 4Ссмг(а,Ь) 

összefüggésnek eleget tevő o<L morfizmusok halmazt alkotnak}

(ii) ha oc e^Omíájtfes ß в itom. (b,c) akkor létezik 

^ситСсцс) -nek egy egyértelműen meghatározott eleme, melyet 
cxlés ß szorzatának nevezünk és ocß -val jelölünk (megjegyez
zük, hogy tetszőlegesoceítcwiídjb^s ß Ütcrm {c} d) 

kor és csak akkor létezik, ha b = c);
szorzata ak-

(iii) legyenek oCe^Ccnu(d.,b) , ßG ^Оууь(Ь^с)

ekkor {oCß)’H' ésoé(^J') értelmezettek,és )relm(c,d) 

továbbá (ocß) f = oC(ßtf)
i

;

(iv) minden a objektumhoz (jelölésben а € űfc JC )

tartozik egy £a morfizmus - melyet identikus morfizmusnak ne
vezünk - úgy, hogy £a e, ti от (а, а) 

és ßetowiia,с)
Az обе ^cmtCctjb) Írásmód helyett az elkövetkezőkben legtöbbször 

«L:ct—-t fogunk használni. Azonnal látható, hogy kategóriát 

alkotnak

és minden oC e Xom ( b, ü)

esetén oC = oC és £.a/S ~ ß •

(a) az összes nem nemüres halmazok egy adott univer
zális halmazban az összes lehetséges leképezéssel}

(b) az összes algebrák egy adott primitiv osztályban 

az összes homomorf leképezésekkel (pl. az összes csoportok és 

homomorfizmusaik)}
(c) az összes topológikus terek és folytonos leképe

zések.
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А К kategóriába tartozó morfizmust epimorfiumus- 

nak nevezzük, ha bármely további ß> f 

oLß zs oc ^ egyenlőségből folyik /5 - 'jp . Az (e) példában az 

epimorfizmusok éppen a ráképezések. A (b) esetben ez általá
ban nem igazi a gyűrűk kategóriájában létezik olyan epimorfiz-

morfizmusokra az

mus, amely nem ráképezés.

Legyenek a^a2)...,anobjektumok a X kategóriában. Az 

a objektumot X -ban az dl objektumok direkt egyesítésének
epimorfizmusok, hogynevezzük, ha léteznek olyan о^.’а —СЦ

bármely X -beli b objektumra és ßi: b -*• aj. (i = i, 2,..n) 

morfizmusokra van egyetlen olyan ß : b-*■ CL morfizmus, amely
ik) egyenlőségek teljesülnek. Algebrákre a ßoL[~ß[ (1 = 4)2., 

bármely primitiv osztályában a direkt egyesítés mindig létezik
» * •

és egyértelműen meghatározott! megegyezik a direkt szorzattal.
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2. Algebrák Abel-féle primitiv osztályairól

Q -algebrák Abel-féle tulajdonságát több saer- 

ző definiálta különbözőképp! B, I* Plotkin [2], P. ÍZ, Cohn [l] ,
A, G. Kuroe [4] és Csákány Béla [ll] • az első két szerző 

definíciója megegyezik, aig Csákány Béláé T, Evans [íj] 

gruppoidokra bevezetett fogalmának általánosítása. Ezen tulaj
donságokat az elkövetkezőkben jelölje M,И és E . Az M és H 

tulajdonságok ekvivalenciáját algebrákra Kuroe [4] igazolta, 

és E nyilvánvalóan következik И -bél. A következőkben megfo
galmazzuk ezen három feltételt, majd egy negyediket is (ezt 

C -vei jelöljük), mely egy M. Servi [12] dolgozata alapján be
vezethető fogalomra épül, és bebizonyítjuk, hogy algebrák tetsző
leges primitiv osztályán a négy feltétel ekvivalens.

2.1

M(£. I* Plotkin [2], 32. о.) А* A2-algebra tetszőleges 

és n-változós fi ill. V műveletére bármely A -fölötti ПХГП 

tipusu (ау) mátrix esetén teljesül, hogy 

(ű-м... СЦт/и)... (űrH • • • ^ =
= . . (CL-ím♦ • • ünni^)*

Szemléletesen ez azt jelenti, hogy a mátrix sorait alkotó 

elea m -eseken elvégezve a fi műveletet, о az eredményként 
kapott elem- n-eere alkalmazva V -t ugyanazt az elemet kap
juk, mint ba előbb a mátrix oszlopaira alkalmaz^ V **• ö ö 

kapott eredményeken végezzük el fi -t.
H (á. G. Kuros [4], ft* o.) Tetszőleges G 2-algebrának az A

2- algebrába való homomorf leképezéseinek halmaza maga is
a G 2 -algebra homomorfis-2 -algebra, azaz ha

A -algebrába, továbbá fi (e 2(m))tetszőleges müve-ousal az 

let, akkor a
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(fi-fm/*) '■ G — A
leképezés, amelyet bármely gS G -re a következőképp adunk 

meg*
)

szintén homomorfizmus.

Másszóval a H feltétel azt jelenti, bogy a G algebra A -ba 

való homomorfizmusainak halmazán minden egyes Q -beli művelet 
természetes módon elvégezhető hasonlóan ahhoz, ahogyan egy 

Abel-csoportnak egy másik Abel-csoportba való homomorfizmusai 
összeadhatók, ill. additiv inverzük képezhető*
Megjegyezzük, hogy az idézett helyen a szerző a nullváltozóe 

műveleteket külön vizsgálta, mivel a homomorf isansokon elvég
zendő yu. művelet H -ban adott definíciója csak legalább egy
változós jJ. -kre alkalmazható* A jelen esetben erre nem lesz 

szükségünk. Ugyanis egy nullváltozós művelet - jelölje azt 

0> - helyettesíthető olyan egyváltozós művelettel (ezt ugyan
csak jelölje gj), melyre teljesül az XCO -yóJ azonosság. 
Részletesebben, ha a tetszőleges A algebrán az Q nullvál
tozós művelet az a elemet jelöli ki, akkor a helyette beve
zetett CD egyváltozós művelet A minden egyes elemének az a
elemet felelteti meg,
E (Csákány B. [ll] ) Az A Q -algebra összes endomorfizmusai-

, £m az A álnak halmaza maga is Q -algebra, azaz ha 

gebra endomorfizmusai éa jx[s Q (m)) valamilyen művelet,
« • »

akkor az

leképezés, mely tetszőleges asA elemre a következőképp 

hat t '

A
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a(£1...emyu) = (ae<)...(a£m)/t >

ezintén endomorfizmus.
I. Servi [l2] dolgozata alapján bevezetünk egy 

speciális algebra-fogalmat, melyet "Servi-algebrá"-nak fogunk 

nevezni. Tekintsünk egy olyan C kategóriát amelyben objektu
mok bármely véges rendszerének létezik a direkt egyesítése. 

Tetszőleges A objektum esetén bármely f€ Xom (Д ,A) 

morfizmust - ahol m természetes szám - A -n értelmezett 

-változóé műveletnek nevezzük. Az (А,ф)

- ahol A £ Ob C
veletek egy halmaza - Servi algebrának nevezzük a & kategóriában. 
Megjegyezzük, hogy abban az esetben, ha C az összes halmazok 

kategóriája, akkor ezen fogalom megegyezik a közönséges algeb
ra-fogalommal, továbbá az összes topológikus terek kategóriájá
ban a Servi-algebrák épp a topológikus algebrák. Ezek után egy 

negyedik feltétel a következőképp fogalmazható meg:

C Az A Q. -algebra Servi algebra a hozzá hasonló algebrák ka
tegóriájában.

m-
(rendezett) párt

és ф az előbbi értelemben definiált mii—

■V;
\tBe fogjuk bizonyítani, hogy ezen négy feltétel algeb

rák primitiv osztályain ekvivalens.

2.1.1 Lemma: Tetszőleges A Q -algebra esetén az
C feltételek ekvivalensek, és E bármelyikből követke

zik.

F
■

И, H és

Bizonyitás:
M4H
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Mivel H =¥ E nyilvánvaló, a lemmát bebizonyítottuk.

Egyszerű ellenpéldával szemléltethető, hogy ha 

egy algebra kielégíti az E feltételt, nem biztos, hogy az 

M feltételt is kielégíti. Tekintsük ugyanis a következő müve- 

lettáblázattal megadott 6 grupoidot*

abcо

abc 

bab 

с c a

a \

b
c

Könnyen igazolható, hogy G -nek csak triviális kongruenciái 
léteznek, ahonnan azonnal folyik, hogy G összes endomorfiz- 

és oC melyeket a következő táblázat ad meg«musai <D, b

Cú l oc
a a a 

abc 

a c b

a
b
c

Egyszerű számolással belátható, hogy az E feltétel telje
sül, de

(a ° b) ° (с о a) = b 

(a ©с) °(b о a) = c ,
és

igy az M feltétel nem.

Azt mondjuk, hogy algebrák egy primitiv osztályán 

az előbb említett M> H) E és C feltételek teljesülnek,
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ha azok a primitiv osztály minden egyes algebráján teljesül
nek.

2.1.2 Tétel» Q -algebrák tetszőleges Öt primitiv osztályán
és C feltételek ekvivalensek.az M , H > E

Bizonyítást Az előző lemma alapján elegendő azt igazolni, hogy 

ha az ÖL primitiv osztály kielégíti az E feltételt, akkor 

azM-et is. A bizonyítás menete megegyezik azzal, melyet 
T. Evans [13] követett grupoidok esetén.

Jelölje F az Öl primitiv osztálynak az X = Ö<<i)*£>• •) 
halmaz által generált szabad algebráját. Az 1.3 tétel alapján 

elég azt bizonyítani, hogy az M feltétel tetszőleges X fölöt
ti IПХП tipusu mátrixra teljesül. Legyenek yi,P(eQ) 

primitiv osztály tetszőleges m — , ill, n-változós műveletei,

ée OyLm
vetkező (k^'l, • • •, m)

az bt

tetszőleges mátrix X fölött. Tekintsük a kö- 

leképezéseket az X halmazom

XH - Xj ic

4 ^ j ^ H -re. Ezen leképezések az 1.2 tétel alapján 

kiterjeszthetők az F szabad algebra endomorfizmusaivá. Mivel 
tetszőleges 4 4 j 4 П esetén

XjM (£<,... £m/0 = (XM £<)••• (*M 6|r')/1 s

=■ Xj4 • • •

minden

kapjuk, hogy

(x^ . . . X-tro/*) • ’ * (Xn4 * * • Xnm/0 V -
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-((xi< .. ’(х.ц ím)^) • • ■ ((xrH ^1) ■ • • (*n< ^m)^) V

= (х«(£ч • ■ ■ E^)) • • • (x„< (£<■•• £„/)) V =

= x„.. . xMií (&.,■•• £myu) =

— ((x^ 6^) . • • (xn4 £í)V) • • ■ ((х.ц £m) . . . (Хщ v)^J. —

- (x^... xn< V) • •. (x -lm * >

M feltétel teljesül. Ezzel a tétel bizonyítását be
fejeztük.

Az elkövetkezőkben megvizsgáljuk, bogy a "klasszi
kus” algebrai struktúrák közül melyek elégítik ki az emlí
tett feltételeket.

2,2

Egy grupoid akkor és csak akkor Abel-féle, ha báso- 
meiy a,b,Cjd elemeire (ab)(cd) = (ac)(bd) 

grupoidot médiáidénak nevezzük. Ezekre vonatkozóan számos 

vizsgálat jelent meg, lásd, pl. [l4] és [7].

• Az ilyen

Célcsoportok közül a kommutatívak nyilvánvalóan ele
get tesznek az M feltételen, de ezen feltételt a két elem 

által generált zéróelemes szabad félcsoport azon faktorfél- 

csoportja is kielégíti, amelyet bármely háromtényezős szorzat 
zéróval való egyenlősége definiál, s ezen félcsoport nem 

kommutativ. Ez*, mutatja, hogy az Abel-féle - tehát az
azonosságnak eleget tevő - fél-(xy)(uv) = (xu)(yv)
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csoportok primitiv osztálya valódi részként tartalmazza a 

kommutativ félcsoportok primitiv osztályát.

Bg.vségelemes félcsoportok közül pontosan a kommu- 

tativok elégítik ki az И feltételt, s ugyanez igaz csopor
tokra is. Ez indokolja az И (ésH) feltételnek eleget te
vő algebrákra az "Abel-féle" jelző használatát. (Általánosab
ban, tetszőleges egységelemes Abel-féle grupoid szükségképpen 

kommutativ félcsoport, amit az (X 0 0 °([j 0 z)=(xoy)o(-i о z) és
egyenlőségek bizonyítanakj

lásd [15].)

Az Abel-féle gyűrűk zérógyürük, ugyanis a
egyenlőségből ab = 0 következik* 

Ezért ferdetest vagy test nem lehet Abel-féle.
(0 + a)(b + 0) = Ob + aO

Az egyelemü háló Abel-féle, és csak ez Abel-féle. 

Ugyanis ha egy háló legalább kételemű, akkor tetszőleges Cl,b 

elemek esetén az M feltétel teljesülése azt jelenti, hogy

((aVb) V(aAb)) A ((aAb)V(aVb)) =
=((aVb) A (aAb))V((aAb)A(aVb))‘,

aVb = aAb , amiből CL = b következik.azaz

A SexviÁalgebra fogalmának illusztrálására meghatá
rozzam tetszőleges p primszámra azokat a p -rendű grupoido-
2.3

kát, amelyek Servi-algebrák a p -rendű ciklikus csoport fe
lett. Jelölje az utóbbit Cp . Feladatunk ekvivalens Cp
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(Aj 2) Abel-csoport. Megjegyezzük, hogy ekkor az
-gyűrű

amikor
(A;Q) algebra - ti. az az algebra, melyre az Q

"épül" - Abel-féle algebra.
2.4.1 Tétel: Legyen (A;<Q,*>) egységelemes Q -gyűrű, 

ahol (A; Q) Abel-féle algebra. Akkor (A ; <, 2, •)) 

beágyazható (A J Q.) endomorfizmusainak ß -gyűrű
jébe, ahol a szorzás a közönséges leképezés-szor
zást jelenti.« £

A bizonyitás előtt megjegyezzük, hogy a 2.1.2 tétel szerint 

(A; Q) endomorfizmuaai Q -algebrát alkotnak. Vegyük ész
re továbbá, hogy abban az esetben, amikor (A;Q) Abel-csoport, 

tételünk az egységelemes gyűrűk ismert reprezentációtételébe 

megy át,

Bizonyitás: Egyszerű számolással belátható, hogy a 

|>г:Х—>ХГ (гбА) minden X € A -ra leképezések az A 

ß -algebrának endomorfizmusai. Valóban, legyenek yu€ß(im) 

és • jCLm6Atetsz51egesek, ekkor

a<- * * s * • a"»/* ' r »

= (a,-r). . .(am-Oyj = 

= (°-i fr) ' ' ' ffí/J •
'0;Л j i Л

Jelölje ezen leképezések halmazát R (=<ч^г| . Bebi
zonyítjuk, hogy (R;<Cß,*^) Q -gyűrű, mely rész-Q-gyürüje 

(A ,*ß)-algebra összes endomorfizmusai Q -gyűrűjének. Ehhezaz

, i
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azt kell megmutatni, hogy tetszőleges у )•••> f>rn(g R) elemek
hez és VGÖ(n) művelethez létezik A -nak olyan eleme, 
hogy egy A -beli elemre a • 'fr^ 

annak hatása megegyezik ezen elemmel való jobbszorzással, vala
mint

endomorfizmust alkalmazva

-höz is létezik A -nak az előbbi feltételeknek 

elget tevő eleme. Legyen a(eA)
f * A

tetszőleges elem. Ekkor

a(fr4---j,rn^ = (aj>r,)---(<ifrrl)v =

= (arj)...(arn)V = a(ry • rnv) és

a(' f>r4) = (a frjfrt = (ar,)rt = a(r, r2) ,

azaz a keresett Á -beli elemek r^...rhV és 

igazoltuk, hogy (R;(Qj*)) egységelemes Q. -gyűrű, mely 

rész- Q -gyűrűje az (A jí?)algebra összes endomorfizmusai Q. - 

-gyűrűjének. Annak igazolása van már csak hátra, hogy 

(А ; <£2 ,*)) = (R ;(Q, *)) . Tekintsük az GL —► megfelelte
tést, mely az előbbiek alapján nyilvánvalóan homomorfizmus,

minden X £ A -ra. Ekkor spc- 

, amiből a = b következik, azaz a meg
felelte tés 1-1 értelmű, s ezzel a tétel bizonyítását befejez
tük.

V гг . Ezzel

és tegyük fel, hogy X^a = ХД 

c iái is an ■< fa = * Pb

Malcev klasszikus tétele [ö] szerint egy primitiv 

osztályban az XCjCjyU. = (J^xyU. = X 

hároraváltozós ji polinomiálls művelet létezése ekvivalens a 

kongruenciák felcserélhetőségével a tekintett primitiv osztály 

minden algebráján. Ez indokolja olyan algebrák vizsgálatét,

2.5
azonosságnak elégét tevő
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melyeken egyetlen - az előbbi azonosságnak eleget tevő - 

hiromváltozós művelet van értelmezve. Az ilyen algebrát az 

elkövetkezőkben Malcev-algebrának fogjuk nevezni.

£e fogunk bizonyítani egy tételt, mely az Abel-féle 

Malcev-algebrák teljes leírását adja. Ehhez legfontosabb se
gédeszközünk a következő lemma lesz.

Abel-féle (A l ^д)) Malcev algebrákon teljesülnek 

az alábbi azonosságok!
(1)* UVyU = XLj (zuv/u)yu

yx/i

bizonvitást Eegyenek a^Cjd^efe A) tetszőleges elemek.
Az azonosságok teljesülése az

2.5.1 Lemma;

' >( < '

(2) XtjZyU = z

abc 

b b d 

b b e
mátrixok segítségével az M feltétel felhasználásával 
egyszerű számolás utján látható be.

b b а 

b b b 

c b b
és

(A; </*» (а(дО = 3) tetszőleges2.5.2 Tétel» Legyen
algebra. Ezen algebra akkor és csak akkor Abel-féle 

Malcev-algebra, ha létezik olyan (Aj(* Abel-
-csoport, hogy bármely a,b,C€A

= a-b4-c
-ra

abcyu
Megjegyezzük, hogy a tétel ’’csak akkor” része másszóval azt 

jelenti, hogy az AbeA-féle Maicevtalgebrák alkalmas Abel-cso-
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portok reduktjai, melyek úgy keletkeznek, hogy az Abel-cso- 

port műveletei közül csak az X (polinomiális) műveletet 

tartjuk meg, A követKező bizonyítás a csoportok és absztrakt 

mellékosztályok (1, Bruck [5]) közti kapcsolat igazolásának 

gondolatmenetét követi.

Bizonyítás s Legyen 0 G A 

Vezessük be A»n e következő kétváltozós műveletet s X'Lf-XOij^-. 

Megmutatjuk, hogy amennyiben (A;^u))
-algebra, a művelet asszociatív, kommutativ és invertál- 

ható. Valóban

tetszőleges, de rögzített elem.

Abel-féle Malcev-

asszociativ, ugyanis bármely a,bjC eA(i)

esetén (1) alapján kapjuk, hogy

(a-b)*c= aobyuocyu = aoíbocyu)^ = a-(b-c).
(ii) kommutativitása azonnal adódik a (2)

azonosságból!

(iii) invertálható, ugyanis az CL-X = b

oabyu
Az is látható, hogy a rögzített 0

egyen-

elem megoldása.letnek ez

elem egységelemként vi

selkedik. Mivel az a-X= 0 egyenlet megoldása OdOyU 

bevezetjük az OOlCyk = a4 jelölést. Ezzel igazoltuk, hogy

Abel-csoport, továbbá (1) alapján

a - b4-c = ao (oboyu^ocyu = aoo/iboyuoc/jl « 

s abo/iocyu = ab(oocyu)yu =

»

(A ;<•,'<»

= abc/í.
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4

Hamilton-»féle primitiv osztályokrólIt

A Hamilton-féle kvaternió alapegységek generálta 

(multiplikativ) csoport a klasszikus példa - az Abel-csopor- 

tok mellett - olyan csoportra, melynek minden részcsoportja 

normális, azaz más terminológiával* minden részcsoport egy 

alkalmas kongruenciának osztálya. E tulajdonság utóbbi megfo
galmazása természetes módon átvihető tetszőleges Q -algebrá
ra is. Ez indokolja a "Hamilton-féle" jelző használatát a kö
vetkező definícióban:

Definíció: ÜgyA Q. -algebrát Hamilton-algebrának (Hamilton- 

-féle algebra) nevezzük, ha minden részalgebrája 

egy alkalmas kongruencia osztálya. Q. -algebrák egy 

primitiv osztályát Kamiiton-féle primitiv osztálynak 

nevezzük, ha minden algebrája Hamilton-algebra. 
Megjegyezzük, hogy a Kamilton-féle grupoid fogalmát már f. Evans 

[15] bevezette, s bebizonyította a következő tételt* loopok 

egy primitiv osztálya akkor és csak akkor Kamiiton-féle, ha 

fy-' Abel-csoportok primitiv osztálya. Vizsgálataink függetlenek 

Evans meggondolásaitól; tételére uj bizonyítást is adunk.

A Hamiltcn-féle primitiv osztályokat jellemzi a kö-

5.1

vetkező

5.1.1 Tétel: £2 -algebrák egy bt primitiv osztálya akkor és 

csak akkor Hamilton-féle, ha tetszőleges n-változós 

g polinomhoz létezik olyan kg 3-változós polinom, 
melyekre teljesül a

9(**íx*>“•.>**) = kg(x0; g(x0,x2>.. .,xn),x4)
azonosság.1
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br = g(b}dg). < • > d^) =

egyenlőség fennáll. így а V transzláció a b elemet A -nak 

az <^0L, g (а,с1г, • • • ,dn), b) halmaz által generált Q -részal- 

gebxájába viszi át, és igy az is teljesül, hogy bt G A 

Az 1*1 tételből - a T transzláció és a b elem tetszőleges 

volta miatt következik-, hogy van G -nek olyan kongruenciája, 

melynek A osztálya. Az A részalgebra és a G algebra tet
szőleges volta miatt kaptuk, hogy az "ÖL primitiv osztály Hamil- 

ton-fále, s ezzel a tétel bizonyítását befejeztük.

Az elkövetkezőkben a Hamilton-algebrák néhány tulaj
donságára mutatunk rá, valamint arra a tényre, hogy az algebrák 

Hamilton-féle tulajdonsága lokális*

Egy A £2 -algebrára a következő két feltétel

3.2

5.2.1 Tétel:
ekviva]ens t

CD A Hamilton-algebra 

(ii) A bármely három elem által generált -részal
gebrája A egy alkalmas kongruenciájának osztá
lya.

(ii) triviális, elegendő azMivel (i)Bizonvitáe:ашявгашетш»гоипот111Иц||111 «ивщияе

(ii) =^(1) következést igazolni. Tegyük fel, hogy az A al
gebra minden három elem által generált részalgebrája egy-egy

alkalmas kongruencia osztálya, de van olyan A^(^A) 

rag mely nem osztálya A egyetlen kongruenciájának sem. Ekkor 

az 1.1 tétel szerint léteznek olyan CL^a^a^ (gAJ elemek 

és olyan X transzlációja A -nak, hogy СЦТ = <2г és а.з'Г ,

részalgeb-
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Ekkor A -nak az <ai,a2)a3) halmaz által generált Q -rész- 

algebrája nem osztálya egyetlen kongruenciának sem, ami ellent
mondás.

3.2,2 Tétel» A Kamiiton-tulajdonság lokális.
Bizonyítás» Megmutatjuk, hogy amennyiben egy A Q. -algebra nem 

Hamilton-algebra, akkor van olyan végesen generált részalgebrá- 

ja, mely nem Hamilton-féle.

Legyen A tetszőleges Q. -algebra, Ai olyan
részalgebrája A -nak, mely nem osztálya A egyetlen kongru
enciájának sem. Ekkor az 1«*1 tétel szerint van A -nak olyan

minden aGÄ -ra) ésT transzlációja ( аГ = д{ауаг,... , а,,) 

léteznek Ai -nek olyan b,c,d elemei, hogy

dr ф А,, .br = с(*) és

Tekintsük A -nak a ( b3 C5 d, аг 5 , Cln)
(tehát végesen) generáltA2 Q-részalgebráját. Az Ai П Аг 

algebra olyan részalgebrája Аг -nek, mely - figyelembe véve, 
hogyr AL-nek is transzlációja -, (#) szerint nem osztálya A 

egyetlen kongruenciájának sem} amit bizonyítani akartunk.

halmaz által

3.2.3 Tétel: Hamilton-algebra részalgebrája és homomorf képe 

is Hamilton-algebra.

Bizonyítás: Az állítás első része következik a részalgebra-
-fogalom tranzitivításából.

Legyen A Hamilton-algebra, j> A -nak A -re való 

homomorfizmusa, továbbá A^ részalgebra A -ben. Tekintsük A4
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elemeit és A egy T* transzlációjáttetszőleges b\ C j d.’
* melyet az f (*o j x<o • * * ■> *n) polinom határoz meg - és legyen 

bV = CJ f (bj GL^j.. •> 0^= C ahol aa„e A5 rög-, azaz
zitett elemek. Az 1.1. tétel alapján elegendő azt belátnunk, 
hogy dV’ E A*

•>CLn
A -nak olyan b,C>d illetve

cy> = c'} áf - di ésQí^ = a- 

melletti teljes inverzképét 

. Tekintsük A

• Léteznek 

elemei, hogy b у 38 b‘ 
. Jelölje A’, f>(t - ^ j.. ., h)

A-i * Ekkor b, C, d E A -nak azi
ax' - f (a,a0 . . . ,ап) C aeA tetszőleges) egyenlőség által

meghatározott transzlációját. Ekkor (br)^> sf (b^, 

я-f W} d\ , . . . , an)= сбА* ahonnan bf E A^ • Mivel A Hamil- 

ton-féle és részalgebrája, innen folyik dr=*f(d5a^,.. ^űJgA^
így dV* fid*,a’,,... >a*) -f (d, a
dV E A\ I e»Iből következik az A’ algebra Hamilton-algeb-

, a nf) =) ■
» t

an)/ , azaz•n * • * »

ra volta.

Megvizsgáljuk, hogy egy hasonlósági osztály összes 

Hamiltoa-algebrája primitiv osztályt alkot-e. Az előző (5*2.3) 

tétel és Birkhoff-tétele (l.4) szerint ez akkor és csak akkor 

igaz, ha hasonló líamilton-algebrák direkt szorzata is Hamilton- 

-algebra. A válasz negativ. Jelölje Q. a kvatemió alapegyoégek
által generált multiplikativ csoportot, mely Hamilton-féle. Meg-

nem Hamilton-algebra. Tekintsük Q X Q 

jelölt részcsoportját! D = ((й,а)|ClG QX 

olyan elem, mely nincs benne Q centrumában.
és Így

mutatjuk, hogy Q X Q 

következő, D -vei 
Legyen a(eQ.)
Ekkor létezik olyan b (e Q) elem, hogy ab ^ ba

b Vb Ф a

4^.

(^iby\aia)U)h)^{a> b~ab) p D ,• Ekkor

D nem normáliB részcsoport, mert van olyan belső automor-azaz
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fisamé, mellyel szemben mm invariáns«

3.3 As elkövetkezőkbenr.iaegvizsgáljuk, hogy csoportok,
gyűrűk és hálók primitiv osztályai késül melyek Hanilton-fé-
lék.

A csoportokra vonatkosó eredmény következik Evans-
nak q fejezet eledén említett tételéből, mely a következőképp 

látható be: Legyen bt Hamilton-féle loopok egy primitiv osz
tálya. Ekkor be -ban minden kongruenciának van egy olyan

ly réssloop és minden réozloop egyetlen kongru-osztálya,
unciának osztálya, ©sért ÍK ekvivalens egy R egységelemeo
gyűrű fölötti összes unit ér jobb -R- modulusok primitiv 

osztályával (1. Csákány B. [U] 4. tétel), bármely műve
let© felírható egyváltozós műveletek összegeként (1. Csákány
B. [9]). s igy érvényes az 

x-y = XoC + ijßсо
a loop-müvelet, e R . Az ©kviva-azonosság, ahol **•" 

lenciánál a loop egység©lemének (e) nyilvánvalóan R zéró
eleme felel meg. Ekkor (*)-ból x~e , illetve y-6 helyet
tesítéssel kapjuk, hogy oá =/3 = 4 , azaz a loop-nüvelet éppen
az R -modulusból! összeadás, s ezért asszociatív és Щ 

tiv. Speciálisan nyerjük, hogy csoportok Hamilton-féle primi
tiv osztálya csak Abel-csoportokat tartalmaz.

Hasonló eljárással azt fogjuk kapni, bogy gyűrűk 

tetszőleges j&- Hamilton-féle primitiv osztálya zéregyürük 

egy primitiv osztálya, ty is ekvivalens egy R ©gyeégele-
—x

gyűrű felettivunitér jobb - R- modulusok 'fU primitiv

,ta-
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osztályával, így érvényesek: az
<rX + y s *C*- + LJy6 , 

azonosságok, ahol cf £ R
x-y -Xjp + y

. Mint az előző gondolat- 

menetben adódik, hogy oC = ß> » \ • A kétoldali disztributi-
vitást felhasználva kapjuk, hogy

(x + y)z=(x + ij)^+zcf =х^ + у^р + гсГ 

xz + yz. = xf + z(T+ у jp + zcT» xjf> + yjr» + z(£o0

,д,

%v, • • !.
, • t.i •;-/ iV ur;:>

сГ-0 , ésahonnan

}* + Zf = z(2 j")z(X + y) *zjr , zx + zy = z
a igy ^ = 0 *

Közvetlenül belátható, hogy ha egy háló tartalmaz 

három elemű láncot, akkor az nem Hamilton-féle. így hálók 

Hamilton-féle primitiv osztályai nem tartalmazhatnak három 

elemű láncot tartalmazó hálót. Mivel egy kételemű lánc direkt 

négyzete tartalmaz három elemű láncot, hálók Hamilton-féle 

primitiv osztályai az egyelemü hálóból állnak csak.

Végezetül a Hamilton-féle primitiv osztályok egy 

további sajátosságára mutatunk rá. Megmutatjuk, hogy Hamilton- 

-féle primitiv osztályban az epimorfizmusok ráképezések. Le
gyenek A és В Hamilton-algebrák, 6: A 

mus, és tegyük fel, hogy £ nem ráképezés. Ekkor létezik

В-neк olyan C valódi részalgebrája, hogy A6 =C 

В Hamilton-algebra, van olyan 6C kongruenciája, melynek C
ß -пек В/@с -be való

3.4

В epimorfiz-

. Mivel

osztálya. Jelölje ezután és oCL 

homomorfizmusait, mégpedig oC^ legyen a természetes homomorfiz-
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mue (minden be В -nek az öt tartalmazó osztály felel
meg), о^г. peáig В minden elemének feleltesse meg В/6С 

пек C elemét* Ekkor nyilvánvalóan teljesül, hogy &oC-A - £cxi2, 
de oCA ^ oCí f ami ellentmond 6 epimorf voltának, s ezzel 
állításunkat igazoltuk*

"

■

V
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.
V

;
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'

i

r- ' (

' . — , :
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!
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&
4. Az Abel- és Hamilton-féle tulajdonság kapcsolata

Mivel csoportok, gyűrűk és hálók primitiv osztályai 
közül ugyanazok rendelkeznek mindkét tulajdonsággal, felvető
dik az a kérdés, hogy ez általában is igy van-e. A válasz 

tagadó: ellenpéldákat a félgyürük fölötti félmodulusok primi
tiv osztályai körében fogunk találni.

Az fR;<C0,+,*)) algebrát, ahol 0 nulla-, ’V* 

és kétváltozós műveletek (asszociatív) félismrünek ne
vezzük, ha teljesülnek az alábbi azonosságok!

1- ('

(x + y) + Z s x + (y + z) 

z(x + lj)= ZX + ZLf

X 4- 0 * X

X + у = у +x
(x + y)z=xz + yz

(xy)z = x(yz) xO =0x - 0

Egy A additiv félceoportot, melynek 0 zéróelemc és benne lé
teznek ap alakú elemek - ahol a G A és p egy egységelemes 

R félgydrü eleme - és érvényesek a következő azonosságok
(a>b € A

(a + b)j>-aj>+b/>

cH = a 0p4 s0
a(ß + ß.)“aft + aA

Q.0 —0

unitér .iobb-R- félmodulusnak nevezünk.

Létezik egységelemes félgyürü fölötti unitér jobb-R- 

-félmodulusoknak olyan Abel-féle primitiv osztálya, mely nem

íí
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A fordított állításhoz azt kell csak belátni, hogy 

a (*) egyenletrendszer tetszőleges - к esetén megoldha
tó K; -kre, ha R gyűrű. Ez Így van, hiszen 4

*3 " Ti
J

megoldás,

4,2, Tétel» Egy R egységelemes félgyürü fölötti összes
unitér jobb - R -félmodulusok 4L primitiv osztálya 

akkor és csak akkor Abel-féle, ha R kommutativ fél
gyürü.

és

4L primitiv osztály Abel-féle. Te
kintsük a következő "on 4L -beli műveletet, ahol R i

X,oC + Хг/6

Az R- félgyürü összeadásával és az elemeivel történő jobbol
dali szorzásokkal maga is unitér jobb« R -félmodulus. Az И 

feltételt a "o" művelettel az R feletti

Bizonyítás t Legyen az

(°o o)
mátrixra alkalmazva kapjuk, hogy oCjb - ßoC 

"o" művelet tetszőleges R -beli o<L és ß -ra megadható 

ÍL-ben, kapjuk, hogy az R -beli szorzás kommutativ.

. Mivel ilyen

Megfordítva, legyen R kommutativ, egységelemes 

félgy&rü. Megmutatjuk, hogy 4L Abel-féle. Tekintsük a tetsző
re- ill. n-változóé IL'-beli műveleteket és egyleges

Ae4L algebra fölötti (сц) m ХП tipusu mátrixot. Mivel 
minden 4L -beli művelet egyváltozós műveletek összegére bom>-

(б R) elemek, hogylik, léteznek olyan оtiy.. 1
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