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Algebrsi strukturédn vagy rdviden algebrén egy miive-
letekkel ellatott halmazt értiink, E fogalom pontos megadési-
hoz igy elészér a miivelet fogalmat kell tisztéznunk, Mivelet-
tartoménynak neveziink egy S halmazt egy a:%2 —> N leképe-
zéssel egyiitt (N a nemnegativ egész szémok halmazdt jeldli).
Az @ helmez elemeit miiveleteknek, tetszéleges © € &2 ese-
tén az a(w) szédmet az w mivelet valtozdszédménak nevezzik. Azt
fogjuk mondani, hogy w (€ &2) n-vdltozés, ha alwl=n . Az
Q halmaz dsszes n-valtozbde miiveletbdl 4116 részhalmazdt
Q(n) -n@ jeldljiik.

Legyen A tetezbleges halmaz, ) pedig egy miivelete
-tartomé.ny Az A balmazon értelmezett 32 slgebrai struktura
@ (n) - AA (neN)leképezésck egy csalddja (minden w €R(n)
miveletnek egy A" —> A leképezést feleltetiink meg). Az A hal-
mazt ezen strukturaval egyiitt _@_Mak, vagy univerzalis
algebrénak (roviden algebrénak) nevezziik, és gyaskran (A,S )-val
Jeléljiik, Tekintsink egy A Q) -algebrat, és legyen w & Q(n) .
Ezen miivelethez tartozé leképezés barmely - az A elemeibdl 4116
(Q4y---,Qn)  -rendezett n-eshez A egy elemét rendeli, melyet
aq...0pn @ «val jeldliink, Megjegyezsziik, hogy kétvaltozoés miive-
1eteknélla hagyoményos = ,+",,",»°" = jelbléseket alkalmazzuk
(és az inverzeknek jeldlését is a hagyomdnyos médon végezziik).

Legyen A @ -algebra, B pedig A részhalmaza, Azt
mondjuk, hogy B Wa -~nak, ha B is Q -algebra.
Ezen B részalgebra val ra, ha B valédi részhalma-
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za A -nak, Kénnyen igazolhaté, hogy ha BT (rel" indexhalmaz)
A -nak részalgebrdi, ekkor ﬂ By -~ ha nem iires = A -nak
részalgebrija. llegjegyezzuk, hogy ﬂ By # Ji| esak akkox

lényeges kikdtés, ha @ tartalmaz nullvé.ltozés miiveleteket is.

Legyen M tetszbleges részhalmaza az A G ~algebrénak.
Akkor mindazon A -beli részalgebrik kozds része, amelyek M et
tartalmazzédk (ez nem iires) A -nak részalgebrija. Ezt a réséal-
gebrat az A -ban M 4ltal 2 28 yénak nevezsziik, és
{M}Q -val, vegy ha nem okoz félreértést {M} -mel jeldljiikk. Ha
{M} =A , akkor azt mondjuk, hogy M az A -nak generdtorrend-

gszerxe,

Legyen P algebrdk egy tulajdonsiga. Azt mondjuk, hogy
ezen P tulajdonsig dokslis, ha valahényszor egy A algebra mine
den végesen (azaz véges részhalmaz 4ltal) generalt részalgebri-
ja P tulajdonsigu, mindannyiszor maga az A algebra is P tulaj-
donségu.

Tekintsiik az (A,R) és (A, 2’) algebrakat és tegyiik
fel, hogy @ és @ kozdtt olyen 1-1 értelmi megfeleltetés lé-
tesithetl, amelynél n-valtozdés miiveletnek n-valtozés miivelet
felel meg., Ilyenkor az (A,R) és (A, Q") algebréket hasonlé
algebréknak nevezziik., Az Osszes, egymashoz hasonlé algebrik 082

talyat hagonlésigi osztélynak neveszzilk., Hasonlé algebrékban az
egymésnak megfeleld miiveleteket ugyanazon jellel jeldljiik,

Legyen S$2 egy miivelete-tartomény, X,,X,,..-. pedig
szimbdélumok, Az Xig Xipoeo Xin@ alaku kifejezéseket - shol

w€ R(N) = Xiy>--0>Xi, glebfoku polinomjsnak, &z Uy Uz:-- Un®
alakuakat pedig -« ahol W4, U,,...,U, legfeljebb k-ad



-3_

foku polinomok - _(K+1) —ed folku polinomjénak neveszsiik, melyet

gyakran " (X, XipXiJenel jeldliink, Az X elemeibsl képezhetd

tsezes polinom halmazdt @ fogja jeldlni, és ezen halmaz ele-
meit polinomislis miiveleteknek is neveszziik,

Pekintsik az A és B G -algebrékat, a Y:A—~B
leképezést és az wE @ (N) miiveletet. Azt mondjuk, hogy Yy fel-
cserélheté W -val, ha tetszéleges 0d,,Q,,...,0,E€Aesetén

Ay Qpere Ay = (QP)(Q,P). .. (apyP) W

teljesiil, Ha 4 feleserélhets minden w82 miivelettel, akkor
homomorfizmuenak vagy homomorf leké ,
ziik, hogy amennyiben felcserélhetd minden weE 2 miivelettel,
akkor fokszém szerinti teljes indukeciéval belathatd, hogy minden
/.teé polinommel is feleserélhetd, Egy p:A —> B homomorfizmust
izomorfizmusnak nevesziiik, ha YA -nek B -re valé l-l-értelumii
leképezése, Ekkor az A és B algebrikat izomorfnak mondjuk, s
ezt A=B ~vel jelsljiik. Ha A =B, akkor homomorfizaus helyett en=

domorfizmusrél, izomorfizmus helyett pedig gutomorfizmusrol be-
ezéliink,

zésnek nevezziik, Megjegyez-

Legyen A 2-algebra, O pedig egy A -n értelmezett
ekvivelenciarelécidé, Ezem  relacidét kongruencisnak nevezszik
ha tetszéleges Y € Q(n) miivelet é8 Q4 QpyeeeyUpyQ)yQ5seee,0n €A
elemek esetén a;=q;(6) (i=41,2,...,n) b8l kivetkezik, hogy
QQp.-- ApV E 03 Q... qV(0), Bz egyértelmi azzal, hogy a O =hoz
tartozd osztédlyozéds osztédlyali halmazén természetes médon definiw
4lhaté az Q algebrai struktura, Az igy kapott algebrit - ame-

1yet A/6 <val Jeldlq;nk -A O szerinti faktoralgebrijénsk neveze
ziik.
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Tekintsiink egy (A,3) algebrat és egy we Q(n)
polinomiélis miiveletet, Legyenek Quye..,;Qi-,Ais4-+-AnEA tet=
szbéleges, de rigzitett elemek, Az A algebrénak egy
T:QA>04 A QA4 A 0Enmagaba valéd leképezését transzliciodnak

nevezziik.,

Gyakran fogunk hivatkozni a kivetkezd tételre, amely
Malecev [8] egy tételémek specialis esete, & transzlécidk és
kongruenciareldcidk kapcsolatara vonatkozik,

1,1 Tétels Legyen A (2 ~algebra,B A -nak részhalmaza, 4 B
részhalmaz akkor és csak akkor osztélya A egy
kongruencidja kisérS osztédlyozdsének, ha A minden
T transzldcibdjira teljesiil, hogy BT & B wvagy
BTNB=g (ahol BT a B halmaznak a T leképe=~
zés melletti képét jeldli).

A csoportokra, gyiirikre stb., ismert direktszorzat
fogalma is &ltalénosithatd hasonlé univerzdlis algebrak tei-
széleges Ap (r€l)halnazéra, Valdban, tekintsik a ;LI"FAT
halmazt (azaz az &sezes olyan halmazok halmazat, amelyek min-
den AT -bél pontosen egy elemet tartalmaznak). Egy ilyen hale
wazt tekinteiik EI‘AI egy elemének, & halmez Ay ~hoz tar-
tozd elemét pedig a szdbanforgéd ;Q-PAT ~beli elem pr -kom-
ponensének. Ilyen elemekre a miiveleteket a kdvetkezlképp defiw
nidljuks ha »€ R2(n) tetszbleges mivelet és a1,az,...,aneEAr
akkor @,Q,---Q,Y T—komponem';e legyen avaq...aniv , ahol
Ay Qi 7 ~komponense (i=4,2,...;n) , Vil4gos, hogy igy a



kiindulési algebrakhoz hasonlé algebrékat kapunk, Ezt az al-
gebrat az Aar (rep ) algebrék direkt szorzaténak nevezziik

és ;(L,AT ~val jeldljiik. ;Q-PAT elemeire & (...,07,-..)

jeldlést fogjuk haszndlni,

Tekintsiik algebrik egy L hasonléssgi osztalyst
az 2 miivelet-tartominnyal, Vegyiink egy X halmazt, melynek
elemeit szabad elemeknek fogjuk nevezni, és a latin 4bécé
utolsd betilivel fogjuk jeldlni, Ha 2 tartalmaz nullvéltozés
miiveleteket, akkor vegyiik még ezek jeleinek (" halmazét.

Indukciéval definidljuk a 20 fogalmat., Szénak ne-
veziiiik barmely X vagy (F=beli elemet, Ha py;Pz):--»Pn 8zavak
akkor barmely y&E Q(N)ere a P1P2:+-PnY Jelsorozatot is szé-
nak neveszzik,

Egy p 826 xész-szavénak neveziink barmely benne
eléfordulé hézagmentes jelsorozatot, amely maga is szd.

A széfogalom fiigg (2 ~t6l. Ez agonban nem fog fél=-
reértést okozni, mert (@) -t, azaz a hasonléségi osztalyt mely-
ben dolgozunk néhény eset kivételével (ezt akkor mindig meg-
mondjuk) a tovabbi vizsgdlatainkban mindig rogzitjiik.

Tekintsilk most a p,,p, sSzavakat és az A€ D al-

gebréat, Azt mondjuk, hogy az A algebrén teljesil a P, =P,
azonosség, ha a p; és [, ~ben eldforduld szabad elemek helyé-
be tetszéleges A -beli elemeket irva (azonos szabad elemek
helyébe azonos A -beli elemeket), egyenld A -beli elemeket

i



kapunk, Altaldban azonosségnek nevesziink minden p,=p, alaku

Jelsorozatot, ahol p, és [, szavak,

Vegyiik most azonosségok egy /\ halmazét, Mindazon
I =beli algebrék osztalyat, amelyekben minden A\ <hoz tarto-
z6 azonossag érvényes, primitiv osztélynak, pontosabban a B
hasonlésigi osztaly /| aszonosséghalmez dltal meghatirozott
primitiv osztélyanak neveszziik, Ha a /\ nalmaz iires, akkor az
dltala meghatérozott primitiv osztdly maga a b hasonlésdgi
osztdly. Masrészt, ha A\ tartelnazza az X=\ azonosségot is,
akkor a /\ 41tal meghatédrozott primitiv osztdly izomorfidtdl-
eltekintve egyetlen egyelemii algebrdbdl 4l1l,

Polinomidlis miiveletek segitségével & szavak igen
kényelmesen irhaték fel, pl. ha a p 826 altal definialt
polinomislis miiveletet T ~vel jeldljiik, akkor p helyett
X4 Xy . . Xy T =t irhatunk., Ekkor egy azonossig altalanos alake-
jas X4Xp.. XMy =Xy.--XnT, , ahol az indexezés arra utal,
hogy mindegyik oldalon eldfordulhatnak olyan szabad elemek,
amelyek a masik oldalon nem azerepelnek;

Legyenek U s Is- primitiv osztalyok. Azt mondjuk,

hogy az 0t ¢és £ primitiv osztélyok polinomidlisan ekvivaw
lensek, ha létezik 1l-1 értelmii megfeleltetése a két osztaly

algebrdinak és kij1snb6z6 polinomidlis miiveleteinek olymédon,
hogy ha f és ¥ jel5li az el6bb emlitett leképeséseket, ak-
kor tetszéleges Y UL -beli n-viltozés polinomidlis miiveiet és
QypQgseer An EA (A tetszbleges algobra UL-ben) esetén

(@40 .. anV)Y =(ay Y’)--i(an)’)(\’)") teljesiil.
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Legyen i (% hasonléségl osztdly az (2 mivelet-tarto-
mannyal, Tekintsiik szabad elemek egy X halmazét, és képezziik
X =bé1l az dsszes lehetséges szavekat, Ezek halmazét [> -be tar-
tozé algebrédnak tekinthetjilk, ha a miveleteket a kovetkezd mo=-
don értelmezziiks legyenek PsyPz,-.-,p, Szavek és V€ R2(n); eikor
& PiaPa---PnY 826t tekintjik & PyyPz):--> Pn szavakra alkelmezott
Y miivelet eredményének, Az igy kapott algebrat F (R2,X)  -szel
vagy egyszeriien F(X) -szel jeldljiik és abszolut szabad als
;gnak nevezzik L ~ben, vegy 2 szbé-algebrénak, Vilégos,
hogy F(X)-nek X generédtorrendszere, és.nince olyan nemtrivie
élis azonosség, ﬁely ra;jta teljesiilne,

Legyen most A tetszlleges azonossighalmaz,. F(X) -en
bevezetiink egy p,=p,(/\) reldciét, melyrél igasolhaté, hogy
kongruencias tetszlleges p,,p, € FIX)  «xe P4 Epz(/\) -t irunk,
ha P, megkaphaté p, -b8l a kivetkezd atalakitasok, véges S0Yo=-
zatéval: q, rész-sz0 helyettesitése olyan q, szdval, hogy a
q4 = Qo egyenléség valamely A -beli azonosségbél szebad elemek-
nek szavakkal vald hélyattositése utjén legyen nyerhetd.

A most bevezetett kongruencia meghatérozze F(X) -nek
egy F(X)/A faktoralgebréjat, amelyet - {){ -val jelslve a /|
azonosséghalmaz &ltal meghatdrozott primitiv osztilyt - Q_(_gm
algebrénak nevezsiik, X =et pedig (tulajdonképpen az X =beli ele=
meket tartalmazd osztédlyok halmazét) ezen UL = szabed algebra
szabad generdtorrendszerének, Természetesen minden F(X)/A -val
izomorf algebrat Ut -szabad algebrének neveziink, & az is nyilvin-
valdé, hogy F(X)/A et .
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A szabad algebrdkat s a primitiv osztdlyockat jellem-
zik a kovetkezd tételek, melyekre gyekran fogunk hivatkozni,

1.2 Tétels Legyen FazOt crimitiv osztdly algebrije az M
generatorrendszerrel, F akkor és csak akkor szabad
algebra‘f)’( -ban az M generdtorrendszerrel, haM -nek
barmely VUl ~beli A algebréba vald tetszbleges lekéw
pezése egyetlen mbébdon folytathatéd F -nek A -ba vald

homomorfizmusava.
Alapvetd szerepet Jatezik a kdvetkezd

d.3 Tétels Az F= {X}“Oi primitiv osztdlybeli algebra akkor és
csak akkor szabad algebra OC wban az X generdtorrend=
szerral, ha minden olyan egyenléség, amely X =bél
képezett szavak kdzott F ~ben fenndll, azonossig

‘CJ'L -banq
Birkhoff-t61 [6] ered a kbvetkezb

1.4 Tétels Valamely hasonlésagi osztély egy UL részosztalya
akkor és csask akkor primitiv osztdly, ha OU zért =
részalgebréik, fektoralgebrédk és direkt szorzatok

képzésére nézve,

Végil bevezetjik s kategoria fogalmit. Tekintsink
két osztédlyt; ez egyik elemeit neveszziik gbjektumoknak, & masi-

két morfizmusoknak, Legyen tovébbé barmely morfizmushoz hozzéw
rendelve egy objektumokbél 4116 par (x &€ Hom (a,b) jeldlést
hasznédlunk, ha az o morfizmushoz az (Q,b) objektum-par tarto=

zik), Azt mondjuk, hogy & tekintett két osztaly az edott hozzé-

{

|
|

A
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rendeléssel egy% kategbriat alkot, ha teljesiilnek a kivet
kezd feltételeks:

(i) adott (a,b) objektum-par esetén az L E Hom (a,b)
sszefiiggésnek eleget tevd o morfimmusok halmazt alkotnak;

(11) ha o« €Xomlbes § & Hom (b,C) akkor 1étenix
éﬁm(a,c) ~nek egy egyértelmiien meghatérozott eleme, melyet
olés B szorszaténak nevesziink és otf —val jelsliink (megjegyez-
ziilk, hogy tetszbleges o eiombes Bedom (c,d) szorzata ak-
kor és csak akkor létezik, ha b=C);

(iii) legyenek o €¥om(a,b) lgej&rm,(b,c)
és yeiﬁom(c,d) ; ekkoxr (04—/3)3‘ éao((/S]) értelmezettek,
tovabba (<p)y = (87)

(iv) minden O objektumhoz (jeldlésben A € O%JC )
tertozik egy &, morfizmus - melyet identikus morfizmusnak ne-
veziink - ugy, hogy eqeéﬁm(a,a) és minden < & fom (b,a)
és B e Hom (a,0) esetén oL &g =X b8 EqB =8 .

Az & Hom (a,b) irgsméd helyett az elkdvetkezbkben legttbbszdr
o :a—>b =t fogunk haszndlni., Azonnal lithaté, hogy kategbridt
alkotnak

(a) az &sszes nem nemiires halmazok egy adott univere
z4lis halmazban az Osszes lehetséges leképezéssel;

(b) az Geszes algebridk egy adott primitiv osztélyban
az Osszes homomorf leképezésekkel (pl. az Esszes csoportok és
homomorfizmusaik)

(¢) az Osszes topolégikus terek és folytonos leképe-
zések,
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A K. kategbridba tartozé < morfizmust gpimorfiumus-
nak nevezgiik, ha bdrmely tovabbi /3; I morfizmusokra az
®Xp =t egyenléséghbél folyik B=7 . Az (a) példiban az
epimorfizmusok éppen & raképezések, A (b) esetben ez &ltalé-
ban nem igazt a gyiirik kategdéridjédban létezik olyan epimorfiz-

mus, amely nem réképezés,

Legyenek 4,0,,...,0,0bjektumok & .K. kategéridban, Az
G. objektumot K ~ban az Qi objektumok direkt egyesitésének
nevegzziik, ha léteznek olyan o({: QA — Q; epimorfizmusok, hogy
varmely K -beli b objektumra és firb —a; (i=4,2,...,n)
morfizmusokra van egyetlen olyan B:b—a morfizmus, amely-
re a Boti=p; (i=1,2,...,n)egyenléségek teljesiilnek. Algebrék
barmely primitiv osztédlydban a direkt egyesités mindig létezik
és egyértelmiien meghatérozotts megegyezik a direkt szorzattal.



- 1]l -
2. Algebrak Abel-féle primitiv osztilyairdl
2,1 2 ~algebrédk Abeleféle tulajdonségét tobd szere
26 definiélta kiillinbbzbképps B, I, Plotkin [2], P, M, Cohn [1],
A, G, Kuros [4] ¢és Ceékény Béla [11]. Az elsé két ezersd
definiciéja megegyezik, mig Csékény Bélaé T, Evens [13]
gruppoidokra bevezetett fogalménak éltaldnositésa, Bzen tulaje
donségokat az elkivetkezbkben jeldlje M,H és E , 22 M és H
tulejdonségok ekvivalencidjét algebrikre Kuros [4] igazolta,
és [ nyilvénvaléen kivetkezik H «bél, A kivetkesSkben megfow
galmazguk ezen hédrom feltételt, majd egy negyediket is (ezt
C =vel jeltljik), mely egy M., Sexvi [12] dolgozata alapjén bee
vegzethetd fogalomra épiil, és bebigonyitjuk, hogy algebrik tetsuzle
leges primitiv osztdlyén a négy feltétel ekvivalens,

M(B. I. Plotkin [2], 32, 0.) 4z AGl-algebra tetezbleges me
és nevéltozés u 1ll, V miiveletére bammely A -£515tti nxm
tipusu (0;) matrix esetén teljesiil, hogy

(Agg...Um ¥ oo Sl 5 Clnm/-l)\) =
=(a4qe-Qnav).. . (Q4me-- anmv)/i

Szgemléletesen ez ast jelenti, bhogy & métrix sorait alkotd

elem m -eseken elvégezve a U miveletet, 8 az eredményként

kapott eleme Neesre alkalmazva Y -t ugyanezt as elemet kap-
juk, mint he el8bb & métrix oszlopaira alkalmagilk ) =%, 8 &
kepott eredményeken végessik el M -,

H (i, €, Kuros [4], 92, 0.) Tetszbleges G & -algebrénak az A
Q- algebréba valé homomorf leképezéseinek halmazs maga is
Q -algebra, ases ha Y,,..,fn 8G 2 =elgebra homomortise
mised sz A -algebréba, tovébba u (€ S2(mteteséleges miive-
let, akkor a
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(Pioee Pupt) : G=A

leképezés, amelyet barmely §E (O -re a kivetkezbképp adunk
megs

gUppe P p) =(g ) - (G pmlpt

gzintén homomorfizmus.

Mésszoval a H feltétel azt jelenti, hogy a G algebra A ~ba
valé homomorfizmusainak halmazin minden egyes €2 -beli mivelet
természetes mbédon elvégezhetd hasonldéan abhoz, ahogyan egy
Abel-csoportnak egy mésik Abel-csoportba vald homomorfizmusai
Ogszeadhatdk, ill, additiv inversziik képezhetd.
lMegjegyezziik, hogy az idézett helyen a szerzd a nullvéaltozds
miiveleteket kiildon vizsgédlta, mivel a homomorfizpusokon elvége
zendd u mivelet H -ban adott definiciéje esak legaldbb egy-
véltozds M ~kre alkalmazhaté. A jelen esetben erre nem lesz
sziikséglnk, Ugyanis egy nullvaltozds miivelet - jeldlje azt
@ - helyettesithetd olyan egyvaltozds miivelettel (ezt ugyan=
csak jeldlje w), melyre teljesiil az XW =Y& azonossig.
Részletesebben, ha a tetszéleges A algebrén az & nullvale
tozés miivelet az Q elemet jeldli ki, akkor a helyette beve-
zetett @ egyvdltozbds mivelet A minden egyes elemének az Q
elemet felelteti meg. ‘
E (Csékény B, [11]) 4z A (2 -algebra Gsszes endomorfizmusaie
nak helmasza mage is {2 -algebra, azaz ha &...,Emaz A al-
gebra endomorfizmusai és /u (e £2(m)) valamilyen miivelet,

akkor az

(84.T.em/1):A—«>A

leképezés, mely te";azﬁlegea aeA elemre a kovetkezlképp
hats \
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aley...emm) =(aty)... (atplp ,

szintén endomorfizmue,

M, Servi [12] dolgozata alapjén bevezetiink egy
specidlis algebra-fogalmat, melyet "Servi-algebra"-nak fogunk
nevezni, Tekintsiink egy olyan C kategéridt amelyben objektu-
mok bérmely véges rendszerének létezik a direkt egyesitése.
Tetszéleges A objektum esetén barmely y € Xom (A" ,A)
morfizmust - ahol m természetes szém - A -n értelmezett  me
~véltozbs mivelstnek nevezzik. Az (A, ) (rendezett) part
-~ ahol A€ 06C és @ az elébbi értelemben definidlt mii-
veletek egy halmaza - Servi algebrénak nevezzik a W-
Megjegyezziik, hogy abban az esetben, ha € az &sszes halmazok
kategdridja, akkor ezen fogalom megegyezik a kdzinséges algeb-
ra-fogalommal, tovdbbd az Osszes topolégikus terek kategbridjé-
ban a Servi-algebrék épp a topoldgikus algebrik, Ezek utan egy
negyedik feltétel a kdvetkezbképp fogalmazhaté megs |

C Az A Q2 -algebra Servi algebra a hozzé hasonlé algebrék ka-
tegdéridjaban,

Be fogjuk bizonyitani, hogy ezen négy feltétel algebfg
rék primitiv osztdlyain ekvivalens,

2,1,1 Lemma: Tetszbleges A 2 -algebra esetén az M, H és
C feltételek ekvivalensek, és £ barmelyikb8l kivetke=
zik,
Bigonyitas:

M= H



o L0

Legyen G (2 -algebra MY €Q m-, ill, n-vAltozésok,
¥vi:G—=A (i=12,..,m) homomorfizmusok és (a tetszdle~
ges nxm tipusu matrix A £816tt., Ekkor léteznek olyan

§1,92,---,Gn (EG) elemek, hogy Qiyj=0qi; (mivel az (ay)
mdtrix tetszbleges, az igy definidlt (; elemek tetszlleges
elemeknek tekinthetsk). Ezek utén azt kell igazolnunk, hogy

(94~--9n\’)(‘f4 \fm/*) (94 W )‘m/i) 9n (q-- Ym/“-»V

Ez teljesiil, ugyanis

(oGP PenM) = (94--GnV ) (Gy - Gn Y Pm) 1 =
=(9uta)---(gnfulv).... (g, fm - (gn pm)¥) 1 =
=,,(a“...a,,4v)...(am,‘..a,,,,,v)/u=
=(Qag-o - QamM). o (Qngo oo Q) V =
=(9481)-- (94 Pm)pt) - (gnipa) - (g pm) ) ¥ =
=(9(fr--- Pmp)) - (Gn (i Pra uN V.
H=>C

Az elébbi jeldléseket megtartva azt kell igazolni, hogy &
»: A" — A  leképezés, amelyre teljesiil, hogy (04300 Gn) VR A5 100V
homomorfizmus, Ez a kivetkezd szamolédssal lathatd bes

((am---,am)---(a,m,‘.,,a,,m)/u){) =

= (@ Qam 5 Gt Q)P =
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(9P - (Gupm)pts-- - (gn i) - (GnPm) 1) ¥ =
=(Gu(Pr- - Pmpt)y s Gnlfa- - P p Y
=94...gnv(y,.‘..()om/x)=
=((94)---(9n P ) (94 m) - - (gn ) V) p =
=(a“...amv)...(am...ahmv)/;=

=((Q44a'- .,O.M);). . '((a‘lmr- . )anm)

S

M-
C=>M

Ismét a korédbbi jeldléseket hasznidlva kapjuk, hogy egyrészt
((aﬁ)"')aM)‘ - '(alm)"-)anm)/“-); =

=(0~‘I1"'aim/-L)---)a-nff"-anm/-‘L);:

(e aump) (O o)V

masrészt

((Q‘H?"WQM)"'(QMM” '>anm)/-l)§=
=(((141,. . ')CLM);)- - -((Q4m, Cee ,Qnm}V)/uz

N FPRRIR [ ) IR (' anm\))/-(‘
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uivel H=>FE nyilvénvalé, a lemmat bebizonyitottuk.

Egyszeri ellenpéldéval szemléltethetd, hogy ha
egy algebra kielégiti az E feltételt, nem biztos, hogy az
M feltételt is kielégiti. Tekintsiik ugyanis a kivetkezd miive-
lettdblazattal megadott (O grupoidots

o

O Q O |C

C
C
b
a

oo A
O o a|Q

Kénnyen igazolhaté, hogy G -nek esak trividlis kongruencidi
léteznek, ahonnan azonnal folyik, hogy G 6sszes endomoyfiz-

musai W, 1 és ol melyeket a kivetkezd téablazat ad megs

a
b
>

pn o pe|8

N o a1~
oo alR

Egyszerii szémoléssal beldthatéd, hogy az L feltétel telje-
siil, de
(aob)o(Coq)=b
és
(aec)e(bea) =c,

igy asz M feltétel nem.

Azt mondjuk, hogy algebrék egy primitiv osztédlyén
az elsbb emlitett M,H,E  és C feltételek teljesiilnek,



ha azok & primitiv osztdly minden egyes algebriajén teljesiil-

nek.

2,1.2 Tgtels (2 -algebrak tetszéleges UU primitiv osztalyan
az M,H,E ¢ C feltételek ekvivalensek.

Bizonyitédss Az 1620 lemma alapjén elegendd azt igazolni, hogy
ha az (JL primitiv osztaly kielégiti az E feltételt, akkor
az M-et is. A bizonyitde menete megegyezik azzal, melyet

T. Evans [13] kovetett grupoidok esetén.

Jeldlje Faz {)‘( primitiv osztélynak az X=<X4,Xzs--->
halmaz 4ltal generdlt szabad algebrdjat. Az 1.3 tétel alapjén
elég azt bizonyitani, hogy sz M feltétel tetszbleges X £016t=
ti mMxN tipusu métrixra teljesiil. Legyenek/u,v(e Q) az O
primitiv osztédly tetszbéleges M-, ill. n-valtozls miiveletel,
és (X4),om tetszbleges matrix X £5l6tt. Tekintsik a ki-
vetkezd & (k=4,...,m) leképezéseket az X halmazons

Xja &k =Xjk

minden 1% j €N -re. Ezen leképezések az 1.2 tétel alapjén
kiterjeszthetbk az F  ezabad algebra endomorfizmusaiva., Mivel
tetszbleges 1< <N esetén
i (€4 - Empt) = (Xja€). - (XjqEm)p =
= Xj4- - - Xjm /-L
kapjuk, hogy

(X4 - -xm/")- o (Xnge o Xamp) P =
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=(u8a) - (Racm)) - (ke €4)- (Kt EmI) 9 =
v=(x44(e4-- EmM)). (R (& E M) Y =

= Kage o XV (€4 € ) =

= ((xueq) . (xne€dV) - (urem) - - (e em) V) =

=l Kot s B el R « .xnmv)/u ’

azaz az M feltétel teljesiil. Ezzel a tétel bizonyitdsit bee
fejeztiik,

2.2 Az elkdvetkezdkben megvizsgédljuk, hogy a "klassgzie
kus" algebrai strukturdk kozil melyek elégitik ki az emlie-
tett feltételeket,

Egy grupoid akkor és csak akkor Abel-féle, ha bém-
mely a,b,c,d elemeire (ab)(cd)=(ac)(bd) . Az ilyen
grupoidot mediélisnak nevezszilk, Ezekre vonatkozdbdan szémos
vizsghlat jelent meg, l4sd. pl. [14] és [7].

Pélesoportok koziil a kommutativak nyilvanvaldan ele-
get tesznek az 'V1 feltételen, de ezen feltételt a két elem
édltal generdlt zérdelemes szabad félcsoport azon faktorfél-
csoportja is kielégiti, amelyet barmely haromiényezls szorzat

zéréval valé egyenlésége definisl, ® ezen félesoport nem
kommutativ. Ez- mutatja, hogy az Abel-féle -~ tehat az

(xy)(uv) = (x u) (\jV) azonosségnak eleget tevé - fél-
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csoportok primitiv osztdlya valédi réezként tartalmazza a
kommutativ félesoportok primitiv csztalyét.

Egységelenes lesoportok koziil pontosan a kommue
tativok elégitik ki sz M feltételt, s ugyanesz igaz gsopox~
tokra is. Ez indokolja az M (ésH) feltételnek eleget te-
v6 algebrékra az "Abel-féle" jel#dé hasznalatét. (Altalénosabe
ban, tetezlleges egységelemes Abel-féle grupoid szilkeégképpen
kommutativ félesoport, amit az (X°1)°(U°Z)=(x°9)°(4°z) és
(1ox)e(yoq)=(4ey)e(xoq)  egyenléségek bizonyitanakj

14ed [15].)

Az Avel-féle gyiiriik zérigyiirik, ugyanis a
(0+a)(b+0)=0b+al egyenléségbél ab =0 kévetkezik,
Ezért ferdetest vagy test nem lehet Abel-féle.

Az egyelemii hdld Abel-féle, és csak ez Abel-féle,
Ugyanis ha egy h&lé legaldbb kételemii, akkor tetszbleges a,b
elemek esetén az M feltétel teljesiilése azt jelenti, hogy

((aVb)V{aAb) AlaAb)V(aVb) =
=((aVb) A (aAb) V({(aAB)A(aVb)),

azaz 0Vb = aAb , amivél a=b kévetkesik.

243 A Servi-.p’;algebra fogalménak illusztrilésira meghaté=-
rozguk tetezbleges D primszémra azokat & D -rendi grupoido-
kat, amelyek Serv,:b—algebré.k a p ~rondii ciklikus ceOport few
lett. Jeldlje az 'utébbit Cp « Peladatunk ekvivalens s
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ésszes () =be veld homomorfizmuseinek meghatdrozéséivals
ha ugyenis )0 ilyen homomorfimsmus, skkor agz

aob:(a,b)f (a,be Cp)

utjén definidlt miivelet Serviegrupeidot hatérez meg Cp felett,
Valéban, ekkorx

(aob)(cod)=(a,b)p-(c,d)p=(ab):(c,d))p =
=(ac,bd))o = acobd

minden a,b,¢,d € C, ~re, Mésvésst pedig, ha 8 Cp «n ére
telmezett o mivelet Serviegrupoidot definidl C, felett,
akkor & i (0,b)>aob leképesss C, ~nek C,<be vals
homomorfismusa; ugyanis

((0.,‘3) (C)d—»}o ae (ac,bd)’o = acobd =
= (a°b)(cd)=(a,b)p-(c,d) p.

C: -nek Cp ~be valé tetezbleges |/ homomorfizmusa felire
haté ¥, Y, f, slekban, shol P C,  -nek egy C, =vel
1somors C,/N faktoresoportjéra valé kanonikus homomorsismu
sa, ¥, C:/ N «nek Cp ~xe velé (régzitett) izomorfizmusa,

Y pedig C, -nek sutomorfizmuse, Kiilémbded N és 3 ekhosz
 kiilémbbs6 ¥ homomorfizmusok tartosnak, C, nemtrividlis nor-
milosztéinak (esekhbon tartosik Cpevel izomorf faktoresoport)
sssma p+1 , mig (), sutomorfismuseinsk eséma p -1 . Igy e
tekintett homomorfizmusok széma p*-1 . Egyetlen tovabbi ( Cp=be
valé) homomorfizmus létesik, amely C: minden elemét C, egy-

2
ségelenébe visei 4t. A C, esoport Cp ~be velé Ssszes homomore
fizmusok sziama tehat pz o Ilyen homomorfizmusok a
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}0.&’/6 : (a:b)—*a“"bﬁ (a,beCF)

leképezések, ahol o(,ld_ Cp-nek tetezbleges endomorfizmusai,
Valéban, barmely a,b,c,de& Cpre

((a,b)(c,d) op= (ac, bd) iy ™
= (ac) (bd)g =
= aoc»cx-b/s.dp o
= act-bB.Ccot-dp=

= (Q,b)}&’p‘ (C,d) ﬁ,p .

Mivel a p ~rendi ciklikus csoportnak p szédmu endomorfizmusa
van, azért a ﬁ‘»ﬁ homomorfizmusok szama pz s B8 igy az Osszes
keresett homomorfizmust szolgadltatjék. Homomorfizmusok helyett
mostmir miiveletekrdl beszélve nyertik a kdvetkezlts

29301 Tétels 4 Cp csoport feletti Usezes Servi-grupoidok az
acb=ax - IO/3 (a,be Cp) miiveletek &ltal vannak
megadva, ahol o£, /3 CP -nek endomorfizmusai,

Megjegyeszziik, hogy amikor oL és p automorfizmusok,
akkor CP féizotépjainoz (tehat kvézicsoportokhoz) jutunk (he
(A; ) és (A; 0) egyetlen kétvidltozdés miivelettel rendelkezd ale
gebrak, askkor A -nak énmagébe valéd (f ) ’)0) leképezés-parjat
f8izotép leképezésnek neveszziik, ha }0 és 7' l-l értelmii leké-
pezések, tovidbba tetszéleges Q,bE A esetén Cl.}(’ ° b}‘ = a-b),
Ha ol az egységelemre vald @ leképeszés, akkor konstrukcibnk
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a Cp halmazén értelmezett jobbzéré félesoportot, s ennak fée
igotépjait szolgaltatja. Analdg éllitde fogalmazhatd meg a /5=oo
esetre, Végil, ha ot=f=w , akkor a CP halmezén értelmezett
konstans félesoportot kapjuk, melyben barmely szorzat CP egy-
ségelemével egyenlé.

Mostmar kénnyen kivélassthatjuk e C, feletti féleso-
portokat is, Ha valamely aob = Qe b/S miivelet asszociativ,
akkor minden (l,b,CE Cp -re teljesiil, hogy

(aob)ec = ac(bec)
részletesebben

aol - bfol - cp = aol bocpz‘ cpt.
men a=b=4 , 111, b=C=1 helyettesitéssel nyerjiiks
oFmot 5 fimB . BbbEL ot,b=Wvegy L. Ha oL=f=1
magdt CP -t kapjuk, mig a tovabbi harom eset a CP feletti
jobbzérd=, balzéré-, ill. konstans félesoportot adja. Innen

agz is latszik, hogy C felett egyetlen csoport Samaga.
p

Q.4 LegyenA Q. ~algebra, és vezessiiic be rajta egy szore

zésnak jeldlt asszociativ miiveletet, melyre teljesil, hogy
Ay--- QM- =(04Q)'“(am°~)/~’- ¢e afa,... am/") =(aay). . '(aam)/*
tetszéleges 0,0,,...,0,EAés /ueQ(m) esetén. Az (A;<82, "))
algebrat Q_:m;gnek nevezziik, Ezen Q2 ~gyiri ggységelemes,

ha van & sgorzédsra nézve egységeleme (ezt az elemet l-gyel je-

161jik). A kbzdneéges gyiiri az G2 ~gyiirinek specidlis esete,
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amikor (A; @) lAbel-cseport. legjegyezzﬁk, hogy ekkor az

(A; Q) algebra - ti. az az algebra, melyre az @) -gyiirii

"éplil" - Abel-féle algebra.

2.4,1 Tétels Legyen (A;(Q,'>) egységelemes Q2 -gyiiri,
ahol (A;Q2) svel-féle algebra, Akkor (A;<82,)
bedgyazhats (A; Q) endomorfizmssinak (2 -gyiivii-
jébe, shol a szorzés a kizbnséges leképezés-szor-

zést jelenti,

& bizonyitas eldétt megjegyezziik, hogy a 2.1.2 tétel szerint
(A;Q) endomorfizmusal @) ~algebridt alkotnak, Vegyik ész-
re tovabb4, hogy abban az esetben, amikor (A;$2) Abel-csoport,
tételiink az egységelemes gyliriik ismert reprezentdcidtételébe
megy é&t.

Bizonyités: Egyszeri szémolassal beléthatd, hogy a

fp P XX (r€A) minden X € A wra leképezések az A

Q ~algebrdnak endomorfizmusai, Valéban, legyenek /ue.Q(m)
és Q... ,anEAtetszblegesek, ekkor

CL‘.‘.CLm/U-Fp=0.4-. .Clm/-('l"=
(ayr). - (amer)p=
=(a4fr)"‘(amf3r/“ .

Jeldlje ezen leképezések halmagét R("(ﬁ-l *"GA>) + Bebi=
zonyitjuk, hogy (R;(Q,‘)) QQ -gyiivii, mely rész-(Q-gyiirije
az (A;Q)-algebra esges endomorfizmusai (2 ~-gyiirijének, Ehhez
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ast kell megmutatni, hogy tetszbleges p.-- s fry (e R) elemek-
hez és Y € ©(n) mivelethez létezik A ~nak olyan eleme,
hogy egy A =beli elemre a Pry:- 'f"nv endomorfizmust alkelmazva
ennak hatésa megegyezik ezen elemmel valdé jobbszorzédssal, vala-
mint P, ‘f, ~-hoz is létesik A -nak az el8bbi feltételeknek
elget tevd eleme. Legyen aleA) tetszbleges elem, Ekkor

a(ff}' "J)r‘nv) = (QPQ) v ’(G-frn)v -
=(ar4)...(a.rn)v=a'(n-- V) és
G'(P'”ff"z.) " (a?"a)ff‘a & (aq)rz_ T a("‘tr‘z) y

azaz & keresett A -beli elemek N--.ryyY és Y,- Y, . Ezzel
igszoltuk, hogy (R ;(G2,:)) egységelemes §2 -gyiirii, mely
réaz—Q-gyﬁrﬁje az (A 3Q)algebra Usszes endomorfizmusai Q -
~gylirijének. Annek igazoldsa van mir csak hétra, hogy
(AR, N ¥(R{R,?) . Texintsiik as a—>p, megfelelte-
téet, mely az elfbbiek alapjén nyilvénvaldan homomorfizmus,

és tegyiik fel, hogy X Py =Xfp, ~ minden XEA -ra, Exkor spe-
cidlisan 1 fu = 1p, , emib6l a=b kévetkezik, azaz & meg-
feleltetés l-1 értelmii, s ezzel a tétel bizonyitdesét befejez-
tik,

2,5 Malcev klasszikus tétele [8] szerint egy primitiv
osztalyban az Xyy =YY X/LL = X azonossignak elggéd tevd
héaromvaltozés M polinomidlis miivelet létezése ekvivalens a
kongruencigk felcserélhetdségével a tekintett primitiv oszialy
minden algebrdjén., Bz indokoija olyan algebrik vizsgalatdat,
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melyeken egystlen =~ az elébbi azonosségnak cleget tevh -

hiromvaltozdés milvelet van értelmezve. Az ilyen algebrat az

elkdvetkezbkben HMalcevealzebrénak fogjuk nevezni,

Be fogunk bizeonyitani egy tételt, mely az Abel-féle
Malcev-algebrék teljes leirasat adja. Ehhez legfontosabb se=-
gédeszkiziink a kovetkezd lemma lesz,

2s5,1 Lemmat Abel-féle (A;{u)) Haleev algebrékon teljesiilnek
az aldbbi azonossigoks

(1)s Xyzpu uv/u=xg(zuv/.«)/4
) XYzZM = ZYyXM

Bizonyitéss Legyenek a,b,c,d,e(eA) tetszdleges elemek,
Az azonosségok teljesiilése az

a b c b b a
b b d és b b b
b b e c b b

matrixok segitségével az M feltétel felhaszndlésaval
egyszeri szamolds utjén lathatd be,

25,2 Mtelr Legyen (A;4m)  (a(u)=3) tetssbleges
algebra, Ezen algebra akkor és csak akkor Abel-féle
Malcev-algebra, ha létezik olyan (A ;(' ,"4}) Abel=-
~csoport, hogy barmely a,b,c EA «2a

-1
abep = ab.c .

Megjegyezziik, hogy a tétel "csak akkor"™ része mésszdval azt

jelenti, hogy az Abed-féle lialcevealgebrédk alkalmas Abel-cso-
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portok reduktjai, melyek ugy keletkeznek, hogy az Abel-cso-

port miveletel kdzil csak az Xy 'z (polinomidlis) miveletet
tartjuk meg. A kOvetkezd bizonyitéas a csoportok és absztrakt
mellékosztalyok (1. Bruck [5]) kozti kapesolat igazolésénak
gondolatmenetét kiveti,

Bizonyitds: Legyen 0 €A tetszbleges, de rogzitett elem,
Vezessiik be A ~n e kivetkezd kétvaltozés miiveletets Xy=XOy/M .
Kegmutatjuk, hogy amennyiben (A,(/u>) Abel~féle Malceve
-algebra, a "«" mivelet asszociativ, kommutativ és invertal-

haté. Valdban

(1) "«" asszociativ, ugyanis barmely q,b,c €A
esetén (1) alapjén kapjuk, hogy
(a-b)-c = aobuocu = ao(boculu = a-(b-c).
(41) "e" kxommutativitédsa azonnal asdédik a (2)
azonossighdl;

(11i) "+" invertélbatd, ugysnis az QA-X = b egyen=
letnek az oab/u elem megoldésa,
Lz is léathatd, hogy a rigzitett O elem egységelemként vi-

selkedik, Mivel az Q-X=0 egyenlet megoldédsa oao/u ’
bevezetjik az an/l-( = a" jelolést, Ezzel igazoltuk, hogy
(A;(- ,“)) Abel-csoport, tovabba (1) alapjéan
-4
a-b-c=ao(obou)uocu = aooubouocu=

abouocu = ab(oocu)u =
=abcu.
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-4
Forditva, legyen (A;(’ P >) Abel-csoport és tekintsilk az

xgz/u = x.lj-‘z polinomiélis miiveletet., Ekkor
|
XXYM = XXy =y bi
_ -4
yxx =Yk iR ey,
azaz (A ,</u>) Malecev-algebra, Végezetil legyen
X %o Xs
Y4 Y2 Y3
Z, Zp Z3

tetszbleges mAtrix A £815tt. Segitségével megmutatjuk, hogy
(A;(/.L)) -re teljesil az M feliétel. Valéban,

(%4 %2 %5 (Ya Y2 ys (222 25 p) M =
=(x1-x‘;-x3)(94. 9:'93).{(24'7:;'13) =

-1

= (X%, y‘:-z,)(xz' Yy 22) (%3 Ys 2y) =

= (% Ya2 ) (X2 Ya 22 ) (X3 YsZa )

8 ezzel a tétel bizonyitéasit befejeztiik,



el A Hamilton-féle kvaternidé alapegységek generilta
(multiplikativ) csoport a klasszikus példes -« az Abel-csopor=
tok mellett - olyan csoportra., melynek minden részcsoportja
normédlis, azaz més terminolégidval: minden részcsoport egy
alkelmas kongruenciénsk osztélya., E tulajdonsig utébbi megfo=
galmazdsa természetes mbédon Atvihetd tetszbleges @) ~algebrie

ra ie, Ez indokolja a "Hamiltoneféle" jelzd haszndlatit a ki
vetkez6 definicidbant

Definicids Egy A Q-algebrét damilto : (Hamiltone
-féle algebra) neveszsiik, ha minden részalgebrija

egy alkalmas kongruencic osztalya. Q ~algebrik egy
primitlv osztalyat Ha

nevezzik, ha minden algebrija Hamilionealgebra.
legjegyeszzik, hogy a Hamiltonw~féle grupoid fogalmit mér 7. Evans
[13] Dvevezette, s bebizonyitotta a kivetkezd tételt:s loopok
egy [5 prinitiv esztalya akkor és csak akkor Hamilton-féle, ha
,:6/ Abel=cooportok primitiv osztdlya. Vizsgélataink figgetlenek
Evans meggondolésaitdl; tételére uj bizonyitéet is adunk,

A Hanmilton-féle primitiv osztilyokat jellemzi a ki=
vetkezd

31,1 Tétels (0 walgebrdk egy Ut primitiv osztdlya akkor és
e¢sak akkor Hamilton-féle, ha tetszdleges n-valtozdse
g polinomhoz létezik olyan kg J=-véltozbs polinom,
melyekye teljesiil a
9(X4,:er . .,Xn) - kg (xw 9()(0) Xoyeo .,Xn), X,,)
azonosshg.

[
|
i
i
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Bizonyitds: Legyen az 4,8 primitiv osztdly Hamiltonwféle

és tekintsiik ezen osztély (n+4) elem Altal genexdls F(X,,X,,...,Xn)
szabad algebrajat. Legyen ¢ n~valtozdés poliinom, Ekkor ag
y—=>9g(y,%;..yX,)  kossévendelés F(xe,X,;..,Xp) eg¥ T
tronszléclidjat hatdrozza meg. Tekintslk ezen szabadealgebra
(xo,g(xo,xa,, : -;Xn),XO élial genncrédlt Q ~résgalgebré-

Jadtes A T transzlécid X, -t nem "viszi ki" a részalgebréibll,
ezért az 1,1 tétel szerint X, -et sem viheti ki, Igy létezik
elyean kg jwvéltozis polinom, hogy érvényes az

T = 9<X“Xg: 55 5 Ry ) @ kg(xo,g(xmxz:' v Knd 5 %)
egyeniéség, Mivel F(X,,X,,...,X,) szabad algebra, az 1,2
tétel szerint ezen egyenldség azonossig az 0(, primitiv oszti-
lyon,

Ezek utén tegyik fel, hogy asz O primitiv osztély
bérmely ¢ =n-véltozés polinomjéhoz ven olyen 3-valioszis ks
polinom, melyre érvényes a

g(x4y X2y + e o3%n)= kg (X0 §(XayXzs -+ 5 Xn)s X4)
azonosség. Legyen Ge O tetszlleges algebra, A réezalgeb-
re G «ben, Tekintsik G -nek egy olyan T transzlécidjat,
amely A -nak egy G elemét ugysnezen résszalgebra valamely
olemébe viszi 4t, Ezen T transszlécié megadhatéd egy
g(x“xa,...,xn) polinom segitségével, aT=qg(a,d,,...,d,), ahol
gy susln & G + Ezen polinomhoz is létezik a feltételiinkben
megadott kg 3.véltozis polinom., Bkkor tetezbleges bC A ese-
tén a
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b't'=g(b»d2)-' .ydn) = kg(aag(a)dzr--;dn):b)

egyenléség fennéll, Igy a T tranezlécié a b elemet A -nak

az {a,gq(a,ds,...,ds),b) halmaz &ltel generalt R -részale
gebrajédba viszi 4t, és igy ez is teljesiil, hogy bte A .

Az 1,1 tételbdl - a T transslécid és a b elem tetszbleges
velta miatt kdvetkezik-, hogy van G -nek olyan kongruencidja,
melynek A osztélya. Az A részalgebra és a G algebra tet=-
gzbleges volta miett kaptuk, hogy az ‘()(. primitiv osztaly Hamile
ton-féle, & ezzel a tétel bizonyitésat befejeztiik.

3.2 Az elkdvetkezbkben a Hamilton-algebrik néhiny tulaj-
donsdgéra mutatunk réd, valamint arra a tényre, hogy az algebrik
Hemilton-féle tulajdonséga lokdlisg.

5,2,1 Tétels Egy A $2 -algebrara a kivetkezd két feltétel
ekvivalens:
(i) A Hamilton-algebra
(ii) A bérmely harom elem &ltal generdlt 2 -részal-
gebréja A egy alkalmas kongruencidjinek ogztée-
lya.

Bigonyitds:  Mivel (i) => (ii) trividlis, elegendé az
(ii1) =>(i) kovetkezést igazolni, Tegyik fel, hogy sz A al-
gebra minden hérom elem altal generdlt részalgebraja egy-egy

alkalmas kongruencia osztélya, de van olyan A,(SA) részalgeb-
ra, mely nem osztdlya A egyetlen kongruenciijénak sem, Fkkor
az 1.1 tétel szerint léteznek olyan Q,,d,,d; (€ A,) elemek
és olyan T transzléciéja A -nek, hogy a,T=a, és CL3’C’¢A4 "
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Exkor A enask az (0.4,%; 0.3> halmaz 4ltal generalt Q ~1EB %~
algebrdje nem osztdlys egyetlen kongruencidnak sem, ami ellent=

mondas,

3:2.2 Tétels A Hemilton-tulajdonség lokdlis,

Bizonyitds: Megmutatjuk, hogy smennyiben egy A (2 -algebra nem
Hamilton-algebra, akkor van olyan végesen generilt részalgebri-
Ja, mely nem Hamilton-féle,

Legyen A tetszéleges (2 -algebrs, A, olyan
részalgebraja A -nak, mely nem osztilya A egyetlen kongrue
encidjénak sem, Ekkor az lel tétel szerint van A -nsk olyan
T t4ranszlédeidja (aT=g(a,a,,..,ay) minden a€ A -ra) és
léteznek A, -nek olyan b,c,d elemei, hogy

(*) br=c ¢e dtv ¢ A,

Pekintsik A -nak a (b,c,d,q,,...,0n) halmaz &ltel
(tehdt végesen) generaltA, Q-részalgebr&jét. az AN Aa
algebra olyan részalgebréija Az -nek, mely - figyelembe véve,
hogy T A,-nek is transzléciéja - (%) szerint nem osztélya A
egyetlen kongruencidjénak semj amit bizonyitani akartunk,

3223 Tételt Hamilton-algebra részalgebréja és homomorf képe
is Hamilton-algebra,.

Bizonyitéss Az allitde elsd része kivetkezik a részalgebra-
~fogalom tranzitivitasibdél,

>
Legyen A Hamilton-algebra, )0 A -nak A -re valé
) ’
homomorfizmusa, tovAbba A: részalgebra A -ben, Tekintsiik A4
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tetszbleges b, C ,d"  elemeit és A egy T transzlécibjat

- melyet az f(Xp, X5 1 Xn) polinom hatdroz meg - és legyen
b =¢ , azaz f(b’, Cl:,. y CL’..)= C’ahol 0.’,, W E A’ rog=
zitett elemek, Az 1.1, tétel alapjén elegendd azt beldtnunk,
nogy dT°€ A, Léteanek A <nak olyan b,C,d illetve
Q-+, Q, elemei, hogy b}o=b cp= ¢, dyp = =d’ ézsa)ﬂ---c&l
(i=1,...,n) « derdlje A, p melletti teljes inversképét
A+ Bkkor b,c,d € A, o Tekintsik A -nak az

aT = § (a,04y...,an) € a€A tetszbleges) egyenldség &ltal
meghatarozott transzlécidjat. Ekkor (b'r.'))o f b }0, a4}0, ;anY’) =
~f(b,d},...,ay)=c €A ehomnan br €A, . Mivel A Hamil-
ton-féle és A, részalgebréja, immen folyik dr=f(d,a,,..,a,)EA,
Igy d’r’=f(d‘,a’(,...,a’,.) wf{d; 0y sln) 4 , @zaz
v’ € A, » emibbl kévetkeszik az A algebra Hamilton-algebe

ra volta.

Megvizsgaljuk, hogy egy hasonléségi osztély Osszes
Hemilton-algebraja primitiv osztdlyt alkotee. Az elézd (3.2.3)
tétel és Birkhoff-tétele (1l.4) szerint ez akkor és csak akkor
igaz, ha hasonlé lamilton-algebrék direkt szorzate is Hamiltone
~algebra, A vdlasz negativ, Jelslje ( & kvaternié alapegymégek
dltal generdlt multiplikativ csoportot, mely Hamilton-féle, Meg~
mutatjuic, hogy Q x @ nem Hamilton-algebra. Pekintsiik Q x Q
kovetkezd, D «vel jelslt részesoportjits D=<(a,a)lae Q.
Legyen a(€Q)  olyan elem, mely nines benne () centruméban,
Ekkor létezik olyan b (€ Q) elem, hogy ab £ba és igy
blab #a . Exxor (4,b)"(a,a)4,b)=(a, babl €D ,

azaz D nem normilis részcsoport, mert van olyan belsé automore
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fizmue, mellyel szemben nem invaridns,

343 Az elkbvetkezbhben megvizagdljuk, hogy csoportok,
gylrilk és hélok primitiv osztdlyel kisil melyek Hamiltonefée
lék,

A csoportokra vonatkozd eredmény kivetkeszik Evanse
nek ¢ fejezet elején emlitett tételébll, mely a kivetkezbképp
lathaté bes Legyen UL Hamiltonef£éle loopok egy primitiv osze
tdlya, Bkkor {L «ban minden kongruenciénak van egy olyan
osgtdlya, amely részloop és minden részloop egyetlen kong¥ime
encisnak ossztdlya, esért UL ekvivalens egy R egységelemes
gyiirii £616t41 Usszes unitér jobb -R- modulusok R primitiv
osztélyéval (1. Csékiny B, [11] 4, tétel), X bérmely mivew
lete felirhaté egyvalitosés miiveletek sesegeként (1, Csdkény
Bs [9])4 ® igy érvényes ez

(*) X-y = xot + yf

azonossédg, shol "+" @& loopemivelet, o<,8€ R , 4z ckvive=
lencidndl a loop egységelemémek (€) nyilvénvaléan R gézée
eleme felel meg. Ekkor (¥)=bdél x=€ , illetve y=e& helyet=
tesitéseel kapjuk, hogy o =£B=41 , azaz & loopeniivelet éppen
az R -modulusbeli Gsszeadds, s ezért asszociativ és kommutae
tiv. Specidlisan nyerjik, hogy csoportok Hamilton-féle primi-
tiv osstélys csak Abel-csoportokat tartalmas,

Hasonlé eljéréesal agt fogjuk kapni, hogy gyiirik
tetesbleges S Hamiltoneféle primitiv oestélye sérégyirik
egy prinitiv osstélye, > is ekvivalens egy R egységele=

0SSZE€

mes gyl pelettiVunitér jobb - R- modulusok T primitiv
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osztédlyaval, igy érvényesek az

x+y=xee+yB , x-y=xp+yd
azonossigok, ahol o<, ,6, s d e R . Mint az el8z8 gondolate
menetben adédik, hogy £ =B =4 . A kétoldeli disztributi~
vitést felhaszndlva kapjuk, hogy

(x+y)z =(x+y)p +zd = xr+gr+zf
XZ+yz = XT+ZJ+HT+ZJ= xr+tj(‘+z(2-f)
ghonnan o =0 , é8
z(x+9)=2f , ZX+ZYy=Zy +2Z) = z(Za")
8 igy r:O .

Kozvetleniil beldthatd, hogy ha egy haléd tartalmez
hérom elemii lédncot, akkor az nem Hamilton-féle. Igy haldk
Hamilton-féle primitiv osztilyai nem tartalmaghatnak harom
elemii ldncot tartalmazéd halét. Mivel egy kételemii lénc direkt

négyzete tartalmaz hdvrom elemii léncot, haldk Hamilton-féle
primitiv osztédlyai az egyelemii h&lébdél &llnak csak,

S84 Végezetiil a Hamilton-féle primitiv osztdlyok egy
tovdbbi sajdtossigéra mutatunk rd. Megmutatjuk, hogy Hamiltone
~féle primitiv osztdlyban az epimorfizmusok réképezések, Le-
gyenek A ¢ B Hamilton-algebrék, &€: A— B epinoxfiz-
mus, és tegyik fel, hogy & nem réképezés, Ekkor létezik

B =nek olyan C valédi részalgebrdja, nogy AE =C . Mivel

B Hamilton-algebra, van olyan Qc kongruencidja, melynek C
osztdlya., Jeldlje ezutan <, és £, B ~nek B/@C «be vald

homomorfizmusait, mégpedig o, legyen a természetes homomorfize
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mus (minden b& B .nek az 6t tartalmazé O, osztaly felel
meg), o¢, pedig B minden elemének feleltesse meg B/, =
-nek ( elemét. Ekkor nyilvénvalban teljesiil, hogy Eoc,= Eol,,
de o, # &, , ami ellentmond & epimoxrf voltémak, s ezzel
dllitésunkat igazoltuk,



Mivel csoportok, gylrik ée haldk primitiv osgtalyail
k6ziil ugyanazok rendelkeznek mindkét tulajdonséggal, felveid-
dik az & kérdés, hogy ez altaldban is igy vanee, A vdlasz
tagadds ellenpélddkat a félgylirilk £610tti félmodulusok primie
tiv osztélyai korében fogunk taldlni,

Az (R;€0,+, ) algebrat, shol O nulla=, "+*
és "e" Lkétvaltozés miiveletek (asszociativ) gLélgguriinek ne-
vezgziik, ha teljesiilnek az aldbbi azonossagoks

X+Y=y+Xx (x+3)+z=x+(g+z)

(x+yz=xz+yz  z(x+yl=zx +2zy

(xy)z = x(yz) x+0=x x0=0x=0

Egy A additiv félesoportot, melynek O zérbeleme és benne léw
teznek QP alaku elemek - ahol aeA és P egy egységelemes
R félgyiirii eleme - és érvényesek a kivetkezd azonossigok
(a,beA;p,peR)

a(ﬂ+ﬁ_=aﬂ+aﬁ_ (a+b)ﬁ=aﬁ+bﬁ
alpp) =(ap)p, a0=0 ai=a 0p =0

unitér jobb-R- félmodulusnek nevesziink.

Létezik egységelemes félgylri £510tt1i unitér jobb-R-
~félmodulusoknek olyan Abel-féle primitiv osztélya, mely nenm
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Hamilton-féle és megforditva, Lrvényes ugyanis a kévetkezsd
két tétels

4ol Tétels Legyen R egységelemes f£élgyiiri. Az Usszes unie
tér jobb-R- félmodulusok K primitiv osztdlya
akkor és csek akkor Hamilton-féle, ha R gyiiri.

Bizonyitdss Legyen F € R szabad algebra az Xg,X4y---)Xn
szabad genervétorokkal, R tetszéleges §(X,,...,X,) polinomja
felirhaté egyvdltozés miveletek ssmegeként [9] 1 g(X,,...,Xy)=
=Xafi+.. *Xnpn s 801 RER  (i=4,...,n) . Mivel R
Hamilton-féle, van olyan kg(x,y, z) polinom = kg(x,y,z) =
XK, +HY Ky +2K, - hogy q(X(;Xp5.5X,) =
1.-.ks(xo,g(xo,x,_,...,xn),xi). Ebb61l kapjuk, hogy F =ben érvényes

&z
Xgo + Xe i+ -+ XY= Xo Xyt (Xt +x2p+...+xnp.)rcz+ X K,

egyenléség, Mivel ez azonossag ‘R, -ben,
Ky + %, =0

Ky =T
% =p L1 2 50ngi)

Ge)

A fenti azonosségoknak tetszéleges ¢ polinom esetén alkalmes
K (j=1,2,3) R <beli elemekkel teljesiilni kell, ezért Vvé-
laszthatjuk specidlisen az bsszes |, -t 1 -nek. Ekkor
azonban (¥)-bél adédik, hogy K,=K,=1 ¢ XK,+ %, =0 .
Ebb8l kévetkesik, hogy X, =-1 , asas R gyiirii.



A forditott 4llitéshoz azt kell ecsak belatni, hogy
a (%) egyenletrendszer tetszbleges I k esetén megoldha=
t6 X; -kre, ha R gyiiri., Ez igy van, hiszen K1=—3‘4 y K,=4
és Ky=Ti megoldés,

4.2, Pétely Egy R egységelemes félgyiiri £616tti Osszes
unitéy jobb - R ~félmodulusok K primitiv esztilya
akkor és csak akkor Abel-féle, ha R kommutativ £é1-
gyiiri.

Bizonyitis:s Legyen az R primitiv osztaly Abel=-féle., Te-

kintsiik a kévetkezs "o" R_ <beli miiveletet, ehol oL,BER 3

Xy o Xy = XL + X, 8

Az R- gélgyiiri Ssszeadasdval és az elemeivel t&rténd jobbole
dali szorzésokkal maga is unitér jobbe R =~félmodulus, iz M
feltételt a "o" mivelettel az R feletti

H
0O O
matrixra alkalmazve kapjuk, hogy 06/3 = /So<. « Mivel ilyen

"o" miivelet tetszbleges R ~beli oL ¢s [ -ra megadhaté
’R.,-ben, kapjuk, hogy az R =beli szorzés kommutativ,

Megforditva, legyen R kommutativ, egységelemes
gé1gyiiria Megmuitatjuk, hogy R Abel-féle. Tekintsik a tetszt-

leges /u,v m-ill, n-valtozise ’R/-nbeli miveleteket és egy
Ae R elgebra £815tt1 (0;) mxn tipusu matrixot, Mivel
minden $®_ <beli miivelet egyvéltozés miiveletek Gsszegére bome
lik, léteznek olyan olis...;%p;Bis---;8n (€R) elemek, hogy
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X1...Xm/l =X4°(.4+...+Xmoim

x1.. .Xnv =X4/34+.. .+ ann

Ekkor

IR P T ( VRN T

=(014/34+"'+Q4n/5n)*4+- o+ (@miBit . +amnfa) L=
=(Quot +. .+ Apim)Bat. .+ (Qunoyt. .+ AmnEm)Bn =
=(O_“-- : Clm,|/U~). s .(O.{n. o am,,/u)\) )

azaz teljesiil az M feltétel,
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