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BEVEZETÉS

A csoportelméleti módszerek alkalmazása a fizikában 

különösen az elemi részek vizsgálata során Került ismét 

előtérbe. Ez a nézőpont azonban majdnem egyidős a kvantum
mechanikával és az atomok, illetve molekulák szerkezetének 

vizsgálatánál is gyümölcsözően alkalmazható. Dolgozatunkban 

mi is egy ilyen alkalmazási módszert tárgyalunk.
1935-ben ismerte fel Fock /1/, hogy a hidrogénatom 

Hamilton operátora a háromdimenziós gömbszimmetriánál ma
gasabb szimmetriával rendelkezik, a Schrödinger egyenle
ten végrehajtott transzformáció segítségével ezt a szimmet
riát nyilvánvalóvá lehet tenni. A Hamilton operátor kötött 

állapotok esetén a négydimenziós forgatásokkal szemben in
variáns. Ezek a forgatások csoportot alkotnak, az 

tot. Azóta sokan foglalkoztak ezzel a kérdéssel, tovább is
csopor-

fejlesztették Fock gondolatait, Magyarországon Györgyi Géza 

/2,3/ s a külföldi irodalomból is megemlíthetjük Bander és 

Itzykson összefoglalóját /4/.
Mi mindenekelőtt az csoport előállításéinak és a 

hidrogén energiaszintjeinek kapcsolatát vizsgáljuk. A 

csoportelméleti és kvantummechanikai alapokat ismertnek
tételezzük fel, s igy tárgyalásunkat az előállítás fogal
mával kezdjük. Ezután Mackey /5,6/ és Vilenkin /7/ nyomán 

foglalkozunk a transzformációcsoportok tulajdonságaival és 

előállításaival. A hidrogénatom és az O,, csoport kapcsola
tának tárgyalásakor mi elsősorban azt emeljük ki, hogy az
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Оц csoportnak nem minden irredueibilis előállításához tar
tozik energiaszint, hanem csak azokhoz, melyek részelőálli- 

tásai az állapotfüggvények terében elért bizonyos előállí
tásnak. Az /1,2,4/ munkák lényegében mind rámutattak arra, 

hogy Q, irredueibilis előállításainak bázisát az állapcfctérben 

a négyváltozós homogén harmonikus polinomok alkotják. Ezt 
az ismert tényt mi a Vilenkin könyvében /7/ található álta
lánosabb bizonyítás egyszerűsítésével mutatjuk meg. Ezután 

a korábbi eredmények felhasználásával kimutatjuk, hogy a 

héliumatom Hamilton operátora közelítőleg 0M©Ow © 

szimmetriát mutat és ennek alapján kvalitative leszármaz
tatjuk a héliumatom spektrumát.
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1. A csoportreprezentáció fogalma és főbb tulaj
donságai

A csoportelmélet fizikai alkalmazásainak szempontjából
alapvető fontosságú a csoport előállításának fogalma. A G 

csoport minden <^j eleméhez rendeljük hozzá a Hilbert-tér 

egy T(<*) lineáris transzformációját* 

jesülnek
Ha tel-

a

Tie) = Iés

egyenlőségek, ahol в a csoport egységeleme, I a Hilbert-tér
T(<^) hozzárendelést a csoportegységoperátora, akkor a ^ 

előállításának vagy reprezentációjának nevezzük. Attól
függően, hogy a $ tér véges vagy végtelen dimenziós az 

előállítást is véges illetve végtelen dimenziós előállításnak
nevezzük.

A-ff tér egy alterét a T6^) előállításra nézve 

invariánsnak mondjuk, ha -bői következik, hogy
T(cp‘4 G , minden -re. Minden T(<j) előállításnak
van két triviális invariáns altere* a teljes tér és a 

null vektor. На а ТЦ") előállításnak csak triviális invariáns 

alterei vannak, akkor az előállítás irreducibilis, ellenkező 

esetben reducibilis.
A reducibilis előállítást tekinthetjük csupán

abban a ^ altérben is amelyet invariánsán hagy. Jelöljük

1



a if, теп igy értelmezett előállítást Tjfg) -vei. Ha lYgJ 

jf, -nek ft -ra nézve ortogonális komplementerére, 
nézve is invariáns akkor *Т(^) -t szétesőnek vagy teljesen 

reducibiltsnek nevezzük. Ekkor Írhatjuk, hogy 7 * T, ©Tt 

ahol^i 1t\ -ben Tt "ft,.-ben hat. .Amennyiben 7, vagy Tv ismét 
széteső ez az eljárás tovább folytatható, és igy tetszőle
ges számú előállitás direkt összegét értelmezhetjük.

Felmerül az a kérdés, melyek azok a csoportok, ame
lyek reducibilis előállításai szétesők. Mi a következőkben 

csak olyan csoportokkal foglalkozunk melyek vagy végesek, 
vagy végtelen sok véges mátrix alkotja a csoportot. Véges 

csoport reducibilis előállítása széteső is, a végtelen 

mátrixcsoportok közül pedig az u.n. kompakt mátrixcsoportok 

rendelkeznek ezzel a tulajdonsággal. A kompaktság definíci
ójához bevezetjük a mátrixa oroz at konvergenciájának fogal-

mátrixok sorozata a mátrixhoz tart,
$ =■

csoportot kompaktnak nevezzük ha bármely ^eG sorozatból 
kiválasztható konvergens részsorozat. A kompaktxág szüksé
ges és elegendő feltétele, hogy

1. a mátrixok elemei közös korlát alatt maradjanak

2. a ^ mátrixok a konvergenciára nézve zárt halmazt 

alkossanak.

Érvényes a következő igen fontos tétel, a nevezetes 

Peter-Y/eyl tétel /7/: Kompakt csoport bármely végtelen 

dimenziós előállítása szétesik végtelen sok véges dimenziós

-re

mát. A <£'!.. ef*}..
ha minden L -re . A mátrix-Í -re
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irreducibilis előállítás direkt összegére.
Sz a felbontás az ekvivalencia erejéig egyértelmű is. 

A téren értelmezett Ttp és a -n értelmezett 0(0) 

előállításokat ekvivalensnek mondjuk, ha létezik a -nek 

а -^г-ге egy invertálható A leképezése és AT(<j)A
ós természetesen egybe is eshet. A következőkben 

nem teszünk különbséget az ekvivalens előállítások között.
Bizonyítható az is, hogy kompakt csoport inekvivalens 

irreducibilis előállításainak terei ortogonálisak /7/.
nyilvánvalóan fontos kérdés az, hogy egy előállítás 

irreducibilis-e * Ennek eldöntéséhez hasznos az infinite-
zimális operátor fogalma. Általában a csoport infinitezinális 

generátorát szokás , mi az előállítás infinite-
zimális operátorának hasonló fogalmát vezetjük be.

Ha minden <t valós számhoz hozzárendelhető a G csoport
CJ ЬгО ^(ix) - C+l +eleme és teljesül a 

egyenlőség akkor a elemek halmazát az összes t -re
egy

G egy egyparaméteres alcsoportjának nevezzük, A fenti

f'H)egyenlőségből látható, hogy cj(0)

Ha a operátoraink unitérek akkor előállithaték
= ? és

Tfaít)) = eAt alakban. Az A operátor a T(<p előállításnak 

a glt) egyparaméteres alcsoporthoz tartozó infinite zimális 

operátora. Az exponenciális operátort a
* г о

értelmezzük , TC^u)) ismeretében A-t megkaphatjuk a követ-

^ (irA T
и» sorral

kező módon
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TOj^O - т Д C \лл
ött 4 = 0%\ О

Иа minden esoportelem előállítható egyparaméteres alcso
portokba tartozó elemek szorzataként, akkor а T6j) előállítást 

egyértelműen meghatározzák az infinitezimális operátorok. 
Például forgáscsoport esetén az egyes koordinátáslkokban 

történő forgatások alkothatják az egyparaméteres alcsopor
tokat.

Az infinitezimális operátorok azért fontosak mivel 
ha egy altér a T('3') előállítással szemben invariáns akkor 

az Д infinitezimális operátorral szemben is az. Ezért a 

TT%) előállítás illetve a megfelelő tér irreducibilitásónak 

kimutatásához elég bebizonyítani, hogy nem létezik a kér
déses térnek а Тб<^) egyetlen A infinitezimális operátorával 
szemben sem a triviálistól különböző invariáns altere,

A későbbiekben szükségünk lesz a csoportok illetve
az előállítások direkt szorzatának fogalmára. Két csoport 

6, és Gx direkt szorzatán a )<?>•} párok összességét 
értjük , 6 &■». A csoportmüvelet definíciója

; дЛеб,
Legyen T,C^ a S

illetve a M.t téren, ekkor értelmezhetjük a 

direktszorsat csoport ®>ТгС^») előállítását a

\ )

TtC^v) a Ql csoport egy előállitása a! *

direktszorzat térben a következő módon*

(T.ígO ©W))4 ®fv) «•
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2. Transzformáció csoportok

Egy kvantummechanikai rendszer leírásához használt 

Hilbert-tér elemei többnyire valamilyen H alaphalmazon 

értelmezett négyzetesen integrálható függvények. Ha az И 

halmaz valamilyen transzformációja esetén a rendszer tulaj
donságai változatlanok maradnak akkor a rendszert a transz- 

formációra nézve szimmetrikusnak nevezzük. Az összes ilyen 

szimmetriatranszformációk csoportot alkotnak. A kvantummecha
nikai rendszer vizsgálatát általában egyszerűsíti a rendszer 

szimmetriáinak ismerete.
ТГеиоавШс te tehát ав M halmazon a tramzfomiáclók 

egy Q csoportját. Jelöljük -el H -nek azt az elemét 
melyet a transzformáció az x elemhez rendelj 
Ekkor

OH*-)eXeX X =

-jeüHa M tetszőleges * és ^ elemeihez létezik olyan 

hogy ^k-=^ akkor G -t az 14 halmaz tranzitív csoportjának 

nevezzük, И -et pedig -re nézve homogén térnek. Például, 

ha H az euklideszi tér G pedig ennek forgáscsoportja, akkor 

G nem tranzitív, ha viszony И az euklideszi tér egység
gömbje akkor G tranzitív.

Legyen G tranzitív és ^ az H tér egy fix eleme. 
Tekintsük azokat а Лл elemeket G -bői melyek az pontot 

önmagába viszik át* &*«,«-*©. Ekkor & *«* *© és Д * x0 =
= *<=> ~ból következne, hogy Ц,хс * x0 Látható,
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bogy а Д elemek Gr egy И alcsoportját alkotják, az xö 

pont stacionárius alcsoportját.

Ha -X , akkor minden további <3, melyre д,Ког*
alakba irható, ahol Дб И . Tehát az X«> pontot az 

X -be átvivő transzformációk а baloldali mellékosztályt 

alkotják. Mivel a G csoport tranzitív, az M halmaz X pontjai 
és a G csoport И szerinti baloldali mellékosztályai között 

kölesönüsen egyértelmű megfeleltetést állapítottunk meg.
На X -nek a baloldali mellékosztály felel meg, akkor

•nek <3И.
Az M halmaz még nem határozza meg egyértelműen a 

stacionárius alcsoportot, az függ az x©pont választásától 
is. Legyen И az X0 stacionárius alcsoportja és legyen <^x0 = ^ü 

ekkor a alakú transzformációk és csak ezek viszik
önmagába -t. A ugyancsak alcsoportja G -nek,
ez az -hoz tartozó stacionárius alcsoport, tehát az M 

homogén térnek 6 egymáshoz konjungált alcsoportjainak 

osztálya felel meg. Mivel G tranzitív, az összes stacio
nárius alcsoportok egymás konjugáltjai.

így a G tranzitív csoport И homogén terének meg
felel G konjugált alcsoportjainak egy osztálya.

A fenti meggondolás megfordítható: G minden И alcso
portjánál?:, pontosabban az egymáshoz konjugált И alcsopor
tok osztályának megfelel valamilyen homogén tér. Válasszunk 

ki az osztályból egy И alcsoportot és jelöljük № -mel a 

И szerinti baloldali mellékosztályok halmazát. Minden
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G -nek megfeleltetünk egy transzformációt M -ben, 
amely а <^Й mellékosztályt a -ba viszi át, Ekkor a (r

csoport tranzitív csoportja lesz И -пек И pedig az -С. H - H 

mellékosztály stacionárius alcsoportja. Szokásos a követ
kező jelölés; И * ^/н /nem faktorcsoport!/

Tekintsük a következő példát, mely igen fontos lesz 

számunkra a következőkben; az Ou csoport, mely a négydimen
ziós tér ortogonális transzformációinak csoportja, a négy- 

dimenziós egységgömb, S’ transitiv csoportja. Válasszuk ki 
a gömb északi pólusát; a £0,0,0,4) pontot. Ennek a pontiak 

stacionárius alcsoportja az 03 . Ezért S1;- ^/q » 

négydimenziós egy éggömb azonositható 0И -nek 02 szerinti 
baloldali mellékosztályai halmazával.

vagyis a

' - V ■ .
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3. A csoportelőállitások és a kvantummechanika 

kapcsolata

Legyen a fizikai rendszer állapottere valamilyen K| 
alaphalmazon értelmezett négyzetesen integrálható függvé
nyek tere. Jelöljük ezeket 4^ -el. Az И tér £ transz
formációcsoport jának minden <£ eleméhez rendeljük hozzá 

a Hilbert-tér ^íу) elemeinek egy 17<|) transzformációját*

♦ = ТЦ) ^Ck)

Ez a hozzárendelés rendelkezik az előállitás tulaj-

4c»)

donságaivals

TCe)^W = YCx)

Ezt az elíállitást kvázireguláris elíállitásnak szokás 

nevezni. На aa (VI tér maga a G csoport akkor ez átmegy a 

reguláris előállitásba. Ha a (y csoport elemei az x vek
torok H terének térfogatélemének nagyságát invariánsán 

hagyják, akkor a ~^S\) előállitás unit ér a Hilbert-téren a 

szokásos módon integrállal értelmezett belső szorzatra 

nézve. Ez a helyzet az euklideszi tér forgáscsoportja ese
tében. Ekkor

Legyen a fizikai rendszer Hamilton operátora a 4^>) 

függvényeken értelmezett H(<) operátor, a 6 csoportot 

pedig válasszuk meg úgy, hogy = Hl*) fennálljon

r^) =
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minden -re. Eat a csoportot a Hamilton operátor
szimmetriacsoportjának nevezzük. Természetesen más operá
torok azimmetriacsoportját is be lehet vezetni, mivel 
azonban egy rendszer vizsgálatánál általában a lehetséges 

energiaértékek jelentik a legfőbb információt, többnyire a 

Hamilton operátor szimmetriáit szokás vizsgálni.
A csoportelőállitások elmélete azért igen jelentős 

a kvantummechanikában, mivel egy operátor szimmetriacso
portja rendelkezik azzal a tulajdonsággal, hogy kváziregu- 

láris előállításának minden eleme felcserélhető az operá- 

torral.
Тфнсх)^)- HCf^ исх) Tc<$)

Tehát Tőg>)H(.*')s^x)'t^')és emiatt a H operátor spektruma 

és а ТЦ) irreducibilis összetevői között szoros kapcsolat 
áll fenn. Tegyük fel a továbbiakban, hogy W -nak tiszta 

pontspektruma van és a £ csoport kompakt. Bontsuk fel
TC^) előállítást irreducibilis előállítások direkt összegére. 

Legyenek •
tozó sajátfüggvény, akkor = Táj) Rv^ ==■ E TCcp

miatt is az El -hez tartozó sajátfüggvény. Jelöljük
az -hez tartozó sajátalteret Jtet -vei, látható, hogy

Щ)
bizonyos irreducibilis alterek direkt összgge. На 

csak egy irreducijbilis altérből áll, akkor az Ec saját
érték annyiszoros an elfajult, amennyi a kérdéses irredu
cibilis előállítás dimenziója, ebben az esetben beszélünk

a

Й sajátértékei. Ha if az Ci -hez tar-• •

vezet ki -bői. Ebből következik, hogy anem

)\
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természetes degenerációról, Előfordulliat az is, hogy 

több különböző irreducibilis altér direkt összege. Ez a 

véletlen degeneráció. Az is előfordulhat, hogy 4Cec olyan 

alterekre bontható melyek ekvivalens irreducibilisekhez 

tartoznak. Ez általában bonyolítja a problémát, de ilyen 

eset a továbbiakban nem fog előfordulni.
Látható tehát a fentiek alapj án, hogy ha a Hamilton 

operátor invariáns \alamilyen csoporttal szemben, akkor ez 

általában degenerált sajátértékek fellépéséhez vezet.
Igen gyakran fordul elő az az eset, hogy а И operá

tor Но+И\ alakba irható, ahol Hv valamilyen gyenge 

perturbáció. Ekkor többnyire az a helyzet, hogy а Йо+Й, 
operátor alacsonyabb szimmetriájú, mint а Йо , azaz а И 

operátor G szimmetriacsoportja csak egy részcsoportja lesz 

а Йо szimmetriacsoport jónak s G C G0. Az energiaértékek
ekkor nyilván G egyes irreducibilis előállitásaihoz tar
toznak. egy előóllitása nyilván & -nek is előállítása, 

ha csak azokat a T(^) operátorokat tekintjük melyek G 

elemeihez vannak hozzárendelve. Ez az előállítás azonban 

általában nem irreducibilis, hanem felbontható G külön
böző irredueibiliseinek direkt összegére. Ennek megfelelően 

а egy adott irreducibilis előállításához tartozó ener
giaérték a perturbáció hatására felhasad /10/.
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4. A hidrogénatom szimmetriája

As Оц csoport azoknak a C| line c is transzformációknak 

a csoportja, melyek a négydimenziós valós euklideszi tér 

vektorainak hosszát változatlanul hagyják*
Jelöljük a ^ transzformáció mátrixelemeit egy ortonormált 

bázisban <^íj -vei, a transzponált mátrixot -vei. Mint 

egyszerűen látható a = azaz a
L, ^

4-9ii'3kj=‘
r' 4“

összefüggés akkor és csak akkor áll fenn, ha

^ЧОцев
miatt igy Оц kompakt.

A következőkben a hidrogénatom Hamilton operátorát 

olyan alakra hozzuk, melyből kiderül, hogy az az Оц cso
porttal szemben invariáns, s ez lényegében azt jelenti, 

hogy a hidrogénétom energiaszintjei 0^ bizonyos irredueibi- 

lis előállításainak felelnek meg.
A hidrogénatom ächrödinger egyenlete a következő

^Оц. így

Iflv't * Imiatt
;«IJ

о, J^js***nr 3 $Továbbá ha akkor

alakú*

С-£ь-4'Н‘*>-
Térjünk át impulzusreprezentációra, azaz legyen

• -*> ч4r^(=?Uícf(p) a cW(2Tife)V*
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a hullámfüggvény. Ekkor a Schrödinger egyenlet

f _ e)у;) „(- viü. cPE1 l 1 V-prv _ jsv* '
alakba irható. Az 4C^) Fourier transzformáltját a kon- 

voluciótétel /8/ alapján számítottuk ki. Fennáll ugyanis az

F"'( <f(?) * « C2ti V)V' fí4(jjj) • f
összefüggés, ahol F a Fourier transzformáció F 

inverze a konvolució jele. Mivel

toxé L 

С&г*УЛ ч

-I Л

-1 az

f" Pr) • (<f(|3)) = 4-(?)-IT

ezért

F( *£’)-** *?)*-!:
Szorítkozzunk a negativ energiákra és vezessük be
az 6 jelölést, majd az impulzus tér minden
pontjához rendeljük hozzá a négydimenziós tér egységgömb
jének egy pontját a következő módon*

F^P'

ps ~ свг-^
г po * Pv

Ez lényegében egy sztereografikus projekció. A gömb pontjait 

gömbi koordinátákkal is megadtuk* Ö£ol^TT; , 0$Cj>^2Tr

A négydimenziós egységgömb felületeleme*

X. 1.

= СЕГ5ЛГ
4 poV +pV

SSc'- 1
C**

dH = /^vnV/a^H 54 c&* dS-cty
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' •* PoCf*+P* -fr(f-r*)‘ = - «ip,1

aji:€) = irP^(p»’l+-f5V^F) állapotfügg-Vezessük be a
vényt. Ekkor a Sehr ödinger egyenlet

/n i1"

2 Л
alakba irható» azaz a Hamilton operátor egy integráloperá
tor, mely a négydimenziós egységgömbön, S1 -on értelmezett 

négyzetesen integrálható függvények terében ^YS3)

(JÉÍllotíKf')

-on van
értelmezve. Látható, hogy az operátor 04-el szemben 

invariáns.
Értelmezzük C^-nek az ^^S3) -on a kvázireguláris 

előállítását* A lehetáéges energiaszin-
teket megkapjuk, ha a 1T^) előállítást felbontjuk irreduci- 

bilia komponenseire.
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5* A kváziregulárie előállitáe felbontása

Ä kváziregularia T<f$) előállítás felbontását bgy 

végezzük: el, hogy megkeressük azokat az altereket 

& -bon melyek 'T<^) -re nézve invariánsai: és nem tar
talmaznak valódi altérként Tó^) -re invariáns alberet, A 

módszer hasonló less ahhoz ahogyan 03 irreducibiliseit 

szokás megkeresni.
Legyen sfC*) 4 változóé homogén W -adfoku polinom 

7? г («иУиМ ,xO . Az ilyen polinomok terét jelölje V4k 

^C<) értékét egyértelműen meghatározza az egységgömbön 

felvett értéke u„ 1, ha f[£ ^ ^Сл%) * '<W 4^ ) .

Ezért -t úgy tekinthetjük, mint í C^1) alterét. Ez
altér invariáns Té<^) -re nézve mivel homogén polinom 

forgatáskor homogén polinomba megy át. Ez az altér azonban 

ш irreduoibilis, mert az )e **.f,C3) ólain. f l“ ; ;vé-
nyék tere is invariáns.
Est a teret -vei jelöljük, nyilván

az

b - г> +|С*)*ФЦ
к-г c I?,4

Tekintsük most azokat p függvényeket, melyekre
és 1 itt Л a négydimenziós Laplace

operátor* Ezeknek a függvényeknek a terét Hj* -val jelöl
jük ez a 4 változóé ^ -ed fokú hooogon harmonikus poli
nomok tere. Mivel ha C akkor Д

c^COtf -re, ezért is invariáns altere )
Jelöljük а Ймк ) előállítást T„^) -vei.szűkített
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Eimutatjuk, hogy
1» a TtfOfc) előállítások irreducibiiisek;
2. az összes < m I, 2, 3 •*« -al vett 

direkt összege kiadja "Rop -t;
Тикб^') előállítást ш 0S »ra szűkítve 

következő módon bomlik fele

тиЧм = Z^t,) ^o,
e * о

l ^ Й0 O3 -nak a hároraváltosás Л. -edfoku homogén harmo- 

nikiis polinomok terében értelmezett irredueibilis előállí
tása.

3. a аз a

Először a 2. állítást vizsgáljuk meg, tehát a teljes
ség kérdését. Ehhez először belátjuk, hogy bázraely к —ad—
fokú négyváltozős homogén polinom felírható egy ugyanilyen 

de harmonikus pollnom és egy alakú pollnom
összegeként azaz

'?uk = Hj* + *,'Rfc - Г

W-b.Elsőként megmutatjuk, hogy ás **’^и

Ö *
közös

egyetlen ** -{-» eleme 

^ ahol A, nem osztható

к- 4hOgy AfcPw 

harmonikus, Legyen 

-el és 4^ .

л• 4» ^ ^ <2-Xi + *
ht = 0-2}i 

T

- A

I-

Euler tétele miatt
ч

1

l-1
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д(-*'40 =t<k^ +
Hasonlóan kapható, hogy

AC"'CcfiW-2«,)*

He AO11" 4-0=0
osztható lenne

A (4 ^ ^
Emiatt

аз illető tér dimenzióját Elöljük/. Viszont 

tehát ü|*ö legfeljebb cfcM*Tl, 
szab az ^ polinon együtthatóira, igy

dU^ Kuk > о^Фик - о^иоФА ~г

2\м-г i* WH4- + -I

zvM-г -el leoszthatunk és 4Lakkor "f
1, arai ellentmond a feltételnek, tehát

H," П -r'P.k-’- = ovagyis
Otv'*-’ — Ol\w'^u'*’ - С@1И*ф* / OtI*4 «4übX

к-г darab feltételt

. Kapjuk^ tehát,

hogy
к * г(dUw HMl< — Фи C — C^'vVn'”Pu

Ф0 = н^ + ^К"*
nyilvánvaló, hogy est a felbontást Фч 

lehet alkalmazni és igy tovább, Végül a következő felbon
tást kapjuk

állítást bebizonyítottuk,
ц-г

azaz a
-re is

m к-2гнчк- 21 *w« fti *ип = Q - egész része

24co- Ab.*»öc) abkbon j
УЛ -C?

ей*-1”i V' iv»
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Speciálisan az egyeéggömbön
0/i"\

4^ = Z -t Li)W - 2 ил
1лЛ T V3

Mivel minden folytonos függvény tetszőleges pontos
sággal közelíthető polinomokkal, továbbá a folytonos függ
vények is sürü halmazt képeznek az / *С$7) ~ on ezért a 

homogén harmonikus polinomok teljes rendszert alkotnak az 

/2CS*) Hilbert téren. Mint látni fogjuk különböző (c -kra 

а Тцк előállítások inekvivalensek, továbbá irreducibilisek 

s ezért a megfelelő -Нц*-к ortogonálisak, így

/ гс^) = Z
k = o

ТГ-,) = zvej)illetve

Az 1, és 3. állítás bizonyításához ^ egy másik 

egyértelmű felbontását adjuk meg. Kimutatjuk, hogy

+ Z
alakú függvények tere 

4^0?'^íáromváltozós £ -edfoku homogén

L- 2.

Z- оk-e
az ХцItt Ли 

X — С ^ I ; ^ \ ^ ^5)

harmonikus polinom. Először a
к

V у* oUvm
ic-l

c&ia'PJ4 = du™%

egyenlőséget látjuk be. Ehhez az előző felbontás alapján 

elegendő a Mwk «■ ^ dUi/n И3
bizonyítása. Viszont

egyenlőség
г«о

cfcro лчк = dUm'Pf - к - г
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a lehetséges független négy változós homogén 

polinomok száma, azaz a különböző х*х * xa* szorzatok
száma, ahol a kitevők egészek és az é г к feltétel
teljesül. Egyszerűen látható, hogy ez a szám .
Ebből következik, hogy <=W>Tt,

ckw+c -(k^’) =-0'+i)'L
«(**)-(£) - 2tvi 

к
Tif'CM'

w -г * Ci’) • így

, a dimenziókra vonatkozóMivel
egyenlőséget beláttuk.

Most megmutatjuk, hogy az -*г'РиК г 

terek az egész -t kiadják. Legyen . Ekkor
irható, hogy

>((*) + *í 4>z 1л) = *{>,№>-*«

ahol és
nyabb fokon tartalmazza mint >££>?) . Хц -ben
nullad- és elsőfokú tagjait 4», -hez illetve -köz
adjuk, a másod és magasabbrendü tagokból ismét kiemelünk 

X,v -et és tovább folytatjuk ezt az eljárást. így -et
a következő alakra hozzuk*

;((*) = 4 + <r' TCx)

Ц,(Г) et

«ев

XÍ *4 H*és az

X», -et kettővel alacso-

К-г.w-t TC*) €^u
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A korábban látott felbontás alapján
tv*l ОгП

e 21 2 xu *1 ^л
helyett ^v~x4 -et Írunk, a hatványozást végrehajt

juk és az Hv -et tartalmazó tagokat az utolsó taghoz 

adjuk s Így s^C<) az

Ir-O

alakba Írható, ami éppen a kívánt felbontás.
tér két felbontását

és 9U‘ »л^-1 +2 *.k-e-h,-t

ur) - 1 "TCÍ >\í- гг -*
t« a

Hasonlítsuk össze a 

4- HUU

A két felbontás egyértelműsége miatt a

» Z4k‘*«*
C<=©

izomorfia áll fenn. А ТГ^) operátorokra nézve ez operá- 

torizomorfla is, mert az *7 V J

szemben, s ez azt jelenti, hogy а Иц" téren értelmezett 

Tu^ előállítás ekvivalens a 

mezett előállítással.
Szűkítsük most az C)u -et O^-ra a következőképpen: 

Sekintsük azokat a csoportélemeket melyek pl. -et
változatlanul hagyják, ekkor •
invariánsak az 0^ beli forgatásokra nézve tehát:

Ък * И« A
Z -o

к-г invariáns a \£<h) -kkel

«г» t»-< uAZ*k H3 téren értel-
< »O

tJeИ* terekAz egyes

- ZVcm lk<LOz
(s О
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А Т^(Ц) előállitások viszont Ö-^ I dimenziós irre- 

dueibilis előállítási, hiszen az 4? -edfoku homogén har
monikus polinomok terében vannak értelmezve, melyeket az 

egységgömbön gömbfiiggvényeknek nevezünk és amelyekről jól 

ismert /10/, hogy irreducibilis előállításainak bá
zisát adják.
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Ai-tí'*^ - (л-'К‘
Segédtételt

K^íCÍ')k.f<

W*'> e И,**' .
alakba Írható; .ahol

О( -j vx - ■» )

Bizonyítás:

=■ X-j A* C* ) 4- 2

*,K‘ + Ь
4 -edfoku homogén harmonikus függvény, 

A3 -al a háromdimenziós Laplace operátort jelöltük. A 

két egyenlőségből

*xi
Эх;<

Qtvcmivel 'Эх j

4 Ih) -с о s -э*; / w2e+l
azaz a mögött álló kifejezés homogén harmonikus 

-{•И -ed fokú polinom, jelöljük А;+/ (<*) -vei, s a
segédtételt igazoltuk.

Irjukk segédtételünkben helyett V-X^ -et és
helyettesítsük Xj -t az А|ч L*í '*&e С**)"]

zésbe. Kapjuk, hogy

Aj4 OÍ***.(»] - х.ц"‘+1 £k - Qk-í)X.'
J 2 01 Qxj

 k-«

kifej

9&e

&t+i £ ®s

Д«.(.<’)J-t felirtuk Кц

л'хч
1 LH 

■5U« f и,
W - *

-tl Tj*' 2

x u-e-'^t
ЛЧ -sr

t-l W - t€"P3

-be tartozó függvények lineáris kombináci-

Llivel
^*1 e* \W-í +i (-1Aj4 C ^44 k3az

és

ójaként.

Ha Zv(i')40 , akkor (фО (фк. ssetén az első két
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0 •=• Оtag О -tői, különböző,

esetén pedig csak a második tag О . Ebből látható, 

Ajn infinitezimális operátor kivezet *,4w"e 

De az is látszik, hogy ha ezeknek a tereknek valamilyen

esetén pedig csak az első,

—bői.hogy az

direkt összegét veszem, ahol az összegzés nem minden £ -re 

terjed ki, az infinitezimális operátor abból is kivezet, 

így legalább az összes £ -re vonatkozó direkt összeget
kell venni, hogy az igy kapott tér invariáns legyen, vagyis 

legfeljebb a 2L lehet invariáns, de erről
korábbról tudjuk, hogy valóban az, igy a Tu előállí
tások irreducibilitását bebizonyítottuk.

Az Ow csoportnak az £’?(TS's) -on értelmezett 

kvázireguláris előállítását tehát felbontottuk a T,** 

irreducibilis előállítások direkt összegére. A Т,к előállí
tások (u*r\)dimenziósak. Ez azt jelenti, hogy a hidrogén-

atom energiaszintjeit egy к И «* kvantumszámmal, a főkvan
tumszámmal lehet jellemezni, az VI -edik szint v>1 szeresen 

elfajult. Azt is láttuk, hogy ha ö4 -et C^,-ra szűkítjük 

akkor a Tuk reprezentáció felbomlik az О, Т,Л 22+4 

dimenziós előállításaira £ adja a mellék-
kvantumszámot, ennek a továbbiakban lesz jelentősége. A
T ^»ч -hoz tartozó energiaértékeket is megkaphatjuk ha a

чкеС'Ти tx4*0-,
Schrödinger egyenletben SjJCjf) helyére а T*'* előállítás

— ЫН.

terébe tartozó к -adfoku négyváltozós homogén harmonikus
polinomot Írunk. A számítást elvégezve /1/
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<*' -1*
\ - с»Л -Jg-Ultf.5alt.tf)

Ezt figyelembe véve az energiákra az

- ** 1_e* -
ismert összefüggés adódik.
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előállítások speciális tulajdonságai1. A

TuT^) előállításai, noha végtelenAz öv, csoport 

sokan vannak, nem merítik ki 0Ц összes irreducibilis
előállításait. Csak megemlítjük, hogy Ob összes irredu- 

cibilisei két indexszel jellemezhetők, mig a Tu'eCg') 

előállításokat egyetlen index ^ segítségével adtuk meg /9/.
Az Оц csoport Tu^Hrreducibiliseinek megvan az 

a tulajdonságuk, hogy előállítási terükben létezik olyan
TWV&) operátor invariánsán

Х-Ч ° . Most kimutat juk, hogy
Оц -nek csak a Тц^^) előállításai bimak ezzel a tulaj

donsággal, azaz nincs más olyan irreducibilis előállí
tása -nek, melynek előállítási terében van olyan vek
tor, melyet minden alakú tehát 0^ -ra
szűkített előállítás invariánsán hagy.

vektor amelyet az összes 

hagy, ilyen vektor az

Legyen egy irreducibilis előállítása Оц -nek
mely valamilyen Я térben hat, és legyen cT olyan vektor, 

hogy HXOcx=/c> minden k* 0^ kimutatjuk, hogy ~DCcj )

-vei. Vezessünk be az tt.valamelJJtk "T)ekvivalens
téren olyan belső szorzatot melyre nézve "DÓ^j) uniter és
értelmezzük Ov, -en a következő függvényt

{ф-СтхоТйО ?,*e*?
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így minden -hez hozzárendeltünk egy skalárfügg-
vényt. Ekkor а Pk) ^ -hez tartozó függvény C.k€Ow)

7iS) sr ^cw:^)

Legyen к ФСк) 

egy előállítása az ^C<^) függvények terében. így ha ^ -* $C%) 

akkor
Megmutatjuk, hogy a leképezés nemcsak komomorfizmus, 

hanem izomorfizmus is, amiből következik, hogy PCk) 

ekvivalens ^C^-val. Az izomorfiához elég megmutatni,
^ *^^f) leképezés magja, vagyis azok az df -ek

^0040^ 4 cw’cj) a csoport

hogy az
melyeknek képe a nulla függvény, maga is a nullvektor.

. 0 Legyen tehát ^ Í^VO
— ФО) »O * így ha £ az <£ —* ^(o^leképezés

magjához tartozik akkor DCk) 4 is minden к -ra, tehát a
mag invariáns а Р(Л) -val szemben. A mag nem lehet az
egész tér, mivel ö(t) C 3 (ol) > o. Dfcj)irredueibilitá-
sából következik, hogy a mag a nullvektor, ezért ^ *—* ^(<3)

izomofrizmus, tehát a két előállítás ekvivalens.
-f>

. Az vektorok tere helyett tehát vizsgálhatjuk az
függvények terét is. Megmutatjuk, hogy konstans

az Oj szerinti baloldali mellékosztályokon. Legyen ^^0^

. Ekkor minden к -ra

rfCojM = (T>tU'Y')?,a) =Ct>CV')?,tCM3)4>C^')r,S) = <ft'i|')
<4Cc^') -t tehát úgy is tekinthetjük, mint az egyes baloldali 

mellékosztályokon értelmezett függvényt, vagyis mint az 

04/О3 homogén téren, azaz a négydimenziós egységgömbön
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értelmezett függvényt /2. pont/.
Ha £„ '(0,0,0,-1) feS,3

4tS) - ^
'PCk)^Cf)-cPCIc)^=ífCClo)) ^5S

és

legyen

Ekkor

előállítás avagyis ЖЛ) és a vele ekvivalens
TC*i) előállítás irreducibilis része, vagyis ekvivalens 

valamelyik 0\) -vei.
71%) előállí

tások azok melyeket 03 -ra sziikitve, van olyan függvény 

az előállítási terükben, melyet minden £лС^-га invariánsán

Ezzel bebizonyítottuk, hogy csak a

hagynak. Fizikailag ez azt jelenti, hogy csak ezeknek az 

előállításoknak a terében vannak a háromdimenziós értelemben 

gömbszimmetrikus állapotok, azaz a spektroszkópia nyelvén 

S állapotok.

/
)
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8. A VI<L atom vizsgálata

A hidrogénatom 0Ц szimmetriájának alapján a Uí- atom 

energiaszintjei is megkaphatok. A következőkben ezzel fog
lalkozunk. A Mt atom Schrödinger egyenlete koordináta- 

reprezentációban:

*v • 1
Vizsgáljuk meg a Hamilton operátor szimmetriáit. Az egyrészt 

invariáns az csoporttal szemben, mivel a Laplace ope- 

^ is invariáns, másrészt, nem változik a 

Hamilton operátor alakja akkor sem, ha a két elektront 

felcseréljük, vagyis helyébe
-t Írunk is viszont.

A két elektron felcserélését illetve nem felcserélé

se'*í-Aí (ü,+Av)- 
V Ivm

rátör és

-t, *\ helyébe

a ét két transzformációnak tekintjük, ezek a transzformációk 

csoportot alkotnak, két elem permutációinak csoportját.
Ennek a csoportnak ajele . A csoportnak két eleme
van, jelöljük ezeket Z. -vei és a -val. e. változatlanul 
hagyja a két elektront, ez az egységelem, a felcseréli 
őket. Nyilván o,x

Ennek a csoportnak két irreducibilis előállítása van, 
mindkettő egydimenziós, az egyiket T* -al, a másikat 1 -al 
jelöljük:

“Г :

г
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*+^,*0V-.

Ennek megfelelően minden * *0 függvényt felírhatunk

it4t?n»0* +(*>,*,)> 1(4(.Г.Л)- 'К*.,*.'»
alakban ahol az első tag a 7^ -hoz a második T ~ -hoz 

tartozó invariáns irre ducibilis altere a ^ C5?. i *0 

és а \*i) függvényekből álló kétdimenziós térnek.
Ha a hélium Schrödinger egyenletéből elhagyjuk az 

tagot, akkor a Hamilton operátor két függetlene2*

hidrogénszerű Hamilton operátor összege. Ha csak ezt az
egyenletet tekintjük, akkor a függetlenség miatt az egyen-

4,(A)
feltevéssel két egyenletre bontható*
let szeparálható,

- J£) *,(?v) =
(-&

V 2'*'
А,-

í ^V -2VA-

Ekkor a két egyenleten külön-külön végrehajtva a Fock féle 

transzformációt, azóta egyenként szimmetriát mutatnak.

^\Cb) ^ U<r) függvények a 

zattór elemei, a perturbálatlan probléma sajátfüggvényei 
0ц © 0ц egyes irreducibilis előállitásailioz tartoznak. Mint 

az 1. pontban láttuk, ezeket a T^O&TiSsj) alakba Írhatjuk, 

ahol . a továbbiakban Q, g> 0V -nek csak azokat az
irreducibiliseit vesszük figyelembe, melynek terei a 

alterei, azaz aT^1 előállításokat.

Mivel a direktszor-
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Az <2, szimmetria természetesen a perturbálatlan 

problémánál is megmarad igy a teljes szimmetria ebben az 

esetben 04®0U , tehát az egyes energiaértékek a
Tu '®TMUvelőállításokhoz tartoznak 0, < •
A továbbiakban ezeket az előállításokat T 

jelöljük.
-saal

Felhívjuk a figyelmet arra, hogy a T00“ előállítás
hoz tartozó függvény а О függvény, mivel Wv*-Wv~0 esetén 

a T*©T° tere egydimenziós, ebben az esetben a 

s igy Á- - ű . Általában a
-hez tartozó energia a TwK| -hez tartozó f, 

t», összege. A korábbiak alapjánа Тц*' -hoz tartozó
, és

4 -h—Л*-2а±ки A1) ' -t,* W Híjc_ 2 wvi es
4Л

Vizsgáljuk meg két speciális esetet:
- 2.**^ '

 2*vi £ ^

€*г -IAv;i Ht= 21.

2. Coo) ÄC>“ W 4 = 4
4,'

Az £o.v -nél nagyobb energiák az első elektron szempont
jából a folytonos spektrumba esnek. Látjuk, viszont, hogy

Егх > 8"о. I
már a folytonos spektrumba esik, igy a hagyományos spektrosz-

azaz az </),■= 2,ир 2 -nek megfelelő energianivó

kópiái módszerekkel nem figyelhető meg. Ezért a továbbiakban

hí,.* \

és 7* egydimenziós előállítás,
csak arra az esetre szorítkozunk, mikor 

esetén Wv :0
wI — ■ • • I

и 1 = 1
azaz az egységoperátor konstansszorosa.
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Vegyük most figyelembe a Hamilton operátorban az
perturbáló tagot is. Ennek a tagnak a felléptec*

[ т “ ■O
elrontja az 0U ® öv, szimmetriát hiszen ha a perturbáló
tagot is figyelembe vesszük egyenletünk nem szeparálható. 

Megmarad viszont az 04&£г szimmetria, azaz a háromdimen
ziós forgatásokkal és a két elektron felcserélésével kap
csolatos szimmetria.

Tekintsük tehát az tagot perturbációnak,
ekkor az eredeti energiaszintek felhasadását a 3. pont 
szerint úgy kaphatjuk, hogy Ои©0ц®£г. T 

tásait előállításainak tekintjük és megvizsgáljuk,
hogy Oj Ф S* mely irreducibilis előállításaira bomlanak fel. 

Ez utóbbiak T^©Tl alakúak, Tj* Q2 2С-И dimenziós

irreducibilis előállítása, ”P pedig ( C -) S*. irredu
cibilis előállítása.

k,0 C előálli-

j к 
1 uA redukálást úgy hajtjuk végre, hogy

-ekre majd alkalmazzuk a direkt
t fel

bontjuk a megfelelő 

szorzatra vonatkozó összefüggéseket.

Tu'!'0 C = Tu" Ä Tu° ®Т; = Tuk< c£>T; ij
"t-o

te

Az egyes szintek felbomlásait részletesen is kiírjuk 

le I + *

=: Tj'- ^ + Tj‘

T x ° 4 t®+ T 'v T *+■- h f Ti t Ц

V* = t
T10' - Vt-T •* 

T“’ « T?* +T54^T),-
v\ - 2.

r\ *• ^
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9. A spin figyelembevétele

A tapasztalattal való fenti ellentmondás és más 

hasonló ellentmondások vezettek a kvantummechanikában arra 

a felismerésre, hogy egy állapot leírásához elektron esetén 

nem elég egy alaptéren értelmezett négyzetesen integrál
ható függvények tere, hanem ennek a térnek és egy 12 ^ két
dimenziós euklideszi térnek a direkt szorzata alkalmas csak 

az állapot teljes leírására. Ennek a kétdimenziós térnek az 

egységre normált vektorait nevezzük spinállapotoknak. E 

kétdimenziós tér báziselemeinek szokásos jelölése У és ^ , 
minden elem a

Forgassuk el azt a rendszert, melyben a spinállapotot 

vizsgáljuk egy ^40-^ transzformációval. Az uj rendszerben 

a spinfüggvény komponensei a következő alakúak

Л Xi/Ъ alakba Írható, ahol X- 1

= Г U<j Cap* '
•L N 1 ~

Mivel szintén fennáll, éhből következik, hogy
—<

-k egy 2x2-es unitér mátrixot alkotnak. A X 

és cX állapot között, ahol c egy egységnyi abszolút ér
tékű komplex szám, nem teszünk különbséget, igy és

С lényegében ugyanaz a transzformáció. Emiatt c vá
lasz táato úgy, hogy cU^U = [ fennálljon.
A Ari

( S'

Uvj<opaz

determinánsu 2x2-es unitér mátrixok csoportot 

alkotnak, az SULj, csoportot.
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A fentiek szerint tehát a ^ elforgatáskor a spin
függvények szerint transzformálódnak. így minden

<^€.03 -hoz hozzárendeltünk egy uC<j) mátrixot.
Ez a hozzárendelés azonban, mint kimutatható nem rendel
kezik az előállításra jellemző 

tulajdonsággal, hanem csak az
összefüggés fennállását lehet biztosítani. Ha a aj 
hozzárendelés

előállításnak szokás nevezni. Az is belátható, hogy ez az

u^Ou(v)
uc-^)

ilyen tulajdonsága akkor azt kétértékű

előállítás 07 -nak irreducibilis előállítása. A további- 

előállitást T^ty-vel jelöljük, 

ziószám itt is 2* V 4 ~ 2
akban ezt az a dimen-

A függvénytér tehát, amelynek az állapotfüggvény
egy részecske esetén eleme, az 

esetén 4 <S> ^ ® ^ ®

A továbbiakban szükség lesz C\ irreducibilis elő
állításainak direkt szorzataira. Két irreducibilis előál
lítás direkt szorzata általábm nem irreducibilis előállí
tása a csoportnak, s meg lehet határozni a direkt szorzat

két részecskeV f

✓ *

irreducibilis összetevőit. Qj esetében bizonyítás nélkül 
közöljük ezt a felbontást

Tjl< ®Tae>- = 2 T*vv
Itt 0, és ti egész vagy feles számok. A fenti állítások

ИЛ *

igazolása megtalálható Wigner könyvében /10/.
4Л.'
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Két elektron esetében a különböző spinállapétokat 

úgy kaphatjuk meg, hogy T^/l ®> -et felbontjuk 

cibilis komponensekre, az ezeknek megfelelő alterek 

1^-» (£> fct-ben adják a lehetséges apinállapotokát. Az 

előbbi redukálás! szabály szerint 4-TJ

Tehát egy egydimenziós és egy háromdimenziós
irrediicibilia alt érre esik azét.

Most megmutatjuk, hogy az egy dimenziós teret a két 

elektron felcserélésére nézve antiszimmetrikus, a három- 

dimenziós teret a szimmetrikus függvények feszitik ki.
begyen -ben o>(0 j^O) ortonoxmált bázis, hason

lóan 'í^’-ben ),r/!0) . Az első elektron spinfüggvénye 

legyen 0CÍ%M V » a másodiké otfl)
Alkossuk meg -ben a következő ortonormált bázist*

_ С ЧС0/4СО -/*C0*U)
VÍV

J- 4- fiUWLr)') рЦ)/Ь1г)

Сл,4 »I, г)

irredu-

\

«4^*0)

Ebben a bázisban а Xv° X^1 alakú szor
zatok illetve ezek lineáris kombinációi adják az egyes
komponenseket. Ezek transzformációs törvényes

s/СП V" , -YÍOVU)

HÍ51
Látható, hogy ha egy kombináció C és J felcserélésére 

nézve szimmetrikus vagy antiszimmetrikus, akkor transzfor
máit ja is szimmetrikus illetve antiszimmetrikus. Mivel az 

első bázisvektorhoz tartozó komponens antiszimmetiikus, a
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másik háromhoz tartósé szimmetrikus, eaért ebben a bázis
ban az ^ i© Q x felbomlik egy egydimenziós antissiramétri-
kua és egy háromdimenziós szimmetrikus altér direkt össze
gére, melyek T$'ív © Т~з^г

T,1'' ©T4Vl
-el szemben külön-külön invariánsok, 

éppen egy egydimenziós és egy háromdi
menziós irreducibilis előállításra bomlik, s ez a felbontás 

egyértelmű. így, éppen az antiszimmetrikus TS1
a szimmetrikus spinfüggvények terében van értelmezve.

Azonban

pedig
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Iq . A Htatom energiaszintjei

Felmerül a kérdés, miért szükséges a tér felbontása 

szimmetrikus és antiszimmetrikus részre. A feleletet a 

Pauli elv adja. A Pauli elv szerint a teljes függvénytérnek,
£<£> R* © R^-nek csak az antiszim- 

netrikus alterébe tartozó függvények reprezentálhatnak 

fizikai állapotot. Persze ez a feltételezés csak elektronok
ra és más feles spinű részecskékre áll fenn, azokra melyek
nél az dLv -t kiegészítő tér 0*j valamilyen kétértékű 

előállításának irreduoibilis tere.
A teljes direkt szorzatnak tehát az antiszimmetrikus 

részét kell venni. Ezt úgy kaphatjuk meg, hogy d * 

szimmetrikus alterét szorozzuk ^x antiszimmetrikus
Wv О 4-

előállításokat T**

kell szorozni, s az igy kapott előállításokhoz tartoznak a 

tényleges energiaszintek. Most ismét felhasználjuk a

т/®т*5 - 2? V
felbontási szabályt, és az alábbiakban részletesen kiírjuk 

az eredményt.
A T*° ® T

állapot egyszeresen elfajult ezért ezeket az állapotokat 

szingulett állapotoknak nevezik, és az ilyen állapotban

azaz esetünkben az

alterével és fordítva. Ez azt jelenti, hogy a Tw 

előállításokat "Ц°
\c,Ü

-val a T -el

alakú előállításokhoz tartozó spin-
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található héliumot par ahlliumnak. A psrahélium szintjei:

'l'S.
2'S„ 2'P,

•5 тга+ <2>T,° - rs« V?K Vb,

*Т,«гТГвТ,в VQO»v\*' T
й - 2 T«-4V -fr,** * Tg)er» , r 4T+
4 -

A jobboldalra a megfelelő szintek spektroszkópiai jeleit 

irtuk, melyeket lejebb meg is magyarázunk. A + jel az 

eredményül kapott előállításoknál azt jelenti, hogy a 

hozzátartozó pályafüggvény szimmetrikus, s azért irtuk 

alsó indexként, hogy jelezzük azt, hogy ennek ellenére a 

kapott előállítások tere antiszimmetrikus a spinfüggvény 

miatt.
Most a ' ® T,* alakú előállításokhoz tartozó

szinteket adjuk meg, ezek az ortohélium szintjei. A há
romszorosan elfajult spinállapot miatt ezeket isrlplett- 

állapotoknak nevezik. Mint már korábban említettük 

megfelelő szint itt nem létezik.

T ’ ® Tj * tv +
= tTs°'®-r,') 4tV®Ts').
* Т-л v

+ T.° 4 Т» + ’T-V

j -nekи -

h-2

2* S,
2’R, i’l? 231\
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f

T 16- ®>t3' = a1V ”

t31)+CV'«>tí)<V'®V).■

- T." +

+ Tf + T.

+ T.< t T_l

3 3S
+ T,T\ 32Po 33P( З3?г 

33Т>, z*Vt 1?ID34- TJ

- ti

Hasonlóan az előző esethez, I&t az alulra irt - index
a pályaiüggvény antiszimmetrikus voltára utal.

h 2st' Ъ*A szintek jelölése*
Itt 0-S.\! a spinfüggvények terének dimenziója, а

esetén *P , t ~ Zbetű pedig t О esetén $ t £* I 
esetén U stb. ? azi,®/v-beli O, elóállitáe indexe,

^ a pálya (£> spin függvénytérben értelmezett előállí
tás indexe, az elfajulás mértéke 2j4~i amiről az Cj 
szimmetria elrontásával lehet meggyőződni kísérletileg.
A kísérleti tapasztalat valóban egyezik a fenti eredmé
nyekkel.
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ÖSSZEP0GLALÁ3

Dolgozatunkban egyrészt a hidrogénatom problémájával 
foglalkoztunk csoportelméleti alapon. Ismételten megálla
pítottuk, hogy 0S -nek mely irreducibilis reprezentációihoz 

tartoznak energiaazintek, ezenkívül azonban meg is síeltük 

annak okát, hogy miért éppen ezek a reprezentációk szere
pelnek. Rámutattunk arra, hogy Оц-пек azok és csak azok 

az előállításai lépnek fel, melyek részreprezentációi az 

ií’CS1) beli kvázireguláris előállításának.

A továbbiakban annak alapján, hogy a héliumatom
ОчО>Оц(£> Sv

csoporttal szemben invariáns, illetve a perturbáció ezt 

a szimmetriát az -re csökkenti kvalitative meg
adtuk a héliumatom spektrumát is.

perturbálatlan Hamilton operátora az

Véleményünk szerint a hidrogénatom vizsgálatának 

általunk alkalmazott megközelítése, az a módszer, hogy egy 

végtelen dimenziós előállítás redukálásával jutottunk el 
az energiaspektrumhoz az elemi részek vizsgálatánál eset
leg uj eredményeket is szolgáltathat majd.

Végezetül szeretnék köszönetét mondani dr. Gilde 

Ferenc tanszékvezető docensnek, aki számomra a 

probléma tanulmányozását javasolta és akivel munkám során 

értékes konzultációkat folytathattam.



-44-

IRODALOM

/1/ V.A. Fock, Zeitschrift für Physik^, 145, 1935.
Magyar Fizikai Folyóirat Ip, 505, 1967. 
Magyar Fizikai Folyóirat 20, 163, 1972, 

/4/ M. Bander - С. Itzykson, Rev.Mod.Phys. 38. 330, 1966. 
/5/ G.W. Mackey, The Mathematical Foundations of 

Quantum Mechanics, Lecture Notes,I960.
G.W. Mackey, Induced Representations of Groups 

and Quantum Mechanics, Benjamin,1968.
/7/ It Ja Vilenkin, Szpeeialnije funkcii i tyeoria 

predsztavlenyij grupp. Шайка, Moszkva,1965.
/8/ A.H. Zemanian, Distribution Theory and Transform 

Analysis McGraw Hill,1965.
/9/ H. Weyl, The Classical Groups, Princeton, 1946.
/10/ E.P. Wigner, Group Theory, Academic Press, 1959.

/2/ Györgyi G 

Györgyi G
«*

/3/ * 9

/6/



TARTALOM

Bevezetés........................................ ... ....................
1. A csoportreprezentáció fogalma és főbb

tulajdonságai . . . . ................... ...
2. Transzformáció csoportok .............................  <
3. A csoportelőállitások és a kvantummechanika

kapcsolata ••••.•••• ............... . . . .
4. A hidrogénatom 0^ szimmetriája ......
5. A kvázireguláris előállitás felbontása . . ,
6. A Twfc(^) előállítások irreducibilitása .... 24
7. А ТцЧ^*) előállítások speciális tulajdonságai . 28
8. A He. atom vizsgálata .....
9. A spin figyelembevétele . .
10. A He. atom energiaszintjei 
Összefoglalás ....••••
Irodalom

1

3
8

11
14
17

31
36
40
43
44




