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BEVEZETES

A csoportelméleti médszerek alkalmazdsa a fizikdban
kiillontsen az elemi részek vizsgdlata sordn xeriilt ismét
elétérbe. Ez a nézfpont azonban majdnem egyiddés a kvantum-
mechanikdval és8 az atomok, illetve molekuldk szerkezetének
vizsgdlatdndl is gyiimolestzden alkalmazhaté. Dolgozatunkban
mi is egy ilyen alkalmazdsi médszert tdrgyalunk.

1935-ben ismerte fel Fock /1/, hogy a hidrogénatom
Hamilton operdtora a hdromdimenzids gtmbszimmetridndl ma=
gasabb szimmetridval rendelkezik, a Schridinger egyenle-
ten végrehajtott transzformdecid segitségével ezt a szimmet-
ridt nyilvdnvaldévd lehet tenni. A Hamilton operdtor kotott
dllapotok esetén a négydimenzidés forgatdsokkal szemben in-
varidns. Ezek a forgatdsok esoportot alkotnak, az CS0pOor=
tot. Azdéta sokan foglalkoztak ezzel a kérdéssel, tovédbb is
fejlesztették Fock gondolatait, lMagyarorszdigon Gybrgyi Géza
/2,3/ 8 & kiilf6ldi irodalombél is megemlithetjilk Bander és
Itzykson bsszefoglaldjat /4/.

Mi mindenekelétt az csoport elddllitédsdinak és a
hidrogén energiaszintjeinek kapesolatdt vizsgdljuk. A
csoportelméleti és kvantummechanikai alapokat ismerinek
tételezzﬁk fel, s igy tdrgyaldsunkat az elfdllitds fogal=-
méval kezdjik. Ezutdn Mackey /5,6/ és Vilenkin /7/ nyomén
foglalkozunk a transzformdcidcsoportok tulajdonsdgaival és
elédllitdsaival. A hidrogénatom és az O, csoport kapesola-
ténak tdrgyaldsakor mi elsSsorban azt emeljilk ki, hogy az
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O, esoportnak nem minden irreducibilis elédllitdsdhoz tar-
tozik energiaszint, hanem csak azokhoz, melyek részelldlli-
tdsai az dllapotfiiggvények terében elért bizonyos elfdlliw
tésmak. Az /1,2,4/ mmnkdk lényegében mind rdmutattak erra,
nogy O, irreducibilis elddllitdsainak bdzisdt az dllaphtérben
a négyvdltozds homogén harmonikus polinomok alkotjdk. Ezt
az ismert tényt mi a Vilenkin kinyvében /7/ taldlhatd dlta-
lédnosabb bilzonyitds egyszeriisitésével mutatjuk meg., Ezutdn
a kordbbi eredmények felhaszndldsdval kimutatjuk, hogy a
héliumaton Hamilton operdtora kozelitSleg O, ® O, ® S,
szimmetridt mutat és ennek alapjdn kvalitative leszdrmaz-
tatjuk a héliumatom spektrumdt.



1, A csoportreprezentdcidé fogalma és £6bb tulaj-
donsdgai

A csoportelmélet fizikai alkalmazdsainak szempontjébél
alapveté fontossdgu a ceoport elddllitdsdnek fogalma, A G
csoport minden ¢ elenéhez rendeljilk hozzd a # Hilbert-tér
egy 1(q) linedris transzformdeidjdts q— T(%) . Ha tel-
Jesiilnek .

T(q\) T(gy) = T(3.92)

és
Te) = 1

egyenldségek, ahol € a csoport egységeleme, | a Hilbert-tér
egységoperdtora, ekkor a 9—» T(%) hozzdrendelést a csoport
elddllitdsdnak vagy reprezentdcidjdnak nevezziik, Att6l
fiiggben, hogy a‘!{ tér véges vagy végtelen dimenzids az
elfdllitdst is véges illetve végtelen dimenzids elddllitdsnak
nevezzilk.

AR tér égy ¥, alterét a [(q) elééllitdsra nézve
invariénsnak mondjuk, ha € % ~bél kivetkezik, hogy
T(g)¥ €, , minden 9¢G -re, Minden 1(q) el64llitdsnak
van két trividlis invaridns altere: a teljes tér és a
nullvektor, Ha a | () elédllitdsnak csak trividlis invaridns
alterei vamnak, akkor az elfdllitds irreducibilis, ellenkezl
esetben reducibilis.

A TQ) reducibilis eldllitdst tekinthetjilk esupén
abban a ¥, altérben is amelyet invaridnsan hagy. Jelbljik

\
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a X, ven igy értelmezett elSdllitdst 1(3) -vel. Ha T(a)
H, -nek # -ra nézve ortogondlis komplementerére, ¥, -re
nézve is invaridns akkor 1(3) -t szétesének vagy teljesen
reducibilksnek nevezzikk, Ekkor ivhatjuk, hogy 1= [ ®T,
ahol 1, 4, =ben T»R,-ben hat. Amennyiben 1, vagy T, ismét
szétesd ez az eljdrds tovdbb folytathatd, és igy tetszdle~
ges szama elddllitds direkt Uesszegét értelmezhetjiik.
Pelmeriil az a kérdés, melyek azok a csoportok, ame-
lyek reducibilis elfdllitdsai szétesbk. Mi a kovetkezbkben
csak olyan csoportokkal foglalkozunk melyek vagy végesek,
vagy végtelen sok véges mdtrix alkotja a csoportot. Véges
csoport reducibilis eldédllitdsa szétesd is, a végtelen
mdtrixcsoportok kizill pedig az u.n. kompakt mdtrixesoportok
rendelkeznek ezzel a tulajdonsdggal. A kompaktsdg definici-
6jdhoz bevezetjilkk a midtrimsorozat konvergencidjdnak fogal-

mét. A Q“?.. 7. mdtrixok sorozata a ¢ mdtrixhoz tart,
ha minden [ =re d‘ -re Aim %‘{'f = 3;& « A mdtrixe
n— o0

csoportot kompakinak nevezzilk ha bdrmely %MGG sorozatbdl
kivdlaszthaté konvergens részsorozat. A kompaktwdg sziksé-
ges és elegendd feltétele, hogy

1. a 9 madtrixok elemel kbzbs korldt alatt maradjanak

2. a § mdtrixok a konvergencidra nézve zdrt halmazt

alkossanak,

Ervényes a kovetkez8 igen fontos tétel, a nevezetes
Peter-Weyl tétel /7/: Kompakt csoport birmely végtelen
dimenzids eldillitdsa szétesik végtelen sok véges dimenzids



irreducibilis elfdllitds direki Usszegére.

Wz a felbontds az ekvivalencia erejéis egyértelmil is.
A 4, téren értelmezett T(@ és a #,-n értelmezett O(9)
el64llitdsokat ekvivalensnek mondjuk, ha létezik a ¥, -nek
a f.-re egy invertdlhaté A leképezése és O ()= ATGEA™

4, és H ., természetesen egybe is eshet, A kivetkezSkben
nem tesziink kiiltnbséget az ekvivalens elddllitdsok kbzdtt.

Bizonyithaté az is, hogy kompakt csoport inekvivalens
irreducibilis el8édllitdsainak terei ortogondlisak /7/.

Nyilvdnvaldan fontos kérdés az, hogy egy elddllitds
irreducibilis-e, Ennek elddntéséhez hasznos az infinite-
zimdlie operdtor fogalma. Altaldban a csoport infinitezindlis
generdtordt szokds definidini, mi az glfdllitds infinite-
zimdlis operdtordnak hasonlé fogalmdt vezetjiik be.

Ha mindent valds szdmhoz hozzdrendelhetd a G esoport
egy ,%(*7 eleme és teljesil a 9 ) gt) = %U‘."‘*’z)
egyenlség skkor a q(t) elemek halmazdt az sszes t -re

& egy egyparaméteres alcsoportjdnak nevezzik, A fenti
egyenlbséghbl lthaté, hogy qO)=¢ és q(-t) = q'(1)

Ha a ((qW) operdtoraink unitérek akkor el8dllithaték
T(ﬂ(f)) = QA“ alakban, Az A operdtor a T('ﬁ) elfallitdsnak
aq &) egyparaméteres alesoporthoz tartozd infinitezimdlis
operdtora, Az exponencidlis operdtort a Z m sorral
értelmezzikk , 1(qQ)) ismeretében A -t megkaphatduk a kivet-
kez6 médon
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Ae Aim TQW) -T _ 9Tql)
i} dt l{:O

+— O %

Ha minden csoportelem eldédllithatd egyparaméieres alcso=-
portokba tartozé elemek szorzataként, akkor a 1(3) elddllitdst
egyértelmﬁen meghatdrozzdk az infinitezimdlis operdtorok.
Példdul forgdscsoport esetén az egyes koordindtasikokban
torténé forgatdsok alkothatjdk az egyparaméteres alcsopor=-
tokat.

Az infinitezimdlis operdtorok azért fontosak mivel
ha egy altér a ((3) elfdllitdssal szemben invaridns akkor
az A infinitezimdlis operdtorral szemben is az. Ezért a
Tq) el84llitds illetve a megfeleld tér irreducibilitdsdnak
kimitatdsdhoz elég bebizonyiteni, hogy nem létezik a kér-
déses térnek a 1( q) egyetlen A infinitezimélis operdtordval
szemben sem & trividlistdl killonbbzd invaridns altere,

A késébbiekben szikségiink lesz a csoportok illetve
az elbédllitdsok direkt szorzatdnak fogelmdra. Két esoport

€, és G, direkt szorzatdn a (g.,9.] pérok Usszességét

értjik | 3.66\ ) € G,. A csoporimiivelet definicidja

(ﬂ\uﬁt}{&uﬁ} = {3.‘3\\ )ﬁaa;} 5 9,4, €6, g, b, €G,
Legyen T\(9) a 6,5 Tu(9s) a G, esoport egy elddllitdsa a
4, illetve a #, térven, ekkor érielmezhetjik a G, ®C,
dirvekiszorzat esoport 11(9) ®T2(q.) el84111tdsdt a
direktszorzat térben a kivetkezd médons

(Titq) ®T,(30) (4 @9+) = T@) ¢, @ TaB)y,



ahol ¢ €R,,.e¥,. Egyszeriien léthaté,hogy T,(q) @ To(qu)
valdban rendelkezik az el8dllitds tulajdonsdgaival. Az is
bizonyithaté, hogy T,® i akkor és esak akkor irveducibilis
ha |, és |, irreducibilisek, tovdbbd, hogy ha G, és G,
koziil legaldbb az egylk kompakt akker G,® G, minden
irreducibilise egyértelmiilen 1,(3) ® T2(§:) alakba irhaté.
Az el8dllitédsok direkt szorzate, mint az a definiecidbdl
egyszerilen ktvetkezik, asszociativ és a direkt Usszegre
nézve disztributiv. Tehdt:

T(Q) ® T.(3) = Tlqv) ®T(q)

(Qg) @ R,(q) @ T(g.) = Q) ®T(R) Q.(3) ® T(5.,)
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2. Transzformécidé csoportok

Egy kvantummechanikai rendszer leirdsdhoz haszndlt
Hilbert-tér elemei tObbnyire valamilyen M alaphalmazon
értelmezett négyzetesen integrdlhaté filggvények. Ha az M
halmaz valamilyen transzformicidéja esetén a rendszer tulaj-
donségail vdltozatlanck meradnak akkor a rendszert a transz-
formdcidra nézve szimmetrikusnak nevezzilkk. Az Usszes ilyen
szimnetriatranszformdcidk csoportot alkoitnak. A kvantummecha=-
nikai rendszer vizsgdlatdt dltaldban egyszeriisiti a rendszer
szimmetridinak ismerete.

Vezessilk be tehdt az N halmazon a % transzformdcidk
egy G esoportjdt. Jelsljik Qx =-el M -nek azt az elemét
melyet a % transzformécid az X elemhez rendel;

Ekkor
exex (ci,c],)xc 9:(G. %)

Ha M tetszlleges X és { elemeihez létezik olyan %e G
hogy« qx =1 akkor G =t az M helmaz tranzitlv esoportjdnak
nevezzilk, M -et pedig ¢ -re nézve homogén térmek. PElddul,
ha M az euklideszi tér & pedig ennek forgdscsoporija, akkor
G nem tranzitiv, ha viszong M az euklideszi tér egysége-
gbmbje akikor G tranzitiv.

Legyen G tranzitiv és X. az M tér egy fix eleme.
Tekintsiik azokat a 4 elemeket G ~b8l melyek az x. pontot
Onmagdba viszik dt: Oxoexo, Ekkor £ Xo=Xods hiXe=Xo

fr.Xs =Xo «bél kivetkezik, hogy H.8,Xc = Xo Léthaté,



hogy = 4 elemek G egy H alesoportjdt alkotjdk, az x.
pont staciondrius alesoportjdt.

Ha QXe =x , akkor mindem tovdbbi Q, melyre qXxo=x
G = 3h alakba irhaté, shol he M. Tehdt az X. pontot az

X =be dtvivé transzformdcidk a 3&{ baloldall mellékosztdlyt
alkotjék. Mivel a G csoport tranzitiv, az M halmaz X pontjai
és a C cmoport H szerinti baloldali mel}ékosztdlyai kbzbtt
kolcsintisen egyértelnii megfeleltetdst dllapitottunk meg.
Ha X -nek a. %H baloldali mellékosztdly felel meg, akkor
q'x  -nek Q'GH.

2z M halmaz még nem hatérozza meg egyérielmiien a
staciondrius alcsoportot, az fligg az Xo pont vdlasztdsdtél
is. Legyen H az X, staciondrius alesoportja ée legyen qXeo=Yo
ekkor a QHq"' alaku transzformdcidk és csak ezek viszik
onmagdba Yo ~t. A 3\43" ugyancsak alesoportja G -nek,
ez az ‘Yo ~hoz tartozé staciondrius alcsoport, tehdt az M
homogén térmek G egyndshoz konjungdlt alcsoportjainak
osztdlya felel meg, Mivel G tranzitiv, az Usszes stacio-
ndarius alesoporitok egymds konjugdltjai.

Izy a (G tranzitiv esoport M homogén terének mege-
felel G konjugdlt alesoportjainak egy osztdlya.

A fenti meggondolds megfordithatés € minden H aleso-
portjdnak, pontosabban az egymdshoz konjugdlt H alesopor-
tok osztdlydnak megfelel valamilyen homogén tér. Vdlasszunk
ki az osztdlybbl egy H alcsoportot és jeldljik M -mel a
H szerinti baloldali mellékosztdlyok halmazdt, Uinden
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3'e G -nek megfeleltetink egy transzformdciét [ -ben,
amely e QH mellékosztdlyt a qqH -be viszi #t. Ekkor a &
csoport tranzitiv csoportja lesz M -nek M pedig sz ¢ H=H
mellckosztdly staciondrius alcspporija. Szokdsos a kivet-
kez8 jelolds: M = G/ H /nem faktoresopori!/

TekintsilX a kovetkezd példdt, mely igen fontos lessz
szdmunkra a kvvetkezdkben: az O, csoport, mely a négydimen-
zids tér ortogondlis transzformdcidinsk csoportja, a négy=-
 dimenzids egységgomb, S trenzitiv esoportja. Vdlasszuk ki
a gomb északi pélusdts: a (0,0,04) pontot. Emnek a pontgak
staciondrius alcsoporija az O . Ezért S°-= Q,/ s Vagyis a
négydimenzids egyidfggtmb azonesithatd O -nek Ox szerinti
baloldali mellékosztdlyal halmazdval,



3. A csoportelfdllitdsok és a kvantummechanika
kapesolata |

Legyen a fizikai rendszer dllapottere valamilyen M
alaphalmazon értelmezett négyzetesen integrdlhatd fiiggvé-
nyek tere. Jelbljilk ezeket \N(x) -el. Az M tér & transz-
formdeidesoportjdnak minden ¢ eleméhez rendeljilk hozzd
a Hilbert-tér ¢(x) elemeinek egy 1(q) transzformdeidjdt:

$0d — (g% =TI Lo

Ez a hozzdrendelés rendelkezik az eldédllitéds tulaj-
donsdgaivals

T(%\ TCe) \+Lx) = T(c.)uy(h"x) = k\r((;'q" x) = \P(Lg&)"x) - T(«at,) +a)

TCe) YOI = o

Ezt az elBdllitdst kvdzireguldris elfdllitdsnak szokds
nevezni., Ha az M tér maga a G csoport akkor ez dtmegy a
reguldris elfdllitdsba, Ha a G csoport elemei az x vek-
torok M terének térfogatelemének nagysdgdt invaridnsan
hagyjék, akkor a ((q) elfdllitds unitér a Hilbert-téren a
szokdsos médon integrdllal értelmezett belsd szorzatra
nézve. Ez a helyzet az euklideszi tér forgdscsoporitja ese-
tében. Ekkor 17¢g) =T7(q)=T(3™)

Legyen a fizikai rendszer Hamilton operdtora a J0x)
fiiggvényeken értelmezett H(X) operdtor, a G csoportot
pedig védlasszuk meg ugy, hogy HCcax) = H(X) fenn&lljon
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ninden %GG -re. Emt a csoportot a Hamilton operdtor
szimmetriacsoportjdnak nevezzilk., Természetesen més operd-
torok szimmetriacsoportjdt is be lehet vezetni, mivel
azonban egy rendszer vizsgdlatdndl dltaldban a lehetséges
energiaértékek jelentik a legfébb informdeidt, tobbnyire a
Hamilton operdtor szimmetridit szokds vizsgdlni.
A csoportelddllitdsok elmélete azdért igen jelentds

a kvantummechanikdban, mivel egy operdtor szimmetriacso-
portja rendelkezik azzal a tulajdonsdggal, hogy kvdziregu-
lédris elfdllitdsédnak minden eleme feleserélhetd az operd-
torr;.l.

TQIHGI YO = WG DG = HOIPT ) = HEx) TLg) $x)

Tehdt (g )H(¥)=HX)Tq)és emiatt a H operdtor spekiruma
és a 1(q) irreducibilis Usszetevéi kizitt szoros kapcsolat
41l fenn. Tegyilk fel a tovdbbiakban, hogy H -nak tiszta
pontspektruma van és a G csoport konmpaki. Bonitsuk fel a
Tq) elddl1litdst irreducibilis elSdllitdsok direkt Usszegére.
Legyenek €\,€, ... H sajdtértékei. Ha ¢ az & <hez tar-
tozé sajdifiiggvény, akkor HTQy=TQ HY =& TC%)‘.(
miatt Tlq\y is az €. ~hez tartozé sajdtfiiggvény. Jelsljilk
az €, -hez tartozé sajdtalteret #e, -vel, ldthaté, hogy
T(q) nem vezet ki He: -bSl. EbbSLl kovetkezik, hogy a #e,
bizonyos irreducibilis alterek direkt Usszgge. Ha e
csak egy irreduoi{bilis altérbél 411, askkor az ¥: sajdt-
érték annyiazorosﬁn elfajult, amennyi a kérdéses irredu-
cibilis el8411it4s dimenziéja, ebben az esetben beszéliink



természetes degenerdcidérdél. Eléfordulhat az is, hogy
t6bb killonbtz8 irreducibilis altér direkt Usszege. Ez a
véletlen degenerdcid. Az is eléfordulhat, hogy e olyan
alterekre bonthaté melyek ekvivalens irrveducibilisekhez
tartoznak, Ez dltaldban bonyolktja a problémdt, de ilyen
eset a tovdbbiaskban nem fog eléfordulni.

Léthaté tehdt a fentiek alapj dn, hogy ha a Hamilton
operdtor invaridns wmlamilyen csoporttal szemben, skkor ez
dltaldban degenerdlt sajdtéridkek fellépéséhez vezet.

Igen gyakran fordul elf az az eset, hogy a H operd-
tor H.+tH\ alakba irhaté, shol H, valamilyen gyenge
perturbdcié. Ekkor t6bbnyire az a helyzet, hogy a HotH,
operdtor alacsonyabb szimmetridju, mint a H. , azaz a H
operdtor G ssimmetriacsoportja csak egy részcsoportja lesz
a Ho G szimmetriacsoportjdnak: G C G,., Az energiaértékek
ekkor nyilvin G egyes irreducibilis elddllitdsaihoz tmre
toznak, 6. egy el8dllitdsa nyilvdn G -nek is elédllitdsa,
ha csak azokat a 1(q) operdtorokat tekintjilkk melyek G
elemeihez vannak hozzédrendelve, Ez az elfdllitds azonban
dltaldban nem irreducibilis, hanem felbonthaté & kiiltn~
b6z8 irreducibiliseinek direkt Ysszegére. Ennek megfelelden
a & egy adott irreducibilis el84llitdsdhoz tartozé ener-
glaérték a perturbdcié hatdsira felhasad /10/. |



4. A hidrogénatom O“ szimmetridja

4z Q, esoport azoknak a 3 linedris transzformdcidknak
a csoportja, melyek a négydimenzids valds euklideszi tér
vektorainak hosszdt vdltozatlanul hagyjdks:
Jeldljik a (8 transzformdcié mdtrixelemeit egy ortonormdlt
bézisban %y -vel, a transzpondlt médtrixot Ea' -vel, Mint
egyszerien lathaté a 3“c5=e azaz a

vsszefiiggés akkor fs csak akkor 411 fenn, ha %GO‘,. Igy

2‘3 g:j=1 miatt (Gl £

18t
Tovébbé ha J 900, é8 b V=g , skkor Lim 9°§%=q7=C
miatt €O, igy O, kompakt.

A kbvetkezlkben a hidrogénatom Hamilton operdtordt

olyan alskra hozzuk, melybdl kideriil, hogy az az O“ cso-
porttal szemben invaridns, s ez lényegében azt jelenti,
hogy & hidrogénatom energisszintjei O, bizonyos irreducibi-
lis elddllitdsainak felelnek meg.

A hidrogénatom fichrtdinger egyenlete a kivetkezd
alakus . " -
i b e ="Ee)

Térjink &t impulzusreprezentdcidra, azaz legyen

g\{,(")e’“‘ o*<

AP = nym



a hulldmfiiggvény., Ekkor a Sohr&idinger egyenlet

£ - - P 3
( E) \PLP) z‘\t ?‘ -‘,z{— p
alakba irhaté. Az -;< W *) Pourier transzformidtjit a kone

volucidtétel /8/ alapjdn szdmitottuk ki. Penndll ugyanis az
PP ¥ ) = )

vsszefiiggés, ahol F a Fourier transzformdcid F az
inverze X a konvolucid jele. lMivel

_\ 2“1t TG vy 2
( s Czﬂq% B B (‘MQ))' (=)

F( jﬁé)) - *}4.3

Szoritkozzunk a negativ energidkra E€<¥ &g veszessiik be
8z po={-2mE jeltlést, majd az impulzustér minden
pontjdhoz rendeljik hozzéd a négydimenzids tér egységgimb-

Jének egy pontjdt a kbvetkezd médons

£= —-F'-'-P——azmazam&cmuf g JE—-E—- o o
P° +P po *P
_&L A ) fm&«wn{ 4 o

§ PO*P Z g\‘ = 1

Sl o

P
Ez lényegében egy sztereografikus projekeid. A gimb pontjait
gimbi koordindtékkal is megadtuk: OgoeT, D€ J<T, 0cqyérn

A négydimenzids egységgbmb felilletelemes

dO = Antxan R ot dsoh(



CF\“ F); - L&‘-»Pi)’f;u +ps) (%‘)_‘ -é.; ) 2

Vezessilk be a ‘:P(i) = ',‘_T Poi‘ (P:‘*'P‘) “P(F) dllepotfiigg=-
vényt. Ekkor a Schr ddinger egyenlet
WY(E) =t g__%il AD(E)
21 tpo ) (&
alakba irhaté, azaz a Hamilton operdtor egy integrdloperd-
tor, mely a négydimenzids egységgbmbin, S® -on értelmezett
négyzetesen integrdlhaté figgvények terében Z (S?) -on ven
értelmezve, Léthaté, hogy sz operdtor O, -el szemben
invaridns,
frtelmeszikk O, -nek az £ ¥S*) -on a kvézireguléris
elbdllitdsdts T(c‘,)“l’c-ﬁ)= EE(‘Q"? ) A lehetdéges energiaszin-
teket megkapjuk, ha a [(q) elédllitdst felbontjuk irreduci-
bilis komponenseire.
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5. A kvédziveguldris elfdllitds felbontdsa

A kvéziveguldris T(9) el64113tds felbontdsdt fsy
végezzilk el, hogy megkeressilk azokat a5 altereket
£(3%) ~ban melyek (q)~ve nézve invaridnsak és nem ter-
talmaznak valddi altérként T(Q) «ve inveridns alteret. A
médszer hasonld lesz ashhoz shogyan O, irreducibiliseit
szokds megkeresni.
legyen 4(X) 4 véltozés homogén k -adfelu polinom
R (%)%, %,%.) « Az ilyen polinomok terét jelslje R.©
:f( ¥) értékét egyértelnilen meghatdrozza ez egységgbmbi:
felvett értdhs u.l. ha 5657 20<E)= (),
Ezért T =t ugy tekinthetjik, mint < (S?) alterét. Ez
az altér inveridns () -re nézve mivel homogén polinom
forgatdskor homogén polinomba megy dt. Ez az alitér azonban
nem irveducibilis, mert az 4(X)=A"fR)  alaku figevé-
nyek tere is invaridns, ~'<x? Gt L (R)ePE
Ezt & tevet - R —vel jedbljilk, nyllvén «*P.* c R*
Tekintsilk most azokat g flgegvényeket, melyekre
AR) ePE 8 D=0 , itt O & négydimenziés Laplace
operdior, Ezelnek a figgvényelknek a torét H.S —val jeltle
jik ez & 4 vdltosés K -ad folku homogén heymonikus poli-
nomok teve. iivel ha O f(X)-0O aikor A J(g”X)=0
q€0y -re, ezért H., is invaridns altere 1(q9) -nek.
Jeltljik a H.' -ra szilkitett 1(3)elé&llitdst T, (])=vel.




Kimutatjuk, hogy
1. a 1,°QQ) elddilitdsok irveducibiliseks
2, az Gaszes K= 1, 2, 3 ... -al vett
direkt Usszege kiadja (@) =t
3. a T.'Q) elda11itdst az O, =ra szilkitve az a

kivetkezd médon bomlik fels
2

TEL) = 27 Tl Aeo,

[ X A

T.‘f () Oy -nsk a héromvdltozds A -edfoku homogén harmo-
nikus polinomck terében értelmezett ifvreducibilis elbdlli-
tdsa.

Elfszbyr a 2, dllitdst vizegdljuk meg, tehdt a teljes-
8éz kérdését. Ehhez elészir beldtjuk, hogy bérmely k —ad-
foku négyvdltozds homogén polinom felirhatd egy ugyanilyen
de harmonikus polinom és egy ~'1.(X) alaku polinom
Usazegeként azaz

R =Y + ATRE?

Elsbként megmtatjuk, hogy ‘\"uk és ‘Puk-a'k'd zbe
része O , azaz hogy A*P) " —nek egyetlen 4 eleme
sen harmonilus, Legyen %, =« 4. ahol {w nem oszthaté

< el é8 4. #0, .
A5 1) = 2u- 4, & uz:‘xe .'2;!;{ + a*0f,
Euler tétele miatt ‘

2‘_‘47;(: @L = (k"'l}:{,

aAx,



ey Al = Uk g, + A,

Hasonlden kaphaté, hogy
A(A™" 4 =2m (64 2k -2 )s™ T4, 4+ 47O,

ta O(A™4)=0 lenne akkor 4" " =el leoszthatuik és £
oszthaté lenne < -el, ami ellentmond a feltéielnek, tehdi
A(A™4.) =0 vagyis HSN SR -0
Emiatt otiw HE € QP - BB "/ otine sl

az 1lleté tér dimenziéjdt jelsljil/. Viszont OJ eR-
tehdt D [=0 legfeljebd ohivn P*™" darab feltételt
szab az 4 polinonm egyiitthatéira, igy

wm KBS > w"“?uk - ohm BN . Kapjuk. tehdt,
hogy

v Ht = b P = M P

azaz & P = H S+ avRk-2

411itdst bebizonyitotiuk.

Nyilvénvald, hogy ezt & felbontdst A" = -re is
lehet alkalmazni és 1zy tovébb, Végill o kivetkezd felbon-
tdat kapjul a3

Lua k=2m
’Pukt ZA‘ Hy [[:] "

meo A 5 egész része
Azaz minden homogén polinom el&all

_'Q_.
4R = ) A"l (X))  elskban

w =0

z‘knlm = H\‘-Z‘M



Specidlisan az egységgbmbin

i ()
/-{L(i\ o Z ’E\\--zm (§>

wWwmwe 9
Mivel minden folytonos fliggvény tetszlleges pontos=-

sdggal ktzelithetd polinomokkal, tovédbbd a folytonos fiigg=
vények is siivii halmazt képeznek az £ (3°) - on ezért a
homegén harmonikus polinomok teljes rendszert alkotnak az
£ (S¥) Hilvert téren. Mint 1&tni fogjuk killonbozé k -kra
a T.X elédllitdsok inekvivalensek, tovdbbd irrveducibilisek
8 ezért a megfeleld H: -k ortogondlisak., Igy
o oo
AR = goHuk illetve T(ﬁ ) = ZTJ‘G@)

leao

Az 1. és 3, dllitds bizonyitdsdhoz P egy mésik
egyértelnii felbontdsdt adjuk meg. Kimutatjuk, hogy

108
P = fw"'P._,""‘ ¥ Z x“"'e HQQ

e-:O
5 2 . ¥
Ittt )(: eH’g az )(...k e‘aa(x;) alaku filiggvények tere
X'=Cryy Xy, %) (}.ﬁ ¥ héromviltozds @ —edfoku homogén
harmonikus polinom, Elészér a

k
Bk = B D ctim HE

Leo
egyenléséget lédtjuk be. Ehhez az elézé felbontds alapjén
elegend8 a ol H: = Zoum H.SQ egyenléség
Lec

bizonyitdsa., Viszont

d«;m qu - dxm’P%k - dim'?\,‘k- *



oAt w"Puk a lehetséges fliggetlen négy vdltozds homogén
polinomok szdme, szaz a killonbszé xi'x. xS x¥  szorzatok
széma, shol a kitevSk egészek és az o+ $+d= k  feltétel
teljesiil, Egyszeriien ldthaté, hogy ez a szdm (ij") .

EbbSl kovetkezik, hogy cﬁiw?u“-l - C‘;‘) . Igy
4 K _/kal k4 ) -
him ¥ =(53%) - (%) =Gs)
J '] iy G (R il
Mivel cf' 204+ = (kee)? » &8 dimenzidkra vonatkozd
egyenléséget beldttuk.
lMost megmitatjuk, hogy az "R és az xt thHE
terek az egész ’P.,,k -t kiadjdk. Legyen ;f (R)e 'Puk . Ekkox
irhaté, hogy

,_((;z) = (8) + X, P (R + Xy Py (K) = PR )5y YalRY) »a™- *ﬁtﬁti‘)

ghol Ay« xl+xivxy &g Ay y(¥X)  x, -et kettével alacso-
nysbb fokon tartalmasza mint (%) . ApCR) X, =ben
nullad- és elsdfoku tagjait P, <hez illetve *uYp =hdz
adjuk, a mdsod és magasabbrendii tagokbél ismét kiemeliink

XS =et és tovébb folytatjuk ezt az eljérdst. Igy () -et
a kovetkezl alakra hozzuks

{(2) = §, () ¥ B + ~° T(R)
G R §ER)eRH F(R)eRH?
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A koribbt.n litott felbontds ala jén
- )
4("') Z A h 2 () + 2 Xy A k ”_\Lx‘) i

L= Lea
AY helyett <" -X. =et irunk, a hatvdnyozdst végrehajt-

juk és az 4" -et tartalmazé tagokat az utolsd taghoz
adjuk 8 igy A(X) az
w

UR) = D7 a2l » LK)

=0
alakba irhatdé, ami éppen a kivdnt felbontds.
Hasonlitsuk Ussze a tér két felbontéskét
’Puk'o\"p..kﬂ + Hy® és R =aRMT 4 2 i .
£ =0

A két felbontds egyérielmiisége miatt a
k
ST - 2
me = 2Tx\H

{L=o

izomorfia 411 femn, A4 1(q) operdtorokra nézve ez operd-
torizomorfia is, mert az ~°P." invaridns a 1(y) -kkel
szemben, 8 ez azt jelenti, hogy a H\. téren értelmezett

T e164114tds ekvivalens a Z x"" Hy téren értel-
mezett elédllitdssal., =

Szikitsik most az O, et Oj-ra a kivetkezSképpen:

@ekintsilk azokat a 2\ csoportelemeket melyek pl, Xy =et
véltozatlanul hagyjdk, ekkor &@O.s . Az egyes H;z terek

invaridnsak az O's beli forgatdsokra nézve tehdts

&
TN = D TR he O

L=0



RS

A T(W) e1841114d80k viszont O, 20+) dimenziés irre-
dueibilis el8dllitéuai, hiszen az £ -edfoku homogén here
monikus polinomok terében vammnak értelmezve, melyeket az
egysdggbnbin gombfiiggvényeknek neveziink és amelyekrSl jél
ismert /10/, hogy O, irreducibilis eldéllitdsainak bd~-
zisdt adjdk.
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6. 4 T,(q) er8411itdsok irvedueibilitdsa

Hegkonstrudljuk a Tu(q)elé&llitdsck infinitezimdlis
operdtorals, majd kimtatjuk, hogy a He térben nines
az infinitezimdlis operdtorokkal szemben a trividlistdl
killonbtz6 altér. Ebb6l kivetkezik, hogy & W(3) elfdlli-
tésok irrveducibilisek,

legyen Py« az X{X, sikban valé forgatdshoz mint
egyparsméteres alcesoporthoz tartozd infinitezimdlis ope-

tor. Legyen &jk&(ﬂ a Y sziggel valé forgatds az XX,

aikban,.
TGN PR) = 4( Qo)D)= e 0o +xeming. .78 suy +xicanp; %)

| ol ($))
A‘i¥£° T(%l‘t‘? l 4 (xa-";ax\):f

llegdllapitottuk tehdt az m::zmmdn- operdtorok hatd-

adt a flggvénytérben. e

Nost Selbmmmmfipk & v (W)= DR
felbontdst. Mivel a T:' (%) elddllitdsok irreducibilisel
és inekvivalensek, ozért bérmely Tu (§) =-vel szemben
invaridns altér az ¥ ' H{ tevek bizonyos k -kra vett
divekt Usszegeként &11 el6. Beldtjuk, hogy - gssk as
Usozes O é8 k Lkiozé esd £ -revattdinktﬁmimm—
ridns T,5(q)~re. |

A mmyitéat olymédon végezmzik el, hogy megmitatjulk,
hogy az A(u infinitezimdlis operdtor kivezet birmely
%"t H sérveL.
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A“Lx: Q&( ')‘_lex., gtaid ae" (L e)x é' Q\QCQ‘)
Ox|

Segédtétels —
x;&,(x) = B‘QH(Q\) r— A S

2@*! ij
alakba ivhaté, ahol
Bizonyitdss
A% Be(R)) = %[ Dy b(R) + 2 “:
O (2 ?’“) (ker2) 22 s 0 L (utr2) 22

) = \
Q\QH (x") & ":* 5 ;.)= any\ ’ ’(33

mivel %%%S ¢-1 -edfoku homogén harmenikus fiiggvény,
Ay -al a hdromdimenzide Laplace operdtort jeloltilk., A

két egyenldségbél

- ‘-%e
("le"e&) 2£+1 ’ax.‘> =

azaz a Ax mbgott 4118 kifejezés homogén harmonikus
4+ -ed foku polinom, jelsljiik Zm (W) =vel, s a
segédtételt igazoliuk.

Irjukk segédtételiinkben Ay helyett A'—XJ -et és
helyettesitsiik xjhcz‘) -t az qu [x.:‘"&e(i")'] kifeje=
zésbe, Kapjuk, hogy

- -c ¥
Aj c_*k ‘e\e "‘:: o aae;‘e (k- 2) x, ‘e\cn (x) -
i
- k-? A‘Kq -‘2’4 ’a;\?
2044 N A% '
Mivel ‘Qt.: € Hq L= &u.GHf“ k-[' QTQ:} e—%\--l
az A;)u[x.‘ ¢ ¢ (®)]-t felirtuk x) “‘k,“' Tl

e <* R*"? _pe tartozé fliggvények linedris kombindci-
éjaként.

Ha {4, (2)#40 , akkor 0#0 €#k esetén az elsd két
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tag O «t61, killonbozs, (=O esetén pedig csak az els§,

{ =Kk esetén pedig csak a médsodik tag O . EbbSl ldthaté,
hogy az Aj, infinitezimdlis operdtor kivezet x. ~° H§ ~bé1.
De az is ldiszik, hogy ha ezeknek a tereknek valamilyen
direkt Usszegét veszem, shol az Usszegzés nem minden < -re
terjed ki, az infinitezimdlis operditcr abbdl is kivezet.

Igy legaldbb az tsszes £ -ve vonatkozé direkt vsszeget
kell venni, hogy az igy kepott tér invaridns legyen, vagyls
legfeljebb a Zx.‘:" kS tér lehet inveridns, de errél
kordbbrél tud;;tzl:, hogy valéban 8z, igy a Tu (9) eldd1li-
tdsok irredueibilitdsdt bebizonyitottuk.

Az O, csoporinak sz £ °(S3) -on értelmezett
kvézireguldris eld4llitdsdt tehdt felbontotiuk a V. k=01, ..
irreducibilis elfdllitdsok direkt Bsszegére. A _r:.k elédlli-
tdsok («+\)> dimenzidsak. Ez azt jelenti, hogy a hidrogén-
atom energiaszintjeit egy kA =w kvantumszdmmal, a £ékvan=-
tumszdmmal lehet jellemezni, az W =-edik szint W' szeresen
elfajult. Azt is léttuk, hogy ha O, -et O -ra szikitjifk
akkor a 1. reprezentécié felbomlik az O, T 2e¢
dimenzids elddllitdsaira £=04,...n-) (adja a mellék-
kvantumszdmot, ennek a tovdbbiakban lesz jelentdsédge. A

T\.." ~hoz tartozd energiaértékeket is megkepfmtjuk ha a

=
YR)- g r s an
J'—TJE g -8)"
Sehrddinger egyenletben W(E') helyére a T e16411itds
terébe tartozd k -adfoku négyvdltozés homogén harmonikus
polinomot irunk. A szdmitdst elvégezve /1/




2 [

L () - 21!‘ 2nt k(
(el aq = 24 @) - 22 0 (F)

Ezt figyelembe véve az energidkra az
E s - W "H L

2.&\. “\
ismert Usszefiiggés adddik.
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7. A Tk.@p el6éllitdsok specidlis tulajdonsdgai

Az O.,' csoport Tf(c&) eldfdllitédsai, noha végtelen
sokan vannsk, nem meritik ki O, Usszes ivredueibilis
el6411itésait. Csak megemlitjilk, hogy O, Usszes irredu-
cibilisei két indexszel jellemeshetfl, mig a  Tu'(g)
elédllitdsokat egyetlen index X segitségével adtuk meg /9/.

2z O, esoport T\_:‘(%) irreducibiliseinek megvan az
a tulajdonsdguk, hogy el6éllitééi terikben létezik olyan
vektor amelyet az Veszes T.X(R) ‘&GOX operdtor invaridnsan
hagy, ilyen vekior az x&-° H; = . Most kimutatjuk, hogy

O, -nek csak a T,“(q) elddllitdsai birmsk ezzel a tulaj-
donsdggal, azaz nincs mds olyan D(%) irreducibilis el8dlli-
tésa O, -nek, melynek el8dllitdsi terében van olyan vek=
tor, melyet minden D(L) WLEO; alaku tends O, ~ra
szilkitett elfdllitds invaridnsan hagy.

Legyen ’D(@ egy irreducibilis el84llitdsa O, -nek
mely valamilyen R +iérben hat, é8 legyen Q olyan vekior,
hogy D=3 minden &e 03 kimutatjuk, hogy D(R)
ekvivalens valamelfkk TJ‘C:“ -vel, Vezessiink be az R
téren olyan belsd szorzatoit melyre nézve ’D(%) uniter és
értelmezzik O, -en a kbvetkezd fiiggvényt

T — @), o =(DeHTF) fRev
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Igy minden 2&‘2 ~hez hozzdrendeltiink egy 4(%) skaldrfiigg=-
vényt. Ekkor a V() f ~hez tartozé fiiggvény (ked,)

DD 1.3) =D T ) (DN 1.8) = (k')

Legyen % — PC(k) P4 = £ (k7)) a csoport
egy el64llitdea az 4(q) figgvények terében. Igy ha 7 — ¢(9)
akkor PLOT — PLR4()

Megmutatjuk, hogy a leképezés nemesak komomorfizmus,
hanem izomorfizmus is, amibél kivetkezik, hogy (k)
ekvivalens Y( k) -val., Az izomorfidhoz elég megmutatni,
hogy az -:? i ‘-2(37 leképezés magja, vegyis azok az ? -ek
melyeknek képe a nulla fiiggvény, maga is a nullvektor.

.U Legyen tehdt x(ﬂ\a‘O . Ekkor minden k =ra

ﬂk“33 =P f()>0. Igy ha ? az 4 - J(o)1eképesés
magjdhoz tartozik akkor 'DCMZ is minden k =-ra, tehdt a
mag invaridns a "D(k) -val szemben. A mag nem lehet az

egész tér, mivel a(e)= ca,a) > 0O 'D@irreducibﬂité-
8éb6l kbvetkezik, hogy a mag & nullvektor, ezéri z — gf (%)
izomofrizmua, tehdt & két elbdllitds ekvivalens,

. Az z vektorok tere helyett tehdt vizsgdlhatjuk az
{Cq) figgvények terét is. Megmutatjuk, hogy 403) konstans
az O, szerinti baloldali mellékosztdlyokon. Legyen tr€0O,

Let) = (D0g™ E,8) (D (N D B)b@)3) = JQ
&) -t tehdt ugy is tekinthetjikk, mint az egyes baloldali

mellékosztdlyokon értelmezett fiiggvényt, vagyis mint az
0\,/0:s homogén téren, azaz a négydimenzids egységgtmbin



értelmezett fiiggvényt /2. pont/.
Ha £.=(0,0,01)€S8% & § =98, 990

legyen Le(-gﬂ) - 4(%)
Ekkor  D(u) () =Pl () =4(L'q) = ¢ (v'E) TS

vagyis (k) és a vele ekvivalens DP(Q)elé4llitéds a

T(e) el6d1llitéds irveducibilis része, vagyis ekvivalens
valamelyik V.o (9) -vel.

Ezzel bebizonyitottuk, hogy csak a T.."(q) el8411i-

tdsok azok melyeket O: -ra szilkitve, van olyan fiiggvény
az elédllitdsi terikben, melyet minden UL¢Q -ra invaridnsan
hagynak, Fizikailag ez azt jelenti, hogy csak ezeknek az
elfdllitdsoknak a terében vannek a hdromdimenzids értelemben
gombszimmetrikus Adllapotok, azaz a spekitroszkdépia nyelvén

S 4dllapotok.



8. A }e atom vizegdlata

A hidrogénatom O, szimmetridjdnak alapjén a He atom
energiaszintjei is megkaphatdk. A kivetkezdkben ezzel fog-
lalkozunk., A Me atom Schrddinger egyenlete koordindta=

reprezentdcidbans
A (p, #A)- et et et VAR = E(RZ,
-2—.—\:‘ (Al A‘) 4\ 't\, L+ \-‘?\'?‘\ * ' \(/ ’ )

Vizsgdljuk meg a Hamilton operdtor szimmetridit. Az egyrdészit
invaridns az Oy csoporttal szemben, mivel a Laplace ope=-
rdtor és 4-‘. is invaridns, mdsrészt, nem vdltozik a
Hamilton operdtor alakja akkor sem, ha a két elektront
feleseréljiik, vagyis £, helyébe O, =%, X, helyébe

A, =t irunk #s viszont.

A két elektron felcserdélését illetve nem feleserélé-
8ét két tramszformdcidnak tekintjilkk, ezek a transzformicidk
csoportot alkotnak, két elem permutdcidinak csoportjit.
Emnek a esoportnak a jele S, . A csoportnak két eleme
van, jeldljilk ezeket & -vel és Q -val. @ vdltozatlanul
hagyja a két elekiront, ez az egységelem, a felcseréli
Sket. Nyilvén Q' =@

Ennek a esoporitnak két irreducibilis elfdllitdsa van,
mindketté egydimenzids, az egyiket | -al, a mdsikat | -al

Jeldljiiks .
T* . 1*(()‘.’(‘?\\:‘.\) = '\‘/(‘7’.?;) T*(W) \Hzn?\) = \}(-“s.:\)
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T7 TUURD) AR 1@ YA = H(FA)

Ennek megfelelSen minden +|(4),A,) fiiggvényt felirhatunk
WAR) = LN E R HER) + L(HAR) - §EAD)

alakban shol az elsd tag a |7 -hoz a mdsodik T~ <hoz
tartozé invaridns irreducibilis altere a ¢ (i1 4)
és 8 (A \R\) Sfiggvényekbdl 4116 kétdimenziés térnek.

Ha a hélium Schrddinger egyenletébbl elhagyjuk az
(3-\_-&;;—\ tagot, akkor a Hamilton operdtor két fliggetlen
hidrogénszerii Hamilton operdtor Usszege. Ha csak ezt az
egyenletet tekintjilkk, akkor a fiiggetlenség miatt az egyen-
let szepardlhaté, *(*.?v)c W) YL UR)
feltevéssel két egyenletre bonthatd:

& 2e” =) < -
L_%A" \ ) o (BD = € . (J)

~A

'}Q - Y _%__E_’) \"1(?\«) sl g, L}’z(*v)

Ekkor a két egyenleten kiildn-kiiltn végrehajtva a Fock féle
transzformdcidt, azok egyenként O, szimmetridt mutatnak,
Mivel a | (T)\i(T) flggvények a K ,@ #, direktszor-
zattér elemei, a perturbdlatlan probléma sajdtfiiggvényei
O0,® O, egyes irreducibilis elédllitédsaihoz tartoznak. Mint
az 1, pontban léttuk, ezeket a 1(9)® 1¢) alakba irhatjuk,
ahol QEO. . A tovébbiakban G, ® O, -nek esak azokat az
irreducibiliseit vesszilk figyelembe, melynek terei a

X, ® %, alterei, azaz a TJ" @f.}" elédllitdsokat,



“33=

Az S, szimmetria természetesen a perturbdlatlan
problémédndl is megmarad igy a teljes szimmetria ebben az
esetben O,®0, ®3J, , tehdt az egyes energiadéridkek a

TYU T @1 e164111tdsokhoz tartoznak k, k.= O (... , L=+~
A tovdbbiakban ezeket az elddllitdsokat T bl -spal
jelsljiik,

Felhivjuk a figyelmet arra, hogy a 1°°  el84llitds-
hoz tartozé figgvény a O fiiggvény, mivel k .=k, =0 esetén
a 1°0T° tere egydimenzids, ebben az esetben a \BC:"D?\}J i)
s igy + (MR - HFILLN)) = O . Altaldban o
Tkt ~hez tartozé emergia & 1™ ~hez tartozé T, , és
a 1 -hoz tartozé L, tsszege. A kordbbiak alapjén

. iy Y Ae
Eupe = E\+€'—"2me iy Clw‘)')’ ""E(L -

ERAER N VR L) e 4t tatong
Vizsgdljuic meg két specidlis esetet:
o 2wmeM A
; V\:Z N,= 2 Ell " ——;1‘— '2‘
Y
2. W o =1 €oor = - 2:?;

Az €. -nél nagyobb energidk az elsd elektron szempont-
jébbél a folytonos spektrumba esnek. Litjuk, viszont, hogy
Era D€a, az8z az 0,=2 172 -nek megfeleld energianivé
médr a folytonos spekirumba esik, igy a hagyomdayos spektrosz-
képiai médszerekkel nem figyelhetd meg. Ezért a tovdbbiakban
csak arra az esetre szoritkozunk, miker wn,=12..., n,<|
na=1 esetén k, =O é8 T° egydimenziés elbdllitds,

azaz az egységoperdtor konstansszorosa,



Vegyilk most figyelembe a Hamilton operdtorban az
(§i$gg\ perturbdlé tagot is. Ennek a tagnak a fellépte
elrontja az O, ® O, szimmetridt hiszen ha a perturbdlé
tagot is figyelembe vesszilk egyenletiink nem szepardlhatd.
Megmmead viszont az O;®S. szimmetria, azaz a héromdimen-
zidée forgatdsokkal és a két elektron feleserélésével kap-
csolatos szimmetria,

Tekintsikk tehdt az (-,—‘.-f'j»—}:.‘;—. tagot perturbdciénak,
ekkor az eredeti energiaszintek felhasaddsdt a 3. pont
szerint ugy kaphatjuk, hogy O.® O, @S, THOC 184113~
sdsait (Oy®S. elddllitédsainak tekintjilk és megvizsgdljuk,
hogy 03‘33‘ mely irrveducibilis elddllitdsaira bomlanak fel.
Ez utébbiak 'T;{@Tt =T:u alakuak, -‘-32 O: 20+) dimenzids
irredueibilis elé4llitdsa, 1 pedig (C:=+-) S, irredu-
cibilis elfdllitdsa,

A redukdldst ugy hajtjuk végre, hogy 11}'—et fel-
bontjuk a megfeleld T;w,{ -gkre majd alkalmazzuk a direkt
szorzatra vonatkozd Usszefiiggéseket. ke,

e, . o
=0

(=0
Az egyes szintek felbomldsait részletesen is kiirjuk

ky+ \=w
V\-‘-’ Toot ‘__’Ro-l-

- - | =
EUTEE LS Y TR . T+,

. - A~ -
~e T4 _ T1°++'[1‘~*T;+ T = T? + T



A valésdgban a spektroszképiai vizsgdlatok azonban nem
tdmesztjdk ald ezt az evedményi. A kepott eredmény szerint
példdul az w=2 szint két nivéra hasad fel, mivel a T' =
hoz é8 | =hoz tartozd energidk kozt nines kiilonbedg, s

& maximdlis multiplicitéds, mely Ty -hez tartozik 2'1+1=3
Azaz a T,‘ -nek megfeleld szint, abban az esetben, ha az
szimmetridt is elrontjuk pl. mégneses tér alkalmazdsdval,

3 részre bomlana, Ezzel szemben a valdsdgban az w = 2
szint 6 részre hasad fel, melyek ktzttt 5 szbrbs multip-
licitdsu is eléfordul.



9. A spin figyelembevétele

A tapasztalattal vald fenti ellentmondds és mds
hasonlé ellentmonddsck vezettek a kvantummechanikéban arra
a felismerésre, hogy egy é.llapot' leirdsdhoz elekitron esetén
nem elég egy alaptéren értelmezett négyzetesen integrdl-
haté fiiggvények tere, hanem emmek a térmek és egy R, két-
dimenzids euklideszi térmek a direkt szorzata alkalmas csak
az dllapot teljes leirdsdra., Ennek a kétdimenzids térnek az
egységre normdlt vekitorait nevezziik spindllapotoknak, E
kétdimenzids tér bdziselemeinek szokédsos jeltlése o és S/
minden elem & X = it X,/ alakba irhaté, ahol XK=

Forgassuk el azt a rendszert, melyben a spindllapotot
vizsgdljuk egy %GOZ transzformdcidval., Az uj rendszerben
a spinfiiggvény komponensei a kiovetkezé alakuak

X, = Z L P Xy

Mivel z K X *‘\ slzi.ntén fenndll, ebbdl kivetkezik, hogy
az u\‘ccp ~k egy 2x2-es unitér métrizot slkotnak, A X
és c-7'< dllapot kizdtt, ahol ¢ egy egységnyi abszolut ér-
tékll komplex szdm, nem tesziink killonbséget, igy u(q) és

C u(9) 1ényegében ugyanaz e trenszformdeid. Emiatt ¢ vi-
lasztBaté ugy, hogy datu =| femndlljon.

A ¥\ determindnsu 2x2-es unitér métrixok esoporiot
alkotnak, az SW, csoportot.



A fentiek szerint tehdt a - elforgatdskor a spin-

fiiggvények u[ﬂ) szerint transzformdlddnak. Igy minden

qeO; ~hoz hozzdrendeltiink egy u(q) €SU, mitrixet.
Ez a hozzdrendelés azonban, mint kimutathaté nem rendel-
kezik az elbdllitdsra jellemzé () ulq.) = uleq.)
tulajdonsdggal, hanem csak az uea) ulay) = & wqqe)
Oeszefiiggés fenndlldsdt lehet biztositeni. Ha a 9 —» u(q)
hozzdrendelés ilyen tulajdonsdgu akkor azt kétértékil
elddllitdsnak szokds nevezni. Az is beldthatd, hogy ez az
eléédllitds 03 -nak irreducibilis elddllitdsa. A tovdbbi-
skban ezt az elédllitédst 1}"’(3) -vel jeldljik, a dimen-
zidéezém 1ttt is 2--‘1 r =2

A figgvénytér tehdt, amelynek az dllapotfiiggvény
egy részecske esetén eleme, az L'®@ R, , két részecske
esetén £ '®L'® R, ®R.

A tovdbbiakban szilkeég lesz O, irreducibilis elé-
dllitdsainak direkt szorzataira. Két irreducibilis el8dl-
litds direkt szorzata dltaldbsn nem irveducibilis el841lli-
tdsa a csoporinak, s meg lehet hatdrozni a direkt szorzat
irredueibilis Usszetevéit. O, esetében bizonyitds nélkiil
koz0l1ljiikk ezt a felbontdst Pivty

TligThis 200 R

w T N.\"e\.\
Itt ¢, és 0, egész vagy feles szdmok, A fenti &11itdsok
igazoldsa megtaldlhaté Wigner kényvében /10/,



Két elektron anefében a kiillonbbzé spindllapétokat
ugy kaphatjuk meg, hogy To ' ® Ti'*-et felbontjuk irredu~
cibilis komponensekre, az ezeknek megfeleld alterek

R, ® R, ~ben adjdk a lehetséges spindllapotokat. Az
eldbbi redukdldsi szabdly szerint Txv‘ ®T§"\' =T:°+T"
Tehdt R,®R, egy egylimenzids ée egy héromdimenzids
irreducibilis altérre esik szét.

lMost megmutatjuk, hogy az egy dimenzids teret a két
elektron feleserélésére nézve antiszimmetrikus, a hdrome
dimenzids tevet a szimmetrikus filiggvények feszitik ki.

Legyen TR, =ben o?(!) ) /Stl) ortonormélt bdzis, hasone
8an R ~ben o(2),/M2). Az elsé elekiron spinfiiggvénye
legyen Xwln +%Xpl) » & mésediké X[V o2) + XS (1)
Alkossuk meg TB.® Wi -ben a kivetkezd ortonormélt bdzists
( (N A(R) = ACH al2)

o (M ot 2) Jﬁ(em/sm»r AD)  aL)ALR)

Ebben a bizisban a X xj“ (0§ =\ 2) alaku szore
zatok illetve ezek linedris kombindeidi adjdk az egyes
komponenseket. Ezek transzformicids ttirvénye:

z
N L0 Q)
% X Z un'u“'x 7(‘
Léthaté, hogy ha egy kombindeid | és d feleserdlésére
nézve szimmetrikus vagy antiszimmetrikus, akkor transzfor-

méltja is szimmetrikus illetve antiszimmetrikus. Mivel az
elsd bdzisvektorhoz tartozd komponens antiszimmetdikus, a



mésik hdromhoz tartozd szimmetrikus, ezdért ebben a bdzis-
ban az R,® R, felbomlik egy egydimenzids antiszimmetri-
kus és egy hdromdimenzids szimmetrilkus altér direkt Cssze-
gére, melyek Tg"* ® Ta® el szemben killon-killén invaridnsak.
Azonban Tq"‘ @Tx"‘ éppen egy egydimenzids és egy hdromdi-
menzids irreducibilis elddllitdsra bomlik, 8 ez & felbontds
egyértelnmii, Igy . T: éppen az antiszimmetrikus T, pedig

a szimmetrikus spinfilggvények terében van értelmezve.



Io.. A Heatom energisszintjei

Felmerill a kérdés, miért szikséges a tér felbontdsa
szimnetrikus és antiszimmetrikus részre. A feleletet a
Pauli elv adja. A Pauli elv szerint a teljes fiiggvénytérnek,
azaz esetimkben az £ ®L*®R; ® R,-nek csak az antiszinm-
metrikus alterébe tartozé fiiggvények reprezentdlhainak
fizikai dllapoiot. Persze ez a felitételezds csak elekitronok-
ra ¢é8 mds feles spinil részecskékre &l1l fenn, azokra melyek-
nél az % =t kiegészité tér Oy valamilyen kétértéki
elddllitédsdnak irreducibilis tere.

A teljes divekt szorzatnak tehdt az antiszimmetrikus
részét kell venni, Ezt ugy kaphatjuk meg, hogy £ ®fL*%
szimmetrikus alterét szorozzuk R.® Ry antiszimmetrikus
alterével és forditva. Ez azt jelenti, hogy a Tuk‘o*
elédllitdsokat \3 =val a T°" e164111tdsokat T -
kell szorozni, s az igy kapott elédllitdsokhoz tartoznak a

tényleges energiaszintek, Most ismét felhaszndljuk a
(s

e s o N7 ‘
T TR = DI T
iz \¢-5)
felbontdsi szabdlyt, és az aldbbiskban részletesen kiirjuk

az eredményt.

A TL® T*®" alain e164111tdsckhos tartozé spin-
dllapot egyszeresen elfajult ezért ezeket az dllapotokat
szingulett dllapotoknak nevezik, és az ilyen dllapotban



taldlhaté héliumot parah@Blivmnaek, A parahélium szintjei:

n=\ T°°‘®T-,°=T:*—®'\§° =7} : 4fS°

2 Tore e TR T 25 2
ne3 T2 g8 = (B2 + e e T )@To=T T+ T R'se 3R D,

o

A jobboldalra a megfeleld szintek spekiroszkdpial jeleit
irtuk, melyeket lejebb meg is magyardzunk. 4 + jel az
eredményiil kapott elfdllitdsokndl azt jeleniti, hogy a
hozzdtartozd pdlyafiiggvény szimmetrikus, s azdrt irtuk
alsé indexként, hogy jelezzilkk azt, hogy ennek ellenére a
kapott elfdllitdsok tere antiszimmetrikus a spinfiggvény
miatt.,

Nost a -® Tf alaku elfdllitdsokhoz tartozd
szinteket adjuk meg, ezek az ortohélium szinitjei. A hi-
romszorosan elfajult spindllapot miatt ezeket Lriplett-
édllapotoknak nevezik, Mint mdr kordbban emlitettik p = | -nek
megfeleld szint itt nem létezik.

T ko

ne2 T T = (W7 T)® Ty
= (o) H(RTeT) -
£ TN 3 2% S,
v TP AT 'R w2,



3 T eT =@ T Y ) e <

(e o)+ (B ew) (T eT).

= T s 3%

$TS 4 TV ¢ 35 330 3R 33p,

+ T ha T + T3 33 'S"Dz '3"1)3
h=l

Hasonldéan az eldzd esethez, 1t &z alulra irt - index
a palyafiiggvény antiszimmetrikus voltdra utal.

A szintek jelvlése: h 2SR
I+t 2S+) a spinfiiggvények terének dimenzidja, a R
betili pedig { = © esetén § , L= esetén P, €4=2
esetén D stb. £ ez £ OLY -beli O, e16411itds indexe,

3. a pédlya ® spin fiiggvényiérben értelmezett Q elfdlli-

tds indexe, az elfajulds mértéke Zj-\—i anirél ez O
szimmetyria elrontdsdval lehet meggylzbdni kisérletileg.
A kisérleti tapasztalat valdban egyezik a fenti eredmé-
nyekkel.
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Dolgozatunkban egyrészt a hidrogénatom problémdjdval
foglalkoztunk csoportelméleti alapon, Ismételiten megdlla-
pitottuk, hogy O, -nek mely irredueibilis reprezentdeidihoz
tartoznak energiaszintek, ezerkivill azonban meg is adituk
annek okdt, hogy miért éppen ezek a reprezentdcidk szere-
pelnek, Ramtattunk srra, hogy O.,, -nek azok és csak azok
az elfdllitdsai lépnek fel, melyek részreprezentdcidi az
£7(S?) veli kvdzireguldris elS4llitdsdnak,

A tovdbbiskban ammak alapjén, hogy a héliumatom
perturbdlatlen Hamilton operdtora az O, ®O.® S,
csoporidal szemben invaridns, illetve a perturbdcid ezt
a szimmetridt az Oy ®S. -re cstkkenti kvelitative meg-
adtuk a héliumatom spektrumdt is.

Véleméuyiink szerint a hidrogénatom vizsgdlaténak
dltalunk alkalmazott megkizelitése, az a médszer, hogy egy
végtelen dimenzids elfdllitds redukdldsdval jutottunk el
az energiaspektrumhoz az elemi részek vizsgdlatdndl eset~
leg uj eredményeket is szolgdltathat majd.

Végezetill szeretnék kiszinetet mondani dr. G 4 1 d e
Ferenc tanszékvezetd docensnek, ski szdmomra a
probléma tanulmdnyozdsdt javasolta és akivel munkédm sordn
értékes konzultdeibkat folytathattam, ‘
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