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RESUMEN

En este trabajo, se caracteriza a los dominios euclidianos de resto Gnico analizando las
unidades para asi determinar si es un campo o un anillo de polinomios sobre un campo.
Se determinan a los dominios euclidianos con resto doble, mediante algunas estructuras
cociente y un argumento de induccion para concluir que son isomorfos a los anillos de los
numeros enteros. Presentamos ademas ejemplos de dominios euclidianos con resto
multiple mayor a dos.

PALABRAS CLAVES: dominios euclidianos, resto Unico, resto doble.



ABSTRACT

In this work, Euclidean domains of unique remainder are characterized by analyzing the
units in order to determine if it is a field or a ring of polynomials over a field. Euclidean
domains with double remainder are characterized by some quotient structures and an
induction argument to conclude that they are isomorphic to the rings of integers. We also
present examples of Euclidean domains with multiple remainder greater than two

KEY WORDS: Euclidean domains, unique remainder, double remainder.
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INTRODUCCION

En el estudio de estructuras algebraicas, la teoria de anillos tiene como objetivo
caracterizar conjuntos que tienen propiedades similares a aquellas operaciones definidas
para los enteros. A lo largo de las décadas de estudio de muchas clases especiales de anillos
se encontraron propiedades que resultaron interesantes para el avance de la propia teoria y
para aplicaciones en otras areas como espacios métricos, teoria de codigos, etc.

En el &lgebra abstracta, nace cierto interés por la teoria de anillos, pues es una
estructura mas completa, es decir, se piden mas propiedades que para grupos e involucra a
mas de una ley de composicién interna y con una inmensidad de ejemplos, que como se
menciona antes da una generalizacién del conjunto de los enteros con sus operaciones de
suma y producto. Fijandonos en los enteros tenemos una propiedad interesante y basica para
todos; es el algoritmo de la division, a aquellos anillos donde se da esta caracteristica son
Ilamados dominios euclidianos, por ello sera nuestro objeto de estudio.

Analizando esa propiedad notamos que, al realizar el algoritmo de la division sobre
los enteros, se tiene doble resto, pero al considerarlo sobre los reales se obtiene resto Unico,
debido a esto se creyd conveniente encontrar la caracteristica principal de los dominios
euclidianos, que los hace tener resto doble y resto Unico. En el caso de los dominios
euclidianos de resto Unico se describiran algunos resultados para determinar que tengan esta
propiedad resulta que el conjunto es un campo o es homeomorfo a un anillo de polinomios.

El proyecto consta de las siguientes partes: descripcion y planteamiento del
problema; objetivos, justificacion de la investigacion, esquema del contenido, aspectos
administrativos, y referencias bibliogréaficas.



l. ASPECTOS DE LA PROBLEMATICA
1.1. DESCRIPCION DE LA REALIDAD PROBLEMATICA

En la teoria de anillos se generaliza la nocion de los nimeros enteros, bajo las
operaciones usuales; una propiedad interesante y muy conocida es el algoritmo de la
division. Aquellos anillos donde se dé esta caracteristica son llamados dominios euclidianos.

Al realizar el algoritmo de la division sobre los enteros se obtiene doble resto, pero
al aplicar el algoritmo sobre los reales se obtiene resto Unico. La propiedad de los restos no
es un detalle que se precisa dentro de los cursos convencionales de algebra. Y dado el caso
que un estudio formal matematico requiere cierta generalizacién, entonces uno puede
cuestionarse si siempre un dominio euclidiano con resto Unico es un campo ya que es la
principal diferencia (de los reales con los enteros) y también si siempre un dominio
euclidiano con resto doble es equivalente a los enteros. Es asi que el trabajo tiene por objetivo
principal la caracterizacion de la propiedad de resto Unico y doble

Por lo descrito anteriormente ¢ Sera posible caracterizar la propiedad de resto Gnico
y doble sobre los dominios euclidianos?

En el presente trabajo se analizard ciertos comportamientos de la aplicacion
euclidiana mediante algunos teoremas del isomorfismo, anillos del polinomio, asi como
cierto tipo de anillos cocientes y unidades de anillo.

1.2.  JUSTIFICACION E IMPORTANCIA DE LA INVESTIGACION

Este trabajo se llevara a cabo porque los suscritos estamos interesados en caracterizar
dominios euclidianos con resto Gnico y doble. Partimos de que los numeros enteros son la primera
interaccion con un dominio euclidiano, de lo cual es bien conocido su algoritmo de la division
teniendo doble residuo.

Los dominios euclidianos por lo general no admiten doble residuo, por ejemplo, el anillo de
polinomios sobre un campo admite residuo Unico. En general no hay estudios sobre la cardinalidad
de los residuos en un dominio euclidiano; es natural cuestionarse si al tener residuo unico doble se
pueda determinar alguna propiedad absoluta 0 en comun

Una propiedad interesante muy conocida es el algoritmo de la division y aquellos
anillos que la poseen son llamados dominios euclidianos. Evidentemente el algoritmo de la
division sobre los enteros, puede generar doble resto, pero al considerarlo sobre cualquier
campo se obtiene resto unico.

En el presente trabajo se describe las propiedades que debe tener un conjunto para
que tenga resto Unico o resto doble; dichas propiedades son estudiadas sobre las estructuras
de cuerpos o anillos y de forma muy particular sobre un dominio euclidiano.



1.3. OBJETIVOS
1.3.1. Objetivo general
Caracterizar la propiedad del resto Unico y resto doble en los dominios euclidianos.

1.3.2. Objetivos especificos

e Caracterizar mediante isomorfismo a los dominios euclidianos con residuo Unico
e Caracterizar mediante isomorfismo a los dominios euclidianos con residuo doble

e Mostrar la existencia de dominios euclidianos que admitan mas de dos residuos

II.  MARCO TEORICO
2.1. ANTECEDENTES DE LA INVESTIGACION

Mariela, C. P. (2010), determina que los dominios euclidianos son el soporte de
nuevas estructuras algebraicas que predominan en muchas ramas del algebra moderna
(algebra conmutativa, algebra homolo6gica, geometria algebraica, teoria de numeros
algebraicos, algebra lineal sobre anillos), ademas afirma que todo dominio euclidiano es un
anillo de ideales principales y lo reciproco es falso.

Héctor, M. P., Julio, J.F., Daniela, S.E. y Ximena, T. P. (2008), usan el concepto de
Dominio de Integridad como un hilo unificador entre teorias y disciplinas. Para ello, enfocan
el estudio hacia una construccion de los enteros y sus mas importantes conceptos de
divisibilidad y factorizacién, para proseguir con una estructuracion de tales propiedades
aritméticas en el sentido algebraico. Contindan con representaciones de Dominios de
Integridad conocidos y algunas de sus aplicaciones en la Teoria elemental de NUmeros. Para
finalizar, construyen el cuerpo de cocientes de un Dominio de Integridad, tema asociado a
los enteros y su incidencia en la formulacion de los nimeros racionales.

Kevin, J. M. (2010), En su trabajo estudia los campos numéricos con norma-
euclidianos de Galois. Comprob6 que basado en la teoria de Heilbronn, para K un cuerpo
numérico de Galois de primer grado (p=1); mostro que solo hay un nimero finito de campos
de este tipo que son norma-euclidiana. En el caso de que p = 2 todos estos campos
euclidianos normativos han sido identificado, pero para p # 2, poco mas se sabe. Damos las
primeras cotas superiores sobre los discriminantes de dichos campos cuando p > 2.

Sus métodos conducen a un simple algoritmo que permite generar una lista de
campos candidatas con normas euclidianas hasta un discriminante dado, y proporciona
algunos resultados computacionales



José, S.H. (2005), muestra al lector un (libro) modelo de aprendizaje, con mas de
cien resultados basicos entre los cuales se hallan definiciones, teoremas, corolarios y algunos
ejemplos de anillos, dominios euclidianos, extensién de campos, ideales, entre otros
conceptos del algebra abstracta. En las demostraciones usa textos de teoria de cuerpos y
teoria de Galois

2.2. BASES TEORICAS
2.2.1. Anillos

La teoria de anillos surgio de la exploracion de asuntos vinculados con la
divisibilidad entre nimeros enteros, del estudio simultaneo de divisibilidad de polinomios y
hasta del caso de los cuerpos, concretamente, de los nUmeros racionales, nimeros reales,
numeros complejos y de los nimeros algebraicos, de los cuaterniones, fracciones racionales
y otros. En la etapa inicial, fueron las materias de la teoria de nimeros y de la geometria
algebraica las que propiciaron los conceptos de anillo, cuerpo e ideal. En su estructuracion
axiomatica, tales ideas fueron fruto del esfuerzo de Dedekind y otros matematicos a fines
del siglo XIX.

Definicion: Un anillo es un conjunto no vacio R, dotado con dos operaciones
binarias, llamadas suma y multiplicacion y denotadas como “+” y “-” respectivamente, tal
que, para cada a, b € R se cumplen las siguientes propiedades:

at+(+c)=(@G@+Db)+c

existe un unico0 € Rtalque:ta+0=0+a=a
Para cada a € R existe un elemento —a € R tal que:
at+(-a)=(-a)+a=0

a.(b.c) = (a.b).c

a.(b+c)=ab+a.c

(a+b).c=ac+b.c

Ejemplo. El conjunto M de las matrices reales de orden 2, con la adicion y
multiplicacion de matrices es un anillo no conmutativo

Ejemplo. El conjunto Q (+/3) de los numeros reales: m + n+v/3 donde m,n € Q, con
la adicion y multiplicacion es un anillo conmutativo.

CARACTERISTICAS DE UN ANILLO
Es el menor nimero “n” tal que:

1+1+1+14+-............1=0

n veces
Ejemplo: los nimeros enteros tienen caracteristica cero
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2.2.2. Grupo

Las raices histdricas de la teoria de grupos son la teoria de las ecuaciones algebraicas,
lateoria de ndmerosy la geometria. Euler, Gauss, Lagrange, Abel y Galois fueron los
creadores que ponen los cimientos de esta rama del algebra abstracta. Galois es reconocido
como el primer matematico que relaciond esta teoria con la teoria de cuerpos, de lo que
surgio la teoria de Galois. Ademas, us6 la denominacion de grupo o " invento el término

grupo.

Definicion: un grupo es un conjunto no vacio G dotada de una ley de
composicion interna

GxG—>»G
(81,82) —» 8182

Que satisface las siguientes condiciones:
Asociatividad: para g4, g2, g3 € G tenemos que

(8182)83 = 81(8283)

Elemento neutro: existe un elemento e € G (necesariamente Unico) tal que para
todo g € G tenemos que (adecuarlo al formato)

ge=eg=g

Elemento inverso: para todo g € G existe un elemento g=* € G (necesariamente
nico) tal que (adecuarlo al formato)

-1 _ 51

gg =8 8=¢

Ejemplo: los numeros reales

2.2.3. Dominio euclidiano

En teoria de anillos, un dominio euclidiano (también llamado anillo euclidiano ) es
un dominio integral que puede estar dotado de una funcién euclidiana que permite una
adecuada generalizacion de la division euclidiana de los enteros. Aqui desarrollaremos las
propiedades que cumple dicha funcion y su utilidad en otras estructuras algebraicas
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Definicion. Un dominio integro R es euclidiano cuando existe un mapeo
¢: R {0}—>N

que satisface:

a) Paraa # 0, b # 0 € R, entonces ¢(a)< ¢(ab)
b) Dados a # 0, b # 0, existen g, r € R tal que b=q.a + r donde r=0 o ¢(r)< ¢(a)

Nota: ¢ es llamada funcién euclidiana.

Ejemplo. Para a, b, €E Z con a = 17, b = 4, existen g = 4, r = 1, y la aplicacion

o)

17 =4 x4+1 y [1] < |4]

Proposicion 1.1. todo campo es un dominio euclidiano

Prueba. Sea K un campo, entonces para un par de elementos D, d € K con d # 0, entonces
D= (E) d, es decir como si el residuo es 0, es decir podemos asociarla a cualquier aplicacion, en
particular, ¢ (k) = 1,V k € K.

Observacion. Para Z admite doble residuo, y por la proposicién anterior sobre los campos
tenemos resto Unico.

Estos detalles podrian pasar por alto, pero si nos preguntamos, ;tienen algo de especial
aquellos dominios euclidianos don doble resto y més aun de resto (nico?

2.2.4. Dominios euclidianos con cociente y resto unico

Por la proposicion 1.1 notamos que los campos bajo la funcién euclidiana se obtienen resto
Unico, que en este caso es 0.

Lema 1.1. El cociente y el residuo son unicos si y solo si
¢(a+b) <max{p(a),p(a)} (1.1)

Prueba. (=) Supongamos que existen a, b no nulos tal que

¢(a+b) > max {p(a),p(a)}
Entonces consideremos a, a + b para el algoritmo de la division, y por (1.1) tenemos a =

0(a+b) +acone(a) <pla+b)
a=1(a+b) —bcon (b)) < p(a+b)

pero en estas igualdades hay una division con cociente y residuo que no son Unicos.

(<) Si se verifica la inecuacion ¢ (a + b) < max {¢(a), ¢(a)}. Dados c, a no nulos,
y supongamos que no se cumple la unicidad en el cociente y en el residuo, es decir,

c=qa+r r=0o0con () <o) (1.2)

c=qa+r, r =00con (') < p(a) (1.3)

Conr#r’ 1yq#q’, entonces g — q' # 0, por la condicion 1) en la definicion de
dominio euclidiano

@@ < o((q—qHa)
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pero0=c—c=(q—q')a+ (r—r'),asi
0@ < 0((q—q)a) < o' — 1) < max{e("), p(-1} < @(a)

lo cual es absurdo, asi deben existir unicidad en el cociente y residuo.

Observacion. Podemos asumir que ¢(1) = 0, caso contrario definimos
v: R\{0} » N U {0} con v(a) = ¢(a) — ¢(1), esta aplicacion conserva las propiedades de
@, Veamos:

Si a no es unidad, entonces

v(a) =¢p(a)— (1) =p(a.1) — (1) = (1) — (1) =0

Entonces v(a) > 0
a) Sean a, b no nulos v(ab) = @(ab) — (1) = @(a) — (1) = v(a)
b) Sean D, d € R, entonces existen g, r e Rtal que D = qd + r con

r =00 @(r) < @(d), de este ultimo restamos a ambos lados ¢ (1), obtenemos
v(r) = @) — (1) < p(d) — (1) = v(d)
Con este caso decimos que v es una funcion euclidiana sobre R si y solo si ¢ es una
funcién euclidiana sobre R
Observacion: v(t) = 0 si y solo si t es unidad de R. Pues:
0=v(1)=vEttH>vE)=>0
Sea F = {u € R/u es unidad en R} U {0}.

Proposicion 1.2. F c R es un campo.

Prueba:

a) Sean a, b € R, por el lema 1.1 tenemos que

0 <v(a+ b) < max{v(a),v(b)} < max{0,0} =0,asiv(a+b) =0

b) Sean a, b € F, b+0, entonces b=! y a son unidades luego su producto también lo es. Asi
abl€eF

Si F = R, entonces R es un campo.

Ahora solo queda analizar el caso cuando F & R, por la observacion anterior, tenemos
elementos p € R tal que v(p) € N, luego por el principio del buen orden, existe a € R\F tal que
v(a) < v(x),Vx € R\F

Lema 1.2. Sia # 0 es tal que v(a) es un minimo positivo, para b # 0 € R existe
unicos qg, qy, - -+, qx € F tal que

b=qa*+......+qra+qo, qx # 0
Entonces la aplicacion b — ), q,-xf es un isomorfismo

Prueba. Notemos que v(a) > 0. Primero mostraremos que v(a*), con
k=1,2,3,4,..... Es estrictamente creciente. Por induccion sobre k;

13



Parak = 0, v(a®) = v(1) = 0 < v(a) , ahora tomemos a, a? para el algoritmo de
la division, asi existen g, € R tal que
a=qa’*+rconr=00v(r) <wv(a®

Si g # 0, entonces a — r = ga?, aplicando v en ambos lados
v(a — 1) = v(qa?) = v(a?) > v(r) pero tenemos,

v(a —r) < max{v(a), v(-r)} < v(r)

lo cual es absurdo, asi g = 0 o r = a, por tanto v(a) < v(a?). Ahora supongamos
que es estrictamente creciente hasta N, mostraremos que ocurre lo mismo para N+1, veamos:
tomemos a” y aV** para el algoritmo de la division, entonces existen s, t € R tal que
a¥ =sa"*"1 +tcont=0 o v(t) <v(a"*?)

Sis # 0, entonces a¥ — t = sa"*1, aplicando v en ambos lados,
v(a¥ —t) = v(sa"*1) > v(aV*1) > v(t), pero

v(a"¥ —t) < max{v(a"),v(t)} < v(r), y esto es absurdo, asi que s =0 o t = aV, por
lo tanto v(aV) < v(aV*1)

Entonces tenemos,
0 =v(a®) < v(a) <v(a?) <v(a® < - .......v(ak) <v(a*1) < -
Sib #0, v(a*)<wv() <wv(ak*t) (x) paraalgin k >0, luego usamos el algoritmo

de la division para by a®, entonces existen g, r € R tal que

b=qa*+r (xx) conr=00v(r)<wv(a¥). Notamos que g, # 0, pues de ser nulo
entonces b = r, lo que implica que v(b) = v(r) < v(a®) y contradice (*).

Si gy no es unidad, es decir v(q;) = v(a), usaremos el algoritmo de la division para

qi Y a, asi tenemos

qr = la+m, meFy l+0

Reemplazamos en (**), b = (la + m)a* + r = la*¥** + ma* + r, es decir
lak¥*! = b — ma* — r, pero v(r) < v(a*) < v(b) y comom € F,

v(ma*) = v(ak) < v(b), ademés v(a**1) < v(la**1) entonces
v(a**!) < v(la**!) < v(b — ma* — r) < max{v(b), v(ma*),v(r)} < v(b)

Esto contradice (*), asi g es una unidad. Procederemos por induccion, y se obtiene
una combinacion lineal finita de la forma,

b=Yf0q;@, qj€F

Ahora solo nos queda mostrar que es Unica esa combinacién lineal, es decir, si
— n j H
0= Xj_msja@, s; €F,cons,, # 0, despejamos sy,

—5 = a(Tpmsr 5@ ™)

14



Aplicando a ambos lados v, y como

n

Z s 1 £ 0=v(1) =v(-s,) = v(a)

j=m+1

y esto contradice la eleccion de a. Asi todo los s; son cero.

Para terminar la prueba, definamos, T: F[x] — R, dado por el homomorfismo de evaluacion
sobre a. Claramente es un isomorfismo.

Teorema 1.1. Sea R un dominio euclidiano con 1 # 0. Si el cociente y el residuo
en R son Unicos, R es un campo; si R # F, entonces R = F[x].

Prueba. Es inmediato de los lemas 1.1y 1.2.
Este teorema nos dice lo siguiente, para los dominios euclidianos con resto Unico, o bien es
un campo K o un anillo de polinomios K [x]

Ejemplo. C[x] es dominio euclidiano con resto unico.

2.2.5. Naturaleza de Z como dominio euclidiano con residuo doble

Con la seccion anterior, tener un dominio euclidiano con resto Unico tiene una
influencia determinante en la estructura a formar, para ser mas precisos, o bien es un campo
o un anillo de polinomios sobre un campo. De esta misma forma, es natural preguntar si al
tener doble resto sea posible que el dominio euclidiano obedezca a una cierta estructura. Los
siguientes definiciones y lemas en adelante aclararan si los dominios euclidianos
disiparemos aquellas dudas.

Definicion. Un dominio euclidiano (R, g) decimos que tiene la propiedad de residuo
doble (p.r.d) si para cada par de elementos a, b # 0 (a € R, b € R) tal que b no divide a,

entonces existen exactamente dos pares (q;,1;), (i =1, 2) tal que, a = q;b + 13,
Donde g(r;) < g(b)

Sea (R, g) un dominio euclidiano teniendo la propiedad de resto doble, R asumido
como un conjunto infinito.

Denotemos
U(R): el grupo de unidades de R (grupo multiplicativo)

R* = R\{Og}

Definicion: Dado un dominio euclidiano (R, g), R; < R* definido por
Ri={x€R:glx) <g(y)Vy €R"}

Siu € U(R), g(u) = g(1R). Recordemos que g(1z) < g(a),V a € R*. Ademas, si

t € Ry, entonces g(t) < g(1g), pero g(1g) < g(t), asi g(t) = g(1g), luego t € U(R). de
este modo, R; = U(R): unidades de R.
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Definicion. Paran > 2,

R,={x€R:g(x) < g(y),Vy € R\R,_1}

Lema 1.3.
* (0]
R - Un=1 Rn

Prueba. Acabamos de ver que R; = U(R), ahora
Ry={x€R:g(x) <g(y),Vy € R"\Ry}
Sit € Ry, entonces g(t) < g(y),Vy € R*. Asi g(t) < g(y),Vy € R*\Ry, luego
t € R, entonces R; € R;,

ahora veamos por induccion sobre n, que R,, € R,,;1, V n = 1, hemos visto que paran = 1
si cumple. Asumamos que se cumple para m > 2, es decir
R,,_1 € R,,, entonces

R\R,, S R"\R;p_1

Seat €R,,, g(t) < g(y),Vy € R*\R,,_1, en particular paratodoy € R*\R,,,
Entoncest € R,,,1, €s decir R,;, € R,,,.1. Asi tenemos que

ngRzgRSQ“‘

SiM =U R, entonces M = R*, ahora veamos la otra inclusion: para s € R*, entonces existe
q ENtalques € R; = {x € R": g(s) = g(x)}, asi R; € M, luego R* c M.
Por lo tanto M = R*

Lema 1.4. Siu € U(R), con u # +1g, entonces 1 + u € U(R).

Prueba. Primero notemos que —u # u?, porque de ser asi, —1 = u, basta simplificar
u.
Si 15 + u ¢ U(R), entonces no es una unidad, luego 1z + u no divide a 1.

Consideremos 1z y 1z + u en el algoritmo de la divsion, veamos

1R = (]‘R +u)1R —u
g =(1p+wWAr —w +u? (%)
1R = (1R+u)0+1R

Pero (R, g) tiene la propiedad de residuo doble, pero —u # u? y —u # 1, entonces
u? = 1, reemplazando en (*), entonces 1z = (1x +w)(1g —u) + u? = (g + w)(1x —u) + 1,
asi 0 = (1 + u)(1z — u), pero esto es una contradiccion pues por hipotesis u # +15.

Por lo tanto 1z + u € U(R).
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Corolario 1.1. Seau € U(R), u # +1p, entonces 1 — u € U(R)

Prueba. Del mismo modo que lo anterior

Lema 1.5. si S(R) = U(R) U {0}. Entonces S(R) no forma un campo bajo las
operaciones de anillo de R.

Prueba. Supomgamos lo contrario. Esto es, supobgamos que S(R) es un campo. Sea
T € R,\R, luego r no divide a 1, luego hacemos el agortimo de la divsivion para

1, yr,y como (R, g) posee la p.r.d, entonces

1 =r.0+1g g(1gp) < g
1p=r.q+u;, glu) < g(r),

Entonces u # 1 y como g(u) < g(r), entonces u € R; (unidad de R), por el corolario
anterior 1; — u = rq es una unidad, entonces r tambien lo sera, lo cual contradice que r € R,\R;

Lema 1.6. denotemos 1 + 1 = 2, entonces 2y es no nulo ni unidad en R.
Prueba. Si 2g € S(R) = U(R) U {0g}.
Sean u, v € U(R), entonces
u+v=u(lg +ulv)
Si ulv # +1g, entonces u + v € U(R), por el lema anterior 1 + u € U(R), asi
queda analizar el caso: u=lv = +1. Si
1) u = v, entoncesu + v = 1zu.
= Si 2y esunidad, entonces u+ v € U(R)
= Si2z =0,entoncesu+v =0 € S(R)

2) u =—v,entoncesu+v=20
Pero S(R) no es uncuerpo, asi 2 no es unidad ni cero.

Observacion. Como 2, = 0p, entonces la caracteristica de R no es 2.
Ahora mostraremos que R tiene caracteristica cero.

Lema 1.7. Char(R) = 0y paran > 2, ng no es unidad ni cero, es decir

Prueba. Para n = 2, cumple. Veamos por induccion, paran < N — 1, nz € S(R),
con N > 3, mostraremos que N € S(R).
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Caso I. Si N + 1 es compuesto.
Supongamos que N € S(R).

= Ny esno nulo, supongamos lo contrario, si N = 0y, entonces
(N — 1)g = —1; (unidad), lo cual es absurdo pues (N — 1) no es unidad.

= ahora mostraremos que Ny # +1;. Supongamos lo contrario,
o Ni = 15, entonces (N — 1), = 0z pero (N — 1) no es cero
. Np = —1, entonces (N + 1)g = Oy, pero N + 1 es compuesto,
luego existen 1 < a,b < N + 1talque ab = N + 1 con agagr = Og,

lo cual es absurdo.

Caso Il. Si N + 1 es primo.

= Ny esno nulo. Supongamos lo contrario, si N = 0, entonces
= (N —1)g = —1; (unidad) lo cual es absurdo pues (N — 1) no es unidad

= Ahora mostraremos que Ny # +1;. Supongamos lo contrario,
o Np = 1g, entonces (N — 1)z = 0, pero (N — 1) no es cero.

o Np = —1g, entonces (N + 1)z = Og, pero N + 1 es primo impar,
entonces N +1 =2q —1,asi (N + 1)g = 2zqr — 1R, luego
1z = 2zqg, Pero 2 no es unidad.

Como la caracteristica de un dominio integrpo s un numero primo y para cada p
primo pg # 0, entonces Char(R) = 0y ni € S(R)

Lema 1.8. R,, es un conjunto finito.

Prueba. Primero mostraremos que R; = {1z, —1z}, veamos: supongamos que

exsiten u # 1, entonces 1z + u € U(R), ademas 1 + u # 1, entonces
2p tu=15+ (15 + u) € U(R), del mismo modo u — 2, € U(R), pero

u,u — 2, u + 2 son distintas dos a dos y ademas tenemos que

u = ZROR +u
u = 2R1R + (u - ZR)
u = 2g(—1g) + (2r+w)

pero hay mas de dos restos, esto contradice la propiedad de resto doble de R
asumiendo que R,,_4 es finito.

Seax € R,\R,,_1.
Afirmacion. R/(x) esun anillo finitode k =1+ % (#Ry,_1)
Seaa € Ry a ¢ (x), entonces por la propiedad de doble residuo

a=rq,+nrr €R,_4
a=r1rqy+1r €ERy_q
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Entonces a = 7; = 75 (elementos de R\(x)), debido a 0 y r;,7; asocian al mismo
elemento en R/(x), entonces hay k = 1 + % (#R,,—1)

Pero por la hipotesis R,,_1 es finito, entonces R/(x) es finito .

Si: @: denota la adicion en R/(x), entonces (R/(x),) es un grupo finito con k
elementos. En R/(x)

k(1 ® (x)) = k1z @ (x) = (x), entonces k1 € (x)

Esto quiere decir que x es divisor de k1. Pero como (R, g) es un dominio euclidiano,
entonces es un dominio de factorizacion unica (D.F.U), luego la cantidad de divisores k1
es finita pues U(R) es finito. Ahora notemos que:

X € R,\R,,_; entonces x|k1p

Entonces R,,\R,,—, es finito y como R,,_, tambien es finito R,, = R,,\R,,—1 U R,,_1,
por tanto R,, es finito

Corolario 1.2. si x € R*, R/(x) es un anillo finito

Notemos que si x,y € R,\R,,_1 para algun n, entonces
#(R/(x)) = #(R/(¥))

Es decir, es independiente de la eleccion del element, asi tenemos,

Defincion: para x € R*, denotamos #(R/(x)) por N(x)
N:R* - Z*
x = N(x) = #(R/(x))

Lema 1.9. lanorma N (x) de x € R* es multiplicativa. Esto es para x,y € R*,
N(xy) = N(x)N()

Prueba. Sean x, y € R*, consideremos los anillos cocientes R/(x) y (y)/(xy) y
definimos la aplicacion,

Y:R/(x) = )/ (xy)

Dado por ¥(a + (x)) = ay + (xy),a € R. Esta aplicacion es un homomorfismo de
grupos, pues 1(a + (x)) = (a + () + (b + ().

Ademas 1 es inyectivo pues, si ¥(a + (x)) = (b + (x)), entonces (a — b)y €
(xy), luego (a — b) € (x). Tambien se concluye que 1 es sobreyectivo de manera que
evidente.

19



Asi,

_ #W»
N =,o,

Por otro lado definimos la aplicacion,
6:R/(xy) = R/(¥)

Dada por B(a + (xy)) = a + (y), primero veamos que este bien definida: sean
a,b € Rtalque a + (xy) = b + (xy), entoncesa — b € (xy) c (y),asia — b € (y), es
decir, a + (y) = b + (y). Esta aplicacién es un homomorfismo pues

6(a+b+(xy)=a+b+ ) =(a+®)(a+®)=0(a+ (xy)0(b+ (xy)).

Observemos que si defino este homomorfismo es sobreyectivo, y cuyo nucleo es

(¥)(xy), vemos, 8(a + (xy)) = (), entonces a + (y) = (y),a € (¥), luego su nucleo es
(y)(xy) y por el teorema del isomorfismo,

R(xy)
e = RG)

Tomando su cardinal, y de (*)
N(xy) = N()#(»)/(xy) = N(y)N(x)

Lema 1.10. paran = 2. Tenemos

Ro\Rp—1 = {x € R:N(x) = 1 + 3 (#Ry1)}

Prueba. De la afirmacion del lema 1.8, si x € R,,\R,_1, entonces
#(R/(x)) =Nx) =1+ % (#R,,_1). Asi definimos los conjuntos disjuntos, para n > 2

Ayn = Ry\Rp—1

By =x €RN(x) = 1+ (#Ry_1)

Entonces 4,, € B,,. Notemos ademas que
R\U(R) = Ug_, 4, = U7, B,
Ahora supongamos que existe n, > 2 tal que 4,,, & By, entonces existe x, € B,y

Xo & Ap,, de (1.5) existe my # n, tal que xo € A,,, € By, l0 cual es absurdo pues {B,}
son disjuntos dos a dos. por lo tanto 4,, = B,
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Lemal.ll. parax,y € R,g(x) < g(y) & N(x) < N(y)
Prueba. Veamos,
— sean x,y € R tal que

N(x) =1+ (#Rp1)

NG =1+ #Rn1)
Notemos que si x # y, entonces n # m. Asi, si N(x) < N(y), entonces

#R,,_4 < #R,,_1, ademas paracadan € N,R,, < R,,1, luego R,, € R,,, cuando
x € R,\R,,;; asicuandon < m, g(x) < g(y)

« supongamos que g(x) < g(y). Escogamos n, m enteros positivos tal que x € R,
Y y € R,,. Entonces, n < m,

Rn={yeR:9g(y) <g®)VteR\Ry_1}
R — Rm—1={y € R“N(Y) = 1+ (#Rpn_1)}

esta desigualdad es estricta. Caso contrario x € R,;,\R;,—1

Lema 1.12. Tenemos

R\Ry = {+2z}
Prueba. Notar que

RA\R, = (x ER*:N(x) =1 +%(#R1)}

pero #R{ = 2, entonces R,\R; = {x € R*: N(x) = 2}, asi #][R/(x)] = 2. Luego

R/(x) = {0,1g}
mas aun, como son elementos distintos, entonces
0g = 2(Tz) = 2(1g + (x)) = 2g + (x) = (x), es decir 2 = (x), entonces al estar
en ese ideal principal, existe un y € R* tal que xy = 25, tomando norma en ambos lados,

N(y) = 1, es decir, y es unidad, por conaiguiente x = +25. Por lo tanto,
N(x*) = (N(x))* =4

hacemos el algoritmo de la division para 1y x — 1,
1R = _(x - 1R) + x
1R =—(x+1R)(x—1R)+x2
1R ZOR(x_lR)+1R

Si N(x—1g) >4, entonces N(x) < N(x —1g), N(x?) =4 < N(x — 1g). Ademas

N(1g) < N(x — 13). Pero esto contradice la propiedad de resto doble, asi
N(x — 1g) < 4. De forma similar podemos obtener lo siguiente
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N(tlztx) <4

Ahora mostraremos que de +x + 1, no hay dos iguales. Notemos que x no es unidad
ni cero, luego
= Silg+x=-1z+ x,entonces 2z =0

= Silg+x =1z —x,entonces 2zx =0

= Si—1z —x =1z + x, entonces —2p = 2x, es decir x = —1p

Observemos que en congruencia modulo 2,

1R +x:2Rx+(1R_x)
1R +x:2R1R+(_1R+X)
1R +x=2R0R+(1R +X)

Por la propiedad de resto doble, N(2g) < N(+1z + x) <40 N(2;) < 4, como
2p = xy, entonces N(y) < 2. Si todos los (+15 + x) tiene norma menor a 4,

Entonces N(2g) < 4, caso contrario contradice la propiedad de resto doble. Por
Otro lado, si N(2z) < 4, entonces N(2z) = N(xy) = N(x)N(y) = 2N(y) < 4, asi

Ny =1

Ahora sin perdida de generalidad sonsideremos, N(1z —x) = 4. Si N(a) = 4,
entonces #R/(a) = 4, desde que cualquier de norma 4 es producto de irreducibles
dividiendo 2, supongamos que ab = 4y, para algun b € R. Como R es un dominio de
facturizacion (pues es dominio euclidiano), entonces ab = 2z2;. Como N(1, —x) =4 y
xy = 2g, entonces x divide a 1z — x. O y divide a 1z — x. Si x divide 1 — x, entonces

1 — x € (x), pero al ser un ideal, cumple la cerradura bajo la suma, luego

(1 — x) + x = 15 € (x), por lo que x es una unidad. Asi y dividea1g —xy

N(y) = 2, por lo que 1 — x = +y?. Ahora,

RA\R; = {x e R*: N(x) = 2} = {£x, 1y}

Mas aun, si N(1; — x) = 4, entonces
R3\R, = {x € R*:N(x) = 4} = {+x?, +xy, +y?%}

Desde que N(1g + x) < 4,y como x no dividea 15 + x # 15 — x, asi
1z + x # +y? 0 15 + x # pmy. Luego
y? =g +x)* =2(1z — x)
. Si (1 + x)? = (1 — x), entonces x(x + 3z) = 0, pero como X es no nulo,

luego x = —3 y por consiguiente, y = +2, esto implica que x = +1, lo
cual es una contradiccion.
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. Si (1 + x)? = —(1z — x), entonces x? + x + 2z = 0, asi

—1p+./1p—8 .
x = —RVRTR VZRR es decir,
2x + 1R = _7R €ER

como #R3; = #(R3 — R;) + #(R, — Ry) + #R; = 12. Por el lema 1.10,

R,\R; = {t €RN@) =1 +%(12) - 7}

Si z € R,\R3, entonces z divide \/—7; = 1z + 2x = x — y. Pero
x* = xy = y?> mod z, lo cual contradice la propiedad de resto doble.

Por tanto N(y) = +1,y R,\R tiene solo como a elementos a 25 y —2p.

Teorema 1.2. Si: (R, g) es un dominio euclidiano con la propiedad de resto doble,
entoncesR = Z

Demostracion. La prueba es por induccion sobre la funcion norma. Tenemos que
Ry = U(R) = {£1¢}. Por un lema anterior, R,\R; = {+2g}. Ahora consideremos

ng =1p + 1z + - + 1z (n veces)

Entonces N(ng) = n paran = 1y para n = 2. Supongamos que N(kz) = k para
todo
k<(n-1).

Caso 1. Si n es compuesto, entonces por ser N: R* — N multiplicativa, para una
desacomposicion de n = ab, con 1 < a, b < n, entonces
N(ng) = N(ag) N(bg) = ab = n.

Caso 2. Si n es primo impar. Entonces, (n + 1) es par, luego
2(n+1)g

N((n+1)g) = NCEEE)

_ (n+1)

Pero 1 < 2 < n, entonces N ((n“)R)
2 2 2

,asi N((n+ 1)g) = n+ 1. Por otro

lado
1 = 1g(n + 1)g — ng

Entonces N(ng) < (n + 1). Pero 1 tiene orden aditivo n en R/(ng) y asi n divide
a N(ng). Entonces N(ngz) = n. Seay € R*, entonces

#{x € R"N(x) <N()}=2(N(y) — 1)}
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Luego existen € Ntalquey € R,,/R,-1 ={y ER:N(y) =1 +%(#Rn_1)}, asi
{xeR:N(x) <N®»)}=R,_1Y #R,_1 = 2N(y) — 1. Si hacemos y = ng, entonces

{x ER":N(x) <n}= {1y +25, %3z .7 (n — 1)i}.
Como
Up_{x e R*:N(x) <n}=R"

entonces R = Z 6 R = Z, en cualquier caso, son isomorfos.

Ejemplos

Como primer ejemplo, consideremos Z[i] = {a + bi:a,b € Z}, llamdo el anillo de
los enteros gaussianos.

Definicion. Sea N: Z[i]{0} —» Z™*, dada por

N(a + bi) = a? + b* = (a + bi)a + 1b.

Proposicion 1.3. (Z[i], N) es un dominio euclidiano.

Prueba. Sea p,q en Z[i], consideremos el par pg, qq, el segundo termino es un
namero entero, pq = a + bi paraalgun a, b € Z, y hacemos el algoritmo de la divsion para
a,qq Yy parab,qq , entonces existen hy, h, € Zy |1y < qq /2,

Iyl < qq /2
Tal que
a=h1q(7 +T1
b =h2qq +T2
Luego

a+ bi = (hy + ihy)qq + (1 +iry)
Y regresamos a su forma anterior,
pq = (hy +ihy)qq + (rp +iry) conr =1 +iry
Entoncesrq =r{ +ir, = (p — hq)q con h = hy + ih,, dividiendo q,
(rn +iry)/q =7r=p— hp € Z]i]

Es decir,p = hp + 1.

Notemos que

r. +ir 2 2 7)2
N(r) = Toi = L < 200 < N (g),

aq 2 qq

24



ademas para a,b € Z[i] no nulos, N(ab) = abab = (aa@)(bb ), pero al ser b no
nulo N(b) = 1, entonces N(ab) = N(a). Con esto concluimos la prueba.

Ahora hagamos algunas observaciones sobre el anillo de los enteros Gaussianos, de
manera evidente no es isomorfo a Z, tampoco es un campo ni es isomorfo a anillo de
polinomios sobre un campo. Entonces nuestros resultados anteriores nos aseguran que
existen pares Z[i] que al efectuar la division podemos encontrar mas de 2 restos.

Ejemplo. Consideremos 2 +i y 1+ i para el algoritmo de la division

24+i=Q+D@ -0+
24+i=0+0R2)—i
24+i=0+D@A)+1
24i=1+)2-i)—-1

Entonces hemos obtenido 4 residuos distintos.

Con este primer ejemplo podriamos pensar que algo similar a la p.r.d que tienen Z se
podria extender para Z[i] , con cuatro residuos, pero veremos que no es posible, veamos
con un ejemplo este hecho,

Ejemplo. Consideremos 7 +i,7 € Z[i] , notemos que 7 no divide a 7+ i y los
cocientamos,
7+i=7x1+1
7+i=7x(1+1i)—6i

pero solo obtenemos dos residuos.

Asi como hay el anillo de los enteros Gaussianos, que hemos podido encontrar
divisiones con 2 restos, 4 restos, también hay anillo denominado: anillo de enteros de
Eisenstein.

Definicion. Sea w € € una raiz cubica primitiva de —1, digamos
W=+ ﬁi
2 2
y consideremos el conjunto
Zlw] ={a+bw:a,beZ}cC

Observacion.

1. Si a+ bw,c+ dw € Z[w], entonces para la suma tenemos que
(a+bw)c+dw)=(a+c)+ b+ dw € Z[w].

2. a+ bw,c+dw € Zlw], (a + bw)(c + dw) =
(ac — bd) + (ad + bc + bd)w € Z[w], pues w? = w — 1

De este modo Z[w] es un anillo conmutativo con unidad, y es un dominio entero por

ser un subconjunto de C.
ahora mostraremos que que Z[w] es un dominio euclidiano.
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Defincion. Sea N: Z[w] — N U {0} dado por
N(a + bw) = |a + bw|?> = a*? + ab + b?

Proposicion 1.4. (Z[w], N) es un dominio euclidiano.
Prueba. Seanu=a+bwyv =c+ dw en Z|w],

u _ atbw _ (a+bw)(c+dw)

v c+dw N (c+dw)
__ (atbw)(c+dw)

N(c+dw)
_ (atbhw)(c+d(1-w))
- N(c+dw)
ac+ad+bd bc+bd—ad
= + w=a+ pw
c2+d?%+cd c2+d?%+cd '8

Como a y B € Q, entonces existen m,n € Z tal que

1 1
Ia—mISE y IB—nISE,entonces

N (4= on+nw)) = N((@—m) + (B =)o)
=(@a-mP+(B-n?+(@-m(B-n)
<(@a-m3?+ (B -n)?+la—mllp—nl|
<:<1

Esto verifica el algoritmo de la division y puesto que N es multiplicativa entonces
N(ab) = N(a) paraa,b € Z[w] no nulos

Veamos que ocurre con respecto a los residuos. Asi como el anillo de los enteros
Gaussianos, el anillo de los enteros de Eisenstein no es un anillo isomorfo a Z, no es un
campo, tampoco isomorfo a un anillo de polinomios sobre un campo. Entonces deben existir
elementos tal que efectuar el algoritmo de la division podamos encontrar mas de 2 residuos.
Veamos

Ejemplo. Consideremos 2 + wy 1 + w en Z[w], entonces

24w=04+w)x2—-w
24w=_04+w)x1+1
2+tw=1014+w)(2-w)+(w-1)

Y solo hay tres residuos.

2.3. HIPOTESIS

Es posible caracterizar la propiedad de resto unico y doble sobre los dominios
euclidianos mediante una funcion euclidiana.
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I1l. MARCO METODOLOGICO
3.1. ENFOQUE

De acuerdo con el enfoque de investigacion, esta puede ser cuantitativa. En esta
tesina, se asumid el enfoque cuantitativo; puesto que este enfoque es secuencial y probatorio.
Cada etapa procede a la siguiente y no se puede eludir pasos. El orden es riguroso, aunque
desde luego, podemos redefinir alguna fase. Parte de una idea que va acotandose y, una vez
delimitada, se derivan objetivo y preguntas de investigacion, se revisa la literatura y se
construye un marco o0 una perspectiva tedrica. De las preguntas se establecen hipétesis y se
determinan variables; se traza un plan para justificarlas, y se extrae una serie de conclusiones.

3.2. TIPO

La investigacion es de tipo basica, pura o fundamental, pues se utiliza las teorias
existentes para profundizar en ellas, generando nuevos conocimientos o criterios.

La investigacion que se va a desarrollar tiene disefio inductivo - deductivo tratando
de ser lo méas exhaustivo posible en cada demostracion.

Se empezarad definiendo los términos basicos con respecto a los dominios
euclidianos, posteriormente se demostraran proposiciones y lemas necesarios para luego
caracterizar la propiedad de resto unico y propiedad de doble residuo.

3.3. METODOS Y PROCEDIMIENTOS

Primero describimos los conceptos de dominio euclidiano y de funcion euclidiana la
cual se usard para determinar la condicion necesaria y suficiente para los dominios
euclidianos de resto Unico, de ello se podra obtener la caracterizacion el cual sera demostrar
que los dominios euclidianos de resto Unico son campos o anillo de polinomios sobre un
campo. Luego respecto a los dominios euclidianos de resto doble, analizaremos su grupo de
unidades el cual nos permitira calcular la nulidad de su caracteristica, de igual forma este
analisis nos permitira que este dominio euclidiano es isomorfo a Z.

IV. RESULTADOS Y DISCUSION

41. RESULTADOS

Cuando se caracterizan a los dominios euclidianos usamos una equivalencia de
residuo Unico y la aplicacion euclidiana, para despues estudiar las unidades del Dominio, de
la cual podemos determinar si es un cuerpo o se asocia a un anillo de polinomios sobre un
cuerpo. Para los dominios euclidianos con residuo doble, usamos los anillos cocientes y
comportamientos en la cardinalidad de estos anillos cocientes, asi como teoremas del
isomorfismo

Concluimos que (Q[x], ¢) con @(P) = grad(P) es dominio euclidiano con resto
anico, y (Z, @) con ¢(x) = |x| es dominio euclidiano con doble residuo.
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4.2. DISCUSIONES

Segun el objetivo general, caracterizar la propiedad de resto Unico y doble en los dominios
euclidianos
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CONCLUSIONES

Se demostré que los dominios euclidianos con residuo Unico son isomorfos a un campo o un
anillo de polinomios sobre un campo

Se demostré que los dominios euclidianos con resto doble son isomorfismos al anillo de los
nimeros enteros

Se demostrd que existen dominios euclidianos con resto maltiple mayor a 2
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ANEXOS

MATRIZ DE CONSISTENCIA

TITULO: RESIDUOS EN DOMINIOS EUCLIDIANOS

Problema Objetivos Hipotesis Variables
¢Sera  posible | Objetivo general Es posible | Variables
caracterizar la | Caracterizar la | caracterizar la | independientes

propiedad  de
resto Unico y
doble sobre los
dominios
euclidianos?

propiedad  del

resto

anico y resto doble en

los dominios

euclidianos

1. Objetivos
especificos
Caracterizar
mediante
isomorfismo a
los dominios
euclidianos con
residuo Unico

2. Caracterizar
mediante
isomorfismo a
los dominios
euclidianos con
residuo doble

3. mostrar la
existencia  de
dominios

euclidianos que
admitan méas de
dos residuos

propiedad de resto
unico y doble sobre
los dominios
euclidianos
mediante una
funcion euclidiana.

e Propiedades

basicas de los

numeros
enteros

e Resultados

basicos sobre
campos y
anillos

Variable dependiente

e Caracterizacion
de la propiedad
de resto Gnico y
doble sobre los

dominios
euclidianos
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