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Resumo: As fases geométricas sdo um conceito
que surge com o efeito de mudanca de fase em uma
funcao de onda aparentemente causado pelo poten-
cial vetor magnético, sendo observadas pela pri-
meira vez por Aharonov e Bohm em 1959, desde
entdo, esta fase tem sido observada nas mais diver-
sas descricoes de sistemas quanticos em especial na
descricao de defeitos topoldgicos de sélidos. Neste
artigo, veremos como modelos de dimensoes extras
como o de Kaluza-Klein podem oferecer um novo
ferramental para a caracterizacdo de tais defeitos
topolégicos. Sera demonstrado como este conceito
oferece uma modelagem fisica para o comporta-
mento de férmions que interagem com os defeitos
topoldgicos conicos existentes em alétropos do car-
bono (grafeno, fulereno...). Por fim serdo demons-
tradas as fases de Aharonov-Anandan que podem
ser encontradas ao realizar o transporte paralelo
de forma adiabatica em torno dos defeitos, além
de uma breve discussao sobre a implementacao da
descrigao do fulereno na computagao quantica ho-
lonémica.
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Resumo: Geometric phases are a concept that arises
with the effect of phase change in a wave function ap-
parently caused by the magnetic vector potential, being
observed for the first time by Aharonov and Bohm in
1959, since then, this phase has been observed in the
most diverse descriptions of quantum systems in parti-
cular in the description of topological defects of solids.
In this article, we will see how extra-dimensional mo-
dels such as the Kaluza-Klein model can offer a new
tool for the characterization of such topological defects.
It will be demonstrated how this concept offers a phy-
sical modeling for the behavior of fermions that inte-
ract with topological defects existing in carbon allo-
tropes (graphene, fullerene...). Finally, the Aharonov-
Anandan phases that can be found when performing
the adiabatic parallel transport around the defects will
be demonstrated, as well as a brief discussion on the
implementation of the fullerene description in holono-
mic quantum computing.

Palavras-Chave: Kaluza-Klein; Geometric phases;
Graphene; Fullerene.

1 Introducao

Do século passado aos dias atuais a fisica teve gran-
des avancgos, da construgao de &reas completamente
novas, ao refinamento das teorias cldssicas, porém, o
santo Graal desta ciéncia se manteve o mesmo desde
a formulacdo da teoria da relatividade e da mecéanica
quéntica, uma teoria unificada. A unificagdo diz res-
peito a duas caracteristicas principais: a uniao dos es-
copos da mecanica quantica e da relatividade geral, e
uma descrigdo conjunta das forgas fundamentais da na-
tureza. Foi iniciada entdo uma verdadeira busca Ar-
turiana pela teoria de tudo, com diversas hipdteses e
modelos propostos. Dentre eles, um dos primeiros foi
o de Kaluza-Klein, com uma ideia de uniao das forgas
fundamentais inovadora para época, o uso de dimensées
extras para a unificagdo do eletromagnetismo e a gra-
vidade além de uma generalizagao entre conceitos de
relatividade e mecénica quantical9].

O uso de dimensdes extras é uma pratica contro-
versa do ponto de vista experimental apesar de comum
em teorias fisicas, no campo de altas energias, as teo-
rias de cordas sao uma das proposicoes modernas para
unificag@o. Esta utiliza do conceito de dimensoes adicio-
nais para propor um universo composto em sua base por
filamentos de energia, cordas, que formam a realidade
por meio de modos normais de oscilacdo [3]. A con-
trovérsia estd na praticidade da experimentagdo para
comprovagao de tal hipétese, a teoria base propoe que
além das quatro dimensdes em que a relatividade geral
ja atua, existem ainda sete outras dimensoes espaciais
extras. Acredita-se que as cordas s6 seriam observadas
na escala do comprimento de Planck (= 107%° m). O
que implica em escalas energéticas ainda hoje invidveis
para verificagdo (ou nao) desses modelos.

Contudo, em sistemas onde a escala de energia é
reduzida, e as condi¢bes de contorno podem ser bem
definidas, tais como as condic¢bes usuais de sistemas pes-
quisados pela a drea da matéria condensada, modelos
de dimensoes extras podem ser aplicados como ferra-
mentas lteis para a descricdo de diversos fenémenos.

Um do que podemos chamar de ramos modernos
da matéria condensada é o estudo ostensivo das fases
geométricas e suas diversas manifestagoes em sistemas
quénticos. Ela é definida como uma fase adicional na
fungdo de onda, e ganha o nome de geométrica pela ca-
racteristica da dependéncia tnica em um valor a que
parametriza a caracteristica do sistema que a causou
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Esta fase aparece em diversas ocasiOes em sistemas
quanticos. Exemplos gerais sdo mudancas adiabéticas
no sistema, onde « é o pardmetro que reflete esta
mudanga [12]. No efeito Aharonov—Bohm a prépria
fase se manifesta como consequéncia do potencial vetor
magnético em que a particula estd submetida: J9(a) =
€, A(a) - d@ [1, 4]. Mais especificamente na matéria
condensada a fase aparece na dinamica de varios tipos
de férmions nas proximidades dos defeitos na rede [27].

A pesquisa dos materiais criados por estruturas cris-
talinas de carbono tem movido boa parte dos esforgos
da &rea, suas caracteristicas unicas e possibilidades de
aplicacdo ostensiva na engenharia sao o que motiva
a tentativa de compreensao de seus comportamentos
[13, 15, 31]. A descrigao de tais materiais em esséncia
podem envolver defeitos topoldgicos, onde os mais di-
versos modelos sdo utilizados para isto, incluindo como
ja dito anteriormente o uso de fases geométricas, como
por exemplo o uso de fases de Berry para a descrigdo
de deslocamentos no grafeno [20].

O grafeno é a primeira estrutura cristalina bidimen-
sional j& encontrada [15], e tem algumas particulari-
dades em seu comportamento, suaves deformacdes no
grafeno geram campos de gauge com descri¢gdo similar
a campos eletromagnéticos. De forma que a descrigdo
destes campos pode ser assimilada a de campos uni-
ficados utilizando um modelo de agregacdo de forgas
fundamentais [2]. O modelo de Kaluza-Klein é pro-
posto como nao s6 uma descrigao possivel para tal ca-
racteristica do grafeno como também para outra forma
cristalina do carbono como sera visto posteriormente,
sendo uma forma realizdvel para a descricdo de siste-
mas bidimensionais com defeitos topolégicos.

Veremos como dindmicas quase-estdticas de
férmions de Dirac neste modelo recuperam o con-
ceito de fases geométricas e resultados promissores com
aplicagbes em portas logicas da computagdo quantica
holonémica.

2 Kaluza-Klein e o modelo de
dimensoes extras

A unificagdo da gravitagdo e da forga eletro-
magnética possivelmente deve passar por uma teoria
unificada de campos escalares que tanto obedecem as
leis da relatividade geral; tais como a equagdo de cur-
vatura, quanto as equacoes de Maxwell do eletromagne-
tismo. Do ponto de vista cldssico, as equagbes que de-
finem a dinamica dessas forcas fundamentais sdo quase
idénticas, dadas as proporgoes e fontes, elas tém o
mesmo comportamento. Porém, o que torna a gravi-
dade especial é de que sua caracteristica originaria é
a mesma que determina a inércia dos objetos ao se-
rem atraidos por seu campo. A simples presenca da
massa na lei de gravitagdo universal faz com que cam-
pos gravitacionais possam ser representados como en-
tes geométricos seguindo o principio da equivaléncia de
Einstein.

Kaluza [14] e Klein [16] propuseram uma solugio
para a unificagdo por meio da proposicao de uma di-
mensao extra do tipo espago com uma condigdo de com-
pactacdo, a periodicidade da dimenséo extra. De forma
que um elemento de linha infinitesimal na presenca de
um campo de escalar Abeliano ¢ seria descrito por [2, 9]:

dS? = guda’de” + ¢*(dy + A,dz")? (2)
Os indicies em grego implicam nas mesmas qua-
tro dimensoes usuais do espago tempo de Minkowski, o
termo A, é o potencial vetor eletromagnético, enquanto
a coordenada y se refere a dimensdo extra. Nestas
condigdes, a variedade topolégica M do espacgo formado
pelas 5 dimensdes é descrita pelo produto das quatro di-
mensdes usuais com a extra: M = My x S*. Tendo a
assinatura: (-,4,+,+,+) [9]. Vemos que o elemento de
linha proposto apresenta um termo de deformacao ex-
tra comparado ao usual descrito pela relatividade geral,
provendo assim tanto a equagdo de geodésica quanto a
equagao de forca de Lorentz.
A generalizagdo para um campo B, nao-Abeliano
para este elemento de linha segundo [6] é dada por:

dS* = gudatda” + (dy + kB, dz")* (3)

Onde k é conhecida como constante de Kaluza. Este

termo pode obviamente sofrer alteragdes usuais a trans-

formagdes de coordenadas e escolha de sistemas com
menos dimensdes espaciais.

Figura 1: Representagdo do espago formado por
My x St

A condigao de compactagéo faz com que a quinta di-
mensdo (Variedade S') tenha um aspecto circular e um
raio L, por esta caracteristica e a visualizacao do espago
formado pelo produto entre as variedades, muitas ve-
zes esta condi¢do de compactagao é referenciada como
”Condigao cilindrica”[26]. Sob esta condigao, qualquer
campo escalar possui da propriedade da periodicidade
em torno da dimensdo y, de forma que: ¢(zu,y) =
¢(xu,y + 2rR), assim como na realidade, a métrica
deste espaco e potenciais vetores eletromagnéticos, etc.
Este atributo faz com que estas entidades fisicas pos-
sam ser expandidas em serie de Fourier em torno de y
12,9, 26].
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Recuperamos entao os entes quadri-dimensionais
como modos destas series. Fatores como os campos

escalares ¢n, (z,) formam uma torre de infinitos valores,



comumente conhecidos como espectros de Kaluza-Klein
ou torres de Kaluza-Klein [26].

Tragando um paralelo com a Teoria quantica de
campos (TQC) podemos expressar a equacao de onda
para um campo escalar neste modelo de dimensoes ex-
tras.

2

(04 + %)qﬁl(:cul) = (0; + g)cﬁz(%z) =0 (5

Assim como esperado, para o modo zero (¢o), esta
equagao de onda representa objetos sem massa (gravi-
ton, féton e dilaton). Mas para modos diferentes de
zero, a massa das particulas é definida por: m; = |LL|,
ou seja, é definida pelo raio da dimensdo periddica e os
coeficientes da torre de KK [26]. O mesmo resultado
pode ser obtido ao calcular a agdo de Einstein-Hilbert.

Sob certas condigbes (particulas de spin-2), ndo sé
a massa pode ser definida em torno dos coeficientes das
torres de KK como também a carga elétrica, que é defi-
nida por: e; = l"‘f. Assim, o modelo de Kaluza-Klein
néo sé pode ser solucdo das equagdes de campo de Eins-
tein, como também resolver as equagoes de Maxwell. A
quinta dimensao compactada extrai as fontes de ambas
as forgas fundamentais da natureza, sendo a primeira
forma de unificagdo vista na fisica. Com estas relagdes
de massa e cargas elétricas, os nimeros sugerem que o
raio da quinta dimensdo estd na escala de Plank, em
torno de 1072 metros. O que explica o porque nio
podemos notar sua existéncia nas experimentagdes cor-
riqueiras [9].

As torres de KK por si s6 podem se provar um de-
safio, qualquer tentativa de reduzir seu espectro a um
numero finito gera inconsisténcias [10], daf vem a neces-
sidade de teorias modernas como a teoria das cordas,
ou super cordas, que mostram um comportamento mais
acretivo, principalmente no que diz respeito a modelos
de altas energias.

Porem, no geral, o que a teoria de Kaluza-Klein,
nos mostra que em um modelo penta dimensional com a
condicao cilindrica de compactacao para a dimensao ex-
tra, é operacionalmente indistinguivel do modelo usual
de quatro dimensdes [9]. Assim, pode ser integrado a
diversos sistemas fisicos como solugdo particular de pro-
blemas multidimensionais.

3 Defeitos topologicos e fases
de sistemas bidimensionais

Como j& foi mencionado, boa parte dos esforgos atu-
ais no estudo das estruturas cristalinas formadas pelo
carbono passa pela descricdo do comportamento de es-
pinores que realizam um transporte paralelo em torno
de defeitos topolégicos nestas estruturas. O resultado,
é que a fungdo de onda que os descreve sofre uma mu-
danca de fase, ganha uma fase geométrica similar a des-
crita pela equagao (1).

O grafeno é uma estrutura bidimensional que
tem seus dtomos organizados em formato de colmeia.
Hexagonos ligados em uma estrutura de tamanho in-
definido em um mesmo plano [2]. O fulereno por sua
vez é um poliedro formado por doze anéis pentagonais
e treze hexagonais de carbono [6]. Devido suas estru-
turas atomicas, ambas as estruturas tem seu Hamilto-
niano dominado pelos pontos de Fermi (ou pontos-K).
Que sdo nomeados K1 e K_.

Uma das técnicas de introducdo a defeitos to-
polégicos nestas moléculas é a chamada ”Cortar e
Colar”, que consiste remover uma das trelicas dos
hexédgonos no caso do grafeno e a recolocar em um dos
seus vizinhos, formando um heptdgono. Esta técnica é
conhecida como processo de Volterra [17], e o defeito
gerado na estrutura é chamado de declinagio [2]. Este
defeito topoldgico pode ser explicado por dois campos

de gauge ficticios:
T
wpdz" = ——o®
?{ ! 6

7{ A,dzt = gTy (7)

A equagdo (6) que descreve o primeiro campo wy,,
estd relacionada ao deficit angular dos cones formados
quando o espinor viaja paralelamente ao defeito [30], o
termo o® é a matriz de Pauli dos spins. Esta equagao
define as propriedades eldsticas da declinagéo.

J4 na equagdo (7), que representa um campo nao-
abeliano A,, temos a representagao do fluxo do spin-K,
a jung¢ao dos dois pontos de Fermi, o termo 7Y é a matriz
padrao de Pauli para os pontos-K do espinor [2]. Espe-
cificamente no fulereno, esta caracteristica descreve a
indugdo de um campo de gauge devido a um monopolo
magnético ficticio no centro da molécula [6].

Apesar da descri¢do da segunda equacao ser possivel
utilizando outras abordagens [11], existem esforgos
para a criagdo de uma abordagem que utiliza o mo-
delo de dimensoes extras de Kaluza e Klein para de-
finir a transicdo de fase, utilizando uma abordagem
geométrica para determinar o segundo fluxo quéntico
da equagao (7).

(6)

3.1 Grafeno

O transporte paralelo de um espinor no defeito de
uma folha de grafeno produzido pelo processo de Vol-
terra é andlogo ao efeito Aharonov—Bohm. De forma
que é possivel realizar uma descrigdo geométrica deste
efeito. Uma solugdo utilizando o modelo de Kaluza-
Klein é utilizar transformacées de gauge na métrica
descrita por (3), de forma que para este problema em
especifico, descrevemos uma unidade de linha como [2]:

ds® = —df* + dp* + 1o’ de” + (dy + Trpdp)® (8)

Onde 7 estd relacionado com o deficit ou excesso
do angulo correspondente ao setor angular do defeito,
e no o numero de se¢oes que podem ser removidas ou
inseridas na camada de grafeno pelo processo de Vol-
terra. Este deficit causado pela declinagdo em uma ca-
mada tunica de grafeno pode ser facilmente calculado
por: n=1— "2,

Para estudar a dinamica de particulas sem massa
no grafeno é necessario usar uma abordagem similar a
particulas em um espago tempo curvo na TQC. Logo,
é preciso tracar um tensor de métrica e desenvolver a
equagao de Dirac para este sistema. O tensor de métrico
é definido por:

uv (@) = € (@) (@)11ap 9)

Sendo e%(z) e el () conhecidos como tetradas. Que
sdo tensores que conectam os espacgos no principio de
equivaléncia. Os indices com letras gregas sdo referen-
tes as coordenadas espago-temporais (= t, p, ¢, y) ¢ 0s



indicies em latim aos referenciais locais (a = 0,1, 2, 3).
Nap POT sua vez é o usual tensor de Minkowski. Também
sao definidas as coordenadas é“; 0° = dt, 0! = dp,6* =
npde, 0* = dy + “2 pde. Logo:
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Portanto as coordenadas em 6 podem ser ser des-
. . pa _ _a
critas por: 0% = ej,(x)dz,.
Usando a derivada covariante do principio de gauge,
equagdo de Dirac pode ser descrita em um termo geral

por:

(11)

Onde 3% = £[y*,4"], as matrizes de Dirac obe-
decem a relagdo: {y%,7°} = —2n**, pertencem ao re-
ferencial local, e correspondem as matrizes padroes do
espago tempo de Minkowski. Segundo Gusynin [7] é
possivel construir matrizes de Dirac 2 X 2 com as ma-
trizes de Pauli 7° e ¢° que atuam nos pontos de Fermi,
como as matrizes a seguir:
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Esta representagao das matrizes de Dirac é chamada
de Weyl ou quiral.

Uma vez que o termo wyqp Obedece a estrutura da
equagao de Maurer-Cartan [19, 21]:

104+ Jan (@) e = 0

(12)

do* +wi NE° =0 (13)

Podemos entao obter as componentes nao nulas da
primeira forma de wy:

wi = —wy = —wya(z) = ndep;
W = —wh = —why(z) = _%dgg (14)

Assim, é possivel escrever a equagdo de Dirac para a
dinamica de particulas sem massa na folha de grafeno:
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A funcéo de onda ¥ tem o mesmo formato da pri-
meira equagao de (1), de forma que a escrevemos como:
U = 0% Uma vez que estamos trabalhando com
o modelo de dimensoes extras, também é possivel ex-
pandir ¥ em torno de y assim como as equagdes (4),
adicionando apenas 27 ao termo da exponencial, sendo
assim, obtemos a seguinte forma reduzida da equagao
(15):

0wy 1009 2 00Y 27l ng
. 0 1 .1 1 . ! Q24,0
it IrL G YR, AT 2y
T T ap +an Op + L 27]V !
2
—%lﬁp? =0 (16)

Os dois dltimos (que possuem o termo de massa
%) termos sdo referentes a particulas massivas dos mo-
dos diferentes de zero no modelo de KK, como a in-
tengdo é o estudo de férmions sem massa, estes termos
podem ser ignorados fazendo I = 0. Ou seja, sendo
UO(t, p,0) = YL (t,p, ), com a descrigio desta cquacio
de Dirac, utilizando o fator de fase de Dirac, e a fase
geométrica de Aharonov-Anandan [24, 25], obtemos o
seguinte termo para a fase geométrica deste sistema:

90
P = ey

ng

P (1-) o

O termo 23 é a matriz geradora de rotagdo do es-

pinor de Dirac no plano ¢p em torno do cone de de-

clinacao. Ja a matriz 22 é a matriz de rotacdo no plano
formado pela componente radial e a dimensdo extra.

(17)

3.2

A descrigao do fulereno em um modelo de dimensoes
extras compartilha toda a metodologia para o desenvol-
vimento da descrigdo do grafeno. A ideia do defeito de
declinacdo permanece, e técnica de descrever seu com-
portamento via equacdo de Dirac também. A principal
diferenga entre o modelo de dimensoes, no grafeno, é
utilizada as coordenadas polares p e ¢ para o modelo
de dimensoes (24 1). O problema do fulereno continua
sendo bidimensional, porém, serdo utilizadas as coor-
denadas esféricas ¢ e 0. De forma que a métrica de
Kaluza-Klein (3) é descrita como:

Fulereno

ds® = Vidt® — R*d6® — R’ sin® 0dp”

—(dy + %ZRSin 0dip)? (18)

Para manter a mesma relagdo 6 = e}, (x)dx,, sio
mudados os coeficientes e (19) do tensor de métrica:

Vi 0 0 0
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As componentes ndo nulas de wy pela relagdo de
Maurer-Cartan sao:

w2 () = wia (€) = —1cosb;
wis(z) = wer (z) = —%2 cos 0 (20)

Novamente, com todos estes termos e as mesmas
matrizes quirais citadas podemos escrever a equagao de
Dirac para o comportamento de férmions sem massa
neste sistema. Assim como utilizar as mesmas técnicas
das esquagdes (1) e (4) para reduzir a equagao de Dirac
para a seguinte forma:
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Vemos novamente os ultimos termos como massi-
vos segundo o modelo de dimensdes extras, o processo
para obter a fase geométrica é basicamente o mesmo,
de forma que a descrevemos como:

9 = / (Lgsa Dy —%005922) di

=mncosfY* —3m(1 — 1) cosf 3° (22)
Este resultado é extremamente similar ao obtido
para o grafeno, porém ainda é possivel simplificar as
fungbes trigonométricas presentes nele. Levando em
conta que a dimensdo do defeito topolégico p = RO é
muito menor que o raio da molécula, podemos utilizar
a seguinte aproximacao: cosf = /1 — J}% ~ 1. Assim
retornamos a forma de fase de Aharonov-Anandan:
= TR IOy (23)
Cavalcante [6] também mostra como é possivel a
partir deste resultado de fase, sob certas condicoes de
energia e temperatura, podemos descrever a fase como
uma matriz de holonomia, que pode ser utilizada na en-
genharia de portoes quanticos para computadores desta
categoria. Varias sdo as tentativas de utilizacdo de fa-
ses geométricas para este proposito [22, 29]. A des-
crigdo para o fulereno por meio de dimensoes extras de-
monstra mais um dos candidatos a criagao de portoes
quanticos.

4 Consideracoes Finais

Modelos de dimensoes extras sdo extremamente po-
pulares na fisica de altas energias, entretanto, sua uti-
lizagdo na matéria condensada vem se estabelecendo aos
poucos. Foi demonstrado que tal ferramental pode ser
utilizado na descri¢cdo da mixtura dos pontos de Fermi
das formas cristalinas do carbono, grafeno e fulereno,
onde o modo zero da torre de Kaluza-Klein pode forne-
cer uma descrigao apropriada a mudanca de fase sofrida
pelas fungdes de onda ao serem transportados em torno
de defeitos topoldgicos. Se feito adiabaticamente, as fa-
ses encontradas neste modelo correspondem a fase de
Aharonov-Anandan.

Além destes aspectos, a implementagdo do modelo
de dimensoes extras ao fulereno abre a discussdo sobre
a implementagdo de portdes quanticos com base nos de-
feitos topolégicos deste sélido. Apesar da dificuldade de
implementacao, a criacdo da matriz de Holonomia com
uma aproximagao razoavel possibilita tal debate.

Como um todo, o ferramental de dimensoes extras
se mostra eficiente e plenamente utilizdvel para a des-
crigdo de defeitos em sélidos, é possivel que no futuro
hajam ainda mais aplicagbes em diferentes estruturas,
portando um conceito de altas energias para um campo
mais vasto de aplicagoes.
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