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%�#��� �� ��������% A	�������� 	
 ����������� ���� 	� � ����

�	������� �������  	��� �� �� ������� ����� �� �� ��� �� ����������� �� �������� ���������� ��
	����� ������� �� ��������� �� ��� �� ��������	� 	
  ����� ��� �� ;���	�	��� ���	����
��	���� �	 �	���	��� 	������ ����� i ��� j ���� �	� �� ������� �����	��@ �� 
��	�� �� �������
	
 ���������� ��������	��� 	
 �	��� �	��������� ��� ����
	�� 
���������� ���� ������� �	 	�� ���
!��� �	��������� ��� �� �����	���� ����������	� 	
 ��������� �� �� ��� �� �� ���� 
	� � ��������
������� 	� � ������� 	
 �	����	 �	������ ���	�����
6���� "�	 ����� 	
 �� �����	���� ������ 	
 	�� ��������� ����� �� � ���
�� !��� ���� ���������

�	 �� "�	 ����� 	
 �� �������	� 
�����	� �� ����������� ��������� $� ������� �	 �����������
�� 
������� 	
 ���� ������� 	� �	�� ���������� �� �����  �� ��� ����������� &������ 	�
�	�������' ��� ������� �	�������	�� ��� ��� 	�������	� ������� �� ��#����� ������ =��� ��
������ ���� ��� ����� 	�� �	 �� ���������� �� �� ���������	����� 
	�������	�� �� �	�������
���� �� �	�� $� ������	�� � ��
	�������	� �� ����� 	
 � �����
�� ������ �� ��������� 
	� 	��
�������	�� ��� ���� �� �	��� ��� �� ������ �	 �� �0� �	��� (7*� ��� �	 	�� "�	 ����� ��
�����
��������� 
	������� �� �	� ��������� �� ���� �������	��� ����
	��� �� �� ���� �����	��
 � �������� 	�� ���������� ����� 	
 �� ���� ��������� ��� �� ������ ��	������� 	
 �� �	��������
�	 � ���� �	�	�	���

&� '
��������
� 
� � ���#

$������  � ��� � ����  �� N ������ ��� M ����� ��������� �	 ���������� 	��� �� ����� 	
 �� �����
=� �		�� ��������� ����� 
	� ���� 	����� ��� ��� �� �����  �� ������ 	� �� ������ 	

����� 	� �� ��������� ���� ��  ��� �� 	� �� �����	���� ������ ?�� �� �		�� 	�	����	�� �����
	��� �� ���� �	 ��� �	 ���� �� ������������� =��  �  ��� ���� �	 ������� (8� :* �� �	� 	��� ��
	���� 	
 �	��������	� 	
 ����� 	��� � ������� �������	� 	
 �� ���� ��	�� �	�� �������� �������� ���
���	 �� ���� 	
 �� �	���������  ���� ������������ ���������� 	� ��������"� &�
� 5������ )� ,�
��� -� ������������'� ��� �� �������  �� �� ���� N 	
 �� ����  ��� ��������� ��� �����������
�	�!����� �� ������ ���������	�� ��� ����� ���	���� ��� ����	� �� ��������� ��� �� �������
���  � ���� ��������� �� ������� ��� �	��� 	� �� ���� ��������	�� �������� �� ����������
���������	���
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%�#��� �� ��������% A	�������� 	
 ���� ���� 	� � ����

%�#��� &� ��������% ?	������� �	�������� 	� � ���� �� �� ���	 	����� 
	� � 123

�� ������� ���� 	
 &,'�  �� �� 	����� ���� �� �� 
	��

u(mi|mi−1,mi+1) =
g(mi − 1,mi−1)

g(mi,mi−1)
g(mi − 1,mi+1)

g(mi,mi+1)
, &/'

 �� g(m,n) ����� � ��������� �	���������� ��� 	��� ��� ��������� 
�����	�� �� ������ �����

���	����� 	��� ����� 	
 ����� ���	����� �	

P (m1, . . . ,mN ) =
N∏

i=1

g(mi,mi+1)δ

(
N∑

i=1

mi − M

)
, &4'

 ��� �� ���� ��	����� �������mN+1 ≡ m1� �� ��#������ �� �	������ �	 �� �	��� 	
 2�
� (7*
�� ��� ���� r = 1 ��� �	 ��������	� 	� �� �������� 	
 g(m,n)  �� ����� �� ���������
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r ������ 	��� �� ��� ������� 	
 ���������� =�� r = 1/2� �� ������� �� ���	 ��� �� ������
�� �� ������������ ����� �� ������ ����� &4' �	�� �	� ������ 	� r� ��� ������ ��	������� ��� ��
���������� �� 
	������ �������� �� ������ �� �
 ��  �� �� �����������  �� �� ��	�������� 	
 �
����	����� ����� �� 6�� &4'�
�� �������	� 
	� �	��������	� �� �	������������� 	
 �� ���������	����� �������	� 
�����	�

ZN (z) =
∑
{mi}

z
∑

i
mi
∏
i

g(mi,mi+1) = �� TN , &7'

 ��� Tmn ≡ z(m+n)/2g(m,n) ��� z �� �� 
�������� �������� zc �� �� !���� ������ 	

�	��������� 	
 ZN (z)� �� �������� ����� 	
 �� ������� ρ = M/N ��� 
	��	 � 
�	�

ρc = lim
N→∞,z→z−c

z

N

∂ lnZN (z)
∂z

=
∑

m mφ2
m∑

m φ2
m

, &8'

 ��� φ �� �� ���������	� 	
 Tmn ���	������  �� �� ������� ���������� λmax� 
	� z = zc� �� ��
�������� �	���� ZN

∼= λN
max 
	� ����� N �

�	 ����������� 	 �� ����	�����	� 	
 ��������� ���������	�� ��+������ �� ��	������� 	

�	��������	��  � ����" �	 �� 
	��	 ��� �	���%

g(m,n) = K(|m − n|)
√

p(m)p(n). &9'

=�� K(x) = 1� g(m,n) 
���	����� ���  � ���	��� �� 123� <���  � ������ ��� �	� K(x) ���
p(m) ��� �	�� �	������� �������� 
�����	�� 	
 x ��� m� ������������� �� �	��� &9' �� �	�������
�� ������� 	� �� �0� �	��� �� �� �	����� 	
 ���
��� �	������� ()B� ))* ��� �	�����	��� �	 ��
������ E = − ln K(|m− n|)− (1/2) [ln p(m) + ln p(n)] 	
 �� �����
���  ���� � )C)��������	���
���
��� & ��� �� ���
��� ��
��� �	 �� �����	�� 	
 	�������	� �������'� $� 2�
� (7*� �� 
	��	 ���
�	���  �� ��	�	���%

K(x) = e−Jx, p(m) = eUδm0 , &:'

 �� ���������� J ��� U ���������� �� �#������ ���
��� ���#���� ��� � ������� �	��������
������������� 5	� ��  ����� &:'�  � 	����� �� �������� ������� �� � 
�����	� 	
 J ��� U ��

	��	 �%

ρc =
eJ0 − 1

(eJ0 − e−2(J−J0))(e2(J−J0) − 1)
, &)B'

 �� J0 = U − ln(eU − 1)� $
 J < J0� �� �������� ������� �� ��!�����
��� ��	�
�� ���D $� 	���� �	 ��������� ��  ��� W ��� �� �����	�� 	
 �� �	��������� 	��

����	� ��� �� �������	� 
�����	� &7'� ������� �� �� �	� ��!��� �� �� �	������� ����� $�������

	� ��  ���� 
�����	�� &9'�  � ��� �� ����	��  �� ���	 � �	 ��������� �	� ���������� �� ��
����  �� K(x) ������ ���	��������� 	� 
����� �� x� ��� p(m) → 1 
	� m → ∞� ��� �� 
	� �	���
���������	��  �� ���	������� ����� ��� �� ������	��� ���� ��� ����	���� � �	������ ��	��
�	�� 	�������	� ������ mmax� =� ��"� �� ��������	� ��� �� ������ 
���	����� ���	 � 	
������ 	�� �	���� 
�	� �� �	�������� ��� 	�� 
�	� �� ���"��	���� !���� �� �	 �� ��������
�������� �������� �� �	�������� ��� ������� 	��� W ����� 	������� �� M ′ = M −Nρc ���������
	� �� �������� ������� 	�������	� ������� 〈mi〉 ��	  �� N � ��� �� ���
	�� ���"��	���
�� ������������ �� 〈mi〉 = ρc� ����� +�������	�� �� �� ���"��	��� ��� !���� ��� ��� �	
�	�������� �	�������	��� �� ���� M ′ ����	� +������� �	�� ��� ∼ √

N �	 ���  � ����� �� ��
�	������� =� ��� ����
	�� ������ ��� �� ��	�������� 	
 ����� �� �	�������� �������� 	���
W ����� �� ����� ��

P (W ) ≈ Zb(W )Zc(W )
∝ exp (−W ln λmax + ln Zc(W )) , &))'
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 ��� Zb(W ) = λN−W
max �� �� �������	� 
�����	� 
	� �� ���"��	��� �� �� �������� �	��� ρ = ρc�

λmax �� ������� ���������� 	
 �� �����
�� ������� ��� Zc(W ) �� �� �������	� 
�����	� 	
 ��
�	�������� �������� 	��� W ����� ��� ����� ������� M ′ ���������� $� �� ���������	� 	
 Zc(W )
 � ��� 
������	�� �������� �� �������	� 	��� �������� 	�������	� �������� ���	�� ��� ��
��������� �	� �������
��� ��� �� ���	 � �	��� �� ���������	�� ��� �� ������� ���	� �� ����������
�� �� ��� �
  � �	�����  �� ������� 	
 �� ��������� ��������	��� �� 
���	� Zc ��� �� ����������
����������  �� �� �� ����������� 	
 �� ������	��� ���� 	
 ��  ����� ����� ����������� 	
 p(m)�
��� ������ �� ���������� 
	� �� �	��� 	
  ���� 
�����	�� �� ��  �� ���� �� (7*� 0��� ���  �
���  ��  � ������ �� !���������	�� ����	������	�� <���  � ����	������ Zc ��� �� ��	��������
P (W ) 	
 ����� � �	�������� �������� 	��� W �����  �� ��"�	 � ��� !��� �����	�� h(t)�

	�  ��  � ��� � 
	�� ��� �� �������� �� ��������� ��������	�� 	
 �� �	��������	�� ��
�	���������� �������	� 
	��	 � �� ���� ����� 
�	� �� ������� 	
 �� ��	�������� P (W )�
�� �� ����� 	���  ���� �� ���� !���������	�� ����	������	� ������  �� �	��� ���

������	���  ����� ��� E�	���������F2�  � ��� ���� �� �������	� �	 �����  �� �� ������ ����
�� Nα  �� 0 ≤ α ≤ 1/2� =�� �	� ����� 	
 ��  ����� ��� �	���������� �� �	��������
���� �	������� �	 � ������ ���� �� �� �� 123� �
� 5����� -� 5	� � �	�������� �	��� ���� ��� �
�	�������� ������	��� ����� �� �	�������� ��"�� � ����������� 
	�� &5����� )'� ��� ���� ������
��	�	���	����� �	 �� ������ �����  ��� ��� �������	� ������� �	������% 
������� ��� ������
�� �	 !��������� ������� 	
 � !����	���� ���� ��������	�� ����
	�� 	����� ������ ������� �	
�����
���	����� ������ ������� �	 �	� ����������� ���� �	 �������� �	���������� ��� �
 ��� �	 �	�
�� ���� 	
 �� �	�������� �� �	������������ 5	� ��� ������� 	
 �� ���������	�  � ��
�� �	 (:*�

(� )���
��
��� $
����#

� ������������	� 	
 �� ���	�� ���� �� �� �����	�� �����	� �	 ���� �������	�� �� �	�
�������
	� ���� ?�� �� �	����� � 123 �� 	�� �������	�  �� � ��	���� ��� �� ��	����	�  	���
���� �	 � �����
���	����� ������ ����� �� �� ���	�� �������	�� ��� �	� ��	������ �	����� ���
�� �	�������� 	
 	������ ���� �	��������	�� ��� ������� ��� g(m,n) ����� 	� ����� 	��� �� 	���
��� ��������� �������	�� 0� 	���	���� ���"�� ��  ���� �� ������� 
	� ���������� �	 �� �	������
��� ����� �	 1� ��� �� ������� 	�� ��� �		�� ���  ���� f(mi,j) ��������� 	��� 	� � ������
����� �� ������	����	� 	
 	�� ������� �� 	�� �������	� �������� � �	������� �	�������� �� 	��
�������	� ��� �� �������� �	�������� �� �� ���	�� �������	�� ���	�� �� �	�������	� ��� ���
�� ��#����� ���������	�� �	��� �� ��������� ���� �	 � ��������� 	
 � �	�������� �� �	� �������	���
	� � ���
	�� ����������	� �� 	�� �������	� ��� � �	�������� �� �� 	��� �������	�� �� 
	����
�������	 �� �������� ����������� 	������� 
	� � ������� ����� 	
 ���� ������� ������ ρ1 < ρ < ρ2�
�
� 5����� /� G��	 ρ1  � !�� � �������� ���
	���� ������ 	��� �� �������� ��� ��	�� ρ2  � !��
�  ��� 	
 ���
	�� ���� �� 	�� �������	�� ��� �	������� �� �� 	��� �������	�� �
� 5����� 4� ����
����������� 
������� ��� �� �������		� ��� ������������ ����	����� �� ����� 	
 �������	���
�������	� 	
 �� �������	� 
�����	� �� � 	 �������	�� �	 �� �#������ 123 �� 	�� �������	�� ?��
�� ������ ���  � ��� � � 	��������	��� �������  �� N = L × L ������ ����	��� �	������
�	�����	�� ��� �� 
	��	 ��� ������ �����%

w(�m) =
L∏

i=1

L∏
j=1

g(mi,j ,mi,j+1) δ

⎛
⎝∑

i,j

mi,j − M

⎞
⎠ . &),'

2 6	 %��� 
���4���	 ���	�%����
 ��%�� �	���� ��%��
 K(x) = K(|m − n|) ��� ������%�� ��%��
 p(m) ���%�
�	%�� ��
�	 ���� ��� 0��	 �� ��	� ����	��� ��� ����4���	 ���	�%����
 ���
	 ���%� �	%�� �
 � 0��	 �� ��	�
����	�� <x � m� 	
0	%���	��=7 �� ��	 	�	���� %���%�	�
��%
 �� ���� ��%�� ��� ������%�� �	���� ��%��
 �
 ��	
���	 �� ���	�%����
 �� �%%�0�����4����	 
0�%	7
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�� 	����� ���� ������� �	 �� 
	��

u(mi,j | . . .) =
g(mi,j − 1,mi,j−1)

g(mi,j ,mi,j−1)
g(mi,j − 1,mi,j+1)

g(mi,j ,mi,j+1)
, &)-'

�� ��������� ��� .��� ����� �� 	���	���� 	� �������� �������	�� �� ������� �� ��!��� �� ��� W
	������ ������	�� &-'� ���	��  �  ��� �	� ������� ��������� ������ ���� 
	� ��!�������� ���
�� ������ ��� �� ��������� ��� .��� 	��� �	 �� ����  �� ��	�������� W (i, j → i, j + 1) = p
	� �	 �� �	�  �� ��	�������� W (i, j → i + 1, j) = 1 − p�  ��� W (i, j → i, j − 1) = W (i, j →
i − 1, j) = 0� ;	��	���� ��� ��  ���� g(m,n) �� �	��� ���	����� �	 &:'� =�  ��� ����� ���
ρ1 �� �� �������� ������� 	
 �� �	�����	����� �����
���	����� ����� �� 	�� �������	� ��� ���	
��������� ρ2�
5����  � 	������ �� 
	��	 ���� $� �� ������ �����  � ��� ����� �� ��	�������� w(�m) �� ��

 ���� 	
 � ����	����� 	
 � ������ ����� �� ������������ ����
	��  � ��� 
	������  ���� ��
�������	� 
�����	� 	
 �� ������ �� �� ���	����� 
	�������	� ��

Zc2d(N = L2,M) =
∑

{mi,j}

L∏
i=1

L∏
j=1

g(mi,j ,mi,j+1)δ

⎛
⎝∑

i,j

mi,j − M

⎞
⎠

=
M∑

M1=0

· · ·
M∑

ML=0

L∏
i=1

Zc1d(L,Mi)δ

(
M −

∑
i

Mi

)
, &)/'

 ���

Zc1d(L, M̃) =
M̃∑

m1=0

· · ·
M̃∑

mL=0

L∏
i=1

g(mi,mi+1)δ

(
M̃ −

∑
i

mi

)
&)4'

�� �� �������	� 
�����	� 	
 � 	����������	��� �����
���	����� ������ ������ ����� &)/' �� ��
���� 
�����	��� 
	�� �� �� �������	� 
�����	� 
	� �� ���	������ ��	���� (),*� �� �������	�

�����	� Zc1d ��� �� ���� �� ��  ���� p(m) ≡ Zc1d(L,m) ��� �� �	 ���	������  �� �� �	���
���� m = Mi ��	�� �� i� �������� �����
$� (8*  � ��� �	 � ��� 
	� m > ρcL�  ��� ρc �� �� �������� ������� 
	� �	��������	�

�� �� 	����������	��� ������� Zc1d(L,m) ������ �� ∼ exp(−c
√

m)  �� �	�� c > 0� ���
����� ��� 
	� ����� m� �� 	����� ���� 	
 �� �	�����	����� 123� u(m) = p(m − 1)/p(m) =
Zc1d(L,m−1)/Zc1d(L,m)� ������ �� u(m) ∼= 1+ c/(2

√
m)� 5	� ��� � 	����� ���� �� �� "�	 �

(),* ��� �� 123 ������� � �	��������	� ��������	�� �� �	�������� 	������� � ������ ���� ���
�� +�������� ����������	� �� � �������� ���	������� ����������	�� ����� m ���	��� �	 ��
���� ��	�� � �������� ����� �� ������� 
�	� �� 123 ���" �	 �� ����	��	��� �	��� ���	 � ��
�	 ������� �� ��	�����	�� �������� ����"��� �	 �� �����  �� � �	�������� �	 ��� 	�� 	
 ��
������ Mi  ��� ��	 �	 ���" �� ��� �� ��#������ ΔM = M − ρ1L

2 = L2(ρ − ρ1) ��� ��� ��
�	��� ���� M ��� �� ���� ρ1L

2 �� �� �������� ���"��	���� ���� �	� ��� ���� ������� ��� 	 �
�	��������� ��� �� �	�������� �� �	������� 	��	 � ������ ���� �
 ���� �� � �	�������� �� ����  ���
��� 	��� ����� ��� � ���� ������� ��	�� �	 �� �������� ������ �	 ������� �� �������� ������� ρ1

 � 	������ ��� &)/' �� �� ���������	����� 
	�������	��

Zg2d(L, z) =
∑
M

Zc2d(L,M)zM =
∑
{Mi}

L∏
i=1

Zc1d(L,Mi)zMi

=

(∑
M

Zc1d(L,M)zM

)L

, &)7'

���	��� .��� � �	 �� 	
 � ���������	����� �������	� 
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 Zg2d� �� �������� �������
ρ1 ���� �� �� ���� �� ρc 	
 �� 	����������	��� �����
���	����� ������ ������ 5	� J = U = 1 ��
����� ρ1 ≈ 0.24� �� 
	��	 � 
�	� (8*�
$� ������� �	 ��������� 	 �� ��������� ��� ����������� ��	�� �� �����  �� ����� ��

�	��������� >���� ������� 
�	� (8* 
	� �� �����
���	����� ����� �� 	�� �������	�  � "�	 ���
��  ��� W ��	 � ∼ L

√
ρ − ρ1� ��� �� �� ����  � ��� �� 5����� / 
	� ρ1 < ρ < ρ2� =�� ��

������� ������� �� ������ ρ2 
	�  �� �� ������� ������� ��  ���W ��� ���	��� ����� �	 ��
������ ���� L� ���� ��� �	 ����� ����� ��
� �	 ��� g(m,n) �#�������� ������ �� exp(−J |m−n|)�
� ���� 
	�  ��  � "�	 
�	� (8* ��� �� ������ �� �� ��� �� � ������ ������ ��� �������� ��
���
	�� ���� �� y��������	� �� 5����� 4�  ��� �� ����� �	������� �� x��������	�� G	� 5������ /
��� 4 ������� 	��� ���� 	
 �� ������� &20× 200 �����' 	�  �� �� ������ ��������	�� ��� ����
���
	����� ����  ��� ��������  �� 200 × 200 ������
5	� ���������	��  �� ��	��	���  ����� gi(m,n)� i ∈ {x, y} �� x� ��� y��������	�  � �����������

	������ �� ������� � 	��������	��� ������������	� 	
 �� �������� �	�������� 	� � ���� �	�	�	���
��� �� �������� ���������  �� �	� �	������ �	 
��� �
� 5����� 7 
	� �� ������ ���� ��� 5����� 8
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