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Resumo

Uma nova abordagem para generalizar a Analise em Compo-
nentes Principais (ACP) para estruturas nao-lineares é proposta
nesta tese: quasi-linear PCA (qIPCA). Esta inclui transformagoes
spline das varidveis originais optimizadas através de um pro-
cesso de Minimos Quadrados Alternados sobre uma determinada
funcao perda. As transformacoes optimas sao explicitamente co-
nhecidas apds a convergéncia, sendo o sumario do modelo se-
melhante ao da ACP. Apesar do algoritmo proposto ser dedi-
cado a ambientes de varidveis continuas com eventual presenca
de relagoes nao-lineares, a sua inspiragao foram os algoritmos
que emergiram do sistema Gifi, tendo estes sido especialmente
concebidos para variaveis categoriais. Deste ponto de vista, pode
afirmar-se que esta tese propoe uma solugao para o seguinte pro-

blema:

Tendo as variantes da ACP associadas ao sistema Gifi
sido desenvolvidas para variaveis categoriais, como adapta-
-las de modo a serem consideradas como uma aborda-

gem nao-linear em contexto de varidveis continuas?

As variantes associadas ao sistema Gifi nao sao usualmente abor-
dagens a considerar pelos investigadores de areas do conhecimento
que lidem com varidveis continuas. Nesse sentido, considera-se
que a qlPCA representa um contributo relevante, alargando o

leque de aplicacoes do referencial tedrico desenvolvido por Gifi.

Palavras-chave: Anadlise em Componentes Principais, linear,
nao-linear, splines, qIPCA, CATPCA.






Abstract

A new approach to generalize Principal Components Analysis
(PCA) in order to handle nonlinear structures is proposed in this
thesis: quasi-linear PCA (qlPCA). It includes spline transforma-
tions of the original variables, using Alternating Least Squares
fitting of a suitable objective loss function to achieve optimal
transformations. Optimal transformations are explicitly known
after convergence and qlPCA reports model summary in a linear
PCA fashion. Even though the proposed algorithm is designed
for continuous variables eventually with nonlinear relationships,
it was inspired by algorithms that emerged from the Gifi system,
whose focus were categorical variables. Thus, this thesis proposes

a solution for the following problem:

Having Gifi’s related approaches been developed for ca-
tegorical variables, how to adapt them in order to be
considered a nonlinear option also in the context of

continuous variables?

Gifi’s related approaches are not usually a valid option for resear-
chers dealing with continuous variables. The proposed approach,
qlPCA, can enlarge the scope of applications of Gifi’s theoretical

framework, being therefore a relevant contribution.

Keywords: Principal Components Analysis, linear, nonlinear,

splines, (JPCA, CATPCA.
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Introducao

A Anidlise em Componentes Principais (ACP) tradicional apresenta duas
limitagoes, a saber: foi concebida para analisar varidaveis quantitativas e é
pouco eficiente na presenca de relacoes nao-lineares entre variaveis.

Uma nova abordagem para generalizar a ACP para estruturas nao-lineares
é proposta nesta tese: quasi-linear PCA (qIPCA). Esta inclui transformagoes
spline das variaveis originais, tendo o adjectivo quasi sido escolhido para su-
blinhar as vantagens que advém do uso de splines lineares (transformacoes
seccionalmente lineares). Apesar do algoritmo proposto ser dedicado a ambi-
entes de variaveis continuas com eventual presenca de relacoes nao-lineares,
a sua génese foram os algoritmos para lidar com variaveis qualitativas.

Quando se codifica uma variavel qualitativa, usando uma qualquer co-
dificacao numérica e se efectua a ACP tradicional, estd-se a admitir que
a andlise das varidveis nominais e ordinais seja feita como se estas fossem
numéricas, usando para o efeito a dita codificagao. No entanto, diferentes
opcoes na codificagao produzem resultados diferentes e nao é claro como estes
devem ser interpretados, nem qual o seu significado.

A ideia fundamental das variantes da ACP concebidas para variaveis ca-
tegoriais é partir dessa codificacao arbitraria e, optimizando um determinado
critério definido por uma func¢ao perda, determinar uma quantificacao optima
para as categorias das varidaveis. O critério a optimizar visa maximizar a
homogeneidade entre as variaveis transformadas, ou de forma equivalente,
minimizar a perda inerente a reducao da dimensao. Sublinhe-se que nao se
trata de atribuir um significado numérico a variaveis por natureza sem esse

significado, mas antes tornar a andlise independente da escolha inicial da
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codificacao.

Na base desta tese estd o conjunto de abordagens que tiveram a sua génese
no referencial teérico desenvolvido por Gifi, vulgarmente designado de sis-
tema Gifi (de Leeuw [7]). Na verdade, Gifi foi o heterénimo dum grupo de
investigadores de Leiden, desde 1968 até 1991, para publicagoes conjuntas.
Na sua ultima publicacdo, Gifi [12] clarifica que os desenvolvimentos origi-
nais se devem aos contributos de Bert Bettonvil, Eeke van der Burg, John
van de Geer, Willem Heiser, Jan de Leeuw, Jacqueline Meulman, Jan van
Rijckevorsel e Ineke Stoop.

Para além dos desenvolvimentos tedricos foi particularmente importante
para o algoritmo proposto uma das solugoes desenvolvidas por Gifi: a HO-
MALS (HOMogeneity analysis by Alternating Least Squares), que se mostra
ser equivalente a uma Anélise de Correspondéncias Multiplas (Bekker e de
Leeuw [2]). Igualmente importante foi o algoritmo CATPCA (CATegori-
cal Principal Components Analysis, disponivel no SPSS desde 1999), que
podendo ser considerado uma evolugao do sistema Gifi, contém como ca-
sos particulares a HOMALS e a ACP tradicional, tendo sido introduzidas
as transformagoes spline como ferramenta de generalizagdo (Meulman et al.
[30]). Sublinhe-se que a CATPCA néo se pode considerar da autoria de Gifi,
mas de elementos associados durante os anos 1990 ao Data Theory Scaling
System Group da Universidade de Leide.

No capitulo seguinte apresentam-se alguns conceitos preliminares, nome-
adamente resultados sobre transformagoes spline, bem como a formulacao
da funcdo perda de forma suficientemente abrangente por forma a ser con-
siderada o denominador comum da HOMALS, da CATPCA e da qIPCA. O
capitulo 2 é dedicado a uma revisao da CATPCA partindo da HOMALS,
pela importancia que esta teve no algoritmo que se propoe nesta tese e com
o intuito comparativo posterior. Mostra-se também no capitulo 2 que, de
todas as técnicas provenientes do sistema Gifi, a HOMALS é a mais potente

devido a flexibilidade permitida para as quantificagoes, surgindo a CATPCA,

LA CATPCA foi desenvolvida por Willem Heiser, Jacqueline Meulman, Gerda van den
Berg, Patrick Groenen, Peter Neufeglise e Anita van de Kooij (Meulman e Heiser [29])
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histérica e tecnicamente, como uma generalizagdo da HOMALS.

Apesar de ja contar com quase 15 anos de existéncia, a CATPCA con-
tinua a ser objecto de investigacao, estando associada a varias publicagoes
recente. Nao estando associado a CATPCA, Jan de Leeuw, um dos ele-
mentos fundadores do grupo Gifi, e véarios seus colaboradores, também tém
realizado desenvolvimentos recentes que assentam no sistema Gifi, através do
envolvimento em projectos de computacao estatistica associados ao software
R (de Leeuw e Mair [§], Mair e de Leeuw [28]).

Sendo por definigdo uma variante da ACP para varidveis categoriais, a
CATPCA apresenta-se também como um algoritmo para realizar uma ACP
com variaveis das varias escalas de medida e em simultaneo como uma va-
riante nao-linear (Linting e Kooij [25]). O termo nao-linear justifica-se para
todas as abordagens associadas ao sistema Gifi, como é o caso da CATPCA,
com a existéncia de uma transformacao nao-linear das varidveis originais
aquando da quantificacdo optima.

Usualmente designam-se por categoriais as variaveis qualitativas de nivel
de medida nominal ou ordinal. No entanto, os autores associados ao sistema
Giifi, estendem o conceito para variaveis quantitativas, interpretando-as como
um caso particular com varias categorias associadas a um nimero elevado de
valores discretos.

Jan de Leeuw [0] refere que “[...] all data are categorical, although perhaps
some data are more categorical than others.” e Linting et al. [26] referem
que “[...] even true numeric variables can be viewed as categorical variables
with ¢ categories, where ¢ indicates the number of different observed values.
Both ratio and interval variables are considered numeric |...]".

A pretensao de estender o sistema Gifi para varidveis quantitativas faz
todo o sentido pois para obter determinados niveis de eficiéncia a ACP tradi-
cional espera que subconjuntos de varidveis apresentem correlacoes lineares
relativamente elevadas. Na presenca de estruturas nao-lineares, apenas numa

situacao ideal com transformacoes linearizantes conhecidas esta limitacao te-

2Em 2012, Linting e Kooij [25], em 2007, Linting et al. [26] 27] e em 2004, Meulman
et al. [30].
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ria solucao trivial. A quantificacao optima também pode ser interpretada
como uma estimativa para a transformacao linearizante desconhecid. Mais,
a andlise grafica dos valores originais da variavel versus a sua quantifica¢ao
optima sugere o grau de nao-linearidade presente no conjunto das varidveis,
permitindo assim sinalizar a necessidade desta abordagem (Linting et al.
[26], Linting e Kooij [25]).

No entanto, até a introducao de splines no seio do sistema Gifi, nao
era possivel aos algoritmos existentes lidarem com um ntmero elevado de

categorias. J& em 1988, de Leeuw e van Rijckevorsel [9] referem que:

“Variables with a large number of possible values, or even conti-
nuous variables, can be incorporated in theory, but the implemen-
tations of the techniques more or less expect a small number of
categories. If the number of categories is very large, say close to
the number of objects that are classified, then homogeneity analy-
sis as currently implemented does not work very well. It will tend
to produce unsatisfactory and highly unstable solutions, in which

chance of capitalization is a major source of variation.”

Num artigo de 2010, Mair e de Leeuw [28] referindo-se a sua imple-
mentacao mais recente, sublinham que toda a teoria que associa os splines ao
sistema Gifi estda desenvolvida desde 1988 e detalhada em van Rijckevorsel e
de Leeuw [35]. No entanto, Mair e de Leeuw [28] apresentam nas conclusoes

que:

“Considering each variable as categorical is not very efficient when
having many categories, as typically in the numerical case. The-
refore, in a future update we will use splines to make it more

efficient.”

3Embora sugestiva, a expressao “estimativa para a transformacao linearizante”, nio
costuma ser usada na literatura, talvez pode ser demasiado forte. Por exemplo, Linting et
al. [26] referem em alternativa que “Nonlinear PCA can assign values to the categories of
such numeric variables that will maximize the association (Pearson correlation) between

the quantified variables”.
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Assim, a tnica implementacao actual dos splines no seio do sistema Gifi
é a CATPCA. Em 2012, Linting e Kooij [25], pela primeira vez numa pu-
blicacao associada a responsaveis pelo desenvolvimento da CATPCA, subs-
crevem as motivagoes apresentadas por Jan de Leeuw, para a introducao de

splines no seio da CATPCA, referindo que:

“If a variable has many categories (as, e.g., a continuous variable),
and the researcher is interested in nonlinear relationships between
that variable and other variables, nominal and ordinal analysis
levels might lead to very irregular quantifications (going wildly
up and down in the transformation plot) that lack insightfulness
and stability. Alternatively, a more restrictive spline ordinal or

spline nominal analysis level can be specified.”

No entanto, a CATPCA, algoritmo originalmente concebido para variaveis
categoriais (ordinais e nominais), necessita, a priori, de um processo de dis-
cretizacao quando aplicada a variaveis continuas, sendo os splines aplicados
a posteriori. Nesta tese defende-se que o processo de discretizacao é desne-
cessario num contexto em que todas as varidveis em analise sao continuas,
propondo-se a qIPCA como alternativa. No entanto, num contexto de mis-
tura de varidveis de vérias naturezas pode nao ser facil dispensar a discre-
tizagao, pensando-se que tera sido esse o motivo que levou o grupo de desen-
volvimento da CATPCA a implementar os splines mantendo a discretizagao.
Por este motivo, quando na literatura associada as ciéncias que lidam com
varidveis continuas aparecem referéncias a ACP nao-linear (ACPNL) rara-

mente é a CATPCA que se estao a referir mas sim a utilizagao de:

e redes neuronais, abordagem apresentada em 1991 por Kramer [16];

e principal curves and manifolds, abordagem apresentada em 1984 por
Hastie [13];

e kernel Principal Components Analysis (KPCA), abordagem apresen-
tada em 1998 por Schoolkopf et al. [32].
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Assim, esta tese propoe uma solucao para o seguinte problema:

Tendo estas variantes da ACP sido desenvolvidas para variaveis
categoriais, como adaptéa-las de modo a serem consideradas como

uma abordagem nao-linear em contexto de variaveis continuas?

Sublinhe-se que a qIPCA admite que todas as varidveis sao continuas,
nao sendo por isso uma alternativa a CATPCA mas antes uma solucao para
realizar uma ACP em estruturas nao-lineares associadas exclusivamente a
variaveis continuas. Detalhes sobre a teoria da qIPCA e sobre a sua imple-
mentagao serao apresentados no capitulo 3. Apresentam-se ainda dois exem-
plos de aplicacao, um no final do capitulo 3 com base em dados simulados
e outro com dados reais no capitulo 4. Conforme referido, a tnica imple-
mentacao actual dos splines no seio do sistema Gifi é a CATPCA. Dadas
as limitacoes referidas, considera-se que a qlPCA representa um contributo
relevante, no seio do conjunto de abordagens que tiveram a sua génese no
referencial tedrico desenvolvido por Gifi.

A glPCA estd publicada em dois artigos recentes (Lavado e Calapez [22]
23]), tendo sido publicados ainda 3 trabalhos preliminares nos ultimos anos
(Lavado e Calapez [19, 20, 21]) bem como proferidas vérias comunicagoes

nacionais e internacionais em torno desta tematica.



Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo apresenta os conceitos preliminares para esta tese.
Comega-se por fazer uma breve revisao das transformacoes spline,
com particular destaque para a base de I-splines. Apds introdu-
zir na segunda seccao o conceito de homogeneidade e de quan-
tificacao optima através da definicao de funcdo perda, mostra-
-se na terceira seccao deste capitulo que a ACP tradicional e a
Anilise de Correspondéncias Multiplas (ACM) sao casos particu-
lares dum problema de optimizacao de uma determinada func¢ao
perda. Mostra-se ainda que a introdugao de transformacoes spline
no seio da funcdo perda permite um enquadramento daquelas
técnicas como casos particulares e extremais em termos de flexi-
bilidade, abrindo portas para uma vasta gama de variantes nao-
-lineares. Parte desta seccao estd publicada nas Actas do XII
Congresso Anual da Sociedade Portuguesa de Estatistica em La-

vado e Calapez [20].

1.1 Transformacoes spline

Ainda sem o uso da palavra spline, a teoria das funcoes spline, remonta a

Rung (1901), tendo a terminologia “func¢do spline” sido introduzida por

1Citado por Schumaker [33].



1.1. Transformacoes spline

Schoenber em 1946, aquando da resolucao de alguns problemas de ajus-
tamento de dados. O termo spline foi escolhido por Schoenberg, devido a
existéncia de um mecanismo mecanico com esse nome, usado por arquitec-
tos (em especial arquitectos navais) para desenhar curvas suaves passando
por pontos dados]. As primeiras monografias sobre o tema, que sao as re-
feréncias bibliograficas de elei¢ao, surgiram no final dos anos 1960 e durante
as décadas de 1970 e 1980. Os autores das variantes nao-lineares da ACP,
que usam fungoes spline, nao hesitam em indicar a monografia de De Boor [5]
e a de Schumaker [33] como as referéncias fundamentais. O livro de De Boor
[5] contém, para além do desenvolvimento tedrico, os primeiros algoritmos
para lidar computacionalmente com funcgoes spline. Estes dois autores foram
as principais referéncias usadas.

Ainda que informalmente, fixe-se desde ja que as funcgoes spline sao
funcoes seccionalmente polinomiais com certas regularidades. Note-se que
também se podem definir fungoes spline sobre fungoes trigonométricas ou
sobre funcoes exponenciais, entre outras. Nao serao, no entanto, feitas quais-
quer consideragoes sobre funcgoes spline nao polinomiais pois nao sao ne-
cessarias para os objectivos deste capitulo.

Considere-se o intervalo [a, b] e seja
A:{ei}’;ré coma=cyg<e;<...<& <&y =0 (1.1)
uma coleccao de pontos que definem uma sua particao em r + 1 subintervalos
]z' = [Ei,EiJrl[, 1= O, 1, N le [r = [ET,ETJrl] . (12)

Os r pontos interiores de A designam-se por pontos de juncao.

2Nos artigos ” Contributions to the problem of approximation of equidistant data by
analytic functions, Part A: On the problem of smoothing of graduation, a first class of
analytic approximation formulae” e ”Contributions to the problem of approximation of
equidistant data by analytic functions, Part B: On the problem of osculatory interpolation,
a second class of analytic approximation formulae”, ambos publicados na Quartely Applied

Mathematics, 4, paginas 45-99 e 112-141, respectivamente.
3Para mais pormenores sobre a histéria do desenvolvimento da teoria das funcdes spline,

ver Schumaker [33].



1.1. Transformacoes spline

Usa-se a notagdo f; = f|,, com f uma fungao definida em [a,b], para
designar a restricao de f ao intervalo ;. Usa-se a notagao fi(l) para a derivada
de ordem [ da funcao f;.

Uma fungao f, definida em [a,b], é um spline de grau v (ordem v + 1),

com pontos de juncao £q,...,&, se, e so se, para todoo i =0,...,r
fi ¢ um polinémio de grau v (1.3)
e, para todooi=0,...,r —1,
lim f(z) = lim O ), 1=0,1,...,0—1. (1.4)
Tery, zely,

A condigao (3] significa que f tem que ser um polinémio de grau v
em cada subintervalo, apesar de poder ser um polinémio diferente para cada
subintervalo. As funcoes que verificam apenas esta condicao sao chamadas
polinémios segmentados de grau v ou fungoes seccionalmente polinomiais de
grau v.

A condigao (4] assegura que os diferentes polinémios se ligam de forma
mais, ou menos, suave nos pontos de jungao. Esta suavidade faz com que na
representacao grafica de um spline os pontos de jun¢ao sejam imperceptiveis.
Esta condigao é a exigéncia mais comum quando se recorre a funcoes spline.
No entanto, a literatura apresenta uma definicao mais geral, permitindo que
a suavidade do spline nao seja a mesma em todos os pontos de jungao. A
condigao (L4) é a usada nas variantes nao-lineares da ACP em anélise.

Um caso de particular importancia é o spline cibico, ou seja, v = 3 na
definicao anterior. Como os splines ctibicos tém derivadas continuas até a se-
gunda ordem, sao particularmente interessantes na modelacao de fenémenos
fisicos, em que a segunda derivada representa a aceleracao.

Pode-se demonstrar (De Boor [5], Schumaker [33]) que o conjunto dos
splines de grau v, com a particao definida por A, é um espaco linear de
fungoes, de dimensao w = v + 1 + r, ou seja, de dimensao igual a ordem do
spline somada ao nimero de nos interiores.

Em 1966, Curry e Schoenberg (citados por De Boor [5]) demonstraram

que existe uma base, computacionalmente interessante, para o espago linear
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dos splines polinomiais. As funcgoes desta base foram designadas por B-
splines. Para esse efeito, a particao A e a informacao sobre a suavidade em
cada um dos seus pontos é incorporada numa sequéncia de nos nao decres-

cente t = {t1,ta,...,topsr12}, onde:

L. tl S s S t2v+r+2;

2. tlz---:tv+1:a;
3. bogrie =+ =loyprp2 = b,
4. tyio, ..., tyiryr1 SA0 08 T NOS interiores.

Assim, quanto menos suave for o ponto de A mais nds lhe estdao as-
sociados, sendo esta multiplicidade de nds necessaria para a recursividade.
Consequentemente, segundo a condi¢ao (IL4]), apenas os pontos fronteiros de
A, g9 = a e g4 = b, vao estar associados (cada um) a v + 1 nds, pois
0 spline nao esta sujeito as exigéncias de regularidade impostas aos pon-
tos de juncao interiores. Logo, dados os r 4+ 2 pontos de A sdo necessarios
r+2v+1)=r+2v+2=2v+r+2 nds.

Dada a sequéncia de nés t, define-se para todo ¢ = 1,2,...,w a funcao

B-spline de grau v pela seguinte relacao recursiva

0, caso contrario

—t Tototrl — .
Bt (@) = 1 Bl() + —H Bl (),
tgro = 1 tgtvt1 = Tg41
onde , ,

ng’](x) o MBEA@)
toto = tq tgtvt1 = g4
sao iguais a zero quando os denominadores sao nulos.

Uma outra base particularmente interessante ¢ a base dos M-spline,

vl g

v+1] _
M = L g=1,...,w. (1.5)

lgtotr1 — Ug

Pode ser demonstrado (Schumaker [33]) que MY ¢ positiva e inferior a

1 no intervalo |t,, t44p11[, sendo zero caso contrario, e também que

10



1.1. Transformacoes spline

> v+1 .
/_ MPH (z) do = 1.

logo, MCEUH] tem as caracteristicas de uma funcao densidade probabilidade.
Transformagoes monotonas podem ser obtidas usando uma base de funcoes
de spline mondétonas juntamente com coeficientes nao negativos. Nesse sen-
tido, Winsberg e Ramsay [36] aproveitando as propriedades das fungoes den-
sidade probabilidade M-spline, propuseram a base de I-splines (integrated
splines), as correspondentes funcoes distribuigao da base de M-splines.
Dada a sequéncia de nés {t} os I-spline de ordem v+ 2 sao definidos, para

todos os ¢ =1,2,...,w por
v+2 _ ’ v+1
10+ = / M () du, (1.6)

Como cada M-spline é um polinémio segmentado de grau v, o I-spline
associado é um polinémio segmentado de grau v+ 1, ou ordem v + 2. Assim,
o espaco associado tem dimensao w + 1, sendo w a dimensionalidade da
base dos M-splines. No entanto, por construcao, existem apenas w [-splines
independentes, por isso sé é possivel obter o subespaco gerado por estes. A
partir de agora w refere-se a dimensao deste subespaco, sendo w = v+1r para
um spline de grau v com r nés interiores.

2] - .
LEU } ¢ ndo constante no intervalo

Pela definigao ([L6]), conclui-se que
|t4; tg+v+1[, sendo zero para valores inferiores a ¢,, e 1 para valores superiores
a tgrot1. A definicao dos I-splines através de uma relacao recursiva fornece
uma conveniente abordagem computacional.

Como exemplo ilustrativo, considere-se uma variavel continua x de minimo
my, mediana my e maximo mg e o espago dos splines lineares com um no

interior na mediana. Os elementos da base sao os seguintes:

(

0, T < 1mq
Li(z)=q 2L myp <z <my
1 T > my

11



1.1. Transformacoes spline

(

0, T < Mgy
I(z) = sz, me <z <mg
(1 T > Mms

Para obter por recorréncia esta base de I-splines é necessario em primeiro
lugar calcular as fungoes da base de M-splines. Como se pretende obter I-
-splines de grau 1, as fungoes M-spline que lhes dao origem tém grau zero.
A base dos M-splines que gera todo o espaco de splines de grau v = 0 com
r = 1 né interior tem dimensao w = v + 1 +r = 2. Por isso, o conjunto das
funcoes da base de I-splines tera dois elementos. Como o espaco das funcoes
spline de grau 1 com um no interior é tridimensional, o conjunto referido

pode apenas gerar um seu subespaco.

2 T T T

1.8f _ ** 1
L f(h)—1.2|1+0.6|2 - L |

transformed variable

min median 0.58 max

original variable

Figura 1.1: Spline de grau um com um no interior na mediana.

A figura [T mostra a familia de I-splines de grau 1 definida em [0, 1]
com um noé interior na mediana. I; e I, sao as fungoes da base. As estrelas
representam as imagens de x através do spline obtido como combinagao linear
de I; e Iy com os coeficientes 1.2 e 0.6, respectivamente. Cada I-spline

é seccionalmente linear e nao constante num intervalo. A figura também

12



1.2. Funcgao perda

mostra um exemplo de imagens obtidas em cada uma das trés fungoes (duas
fungoes da base e um spline) para um valor de z superior a mediana (z = 0.58,
I,(0.58) =1, I5(0.58) = 0.29 e f(0.58) = 1.37).

Um polinémio de grau v é determinado por v + 1 pontos. Por isso,
cada segmento do spline na figura [[.1l pode ser definido usando os pontos
associados ao minimo/mediana e mediana/maximo. No entanto, o algoritmo
da qlPCA ira optimizar a escolha dos coeficientes da combinacao linear de
I-splines através de uma regressao multivariada, sendo I, e I, as variaveis
predictoras e por isso envolvendo todos os dados e nao apenas conjuntos de

dois pontos.

1.2 Funcao perda

O conceito de homogeneidade é central no sistema Gifi . Em termos genéricos,
k variaveis serao homogéneas se forem semelhantes, ou seja, se medirem a
mesma propriedade ou propriedades. Para o concretizar, torna-se necessario
definir o que se entende por semelhanca entre varidveis. Tal passara ne-
cessariamente pela definigdo prévia duma forma de comparagao/medida das
variaveis.

Suponha-se que existe uma variavel x que mede aproximadamente a
mesma propriedade que um conjunto de variaveis, ou seja, funciona como um
indice dessa propriedade (por exemplo, o Indice de Pregos no Consumidor).
A ideia subjacente a medigdo da semelhanga/diferenca entre as varidveis é
quantificar a perda de informacao inerente a substituicdo de um conjunto de
variaveis por um indice. Quando a perda de informacao é minima diz-se que
as variaveis iniciais sao homogéneas podendo ser substituidas pelo indice.

A questao central que permite generalizar a ACP tradicional é saber
até que ponto sera vantajoso transformar as variaveis iniciais, considerando
determinadas classes de transformacoes admissiveis, antes de quantificar a
perda de informacao, com o objectivo de maximizar a semelhanca entre elas
e consequentemente minimizar a perda.

As diferentes técnicas que dao resposta ao problema anterior diferem na

13



1.2. Funcgao perda

forma de medicao da semelhanga/diferenga entre as variaveis e nas classes de
transformagoes admitidas.

A ACP tradicional tem como objectivo reter o maximo de informagao
das variaveis originais nas componentes principais retidas. As componentes
principais, multiplicadas por um conjunto de pesos 6ptimos designados por
loadings, devem aproximar tanto quanto possivel os dados originais. Usu-
almente na ACP tradicional, os loadings e as componentes principais sao
obtidos através de uma decomposicao em valores singulares da matriz de da-
dos estandardizada, ou através de uma decomposicao em valores e vectores

proprios da matriz de correlagao. No entanto, os mesmos resultados podem

[©N

ser obtidos através de um processo iterativo no qual uma funcdo perda
minimizada. A perda a ser minimizada é a perda de informacao inerente a
representacao das m variaveis por um numero reduzido de componentes prin-
cipais. Esta ¢é quantificada pela diferenca entre as componentes principais,
ponderadas pelos respectivos loadings, e as variaveis originais.

Seja H a matriz dos dados centrada do tipo n x m, formada por colunas
h; (j =1,...,m), que retinem os valores observados para cada varidvel em
analise. Seja X, do tipo n X p, a matriz das p componentes principais retidas
e A, do tipo p x m, a matriz dos loadings, sendo a j-ésima coluna designada
por a;.

Nas variantes da ACP associadas ao sistema Gifi, o processo iterativo para
minimizagao da perda permite adicionalmente transformagoes nao-lineares
das varidveis originais. Estas variantes nao-lineares sao por isso uma genera-
lizacao da ACP, ao permitirem no mesmo modelo, a substituicao da matriz
H dos dados observados pela matriz F', do tipo n x m, contendo as varidveis
transformadas f; = ¢,(h;) cujos valores sdo designados quantificagdes.

A funcao perda usada na ACP tradicional para minimizar a diferenca
entre os dados originais e as componentes principais pode nesta generalizacao
ser escrita como o (X, F) = n~' 337 (30 wisas; — fiy)?, ou em notagao

matricial como

o(X,F)=n"! Ztr[(Xaj —f;) (Xa, — f;)]. (1.7)

J

14



1.2. Funcgao perda

Pode demonstrar-se (Gifi [12]) que a fungao perda (7)) é equivalente a

/

c(X,F)=n" Ztr (X - f5a;) (X — f;a;)], (1.8)
sendo esta formulagdo a mais usual no sistema Gifi. A fungao perda (L8]
estd especificada para a situacao mais simples, sem valores omissos ou a
possibilidade de diferentes pesos para os individuos. Estes casos podem ser
incorporados na funcao perda (L.§]), no entanto, estao fora do ambito desta
tese.

No préximo capitulo sera abordada a possibilidade de atribuir p quanti-
ficacoes diferentes, uma por cada dimensao retida, a cada valor original. Eo
que se costuma designar por tratamento Multiple (de Leeuw e van Rijckevor-
sel [9], Gifi [12], Meulman et al. [30]). Por forma a permitir esta possibilidade,
a funcao perda (L)) é generalizada para a funco o : My« XMy, —IR tal

que

o (X, M) =n""Y tr [(X—Mj)’ (X—Mj)], (1.9)

J
. . N . ~ /
sujeita a restricao X X = nl, onde

e M; = |mj ... m } é a matriz n x p contendo as p (diferentes)

imagens do mesmo vector hy;

e m;; ¢ o vector das imagens de h;, obtidas através da transformacao ¢,

da variavel j para a dimensao ¢, t =1,...,p;

/

oM:[Ml Mm] ¢ uma matriz pm X n.

Sublinhe-se que a matriz M, contém as imagens dum mesmo vector h;,
sujeito a p transformacoes diferentes. Quando se pretende impor as quan-
tificagoes obtidas pela minimizacao da funcao perda, restricoes de ordem,
de distancia e de disposicao segundo certas regras, exige-se durante o pro-

cesso de optimizacao que a matriz M; tenha caracteristica unitdria, ou seja,
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1.3. Um enquadramento via splines das variantes da ACP

M; = fja;- tal como na funcao (L). E o que se costuma designar por tra-
tamento Single (de Leeuw e van Rijckevorsel [9], Gifi [12], Meulman et al.
[301).

A funcao perda (L) é suficientemente abrangente para incluir como casos
particulares a funcao perda da HOMALS, da CATPCA e da qIPCA. Nesse
sentido, a fungao perda ([L9) serd designada por funcao perda comum. Como
se mostra no capitulo seguinte a HOMALS usa o tratamento Multiple para
todas as varidveis e a CATPCA permite um tratamento diferenciado por
variavel permitindo ambos os tratamentos. No capitulo 3 mostra-se que a

qIPCA usa o tratamento Single para todas as variaveis.

1.3 Um enquadramento via splines das vari-
antes da ACP

Considere-se na fungao perda (L8) que o vector f; das imagens de h; esta

associado a seguinte transformacao:

f;=¢; (h;) = ol (hy), (1.10)
=1

ou seja, ¢; ¢ uma funcao spline de grau v, com r nds interiores, gerado por
w I-splines.

A transformacao (LI0) contempla os seguintes casos particulares:

1. Transformacgoes lineares
Obtém-se considerando splines de grau 1, sem nds interiores, o que

resulta, como pretendido, num vulgar polinémio de grau 1.

2. Transformacoes seccionalmente constantes
Obtém-se considerando splines de grau 0, com qualquer nimero de nés
interiores, o que resulta, como pretendido, numa fungao em patama-
res. No caso extremo sem nos interiores obtém-se uma funcao cons-
tante, sem utilidade neste contexto. No extremo oposto, com nimero
maximo de nds interiores, obtém-se uma funcao em que cada objecto

esta associado a um patamar.
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1.3. Um enquadramento via splines das variantes da ACP

Estes dois casos particulares podem ser considerados extremais no que
diz respeito a quantidade de nods interiores.

Considere-se agora que a classe de transformacoes admissiveis é a das
funcoes lineares para todas as variaveis. Neste caso, pretende-se determinar,
para cada varidvel, um escalar 6ptimo y; tal que a quantificacao optima
f; = ¢;(h;) = y;h; minimize a fungao perda. Pode demonstrar-se (Bekker [2],
Escofier e Pages [10], Lavado [19]), que nestas circunstancias a minimizagao
da fungao perda é equivalente a solugao da ACP tradicional, sendo assim mais
uma fundamentacao para designar tal técnica de linear. Sabe-se ainda que,
neste contexto, a quantificagcao optima f; para a variavel j ¢ a estandardizacao
dessa variavel, ou seja, y; é o inverso do desvio-padrao (Meulman et al. [30]).
Sendo as transformagoes lineares fungoes spline de grau 1, sem nos interiores,
pode-se afirmar que a ACP linear pode ser vista como caso particular do
sistema Gifi via fungoes spline.

Considere-se agora que a matriz dos dados H,,«,, é constituida por n ob-
servagoes em m variaveis qualitativas nominais, onde a j-ésima variavel tem
k; categorias (j = 1,...,m). Estas varidveis, aquando da sua introducao
na matriz dos dados, sao alvo dum processo de quantificacao a priori, cha-
mado codificacao, que associa, por tradicao, os primeiros nimeros inteiros
positivos a cada uma das categorias de cada variavel. Usando este tipo de
codificacao, o vector de observacoes tera sempre elementos que variam entre
1 e k;, percorrendo apenas ntimeros naturais.

A utilizacao de uma ACP linear sobre varidveis nominais limita a flexi-
bilidade da optimizagao da homogeneidade pelo uso de transformagoes que
mantém a proporcionalidade entre as distancias associadas a quantificacao
atribuida a priori. No entanto, essa quantificacao é perfeitamente arbitraria,
pelo que, é legitimo flexibilizar a optimizac¢ao de modo a maximizar a homo-
geneidade entre as categorias das varidveis em andlise. No caso de variaveis
nominais, verifica-se um relacionamento entre as quantificagoes optimas e os
object scores que remetem para o principio baricéntrico (Bekker e de Leeuw
[2], Tenenhaus e Young [34]), ou seja, como se mostra no préximo capitulo,
a quantificacao de uma categoria sera proporcional a média dos scores dos

objectos que a ela estao associados, e o score de um objecto sera proporcional
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1.3. Um enquadramento via splines das variantes da ACP

a média das quantificacoes das categorias que o caracterizam.
Na Anadlise de Correspondéncias Multiplas (ACM, ver por exemplo Car-

valho, [3]) tradicional é efectuada uma decomposigao adequada da matriz

m

disjuntiva completa, matriz binaria do tipo n x > k;, resultante da justa-
j=1

posicao de m matrizes G; do tipo n x k;, onde g;(i,s) = 1 sse o i-ésimo

individuo optou pela s-ésima categoria da j-ésima variavel. Ou seja, na ma-
triz disjuntiva completa, cada coluna corresponde a uma categoria de uma
variavel. Fazendo o paralelismo com o explanado no caso da ACP linear,
é como se, agora, as variaveis indicatrizes das categorias desempenhassem
o papel das varidveis. Pode por essa via demonstrar-se (Bekker e de Le-
euw [2], Escofier e Pages [10], Lavado [19]) que o recurso a transformagoes
seccionalmente constantes com ntmero maximo de nés interiores para cada
variavel, tem como consequéncia a equivaléncia entre os resultados proveni-
entes duma ACM e a minimizacao da fungao perda (L9) no seio dessa classe
de transformacoes. Sendo essas transformagoes fungoes spline de grau 0, com
o numero maximo de nos interiores, pode afirmar-se que a ACM pode ser
vista como um caso particular do sistema Gift via fungoes spline.

Os dois casos particulares anteriores (ACP ¢ ACM tradicionais) contem-
plam valores extremos para o numero de nés interiores e os polinémios seg-
mentados que constituem esses splines tém grau minimo. As transformacoes
lineares sao as mais rigidas, pois sé permitem transformar a varidvel/vector
num vector colinear, ou seja, a distancia entre os valores da variavel transfor-
mada é proporcional a distancia entre os valores originais. As transformacgoes
seccionalmente constantes sao as mais livres, pois permitem actuar em sub-
conjuntos de componentes do vector/varidvel sem qualquer restri¢ao.

Tanto a ACP linear como a ACM consideram a mesma classe de trans-
formacoes para todas as variaveis. Para aumentar a flexibilidade desta abor-
dagem ¢é desejavel que a classe de transformacgoes admissiveis, isto é a classe
de splines, seja escolhida variavel a variavel, o que se torna possivel devido
a separabilidade em j da funcao perda.

As ideias fundamentais das variantes nao-lineares da ACP sao:
e enfraquecer a rigidez das transformacoes lineares; e
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1.3. Um enquadramento via splines das variantes da ACP

e restringir a liberdade das transformacoes seccionalmente constantes.

Sublinhe-se que as situagoes intermédias podem ser obtidas pela utilizacao
de outros tipos de splines fazendo variar quer o nimero de nds interiores
quer o grau do spline. Esta abordagem permite um compromisso entre a
flexibilizacao das transformacoes admissiveis tendo em vista a minimizacao
da perda e a restricao das mesmas devido a informacao que se dispoe a priori

sobre a variavel original e que se pretende manter. Por exemplo:

e Habitualmente, se a escala de medida da variavel é ordinal, pretendem-se
impor restricoes na ordem dos valores da variavel transformada, i.e.,
permite-se a alteracao nao proporcional dos valores da variavel original
mas nao a alteragao da ordem entre eles. Isto significa que a trans-

formacao spline a optimizar deve ser uma fungao mondtona crescente.

e Se a variavel é continua normalmente pretendem-se restrigoes ao nivel
da proporcionalidade da distancia entre os valores da variavel que po-

dem ser ditadas pela escolha dos parametros do spline.

e Se existirem razoes para suspeitar da existéncia de relagoes nao-lineares
entre as variaveis, pode impor-se outro tipo de restricoes a variavel

transformada, através da parametrizacao adequada do spline.
Para ilustrar as ideias anteriores considerem-se os seguintes exemplos:

1. Lavado e Calapez [23], recorrendo a dados simulados que serao discu-
tidos em mais detalhe no terceiro capitulo, consideram doze variaveis,
sendo dez construidas através de fungoes monotonas, nao-lineares, das
restantes duas variaveis. Trata-se de uma situacao em que a aplicagao
de transformacoes logaritmicas em todas as varidveis, resulta numa
matriz de caracteristica dois. Consequentemente, espera-se que uma
ACP nao-linear sobre a matriz inicial, bem como uma ACP linear so-
bre a matriz transformada, apresente um ajustamento quase perfeito
com apenas duas dimensoes e que as transformacoes spline éptimas re-
velem um comportamento aproximadamente logaritmico. Concluiu-se

que todas as vantagens que decorreriam da realizacao duma ACP linear

19



1.3. Um enquadramento via splines das variantes da ACP

sobre as variaveis linearizadas via aplicacao de logaritmos, sao também

obtidas via aplicacao directa da ACP nao-linear sobre a matriz inicial.

Num estudo sobre seguranca rodovidria (Gifi, [I1]), observam-se as
idades dos inquiridos arredondadas para o nuimero inteiro de anos mais
proximo. Assim, a variavel “idade do condutor” é definida pelo investi-
gador como sendo de natureza quantitativa (discreta). E provavel que
esta variavel esteja relacionada com a seguranca rodoviaria de forma
nao-linear: directamente proporcional até aos 25 anos e depois sem in-
fluéncia relevante ou, noutro cenario, directamente proporcional até aos
25 anos, sem influéncia relevante dos 25 aos 65 e inversamente proporci-
onal depois dos 65 anos. Em qualquer dos casos, a transformacao linear
limitaria em demasia a qualidade do ajustamento. O investigador pode
por isso optar por usar uma transformacgao nao-linear. Transformagoes
spline com e sem a exigéncia de monotonia, de grau 1 com 2 nos inte-
riores, sao as opgoes indicadas para o primeiro e segundo cenario, res-
pectivamente. Se o investigador tivesse considerado a variavel “classe
etaria do condutor”, transformagoes seccionalmente constantes (spline

de grau 0) poderiam ser interessantes para esta variavel.

Num estudo de opiniao sobre o aborto (adaptado de Gifi [11]) observam-
-se as preferéncias politicas dos inquiridos. Os partidos politicos com
representacao parlamentar sao codificados com os primeiros 6 niimeros
inteiros positivos, usando ainda o ntimero 7 para outras opcoes. As-
sim, a varidavel “preferéncia politica” é definida pelo investigador como
sendo de natureza qualitativa nominal. Uma questao que pode pro-
vocar incerteza no investigador é se deve considerar todos os partidos
individualmente, ou agrupar alguns. Em vez de decidir com base no
seu conhecimento a priori, pode faze-lo depois da andlise: se algumas
categorias obtém a mesma quantificacao, ou uma muito semelhante,
entao poderao ser agrupadas sem afectar os resultados finais. Se a co-
dificacao inicial tiver explicita uma ordenacao por quadrante politico
(p.ex. usando os c6digos 1 a 2 para partidos de esquerda, 3 para parti-

dos de centro e 4 a 6 para partidos de direita) o investigador pode es-

20



1.3. Um enquadramento via splines das variantes da ACP

tar interessado numa transformacao que respeite a ordem inicialmente
escolhida para os partidos, mas que sugira a melhor distancia entre
eles, usando para esse efeito transformacgoes mondtonas seccionalmente

constantes, tendo em vista a manutencao da ordem inicial.

Com a rapidez dos meios computacionais actuais, uma boa sugestao para
obter a mais fiel reducao de dimensionalidade é experimentar varias possibi-

lidades em termos de transformacoes das variaveis iniciais.
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Capitulo 2

CATPCA - uma breve revisao

O objectivo deste capitulo é fazer uma breve revisao da CATPCA
(CATegorical Principal Components Analysis) pela importancia
que esta teve para o algoritmo proposto nesta tese. A CATPCA
é uma variante nao-linear da Analise em Componentes Princi-
pais, especialmente concebida para variaveis nominais e ordinais,
que esta preparada para estruturas nao-lineares. Em primeiro
lugar serd apresentada a HOMALS (HOMogeneity analysis by
Alternating Least Squares), que opera com tratamento Multiple
para todas as variaveis e apenas permite transformagoes seccio-
nalmente constantes, surgindo a CATPCA como forma de gene-
ralizagao, permitindo diferentes tratamentos por variavel e alar-

gando a classe de transformagoes admissiveis.

Considere-se que a matriz dos dados H,,«,, é constituida por m variaveis
categoriais (varidveis qualitativas nominais ou ordinais), onde a varidvel h;
tem k; categorias (valores possiveis), com j =1,...,m.

As variaveis categoriais, aquando da sua introdugao na matriz dos dados,
sao alvo dum processo de quantificacao a priori, usualmente designada codi-
ficacao, que associa, por tradi¢ao, os primeiros niimeros inteiros positivos a
cada uma das categorias de cada variavel. Por exemplo, para a variavel “cor
dos olhos”, cujas categorias seriam, “castanhos”, “azuis”, “verdes” e “ou-

tras”, uma possivel codificagao seria: “castanhos codigo 17, “azuis cédigo
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27 “verdes codigo 3”7, “outras codigo 4”7. Para certo tipo de analises ex-
ploratorias esta quantificacao é suficiente, ou seja, perguntas do tipo “que
percentagem de individuos tém os olhos azuis?” sao exactamente equiva-
lentes a perguntar a base de dados “que percentagem de 2’s ha na variavel
“cor dos olhos”?”. Numa andlise como a ACP pode-se levantar uma série de
questoes quanto a sua implementacao sobre uma matriz de dados obtida via
codificacao. Basta lembrar o papel de cada variavel como vector de IR™. Face
a quantificacao sugerida, cada elemento de um desses vectores sera sempre
um nuimero natural entre 1 e k;. A aplicacao duma ACP a uma matriz de
dados desta natureza é algo substancialmente restritivo e desprovido de sen-
tido. Assim, pretende-se determinar qual seria a quantificacao 6ptima, para

os fins duma ACP, a aplicar a cada categoria de cada variavel, ou seja, as
m
> ki (=) k;) categorias.
J=1
A procura desta quantificacao éptima serd realizada via maximizacao

da homogeneidade, ou analogamente, via minimizacao duma funcao perda.

Para implementar esta ideia sera necessario definirem-se algumas matrizes

auxiliares.

Chama-se matriz indicatriz associada a variavel h;, 7 = 1,...,m, e
designa-se por Gj, a matriz do tipo n x k;, com entradas G;(i,t) = 1,
i=1,...,n,t=1,...,k; se oindividuo i pertence a categoria t e G;(i,t) = 0

se pertence a outra categoria.
Exemplo:
!/
Se a varidvel h; for h; = [ 1 4 5 3 ] entao a matriz indicatriz que
lhe estd associada sera:

1
0

G —
! 0

o o O
o o O

0
1
0

= )

00100

A matriz indicatriz contém exactamente a mesma informacao que a variavel
categorial que lhe esta associada e estd, de certa forma, dissociada da codi-
ficagao tradicional. Por defini¢ao as categorias sao mutuamente exclusivas e

exaustivas, logo:
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2.1. HOMALS - a base da CATPCA

i) Cada linha de G, é constituida por um elemento "1” e (k; — 1)
elementos 707

ii) Das k; colunas de G; uma delas é redundante pois fica totalmente
determinada pelas restantes (k; — 1);

iii) As colunas de G; sdo ortogonais entre si, logo D; = GG ¢ uma
matriz diagonal cujos elementos principais sao a frequéncia de cada categoria.

Chama-se super-matriz indicatriz associada a matriz dos dados H, e

designa-se por G, a matriz do tipo n x ) k; formada pela justaposicao das
matrizes Gj:

G:[G1 G, --- Gm].

A super-matriz indicatriz contém exactamente a mesma informacao que
a matriz H. O somatério dos elementos de cada linha de G é igual a m. O
somatorio dos elementos de cada coluna de G indica a frequéncia de cada

uma das ) k; categorias.

2.1 HOMALS - a base da CATPCA

Na HOMALS a classe de transformagoes admissiveis é a das transformagoes
seccionalmente constantes e todas as variaveis tém tratamento Multiple. As-
sim, cada varidavel estd associada a p quantificacoes distintas, onde p é o
numero de componentes principais retidas.

As k; categorias da varidvel h; sao representadas por k; valores numéricos
em p vectores distintos y;;, t = 1,...,p, sendo a quantificacao da varidvel h;
associada a t-ésima componente principal dada por fj; = ¢;(h;) = G,y

Seja Y; = [y;1...Yjp] a matriz do tipo k; X p que representa as k; cate-
gorias da varidvel h; nas p dimensoes retidas. A quantificacao multipla da

variavel h; ¢ dada por

Seja X,,xp a matriz dos object scores e Y;’s do tipo kj X p, 7 =1,...,m
as matrizes das quantificacoes das categorias. As coordenadas do objecto

7 no espaco de dimensao p, correspondem aos elementos da linha ¢ de X,
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2.1. HOMALS - a base da CATPCA

i = 1,...,n. As coordenadas da categoria ¢ no espaco correspondem aos
elementos da linha ¢ de Y;, ¢ = 1,...,k;. Ou seja, os object scores sao os
representantes dos objectos observados e as quantificacoes das categorias as
representantes das categorias iniciais. Assim, a fungao perda comum (L9), é

na HOMALS escrita com o formato:

c(X,Y)=m ") tr[(X-G,Y;)) (X -G;Y,))], (2.1)

’

ondeY:[Yl R }
Estd demonstrado (Bekker e de Leeuw [2], Gifi [12], Lavado [19]) que cada
solugdo (x,y) resultante da minimizagao da fungao perda para varidveis cate-

goriais sujeita a X'X = I satisfaz as seguintes relacoes de proporcionalidade:

a)x o Gy/m
b)y o D 'G'x

onde, D é a diagonal de G'G.

Mais, a condi(;é X'X =TI implica que a constante de proporcionalidade
de b) seja unitaria, ou seja, y = D™'G'x.

A relacio y = D'G'x significa que a quantificacio de uma categoria
¢é igual a média dos object scores que nela se inserem. Do ponto de vista
geométrico pode-se entao afirmar que a quantificacao de uma categoria é o
centro de gravidade, ou baricentro, dos object scores que nela se inserem.
Da mesma forma, no caso de dimensao p, diz-se que a quantificacao de uma
categoria é o centrdide dos object scores que nela se inserem.

De forma andloga a relagao x oc Gy /m significa que os object scores sao
proporcionais a média das quantificacoes das categorias a que cada objecto
pertence.

No contexto da HOMALS, o processo de Minimos Quadrados Alternados
consubstancia-se no Principio das médias reciprocas para determinar X e y,
pois devido as relagoes anteriores procede, de forma simplificada, segundo os

passos seguintes:

'Note-se que se a normalizacdo tivesse sido y'Dy = 1 terfamos outras constantes de

proporcionalidade (ver por exemplo pagina 11 de Bekker e de Leeuw [2]).
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2.1. HOMALS - a base da CATPCA

(1) Inicializagao:

a) x é construido de forma aleatéria,
b) x é normalizadoH e centrado e designado por X;

¢) y é determinado pela média dos object scores que se inserem em

cada categoria e designado por y.
(2) Actualizagcdo dos object scores:

x é actualizado através da média das quantificacoes das categorias

a que cada objecto pertencal e designa-se por x+.

(3) Normalizagao: x* passa a ter norma unitdria.
(4) Actualizagdo das quantificagoes das categorias:

y é actualizado repetindo (1)-¢) com x* e é designado por y™.
(5) Teste de convergéncia:

Seja ¢ infinitesimal fixado & partida, se o(X,y) — o(x",y") < e
entdo (xT,y") é a solugao. Caso contririo repetem-se os passos
(2) a (4) partindo de (x*,y™).

Substituindo x por X e y por Y, e o passo (3) pela ortonormalizacao do
conjunto das p colunas de X obtém-se a versao de dimensao p do algoritmo
anterior.

A determinacao da solucao para a optimizacao da funcao perda é obtida
meramente por calculo de médias. Dai a designagao de Principio das médias

reciprocas.

2Usualmente recorre-se & normalizacio unitéria associada ao pressuposto das varidveis
iniciais serem previamente centradas e divididas por /n. Neste caso concreto implica a
variancia unitaria dos object scores. O algoritmo da HOMALS obtém a variancia unitaria
dos object scores normalizando x para a soma dos quadrados igual a n, pois nao usa o
pressuposto anterior. A primeira via tem vantagens para a apresentacao tedrica a segunda

tem vantagens ao nivel da implementc¢ao pratica do algoritmo.
30u seja, usa-se a relacio x o« Gy/m com constante de proporcionalidade igual a 1.
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2.1. HOMALS - a base da CATPCA

Em termos geométricos, a minimizagao da funcao perda pode ser interpre-
tada como a construcao de uma representacao grafica, no plano ou no espaco,
na qual os objectos e as categorias estejam posicionadas de forma a encontrar
padroes relevantes, ao mesmo tempo que se retém informacao suficiente de
modo a produzir uma representagao aceitavel da realidade m-dimensional.

Cada representacao grafica relacionard os n object scores com as k; cate-
gorias de uma das m varidveis. Serd portanto uma nuvem de pontos (pontos-
-objecto e pontos-categoria) e segmentos de recta que ligam cada object score
a categoria a que pertence. Uma das caracteristicas desejaveis, para se conse-
guir reter mais informagao das representagoes produzidas, é os comprimentos
dos segmentos de recta serem minimos. Pretende-se que os objectos estejam
perto das categorias em que se inserem e que as categorias estejam perto
dos objectos que lhes pertencem. Assim, o objectivo é construir uma re-
presentagao grafica que minimize a soma de quadrados dos comprimentos
dos segmentos de recta, ou, de forma equivalente minimize a fungao perda
da HOMALS. Associando a esta interpretagao geométrica o Principio das

médias reciprocas, pode-se afirmar que:

1. Se ha apenas um objecto que pertence a uma determinada categoria

entao o ponto-objecto e o ponto-categoria coincidem.

2. A distancia dum ponto-categoria a origem é inversamente proporcional

a frequéncia marginal dessa categoria.

3. Pontos-objecto com perfis raros distam mais da origem que pontos-

-objecto com perfis semelhantes ao ”perfil médio”.

A minimizagao da funcao perda da HOMALS vai assim melhorar a visu-
alizacao da nuvem de segmentos de recta. Simultaneamente deriva posigoes
para os objectos e para as categorias que facilitam a descoberta de padroes
relevantes. Assim, os objectos com o mesmo perfil de resposta recebem o0b-
ject scores idénticos. Em geral, a distancia entre dois pontos-objecto da
representacao grafica estd relacionada com a semelhanga entre os seus perfis,

facilitando a descoberta de grupos homogéneos de objectos.
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2.1. HOMALS - a base da CATPCA

Exemplo 2.1.1
Para ilustrar algumas destas ideias, recorre-se ao estudoH sobre senti-
mentos relacionados com a identidade nacional, envolvendo 30894 inquiridos
de 24 paises. Seleccionaram-se aleatoriamente 20 inquiridos da Austria e
realizou-se uma HOMALSH

proximidade do respondente em relacao a sua vizinhanca, a sua cidade, ao

sobre as variaveis relacionadas com o grau de

seu distrito, ao seu Pais e ao seu Continente. Esta variaveis sao ordinais,
apresentando os seguintes niveis: 1 - “Very close”; 2 - “Close”; 3 - “Not very
close”; 4 - “Not close at all”. Em relacao a variavel sobre o grau de proximi-
dade do respondente em relagao a sua vizinhanca, a distribuicao da amostra

dos 20 inquiridos seleccionados é dada pela tabela 211

Tabela 2.1: Distribuigao de frequéncias da variavel sobre o grau de proximi-

dade do respondente em relacao a sua vizinhanca

Categoria | Freq. absoluta
Very close 2
Close 10
Not very close 7
Not close at all 1
Total 20

Na figura 2] pode observar-se a representacao dos 20 inquiridos (objec-

tos) e das 4 categorias da varidavel nas duas primeiras dimensdes da HO-
MALS. Tendo sido retidas duas dimensoes, cada categoria estd associada a
duas quantificagoes éptimas que coincidem com as coordenadas do ponto-
categoria que representa a categoria na figura 2.Jl Pode observar-se que a
“Not
A ordem da
quantificagao éptima associada a primeira dimensao resultou numa inversao
“Close”

4International Social Survey Programme 1995: National Identity 1 (ISSP 1995 [14]),

base de dados ptblica e disponivel online em doi:10.4232/1.2880
5A HOMALS foi realizada no SPSS versido 19. Nesta versio a HOMALS tem a de-

signagao de Multiple Correspondence Analysis.

ordem inicial das categorias, “Very close” - “Close” - “Not very close” -

close at all”, nao foi respeitada nas quantificagoes optimas.

da ordem passando para: “Not close at all” - “Not very close” -
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2.1. HOMALS - a base da CATPCA

- “Very close”. A ordem da quantificacao 6ptima associada a segunda di-
mensao alterou a ordem para: “Close” - “Not close at all” - “Not very close”
- “Very close”. Para além da ordem dos cddigos iniciais foi também alte-
rada a distancia relativa entre categorias. Na codificacao inicial a distancia
unitaria entre categorias ¢ desprovida de qualquer sentido, nas quantificacoes
optimas a distancia relativa entre categorias tem uma interpretacao clara - é

a que minimiza a funcao perda.

Biplot

—— Centrdides
® Objectos

Sl Very close

1k
Not close at all

Dimensao 2
o

I
=
T

-3 I I I I I
-4 -3 -2 -1 0 1 2

Dimenséao 1

Figura 2.1: Biplot para a HOMALS.

No interior de cada elipse da figura 2.1l estao os pontos-objecto que cor-
respondem aos inquiridos com resposta na mesma categoria. Como se pode
observar cada ponto-categoria é o centréide de uma dessas nuvens de pontos.
Na categoria ‘Not close at all”, com frequéncia unitaria, o ponto-objecto e o
ponto-categoria coincidem, sendo esta também a que mais dista da origem.

Sublinhe-se que na figura[2.Tloptou-se por marcar apenas os pontos-categoria
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2.1. HOMALS - a base da CATPCA

associados a variavel relacionada com o grau de proximidade do respondente
em relagao a sua vizinhanca. No entanto, poder-se-ia marcar em simultaneo
os pontos-categoria das restantes 4 varidveis usadas na analise. O posici-
onamento dos pontos-objecto seria exactamente o mesmo e observar-se-ia
que cada ponto-categoria seria centrdoide da nuvem de pontos associadas aos

inquiridos que responderam nessa categoria.
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2.2. Da HOMALS a CATPCA

Comentarios finais

De todas as técnicas provenientes do sistema Gifi, a HOMALS é a mais
potente devido a flexibilidade permitida para as quantificacoes. A mini-
mizagao da funcao perda da HOMALS, estando associada a classe das trans-
formagoes seccionalmente constantes, trabalha todas as varidveis tendo ape-
nas em consideracao quais os objectos que estao em cada categoria. Como
se mostrou no exemplo anterior, até mesmo a ordem das categorias de uma
variavel pode ser alterada nas quantificagoes 6ptimas. Assim, a HOMALS
estd especialmente indicada para a analise de dados provenientes de varidveis
de natureza nominal. Pode também ser usada para casos em que, existindo
também variaveis de natureza ordinal, o investigador decida pela eventual fle-
xibilizacao da ordem inicial tendo em vista a maior qualidade do ajustamento
do modelo.

A CATPCA surge, histérica e tecnicamente, como uma generalizacao da
HOMALS por forma a permitir alargar a classe de transformacoes admissiveis
e, dessa forma, restringir a flexibilidade permitida para a quantificagoes.
Como se mostra na secgao seguinte, a definicao das classes de transformagoes
admissiveis é, na CATPCA, definida varidvel a variavel, e deve resultar da
dialéctica entre a qualidade do ajustamento e o respeito pela natureza das

variaveis originais.

2.2 Da HOMALS a CATPCA

A CATPCA ¢ uma generalizacao da HOMALS, apresentada na seccao ante-
rior, sendo apropriada quando se pretende reduzir a dimensionalidade com
tratamento diferenciado das variaveis. A classe das transformacgoes admissiveis
¢ definida variavel a variavel e abarca varias opgoes, que poderao ir desde
0 menos restrito caso onde qualquer atribuigao é vélida (como acontece na
HOMALS) até ao nivel mais restrito de manutencao de proporcionalidade de
distancias (como acontece na ACP). Tal como se encontra neste momento
implementada a CATPCA, estas classes de transformagoes sao referenciadas

como optimal scaling levels e o investigador tem a liberdade de escolher em
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2.2. Da HOMALS a CATPCA

cada caso o nivel de quantificacao que considerar mais adequado ao problema

em analise, independentemente da natureza da variavel subjacente.

Optimal Scaling Levels

As variaveis tratadas como na HOMALS, ou seja, tendo apenas em con-
sideragao a manutencao dos mesmos objectos nas mesmas categorias, per-
mitindo eventuais alteragoes de ordem, distancias relativas e quantificacoes
multiplas, dizem-se associadas ao optimal scaling level Multiple Nominal.
Um primeiro passo para a introducao de restricoes sobre o comportamento
das transformacoes admissiveis consiste em exigir que as quantificacoes das
categorias de uma varidvel estejam numa recta que passa pela origem do
espaco de dimensao p. Esta condicao ¢ traduzida para a matriz Y exigindo
que a sua caracteristica seja 1, ou seja, que as p colunas sejam proporcionais
entre si:

Y, = yja;-, para j € {1,2,...,m}, (2.2)

onde y; € um vector coluna de dimensao k; e a;- ¢ um vector linha de di-
mensao p. Desta relacdo retém-se o vector y; para a quantificagdo (tinica)
das categorias da varidvel j. Note-se que o vector y; depende da dimensao p
a reter, pois como se mostra na seccao sobre a optimizacao da funcao perda
da CATPCA, este estda obviamente dependente de a;- que é um vector de
dimensao p. Esta é uma restricao sobre a caracteristica da matriz Y, (rank
restriction) que passa a ser unitaria e, no contexto da CATPCA, néo sendo
incluidas quaisquer outras restricoes adicionais, corresponde ao tratamento
nominal de quantificacdo singular (optimal scaling level Nominal). Se para

além da restricao (2Z2)) for ainda imposto que:

1. y; seja constituido por k; elementos nao decrescentes, designa-se por

restricao mondtona e o optimal scaling level associado por Ordinal;

2. y; seja constituido por k; elementos nao decrescentes, cuja distancia
é proporcional a distancia inicial entre a codificacao das categorias,
designa-se por restricao linear e o optimal scaling level associado por
Numerical. Na ACP Linear todas as variaveis sao tratadas desta

forma.
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2.2. Da HOMALS a CATPCA

Para além dos tratamentos anteriores, estao também disponiveis trata-
mentos associados a transformacoes spline. Sejam s; e t;, respectivamente, o
grau do spline e o nimero de nos interiores escolhidos pelo utilizador para a
variavel j. Seja S; a matriz do tipo k; x (s; +1¢;) que contém as imagens das
k; categorias segundo cada uma das (s; + t;) fungdes da base de I-splines.
Seja b; o vector com os coeficientes do spline. Se para além da restricao (2.2])

for ainda imposto que:

1. y; esteja no contradominio de um spline, ou seja, y; = S;b;, designa-
-se por restricdo spline nominal (optimal scaling level Spline Nomi-

nal);

2. y; esteja no contradominio de um spline mondtono nao decrescente,
ou seja, com y; = S;b; e todos os componentes de b; nao negativos
(cf.ver referéncia para a seccdo dos splines), designa-se por restrigdo

spline mondétono (optimal scaling level Spline Ordinal).

Exemplo 2.2.1

Para exemplificar o possivel impacto da escolha de um particular nivel
de quantificacao para uma variavel, recorre-se novamente ao estudo sobre
sentimentos relacionados com a identidade nacional. FEscolheram-se para
analise 11 variaveis, 5 sobre grau de proximidade, 5 sobre desejo de mudanca
e ainda a variavel “idade”. As 5 variaveis sobre o grau de proximidade sao
ordinais, apresentando os seguintes niveis: 1 - “Very close”; 2 - “Close”; 3
- “Not very close”; 4 - “Not close at all”. As 5 variaveis sobre o desejo de
mudanca também sao ordinais, apresentando os seguintes niveis: 1 - “Very
willing”; 2 - “Fairly willing”; 3 - “Not willing and not unwilling”; 4 - “Fairly
unwilling”; 5 - “Very unwilling”. A varidvel “idade” foi registada tendo em
conta a idade em anos dos inquiridos no momento do inquérito.

Seleccionaram-se aleatoriamente 20 inquiridos da Austria. Pretende-se
analisar o efeito de diferentes opgoes para o optimal scaling level da variavel
“idade”, mantendo o tratamento Ordinal para as restantes variaveis. Os

cinco graficos da figura apresentam as transformagoes optimas para a
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2.2. Da HOMALS a CATPCA

variavel “idade”, revelando que diferentes opgoes para o optimal scaling level
podem conduzir a transformacoes bastante distintas. O gréafico do tratamento
Nominal apresenta um comportamento pouco suave, traduzindo a escassez
de restrigoes deste optimal scaling level. Nos graficos dos tratamentos Ordi-
nal e Spline Ordinal, linear com dois nds interiores, pode observar-se o efeito
da restricao da manutencao da ordem inicial traduzido pelas funcgoes cres-
centes que estes apresentam. No grafico associado ao optimal scaling level
Numerical pode observar-se uma transformacao linear, mantendo a ordem
inicial e transformando de forma proporcional as distancias relativas iniciais.
O grafico associado ao nivel Spline Nominal, linear com dois noés interiores,
apresenta uma funcao crescente seguida de uma funcao decrescente.

A decisao pelo optimal scaling level mais adequado deve ter em conta
nao apenas a natureza da variavel, como ainda a flexibilidade que o inves-
tigador estd disposto a admitir ao transformé-la e a qualidade do ajusta-
mento da varidavel ao modelo. Para cada caso, a medida de ajustamento ao
modelo, da variavel “idade” transformada é dada pela soma dos quadrados
das correlagoes entre a variavel transformada e as componentes principais
nao-lineares retidas (foram retidas duas componentes). Esta medida é usual-
mente designada por VAF por varidavel transformada, ou ainda comunalidade
(Linting e Kooij [25]), indicando a propor¢ao da variancia da varidvel trans-
formada que é explicada pelas componentes principais nao-lineares retidas.
A VAF da varidvel “idade” transformada atinge o valor maximo de 0.924
quando esta ¢é tratada como Nominal e o valor minimo de 0.156 quando tra-
tada como Numerical. Ambos os tratamentos parecem desadequados, pelo
excesso e defeito de flexibilidade, respectivamente. O tratamento Ordinal
esta associado a uma VAF de 0.406 e o tratamento Spline Ordinal a uma
VAF de 0.262. Apesar de ambos manterem a ordenacao inicial, é claro,
neste exemplo, a perda inerente a reducao da flexibilidade inerente ao spline.
Quando tratada ao nivel Spline Nominal a VAF da variavel “idade” trans-
formada tem o valor de 0.576. Este ultimo tratamento, que apresenta um
acréscimo de cerca de 40% da variancia explicada da variavel transformada
em relacao ao tratamento Numerical, parece ser o mais adequado pois per-

mite liberdade suficiente para descrever a eventual relagao nao-linear entre a
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Figura 2.2: Graficos das transformagoes da variavel “idade” para diferentes

optimal scaling levels.

variavel “idade” e as restantes 10 variaveis. Em simultaneo, a flexibilidade
do tratamento Spline Nominal nao é excessiva, permitindo ao investigador

interpretar facilmente o comportamento desta variavel.

Exemplo 2.2.2

Para exemplificar que a quantificacao optima é um conceito relativo,
considere-se a variavel de caracterizacao “estado civil” que foi usada no es-
tudo referido no exemplo anterior com cinco categorias e com a seguinte
codificagao: 1 - casado/vivendo como casado, 2 - vitvo, 3 - divorciado, 4 -

separado e 5 - solteiro. Determinar a quantificacdo dptima para a variavel
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2.2. Da HOMALS a CATPCA

Marital status Marital status

Quantifications
Quantifications

-2

-3

Marr, liv as married(1) Widowed(2) Divorced(3) Separated(4) Not married(5) Marr, livas married(1) Widowed(2) Di d(3) Not
Categories Categories

Figura 2.3: Quantificacoes 6ptimas ao nivel nominal para a variavel “estado
civil”, no grafico da esquerda no seio de 11 variaveis e no da direita no seio

de 6 variaveis, usando a mesma amostra.

nominal “estado civil” é admitir que nao ha nenhuma razao devidamente
fundamentada para escolher determinada codificacao e partindo dessa fle-
xibilidade permitir uma optimizacao da escolha tendo em vista a reducao
da dimensao, ou de forma equivalente, a maximizacao da homogeneidade
entre as varidaveis em analise. As quantificacoes dptimas obtidas usando a
CATPCA podem observar-se na figura 2.3] em dois cenérios obtidos com a
mesma amostra: no seio das 11 varidveis ji definidas (5 sobre grau de pro-
ximidade, 5 sobre desejo de mudanga e “estado civil”) e@ no seio de apenas
6 dessas variaveis (5 relativas ao grau de proximidade e “estado civil”). No
eixo das abcissas encontram-se as categorias da variavel pela ordem associada
a codificagao inicial, no eixo das ordenadas a quantificacao dptima para cada
categoria. Como se pode observar na figura[2.3] ambas as transformacoes sao
nao-lineares, o que se traduz numa alteracao de forma nao proporcional das
distancias iniciais entre categorias. As transformacoes nao sao monotonas, o
que se traduz numa alteracao da ordem inicial das categorias passando agora

¢

a categoria “vitivo” a estar associada a quantificacao de valor minimo. Este
cenario é o mais flexivel, no sentido em que nao existem restrigoes devido a
natureza da variavel.

Como se pode observar na figura 23] a optimizacao relativa a mesma

amostra produziu resultados diferentes consoante se incluiam na analise 11 ou
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2.2. Da HOMALS a CATPCA

apenas 6 variaveis. A quantifica¢dao dptima é um conceito relativo, com outra

amostra ou com outra seleccao de variaveis seria obtida outra quantificacao.

2.2.1 Funcao perda da CATPCA e sua optimizagao

A funcao perda da CATPCA é dada por:

m
o (X:Y)=n"S el [(X - Gjﬁ)' <X - ngﬂ (2.3)
j=1
onde o sublinhado indica a eventual existéncia das restri¢oes enunciadas e
c; = p se a varidvel j é tratada ao nivel Multiple Nominal e c; = 1, caso
contrérioH.

A estrutura da funcao perda da CATPCA é igual a da HOMALS, a menos
de uma constante parcial e das restricoes. O algoritmo de minimizacao da
fungdo anterior também tem uma estrutura semelhante ao da HOMALS,
mas vai ter um sub-algoritmo adicional em que se alterna entre minimizar y;
(para as restri¢oes pretendidas) para a;. fixo e minimizar a;- para y; fixo.

Na seccao anterior mostrou-se que minimizar a funcao perda da HO-
MALS ¢ equivalente, em termos geométricos, a determinar a localizacao dos
object scores (pontos-objecto, representantes dos objectos observados) e das
quantificagoes das categorias (pontos-categoria, representantes das catego-
rias iniciais) de cada varidvel, por forma a minimizar a soma dos quadrados
dos comprimentos dos segmentos de recta que unem cada ponto-objecto aos
pontos-categoria a que esse individuo pertence. Assim, cada variavel a tratar
como Multiple Nominal tem apenas uma componente de perda, a inerente a
substituicao da variavel pelas componentes principais.

A principal ideia para implementar as restrigoes na minimizacao da funcao
perda da CATPCA, é a partigdo, para as varidveis a restringir, da compo-

nente de perda em duas ou mais componentes. Ou seja, quantificar a perda

6 A funcao perda da CATPCA tem ainda uma matriz destinada a controlar o tratamento
a dar aos valores omissos e outra que permite ao utilizador atribuir pesos diferentes aos
individuos. No enquadramento desta tese, optou-se por considerar que nao existem valores
omissos e que todos os individuos tém peso unitario, ou seja, ambas as matrizes anteriores

sao a matriz identidade.
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2.2. Da HOMALS a CATPCA

adicional inerente ao desvio das quantificagoes Optimas das categorias para
a localizagao exigida por cada restrigao.

Para variaveis a tratar ao nivel Nominal a perda terd duas componentes:
a habitual e outra correspondente ao desvio dos centréides face a uma recta
que passa pela origem. Quanto as variaveis a tratar ao nivel Ordinal a perda
tera trés componentes: as duas referidas e a inerente a manutencao da ordem
inicial. J& quanto aquelas a tratar ao nivel Numerical a perda tera quatro
componentes: as trés referidas e a perda inerente a deslocacao dos pontos-
categoria por forma a estarem igualmente espacados. Para variaveis a tratar
aos niveis Spline Nominal ou Spline Ordinal a perda tera trés componentes:
a habitual, a da passagem para a recta e a perda inerente a disposi¢ao dos
pontos-categoria na recta conforme ditado pelo contradominio dos splines.

Para minimizar a fungao perda da CATPCA, a parte relevante de (2.3))

separa-se em duas componentes de perda:

m m /
S (X - GyY,) (X - GYy)] + > {(3—&-) D, (E—Yjﬂ .
j=1 j=1

(2.4)
A primeira componente corresponde a perda habitual da HOMALS e

designa-se por Multiple Loss. A segunda componente, designada por Single

Loss, pode ter dois significados, se:

1. Y; = Y; nao ha contribuicao para a perda da parcela Single Loss, ou
seja, as quantificacoes das categorias continuaram no centréide, o que

acontece para as variaveis com o tratamento Multiple Nominal;

/ ;. .
2. Y; = yja; corresponde ao somatorio dos quadrados dos desvios dos
centréides para a recta ponderados pela respectiva frequéncia marginal

de cada categoria.

Assim, minimizar a fungao perda da CATPCA ¢é equivalente a minimi-
zar cada uma das componentes. No contexto da CATPCA, o processo de
Minimos Quadrados Alternados consubstancia-se no Principio das médias
reciprocas com ciclos adicionais para implementar os diferentes optimal sca-

ling levels.
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2.2. Da HOMALS a CATPCA

O algoritmo completo da CATPCA para determinar X e Y pode-se re-

sumir nos passos seguintes:

(1) Inicializagio (sai X* e at):

(a) X é construido de forma aleatéria;

(b) X é normalizado, ficando centrado e satisfazendo X'X =nl, sendo

designado por X*;

(c) Sejax/ a s-ésima coluna de Xt ea" = [ aj ... a4, ... a, ] :
o vector a optimizar para usar na relagao (2.2). O vector a;+ é
dado por:

at, = corr (x, hy) (2.5)

onde h; é o vector/varidvel inicial estandardizado.

(2) Actualizagao das quantificagoes das categorias (entra H, X* e a}* e
sai Y;1):

/
(a) actualizagdo sem restri¢oes, Y; = D;lGjXJF, para todo o 7;

(b) actualizagdo com restrigoes H; se a varidvel 7 tem optimal scaling

level:
i. Multiple Nominal, entao Y;* =Y;
ii. Single, entéoH Y, " =yfa".

(3) Actualizagao dos object scores (entra Y; e sai X*):

(a) actualizacio: X = 2:1 G,Y;";
]:

(b) igual a (1) - b).

ciclo pelas varidveis j =1, ..., m.
8Para nao sobrecarregar a apresentacao do algoritmo completo, apresentam-se os ciclos
7
referentes & computagao de y;r e ajJr para cada optimal scaling level no fim da apresentagao

global do algoritmo. Esse ciclo inicia-se com a}"’ fixo dado em (1)-(c).
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2.2. Da HOMALS a CATPCA

(4) Teste de convergéncia.

Seja ¢ infinitesimal fixado & partida e (XT,Y,;7); e (X*,Y;")2 o re-

sultado da aplicac@o consecutiva dos passos (2) e (3).
Se o(X*,Y; 1)1 —o(XF,Y; 1), < e entdo (X, Y,;"), é asolugao, sendo
repetem-se os passos (2) e (3) partindo de (X*,Y;") = (X*,Y; 7).

A ideia do sub-algoritmo da CATPCA, para determinar yj e a;-+ a usar
no passo (2)-b)-ii), é usar Y proveniente de (2)-a) e determinar y; (com as

restrigoes pretendidas) e a;.Jr que minimizem:
/
r [(yja}+—Yj) D; (yfa?—Yj)} : (2.6)
Este pode-se resumir nos passos seguintesH:
(1) Inicializagao (entra a5t e Yj; sai y;):

(a) a}" inicializa-se usando (1)-c);

(b) y;f inicializa-se, designando-se por y;, sendo determinado pela

relagao y; = Y a;

(2) Actualizagdo@ da quantificagio da varidvel j (entra y; e saiy;). Se

a variavel j tem optimal scaling level:

(a) Nominal, entao yJ-r =Yy

(b) Ordinal: atribui-se a y o resultado proveniente do processo de
regressao mondétona ponderadal sobre y;, com pesos dados pela

frequéncia marginal de cada categoria;

9ciclo pelas varidveis j = 1, ..., m.
0T rata-se de encontrar yj que minimize a soma dos quadrados dos desvios de y; para

a posicao desejada nas vérias restrigoes.
1O estudo dos pormenores deste processo estdo fora do ambito desta tese. Ver literatura

de apoio ao SPSS para referéncias adicionais.
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2.2. Da HOMALS a CATPCA

(¢) Numerical: atribui-se a y;.r o resultado proveniente do processo

de regressao linear ponderada sobre jj, com pesos dados pela

frequéncia marginal de cada categorial'4;

(d) Spline Nominal e Spline Ordinal: faz-se y;-r = S;b; resultantes de
determinar a imagem de y; segundo as (s; + t;) fungdes da base de
I-splines e armazenar essa informacao na matriz S;. Considerar o
problema de determinar os (s;+1;) coeficientes a aplicar a base de
I-splines por forma a minimizar a soma dos quadrados dos desvios
entre os elementos no contradominio do spline assim obtido e y;.
Armazenar em b; os ditos coeficientes obtidos por um processo
de regressao linear ponderada com pesos dados pela frequéncia

marginal de cada categoria.
(3) Normalizagdo de yj por forma a ter variancia unitdria.

(4) Actualizagio do vector a5 (entra y] e sai ajt):

H L =INITY ot
a;" =n"Y,;Dyy;.

Jr

. / .
(5) Introduzir os vectores y;-r e a, resultantes dos passos anteriores no

passo (2)- b)- ii) do algoritmo completo.

2.2.2 Variaveis continuas na CATPCA

Note-se que no algoritmo da CATPCA, a minimizacao de y;-r nos optimal
scaling levels Nominal, Ordinal ¢ Y; no Multiple Nominal assenta nas ca-
tegorias. J4 a minimizacao de y;.r nos optimal scaling levels Spline Nomi-
nal e Spline Ordinal assenta nos coeficientes dos [-Splines, que regra geral
nao passarao de quatro. Esta estratégia permite incorporar no algoritmo da
CATPCA, varidveis continuas, nas quais o numero de categorias é sensivel-

mente o mesmo que o nimero de objectos.

12Note-se que apesar de formalmente ser esta a apresentacdo do algoritmo, a referida re-
gressao nao € necessaria, pois a quantificacao éptima das varidveis tratadas como numéricas

é simplesmente obtida pela estandardizagao dessas variaveis.
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2.2. Da HOMALS a CATPCA

Um processo de discretizagao ¢ usado para transformar as variaveis ini-
ciais em variaveis categoriais, podendo também ser usado para recodificar
variaveis categoriais.

O programa CATPCA possui um subcomando, denominado Discretiza-
tion, para esse efeito. Este considera que uma varidvel é categorial se os
valores observados forem nimeros inteiros positivos, sendo disponibilizados
quatro métodos para implementar o processo, a saber: unspecified, grouping,

ranking e multiplying.

Unspecified

Esta é a opcao por omissao.

As varidveis sao convertidas em variaveis categoriais pelo método grouping
com sete categorias segundo uma distribui¢ao aproximadamente normal (ver
grouping).

As variaveis categoriais, com todos os valores observados inteiros positi-
vos, permanecem inalteradas. Sublinhe-se que se existirem valores inteiros
menores que 1 estes sao considerados pelo CATPCA, através do subcomando
missing na opgao por omissao, como valores omissos sendo excluidos da
andlise. Uma forma de evitar este efeito é recodificar as varidveis catego-

riais usando o método grouping ou ranking.

Grouping

Este método de discretizacao tem duas modalidades:

1. Number of categories: o utilizador determina o ntmero de categorias
que pretende e escolhe entre distribuicao normal ou uniforme. Por
omissao, quando se opta pelo método grouping é esta a modalidade de
discretizacao, sendo o numero de categorias igual a sete e a distribuigao

normal.

2. FEqual intervals: o utilizador com esta modalidade esta a optar por in-
tervalos/categorias com a mesma amplitude, sendo necessario escolher
a amplitude dos intervalos (nenhum valor é sugerido). O niimero de

categorias resultante depende obviamente da amplitude especificada.
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2.2. Da HOMALS a CATPCA

Ranking
Este método atribui o valor um ao menor valor observado na varidvel e
assim sucessivamente. O numero de categorias ¢ igual ao nimero de valores

distintos na variavel.

Multiplying

Este método constréi as categorias da seguinte forma:

1. estandardiza a varidvel;

2. multiplica os valores estandardizados por dez;

3. arredonda os valores resultantes de 2. para o valor inteiro mais préximo;

4. adiciona uma constante aos valores resultantes de 3. por forma a que

o valor minimo na variavel seja um.

O arredondamento pode resultar no agrupamento na mesma categoria
de valores inicialmente distintos, desde que estes estejam suficientemente
perto. Assim, o numero de categorias é igual ou inferior ao niimero de valores
distintos na varidvel. Sublinhe-se que o utilizador pode efectuar ele préprio
a discretizacao, fora da CATPCA, aproveitando ao maximo o conhecimento

que tem da variavel.

Exemplo 2.2.3

No estudo da reaccao de seres humanos a determinada vacina é conside-
rada a variavel idade, em anos, tendo os dados sido recolhidos em diferentes
fontes. Para individuos com idade superior a 12 anos, os investigadores re-
gistam apenas o nimero inteiro de anos mais préximo; com idades entre 6 e
12 anos consideram ainda meios anos; com idades entre 3 e 6 anos registam
com precisao trimestral; com idades entre 1 e 3 anos registam com precisao
mensal; para individuos com idade inferior a um ano registam com rigor
semanal.

Com as observagoes da variavel idade segundo os preceitos anteriores,
esta serd considerada, pelo CATPCA, uma variavel nao categorial e esta por

isso sujeita a discretizacao.

43



2.2. Da HOMALS a CATPCA

Variavel original | Multiplying | Ranking
0.019230769 1 1
0.057692308 2 2
0.076923077 2 3
0.173076923 2 4
0.211538462 2 5
0.461538462 2 6
0.480769231 3 7

0.5 3 8
0.576923077 3 9
0.596153846 3 10
0.634615385 3 11
0.846153846 3 12
0.865384615 3 13
1.083333333 4 14
1.166666667 4 15

1.25 4 16
1.333333333 5 17
1.416666667 5 18

1.5 5 19
1.583333333 5 20
2.083333333 6 21
2.166666667 7 22

3.25 9 23

3.5 10 24

3.75 10 25

7 18 26
7.5 19 27
8 20 28

8.5 22 29

13 32 30

14 35 31

15 37 32

Tabela 2.2: Discretizacao da variavel pelos métodos Multiplying e Ranking.

O investigador decidiu, com base no conhecimento que tem sobre a in-

fluéncia da variavel idade no fenémeno em estudo, que esta pode eventual-
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2.2. Da HOMALS a CATPCA

mente ser transformada por motivos de optimizacao. No entanto, pretende
uma transformacao suave, facilmente interpretavel e que a distancia entre
valores iniciais seja de alguma forma proporcional aos valores iniciais. Se a
opgao for usar a CATPCA, o método de discretizacao para esta variavel deve
ser escolhido de forma a minimizar a perda de informagao relativamente aos
valores originais.

Conforme se pode observar na tabela o método multiplying, apesar de
respeitar a informacao sobre a distancia e a ordem entre os valores observados,
nao distingue alguns dos valores medidos com precisao superior a semi-anual.
O método ranking apenas tem em conta a ordem dos valores observados, nao
distingue se entre individuos consecutivos a diferenca de idades ¢ uma semana

ou um mes.
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2.3 Conclusao

A definicao das classes de transformacoes admitidas para cada uma das
variaveis a incluir na funcao perda deve resultar da dialéctica entre a quali-
dade do ajustamento e o respeito pela natureza das varidveis originais.

Se a variavel inicial for de natureza qualitativa nominal, ter-se-a4 apenas
em consideracao quais os objectos que estao em cada categoria e nada ¢ assu-
mido sobre a distancia ou ordem entre as categorias. Assim, a transformacao
usada na HOMALS ¢é a ideal para essa variavel, pois obtém-se o melhor
ajustamento e o maximo respeito pela informagao inicial das varidveis.

Se a variavel inicial for de natureza qualitativa ordinal, para além de
se considerar quais os objectos que estao em cada categoria, assumir-se-a
ainda que a ordem entre as categorias é relevante. Assim, a transformacao
usada na HOMALS carece de aceitacao prévia pelos investigadores, pois esta
destréi a informacao sobre ordem aquando da determinacao da quantificacao
6ptima. A transformacao linear é admissivel para essa variavel, pois mantém
a informacao sobre ordem, mas impoe a restricao, desnecessaria, de apenas
alterar a distancia entre as categorias de forma proporcional. Assim, a trans-
formagcao linear nao é a ideal para essa variavel, pois limita em demasia a
qualidade do ajustamento.

Se a variavel inicial for de natureza quantitativa, interessa considerar
quais os objectos que estao em cada categoria e a ordem e a distancia entre
elas. A transformacao linear preserva ao maximo a distancia entre categorias,
pois apenas admite que a mudanca seja feita de forma proporcional para
todas.

O recurso a splines estd particularmente indicado para variaveis continuas
ou categoriais com varias categorias. Sendo uma forma de desrespeito pela
natureza das variaveis iniciais, directamente proporcional ao niimero de nés
interiores e com relagao exponencial em relagao a sua ordem, fornece no en-
tanto um meio termo, que carecendo de validagao dos investigadores permite
aumentar a qualidade do ajustamento.

Na presenca de variaveis continuas, a CATPCA surge como a unica

solugao quando existem também variaveis categoriais para andlise. No en-
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tanto, o investigador deve ter presente que a CATPCA opera sobre a matriz
resultante do processo de discretizacao e que este pode representar uma perda
da informacao contida na varidvel original.

No caso particular em que todas as varidveis sao continuas nao faz sentido
usar a CATPCA devido ao processo de discretizagao. No préximo capitulo
propoe-se um algoritmo inspirado no sistema Gifi e na CATPCA que pre-

tende ser uma solucao para cendarios de variaveis continuas.
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Capitulo 3

qlPCA - quasi-linear Principal

Components Analysis

Uma nova abordagem para generalizar a Anélise em Componen-
tes Principais para estruturas nao-lineares foi recentemente pro-
posta por Lavado e Calapez [23]: quasi-linear PCA (q(1PCA). Esta
inclui transformacoes spline das variaveis originais, tendo o adjec-
tivo quast sido escolhido para sublinhar as vantagens que advém
do uso de splines lineares (transformacgoes seccionalmente linea-
res). A minimizacdo de uma func¢do perda através de um pro-
cesso de minimos quadrados alternados, conforme definido por
Gifi [12], permite obter as transformagcoes spline 6ptimas e as
componentes principais nao-lineares. As transformacoes 6ptimas
sao explicitamente conhecidas apds a convergéncia. Na primeira
seccao deste capitulo é apresentado o algoritmo da qIPCA e suas
principais propriedades. Parte desta seccao esta publicada no IA-
ENG International Journal of Applied Mathematics em Lavado e
Calapez [23]. Na segunda secgao deste capitulo é apresentada a
implementagao do algoritmo da qIPCA em MatLab. Na tltima

secgao € apresentado um exemplo com base em dados simulados.

A Anélise em Componentes Principais (ACP), sendo provavelmente a

técnica descritiva mais comum para reduzir a dimensao de estruturas line-
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ares, tem sido alvo de varias tentativas de generalizacao para estruturas
nao-lineares. O conceito fundamental da ACP é projectar os dados originais,
que incluem ruido e variaveis redundantes, num espaco latente de dimensao
inferior, com o objectivo de revelar a verdadeira dimensionalidade dos dados.

Todos os métodos descritivos para reducao da dimensao partilham a
mesma premissa basica e objectivos gerais. Os dados originais podem ser con-
siderados como uma coleccao de n pontos num espaco superior m-dimensional,
correspondendo os pontos a amostra de individuos e as dimensoes as varidveis
medidas. Pretende-se determinar uma aproximacao num espaco inferior p-
-dimensional, tal que os pontos sejam projectados de forma a reter o maximo
de informagao do espago original. Ao reduzir a dimensao, torna-se poste-
riormente possivel interpretar e conduzir outras analises sobre um ntmero
reduzido de componentes ao invés dum niimero elevado de variaveis. Diferen-
tes interpretagoes do objectivo “tal que os pontos sejam projectados de forma
a reter o maximo de informagao do espago original” conduziram a diferentes
técnicas multivariadas para reducao da dimensao.

Uma técnica pode ser considerada linear quando o conjunto de coorde-
nadas de dimensao superior é substituido por outro de dimensao reduzida,
de tal forma que existe uma transformacao linear entre as coordenadas. To-
das as generalizacoes da ACP para estruturas nao-lineares, as geralmente
designadas por ACP nao-linear (ACPNL), partilham a mesma premissa e
objectivos gerais enunciados, mas abordam o problema da nao-linearidade
relaxando as restrigoes lineares entre espacos.

Uma primeira tentativa para generalizar a ACP foi apresentada por Gna-
nadesikan e Wilk nos anos 1960. A ideia era estender o espago m-dimensional
acrescentando variaveis definidas por fungoes nao-lineares das variaveis ori-
ginais (termos quadréticos e de ordem superior) e posteriormente realizar
uma ACP sobre este espago (Krzanowski e Marriott [I8]). A chave para esta
abordagem residia na escolha da dimensionalidade apropriada do espaco es-
tendido, bem como nas relagoes nao-lineares entre as varidveis originais ne-
cessarias para descrever o sistema. Esta limitacao foi removida nos anos
1990 por Schoolkopf et al. [32] usando uma funcao do espago m-dimensional

original num espago de dimensdo superior arbitraria (conhecido como fea-
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3.1. Fundamentacao tedrica

ture space na comunidade de aprendizagem automética) que, de forma “au-
tomatica”, leva a cabo a correspondéncia nao-linear. Esta correspondéncia é
realizada de forma implicita usando funcoes kernel nao necessitando por isso
de ser especificadas. Esta abordagem, conhecida como ACP kernel, aplica
posteriormente ACP sobre o feature space. Recentemente, Kruger et al. [17]
apresentaram uma revisao do trabalho existente sobre ACPNL referindo que

este se pode dividir em:

e principal curves and manifolds, abordagem apresentada em 1984 por
Hastie [13];

e redes neuronais, abordagem apresentada em 1991 por Kramer [16];

e kernel Principal Components Analysis (KPCA), abordagem apresen-
tada em 1998 por Schoolkopf et al. [32];

e técnicas que usam a combinacao destas abordagens.

A lista das técnicas de ACPNL mais conhecidas entre investigadores que
lidam com varidveis continuas, nao inclui a CATPCA (CATegorical Princi-
pal Components Analysis, técnica abordada no capitulo anterior), técnica
especialmente apropriada para realizar uma ACP sobre varidveis nominais e
ordinais (Meulman et al. [30]). Neste capitulo apresenta-se a qIPCA, aborda-
gem que emergiu do sistema Gifi, tendo sido especificamente concebida para
variaveis continuas. Considera-se que a qlPCA representa um contributo
relevante, para ambientes de varidveis continuas, sendo talvez um primeiro

passo para colocar uma técnica derivada do sistema Gifi, numa tal lista.

3.1 Fundamentacao tedrica

Nesta seccao é apresentada a fundamentagao da qIPCA. De seguida é intro-
duzido o conceito de matriz pseudo-indicatriz, essencial para a introducao
de splines na qlPCA, sendo que na inicializacao da qlPCA cada variavel é
associada a uma matriz pseudo-indicatriz. Segue-se a apresentagao do algo-

ritmo da qlPCA e suas principais propriedades: sumario do modelo; escolha
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do niimero de componentes a reter; projeccao de novas observagoes no espago
das componentes principais nao-lineares; reconstrucao dos valores originais
através das projeccoes. Termina-se com uma proposta de extensao do con-
ceito de loadings, que se propoe designar piecewise loadings, definidos como
correlagoes “segmentadas” entre as componentes principais nao-lineares e as

variaveis originais.

3.1.1 DMatriz pseudo-indicatriz

Na tabela [3.1] ¢ apresentada a discretizagao hd;, segundo a opcao ranking
(ver capitulo anterior), duma varidvel h;, seguida da matriz indicatriz G;

que esta associada a essa discretizacao.

Variavel original h;  Variavel discretizada hd;
1.75 4
1.76
1.8
1.73
1.75
1.74
1.81
1.72

= W R~ N Oy Ot

Tabela 3.1: Discretizagao da varidvel.

_ o O O O o o O
o O = O O o o O
O O O B O O O
S = O O O O o O

o O O O = O O o
S O O O O o —~= O
S O O O o = O O
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Cada coluna da matriz indicatriz pode ser interpretada como o conjunto
das imagens resultantes da aplicagao a cada individuo de uma das fungoes
da base do espaco vectorial de splines de grau zero, com tantos pontos de
juncao quantos os “espacos’ entre categorias. Assim, no exemplo anterior
trata-se do espaco vectorial de grau zero com seis pontos de juncao, também
designados nés interiores. Conforme referido no capitulo 1, para gerar splines
de grau zero (ordem um), com seis pontos de jungao, é necessaria uma base
de dimensao sete. Sete sao precisamente o nimero de colunas da matriz in-
dicatriz em causa, sendo cada coluna obtida através duma base de B-splines.
Sublinhe-se que as bases mais usadas, B-spline e I-spline, estao descritas para
qualquer ordem e nimero de pontos de juncao.

O principio basico da matriz pseudo-indicatriz é o mesmo que o das ma-
trizes indicatriz: cada coluna pode ser interpretada como o conjunto das
imagens resultantes da aplicagao a cada individuo de uma das fungoes da
base de determinado espaco vectorial de splines. A generalizacao reside no
grau pretendido, no nimero de pontos de jungao e na sua localizacao.

Para a variavel considerada na tabela B.Il a matriz pseudo-indicatriz as-

sociada a B-splines de grau 1 com dois nds interiores (localizados no percentil
33 e 66) é:

0 048 052 0
0 0 096 0.04
0 0 026 0.74

043 057 0 0

g 0 048 052 0

005 095 0 0
0 0 0.09 091

| 081 019 0 0

Note-se que a soma em linha continua a ser sempre unitaria. Para a
mesma varidvel, a matriz pseudo-indicatriz associada a [-splines de grau

dois com dois nds interiores (localizados no percentil 33 e 66) é:
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[ 031 002 0 0 |

075 0.15 0 0

097 042 0 0

o | 10T 002 0
j 1 078 002 0
1 098 017 0

1 1 097 06
11 11

Como se pode observar para a matriz anterior a soma em linha ja nao é
unitaria. Note-se que a matriz pseudo-indicatriz da variavel j é do tipo n xw,
onde n ¢ o numero de individuos e w = v+ é a dimensao do subespaco dos
splines de grau v com r nos interiores gerado por I-splines, sendo as colunas
os vectores das imagens da variavel j em cada uma das fungoes da base de

I-splines.

3.1.2 Funcao objectivo

No primeiro capitulo foi definida a fungao perda comum (L9) como o :

My xp XMpmxn —IR tal que

o (X.M)=n"' Yt [(X M) (X - Mj)] ,

J
. . N . o~ /
sujeita a restricao X X = nl, onde

e M, = | mj; ... my } ¢ a matriz n X p contendo as p (diferentes)

imagens do mesmo vector hy;

e mj, ¢ o vector das imagens de h;, obtidas através da transformacao ¢;;
da variavel j para a dimensao ¢, t =1,...,p;

/

oM:[Ml Mm] ¢ uma matriz pm X n.
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O algoritmo da qlPCA usa M, com caracteristica unitaria para todas
as varidveis, ou seja, é usado exclusivamente o tratamento Single (conforme
definicao no capitulo anterior). A garantia da caracteristica unitaria de M;
é dada por construcao. Apds a convergéncia, as varidveis estao associadas
a uma Unica transformagao e portanto a um unico vector de imagens f;. A
matriz M; ¢ definida com colunas colineares ao vector f;, sendo por isso de

caracteristica unitaria:

’

Mj =f.a = [fjalj Ce fjapj].

Sendo todas as varidveis tratadas como Single, a funcao perda comum

pode ser escrita de forma mais simples com

o(X,F) =n"" Z(Xaj — ;) (Xa; —f;), (3.1)

J

sendo esta a funcao objectivo da qlPCA. Assim, a perda a ser minimizada é
a perda de informagcao inerente a representacao das m varidveis transforma-
das por um ntumero reduzido de componentes principais nao-lineares. Esta
¢é quantificada pela diferenca entre as componentes principais nao-lineares,
ponderadas pelos respectivos loadings, e as variaveis transformadas.

Considere-se ainda que na fun¢ao (B.1), o vector f; das imagens de h; esta
associado a uma transformacao spline de grau v, com r nods interiores e por
isso gerada por w I-splines, com w = v+r. Assim, a classe de transformacoes
da qlPCA fica completamente determinada fixando o grau v e o niimero de
nos interiores r de cada transformacao ¢;.

Sublinhe-se que o problema de ajustamento é linear nos coeficientes da
base de I-splines, mas altamente nao-linear no nimero de nds e no seu po-
sicionamento (Winsberg e Ramsay [30]), sendo por isso aconselhdvel que
estes sejam parametros do modelo e nao objectos de optimizagao. Sugere-
se que o investigador experimente diferentes escolhas para estes parametros
e observe o efeito produzido no modelo, nomeadamente em termos de per-

centagem de variancia explicada (ver pardgrafo A da seccao B.I4). No en-

Ver mais detalhes na seccio
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tanto, tal como em qualquer modelo estatistico, a ACP nao-linear através de
splines é susceptivel de sobre-parametrizacao. De modo a prevenir a sobre-
parametrizacao deve existir um ntumero razoavel de dados na vizinhanga de
qualquer né interior (Winsberg e Ramsay [30]).

Tendo fixado a classe de transformacoes, o objectivo é determinar os object
scores, X, e as transformacoes ¢; para cada varidvel de modo a minimizar a
funcao (B.1)), sujeita & restricio X' X = nl.

Seja f; o vector das imagens de h; através de um spline ¢; de grau v com

r nos interiores, gerado por w = v + r I-splines

f; =, (hy) =) ajil ) (hy) . (3.2)
i=1
Tem-se que,
fj = G]-ij, (33)

onde: GjA ¢ a matriz pseudo-indicatriz da variavel j, de ordem n X w cujas
colunas sao os vectores das imagens da variavel j por cada uma das fungoes
I-splines da base; y; é o w-vector cujos elementos sao os coeficientes da
combinacio linear y; = [agas . .. ] .

Usando a equagao (B3] é possivel redefinir o processo de quantifica¢ao
6ptima como sendo a fase que, dados os object scores, optimiza os vectores
y; por forma a minimizar a fungao perda, ou de forma analoga, como a fase
que determina a combinacao linear 6ptima de cada base de splines, dados os

object scores.

3.1.3 Algoritmo: pseudo-cédigo

Seja H a matriz n xm dos dados estandardizados, p o nimero de componentes
principais a reter, r o numero de nés interiores e v o grau do spline. O
algoritmo da qlPCA usa um processo de Minimos Quadrados Alternados
(MQA) para minimizar (31)). O algoritmo consiste em duas fases de forma

iterativa e alternada até ser obtida a convergéncia: a fase de actualizacao
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das quantificacoes e a fase da estimacgao dos object scores. O diagrama do

algoritmo da qIPCA pode ser observado na figura 3.1

Inicio

[Ler H, p,r, U]

\

[Inicializagéo de XJ

Calcula G&
[Caleula 08 loadz’ngs]
( ~ — )
[Actualizagéo das quantiﬁcag()es] -~
Minimos
Quadrados
Alternados
[Estimagéo dos object scores]
- J
[Teste de Convergéncia]i
1
Fim

Figura 3.1: Diagrama do algoritmo da qlPCA.

Sejam H, p, r e v os inputs do algoritmo. A configuracao inicial é esta-

belecida como se segue.
1. Inicializacao

1: Zipyp < linear PCA(H)

2: [K, A2 W] « svd(Z)
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3: X < V/nKW'
1. )
4: aj<—Eth,j:1,...,m

5: [G ... G2 « createlspline(H,v+1,r)

A primeira operacao incluida na inicializacao consiste em efectuar uma
ACP linear sobre H, sendo retidas as p componentes principais na matriz
dos object scores Z. FEsta matriz é ortonormalizada (passos 2 e 3, sendo
svd a decomposicio em valores singulares) de tal forma que X'X = nl.
No passo 4, a; = [ay;...as; .. .apj]’ para cada j, sendo as; o coeficiente de
correlacao de Pearson entre a variavel j e a s-ésima componente principal,
também conhecido como component loading. O passo 5 calcula a matriz do
tipo n x mw, G* = [GlA ...G2], através do processo recursivo descrito na
seccao [LL1l e justapondo as matrizes de codificagao difusa. A implementacao

deste tultimo processo sera detalhada na préxima seccao.

II. Minimos Quadrados Alternados: fase de actualizacao das quantificacies

(ciclo em j, corre as varidveis):

1: S’j — Xaj
1 e '
2y E((GJ»A) G;) NGy,
A
3: £ = fi (hy) « GJy;

4: fj < fj —lel

f.
5: fj < \/ﬁHf—]”
J
1

6: a; +— —X f;
j e

Nesta fase actualizam-se as quantificacoes das varidveis, f; (passos 1 a 5) e
os vectores a; (passo 6). Para minimizar a soma dos quadrados dos residuos
entre Xa; e a varidvel transformada j, recorre-se a estimagao de minimos

quadrados (passo 2). Note-se que no passo 2 é realizada uma regressao linear
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multipla, sendo Xa; a varidvel dependente e as colunas de GjA as variaveis
independentes. Este passo actualiza y;, um vector cujas entradas sao os
coeficientes da combinacao linear para a base de I-splines, que por sua vez
vao actualizar a quantificacao de cada uma das varidveis f;. Cada variavel
transformada ¢é centrada (passo 4) e normalizada para \/n (passo 5), de forma
a que a sua variancia seja unitaria. No passo 6, a; é actualizado, sendo agora
asj, o coeficiente de correlagao de Pearson entre a varidvel transformada j e
a s-ésima componente principal nao-linear, tendo por isso a designacao de

loading nao-linear.
I11. Minimos Quadrados Alternados: fase de estimacdo dos objects scores

1: Zyyp < linear PCA(F)
2: [K,AY? W] « svd(Z)

3 X + VKW'

Na fase de estimacgao dos object scores é actualizada a matriz X. O passo
1 efectua uma ACP linear sobre F, retendo as p componentes principais na
matriz dos object scores Z. Esta matriz é ortonormalizada (passos 2 e 3,
sendo svd a decomposigao em valores singulares) de tal forma que X'X =nl
atribui a Z o somatério de F; em j, sendo por isso Z uma matriz centrada.
A matriz Z é ortonormalizada (passos 2 e 3) tal que X' X = nl, ficando os

object scores com variancia unitaria.

IV. Teste de convergéncia

O teste de convergéncia é realizado testando as diferencas entre dois su-
cessivos valores da funcao perda (B.I) contra 0.1 x 1075, O algoritmo volta ao
passo II.1 se a convergéncia falha ou para se o nimero maximo de iteragoes

for atingido. Atingida a convergéncia, a qIPCA produz os seguintes outputs:

e X - matriz n X p contendo os objects scores nao-lineares;
e F - matriz n x m contendo as variaveis transformadas de forma 6ptima;

e A =|a;...a,]- matriz p x m com os loadings nao-lineares;
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e y - mw-vector com os coeficientes éptimos associados aos m I-splines

da base.

3.1.4 Propriedades da qIPCA

Aplicar a qIPCA envolve tentar diferentes opcoes para os parametros de en-
trada: grau do spline e nimero de nés interiores. Os splines lineares tém
varias vantagens, mas o utilizador pode experimentar um ajustamento com
splines de ordem superior, estando esta possibilidade implementada na versao
actual da qIPCA. A implementacao actual da qIPCA nao permite ao utiliza-
dor a escolha da localizagao dos nds: estes sao sempre colocados em percen-
tis igualmente espacados e por isso cada sub-intervalo contém aproximada-
mente o mesmo numero de observagoes. Ja foi mencionado que para prevenir
a sobre-parametrizagao uma quantidade razoavel de observagoes deve estar
na vizinhanca de qualquer né interior (Winsberg e Ramsay [36]). A causa
da sobre-parametrizacao esta relacionada com o passo I1.2 do algoritmo da
qlPCA, no qual é realizada uma regressao multivariada com w = v + r
(soma do grau do spline com o nimero de nés interiores) variaveis predito-
ras. Com a opgao apresentada para o posicionamento dos nds, prevenir o
sobre-parametrizacao ¢ uma questao do ntimero de observacgoes disponiveis,
n, versus w. Na literatura, nao existe consenso relativamente ao nimero
minimo de observacoes disponiveis por cada preditor na regressao linear
multivariada. E comummente referido que o valor minimo aceitavel sao 5
observagoes por preditor, mas também que é mais confortdavel se estiverem
disponiveis pelo menos 10 observacoes por preditor.

O algoritmo da qlPCA ird tirar partido de splines lineares, sem limitacoes
no que diz respeito ao nimero de nos interiores. Esta variante nao-linear da
ACP é uma generalizagao imediata da ACP no que diz respeito as medidas
de desempenho e de interpretacao. Nesta seccao, sao introduzidos resultados
sobre o sumario do modelo, projeccao de novas observagoes no espaco das
componentes principais nao-lineares e reconstrugao das variaveis originais.
Um novo conceito é ainda definido nesta seccao - piecewise loadings - como

as correlacoes “segmentadas” entre as componentes principais nao-lineares e
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as variaveis originais.

Dada a matriz H, do tipo n X m, a sua representacao no espago das com-
ponentes principais nao-lineares pode ser encontrada minimizando a fungao
perda (B.]) usando o algoritmo descrito na sec¢ao anterior. Dados os parametros
da qIPCA (p - ntiimero de componentes principais retidas, r - nimero de nds
interiores e v o grau do spline e por consequéncia w = v + r a dimensao
do espaco linear de fungoes spline), depois de terminada a optimizagao, as
seguintes matrizes e vectores, definidos na secgao anterior, sao conhecidos:
X,FAey.

A. Sumario do modelo

Tal como na ACP, é interessante saber a capacidade do modelo para
explicar a variancia total da matriz de dados original. No entanto, nas va-
riantes nao-lineares da ACP, esta medida refere-se a capacidade do modelo
para explicar a variancia total da matriz transformada 6ptima.

Define-se a Variance Accounted For (VAF) por dimensdo como

VAFS:Zagj,s:l,...,p
j=1

onde a,; ¢ o coeficiente de correlacao de Pearson entre a varidvel j e a s-ésima
componente principal nao-linear, o loading nao-linear. Por consequéncia, a
percentagem de variancia explicada é VAF; x 100/m.

A percentagem de variancia explicada pelo modelo é a medida mais usual
da qualidade do ajustamento, sendo definida como o somatério das VAF pe-
las véarias dimensoes retidas. No entanto, esta medida nao pode ser usada
para comparar o ajustamento de uma ACP com o de uma variante nao-
linear, pois como foi referido tratam-se de variancias explicadas de matrizes
diferentes. Apesar deste facto, é comum encontrar-se na literatura esta com-
paragao (p.ex. Lavado e Calapez [22] 23], Meulman et al. [30], Linting et al.
[27], Linting e Kooij [25]). Sabe-se porém que as variantes nao-lineares da
ACP ficam, em geral, em desvantagem em relagao a ACP nesta comparagao.

Como refere Lebart [24] a propédsito da Multiple Correspondence Analysis
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(MCA), “percentages of variance are misleading measures of information”.
Asan e Greenacre [I], subscrevem esta observa¢ao a proposito também da
fuzzy MCA, justificando que esta desvantagem se deve ao facto das variantes
nao-lineares terem mais variancia para explicar do que a ACP tradiciona]H.
Asan e Greenacre [I] referem ainda que a légica desta medida no seio das
variantes nao-lineares é incorrecta, pelo que deveriam ser propostas outras
alternativas. A revisao da literatura efectuada até ao inicio de 2012, mostra
que esta ¢ ainda uma questao em aberto. Defende-se que a mesma conclusao
se aplica a qIPCA, pelo que comparagoes entre as variantes nao-lineares e
entre estas e a ACP deve ser efectuada com precaugao.

Seja R a matriz de correlagoes de F. Cada variavel transformada esta
centrada e normalizada para /n, assim, R = nIF'F. A semelhanca da
ACP, pode ser demonstrado que os primeiros p valores préprios de R sao
iguais a VAF,, s =1,...,p, e que o s-ésimo elemento da diagonal de A'/2
(passo IIL.2) é igual a \/nVAF,. Assim, a definicdo da VAF introduz o
conceito de valor préprio na qlPCA, sendo uma generalizacao directa da
ACP sobre a capacidade do modelo nao-linear explicar a variancia total da
matriz dos dados transformados de forma éptima. Por este motivo, pode-
se também definir a percentagem de VAF por dimensao como o seu valor
proprio dividido pelo nimero de variaveis.

Outra medida importante de ajustamento é a VAF por varidvel trans-
formada, também designada por comunalidade, definida como o somatério
do quadrado dos loadings dessa variavel nas componentes retidas. Define-se
ainda a VAF por dimensao por varidvel como o quadrado do loading dessa
variavel, nessa dimensao. Quando o objectivo é a seleccao das varidveis mais
relevantes para o modelo, é usual seleccionarem-se as variaveis que apresen-
tam VAF por varidvel transformada (comunalidade) superior ou igual a 0.25

(Linting e Kooij [25]). Ou seja, pelo menos 25% da variancia da varidvel

2Asan e Greenacre [I], referem que: “It is well-known that regular MCA gives very
pessimistic estimates of explained variance [...] and the same is true for fuzzy MCA
[...] this is because fuzzy MCA embeds the data in a much higher-dimensional space
[...] compared to PCA [...], so the chances of good reconstruction of the data in a two-

dimensional solution are better for PCA.”
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transformada ¢é explicada pelas componentes principais nao-lineares retidas.
Linting e Kooij [25], usam esta abordagem na anédlise preliminar dos dados,
excluindo da CATPCA final as variaveis que numa CATPCA preliminar
apresentam valores abaixo dos 25%].

Linting e Kooij [25], apresentam uma forma de inspecc¢ao da nao-linearidade
multivariada nos dados através das VAFs por varidvel transformada e dos
graficos das transformagoes (valores da varidvel original versus valores da
variavel transformada). As autoras referem que uma estrutura é linear se a
maior parte dos graficos das transformacoes apresentar funcoes “aproxima-
damente” lineares e se as variaveis associadas a transformagoes nao-lineares
apresentarem uma VAF da varidvel transformada relativamente baixa e con-
cluem que, nestas situagoes as variantes nao-lineares sao desnecessarias, ou
seja, a estrutura de dados ¢é linear. No entanto, mesmo nestas situagoes, a
confirmacao da nao necessidade de uma variante nao-linear constitui em si
mesmo um importante motivo para aplicar as variantes nao-lineares numa
fase inicial. Recorrendo as conclusées de Linting e Kooij [25], pode reafirmar-
-se que as comparagoes entre as variantes nao-lineares e entre estas e a ACP
deve ser efectuada com precaucao, ou seja, para além da comparacao das
VAFs dos modelos deve-se inspeccionar os graficos das transformacoes e as

VAFs por varidavel transformada.

B. Escolha do niumero apropriado de componentes a reter

Tal como na ACP, o investigador tem que decidir qual o nimero adequado
de componentes principais a reter na solugao. Na ACP essa decisao é tomada
perante a solugdo com todas as possiveis componentes principais. Na qIPCA,
tal como na CATPCA, o niimero de componentes a reter, p, ¢ um nput do
algoritmo, pelo que a solugao nao apresenta todas as componentes principais
possiveis. No entanto, a escolha do nimero apropriado de componentes a

reter é fundamentada nos mesmos critérios, usando para o efeito os valores

3Linting e Kooij[25] apresentam uma aplicagao em que passa de 66 variaveis iniciais para

42 recorrendo a andlise das VAF por varidvel transformada numa CATPCA preliminar.
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proprios da matriz de correlacao das variaveis transformadas.
Um dos critérios mais conhecidos é reter todas as componentes associadas
a valores préprios superiores a unidade. No entanto, na literatura existe o

consenso que este critério esta entre os métodos com menos precisao (Linting
et al. [26], Jackson [15]).

Linear PCA
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Figura 3.2: Exemplo de Scree plot para uma ACP linear. No eixo das ordena-

das estao os valores proprios da matriz de correlagoes das varidveis originais.

Critérios alternativos incluem o scree plot, parallel analysis, Velicers par-
tial correlation technique, cross-validation entre outros (Jackson [15]). O
teste do scree plot envolve examinar o grafico que cruza a identificacao da
componente principal retida (no eixo das abcissas) com o seu valor préprio ou
percentagem de variancia explicada por essa componente. Pretende-se deter-
minar o ponto de quebra, ou “cotovelo”, ou seja, os pontos onde a derivada
apresenta uma quebra abrupta (ver figura [3.2]).

Existe alguma discussao na literatura sobre se a componente onde ocorre
o ponto de quebra deve ser incluido na solu¢ao (Linting et al. [26]). Uma das
razoes para nao incluir essa componente é a sua fraca contribuicao para a

percentagem de variancia explicada pelo modelo. Assim, o niimero de pontos
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com valores proprios acima do ponto de “quebra”, ou seja, nao incluindo o
ponto onde a quebra ocorre, é considerado o niimero de componentes a reter.
No entanto, nem sempre ¢é claro qual o ponto de “quebra”. A figura nao
apresenta uma “quebra” clara, pois o declive apresenta uma quebra abrupta
duas vezes, na terceira e sexta componentes. Assim, este scree plot sugere a
retencao de duas ou cinco componentes principais.

Como o algoritmo da qIPCA minimiza a funcao perda para um dado
nimero p de componentes principais a reter, a solucao com p+ 1 componen-
tes retidas nao contém necessariamente a solugao com p componentes. Esta
propriedade designa-se por “solucoes nao encaixadas”H. Ou seja, os primeiros
p valores proprios obtidos da matriz de correlacoes das variaveis transforma-
das de forma 6ptima pela qIPCA com input p sao, em geral, diferentes dos
primeiros p valores proprios obtidos da matriz de correlagoes das varidveis
transformadas de forma 6ptima pela qIPCA com input p + 1. Por isso, os
scree plots sao distintos para diferentes dimensionalidades, pelo que se devem
comparar os scree plots das solugdes p, p — 1 e p + 1 (Linting et al. [26]).
A “quebra” no scree plot associado a solugao da qlPCA de input p deve ser
consistente com as “quebras” nos scree plots associado as solugoes p — 1 e
p+ 1 para que o numero adequado de componentes a reter seja p (Linting et
al. [26]).

C. Projec¢cao de novas observacoes no espaco das componen-

tes principais nao-lineares

Todas as propriedades apresentadas até aqui sao vélidas para splines de
qualquer grau. As propriedades apresentadas de seguida sao apenas validas
para splines lineares e foram elas a motivacao para a designacao quasi-linear
PCA. Seja h

obtidas em condigoes similares as anteriores. O problema da projeccao de no-

nova © M-vector linha com as novas observagoes nas m variaveis,

vas observagoes no espacgo das componentes principais nao-lineares ¢ determi-

/

nar o p-vector linha, x correspondente aos object scores nao-lineares. Se

novo’

4do inglés not nested.
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3.1. Fundamentacao tedrica

a matriz dos dados original nao esta estandardizada, os vectores das médias
e variancias devem ser registados e o algoritmo da qIPCA aplicado na matriz

’

estandardizada. Uma correccao em h ¢é aplicada usando esse vectores.

nova

Sublinhe-se que o passo I11.3 do algoritmo, pela decomposicao em valores
singulares Z = KAY2W', pode ser reescrito como X < vRZWA™/?W',

Seja A a matriz dos loadings nao-lineares, tem-se que (passo II1.1),

7 = FA', (3.4)

logo

X = /nFA'WAY2W', (3.5)

onde W e A~'/? derivam da decomposicio em valores singulares do passo
I11.2.

A representacao das novas observacgoes no espaco das componentes nao-
-lineares é obtida em dois passos.

/

Primeiro, os valores transformados de h sao calculados (ciclo pelas

nova
variaveis j, j=1,...,m):
if min(h;) < hpopa; < maz(h;) then
fnova,j < interp(hj, fj> hnova,j)a
else
fnova,j — ext’rap(hja fja hnova,j)7
end if
Para valores dentro da amplitude de cada variavel, é realizada uma in-
terpolacao linear para determinar f,514,5, @ imagem da funcao spline éptima
subjacente f; para o valor Ay, a nova observacao na variavel j. Sublinhe-
-se que apos a convergéncia, o spline linear 6ptimo com r nés interiores fica
completamente definido com r + 2 pontos: r associados aos nés interiores e
dois associados ao maximo e minimo de cada variavel. Assim, a interpolacao
fica bem definida com esses r + 2 pontos para determinar o valor exacto do
spline. Para valores fora da amplitude da variavel original é realizada uma

extrapolacao linear.
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3.1. Fundamentacao tedrica

Segundo, os object scores nao-lineares para as novas observagoes sao obti-

dos usando a equagao (B.5) com a matriz transformada éptima do tipo 1 x m,
Fnova = [fnova,l e fnova,m]-

D. Reconstrugcao

O problema da reconstrucao dos dados originais refere-se a encontrar uma
estimativa H de H usando os object scores nao-lineares. Este processo inclui
dois passos: dos object scores nao-lineares X para uma aproximagao F da
matriz dos dados transformados; de F para uma estimativa H dos dados
originais.

Quando p < m, as componentes principais nao-lineares Xa; sao uma
aproximacao da varidvel transformada f; (algoritmo da qlPCA, passo 11.2),

pelo que XA é uma estimativa F de F. Logo

F=XA+(F-F) (3.6)

onde o primeiro termo do membro da direita da equacao representa a con-
tribuicao devido as componentes principais nao-lineares retidas e o segundo
termo representa a parte nao explicada pelo modelo da qIPCA - o residuo.
Tendo usado a qIPCA com splines lineares em cada coluna, XA é por isso
uma aproximacao das imagens do spline linear éptimo. A interpolacao linear
inversa da de forma exacta a funcao inversa de uma funcao seccionalmente
linear. Por isso, usando interpolagao linear inversa, com os valores de Xa;
para valores na amplitude do j-ésimo spline e extrapolacao linear inversa

para valores fora da amplitude, obtém-se H.

E. Piecewise Loadings

Nesta seccao, por motivos de apresentacao dos resultados, seja x < x,
a s-ésima componente principal, f < f; a j-ésima varidvel transformada e

h < h; a j-ésima varidvel original. No seio da qIPCA o termo loading refere-

-se ao coeficiente de correlacao de Pearson entre x e f. Nesta seccao, x;, f;
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3.2. Implementacao em MatLab

e h; designam os vectores truncados obtidos de x, f e h, respectivamente,
com elementos do i-ésimo segmento desses vectores, 1 = 1,...,r+ 1, definido
por dois nds consecutivos. A ideia dos piecewise loadings é obter correlagoes
segmentadas entre os vectores truncados x; e h; através de f;. Assim, os
piecewise loadings podem revelar o comportamento por segmentos entre as
componentes principais nao-lineares e as varidveis originais.

Considere-se o seguinte resultado auxiliar: sejam y e z dois vectores, nao
necessariamente centrados ou estandardizados, com a mesma dimensao e g
uma fungao linear, sendo g = ¢(z) = mz + bu o vector das imagens de z

segundo ¢, onde u é um vector de uns. Pode ser demonstrado que:

corr(y,z), m>0

corr(y,g(z)) = (3.7)
—corr(y,z), m <0

Depois da convergéncia da qIPCA, x e f estao disponiveis, assim é possivel
calcular corr(x;, f;) para cada segmento i. Estando a ser usados splines line-
ares, em cada segmento f; e h; estdao relacionados por f; = m;h; + b;u para

um m; e b; conhecidos. Assim, pelo resultado anterior:

corr(x;, ),  m; >0
corr(x;,h;) = (3.8)
—corr(x;,£), m; <0
Sendo os splines obtidos por combinacao linear da base de [-splines, e

sendo as fungoes da base monodtonas crescentes,

3.2 Implementacao em MatLab

O algoritmo da qIPCA foi implementado usando a versao 2009b do MatLab.
O algoritmo permite a utilizacao de splines de qualquer grau e com qualquer
nimero de nos interiores. No entanto, ainda nao permite que essa escolha
seja efectuada varidvel a variavel, ou seja, é usado o mesmo tipo de splines
para todas as variaveis. Na figura [3.3 pode observar-se o esquema da imple-

mentacao em MatLab. Nas seccoes seguintes apresenta-se o codigo MatLab
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comentado, segundo a sequéncia do pseudo-codigo apresentado na seccao

3. 1.3
( )
Inputs [basis, msplines, rep]
[ H, order,nIntknot ]7_{ createMspline]
[ princomp, svd H splinePCAlsplines }——' createlspline
Matriz
Pseudo-Indicatriz
\ J

Outputs

Figura 3.3: Esquema da implementacao da qlPCA.

3.2.1 Inicializagao: passos I.1 a 1.5

A inicializagao, passos .1 a 1.5 do pseudo-codigo, é implementada conforme
o codigo que se apresenta de seguida.

Céodigo MatLab da funcao principal da qIPCA: parte 1 - Inicializagao.

function [F,X,A,eigval ,knots,coef]l=splinePCA_Isplines (H)
%Input: H - data matrix n, m

%0utput :

%F - matriz dos dados transformadositeration history (total)
%X - objects scores no lineares, matrix n por p=nCP

%A - matriz dos loadings

%eigval - valores prprios

%knots - seq. de n's

%coef - coefs das cl da base de splines

%Sub functions

% [G,knots]=create_Ispline(H,order ,n_intknot)

% MatLab functions: pcacov, svd

%28/03/2012 - Nuno Lavado .: nlavado@isec.pt
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3.2. Implementacao em MatLab

m=size (H,2);

n=size(H,1);

nCP=input (’Dimensions in solution:’);

T T ot leToToTototoh T T To To to tofo T To To To 0o 0o o T To To 0o o To T To 9o o o o T T 0o o o T 0o 0o o o T T 0o o o o o 9o o o o o o o s e
%%hInicializa o

H=zscore (H) ;

Tt T Tl TototohTeToTo To %o ol To To %o %o o T o To %o 1o o

%constroi a matriz difusa para H

%0rdem dos Isplines (coincide com o grau para esta base)
order=input (’Spline degree:’);

n_intknot=input (’Interior knots:’);
[G,knots]=create_Ispline(H,order ,n_intknot);
dimensao=order+n_intknot ;

G=zscore (G) ;

Tttt h T Tl Tototo el T o To %ot ol T o To %o %o % oo To To

%SCORES aleatrios

%X=rand (n,nCP) ;

X=G(:,1:nCP);
max_it = 1000;
it=1;
tol=1;

coef=zeros (m*dimensao ,1);
F=zeros(n,m);
eigval=zeros (nCP,1);
A=corr (H,X);
communality=sum(A."2,2);

Tttt totototototototoTo T %o %o %o %o %o %o %o %o %o %o 1o %o 1o 1o To o e e o o o o e o o o T To To To T To To T To T 1o 7o 7o 7o o 1o o o o o o o o o o o o o

splinePCA _Isplinesl.m

A funcao create_Ispline determina a super-matriz pseudo-indicatriz,

A L1 .
G2 =[G ... G%)], conforme o passo 1.5 do pseudo-cédigo, através do pro-
cesso recursivo descrito no primeiro capitulo, tendo sido implementada com

o codigo que se segue.

Codigo MatLab da funcao para construir a base de I-splines.

function [G,knots]=create_Ispline(H,order ,n_intknot)
%subfunction: create_mspline
n=size(H,1);
m=size(H,2);
dimensao=order+n_intknot ;
for j=1:mlicorre as m variaveis de H
h=H(:,j);
Gaux=zeros (n,dimensao) ;
%constroi a matriz pseudoindicatriz associada a var j

x=h;
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3.2. Implementacao em MatLab

11 [s,knots2]=isplines (x,order, n_intknot);

12 Gaux=s;

13 knots (:,j)=knots2;

14 if j==1 G=Gaux; else G=[G Gaux];

15 end

16| end

17| end

18| function [s,knots2]=isplines (x, order, n_intknot)
19| dim=order+n_intknot ;

20| [6G2,knots2]=create_mspline(x,order+1l,n_intknot);
21| n=1length (x);

22| I=zeros(n,dim) ;

23| k=order;

24| for i=1:dim

25 for t=1:n

26 if x(t)==knots2(end)

27 I(t,i)=1;

28 else

29 j=sum (knots2<=x(t));

30 if i>j

31 I(t,1i)=0;

32 else

33 if j-k<=i<=j

34 m=i+1;

35 I(t,i)=((knots2 (m+k+1)-knots2(m))/(k+1))*G2(t,m);
36 for m=i+2:j

37 I(t,i)=I(t,i)+((knots2(m+k+1)-knots2(m))/(k+1))*G2(t,m);

38 end

39 else

40 if i<j-k
41 I(t,i)=1;
42 end

43 end

44 end

45 end

46 end

47| end

48| s=1;

49| end

create_Ispline.m

A funcao create_Ispline invoca a sub-fun¢do create_mspline, cujo

codigo se apresenta de seguida.

Codigo MatLab da funcao para construir a base de M-splines.

l‘function [G,knots]=create_mspline (H,order ,n_intknot)
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3.2. Implementacao em MatLab

%subfunctions: msplines, basis, rep
n=size(H,1);
m=size(H,2);
%constroi os percentis associados aos nos interiores
p=zeros(l,n_intknot) ;
p(1)=100/(n_intknot +1) ;
for i=2:n_intknot
p(i)=p (1) +(i-1)*p(1);
end
p=round(p);
dimensao=order+n_intknot;
for j=1:mlicorre as m variaveis de H
h=H(:,j);
%sequencia de nos extraida de h segundo a seq de percentis
inner_knots=prctile (h,p);
boundary_knots=[min (h) max(h)];
Gaux=zeros (n,dimensao) ;
boundary_knots=sort (boundary_knots);
knotsj=[rep(boundary_knots (1), order) sort(inner_knots)...
rep (boundary_knots(2), order)];
for i=1:n’constroi a matriz pseudoindicatriz associada a var j
x=h(i);

s=msplines (x,order ,inner_knots ,boundary_knots ,knotsj);
Gaux(i,:)=s;
end
knots (:,j)=knotsj;
if j==1 G=Gaux; else G=[G Gaux];
end
end
create_mspline.m
As trés sub-fungoes auxiliares, msplines, basis e rep, tém o seguinte
codigo.

Codigo MatLab das sub-funcgoes para construir a base de M-splines.

function s=msplines (x,order, inner_knots, boundary_knots ,knots)
%subfunctions: basis, rep
np=order+size (inner_knots ,2) ;
s=rep (0, np);
for i=1:np

s(i)=basis(x, order, i, knots);
end
Tttt h Tl Tototoh T ToTo Toto to T To To To to 0o T To To To 0o T To To To 0o o T T 0o 0o o T T 9o 0o o o o T 9o o o o o 9o 9o o o o T %o o o o
function y= basis(x, order, i, knots)

if order==
if ((x<knots (i+1))&&(x>=knots(i))) y=1/(knots (i+1) -knots(i));
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else y=0;
end
else
if ((knots (i+order)-knots (i))==0)
y=0;
else
y=(order*((x-knots (i) )*basis(x, (order-1), i, knots)...
+(knots (i+order)-x)*basis (x, (order-1) ,(i+1) ,knots))) /...
((order -1) *(knots (i+order)-knots (i)));
end
end

Tttt tototototototototototototototototototototototo o e e e o o o o To o To 1o To To To 1o 1o 1o 1o 1o 16 16 16 1o 1o 1616 s s o e o o o To o 1o 1o To 1o 1o T

function a=rep(x,times)
a=x;
for i=2:times

a=horzcat (a,x);

end

sub_msplines.m

3.2.2 Minimos Quadrados Alternados: passos II.1 a
I1.6

Nesta fase ¢ actualizada a quantificacao de cada varidvel f;.

Céodigo MatLab da fung¢do principal da qIPCA: parte 2 - Actualiza¢do das

quantificagoes.

while t0l1>0.1%x10°(-5) && it <=max_it;
jw=1;
jb=dimensao;
Tttt T Tl Tototo T ToTo To to to T To To To to 0o T To To To 0o T T To To 0o o o T T 0o 0o o T T 9o 0o 0o o o T 9o o o o o o 9o o o o T o o o o
%Actualiza o das quantifica es
for j=1:m
y=X*A(j,:)’;
coef (jw:jb,1)=(1/n)*(G(:, jw:jb) >*G(:,jw:jb)) " (-1)*G(:, jw:jb) **y;
F(:,3)=G(:,jw:jb)*coef (jw:jb,1);
F(:,3)=F(:,j)-mean(F(:,3));
jw=jw+dimensao;
jb=jb+dimensao;
end
ssq=diag(sum(F."2,1));
F = F*ssq~(-1/2) .*sqrt(n);’F centrado e norma sqrt(n)
bbbttt h ol tototetehhlololototetehsloloTototetehoToTotohoholoTo To %o ho T To %o %o %o T To 1o %o %o fo To To To 1o o o T To 16 %o %o o To To T
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splinePCA _Isplines2.m

3.2.3 Minimos Quadrados Alternados: passos III.1 a
I11.3

Cédigo MatLab da fungao principal da qIPCA: parte 3 - Estimacgao dos objects

scores.

Tttt Tl Tototo T ToTo To to to T T To To %o 0o o /o To To to 0o fo T To To 9o o o o T 9o 0o o o T To 0o 0o o o T To 0o o o o o 0o o o o o T
%Actualiza o dos scores
evprev=eigval;
[eigvec ,eigval] = pcacov (F’*F);
eigval=eigval (1:nCP,1) ./n;
A=eigvec (:,1:nCP)*diag(eigval) "0.5;
%A matriz dos loadings m por nCP
X=Fx*A;
[K,lambda ,W] = svd(X,0);
X=sqrt (n)*K*W’;
%Exemplo com uma CP
% eigval=eigval (1,1) /n;
% a=eigvec(:,1) .*xeigval~0.5;
% X=sum (F*diag(a),2);
T T ot h T T To Toto Tl T ToTo To to tofo T To To To 1o 0o o T To To 0o o To T To 9o o o o T T 0o o o T 0o 0o o o T T 9o o o o o 9o o o o o o o s e

splinePCA _Isplines3.m

3.2.4 Teste de convergéncia

O teste de convergencia é realizado testando as diferencas entre dois suces-
sivos valores da funcao perda contra 0.1 x 107°. O algoritmo volta a II se a

convergéncia falha, ou para se o nimero maximo de iteracoes for atingido.

3.3 Exemplo

Nesta seccao discute-se um exemplo em que uma estrutura de dados nao-

-linear conhecida ¢é simulada. Uma versao deste exemplo, chamado problema
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do cilindro, foi usada por Winsberg e Ramsay [36], Gifi [I2] e outros autores
para testar as suas variantes nao-lineares da ACP.
Considerem-se doze variaveis, sendo dez delas definidas como fungoes nao-

-lineares das restantes duas, conforme se pode observar na tabela [3.2

Tabela 3.2: Problema do cilindro.

Variavel Férmula

1. Altura a

2. Area da base b

3. Perimetro da base 2/br

4. Area lateral 2a/br

5. Volume ab

6. Momento de inércia ab?®/2m

7. Razao de esbelteza a/\/2br

8. Angulo diagonal-base arctan[a/7/(2v/)]
9. Angulo diagonal-lateral arccota/7/(2v/D)]
10. Resisténcia eléctrica a/b

11. Condutancia b/a

12. Deformabilidade de torsao 2ar /b?

Trata-se de uma situacao em que existe um conjunto de doze trans-
formagoes linearizantes (transformagoes logaritmicas para todas as varidveis,
excepto para as variaveis de angulo a que se aplicam as fungoes compostas
logaritmo apds tangente e logaritmo apds cotangente, respectivamente), que
resultariam numa matriz de dados transformados de estrutura bi-dimensional
definida através do logaritmo da altura e do logaritmo da drea da base. Con-
sequentemente, espera-se que uma ACP nao-linear sobre a matriz inicial, bem
como uma ACP tradicional sobre a matriz transformada, apresente um ajus-
tamento quase perfeito com apenas duas dimensoes e que as transformagoes
spline 6ptimas revelem um comportamento aproximadamente logaritmico.

Foram efectuadas trés simulagoes, tendo por ponto de partida 51 cilindros

diferentes, gerados através de niimeros pseudo-aleatérios para a area da base
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e altura. Para cada um destes 51 cilindros foram também geradas as restantes
dez variaveis da tabela anterior. Pretende-se testar também os algoritmos
na presenga de dados com algum nivel de ruido. Assim, cada variavel foi
em primeiro lugar transformada pela transformagao linearizante apropriada,
sendo depois o ruido adicionado e finalmente os valores com ruido foram in-
versamente transformados. Foram considerados trés cenarios: um sem ruido
e dois com ruido proveniente de distribuicoes Normais. Os desvios-padrao
considerados correspondem a 10% e a 25% do desvio-padrao de cada varidvel
original.

Tendo em conta a sugestao apresentada no pardagrafo A da seccao [3.1.4]
para prevenir a sobre-parametrizacao e considerando que existem 51 in-
dividuos, optou-se por realizar duas qIPCA, ambas usando splines lineares
para cada varidavel: uma com dois nods interiores, aproximadamente nos per-
centis 33 e 67, e outra com trés nos interiores localizados aproximadamente
nos quartis.

Na tabela seguinte apresentam-se os resultados para cada cenério, obtidos
por cada técnica de reducao da dimensao: qlPCA2, que designa a qIPCA com
dois nés interiores; qIPCA3, que designa a qIPCA com trés nds interiores;
ACP, que designa a ACP tradicional. O resultado estd expresso em termos

de percentagem da variancia explicada por duas dimensoes.

Tabela 3.3: Variancia explicada por duas componentes principais (%).
Algoritmo Sem ruido Ruido a 10% Ruido a 25%

qlPCA2 97.77 96.90 92.59
qlPCA3 98.43 97.68 94.41
ACP 82.15 80.18 72.62

Em todos os cenarios, a qJPCA apresentou uma performance muito me-
lhor que a ACP. Devido a estrutura tedrica imposta aos dados, é razoavel
assumir que estes tém uma estrutura bi-dimensional. De modo a testar o
pior cendrio, dados com ruido a 25%, foi conduzida uma andlise com base em

scree plots para validar estes pressupostos com base na ACP e na qlPCA.
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Para o scree plot da ACP, apresentado na figura 4] foram usados os valores

proprios da matriz de correlacoes das variaveis originais.

Linear PCA
5 ‘

Eigenvalue
N
N [6)] w
T T T

=
a1
T

Component

Figura 3.4: Scree plot para a ACP sobre os dados do cilindro com ruido a

25%.

Este grafico nao mostra apenas uma “quebra”, pois o declive muda de
forma abrupta nao apenas uma vez mas duas, na terceira e na sexta compo-
nentes. Assim, com base neste scree plot, é defensavel para a ACP tanto a
retencao de duas como de cinco componentes principais na solugao a consi-
derar.

Para a construcao do scree plot associado a qIPCA, sao usados os valores
proprios da matriz de correlagoes das variaveis transformadas. A figura [3.9]
mostra os scree plots para a qIPCA com duas componentes retidas sobre os
dados do cilindro com ruido a 25%.

Na figura 3.5 associada a solucao bi-dimensional, observa-se que a “que-
bra” esta localizada na terceira componente. Como as solugoes da qlPCA

nao sao “encaixadas” (ver paragrafo B da seccao B.I.4]), um scree plot para
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3.3. Exemplo

Two-dimensional qIPCA, two interior knots
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Figura 3.5: Scree plot para a qIPCA com dois nds interiores sobre os dados

do cilindro com ruido a 25% com duas componentes retidas.

a solucao com trés componentes principais retidas, pode ser diferente do
scree plot com duas. Na solucao tri-dimensional, apresentada na figura [3.6],
observa-se que a “quebra” estda novamente localizada na terceira componente.
Observada esta consisténcia, os graficos sugerem que duas componentes sao
as apropriadas, como seria de esperar. Os graficos para a qIPCA com trés
nos interiores sao semelhantes.

A figura 3.7 mostra as transformagoes spline 6ptimas para as varidveis 6 e
12, associadas a qlPCA bi-dimensional com trés nos interiores sobre os dados
do cilindro sem ruido. A transformacao da variavel 6, do tipo logaritmica
como esperado, foi escolhida por ser similar a todas as outras transformagcoes
com excepcao de transformacao da varidvel 12. Uma analise da varidvel 12
mostrou que os nds interiores foram colocados nos valores 3.85, 10.32 e 25.38
(os quartis da varidvel) e que o seu maximo era 6498.7. Este é um exemplo

no qual uma localizacao alternativa para os nds poderia ter melhorado a
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3.3. Exemplo

Three—dimensional gIPCA, two interior knots
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Figura 3.6: Scree plot para a qIPCA com dois nds interiores sobre os dados

do cilindro com ruido a 25% com trés componentes retidas.

transformacao da variavel.

Este exemplo revelou-se muito interessante para ilustrar o potencial da
qIPCA. Por um lado, nas simulagoes realizadas, a qIPCA revelou um de-
sempenho notavel na captagao da estrutura nao-linear em comparacao com
a ACP. No pior cendrio, com ruido a 25%, registou-se a maior diferenca
entre a ACP e a qIPCA, tendo a utilizacdo de 3 nés interiores permitido
um incremento de cerca de 22% em termos de variancia explicada por duas
componentes principais. Por outro lado, foi muito interessante verificar que,
neste exemplo, a qIPCA apresentou transformacoes spline 6ptimas que se

aproximavam das transformagoes linearizantes conhecidas.
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Optimal linear spline transformation on var. 6, three interior knots
2 ‘
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Optimal linear spline transformation on var. 12, three interior knots
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Figura 3.7: Transformacoes spline 6ptimas para as variaveis 6 e 12.
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Capitulo 4

Aplicacoes

O objectivo deste capitulo é a apresentacao da qlPCA através
de uma aplicacao ilustrativa, tentando reforcar os pontos fortes
e fracos deste método. E feita uma anslise sobre dados reais,
relativos aos 27 paises da Uniao Europeia encarados do ponto de
vista das diferengas de género na Ciéncia e Tecnologia. Na pri-
meira sec¢ao apresentam-se as variaveis em andalise e a respectiva
base de dados, tendo por base o estudo de Oliveira e Carvalho
[31]. Sendo todas as varidveis presentes neste estudo de natu-
reza continua, torna-se possivel uma analise comparativa entre a
ACP e a qlPCA. Na segunda seccao sao apresentados os resul-
tados da analise destes dados com as duas abordagens referidas.
Na terceira seccao é feita a discussao dos resultados, apresen-
tando algumas consideragoes acerca das diferengas/semelhancas
na utilizagao e aplicabilidade das duas abordagens para o mesmo

conjunto de dados.

4.1 Ciéncia e Tecnologia: diferencas de género

Num estudo de 2009, Oliveira e Carvalho [31] exploraram a heterogeneidade
no espaco Europeu no que diz respeito aos niveis de desenvolvimento da

Ciencia e a Tecnologia (C&T) e aos padroes de discrimina¢ao por género.
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4.1. Ciéncia e Tecnologia: diferencas de género

As autoras recorreram a dados do Eurostat e do relatério She figures 2006
report: Women and science statistics and indicators [4], tendo seleccionado
um conjunto de variaveis devidamente fundamentadas. Os dados referem-se
a 2003 e 2004 para a populacao activa, com idades entre os 15 e os 64 anos,
tendo estes sido gentilmente cedidos pelas autoras para uso nesta tese. As

variaveis seleccionadas pelas autoras para a andlise foram as seguintes:

e [nvestigadores - proporcao de investigadores por mil individuos na po-

pulagao activa (2003 );

o (lentistas e Engenheiros - proporcao de cientistas e engenheiros na

totalidade da populacao activa (2004);

° Invgjtimento - proporc¢ao de investimento em C&T por investigador em
PP

Y

e H-M Fundos - diferenca na taxa de acesso a fundos para investigacao

entre homens e mulheres (2004);

e )M top - proporcao de mulheres no topo da carreira, no universo das

mulheres docentes no ensino superior (2004);

e H top - proporcao de homens no topo da carreira, no universo dos

homens docentes no ensino superior (2004);
e Glass Ceiling - Glass Ceiling Index (2004)@;

e H-M PhD - diferenga percentual de doutorados (ISCEDG) entre homens
e mulheres (2003);

o H-M investigadores - diferenca percentual de investigadores entre ho-

mens e mulheres (2003);

LA populacdo activa inclui empregados e desempregados.
2PPS - Purchasing Power Standards.
3The Glass Ceiling Index (GCI) is a ratio between the proportion of women in grade

A+B+C and the proportion of women in grade A. The GCI is an indicator that measures

the relative chance for women compared to men of reaching a top position. [4].
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4.1. Ciéncia e Tecnologia: diferencas de género

e H-M docentes - diferenca percentual de pessoal docente do ensino su-

perior entre homens e mulheres (2004);

e H-M CC - diferenca percentual nas comissoes cientificas entre homens
e mulheres (2004).

Alguns dos 27 paises apresentavam valores omissos em uma ou mais
variaveis, tendo-se optado por excluir esses paises da anélise@. O conjunto de
dados dos restantes 15 paises a analisai encontra-se no apéndice [A.1l Todas
as variaveis sao de natureza quantitativa continua, apresentando-se na tabela

1] algumas estatisticas de resumo.

Tabela 4.1: Estatisticas de resumo.
Variavel Minimo Maéaximo Média D.Padrao Mediana

Investigadores 4.5 18.87 8.58 4.26 6.37
Cient. e Eng. 2.5 7.7 4.83 1.73 4.50
Investimento 14.12 169.72  75.36 51.03 71.04
H-M Fundos -4.75 6.1 1.2 3.75 1.09

M top 1.8 16.5 5.82 3.91 4.2

H top 9.8 38.3 19.4 7.32 17.8

Glass Ceiling 1.7 3.2 2.27 0.48 2.2
H-M PhD -34.38 29.5 6.15 19.51 14.15

H-M investig. -6.15 65.65 3197 19.7 31.22
H-M docentes -15.46 41.69  23.53 16.76 30.11

H-M CC 4.92 85.61  56.19 24.53 59.46

A proporcao de investigadores por mil individuos na populacao activa

(2003) apresenta o valor minimo de 4.5 na Italia e o valor méximo de 18.87 na

40s paises excluidos foram: Austria, Bulgéria, Chipre, Franca, Grécia, Irlanda, Lu-

xemburgo, Malta, Portugal, Roménia, Espanha e Reino Unido.
50s dados originais sdo apresentados na fonte com duas casas decimais, no entanto,

como se pode observar no apéndice [A.]] algumas observacoes apresentam trés casas deci-
mais. A introducdo de diferentes valores ao nivel milésimal foi a opcao encontrada para
que na mesma varidvel todos os valores tivessem frequéncia unitéria, exigéncia da qlPCA

na versao actual.
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4.1. Ciéncia e Tecnologia: diferencas de género

Finlandia. A proporg¢ao média de investigadores é de 8.58 por mil individuos
na populacao activa, com um coeficiente de variacao de cerca de 50%.

A proporcao de cientistas e engenheiros na totalidade da populagao activa
apresenta o valor minimo de 2.5 na Eslovaquia e o valor méaximo de 7.7 na
Bélgica. A proporcao média de cientistas e engenheiros é de 4.83, com um
coeficiente de variacao de cerca de 36%.

A proporcao de investimento em C&'T por investigador em PPS apresenta
o valor minimo de 14.12 na Letdénia e o valor maximo de 169.72 nos Paises
Baixos. A proporgao média de investimento em C&T é de 75.36, com um
coeficiente de variacao de cerca de 68%. A mediana tem o valor de 71.04.

A diferenca na taxa de acesso a fundos para investigagao entre homens e
mulheres apresenta o valor minimo de -4.75 na Eslovaquia e o valor maximo
de 6.1 na Suécia. Valores negativos nesta variavel correspondem a uma maior
taxa de acesso a fundos para as mulheres. Os paises que apresentaram va-
lores negativos foram: Bélgica, Estonia, Finlandia, Lituania, Paises baixos,
Eslovaquia e Eslovénia. A diferenca média na taxa de acesso a fundos é de
1.2, com um coeficiente de variacao de cerca de 313%. A mediana desta
variavel tem o valor de 1.09.

A proporcao de mulheres no topo da carreira, no universo das mulheres
docentes no ensino superior, apresenta o valor minimo de 1.8 na Lituania e
o valor maximo de 16.5 na Italia. A propor¢ao média de mulheres no topo
da carreira é de 5.82, com um coeficiente de variacao de cerca de 67%. A
mediana tem o valor de 4.2.

A proporgao de homens no topo da carreira, no universo dos homens
docentes no ensino superior, apresenta o valor minimo de 9.8 na Alemanha
e o valor maximo de 38.3 na Itdlia. A propor¢ao média de homens no topo
da carreira é de 19.4, com um coeficiente de variacao de cerca de 38%. A
mediana tem o valor de 17.8.

O Glass Ceiling Index apresenta o valor minimo de 1.7 na Bélgica e o
valor maximo de 3.2 na Lituania. A média deste indicador é de 2.27, com
um coeficiente de variacao de cerca de 21%.

A diferenca percentual entre homens doutorados e mulheres doutoradas

apresenta o valor minimo de -34.38 na Leténia e o valor maximo de 29.5
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na Republica Checa. Valores negativos nesta variavel correspondem a uma
maior taxa de doutorados do sexo feminino. Os paises que apresentaram
valores negativos foram: Esténia, Italia, Leténia, Lituania e Eslovaquia. A
diferenga média é de 6.15, com um coeficiente de variagao de cerca de 317%.
A mediana desta varidvel tem o valor de 14.15.

A diferenga percentual entre investigadores do sexo masculino e do sexo
feminino apresenta o valor minimo de -6.15 na Letdénia e o valor maximo de
65.65 nos Paises Baixos. Valores negativos nesta variavel correspondem a
uma maior taxa de investigadores do sexo feminino, tendo sido a Leténia o
unico pais nesta situacdo. A diferenca média é de 31.97, com um coeficiente
de variacao de cerca de 62%.

A diferencga percentual entre pessoal docente do ensino superior do sexo
masculino e do sexo feminino apresenta o valor minimo de -15.46 na Leténia
e o valor maximo de 41.69 na Alemanha. Valores negativos nesta variavel
correspondem a uma maior taxa de docentes do ensino superior do sexo
feminino, tendo a Letdénia sido o unico pais nesta situacao. A diferenca
média é de 23.53, com um coeficiente de variacao de cerca de 71%.

A diferenca percentual entre homens e mulheres nas comissoes cientificas
apresenta o valor minimo de 4.92 na Finlandia e o valor maximo de 85.61 na
Polénia. A diferenca média é de 56.19, com um coeficiente de variacao de
cerca de 44%.

4.2 Resultados

Por motivos de visualizagao, usualmente pretende-se uma representacao dos
dados a duas dimensoes. A exploracao de variantes da ACP neste cenario,
podera ser justificada pela fraca percentagem de variancia explicada a duas
dimensoes, devido a eventual existéncia de uma estrutura nao-linear subja-

cente nos dados.
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4.2.1 ACP

Sendo todas as varidveis deste conjunto de dados de natureza quantitativa,

nao ha qualquer impedimento formal a sua analise através de uma ACP.

Todos os resultados apresentados de seguida foram obtidos usando o MatLab

(versao 2009b). A matriz de correlacdo entre as 11 varidveis é dada na tabela

4.2l
Tabela 4.2: Matriz de correlagoes.
9 G @] 9 o
2 ¢ 2 £ . . S E E £ 8
¢ K ¢ = £ = £ = = = =
= S = e = m o mom m o
Investig. 1.00
C.eE 067 100
Investo  0.29  0.69 1.00
H-MF. 014 -004 008 1.00
Mtop -0.15 -023 012 0.08  1.00
Htop -021 -0.28 005 -0.10 0.94 1.00
Glass -0.31 -0.53 -0.55 -0.27 -0.42 -0.27  1.00
H-M PhD 024 0.47 0.59 008 -0.04 -0.10 -0.34 1.00
H-M investig. ~ 0.23 0.55 0.85 -0.04 0.03 -0.07 -0.43 0.82 1.00
H-M doc. ~ 0.00 029 0.64 -0.01 0.26 0.17 -0.38 0.87 0.86 1.00
H-M CC -0.85 -0.60 -0.27 -0.21 008 0.0 023 000 -0.06 0.21 1.00

Como se pode observar na tabela existem

entre os seguintes pares de variaveis:

o [nvestigadores e Cientistas e Engenheiros;

o [nvestigadores e H-M CC';

o (lentistas e Engenheiros e Investimento;

o [nvestimento e H-M investigadores;

o M top e H top;

6Superiores em valor absoluto a 0.66.

correlagoes lineares fortes@
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e H-M PhD e H-M investigadores;
e H-M PhD e H-M docentes;

o H-M investigadores e H-M docentes.
Existem ainda relacgoes moderadasH entre os seguintes pares de variaveis:

o (Nentistas e Engenheiros e Glass Index;

o (lentistas e Engenheiros e H-M PhD;

o (lentistas e Engenheiros e H-M investigadores;
o (lentistas e Engenheiros e H-M CC/;

e [nvestimento e Glass Index;

e Investimento e H-M PhD:;

e [nvestimento e H-M docentes;

e M top e Glass Index;

o Glass Index e H-M investigadores.

Na tabela A.3] encontra-se informacao sobre os valores proprios e im-
portancia relativa de cada uma das componentes principais. Tal como ai
se constata, as duas primeiras componentes principais - que irao definir a re-
presentacao bi-dimensional pretendida - explicam, no seu conjunto, 61.89%
da variabilidade contida na matriz de dados. Ou seja, 61.89% da variabili-
dade total dos dados é preservada pela projeccao da nuvem de pontos sobre
o subespaco bidimensional de IR gerado pelas duas primeiras componentes
principais.

O comportamento da sequéncia dos valores proprios sugere a retencao de
4 componentes principais, tanto segundo o critério de reter todas as com-

ponentes com valores préprios superiores a unidade, como também segundo

"valor absoluto entre 0.4 e 0.65
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o critério do scree plot. Como se pode observar na figura .1l é sugerida
a retencao de 4 componentes principais pois esta apresenta um ponto de
“quebra” na quinta componente, evidenciando uma estabilizacao dos valores

proprios a partir desse ponto.

Tabela 4.3: Valores proprios e percentagem de variancia explicada.

Componente Val. Préprio % de variancia Acumulada %

1 4.276 38.87 38.87
2 2.531 23.01 61.89
3 1.878 17.07 78.96
4 1.037 9.43 88.39
5 574 5.22 93.60
6 387 3.52 97.12
7 .148 1.35 98.47
8 071 .64 99.11
9 .055 .50 99.61
10 .027 .24 99.85
11 017 15 100

Na tabela [4.4] apresentam-se os loadmgéH das 4 primeiras componentes
principais para as 11 varidveis em estudo. A primeira componente principal,
que explica cerca de 40% da variancia total, apresenta correlacoes lineares ne-
gativas fortes com as variaveis Cientistas e Engenheiros, Investimento, H-M
PhD, H-M investigadores e H-M docentes, correlagao linear negativa mode-
rada com a variavel Investigadores e correlacao linear positiva forte com a
variavel Glass Index. A segunda componente principal, que explica cerca
de 20% da variancia total, apresenta correlacoes lineares negativas modera-
das com as variaveis Investigadores e Cientistas e Engenheiros e correlacoes
lineares positivas fortes com as variaveis M top e H top e moderadas com
as variaveis H-M docentes e H-M CC. A terceira componente principal, que

explica cerca de 20% da variancia total, apresenta correlacoes lineares posi-

8De sublinhar que estes resultados, obtidos no MatLab, sdo os simétricos dos obtidos
no SPSS para a primeira e terceira colunas, sendo iguais nas duas restantes. Os Loadings

superiores em valor absoluto a 0.4 estao destacados.
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Figura 4.1: Scree plot para a ACP.

tivas moderadas com as variaveis Investigadores, M top, H top e negativas
moderadas com as variaveis Glass Index e H-M CC. A quarta componente
principal, que explica cerca de 10% da variancia total, apresenta correlagao

linear positiva forte com a variavel H-M Fundos.

4.2.2 qIPCA

Este conjunto de dados apresenta todas as variaveis na mesma escala de me-
dida e sendo estas continuas, justifica-se uma abordagem através da qlPCA.
Todas as variaveis irao ser submetidas a transformacoes spline de grau 1. A
escolha do nimero de nos interiores esta sujeita a existéncia de um minimo
de S5w observagoes, sendo w a soma do grau do spline com o ntumero de
nés interiores (ver seccao B.1.4]). Assim, para um conjunto de dados com 15
observagoes pode optar-se por splines de grau 1 com no maximo dois nés
interiores.

Na tabela encontra-se informacao sobre os valores proprios e im-

portancia relativa das duas primeiras componentes principais, nas solucoes
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Tabela 4.4: Loadings das componentes principais dos dados referentes aos 15

paises.

Componente Principal

Varidvel 1 3 4

Investig. -0.53 -0.62 0.41 -0.12
Cient. e Eng. -0.80 -0.44 0.09 -0.22
Investimento -0.88 0.10 -0.02 -0.05
H-M Fundos -0.12  -0.10 0.32 0.92
M top -0.08 0.77 0.61 -0.05
H top 0.03 0.76 0.57 -0.24
Glass Ceiling 0.66 -0.20 -0.45 -0.15
H-M PhD -0.80 0.16 -0.38 0.13
H-M investig. -0.89 0.19 -0.33 -0.03
H-M docentes -0.75 0.51 -0.34 0.06
H-M CC 0.38 0.64 -0.58 0.12
% de var. explicada | 38.87 23.01 17.07 9.43

obtidas com a qIPCA de grau 1 com 1 e 2 nés interiores. Verifica-se, neste

caso, que as duas primeiras componentes principais, que irao definir a repre-

sentacao bidimensional pretendida, explicam 68.9% e 76.33% da variabilidade

contida na matriz de dados transformada, consoante se opta por splines de

grau 1 com 1 ou com 2 nés interiores, respectivamente.

Tabela 4.5: Valores préprios e percentagem de variancia explicada (qlPCA).

Grau 1, 1 n6

Grau 1, 2 nés

Componente Val. Préoprio % de variancia | Val. Préprio % de variancia
1 4.582 41.65 4.760 43.27

2 2.998 27.25 3.637 33.06

Total 7.580 68.90 8.396 76.33

Para a construgao do scree plot associado a qIPCA, sdo usados os valo-

res préprios da matriz de correlagoes das varidveis transformadas (conforme
pardgrafo A da secgao BI4]). As figuras e 3] mostram os scree plots
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para a qlPCA associada a splines de grau 1 com 1 né interior com duas e

trés componentes retidas, respectivamente.

gIPCA de grau 1, 1 né interior, 2 CPs retidas

3.5

w
T

Valor préprio
N
N [6)]

=
a1
T

=
T

12

Componente

Figura 4.2: Scree plot para a qIPCA com um né interior com duas compo-

nentes retidas.

Na solugao bi-dimensional (figura [£2), observa-se que a “quebra” esté
localizada na terceira componente. Como as solugdes da qIPCA nao sao
“encaixadas” (conforme paragrafo B da secgao B.I.4l), um scree plot para a
solucao com trés componentes principais retidas, pode ser diferente do scree
plot com duas, como alids se verifica neste caso.

Na solugao tri-dimensional (figura [1.3]), observa-se que a “quebra”’ estd
localizada na quarta componente. Nao observada uma consisténcia na loca-
lizacao da “quebra” nao é possivel por esta via decidir o nimero apropriado
de componentes principais a reter, tanto é defensavel para a qIPCA de grau 1
com 1 né interior uma reten¢ao de duas como de trés componentes principais
na solucao.

Nas figuras 6] e .7l podem observar-se os scree plots para a qlPCA asso-
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gIPCA de grau 1, 1 né interior, 3 CPs retidas
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Figura 4.3: Scree plot para a qJPCA com um né interior com trés compo-

nentes retidas.

ciada a splines de grau 1 com 2 nds interiores com duas e trés componentes
retidas. A nao consisténcia da localizacao do ponto de “quebra” também nao
permite decidir o nimero apropriado de componentes a reter.

Na tabela apresentam-se os loadingst] das 11 variaveis transformadas
associados a solugao com duas componentes principais obtidas através da
qIPCA de grau 1 com 1 ou 2 nés interiores.

A primeira componente principal, que explica cerca de 40% da variancia
total, apresenta correlagoes semelhantes independentemente de se considerar
1 ou 2 nods interiores. Esta apresenta correlacoes lineares negativas fortes
com as variaveis transformadas Cientistas e Engenheiros, Investimento, H-M
PhD, H-M investigadores e H-M docentes. Esta componente apresenta ainda
correlagoes lineares positivas, no limiar do moderado/forte, com a varidvel

transformada Glass Ceiling em ambas as solugoes e com a variavel transfor-

9 Loadings superiores em valor absoluto a 0.4 estdo destacados.
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glPCA de grau 1, 2 nés interiores, 2 CPs retidas
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Figura 4.4: Scree plot para a qIPCA com 2 nés interiores e duas componentes

retidas.

mada H-M CC, mas neste caso apenas na solu¢ao com 2 nés interiores.

A segunda componente principal, que explica cerca de 30% da variancia
total, apresenta uma estrutura de correlagoes com algumas diferencas entre
a solugao com um ou dois nés interiores. A diferenca mais notéria reside na
variavel transformada H-M Fundos, na qual se verifica um sentido oposto de
associagao, apresentando uma correlacao linear positiva moderada na solucao
com um né interior e uma correlacao linear negativa forte na solugao com dois
nos interiores. As restantes diferencas nao se devem ao sentido da correlacao
mas a sua intensidade. Assim, esta componente apresenta correlacoes linea-
res negativas fortes em ambas as solucoes com as variaveis transformadas M
top e H top, mas intensidades diferentes no que diz respeito as variaveis H-M
docentes e H-M CC. Apresenta ainda correlacoes lineares positivas entre o
moderado e o forte em ambas as solugoes com as variaveis transformadas

Investigadores e Cientistas e Engenheiros. Sublinhe-se, uma vez mais, que
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glPCA de grau 1, 2 nés interiores, 3 CPs retidas
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Figura 4.5: Scree plot para a qIPCA com 2 nds interiores e trés componentes

retidas.

todos estes resultados se referem as correlagoes entre as variaveis transfor-
madas e as componentes retidas.

Na figura [£.6] apresentam-se as 11 transformagoes 6ptimas obtidas através
da qlPCA linear com 1 né interior e com duas componentes principais retidas.
Os gréficos apresentam no eixo das abcissas a variavel original standardizada
e no eixo das ordenadas a variavel transformada. O tinico né interior corres-
ponde ao ponto cuja abcissa ¢ a mediana da variavel original standardizada.
Os valores das varidveis transformadas sao as quantificagoes optimas rela-
tivas a este conjunto de dados no contexto de splines lineares com um noé
interior.

Como se pode observar na figura [4.6] com excepcao das varidveis Investi-
gadores e Glass Ceiling, todas as variaveis estao associadas a transformagoes

optimas claramente distintas da respectiva transformagao lineaI@. A tabela

OEmbora ainda nio esteja disponivel uma medida do afastamento entre a transformacio
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Tabela 4.6: Loadings das componentes principais dos dados referentes aos 15

paises para a q(IPCA de grau 1 com 1 (qIPCA1) ou 2 (q]IPCA2) nés interiores.

Componente Principal

qlPCA1 qlPCA2
Variavel Transf. 1 2 1 2
Investig. -0.53 0.70 | -0.56 0.69
Cient. e Eng. -0.72 0.55 | -0.67 0.66
Investimento -0.94 -0.08 | -0.95 0.06
H-M Fundos -0.09 0.49 | -0.01 -0.89
M top -0.23 -0.75 | -0.29 -0.83
H top -0.31 -0.75 | -0.16 -0.80
Glass Ceiling 0.67 -0.07 | 0.56 0.12
H-M PhD -0.83 -0.11 | -0.90 -0.30
H-M investig. -0.92 -0.19 | -0.94 -0.23
H-M docentes -0.79 -0.49 | -0.84 -0.31
H-M CC 0.39 -0.72 | 0.52 -0.59
% de var. explicada | 41.65 27.25 | 43.27 33.06

. 7lmostra que a comunalidade é superior ou igual a 0.25 em todas as variaveis
transformadas, ou seja, pelo menos 25% da variancia de cada variavel trans-
formada é explicada pelas duas componentes principais nao-lineares retidas.
Conjugando o facto dos graficos da figura apresentarem transformacoes
nao-lineares com os valores elevados das comunalidades, justifica-se a re-
levancia desta variante nao-linear da ACP para a andlise deste conjunto de
dados.

Nas transformacoes das varidveis Cientistas e Engenheiros, H-M PhD e
H-M CC, observa-se na figura [4.6] que um dos segmentos é aproximadamente
horizontal, sugerindo que a gama de valores nos referidos segmentos ¢ ir-
relevante e indistinguivel no seio da estrutura multivariada transformada.

Assim, por exemplo na variavel Cientistas e Engenheiros, o facto da sua

oOptima e a transformacao linear, a mudanca de declive a esquerda e a direita do né interior
sao um bom indicador desse afastamento. Neste caso, estd-se a proceder a uma andlise

visual dessa mudanga.

94



4.2. Resultados

Investig Cient. e Eng. Investimento
4 4 2
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0
0 0
-2 -2 -2
-2 0 2 4 -2 0 2 -2 0 2
H-M Fundos M top H top
2 4 4
2 2
0
0 0
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-2 0 2 -2 0 2 4 -2 0 2 4
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2 2 2
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-4 -4
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Figura 4.6: Transformacoes spline de grau 1 com 1 né interior, obtidas com

a qlPCA sobre 15 paises observados em 11 dimensoes.

transformacao éptima apresentar um segmento aproximadamente horizontal
para valores inferiores a mediana, permite afirmar que dados dois paises com
os mesmo valores nas restantes variaveis, estes serao indistinguiveis na estru-
tura transformada se ambos tiverem valores inferiores a mediana da variavel
Chentistas e Engenheiros.

Os graficos das variaveis H-M Fundos, M top e H top apresentam apro-
ximadamente a forma de “V”, indicando que os paises com valores mais
afastados da mediana nestas variaveis sao semelhantes na estrutura mul-

tivariada transformada e diferem de alguma forma dos paises com valores
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Tabela 4.7: Comunalidade para cada uma das variaveis transformadas via

splines lineares com um no interior.

Variavel Transf. | Comunalidade
Investig. 0.77
Cient. e Eng. 0.82
Investimento 0.89
H-M Fundos 0.25
M top 0.62
H top 0.66
Glass Ceiling 0.45
H-M PhD 0.70
H-M investig. 0.88
H-M docentes 0.87
H-M CC 0.67

proximos da mediana nestas varidveis. Assim, por exemplo na variavel H-M
Fundos, o facto da sua transformacao 6ptima apresentar a forma de “V”,
permite afirmar que dados dois paises com os mesmo valores nas restantes
variaveis, estes serao indistinguiveis na estrutura transformada se ambos ti-
verem valores sensivelmente a mesma distancia da mediana da varidavel H-M
Fundos.

Os gréficos das variaveis Investimento, H-M investigadores e H-M docen-
tes apresentam uma notéria mudanca de declive na mediana, estando, no
entanto, associadas a transformagoes mondtonas crescentes.

Conforme referido na seccao B.1.4] paragrafo E, a estrutura em “V” do
grafico da transformagao éptima indica que a correlagao entre o primeiro seg-
mento da respectiva varidvel original e as componentes principais nao-lineares
retidas tem sentido oposto a correlagao entre as componentes principais e a
respectiva variavel transformada. Note-se ainda que a manutencao ou in-
versao do sentido das correlacoes por segmento nao implica qualquer padrao
quanto a intensidade dessas correlacoes.

Na figura[L.7 apresentam-se as 11 transformagoes 6ptimas obtidas através

da qlPCA linear com 2 nds interiores e com duas componentes principais re-
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tidas. Os gréaficos apresentam no eixo das abcissas a varidvel original estan-
dardizada e no eixo das ordenadas a variavel transformada. Os nds interiores
correspondem aos pontos cujas abcissas sao o percentil 33 e 66 da variavel
original estandardizada. Os valores das varidveis transformadas sao as quan-
tificagoes Optimas relativas a este conjunto de dados no contexto de splines

lineares com dois nds interiores.

Investig Cient. e Eng. Investimento
2 2 2
0
0 0
-2
-2 -2 -4
- 0 1 2 3 -2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1
H-M Fundos M top H top
4 4 4
2 2 2
0 0 0
-2 -2 -2
-2 -1 0 1 2 -2 0 2 4 -2 0 2
Glass Ceiling H-M PhD H-M investig
2 2 2
)
0 0
0
-2 -2
-2 -4 -4
-2 -1 0 1 2 -4 -2 0 2 -2 -1 0 1
H-M docentes H-M CC
2 2
0
0
-2
-4 -2
-4 -2 0 2 -4 -2 0 2

Figura 4.7: Transformacoes spline de grau 1 com 2 nés interiores, obtidas

com a qIPCA sobre 15 paises observados em 11 dimensoes.

Como se pode observar na figura [£7 a flexibilidade adicional associada

a presenca de dois nés interiores apenas foi aproveitada nas transformacoes
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Optimas associadas as variaveis Cientistas e Engenheiros, H-M Fundos e H-
-M CC. A tabela [4.8 mostra que a comunalidade é superior ou igual a 0.33
em todas as varidveis transformadas, ou seja, pelo menos 33% da variancia
de cada variavel transformada ¢é explicada pelas duas componentes principais
nao-lineares retidas. De salientar que a variavel transformada H-M Fundos
sofreu um incremento da comunalidade de 0.25 na solucao com um no interior
para 0.8 na solugao com dois nés interiores. No entanto, as variaveis Cien-
tistas e Engenheiros e H-M C'C' mantiveram sensivelmente a mesma comu-
nalidade. Conjugando o facto dos graficos da figura [L.7] apresentarem trans-
formagoes nao-lineares com os valores elevados das comunalidades, justifica-se

a relevancia desta variante nao-linear da ACP para a andlise deste conjunto
de dados.

Tabela 4.8: Comunalidade para cada uma das varidveis transformadas via

splines lineares com dois nds interiores.

Varidvel Transf. | Comunalidade
Investig. 0.79
Cient. e Eng. 0.89
Investimento 0.90
H-M Fundos 0.80
M top 0.77
H top 0.66
Glass Ceiling 0.33
H-M PhD 0.91
H-M investig. 0.93
H-M docentes 0.80
H-M CC 0.62

4.3 Discussao

Os resultados da seccao anterior permitem afirmar que, para este conjunto
de dados, as variantes nao-lineares da ACP permitem um incremento consi-

deravel da variancia explicada pelas duas primeiras componentes principais.
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Assim, passou-se dos 61.89% da ACP para 68.9% na qlPCA linear com um
né interior e para 76.33% na glPCA linear com dois nds interiores. Estes
incrementos sao justificados pela presenca de vérias transformacoes 6ptimas
nao-lineares, conjugadas com valores elevados das respectivas comunalidades.

Cada uma destas abordagens esta associada a uma representagao bi-
dimensional distinta, que corresponde a projeccao da nuvem de pontos sobre
o subespaco bi-dimensional de IR'! gerado pelas duas primeiras componen-
tes principais obtidas em cada solucao. Para efeitos comparativos das trés
representacoes bi-dimensionais recorre-se aos respectivos biplots. Cada biplot
permite uma visualizagao das relagoes entre as variaveis, bem como o posicio-
namento relativo dos paises. A qualidade da representacao bidimensional dos
dados através das duas primeiras componentes principais obtidas pela ACP,
pode nao ser uma imagem fidedigna da nuvem de pontos original. Sendo esta
apenas uma aproximagao, as conclusoes extraidas de leituras neste tipo de
imagens devem sempre envolver a dose necessaria de cautela. As variantes
nao-lineares devem ser exploradas tendo em vista a obtencao de uma imagem
eventualmente mais fidedigna.

Nas figuras [4.8], e 110 apresentam-se 0s bz'plot das configuracoes
bidimensionais dos dados através das duas primeiras componentes principais
associadas a ACP, a qlPCA linear com um e a gqlPCA linear com dois nos
interiores.

No que diz respeito as variaveis, repare-se na representacao grafica dos
loadings de cada variavel nas duas componentes, indicada pelas coordena-
das do vector respectivo e a consequente identificacdo imediata das varidveis
com correlacoes mais elevadas em cada componente. O feixe de vectores que
aponta para sentido positivo de cada eixo representa as variaveis que apre-
sentam uma correlacao positiva com a componente principal representada

nesse eixo. O feixe de vectores que aponta para sentido negativo de cada

" Note-se o sinal de alguns loadings foi alterado. Extracto do Help do MatLab para a
funcao biplot: “biplot imposes a sign convention, forcing the element with largest magni-
tude in each column of coefs to be positive. This flips some of the vectors in coefs to the
opposite direction, but often makes the plot easier to read. Interpretation of the plot is

unaffected, because changing the sign of a coefficient vector does not change its meaning”.
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Figura 4.8: Biplot associado a ACP sobre 15 paises observados em 11 di-

mensoes.

eixo representa as variaveis que apresentam uma correlagao negativa com a
componente principal representada nesse eixo.

A alteragao mais notoria reside na variavel H-M fundos. Repare-se na
representacao grafica da comunalidade dessa variavel nas duas componentes
retidas pela ACP, traduzida através de um comprimento diminuto do vector
que lhe esta associado, comprimento esse que aumenta significativamente
na qlPCA com um né interior e na qIPCA com dois nés interiores. De
facto, a comunalidade desta variavel na ACP tem o valor de 0.0244, sendo
que apenas 2.44% da variancia da varidvel H-M fundos é explicada pelas
duas componentes principais retidas. Ja na qIPCA com um né interior a
comunalidade da varidvel transformada tem o valor de 0.25, sendo agora
25% da variancia dessa variavel explicada pelas duas componentes principais

nao-lineares retidas. Na qIPCA com dois nés interiores a comunalidade da
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Figura 4.9: Biplot associado a qlPCA com 1 né interior sobre 15 paises

observados em 11 dimensoes.

variavel transformada tem o valor de 0.80, sendo que agora 80% da variancia
dessa variavel é explicada pelas duas componentes principais nao-lineares
retidas. A varidvel H-M fundos e as respectivas variaveis transformadas que
lhe estao associadas sao também as que sofrem alteracoes mais substanciais
nos valores dos loadings como se pode observar pelo posicionamento relativo
do vector que a representa nos trés biplots. As alteracoes, no posicionamento
relativo nos biplots, que a variavel H-M fundos protagoniza, fazem sentido
tendo em conta que esta variavel foi a que sofreu a transformacao nao-linear
mais intensa.

O feixe de vectores associados as variaveis H-M docentes, H-M Investiga-
dores, H-M PhD e Investimento e o feixe de vectores associados as variaveis
Cient. e Eng. e Investigadores mantém aproximadamente o seu posicio-

namento nos trés biplots, traduzindo desta forma a aproximacao das trans-
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Figura 4.10: Biplot associado a qIPCA com 2 nds interiores sobre 15 paises

observados em 11 dimensoes.

formagoes Optimas a transformacoes lineares e o fraco incremento das res-
pectivas comunalidades.

Os vectores que representam as variaveis H-M CC e Glass Ceiling e as
suas transformadas, mantém aproximadamente a mesma direccao e 0 mesmo
sentido nos trés biplots com ligeiras alteragdes de comprimento. Ja o feixe
de vectores que representa as variaveis H top e M top apresenta uma rotacao
no sentido positivo da primeira componente principal nao-linear tanto no
caso com 1 no interior como no caso com 2 nés interiores, bem como um
incremento do comprimento dos vectores.

Em qualquer um dos biplots, é possivel identificar trés grupos de paises
relativamente bem separados na projeccao dos dados sobre o plano formado
pelas duas primeiras componentes principais. O grupo mais a esquerda,

constituido pela Leténia, Lituania, Estonia e Eslovaquia, distingue-se dos
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restantes por apresentar valores negativos na primeira componente princi-
pal e valores negativos para a segunda componente. O seu posicionamento
sugere que sao paises que apresentam um sistema de Ciéncia e Tecnologia
menos desenvolvido, traduzido por valores reduzidos nas varidveis Investi-
mento, Cientistas e Engenheiros e Investigadores, sendo também paises com
menores niveis de discriminacao em todas essas variaveis com excepc¢ao da
discrepancia entre homens e mulheres nas Comissoes Cientificas. Note-se que
todos estes paises apresentam valores negativos na variavel H-M PhD, que se
traduz num ntmero superior de mulheres doutoradas, bem como diferencas
de género reduzidas nas varidveis relativas aos investigadores e docentes. Os
paises deste grupo apresentam ainda valores elevados na variavel Glass Cei-
ling Inder e uma proporcao reduzida tanto de homens como mulheres no
topo da carreira.

O grupo central, constituido pela Eslovénia, Polénia, Hungria e Republica
Checa, distingue-se dos restantes por apresentar valores mais préximos da ori-
gem para a primeira componente principal e valores positivos para a segunda
componente. Este posicionamento sugere uma proporc¢ao relativamente ele-
vada tanto de homens como mulheres no topo da carreira e valores médios
em termos de desenvolvimento do sistema de Ciéncia e Tecnologia e dos
valores de discriminagao. Os trés biplots sugerem a nao inclusao da Itélia
neste grupo, pois apesar de apresentar valor préximo da origem na primeira
componente principal, apresenta um valor na segunda componente principal
claramente superior aos paises do grupo central.

O grupo mais a direita, constituido no biplot da ACP e no biplot da q(IPCA
com um noé interior pela Suécia, Dinamarca, Finlandia, Bélgica, Alemanha
e Paises Baixos, distingue-se dos restantes por apresentar valores positivos
na primeira componente principal e valores negativos para a segunda com-
ponente. O seu posicionamento sugere que sao paises que apresentam o0s
sistema de Ciéncia e Tecnologia mais desenvolvido, traduzido por valores
elevados nas varidveis Investimento, Cientistas e Engenheiros e Investiga-
dores, sendo também paises com maiores niveis de discriminacao em todas
essas variaveis com excepcao da discrepancia entre homens e mulheres nas

Comissoes Cientificas. O biplot da qJPCA com dois nds interiores sugere a
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saida dos Paises Baixos deste grupo.

Com a excepcao dos Paises Baixos a constituicao dos grupos é mantida
independentemente da solugao que se esta a considerar. No entanto, o posici-
onamento relativo dos paises intra-grupos sofre alteragoes. No grupo central
e no grupo mais a direita essas alteracoes sao devidas principalmente as al-
teragoes das projeccoes na segunda componente principal. No grupo mais a
esquerda as alteracoes de posicionamento tanto se devem as diferentes pro-

jeccoes na primeira como na segunda componente principal.
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Nesta tese foram apresentados desenvolvimentos originais no dominio das va-
riantes nao-lineares da Analise em Componentes Principais (ACP). Um novo
algoritmo, designado quasi-linear PCA (qlPCA), foi introduzido e implemen-
tado em MatLab. Este teve por base o sistema Gifi e transformacgoes spline,
tendo sido especialmente concebido para estruturas nao-lineares de variaveis
continuas.

A ideia fundamental da ACP tradicional é projectar os dados originais,
que incluem ruido e variaveis redundantes, num espago latente de dimensao
inferior, com o objectivo de revelar a verdadeira dimensionalidade dos da-
dos. Este objectivo foi mantido na qIPCA, sendo a interpretacao geométrica
a mesma da ACP tradicional, mas traduzida em termos das varidveis trans-
formadas associadas a designada quantificacao optima. Um processo de
Minimos Quadrados Alternados (MQL) foi usado para minimizar uma func¢do
perda, tendo como resultado as quantificacoes optimas e as componentes prin-
cipais nao-lineares. A perda a ser minimizada é a perda de informacao ine-
rente a representacao das variaveis por um numero reduzido de componentes
principais, tendo o MQL sido usado até a convergéncia, alternando entre a
actualizacao das quantificacoes tendo os object scores fixos e a actualizagao
dos object scores tendo as quantificagoes fixas.

Usualmente a ACP tradicional é obtida através de uma decomposicao
em valores singulares da matriz de dados estandardizada, ou através de uma
decomposicao em valores e vectores préprios da matriz de correlacao. No
entanto, os mesmos resultados podem ser obtidos através de um processo

iterativo no qual uma fun¢ao perda é minimizada. Nas variantes da ACP as-
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sociadas ao sistema Gifi, nas quais se inclui a qIPCA, o processo iterativo para
minimizacao da perda permite adicionalmente transformacoes nao-lineares
das variaveis originais. Estas variantes sao por isso uma generalizagao da
ACP tradicional, ao permitirem, no mesmo modelo, a substituicao da matriz
original dos dados observados pela matriz das variaveis transformadas.

No capitulo 1 foram introduzidas detalhadamente varias formulagoes para
a funcao perda, partindo da associada a ACP tradicional até uma versao sufi-
cientemente abrangente para incluir como casos particulares todas as verten-
tes abordadas nesta tese. Introduziram-se também as transformagoes spline,
que nao sao mais do que funcoes seccionalmente polinomiais, com ligagoes
suaves nos pontos de junc¢ao. Foi usado um resultado fundamental que refere
que o conjunto dos splines de determinado grau, com pontos de juncao fixos
constitui um espaco linear de fungoes, sendo conhecidos os elementos da base.
No capitulo 3, mostrou-se que na qIPCA, determinar a quantificagcdo dptima
de uma variavel é equivalente a determinar a combinacao linear 6ptima dos
elementos da base e assim obter o spline éptimo a aplicar a variavel.

Dois algoritmos que emergiram do sistema Gifi, e que por isso também
recorrem a um processo de Minimos Quadrados Alternados para minimizar
determinadas funcoes perda, foram essenciais para este trabalho: a HOMALS
(HOMogeneity analysis by Alternating Least Squares) e a CATPCA (CATe-
gorical Principal Components Analysis). No capitulo 2 foi apresentada um
breve revisao da sua fundamentacao tedrica e respectiva implementacao. Ha
em ambos um nitido investimento na quantificacao de variaveis categoriais
como forma de estender a ACP tradicional para estruturas com este tipo
de dados e, na CATPCA, também para ambientes com varidveis das varias
escalas de medida.

A definicao da classe de transformagoes admissiveis para cada varidvel
a incluir na funcao perda assume um papel preponderante neste tipo de
andlises. Esta definicao deve resultar da dialéctica entre a qualidade do ajus-
tamento e o respeito pela natureza das varidveis originais, traduzido pelas
restricoes que se impoem nas transformacoes permitidas. A prépria ACP
tradicional pode ser considerada um caso particular destas abordagens, em

que determinada funcao perda é minimizada sendo apenas permitidas trans-
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formacoes lineares para todas as variaveis. A transformacao linear é a mais
rigida pois apenas permite que as distancias relativas entre os valores ori-
ginais sejam alteradas de forma proporcional, sendo a constante de propor-
cionalidade a mesma em todo o dominio da variavel. As generalizacoes da
ACP referidas nesta tese (HOMALS, CATPCA e ¢lPCA) abordam o pro-
blema da nao-linearidade e do tratamento de varidveis categoriais relaxando
as restri¢oes lineares das transformagoes.

De todas as técnicas provenientes do sistema Gifi, a HOMALS é a mais
potente devido a flexibilidade permitida para as quantificagoes. A mini-
mizagao da funcao perda da HOMALS, estando associada a classe das trans-
formagoes seccionalmente constantes, trabalha todas as variaveis tendo ape-
nas em consideracao quais os objectos que estao em cada categoria. Como
se mostrou no capitulo 2, até mesmo a ordem das categorias de uma variavel
pode ser alterada nas quantificagoes 6ptimas. Assim, a HOMALS esta es-
pecialmente indicada para a analise de dados provenientes de variaveis de
natureza nominal. Como foi referido, esta pode também ser usada para ca-
sos em que, existindo também variaveis de natureza ordinal, o investigador
decida pela eventual flexibilizagao da ordem inicial tendo em vista a maior
qualidade do ajustamento do modelo.

A CATPCA surge, historica e tecnicamente, como uma generalizagao da
HOMALS por forma a permitir alargar a classe de transformagoes admissiveis
e restringir a flexibilidade permitida para as quantificacoes na HOMALS.
Como foi mostrado no capitulo 2, a definicao das classes de transformacoes
admissiveis é, na CATPCA, definida variavel a varidvel. Estao disponiveis
varias opgoes, definidas entre dois extremos, o mais rigido - transformacoes
lineares, como na ACP tradicional - e o mais flexivel - transformagoes seccio-
nalmente constantes, como na HOMALS. Entre as opgoes disponiveis estao as
transformacoes spline, sendo a CATPCA o tinico algoritmo associado ao sis-
tema Gifi que as disponibiliza. No capitulo 2 foi introduzida a fungao perda
da CATPCA, como uma generalizacao da HOMALS, tendo sido analisada a
implementacao das varias classes de transformacoes disponiveis.

No entanto, mostrou-se que a CATPCA, algoritmo originalmente conce-

bido para varidveis categoriais (ordinais e nominais), necessita, a priori, de
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um processo de discretizacao quando aplicada a variaveis continuas, sendo
os splines aplicados a posteriori. Assim, esta tese apresenta-se como uma

resposta para o seguinte problema:

Tendo estas variantes da ACP sido desenvolvidas para varidveis
categoriais, como adaptéa-las de modo a serem consideradas como

uma abordagem nao-linear em contexto de variaveis continuas?

O capitulo 3 introduziu a fundamentacao tedrica da qlIPCA e a sua im-
plementacao em MatLab, sendo a resposta para o problema enunciado. A
qIPCA opera exclusivamente num contexto de varidveis continuas, implemen-
tando a base dos splines directamente através duma matriz pseudo-indicatriz,
evitando assim o processo de discretizacao e preservando todas as carac-
teristicas das varidveis continuas (ordem e distancias relativas).

O adjectivo quasi na qIPCA pretende sublinhar as vantagens que advém
do uso de splines lineares (transformacgoes seccionalmente lineares). Uma
transformacao linear é um caso particular de um spline linear sem particoes,
ou seja, sem nos interiores. Mantendo o spline linear e incrementando o
nimero de nds interiores é possivel aumentar a flexibilidade das quanti-
ficacoes. As distancias relativas entre os valores originais sao alteradas de
forma proporcional, mas a constante de proporcionalidade é variavel por
segmentos. Esta caracteristica permitiu uma extensao do conceito de loa-
ding, que se propos designar piecewise loadings, sendo definidos através das
correlagoes “segmentadas” entre as componentes principais nao-lineares e as
variaveis originais. Foram ainda apresentadas as principais propriedades da
qlPCA, nomeadamente em termos do sumario do modelo, escolha do nimero
de componentes a reter, projeccao de novas observagoes no espago das com-
ponentes principais nao-lineares e reconstrucao dos valores originais através
das projeccgoes.

No final do capitulo 3 foi apresentado um exemplo para ilustrar o poten-
cial do algoritmo proposto. A qIPCA em comparacao com a ACP, revelou
um desempenho notavel na captacao de uma estrutura nao-linear conhe-

cida. Por outro lado, verificou-se que, nesse exemplo, a qlPCA apresentou
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transformacoes spline 6ptimas que se aproximavam das transformacoes line-
arizantes conhecidas. No capitulo 4 foi apresentado um exemplo com base
em dados reais onde também foi possivel comparar resultados entre a qIPCA
e a ACP.

Esta tese para além de responder a algumas questoes, proporcionou o
levantamento de outras que se perspectivam como trabalho futuro.

Uma delas estéd relacionada com a comparacao entre a ACP tradicional e a
qIPCA no que diz respeito a qualidade do ajustamento e a necessidade de uma
abordagem nao-linear. Como foi referido uma medida baseada na percenta-
gem de variancia explicada pelas componentes retidas pode ser enganadora,
pois na ACP tradicional esta refere-se a variancia das varidveis originais e na
qlPCA a variancia das variaveis transformadas. Seria importante encontrar
outras medidas para este proposito. Relativamente a necessidade de uma
abordagem nao-linear, foram apresentados resultados para cada variavel, no
entanto, seria relevante dispor de um indicador global.

Outra questao esta relacionada com a relagao entre as componentes prin-
cipais nao-lineares e as varidaveis originais. Apresentaram-se alguns resulta-
dos, nomeadamente os designados piecewise loadings, mas estes apresentam
informacao por segmentos e ainda nao é claro como adaptéa-los por forma
a que “o todo seja a soma das partes”. Por este motivo, optou-se por nao
referir os piecewise loadings nas aplicacoes apresentadas.

Uma terceira questao esta relacionada com a implementagao da qlPCA.
Por motivos pessoais, foi usado o MatLab na implementacao. No entanto,
dado o crescimento notéavel de utilizadores do software /linguagem R na co-
munidade cientifica associada a Estatistica e Analise de Dados, pretende-se
traduzir o cédigo para R. Associado ao cédigo em R, pretende-se desenvolver
a respectiva documentacao de apoio e submeter este algoritmo para uma das
comunidades R, partilhando-o desta forma a nivel mundial.

Dum ponto de vista mais tedrico, pretende-se estudar os designados P-
-splines (Penalized splines, que usam um elevado ntimero de nds interiores,
penalizando posteriormente os nés associados a alteragoes bruscas) e analisar
a sua incorporacao na lPCA. Finalmente, ainda ha a questao da localizacao

dos nés interiores, sob a qual nao é realizada qualquer optimizacao. Seria
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importante realizar um estudo para analisar o efeito de diferentes localizagoes

na solucao da qlPCA.
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A.2. Dados discretizados dos paises da Uniao Europeia

A.2 Dados discretizados dos paises da Uniao

Europeia

&b o) © o0 &D 8
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¢ £ 8 = 2 2 8 352 3= =
Pais |5 © & = 2 = T = = = =
Bélgica | 12 15 11 3 5 &8 1 14 13 10 11
Rep. Checa | 7 4 7 9 4 5 14 15 12 9 13
Dinamarca | 13 11 10 12 6 4 11 12 11 11 3
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Hungria | 9 7 6 8 11 10 10 8 7 7 8
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