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MODELAMIENTO, SIMULACION E IMPLEMENTACION DE UN OSCILADOR POR MEDIO
DE LA ECUACION DE DUFFING.

MODELING, SIMULATION AND IMPLEMENTATION OF OSCILLATOR BY MEANS
OF THE DUFFING EQUATION.

Harold Vacca Gonzalez! José De JesUs Barajas Sotelo? Jhon Sebastian Delgado
Almendrales?®

Resumen: El articulo presenta la investigacion que condujo a la observacion,
modelamiento y analisis de un oscilador caético determinado por la ecuacion de
Duffing: ¥ + ex — Bx + ax3 = f Cos(wt), obtenida cuando ocurre un movimiento
amortiguado y forzado, y la descripcion de las soluciones: analitica aproximada, fisica,
y la simulada. En este caso, el sistema se modela matematicamente por una ecuacion
diferencial ordinaria de segundo orden no lineal - o su respectiva representacién como
un sistema de ecuaciones diferenciales-. Se aplica el método de Runge-Kutta para la
solucion del sistema de ecuaciones; se adopta el método numérico de Descomposicion
de Adomian (ADM) implementado en MatLab® para la solucién aproximada de la
ecuacién; asi como la solucién arrojada luego de implementar el circuito asociado. Se
confirma la presencia de caos haciendo uso de los exponentes de Lyapunov.
Finalmente, se analizan tanto las variables de salida como el diagrama de fase
generado, comparandose las soluciones obtenidas por Runge-Kutta, la simulada, y la

arrojada por el disefio circuital adoptado.
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Abstract: The article presents the research that led to the observation, modeling and
analysis of a chaotic oscillator determined by the Duffing equation: ¥ + sx — fx + ax3 =
f Cos(wt) obtained when a muffled and forced movement occurs and also the
description of three solutions: the approximate analytical, physics and simulated.

In this case, the system is mathematically modeled by a differential equation ordinary of
second order non linear — or its respective representation as a differential equation
system -. The Method of “Runge-Kutta” is applied for the solutions of the equations
system, the numerical method of “Adomian decomposition” (ADM) is adopted by its
implementation in MatLab® in order to provide the approximated solution to the
equation, as well as the solution thrown after the implementation of the associated circuit.
The chaos presence is confirmed making use of the Exponents of Lyapunov.

Finally both, the output variables and the phase diagram generated were analyzed.
Making the comparison between the obtained solutions by Runge-Kutta, the simulated

and the one shown by the circuit design adopted

Key words: modeling, differential equations, chaos, Lyapunov exponents, ADM, comparison.

Introduccion.

La teoria del caos se expresa en cierto tipo de sistemas dinamicos. Es decir: sistemas cuyo
estado va cambiando con el tiempo con la particularidad de ser muy sensibles a los cambios
en las condiciones iniciales del fenbmeno. Esto quiere decir que, a minimas variaciones en
tales condiciones, implicara diferencias significativas en el comportamiento a largo plazo,
haciendo que sea muy complejo la prediccion del futuro de dicho sistema, [1]. Estos
comportamientos se pueden encontrar en fendmenos diversos: prediccidén del tiempo climatico;
evolucion de temperaturas; comportamiento de fluidos; estructura de sistemas sociales;
fluctuaciones de la “Bolsa”; comportamiento y anomalias del corazén humano; distribucion
eléctrica; comportamiento del cerebro; migracion de aves e insectos; movimiento de bancos
de peces; dinamica poblacional; y diseminacion de epidemias. Se han documentado, por otro
lado, algunos estudios sobre el comportamiento y funcionamiento de reactores nucleares, los
gue, debido a la inestabilidad de sus componentes, se pueden describir o responden a modelos
de osciladores no lineales, [2].
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En términos simples, un sistema dinamico es aquel que sufre alteraciones a lo largo del tiempo,
definido generalmente en términos de ecuaciones diferenciales. Pueden denominarse
sistemas continuos, pero también se definen a través de ecuaciones en diferencias que
caracterizan los sistemas discretos. Desde esta perspectiva, se tienden a estudiar sistemas
gue vienen modelizados por una ecuacion diferencial lineal o no, de orden superior.
Basicamente, la diferencia entre lo lineal y lo no lineal radica, ademas de la estructura funcional

de la ecuacion, en la respuesta del sistema a la presencia de impulsos o estimulos externos.

Es por lo dicho que, en la préactica, los ingenieros y fisicos experimentales -entre otros- han
demostrado que un sistema lineal respondera siempre de forma directa o proporcional al
estimulo externo que se la haya aplicado; mientras que los sistemas no lineales, mas dificiles
de analizar, se comportan ante un estimulo externo de manera que no observan ningun tipo
de relacion lineal con la causa que lo produce; es decir, se ha podido determinar que los
sistemas fisicos pueden presentar un comportamiento cadtico sin necesidad de estar
sometidos a algun tipo de variacién o excitacion. En este sentido, los sistemas dinamicos
deterministas no lineales son de gran ayuda para el estudio de los fenbmenos naturales, por
ello es que desde hace algunas unas décadas, este campo ha cobrado importancia como
objeto de investigacion porque ha emergido un avance sobresaliente en la matemética

computacional.

De otro lado, los sistemas no lineales pueden derivar en comportamientos caoticos. Estos,
pueden identificarse como deterministas cuando se conoce de forma clara qué les da origen,
pero son impredecibles para periodos largos de tiempo, en gran parte por ello se debe su alta

sensibilidad a los cambios en sus condiciones iniciales.

Edward Lorenz (Figura 1), matematico y meteorologo, fue el primer cientifico que se propuso
estudiar el comportamiento caético de los sistemas fisicos. Su motivacién surgié mientras
estudiaba un modelo de prediccibn meteoroldgica. Pronto se dio cuenta que, en estos
sistemas, variaciones en las condiciones iniciales producian grandes cambios en el estado

final del sistema. [3]



Figura 1: Edward Lorenz [3].

Lorenz, entonces, dio a conocer el llamado “Efecto Mariposa”, sobre el que explica sus teorias
de los sistemas caoticos. Se basa en la divergencia exponencial que los sistemas describen al
tener pequefas variaciones en sus condiciones iniciales, caracteristica fundamental del
sistema caoltico, es por ello que es practicamente imposible obtener una prediccién del

comportamiento de los mismos. [3]

Figura 2: Atractor de Lorenz y el efecto
mariposa, [3].

En el anterior sentido, la investigacion abordada simula el comportamiento de un sistema
dinamico fisico correspondiente al Oscilador de Duffing. Tal sistema es no lineal, es decir:
gueda definido por ecuaciones diferenciales no lineales, por lo que para su solucion se
requieren métodos especificos. De entre muchos, sobresalen: el método de Euler, y el del

punto medio o0 método de Runge-Kultta.
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El Oscilador Cadtico de Duffing fue disefiado por el ingeniero eléctrico aleman Georg Duffing
(1864-1944) (Figura 3) a principios del siglo XX, con el fin de estudiar el movimiento de pandeo

de una viga, [3]; y en la figura (4) se presenta la geometria de un movimiento caotico.
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Figura 4: Movimiento cadtico, [3].

El documento esta estructurado de la siguiente forma: inicialmente se realiza un breve estado
de los antecedentes sobre analisis de sistemas cadticos; luego se describe la deduccién de la
ecuacion de Duffing; posteriormente se establece la Sintetizacion del modelo obtenido;
seguidamente se establece el disefio experimental para la simulacion en Matlab®; luego se
presentan los métodos de solucion de la ecuacion; se establecen las pruebas para
determinacién de caos con los maximos exponentes de Lyapunov; se presentan los resultados
y discusion de la comparacion de las soluciones teoricas, simuladas, y fisicas; finalmente se

establecen las conclusiones.



1. Antecedentes

Como se indicaba en la introduccién, el andlisis de los sistemas cadticos ha cobrado
importancia en diversas ramas de las ciencias mateméticas, fisicas, entre otras. Como
consecuencia, se han encontrado trabajos que evidencian la importancia del estudio de
osciladores cadticos.

Inicialmente, en [5] se explica como obtener una solucion aproximada de un oscilador no lineal
definido por la ecuacion de Duffing, bajo diferentes condiciones iniciales, utilizando el método
de transformada diferencial modificada (DTM). En la figura 5 se aprecia la comparacion de
resultados que arrojaron tanto el método DTM y Runge-Kutta de cuarto orden.
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Figura 5. Comparacion de resultados entre DTM y el método de Runge-Kutta. [5].
Lo anterior demostro que el DTM es una herramienta poderosa para dar solucion a un oscilador
no-lineal debido a su alto nivel de precision en todo su dominio.

Por otro lado, en [6] se plantea el disefio y estudio de un oscilador electronico no lineal. Este
circuito, basado en la ecuacion de Duffing, tiene la particularidad de ser accionado por dos
fuentes de tension sinusoidales con diferentes frecuencias.

Las ecuaciones que describen el sistema se observan en (1).

dx
a7
d
d_il = -y —cx3 + asin(2nfi17) + bsin(2mfy,T) 1)

Donde 1 es el parametro de amortiguacion, ¢ el coeficiente del término no-lineal, a'y b son las
amplitudes de las excitaciones sinusoidales f;; Y f2.

En la figura 6 se evidencia el modelo del circuito implementado, utilizando la plataforma
Multisim para la representacion y simulacion del mismo.
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Figura 6. Circuito propuesto que emula el sistema no-lineal. [6].

En las figuras 7 se evidencia el comportamiento del circuito sometido a diferentes condiciones
iniciales. Como resultado, se deduce la alta variacion a pequefios cambios en tales
condiciones, resultando caos. Ademas, se resalta la importancia del dinamismo del sistema,
entrando en juego el parametro de amortiguacion 1y las frecuencias f;, Y f», de las fuentes.
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Figura 7. Retrato de fase para f1; =0.07, f,, =0.13,A=7,B =15y 2 =0.10, [6].

Por otra parte, en [7] se plantea un circuito electronico basado en la ecuacion de Duffing que,
como consecuencia, contempla un comportamiento dinamico periédico y caético. El circuito

implementado se aprecia en la figura 8.
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Figura 8. Circuito electrénico que obedece la ecuaciéon de Duffing, [7].

Se propone, para expresar la parte no lineal, un arreglo de diodos para simular la funcion
cubica de la ecuacion. Como se aprecia en la figura 9, resulta del planteamiento mostrado en
(2), obteniéndose (3).

i(v) =pv+qvd (2)
d?x dx 3
?21+£d—t1+ax1+bx13=u(t) 3)

LH—H—H—H—?J

Figura 9. Elemento no lineal y su gréfica | vs V, [6].
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Las simulaciones mostrando la salida del sistema se presentan en la figura 10.

Figura 10. Retrato de fase para Vo=2 V (comportamiento cadtico), [7].
De otra parte, y teniéndose como trabajo pionero en investigaciéon e implementacién de
sistemas caodticos conmutados por tramos, se tiene [8]. Alli, se analiza, modela, e implementa
un sistema donde aparecen dos estados de conmutacion a partir de realizar variaciones a la

entrada de un multiplexor; estos estados, dependeran de las siguientes consideraciones (5):

Siy = y,.rentonces D =0

(4)

Sit =nT, entonces D =1

De acuerdo con este trabajo, se analiza el sistema (6) en su punto mas cadtico e inestable
cuando el circuito tiene las siguientes consideraciones (7), condicione iniciales:

R0 02 B _o4yB=1 5
R19 1TV TRg TATUAYES ®)
d*x 022 4 0.4x = 04 6
prY 2 Ax = 0. (6)

A1 =024, =04, B=1;a) Yref =05V D) yref =33V; Ty =0,01s (7)



Se comprueba que los valores de A; y A, generan para la matriz A valores propios complejos;
en el andlisis se toma un valor de y,.f fijo y se varia n en la ecuacion (6) (Figura 10 y Figura
11), para observar la respuesta del sistema a un leve cambio en las condiciones iniciales.
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Figura 10. X(t) Channel Ay Y(t) Channel B paran=1, 2,3 y4 V,.; = 0.5V, [8].
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Figura 11. Diagrama de fase paran=1, 2,3y 4V, = 0.5V,[8].

Aumentando el voltaje y,.r hasta 3.3 V, se observa una respuesta aleatoria en las variables

de salida, como se observa en Figura (12) y Figura (13); variando n = 6 a n = 7, el sistema
cambia de un estado estacionario y continlio a un estado critico de caos.
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Figura 12. X(t) Channel Ay Y(t) Channel B paran=6y n=7 V..., = 3.3V, [8].
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Figura 13. Diagrama de fase paran=6y 7 V.., =3.3V, [8].

2. Deduccion de la ecuacion diferencial de Duffing.

Un oscilador es un dispositivo capaz de convertir la energia de corriente continua en corriente
alterna a una determinada frecuencia. Tienen numerosas aplicaciones: comunicaciones
radioeléctricas, Radio, TV, teléfonos Mdviles, radares, generadores de frecuencias de radio y
de television, osciladores locales en los receptores, generadores de barrido en los tubos de

rayos catodicos, entre otros.



Se estudia el caso en el que una vibracion forzada ocurre con la aplicacion de fuerzas externas
a un sistema, y que le imponen una respuesta. Si el sistema es lineal, la vibracion estara a la
misma frecuencia que la fuerza; pero si es no lineal, la vibracion ocurrira a otras frecuencias,
especialmente en los arménicos de la frecuencia forzada. Las vibraciones forzadas pueden

ser periédicas o no.

En el anterior sentido, el movimiento periodico se repite a si mismo en todas sus caracteristicas
después de un determinado intervalo de tiempo, denominado periodo. El periodo es entonces
el intervalo minimo de tiempo para el cual la vibracién se repite a si misma. En los movimientos
aperioédicos no existen esos intervalos regulares. Si la excitacién que actia sobre el sistema
es periddica y continua, la oscilacién es un estado estacionario en el que el desplazamiento,
la velocidad y la aceleracion vibratorios del sistema son cantidades periddicas continuas. La
vibracion de maquinas es una vibracion forzada, y las fuerzas son el resultado de fenbmenos

como el desbalanceo y la desalineacién de partes rotativas y fallas en rodamientos, entre otros.

Se considera el movimiento en la direccion del eje x de un sistema masa-resorte, en un medio
de constante de amortiguamiento ¢ y sometido a la accion de una fuerza externa

armonicamente variable, [9], figura 14.
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Figura 14: Representacion vibracion forzada [9].

f(t) = Asen(wt) (8)

A = Es la amplitud de fuerza (valor maximo de la fuerza externa)
wt = Es valor de la frecuencia angular, con la que varia en el tiempo esta fuerza, en radianes.

Por la segunda Ley de Newton tenemos que:

ma + cv + kx = Asen(wt) 9)
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ma = fuerza de inercia
cv = fuerza amortiguadora
kx = fuerza elastica del resorte
Asen(wt) = fuerza externa.
Por lo tanto, la ecuacién diferencial queda dada por (10):
mx" + cx' + kx = fsen(wt) (20)

Ahora, tomando como referencia lo obtenido anteriormente, la ecuacion de Duffing modela un
oscilador no lineal que describe un movimiento de una particula dentro de un potencial. Una
forma practica y experimental de observar lo que describe la ecuacion de Duffing se muestra
en la figura (16). En ella se muestra una varilla de acero con un extremo fijo a un soporte y el
otro libre para oscilar entre dos imanes colocados simétricamente. El soporte de la varilla se
halla sometido a una fuerza armonica, como se observa en la figura del modelo experimental.
Este modelo es el mas simple posible para describir las vibraciones forzadas de una barra
metalica delgada, sujeta al campo magnético no uniforme de dos imanes fijos, como se puede
observar en la figura (15), [3].

=7 cos

e

Figura 15: Representacién del Oscilador de Duffing Mecénico, [3].

La ecuacioén que describe dicho movimiento esta dada por (11) teniendo en cuenta que A > 0,

B>0.
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V(X)=-AZ+B> (11)
Se llama potencial de doble pozo porque tiene dos minimos simétricamente situados respecto

a una barrera de potencial que esta centrada en el origen x = 0.

Tomando A =B =1, se ve representado en (12)
x2  x*
V(X) =_7+T (12)
Se tendrédn puntos de corteenx =+ 1 y V =-1/4; que representa la profundidad de los dos

pozos, este potencial se muestra en la figura (16).
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Figura 16: Ecuacién de movimiento (potencial de doble pozo). Elaboracion propia (software Geogebra).

Al factorizar la ecuacion (12) se obtiene la ecuacion (13):

V(x) = —%xz (2—-x%) (13)

En vista de que existe un problema de equilibro o de estabilidad, debido a la fuerza magnética
ejercida por los imanes y representada en la figura (16) y (15), esta desestabilidad de equilibrio
gue a la vez sugiere un modelo simple en el que se sustituye la fuerza magnética sufrida por

la derivada cambiada de signo.

Se puede representar matematicamente teniendo en cuenta que se despreciara el rozamiento

y la fuerza externa, quedando expresada en (14):

X'= -V (x) = (x —x3) (14)
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El soporte de la varilla se halla sometido a una fuerza arménica F = ACos (w t), como se
observa en la figura (15). Para llegar a la ecuacién de Duffing, se debe afadir la fuerza de

rozamiento del aire, que es proporcional a la velocidad (¢ dx/dt) y la fuerza externa, (15):
— +— —x+x° = pu(t) (15)
Teniendo en cuenta que p (t) = A cos(wt) , la ecuacion resultante es (16)
¥+ x —x+x3 = ACos(wt) (16)

Los siguientes coeficientes: €, w, A, a y B estos respectivamente son: disipacion, frecuencia,
amplitud de forzamiento externo y los dos ultimos determinan el tipo de pozo potencial.
Finalmente queda: (17).

¥+ &x — Bx + ax® = ACos(wt) (17)
3. Sintetizacion

Teniendo como base principal la ecuacion general de Duffing (17); se implementa en Simulink
de Matlab®, que ofrece la posibilidad de generar la ecuacion en diferentes condiciones. A

continuacion, se realiza el procedimiento para la lectura de este sistema.

Teniendo como base la ecuacién (17), se realiza el siguiente despeje:

1

x'"= —ex' + Bx — ax® — Acos (wt) (18)

Esta forma facilita la interpretacion en el entorno de Simulink. Se ajustaron los parametros para
obtener un comportamiento caético donde £=1799.3, f=-2.5705x108, a=1.3841x108 y u(t) es
una funcion sinusoidal cuya amplitud es de 15.8184x108. Y siguiendo esta analogia se obtiene
el siguiente esquema, figura (17).
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Figura 17 Esquema Simulink Ecuacion de Duffing. Elaboracién Propia

El sumador interpretara todas las sefiales de entrada para evidenciar a la salida el

comportamiento del sistema dependiendo de los parametros establecidos.

Los dos integradores hacen parte de ¥ = —x de la ecuacion, figura 17.

~§5.5 | 1.4
INTEGRADOR1 INTEGF‘&DOH[

1
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1
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Figura 18: Integradores de Simulink. Elaboracién Propia.

En la figura 18 se aprecian los dos integradores, en la entrada del INTEGRADOR 1 se hace

- . dx . dx )
alusion a la segunda derivada i que luego de integrarse da —; Cuyo valor sera la entrada

del INTEGRADOR 2, para finalmente a la salida de este integrador tener la funciéon f(x) = x.
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Figura 19: coeficiente ecuacion de Duffing entorno Simulink. Elaboracién Propia.

Las ganancias, representadas en la figura 19, son los valores de los coeficientes de la

ecuacion, éstos servirdn para variar los valores del sistema y observar el caracter caético.

FUMCION MO LINEAL
COMSTAMTE

L u
- 3

Figura 20: Funcién no lineal de la ecuacion de Duffing. Elaboracion Propia.

En la figura 20 se observa la interpretacion no lineal cuya funcion es x3, la constante sera su
exponente, y la entrada seré la funcion f(x) = x, que sale del INTEGRADOR 2, y finalmente
su salida sera x3, esta funcion al igual que las demas iran directamente al sumador. Por tltimo,
se indica la funcion sinusoidal, cuyo propésito sera darle la amplitud al sistema y encargarse

gue éste oscile constantemente.

Por otra parte, se utilizara la plataforma Multisim, debido a su facil manejo y similitud con la

realidad para realizar la simulacion.

El sumador: un operacional encargado de sumar todas las sefales generadas por el sistema,

figura 21:



e ] ]

10K - TLO24ACD

Ra el

—
100k 100

R10

T OOk
R9

2KLCY
Figura 21: sumador con operacional entorno Multisim. Elaboracion Propia.

La figura 22, muestra la configuracion de los operacionales en modo integrador. Los valores

de los componentes, fueron calculados con anterioridad, basado en el comportamiento y las
condiciones en las que el circuito iba a operar.

Figura 22: integradores con operacionales en entorno Multisim. Elaboracién Propia.

La figura 23 indica la interpretacion no lineal de la ecuacion, o sea la funcién x3, mediante este

arreglo de diodos debido a su comportamiento con los cambios de voltaje.
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Figura 23: arreglo de diodos interpretacion funcién no lineal. Elaboracién Propia.

Por ultimo, la representacion total del esquema circuital se observa en la figura (24).
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Figura 24: Esquema completo interpretacion ecuacion de Duffing. Elaboracion Propia.



4. Métodos de solucidn
a. Método Runge-Kutta (RK)
El método de Runge-Kutta es un conjunto de métodos implicitos y explicitos para dar una

aproximacion a la solucion de ecuaciones diferenciales ordinarias; la idea de RK es sustituir el

problema de valor inicial de esta manera: sea (19) una ecuacion diferencial ordinaria:

y' =fty®) (19)

Con f:Q c R x R" - R" donde Q es un conjunto abierto con la condicion que el valor inicial

sea.

(to, ¥o0) € (20)

Runge Kutta en su forma mas general se puede expresar asi:

S 1)
Yner =n+h ) biky
i=1

Donde h representa el paso entre los niumeros sucesivos y los coeficientes k; representan los

términos de aproximacion, por lo tanto, el método tiene la siguiente forma:

yi+1 = y i + h (a1k1 + a2k2+.. .+ ankn) B (22)
donde a; son constantes y los k; son:

ky = f(t;, yi) (23)
ky, = f(t; + p1h,yi + q11k1h) (24)

ks = f(t; + p2h,yi + qa1k1h + qa2k,h) (25)
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kn=f(ti +Dn-1hyi + qno11kih + qu_12kh + - + quo1n—1kn_1h) (26)

i. Método de Runge Kutta de orden 4 (RK4)

Se hace uso del método de Runge Kutta de orden 4, lo que equivaldria a utilizar el método de
Taylor hasta h*. Este es uno de los procedimientos mas difundidos y a la vez mas exactos para

obtener la soluciébn numérica del problema de valor inicial, [10].

Yir1 = Yi +% (kq + 2k, + 2k3 + ky) 27
donde:
ki = f(ti,y:) (28)
k, = f(t; + h/2,y; + hk,/2) (29)
ks = f(t;+h/2,y; + hk,/2) (30)
ky, = f(t; + h,y; + hks) (31)

Ahora. teniendo la ecuacién (17) se elabora un sistema de ecuaciones diferenciales

Y el siguiente cambio de variable (32) se realiza para poder interpretar el sistema de

ecuaciones

x' =v; (32)

Por lo tanto, el sistema de ecuaciones diferenciales quedara de la siguiente manera:

x'=v
{v’ = —¢ + Bx — ax® + Acos(wt) (33)



Apoyados por la plataforma de programacion Matlab®, se utilizé un algoritmo que realizaba de
mejor manera el célculo debido a sus iteraciones. Para esto, se tuvieron en cuenta los
siguientes valores ¢e=0.1 =01 a=2 w=1.06999 , y las condiciones: x(0)=0 x'(0)=0

Teniendo en cuenta lo anterior, el resultado obtenido se aprecia en la siguiente gréafica, figura
25.
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Figura 25: Solucion en el tempo RK4 ¢ = 0.1 f=0.1 a =2 w = 1.06999 x(0)=0 x’(0)=0.

Ecuacion de Duffing. Programa elaborado por Housam Binous en National Institute of Applied Sciences and
Technology, Tunis, TUNISIA.

Diagrama de Fase

Figura 26: Diagrama de fase solucion RK4 Ecuacion de Duffing los valores de las constantes son los mismos
que en la figura 25. Programa elaborado por Housam Binous en National Institute of Applied Sciences and

Technology, Tunis, TUNISIA.
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b. Resultado simulacién Simulink Matlab

En este apartado, se plasmara el resultado que arroja la simulacion matematico-esquematico
que ofrece Matlab en su interfaz de Simulink. Este consiste en la representacion de la ecuacién
diferencial (17).

Para lograr una mejor interpretacion se realiza el siguiente despeje (34):
x" = —ex' — Bx + ax® + Acos(wt) (34)

En la figura 27 y 28 se aprecian: el resultado del esquema simulado y su relacion con la

ecuacion diferencial de Duffing; y el diagrama de fase.

Figura 27: Resultado Ecuacion de Duffing Simulink con € = 1799.3 B = 2.5705x10"8 o = 1.3841x10°8 .
Elaboracion propia.
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Figura 28: Diagrama de fase Ecuacion de Duffing en Simulink. Elaboracion Propia.



c. Método de descomposicion de Adomian (ADM)

El método de descomposicion de Adomian es una herramienta para resolver distintos tipos de
problemas, que van desde: ecuaciones lineales y no lineales, algebraicas, diferenciales,
integrales, integro diferenciales, en derivadas parciales, entre otras, [11].

El método consiste en separar las funciones, y determinarlas segun su clasificacion; parte

lineal, parte no lineal, y el resto de la ecuaciéon. Como se indica:

Fi=g (35)
Donde:
Fi = es una funcién que contiene funciones lineales o no lineales.
g = puede definirse como cualquier funcién de entrada, también llamada funcién de excitacion.
Por lo tanto, se puede ver la funcion Fi como
Fi=Nu+Lu+Ru (36)

Nu = Parte no lineal de la ecuacion
Lu = Parte lineal de la ecuacion
Ru = Resto de la ecuacion
Teniendo en cuenta esta descomposicion, y la ecuacién (38) la funcién se define como (37).

Nu+Lu+Ru=g (37)

En todos los casos que requiera la utilizacion de este método, Lu representa la parte de
linealidad de la ecuacioén, por lo que se debe escoger el operador diferencial de mayor orden.
El primer paso consiste en despejar Lu, para esto se debe aplicar el operador inverso, el cual
es L™1. Por otro lado, se debe expresar en forma de sumatoria la parte no lineal de la ecuacion,

como Nu = ),;°_, A,, donde A4,, son los polinomios de Adomian. Ahora se reescribe la ecuacion.
Lu= —Nu—Ru+g (38)
Y aplicando el operador inverso.

Llu= —L*Nu—L1*Ru+L1g (39)
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Se sabe que Lu es una funcién diferencial, dependiendo del orden que éste tenga, el inverso,
que es la integral, también dependera de ese orden. Se contempla también u como la
descomposicion de la suma u = Y, u,. Aplicando el teorema fundamental del célculo, se
tiene (40).

U, (x) —u(0) = —L *Nu, — L"* Ru, + L™ g (40)

Reemplazando Nu,, = Y-, A, en donde
1 d" .
An_ EWNZA uk (41)
k=0 A=0
para n=1,2,3...
Se obtiene, entonces:
u,(x) = =LA, — L' Ru, + L1g (42)

Se considera la solucién con parte lineal, por ello, se puede reescribir la ecuacién de la

siguiente manera.
ug(x) = =LAy — L' Rug + L1g
u;(x) = =LA, — L 'Ru, + L™1g (43)
u,(x) = =LA, —L"'Ru, + L™ 1g
Up_1(x) = =LA,y — L 'Ru,_, +L g
i. Aplicacion de ADM a la ecuacion de Duffing

Adomian no contemplé comparar esta ecuacion con otras aproximaciones parea verificar su
eficacia, aunque demuestra que diferentes descomposiciones aumentan o disminuyen la

velocidad de convergencia que, en cualquier caso, es uniforme.

De la ecuacion (17), e imponiendo como condiciones iniciales: x’(0) =0y x(0) =0



Haciendo las respectivas separaciones:
Lu sera el diferencial de mayor orden.

dzx
2

L) = dt

Por lo tanto, se expresa de la siguiente manera en (45).

L (x) = ftfsx(z) dzds
0 Y0

Tomamos ahora la parte no lineal.
N(x) = bx3
Por dltimo, la funcidn de excitacion (47) y la parte restante (48).
g = Fcos(w = t)

dx

R(x) = bdt

+ bx

Finalmente queda.

Nx)+L(x)+R(x)+g=0

Realizando el despeje.
L(x) =—=N(x)—R(x)—g
Se aplica el operador inverso.
L L(x)=-LIN(x) - L *R(x) — L 1g

Se desarrolla en primera instancia L™1L(x).
t ;s >
L 1L(x) =f f — x(z)dzds
o Jo ds

L‘lL()—ftijsi dzd
xX) = 0ds()dsx(z)zs

(44)

(45)

(46)

(47)

(48)

(49)

(50)

(51)
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t

d
L 'L(x) = f% (x(s)ds — x'(0))ds

0

t t

L 'L(x) = f%x(s)ds—fx’(O)ds

0 0

t t

d
L 'L(x) = | —x(s)ds —x'(0) | ds
,[ds oj

0
L1L(x) = x(t) — x(0) — x'(0)t (52)
Luego, teniendo el resultado, despejando:
x(t) — x(0) — x'(0)t = —L"IN(x) — L"1R(x) — L™1g
x(t) = x(0) — x'(0)t — L"IN(x) — LIR(x) — L~1g (53)

Sabiendo que x’(0) = 0y x(0) = 1, se obtiene (54)

x(t) =0—LIN(x) — L"'R(x) — L1g (54)

En este caso x(1) = 1 y la solucién general viene dada por la relacién recursiva (55)

Xps1 = —L7IN(x) — L7'R(x) — L™1g (55)

La ecuacion (55) es la solucién general que, dependiendo de la cantidad de n+1 que se quieran
calcular, serd mas exacta en la aproximacion. Continuando, se obtiene (56) y (57).

Ay = N[x,] = N[0] = a(0)3

Ay =N[x,] =0 (56)

R(xy) = R(0) = E(0) — B(0) — —fcos(wt)
R(xy) = —fcos(wt) (57)

Se sustituye t por r para no generar problemas con los limites de integracion.



Luego se procede a calcular el primer x;, obteniéndose:

t rs t s
X1 = —f f R(XO) —f J A(O) dZdS
0 Y0 0 Y0

Xy = —ftfs—fcos(wt) dzds — ]tJSO dzds
0 Jo 0 Jo

Ft?(Acos(wt))

x, = Te) (58)

Ahora, teniendo el x; se puede calcular el polinomio de Adomian A;.

N Geo + Ax)IA = 0

A = —
17 axa

Ft?(Acos(wt))

4= [1- EEFED)] =0 (59)

Teniendo en cuenta que N(x) = ax3, resulta.

Ft%(Acos(wt))

4y = Za - EEEED)3 12 =0 (60)

Derivando y evaluando en 4 = 0.
Ahora hallamos x(3) Y x3).

—E xF x t3(Acos(wt)) b =*F *t*(Acos(wt)) Ft?(Acos(wt))

o= 6 24 2
ExbxF xt5(Acos(wt)) E*b=F *xt3(Acos(wt)) E?«F xt*(Acos(wt))
@ = 120 * 36 * 24
E b *F * t5(Acos(wt)) b%* f xt®(Acos(wt)) b *F * t*(Acos(wt))
120 720 24
N Ft?(Acos(wt))

2
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Por efectos de la cantidad de iteraciones en los polinomios de Adomian, se implementa un
software para el calculo. Es pertinente recalcar que se sus condiciones, seran e =0.1 =
0.1 a=2w=1.06999 x(0)=0 x’(0)=0. El resultado obtenido se puede observar en las figuras

29 a 31.

Sclucion per Adomian
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Figura 29: Resultado método de descomposicion de Adomian. Elaboracion Propia.
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Figura 30: Resultado método de descomposicion de Adomian. Elaboracién Propia. Con 50 iteraciones.
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Figura 31: Resultado método de descomposicion de Adomian. Elaboracién Propia. Con 50 iteraciones.

Tomando un rango de comportamiento uniforme entre las soluciones dadas por el circuito

fisico, el método de Adomian, y el de Runge-Kutta, se hard una comparacién sobre los

resultados teniendo en cuenta como solucion ideal la arrojada por Runge Kutta.

En la tabla 1 se aprecian los intervalos de 0 a 110, y el error relativo para Adomian (Error Ad.)

y el error relativo para el circuito fisico (Error CF.)

t Adomian(x) Runge-Kutta(x) Circuito Fisico(x) Error Ad Error CF
0 3.358 3.350 3.522 0.23% 5.1%
10 3.292 3.287 3.487 0.15% 6.08%
20 3.067 3.052 3.254 0.49% 6.61%
30 2.786 2.762 2.956 0.86% 7.02%
40 2.562 2.540 2.759 1.6% 8.6%
50 1.982 1.950 2.176 0.86% 11.5%
60 1.721 1.695 1.834 1.5% 8.2%
70 1.302 1.265 1.410 2.9% 11.4%
80 0.836 0.804 0.980 3.9% 21.8%
90 -0.427 -0.399 0.254 7.01% 36.3%
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100 -1.514 -1.456 -0.938 3.9% 35.5%

110 -2.682 -2.523 -2.189 6.3% 13.2%

Tabla 1: Datos tedricos y experimentales. Fuente: Elaboracién propia

5. Exponentes Maximos de Lyapunov

Esta medida de caos fue introducida por el matemético ruso Alexander Mijailovic Lyapunov a
principios del siglo XX.

Los exponentes de Lyapunov, como ahora se les conoce, son un conjunto de nimeros que se
emplean usualmente para detectar la presencia del caos en sistemas dinAmicos, en este caso

parar determinar la presencia de caos en el oscilador dado por la ecuacion de Duffing.

La idea en general es medir qué tan rapido se alejan o difieren las configuraciones globales
contiguas con respecto al tiempo. En este sentido, miden la tasa promedio de divergencia o
convergencia exponencial de trayectorias cercanas en el espacio de fase. Dado que
condiciones iniciales cercanas corresponden a estados iniciales practicamente idénticos, la
divergencia exponencial de las orbitas implica la perdida de la predictibilidad del sistema, lo
gue se traduce en caos. Cualquier sistema que contenga al menos un exponente de Lyapunov
positivo se define como cadtico; precisamente a estos valores positivos se quiere llegar para

tener la total certeza de que el circuito es cadtico.

Considerando el sistema dindmico (62)

x = f(x) (62)
Donde x representa la derivada temporal de x y cuya solucién, asumimos, esta dada por f*(x),
Asimismo, consideremos dos condiciones iniciales cercanas en el espacio de fase Xoy Xo +
dXo, donde dxo es una pequefia perturbacion del punto x0. Después de un tiempo t, la solucién
para estas condiciones iniciales particulares, estara dada por f2(x0) y f2(x0 + 8x0), Si usamos
la 6rbita descrita por la solucion con condicion inicial Xo como referencia, la separacion entre
el par de trayectorias Aff= f* (xo+dxo0)- f¢ (xo), sera una funcion del tiempo e indicara, si por

ejemplo estas divergen, que el sistema es inestable.



Ahora, considerando la ecuacion (63):
X1y =T(1 —xp),x €(0,1) (63)
en donde r es un parametro (fertilidad) que determina el comportamiento del mapeo.

Lo que es importante mencionar aqui es el comportamiento del mapeo para dos puntos
iniciales, x y x+€, que empiezan relativamente cerca el uno del otro; después de N-iteraciones,

la distancia entre los puntos es una cantidad que viene dada por la funcion:
IfN(x+ e) — fN(x)| = g(x,e,N)) en donde, obtenemos (64)
f(x) =rx(1—x). (64)
La relacion exacta que da la distancia entre los puntos es:
g(x,e,N) = eV (65)

Donde A(x) , es llamado el exponente de Lyapunov de X, que es una medida de la contraccion

o alejamiento de los puntos en el espacio fase. Despejando, el exponente de Lyapunov es el

siguiente:
N _fN
N e
Pasando al limite: N—~ y e —0
el exponente de Lyapunov se transforma en:
A(x) = lim (1) In |m (67)
N—oo \N dx0

Este resultado se puede escribir de una manera diferente si se usa la regla de la cadena para
derivar f2(x).

= P20 o= IF GDIf'x, (68)

con lo cual el exponente de Lyapunov puede expresarse como:

A(x0) = lim (5) Zio I If'x (69)
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Lo que se puede observar de la Ecuacion es que cuando el valor absoluto de la derivada es
mayor que 1, entonces el logaritmo es positivo; si los sucesivos puntos divergen, entonces el

promedio de los logaritmos del valor absoluto de la derivada es positivo.

En general, un sistema dinamico en un espacio de fase n—dimensional posee un espectro con
n exponentes de Lyapunov, uno por cada direccién del espacio de fase. Ademés, puede
demostrarse que si F(x) es suave, el limite existe y es igual al maximo exponente de Lyapunov,
[9]. Es importante notar que cualquier separacion inicial dxo, contiene, en general, alguna
componente en la direccion asociada con el maximo exponente de Lyapunov y debido al
crecimiento exponencial de este Ultimo el efecto de los otros exponentes se vera atenuado

hasta desvanecerse con el tiempo.

Para una ecuaciéon diferencial de orden n, indica que existen n exponentes de Lyapunov
asociados a esta, ademas, un exponente negativo implica que el punto de equilibrio
seleccionado es estable, o que las sefiales convergen hacia dicho punto. Un mapeo
unidimensional tiene trayectorias caoéticas para un valor particular del pardmetro si el
exponente de Lyapunov es positivo para ese valor del pardmetro, esto quiere decir que si un
exponente es positivo indica la presencia de caos en el sistema; por lo tanto, un exponente

positivo puede mostrar la sensibilidad a las condiciones iniciales.

Usando el codigo en MATLAB dado en [12] se hallan los maximos exponentes de Lyapunov
en la ecuacion de Duffing. En la Figura 32 se puede observar el comportamiento de los
exponentes de Lyapunov, y en la Tabla 2 se muestran sus valores. Se puede concluir que X
presenta un equilibrio debido a que sus exponentes son negativos, y se evidencia la

instabilidad de Y debido a que sus exponentes son positivos.
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Figura 32: Exponentes de Lyapunov variables de salida. Fuente: [12].

Tiempo(s) | Exponentes de Lyapunov Variable (X) | Exponentes de Lyapunov Variable (Y)
1 0,453957 -0,12037
2 0,34268 -0,14907
3 0,261422 -0,056254
4 0,212582 0,0963
5 0,10935 0,1
6 0,162783 0,057
7 0,283642 0,025
8 0,169253 0,076
9 0,139265 0,173
10 0,19396 0,1

Tabla 2: Exponentes de Lyapunov variables de salida X y Y . Fuente: elaboracion propia.

6. Analisis y resultados

En primera instancia, se implemento el circuito postulado en [7], en donde sugieren un modelo
de la ecuacion de Duffing. En este caso se plantea la simulacién para determinar su

comportamiento.

Para la simulacion del circuito, se contempl6 usar la herramienta Multisim, Figura 33.
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Figura 33: Esquema circuital plateado en [7]. Elaboracién Propia.

Teniendo en cuenta los siguientes valores:
€1=105.3nf ¢2=9.79nf r1=8.11k r2=1k r3=5248 r4=2050 r5=557 r6=557 r7=1k

La respuesta del sistema a su salida, con una f = 8kHz y con A = 5V es la siguiente

Osciloscopio-X5C1 e

< >
Tiempo Canal_A Canal_B
L€ go00s 146,133V 0.000V Invertr
T2 [+ o0.000s 146.133 nV 0.000 ¥ .
] 0.000 0.000 v 0.000 v Guardar
Rt s Disparo Ext.
Base de Tiempo Canal A Canal B Disparo
Escala: 50 usDiv Escala: 5 V/Div Escala: 5 V/Div Flanco: + A
¥ pos. (Div): i} ¥ pos. (Div): 0 ¥ pos. (Div): | 0 Nivel: | 0 | v |
sumar || B/A || AB ca 0 ca [0 | e || - Individual | Mormal || Auto |[ Ninguna

Figura 34: Simulacién Multisim Resultado Circuito planteado en [7]. Elaboracion Propia.

La comparacién entre sus dos salidas y el diagrama de fase. Figura 35 y Figura

respectivamente.
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Figura 35: Simulacion Multisim Comparacion salida X y Y. Elaboraciéon Propia.

QOsciloscopio-X5C1 x
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Figura 36: Diagrama de fase. Elaboracion propia.

Ahora, con respecto a la solucion tedrica, y teniendo en cuenta las condiciones iniciales x’(0) =

Oy x(0) =0y los coeficientes e = 0.1 f=0.1 a =2 w = 1.06999 , se obtiene la figura 37 y
su respectivo diagrama de fase Figura 38.

En la parte de simulacion, en el circuito que se elabord, tuvo en cuenta los siguientes
parametros ¢ =0.1 B =0.1 a=2. En la figura 37, se observa el resultado del circuito
calculado. Se evidencid que presentaba un comportamiento cadtico con valores de f =
400Hz — 420hzy una A = 5V.
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Figura 37: respuesta del circuito elaborado en simulacién. Elaboracién propia.
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Figura 38: Diagrama de fase circuito elaborado en simulacién. Elaboracién propia.

El disefio fisico, basado en la simulacion y los valores tomados para resolver la parte teorica,

fueron implementados, como anteriormente también se hizo para la simulacion. El circuito se

aprecia en la figura 39.
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Figura 39: Disefo circuito fisico. Fuente: Elaboracién propia.
Con ayuda del osciloscopio Rigol DS1000E, se capturaron las sefales arrojadas por el circuito,
figuras 40 y 41, gracias a que este permite guardar las sefales en imagenes, los resultados
arrojados fueron los siguientes, teniendo en cuenta que f = 420Hzy una A = 5V

_1E [t Poacr- 1 ]

Figura 40: Sefal de salida circuito elaborado. Osciloscopio Rigol DS1000E. Fuente: Elaboracion propia
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Pos2: 0.00uY

Figura 41: Sefiales X y Y circuito elaborado. Osciloscopio Rigol DS1000E. Fuente: Elaboracién propia

En el diagrama de fase se utilizaron el osciloscopio Rigol DS1000E y un osciloscopio analogo,
figuras 42 y 43.

Figura 42: Diagrama de fase circuito elaborado. Osciloscopio Rigol DS1000E. Fuente: Elaboracion propia

En este caso el diagrama de fase es graficado por el osciloscopio analogo Diotronic HM400.
Conuna f =420Hzyuna A =5V



Figura 43: Diagrama de fase circuito elaborado. Osciloscopio Diotronic HM400. Fuente: Elaboracion propia

Teniendo los resultados se puede analizar que, en primera instancia, el resultado que nos
arrojé la simulacion del circuito implementado en [7] tiene un comportamiento totalmente
distinto, esto debido a que, en su principio se tuvieron en cuenta otras condiciones y respuestas
del circuito, esto demuestra en las diferentes condiciones que la ecuacién diferencial de Duffing

puede tener una respuesta caética.

Se puede observar, que la respuesta del sistema en las condiciones propuestas ¢ = 0.1 f§ =
0.1 « =2 w = 1.0699 es cadbtico y no tiene una respuesta periddica, como se evidencian en
las figuras 35 y 36, las cuales hacen parte de la solucion analitica. Representando estas
mismas condiciones en el circuito, se observa que el comportamiento tanto de la respuesta
analitica, simulada y fisica tienden a tener la misma respuesta, tanto en el periodo del tiempo
como su diagrama de fase. Es pertinente mencionar, que en diferentes frecuencia y amplitudes

el sistema es estable y no presenta ninguna respuesta cadtica.
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7. EVIDENCIA SIMULADA Y CIRCUITAL

En este apartado se observara el comportamiento del circuito tanto en su simulacién como en

su respuesta fisica.

Circuito trabajando con F=200hz y una A=5vp.

Fuente: Elaboracion propia

Figura 44: Diagrama de fase a 200Hz Osciloscopio
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Figura 45: Diagrama de fase a 200Hz Simulacion.

- Circuito trabajando con F=200hz y una A=5vp.

Figura 46: Diagrama de fase a 200Hz Osciloscopio.
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Figura 47: Diagrama de fase a 200Hz Simulacién.
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Figura 48: Diagrama de fase a 250Hz Osciloscopio.  Figura 49: Diagrama de fase a 250Hz Simulacién.

Fuente: Elaboracion propia

Fuente: Elaboracion propia

- Circuito trabajando con F=300hz y una A=5vp

Figura 50: Diagrama de fase a 300Hz.
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Figura 51: Diagrama de fase a 300Hz Simulacion



VISION ELECTRONICA

- Circuito trabajando con F=350hz y una A=5vp
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Figura 52: Diagrama de fase a 350Hz Osciloscopio Figura 53: Diagrama de fase a 350Hz Simulacion.
Fuente: Elaboracién propia Fuente: Elaboracion propia

- Circuito trabajando con F=400hz y una A=5vp
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Figura 54: Diagrama de fase a 400Hz Osciloscopio. Figura 55: Diagrama de fase a 400Hz Simulacion.



8. CONCLUSIONES

Se ha obtenido el circuito representativo de la ecuacion diferencial de Duffing. Ademas, se ha
evidenciado el similar comportamiento y respuesta con los valores teéricos y simulados, dando
asi la respuesta positiva de poder representar electronicamente el comportamiento de la

ecuacion.

De acuerdo al criterio de los maximos exponentes de Lyapunov, en las condiciones sugeridas
e=01, =01, a=2, w=1.06999 x(0)=0 x’(0)=0 presenta un comportamiento cadtico en
su parte tedrica. Asimismo, teniendo en cuenta las condiciones sugeridas, en el circuito
electronico se presenta un comportamiento cadtico, esto si para los valores de f =
400 a 420Hz yconuna A =5V .

Se pudo analizar y concluir que la mejor aproximacién de cada una de las soluciones que se
le dio al sistema, es el método de Runge Kutta, tomando como referencia los resultados del

circuito fisico (datos experimentales).

Se soluciond la ecuacion diferencial de Duffing, por varios métodos de solucién. Logrando
establecer que el comportamiento y respuesta del sistema, son similares en todos los casos.

Recalcando que predomina la solucién de Runge-Kutta de cuarto orden.
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