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Glossário de Termos e 
Abreviaturas 

I> 

c. 
— 4 

converge em distribuição. 

converge em probabilidade. 
converge fracamente. 

converge vagamente. 

converge quase certamente. 

igual em distribuição. 
i.i. d. independentes e identicamente distribuídas. 
i.o. para muitos e infinitos. 
q.c. quase certamente. 
F— inversa generalizada de F. 
L (.) função de variação lenta em co. 
op (1) convergente em probabilidade para zero. 
0,.c. ( 1) limitado quase certamente. 
• (IR) a-álgebra dos boreleanos de IR. 
C'it: (E) espaço das funções reais contínuas positivas definidas em E, 

com suporte compacto. 
D (a) domínio de atracção de uma variável estável de índice a. 
/1//p (E) espaço das medidas pontuais definidas em E. 
Mp (E) a-álgebra dos boreleanos de Mp (E) . 
11/1+ (E) espaço das medidas radon não negativas. 
./v1+ (E) a-álgebra dos boreleanos de kl+ (E) . 

1PN(') funcional de Laplace do processo pontual N. 
Rlip variação regular em co, com expoente de variação p. 
AR processo autoregressivo. 
ARMA processo autoregressivo e de médias móveis. 
LAD mínimos desvios absolutos (least absolute deviations). 
LS mínimos quadrados (least squares). 
MA processo de médias móveis. 
PRM(g) Processo Pontual de Poisson de intensidade g. 
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Resumo 

A TEORIA DOS PROCESSOS PONTUAIS NA ESTIMAÇÃO EM 
MODELOS AUTOREGRESSIVOS DIRIGIDOS POR RUÍDOS COM 
VARIÂNCIA INFINITA 
Paula Cristina Martins dos Reis 
Mestrado em: Matemática Aplicada à Economia e Gestão 
Orientador: Professora Luísa Canto e Castro Loura. 
Provas concluídas em: 

RESUMO 
O estudo de séries temporais de natureza económica, física, social ou outra, no-
meadamente no que diz respeito ao comportamento limite de somas e funções de 
covariância amostrais, pode ser feito com recurso às propriedades de convergên-
cia fraca de processos pontuais associados a modelos de médias móveis, gerados 
por erros com distribuição de variação regular de índice —a nas caudas, onde 
ci > O. No âmbito deste trabalho são analisadas essas propriedades e utiliza-
das posteriormente no estudo do comportamento limite de um M-estimador dos 
parâmetros de um processo autoregressivo, cujas inovações apresentam variância 
infinita, ou distribuição com caudas elevadas, isto é, a distribuição comum das 
inovações pertence agora ao domínio de atracção de urna lei estável não normal. 
Sob determinadas condições de momentos, a que obedece a distribuição dessas 
inovações próximo da origem, é estabelecida a convergência em distribuição do M-
estimador em causa, o estimador LAD, para o mínimo de um processo estocástico 
definido no espaço das funções contínuas de W em IR. 

Palavras chave: Processo pontual, processo de médias móveis, convergência va-
ga, convergência fraca, caudas com variação regular, processo autoregressivo, lei 
estável, domínio de atracção, M-estimação, estimador LAD (mínimos desvios 
absolutos). 

9 





Abstract 

THE THEORY OF POINT PROCESSES ON AUTOREGRESSION 
ESTIIVIATION VVITH INFINITE VARIANCE 
Paula Cristina Martins dos Reis 
Master of Science: Matemática Aplicada à Economia e Gestão 
Superviser: Professora Luísa Canto e Castro Loura 

ABSTRACT 
The study of economic, physic, social or other nature time series, specially in 
the limit behaviour of sums and sample covariance functions, can be based ou 
the proprieties of weak convergence of point processes, connected with moving 
averages inoclels. Those models are driven by noise sequences with regulary va-
rying tails of inclex —a, where a > O. Within this work are analysed the refereed 
proprieties of weak convergence and used in the study of limit behaviour of an 
N1-estimator for autoregressive process parameters. The innovations driving the 
AR process have heavy tails, i.e. the common distribution of innovations belongs 
to the domain of attraction of a non-normal stable law. Under specific moments 
conditions which involves the behaviour of distribution of this innovations near 
origin, is establish the convergence in distribution of the M-estimator (LAD esti-
mator), for the minimum of a stochastic process defined in the space of continuous 
functions mapping IR!' to IR. 

Key words: Point processes, moving averages, vague convergence, weak con-
vergence, regulary varying tails, autoregressive process, stable law, domain of 

attraction, M-estimation, LAD estimator (least absolute deviation). 
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Prefácio 

Esta dissertação realizada no âmbito do curso de mestrado de Matemática Apli-
cada A. Economia e Gestão, do Instituto Superior de Economia e Gestão da Uni-
versidade Técnica de Lisboa, tem por objectivo, estabelecer a ponte entre os pro-

cessos autoregressivos e de médias móveis (ARMA) e a teoria geral dos processos 
pontuais. A escolha de tal objectivo, prende-se por um lado, com o reconhecimen-

to claro da utilização frequente dos processos ARMA na modelização de séries 
temporais e por outro lado, na necessidade de se apresentar um suporte teórico 
alternativo, baseado concretamente na teoria dos processos pontuais e que contor-
ne certo tipo de problemas, nomeadamente o problema da estimação, quando em 
particular os erros geradores dos processos têm distribuição com caudas elevadas, 
ou seja, apresentam variância infinita. 

No primeiro capítulo, é exposto um conjunto de resultados que dizem respei-
to A teoria geral dos processos pontuais, com especial destaque para os processos 
pontuais de poisson (PRM), a convergência vaga e a convergência fraca de pro-

cessos pontuais. Porque iremos estar a trabalhar em espaços métricos munidos 
das propriedades de completude e separabilidade, as noções de convergência fraca 
e em distribuição são equivalentes, sendo indiferente desse modo, estipular resul-

tados em termos de urna ou outra convergência. Esta primeira parte do trabalho 
é baseada na sua maioria nos livros Extreme Values, Regular Variation and Point 
Processes (Resnick, 1987) e Convergence of Probabílitiy Measures (Billingsley, 
1968). 

No segundo capítulo, são construídos e interpretados processos pontuais as-
sociados a um modelo de médias móveis {Xk,k > 1}, cuja distribuição dos erroe 
apresenta as caudas com variação regular de índice —a, onde a > O. Sob deter-
minadas condições a que obedecem essas caudas, são estabelecidas e analisadas a 
convergência fraca desses processos pontuais, pondo-se ênfase à relação profunda 
entre convergência vaga e variação regular. Quando em particular a E (O, 2] , a 
distribuição dos erros pertence agora ao domínio de atracção de urna lei estável 
(para a = 2, estamos perante a distribuição normal). O grosso destes resultados 

encontra-se no artigo Limit Theory for Moving Averages of Random Variables 
with Regularly Tail Probabilities de Davis e Resnick (1985). 

A hipótese de normalidade dos erros geradores de um processo linear, fre-
quentemente violada por determinados fenómenos que observamos e o reconhe-
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14 Prefácio 

cimento de que muitos desses fenómenos sugerem a existência de um mecanismo 
aditivo subjacente, fez com que se pensasse em modelizar séries temporais, com 
recurso aos processos ARMA dirigidos por erros com variância infinita ou com 
distribuição de caudas pesadas, ou seja a distribuição das inovações pertence ao 
domínio de atracção de uma lei estável de índice a E (O, 2). No terceiro capítulo é 
estudado precisamente o problema da. estimação dos parâmetros de um processo 
autoregressivo, quando os erros verificam as condições anteriormente descritas. 
Nesse sentido, é proposto um M-estimador dos parâmetros do processo, o esti-
mador LAD e analisado o seu desempenho através do seu comportamento limite. 
Sob determinadas condições de momentos a verificar pela distribuição dos erros 
próximo da origem, iremos ver que o estimaclor LAD converge em distribuição 
para o iníminio de um processo estocástico definido no espaço das funções contí-
nuas de Hl? em Hl. O estudo deste estimador foi baseado fundamentalmente nos 
art igos ill-estimation For Autoregressions with Infinite Variance de Davis e ou-
tros ( 1992) e Inference for Linear Processes with Statile Noise de Calder e Davis 
(1998). 

Por tílt imo na secção das conclusões e dos desenvolvimentos futuros, expômos 
algumas reflexões sobre os diversos assuntos abordados ao longo deste trabalho, 
sem deixar de referir as motivações criadas para que se possa. continuar a apro-
fundar todas as questões que envolvem esses mesmos assuntos. 
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Capítulo 1 

Resultados Gerais sobre 
Processos Pontuais 

1.1 Conceitos Fundamentais 

Suponhamos que um certo fenómeno aleatório tem ocorrências no intervalo real 
(0,1] e que se pretende registar esse número de ocorrências. Se /V (t) represen-
tar esse número, o problema centra-se então na identificação da v.a. N(t) ou 
Ar ((O. ID. Ora (O, t] é um intervalo de 1R. e é portanto natural que se queira 
estender o fenómeno em estudo a qualquer conjunto pertencente a uma o--álgebra 
conveniente, gerada pelos intervalos da forma(0, t]. Assim poderíamos caracte-
rizar IV (A), com A pertencente à referida rr-álgebra. Num contexto mais geral 
vamos considerar um espaço topológico E, com a classe E dos boreleanos de E, ou 
seja a cr-álgebra gerada pelos subconjuntos abertos de E. Mais concretamente, 
tomemos E corno sendo um espaço topológico de Hausdorff', localmente com-
pacto e com bases contáveis, i.e., um espaço de Hausdorff onde todo o elemento 
x E E tem urna vizinhança compacta, V6 (X), e todo o conjunto aberto G em E 
escreve-se na forma G = UiEiGi, com / C N contável (finito ou numerável) e Gi 
subconjuntos abertos de E. Na nossa exposição iremos supor ainda que o espaço 
E é um subconjunto de um espaço euclidiano compacto de dimensão finita. Na 
classe E considerem-se as medidas de Dirac associadas a cada ponto x E E, 

f 1 se x E A 
Ex (A)= 1 O se x ÇÉ A 

para A E E. 

Facilmente se mostra que dada uma colecção contável de pontos de E, 

{xi, x2, ..., xi, LEI , 

'Veja-se em apêndice. 
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18 Conceitos Fundamentais 

não necessariamente distintos, a aplicação 

m : E --> 
A 

IRo 
EtEl Ex. (A) , 

é uma medida em (E. E), designada por medida pontual. Para cada A E E, 
77/ (A) representa então o número de pontos xi que caem em A. Todas estas 
medulas pontuais podem ser reunidas num espaço simbolizado por M. (E). A 
classe dos boreleanos deste espaço representa-se por Mp (E) e define-se como a 

mais pequena o--álgebra gerada por conjuntos de medidas definidos, para cada 
B E B ([O. co]) , da seguinte forma 

{m E /117, (E) : m (A) E B , V A E E) . 

As medidas pontuais com que iremos trabalhar são de Radon, i.e., m (K) < co, 
para todo o compacto K c E. 

Consideremos agora urna colecção contável de elementos aleatórias, 

{XI, X2•••, 

que assumem valores em E, ou seja, para cada i E I 

: E 
—s 

é uma aplicação mensurável. Ora, para cada w E S-2, ternos que o conjunto 

{X] (W) X2 (W) Xi (W) )•••} iE/ 

é uma colecção de pontos de E e por conseguinte podemos construir a medida 
pontual 

7r1. : E 
A 

—+ 
III0 

m,„ (A) = Z iEi E x,(w) (A) • 

Naturalmente que podemo-nos interrogar se, dada uma colecção de variáveis 
aleatórias, é então possível construir medidas pontuais que sejam igualmente 
aleatórias. A resposta é afirmativa e centra-se precisamente na teoria a que es-
te trabalho se dedica: a. teoria dos processos pontuais. Os próximos resultados 

ajudam-nos a esclarecer melhor estes conceitos. 

Definição 1.1 Um processo pontual em E é uma aplicação mensurável N, do 

espaço probabilfstico (S2, A, P) para o espaço (Mp (E) , Mp (E)), ou seja, é um 
elemento aleatório de Mp (E). A lei probabilística PAr do processo N, é a medida 
p o N-1 = P IN E em Mp (E). 
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Repare-se que se tomarmos w E Q, N (w, -) é uma medida pontual em Mp (E) 

e N (w, A) representa o número de pontos em A para a realização w. Esquema-
ticamente temos: 

N: (S2, A, P) (Mp ( E) , Mp (E)) 
N (w, •) = 

Proposição 1.1 N é um processo pontual sse a aplicação do espaço (S2, A) pa-
ra ([0, oc] , 5 [O, co]), que transforma w S-2 em N (w, A) , com AEE é uma 
aplicação mensurável. 

Dem. Esta demonstração segue de perto a apresentada em [24], pág.124. 

Se /V é um processo pontual, resulta por definição que a aplicação de (St, A) 
em (M„ (E) , M p ( E)) e que transforma w em N (w, •), é mensurável. Por outro 
lado a aplicação de (Mp (E) , Mp (E)) em ([0, , 5 [O, co]) e que transforma m 
em m (A), é igualmente mensurável por definição de Mp (E). Consequentemente 

a aplicação composta das duas anteriores é mensurável. 

Reciprocamente, suponhamos que a aplicação de (S-1, A) para. ([0, co] , 5 [O, co]) 
é mensurável, ou seja, {w : /V (w, A) E B} E A, com B E 5 [O, co] e A E E. 
Defina-se 

= {F E Mp (E) : N-1 (F) E A} . 

É fácil de se verificar que O é uma (7-álgebra. Por outro lado 3 contém todos os 

conjuntos da forma {m : m (A) E B} urna vez que por hipótese tem-se 

N -1 ({m : m (A) E B}) = {w: N (w, A) E B} E A. 

Logo 3j ri {{ in : rn (A) e B} , A e E,B EB [O, oo]} = M  (E), o que prova que 
/V é uni processo estocástico pontual. 

Observação 1.1 Repare-se que N é processo pontual sse N ( A) é uma v.a. dis-

creta com valores em lRo+, para todo A E E. 

Definição 1.2 A intensidade de um processo N é a medida p definida em 
(E, e) por 

p (A) = E IN (A)] = n13 [1\T (A) = n] 
nEN 

= f N (w, A) P (dw) 

= m (A) PN (dm) , V A E E. 
111,(E) 
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Sejam agora uma aplicação mensurável não negativa f definida de (E, e) 

para o espaço ([0, oo] , [0, co]) e { f„.}neN uma sucessão de funções simples tal 
que O < f, f (sabe-se que existe). Ora, para cada. n E lN, fn tem uma 

representação da forma: 

Jn 

V's (n)fn  T = z_dci 
i=1 

com .4;") E E e com {1<n), < i„} disjuntos. Por outro lado para cada w e S-2, 

= N (w, •) é uma medida, pelo que se pode definir 

N (w, f ) = fdArti, ≤ oo. 
F: 

Note-se agora que, para cada f, a aplic:ação 

o 
Nf (IV) N (w, f) 

é uma V.a.. pois Nf = limn, T Arfo (pelo teorema da convergência monótona.) e 
Nf„ é uma combinaçkio linear cio v.a.'s. Tem-se por conseguinte, 

(f) = um N (f) = um cN . 
77-7 

I 

O valor esperado de N (f) vem dado por 

E ÍN = (f) = L f 

unia vez que, 

E [N (f)] = um T E [N (fn)1 = um TE [ cr)N (A(in))n-00 11-00 

L=i 

lim T cp = um T f fn (x) p (dx) 
72—.0. E 

lim T fn (x)) (dx) 1 f (x) (dx) 
fE (.—.co . E 

A teoria dos processos pontuais recorre frequentemente ao Funcional de La-
place, o qual é fundamental para que se possa estabelecer uma vasta gama de 
resultados que dizem respeito entre outros, ao estudo da convergência fraca e 
convergência vaga de processos estocásticos pontuais (abordados atempadamen-
te neste trabalho). Com vista a definir este funcional, considere-se Q uma medida 
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de probabilidade em (Mp (E), Mp (E)). A transformada de Laplace de Q define-
se para cada f: (E, E) —› ([0, oo] , 13 [0, oop, com f > 0, por 

(exp {— f f (x) (dx)}) Q (dm) . 
M(E)E 

Temos então o seguinte resultado: 

Definição 1.3 Seja N : (SI, A) —› (il17, ( E) , Mp (E)) um processo pontual. O 
Funcional de Laplace de N é a transformada de Laplace da lei probabilística 
de N, ou. seja: 

(f) = E {exp [— N (f )]} = exp {— N (w, f)} P (dw) 

fitir(E) {exl) [— E f (x) m (dx)] PA, (dm)} . 

Proposição 1.2 O Funcional de Laplace 1hr do processo N determina univoca-
mente a lei de IV. 

Dem. A demonstração pode ser consultada em [24], pág.129. • 

Exemplo 1.1 Considere-se a função simples f : E —› [0, oo] definida por 

Então 

1=1 

N (w, f) = f f (x) AT (w,(lx) =)kiN (w, Ai) 

e portanto o Funcional de N vem: 

W Ar (f) = E {exp (Ai)]}. 

Exemplo 1.2 Usando I I Ar podem ser determinados alguns momentos de N. Por 
exemplo para Vf > O mensurável, pode-se provar que 

(f) = E [N (f)] = lim l 1̀) (tf) . tio 

Para esse efeito basta observar que 

IV (f) = lim 
tto 

1 — e'lv(f)  

t ; 

tomando os valores esperados e usando o teorema da convergência monótona 
obtém-se o resultado. 
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1.2 Processos Pontuais de Poisson 

Um classe de processos pontuais, de extrema importância para. o trabalho que 
aqui é exposto, é a dos chamados processos de Poisson. Corno iremos ver, nos 
próximos capítulos, eles constituem o suporte de toda a teoria limite desenvolvida 
para os processos de médias móveis e autoregressivos, quando estes últimos são 
dirigidos por ruídos com variância infinita. 

Definição 1.4 Seja p uma medida de Radon em E. Um processo pontual N é um 
Processo de Poisson ou um PRM (Poisson Random Measure), de intensidade 

p e escreve-se PRM(p), se forem verificadas as condições: 

1. VA E E, Vk E N 

P [N (A) = k] = exp {—p (A)} LYi)Ê se g (A) < oo 
O se g (A) = oo. 

2. Sendo A1, A,, ..., Ai, conjuntos mutuamente disjuntos em E, para todo o 
j > 1, então as variáveis aleatórias N (A1) , N (A9) , N (Ai) são inde-
pendentes. 

Observação 1.2 1. Repare-se que resulta de 1. que se g (A) = oo, então 
N ( A) = oo quase certamente. 

2. Para cada A E E, AT (A) é unia v.a. de Poisson de taxa. p ( A) . 

3. Uni PRM(p) com g (dx) = ds (medida de Lebesgue), diz-se um PRM 
Homogéneo. 

Exemplo 1.3 Considere-se {Ei,i > 1) uma sucessão de variáveis aleatórias i.i.d. 
de exponenciais unitárias e seja r„ = E. Mostremos que o processo pontual 
N = E„,, „ é um PRM homogéneo em IR -(t. Dada a sucessão crescente de v.a.'s 
{r„}„EN, interessa-nos identificar a distribuição do n'de vezes que os pontos rn, 
caem num certo boreleano B e B (I11). Ora, por se tratar dos boreleanos de 

IR,3` basta fazer essa identificação para. B da forma [O, t) , com t > O. Definindo 
então a medida, 

vern, 

ern ([O,t)) = {1 se F„ < t O se ri, > t 

P [N ([0, t)) = = P Ir k+1 > t, rk <ti 
= P Irk < — P [rk+i < 

k-1 
t-7 

1_e t_1+ et 
i! 3! J=0 J=0 

_ttk 
= e 
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pois 1-'7, = E r>. Gama (n, 1) e Fx (x) = 1 - Z 2":01 a função de 

distribuição de uma v.a. gama de parâmetros (n, À). A intensidade de N vem 
dada por 

g ([0 t)) = t <=>. f p (dx) = t 
o 

<=> (dx) = dx, 

logo p é a medida. de Lebesgue nos boreleanos de lRit Finalmente falta anali-
sar a independência das v.a.'s N (A1) ,..., N (47), com A1, ..., Ai, boreleanos de 
1R(i-, mutuamente disjuntos. Prova-se, (Matthes, 1978), que essa independên-
cia é equivalente à indepedência dos incrementos N [to, t1) , N [ti_1,12), com 
to < 11 < < ti_i < ti, sendo esta última por sua vez um resultado conhecido. 

Exemplo 1.4 Considerem-se as variáveis aleatórias do exemplo anterior. Mos-

tremos que o processo N = e rzik., é um PRM(p) em R+, com medida de 

intensidade dada por p (dx) = as-a-1 dx, onde ü > O. 

Sendo { r„, n > 1} uma sucessão crescente por definição, a sucessão {1-'7,-1/°} 

será decrescente para. a > O. A identificação da distribuição do n'de vezes que os 

pontos caem mim certo boreleano de R+, pode ser feita agora à custa de 
um boreleano da forma B = ( 1, oo] , com t > O. Tendo em conta que 

{ ,_ 1 se rTi v° > t ((t, 001)  
O se 

VC111, 

P [IV ((t, ool) = P [r > t r.;+'/1° < t] 

P [r,:va > t] - P [r,;+11,c1 > 

P [rk 5 - P [rk+i ≤ t-.] 
k-1 

1 —   1 +  
-1 

i=o • 3=o  .7 • 

= 
k! " 

Então a intensidade g vem então dada. por 

= 1 0° (dx) = C', donde, 

= as-°-1 dx. 
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Exemplo 1.5 Sejam {bi,i > 1} variáveis aleatórias i.i.d., com P [45i = 1] = p 
e P [6; = - 11 = 1 - p,0 < p < 1. Considere-se ainda rn = Ei, onde 

i > 1) é a sequéncia de v.a.'s i.i.d. dos exemplos anteriores.. Admita-se 
que {5i,i > 1} e {Ei, i > 1} são independentes. Verifiquemos que em R\ { O} , o 

processo 

Ar. 
7,1 

é um PRM(p), com medida de intensidade dada. por 

p (dx) = a [px-' 11(0„)(x) + ( 1 - dx. 

A distribuição do n'de vezes que os pontos b,z1',7 11° estão num certo boreleano 
B de \ ( 0). bem como a intensidade do processo, podem ser determinadas 
tomando um boreleano da forma B = (t,00]U[-oo, - t), com t > O. Ternos então 

P [N* (( t. cc] U [- co, -t)) = kl = P Kókr; lia > t A õk+Iri:.:/,`' < e) 

v < —e A —sk+IÇ÷lic` > —e)] 

P [&F;; Ii° > t A 6k+irk--.4.1/io < 

= P kry /a > ej — P [6k+1 ri:+11,° > t] 

= P [rk e-1 — P [rk,, < e--] 

(i—°)k =. e 
k! 

Analisemos agora a probabilidade de caírem k pontos da forma 6„1",,-11° no inter-
valo Bi = (t, co). Considerando N = Z n>1 Er:i/o, vem que 

P [IV* (B1) = k] = P EN* ((t,co]) = k 1 N ((t,cop = j] 
j>k 

= (i) pk (1 p)3k e-t-o  

i! j>k 

(t- lk -c,  pke-t (1 - I))) (t-Q)-1  

k! (j)! 

(t-a)k pke-t-e' e(1-p)t-' 
k! 

(t-op)k 

 e-Pt 
k! 
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logo, 

00 
p (( t, °o]) = f p (dx) = t-ap <==> p (dx) = ctpx-' 1dx, 

para x > O. Corno p (( t, co] U [— co, —t)) = p ((t, ao]) + ii. ([— oo, —t)), vem 

p ( E— oo , —t)) = f t (dx) = t-° — t'p 
-00 

= (1 — p)t-' 

.e;=> 

para x < O, donde, 

p (dx) = a (px' l IRcoi (x) + ( 1 — p) (—x) -1 I.,„0) (x)) dx 

= a (px-n-i ./(0,00) (x) + (1 — p)(—x)-a- 11(„,o) (x)) dx. 

Proposição 1.3 O Funcional de Laplace de um PR111(p) é (lado por 

(f) = exp {— (1 — c-f(x)p (dx))} , Vf > O, mensurável. (1.1) 

Reciprocamente, todo o processo pontual com o Funcional de Laplace definido em 
(1.1) é um Pl?.111(p). 

Dem. Esta demonstração segue de perto a apresentada em [24], pág.130. 

Comecemos por demonstrar que todo o processo pontual que satisfaça 1. e 2. 
da definição anterior tem o funcional de Laplace da forma ( 1.1). Seja então N 
um PR.M(p). Se c > O, dado AeEef (x) = CIA (x) então N (f) = cN (A), com 
N (A) v.a. Poisson, vindo a partir de 1. da definição 

TN ( f ) = E {exp [— N ( f )1} = E {expl—cN (A)I} 

= exp [(c-c — 1) p (A)] 

exp {— I. (1 — e-f(')) p (dx)] , E 

que é a expressão definida em ( 1.1). Sejam agora c, > O e Ai, ..., Ai conjuntos 
disjuntos de E, com i<jej> 1. Então /V (A1) N (Ai) são independentes e 
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se f (x) = Ectin, (x), tem-se 
7=1 

wiv (f) = E {exp [— N (f)]} = E {exp [—»N (l11)]} 
i=i 

= ri {exp [—ciN (Ai)]} 
i=1 

= 
(i _ e_c,1A,(x)) 

iirri {exp [— f g (ds)]} 
E 

= exp [— f i (1 — e-c. 1",(r))) p(dx)] 
f 

=(1 — e-it-i cil"' (x) ) I p (dx)] 

exl) {— f (1 — e-f(x)) p (dx)] , 
E 

que é a expressão definida em ( 1.1). Tomemos agora urna função qualquer f 
mensurável tal que f > O. Sabemos que existe urna função simples h da forma 

ifl 

f„ = 
J=1 

com A,(") E E, { i1") , 1 < i < j„} disjuntos tal que 0<h Tf e eN > O. O 

teorema da convergência monótona garante que N (h) T Ar (f) para todo w E Q. 
Urna vez que e-'`' (9) < 1,Vg > O mensurável, então tem-se quando n --> oo, 

W Ar ( f,i) = E {exp [— N (f„)]} —) E {exp [— N (f)]} = N ( f) • 

Mas por outro lado f verifca ( 1.1) e portanto 

ti] N (fn) = exp [—(1— e-f") cip] . 

Se ht f então ter-se-á também (1 — e-f) T ( 1 - e--) e aplicando o teorema 
da convergência monótona vem que 

fE (1 — e-f") dp - e-f) dg, 
E 

provando-se assim ( 1.1) para toda a função f > O mensurável. 
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R.eciprocamente, suponhamos que N é um processo pontual que verifica ( 1.1). 

Tomando f = AIA com A E E, tem-se 

E (exp [— A' (f)]} = E (exp [— AN (A)]} = exp [— (1 — e-A) g (A)] , 

que representa o Funcional de Laplace de uma variável aleatória de Poisson com 
parâmetro j.t (A). Assim a condição 1. da. definição de PRM é verificada. Por 

outro lado para A1, ..., Ai disjuntos em E e considerando f = > O, 
obtemos 

E { exp [— N (1)]} E {exp [—»./V (Ai)] } 

= exp [— f (1 — AJA.) dp,] 
E 

= exp f (1 — e_)"1AÍ)) 
f 

= exp [— ( 1 — e-A') I/ (Ai)] i=. 
(exp [— AN (Ai)]}, 

i=1 

donde N (A1), ..., Ar (Ai) são independentes e por conseguinte a condicão 2 da 

definição é verificada. • 

Vamos ver agora como se pode construir um PRM(g). Para esse efeito consi-
deramos duas situações. Urna em que pt é finita e outra em que é infinita. 

1. p. (E) < oo, i.e., é finita. 

Seja g = cv, onde v é uma medida de probabilidade e c > O. Considere-se 
um espaço de probabilidade onde as variáveis AI, XLX2,..., são independen-

tes, com M r>. P (c) e {X,} i>1 são elementos aleatórios i.i.d. em E com 
distribuição v, ou seja, P [X E A] = v ( A) , VA E E. Defina-se N em S.2 por 

N 
E y. se Al > O 

=1 ' 
O se M = O 

Verifiquemos que N é um Processo Pontual de Poisson, ou seja que verifica 
as condições 1. e 2. da definição. 
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a) Neste caso temos 

Processos Pontuais de Poisson 

P IN (A) = k] = P E.),-, (A) = k] 

[AI 

i.1 

71 

= [Z 
n>k i=1 

E x; (A) = k] P IM = n] 

= (n) en (v (A)) k — (A)r—k — 
n! 

n>k 

n>k 

(cu (A))k e_c [c ( 1 - v (A))1"  

k! n! n>i 

(A))k - 0- (A)) - (A) (1.1 ( A))k  e ce. v = e p 
k! k! • 

(n - k)!k! (I)? — v (A)) n 

rt! A,, 

Note-se que N = Ex, (A) representa o número de v.a X, entre 
as TI que estão em A e por tal N' é uma binomial de parâmetros 
(ri, P [X; E A]), ou seja, N' n B (n,v ( A)). 

b) A independência de N (A1) , N (A2) ..... IV ( Ai), com A1, A2, ..., Ai, dis-
junt os em E, prova-se facilmente, tendo em conta que o vector aleatório 

Ex, (AI) , Z:1_1 Exi (A1)) tem distribuição multinomial. Omite-
se aqui a sua resolução, a qual pode ser consultada. em [24], pág.133. 

2. p (F) = oo 

Vamos decompor g na forma g = Z7_1 gi, procedendo do seguinte modo: 
tome-se uma partição de E, j > 1) , constituída por conjuntos relati-
vamente compactos e defina-se pi (B) = p (B n A,) , VB E E. g., é finita 
uma vez que pi (E) = g (E n Ai) = (Ai) < co (pois µ é Radon e Ai é 

relativamente compacto). Podemos assim construir processos PRM(pi), os 
quais serão designados por Ni. Supondo que estes processos são indepen-
dentes uns dos outros, então o Processo Pontual de Poisson de intensidade 
íz a construir é da forma N = Nj. Averiguemos que N é de facto 
um PRM(g), verificando que o seu Funcional de Laplace se define como em 
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(1.1). Seja então f > O, mensurável. Então 

(.1") = 

00 

E (exp 1—N (f)1} = E {exp (f 
2=1 

E { exp (J))} 
:1  

limHE {exp (f))} , 
T-.00 

;7 =1 

fim fJ {exp {— f — e-f(z)) (dx)]} 
-• CO E 

i= 1 

um { exp [— f (1 — e-f(x)) (».7) (dx)1} r_oo i=1 

exp [— — c-1(21 (»i) (dx)] • E oo 

i= 1 

exp[— f (1 — e- f(i)) p (dx)] 
E 

exp [— E (1 — e-f) 

em que a quarta igualdade surge pela independência de {Ni, j > 1} e a quin-
ta pelo facto de Ni ser um PRM(/.5). A última expressão é precisamente 
o funcional de Laplace definido como em (1.1). 

Vimos como são caracterizados os Processos de Poisson e corno inclusive, 
podem ser construídos.Veremos no próximo resultado, que a transformação de 
um PRM, por meio de uma aplicação mensurável, ainda, é um PRM, isto é, o 
processo que se obtém aplicando urna transformação mensurável aos pontos que 
definem um PRM é ainda um PRM. 

Proposição 1.4 Sejam Ei e E2 dois espaços localmente compactos com bases 
contáveis, e Ei e E2 as respectivas a-álgebras. Seja T: (E1, E1) —› ( E), E2) uma 
aplicação mensurável. Se N é um PRM(p) em E1, então 

N := N o T-1 

é um PRM em E2 com intensidade Ti definida por 

= p o T-1 . 
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Se tivermos uma representação da forma 

Ar = E x, 
i>1 

ao. 

N o T-1 = Er(x,)• 
i>1 

Dein. A demonstração segue de perto a apresentada. em [23], pág.134. Seja f2 
uma aplicação mensurável de E2 em [0, co). Então pelo teorema de transformação 
de integrais, Velll 

( f2 ) = E {exp [— Í (f2)] } 

= E {exp [— f2 (x2) Ar o T-1 (w, dx2)j} 
L 

= E {exp {— f f2(T (xi)) N (w, dx1)]} • 

Como f2 o T é não negativa e mensurável em E1 e N é um PRAÍ (si) em .E1, 
('111 80 por ( 1.1) obtém-se 

'çb (f2) exp [—(1 — e-f2°T) dp] 
.1 Ei 

= exp [— f (1 — c-f2(4) µ o T-1 (dx)] , 
E2 

que é o funcional de Laplace cio (g o T-1) em E2. • 

Proposição 1.5 Sejam E1 e E2 dois espaços nas condições anteriores. Supo-
nhamos que 

= EXi 5 

i>1 

é um PRIU(jI) em (El, ei) e seja K : El x E2 [0,1] uma função de transição 
de E1 E2, i.e., K F2) é ei-inensurável para todo F2 E E2 e I (•) é uma 
medida de probabilidade em £2, para todo x E E1. Seja {Ji, i > 1} uma colecção de 

elementos aleatórios com valores em E9, condicionalmente independentes, dado 
{Xn}, i.e., 

P y {X ri } , { J,„ , = P Y 1 = = K (Y) 
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P [J, E F2 I { X} , {4, a = P [Ji E F2 I (1.2) 

= K x, (F2) = K F2) , Vi,V F2 E 62. 

Então o processo bidimensional 

IV* = 
i>1 

é um Pl?Al(p) em E1 x E2 de intensidade g' onde 

p.* (dx, dy) = p (dx) Kr ( dy) . 

Caso especial: Se {Ji, i > 1} forem i.i.d. e independentes de {Xi, i > 1} , com 
distribuição comum. F, então Ei, E(xji) é Um PR11/1(p') com p* = p (dx) F (dy). 

A demonstração desta proposição recorre a dois lemas, os quais passamos a 
apresentar. As respectivas demonstrações omitem-se, mas podem ser analisadas 
em [24J, pág.135-36. 

Lema 1.1 Seja f: E1 x E2 --> [O, co) uma função limitada. Então 

E [f (Xi, J,) I {X„}1 = f f (Xi,y) Kx, ( dy) , q.c. (1.3) 
E.2 

Lema 1.2 Se g : E1 x E, —› [0, 1] é El x62-mensurável, então 

E (Hg (Xi, Ji) 1 {X„}) = n E (g (Xi, Ji) I {X„}). (1.4) 

Passamos agora a expôr a demonstração da proposição anterior, tal como é 
apresentada em [24], pág.136. 
Dem. Seja f > O, 6 x 62-mensurável. Então 

wAr• (f) = E {exp [- 1\1* ( f)]} = E {exp f (Xi,Ji)1} 

E 

E 

E 

00 

i=1 

e-f(X"j1= E [E (ll e- f(X.A) 1 {X})] 
i-=1 

[0. n E (e- f(xhii) 1 {X„}}1, por ( 1.4) 
c-f(xi.v)Kx, (da))] , por ( 1.3). 
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Considere-se O (X i) = fE2 e-f(x‘,11)Kx, (dy) tal que O < O < 1. Temos então 

t51,- (f) = E {H9(xi)}. E {exp [- (- log (Xi))] 
00 00 

= E {exp [- f (- log (x) Aridx)] 
E, 

gim (- log O) 

Inas porque Nlé uni PRM(p) obtém-se a partir de ( 1.1) 

WN. (f) exp {- f (1 - e-("1"g °(x))) p. (dx)} 

= exp {- (1 - O (x)) (dx)} 
E, 

= eXI){- fr1 (1 - f 2  (dy)) p, (dx)} 
E 

exp {- (1 - e-f(i'v)/2 (dx) Kz (dy))} 

= exp {- (1 - e-f(x'9) 12- ( dx, dy))} , 

que é o Funcional de Laplace do PRM(p'), onde g* (dx, dy) = p (dx) K (dy), 

provando-se assim o resultado. • 

1.3 Convergência Vaga 

O estudo de certas propriedades inerentes aos processos estocásticos, tais como, 
o comportamento limite de extremos, de somas e covariâncias amostrais, e o 

próprio problema da estimação, recorre frequentemente à teoria da convergência 
fraca dos processos pontuais. Para se trabalhar com este tipo de convergência, 
tem toda a utilidade estabecer-se em ./lip (E) a noção de convergência vaga e a 

topologia associada, a topologia vaga. Corno iremos ver, esta topologia confere a 
Mp (E), o estatuto de espaço métrico, completo e separável. 

Na nossa exposição apresentaremos inicialmente, alguns resultados para a 
topologia vaga referentes ao espaço M+ ( E), o espaço de todas as medidas de 
Radon não negativas, definidas em (E, E). Veremos que toda a teoria da topologia 

vaga pode ser transferida de AI+ (E) para Mi, ( E). 
Comecemos por considerar novamente E, corno um espaço topológico de Haus-

clorff, localmente compacto e com bases contáveis. Seja p uma métrica que torna 
E num espaço métrico, completo e separável. Seja ainda CK (E) o espaço das 
funções reais contínuas definidas em E com suporte compacto, isto é., f E CK (E) 
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sse f é continua e 3K C E, compacto, tal que f (x) = O se x e Kc. Tome-se 
C 14,-- ( E) , o subconjunto de C K (E), constituído por todas as funções contínuas 
não negativas de suporte compacto. Defina-se M + (E) como a mais pequena cr-
álgebra de subconjuntos de 1W+ (E) , que torna mensuráveis as aplicações cia forma 
Hf : 111+ (E) --> Ia+ e que transforma qualquer medida m em m (f) = f E f dm, 
para funções f E C (E). Repare-se que à semelhança de Mi, (E), um elemen-
to aleatório em M+ (E) é uma aplicação mensurável do espaço probabilístico 
(S2, A, P) para o espaço (M+ ( E) , M + ( E)). 

Definição 1.5 Dados p„e g pertencentes a M+ ( E), diz-se que p„ converge 
vagamente para g, e escreve-se p„ L' > g, se p„ (f) —> p(f) em IR, para toda a 
função f E C (E) e onde g„ (f) = f E fdp„. 

A topologia vaga, tal como é referido em [24], pág.140, pode ser construída 
em M + (E), definindo-se uma colecção de conjuntos abertos. Esses conjuntos 
são obtidos da seguinte forma: tome-se a sub-base em M+ (E) , constituída pelos 
conjuntos cio tipo 

{p E ilf+ ( E) : s < p(f) < t} 

para alguma f e C-1; ( E) e com .9 < t. Considerem-se todas as intersecções finitas 

dos elementos da sub-base para se formar uma base. Então os conjuntos abertos 
são obtidos tomando as uniões dos elementos dessa base. Uma vizinhança para 
p E M + ( E) será então um conjunto da forma 

{v E M+ ( E) : 3/ finito, fi E C-i• (E) , i E /, iv (fi) — p(f,)i <.5,i E I} . 

Definida a topologia vaga em M + (E), pode formar-se naturalmente a a.-
álgebra gerada. pelos conjuntos abertos, i.e., a (7-álgebra dos boreleanos para 
a topologia vaga: 13,, (M+ ( E)). Ora, Jagers ( 1974), provou que esta (7-álgebra 
coincide precisamente com M + (E). 

Interessa-nos agora estabelecer o conceito de convergência vaga considerando-
se sucessões da forma {g„ ( A) , A E E}. Essa identificação é traduzida pelos re-
sultados seguintes: 

Proposição 1.6 Sejam g, 112, •-, 11,,, • -, 
equivalentes as condições: 

elementos em M+ ( E). Então são 

a) Ni 

b) g„ (A) —> p ( A) , para todo o conjunto A relativamente compacto para o 

qual se tenha p (6A) = O ( a fronteira de A tem medida nula). 
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c) Para todo o compacto K, tem-se 

(sup pr, ( K)) ≤ i (K) 

e para todo o aberto, relativamente compacto G 

(inf 14, (G)) ≥. ÍL (G) . 

Dern. Veja-se em [241, pág.142. 
A próxima proposição assegura-nos que todo o espólio topológico e métrico 

de AL,_ (E) pode ser transferido para (E). 

Proposição 1.7 O espaço das medidas pontuais MI, (E) é fechado em .11/1+ (E) 
para a convemência vaga. 

Dem. Veja-se em [24], pág.145. • 
Tentos agora a garantia de que dada uma sucessão de medidas m„ em (E), 

que convida ‘•agamente para uma medida m, essa medida. também está em 
4, ( E). O conceito de convergência vaga pode então ser enunciado em termos 
do espaço das medidas pontuais: 

711„ 711 em M (E) se mn (f) = f dm, —› m (f) = f f dm, 

para toda a função f E Ci‘; ( E) . Uma outra consequência a reter da proposição 
anterior, é que a (7-álgebra dos boreleanos gerada pelos abertos para a topologia 
vaga em Mp (E), representada por 5„ (Mp (E)), coincide com Mp (E), ou seja, 

13„ (Mi, ( E)) = Mp (E) . 

Deste modo, pode descrever-se de forma semelhante, uma estrutura de medida 

pontual definida à custa de uma ou de outra (7-álgebra. 

Proposição 1.8 A topologia vaga em Mp (E) e em M+ (E) é metrizável, obtendo-
se um espaço métrico, completo e separável. 

Uma métrica que concede a Itilp (E) e a M+ (E) as características mencionadas 
é a designada métrica vaga 

d (µ, p/) = [1— exp {— lít (14) — (MD}, 

com g, Íz' E MI, (E) ( ou It/I+ (E)) e 7-{ = {hi} uma colecção contável densa de 
funções em C14 (E) . 

Dem. A demonstração pode ser examinada em [24], pág.147. 
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Observação 1.3 Dada {pn} uma sequência de medidas em Mp (E) ou em M+ (E) , 

sabemos que p„ sse /In (14) —+ g (h1) para toda a função hl E 7--t. Por outro 
lado resulta por definição da métrica vaga d (gn, g) O sse Ipn (h1) — g (14)1 —› O, 
ou seja podemos escrever que 

--) g sse d O. 

A continuidade é um marco necessário ao estudo da convergência fraca de 
elementos aleatórios e que culmina. com o famoso teorema da aplicação contínua 
(Billingsley,1968).0 próximo resultado irá ajudar-nos a esclarecer esse teorema, 
quando os elementos em causa são processos pontuais. 

Proposição 1.9 Sejam E e E', dois espaços localmente compactos com bases 
contáveis. Suponhamos que a aplicação T : E —> E' é contínua e satisfaz para 
todo o subconjunto compacto K' C E' 

T-1 (K1) é compacto em E. (1.5) 

Então a aplicação 

T* : M+ (E) —> 
—> T' (g) = o T-1 

é contínua. A restrição de T` a M7, ( E) é dada por 

T' : imp(E) M p (E) —> Mp (E') 

E E x , T (E = 

e é contínua se a aplicação T' sobre os pontos que caracterizam a medida pontual 
fôr contínua e verificar (1.5). 

Dem. Sejam {p„}neN e p elementos em M+ (E) tal que pn g. Dada a função 
f E C-k- ( E'), tem-se 

7" (lin(f)) = Itn ° T-1 (f) = (f ° 7') • 

Por ( 1.5) , a. aplicação f o T pertence a C/4,:. (E), pois o suporte de f oT é dado 

por T-1( suporte de f), sendo por sua vez compacto em E. Dado que pn L'› p, 
então 

(gn (f)) = 1.1n (f o T) —> p (f o T) = g o T-1 ( f) , 

e portanto, 



36 Convergência fraca 

1.4 Convergência Fraca de Processos Pontuais 

Vimos na secção anterior que o espaço Mp (E) goza das propriedades de existência 
de métrica, de completude e de separabilidade. Ora, essas propriedades permi-
tem estabelecer a equivalência entre a convergência fraca e a convergência em 
distribuição. Essa equivalência é aliás, válida para qualquer espaço que usufrua 
dessas mesmas características. Com vista a desenvolver o estudo da. convergência 
fraca para medidas pontuais aleatórias, apresentamos inicialmente urna revisão 

(leste t ema. 
Seja X um espaço métrico, completo e separável, munido de urna métrica p. 

Sejam 5 (X) a (7-álgebra clos boreleanos gerada pelos abertos de X e (S-2, A, P) 
um espaço de probabilidade. Um elemento aleatório X em X, é, por definição, 
uma aplicação inmsurável do espaço (Q, A) para o espaço (X, (X)). Alguns 
exemplos de elementos aleatórios são as variáveis aleatórias (X = R); os vectores 
aleatórios em X = Rk; as funções aleatórias no espaço X = C ([0, oo))-espaço 
das fincões contínuas em [O, oo); os processos pontuais no espaço Mp (E), entre 

outros.Considere-se em X, a sequência de elementos aleatórios {X„}nENo Defina-
se em (X), a sucessão de medidas de probabilidade ou distribuições de X„, por 

P„ ( B) P o X (B) = P [X„ E B] = P [{w E S-2 : X„ M E B}] , B E (X). 

Diz-se que X„ converge fracamente para o elemento aleatório X0, e escreve-se 

X„= X0 ou P„ Po ou ainda X„ X0, sse 

E [f (X„)] = f f (x) P,, (dr) f f (x) Po (dx) = E [f (Xo)] 

para toda a função f E C (X), a. classe das funções reais, limitadas e contínuas, 
com valores em X. 

Uma outra forma de definir a convergência fraca é com base no conceito 
de sucessão relativamente compacta. Diz-se que a sucessão {X„}nEN0 é relati-

vamente compacta sse a sucessão das suas distribuições {P„}, é relativamente 
compacta, i.e., sse toda a. subsequência {X} C {X}, contém uma subsequência. 
{X} C {X4 que converge fracamente para algum elemento aleatório X E X, 
podendo X ser diferente de subsequência para subsequência. Ora, para que se 
tenha X„ X0 prova-se que é necessário e suficiente, que a sequência {X„} seja 
relativamente compacta e que todos os limites de subsequências de distribuições 
de X„ sejam iguais à distribuição de X0. Corno se vê pela definição, a relatividade 

compacta não é simples de ser verificada. Mas, o teorema de Prohorov ( 1956)2, ga-
rante que sendo X um espaço métrico, completo e separável, pode estabelecer-se 
uma equivalência entre relatividade compacta e Tightness3. A sucessão {Xn}„EN, 

2Veja-se em apêndice. 

'Não se encontrou na literatura consultada um termo português correspondente ao conceito 
de light (apertado), optando -se por se utilizar o termo em inglês. 
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diz-se tight sse a sucessão de distribuições {Pn} é tight, i.e., sse para todo E > O, 
existe um compacto K = Ke em (X), tal que P (X„ E K) > 1 — e, Vn, E lNo. A 
vantagem em utilizar-se o conceito de sucessão tight em substituição de sucessão 
relativamente compacta, está no facto de em espaços com as propriedades como 
as de X (existência de métrica, separabilidade e completude), ser normalmente 
mais fácil trabalhar-se com a caracterização de conjuntos compactos. O próprio 
conceito de sucessão tight, tem as suas ramificações e variantes, quando aplicado 
a um particular espaço métrico. É o caso do exemplo seguinte. 

Exemplo 1.6 Seja C = C ([0, 1]) ,o espaço métrico,completo e separável, das 
funções contínuas definidas em [O, 1] , nmnido da métrica usual definida neste 
espaço, a métrica. do supremo: 

p (x,y) = sup lx ( t) — y ( t)1 , 
0<l<1 

com x, y E C. Seja ainda (C), a (7-álgebra dos boreleanos de C, gerada pe-
los conjuntos abertos de C. Para cada x E C, defina-se a função módulo de 
continuidade 

Ké (X) = SIM (t) — X (S)I , COM O < < 1. 
0<s,t<1 As-11<F 

Considerem-se X,, e X elementos aleatórios de C. definidos num espaço de pro-

babilidade ( S2, Á. P), ou seja., X„ : ----> C ([0, 1]) e X : S2 C ([0,1]) tal 
que ' (5 (C)) c A e (B (C)) c A. Isto significa que para cada w E S-2, 
X„ w) e X (•, w) são funções contínuas, e para cada / E [O, 1] , Xn ( t) e X (t) são 

variáveis aleatórias. Nestas condições, diz-se que XT, (> X ou que Xn X sse 
é tight e as distribuições dimensionais finitas de X„ (t) convergirem (em 

distribuição ou fracamente) para as de X (1), i.e., Vk E N, O < ti < < tk < 1 

(Xn (t1) Xn (4)) (X (ti) , X (4)) em ORk, B (RI) • 

Para provar a. Tightness, utiliza-se uma. outra caracterização de conjuntos com-
pactos, para o caso especial do espaço C, a qual resulta de um teorema. clássico da 
análise, o teorema de Arzelà-Ascol. O teorema referido diz que um subconjunto 
A E C ([0, 1]), tem aderência (Ã) compacta. sse 

sup lx (0)1 < oo e lim sup sup lx (t) — x (s)1 = O 
xEA xEA 

Ora, com base neste resultado, pode provar-se4 que {X„}nEN. é tight sse: 

a) VE > O, 3a > O tal que P (1Xn ( 0)1 > a) ≤ E, 

'Veja-se por exemplo [2], pág.55. 
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h) Vti > O, Ve > 0,36 = 6 ( 77, E) com 0 < 6 < 1 e 3770 = no (77, E) E IN, tal que, 
para n > no tem-se 

[ P [sup Kx„ (6) _>_ 77] = P sup IX „ (t) — X,, ( s)1 ≥, 77 < E. 
0<s,t<1,1s—t1<$5 

Repare-se que este exemplo pode ser extendido a outros espaços tais como 
C ([a.1]), ou C (1RP), com p > 1, pois é possível estabelecer-se um iso-
morfismo entre(C ([0,1]),p) e os referidos espaços, que preserva todas as 
propriedades inerentes à existência de métrica, completude e separabilida-

de. 

Um dos teoremas fundamentais e de grande utilidade na teoria da convergên-
cia fraca. é o teorema da aplicação contínua., que consiste no seguinte: 

Teorema 1.1 (Teorema da aplicação contínua, Billingsley,1968). Sejam 
pi) e (X2, p,) dois espaços métricos e suponha-se que {X,„},,EN. é uma se-

quéncia dc elementos aleatórios de X1 tal que X„ X0, com Xo e x.1. Se 
h : x, verificar 

P [X0 E Dh] = P [X0 E {:E1 E X1 : hé descontínua em x1}]= O 

então 

h (X„) h (X0) 

CM X2. 

Dem. Omite-se. Para um estudo mais aprofundado veja-se a demonstração em 
[2], págs 30-31. • 

Voltemos agora ao espaço Mp ( E). Já sabemos que todo o processo pontual, 
é identificado pelo respectivo Funcional de Laplace e por conseguinte, é natural 
que se possa estabelecer a convergência fraca do processo, em termos do seu 
funcional. Mas, por outro lado, como foi visto anteriormente, a. convergência 
fraca está fortemente ligada ao conceito de sucessão tight. Ora, é nesta relação 
estreita entre funcional de Laplace e sucessão tight, que se rege a convergência 
fraca de medidas aleatórias pontuais. Neste sentido, apresentamos o seguinte 
resultado: 

Proposição 1.10 Sejam elementos aleatórios de Mp (E). Então 

en e sse P̀G,(f) --)W (f), 

para toda a função f E Ck" (E). 
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Dem. Apresentamos aqui, apenas um breve esboço da demonstração, a qual 
pode ser examinada detalhadamente em [24 pág. 153. Suponha-se então que 

em M p ( E). Para f E Cl-k- (E) defina-se a aplicação contínua 

Tf: M(E) —› Re+ 

P —) Tf (g) = PM= fdg 

Ora, o teorema da aplicação contínua garante que se en então 

Tf (en) = en (f ) TI (e) = e ( f) 

e pelo teorema da convergência dominada, vem, 

(f) = E {exp (f)}} E {exp [—e = (1) . 

A recíproca prova-se com base no seguinte resultado: { n} é tight em Afp (E) sse 

(f)} é tight em R, para f E C7,: (E) . • 
Apresentamos por último, dois resultados essenciais na teoria dos processos 

pontuais, que se referem à relação de equivalência entre convergências fraca e 
vaga, permitindo desse modo, estabelecer a ponte entre processos pontuais e 

variação regular, assunto a que nos dedicaremos nos próximos capítulos. 

Proposição 1.11 Para cada natural n, seja {X„,k,k > 1} , uma sucessão de ele-

mentos aleatórios i.i.d, que tomam valores em (E, E). Defina-se Nr, := Zex„,k 
k=1 

e admita-se que 1\I PRA'! (p) , com p medida de radon em (E, E). Então 

Nn N 

em Mp (E), sse 

77.P [X.,1 e -] ti, 

em E. 

Dem. Seja f E C;4,: (E). Tem-se 

wN.(f) 

—4 

E {exp [—Nn (f)]} = E {exp [—D . (X n,k)]} 
k=1 

(E {exp [— f (X„,1)]})n 

(1 — e—f(x)) Ti P [X„,i E (IA  y 

exp {— f (1 — f (dx)} = WN (f)1 
E 

sse 77.P Ptin3 E .1 -L'› • 
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Proposição 1.12 Nas condições da proposição anterior, defina-se 

00 

en := 

k=1 

e admita-se que e é um PRAI em. [0, co) x E com intensidade dt x dít. Então 
e„ e em Ali, ([0, oo) x E) sse 

nP[X„,1 E -] g em E. (1.6) 

Dem. Esta demonstração segue de perto a apresentada em [24], pág.155. 

Mostremos em primeiro lugar que se 77.P [X n3 E p então en e, provan-
do para esse efeito que o funcional de Laplace de e„ converge para. o de e. Ora, 
para f E C14,: ([0, co) x E), o funcional de Laplace de en é da forma 

(f) = E {exp[—„ (f)]} = E {exp X„,k1} 
77. 

= ('—. L(1 — e-f()) P [X„,i E dx]) . 

Provemos que (f) —› (f) sse 

— log x1/;„ (f) = (1 — f (1 — c-fU'')) P [x,1,1 E dx]) —) — 

Defina-se An por 

A?, (ds, dx) = ((is) P [X„,1 E dx] . 
k " 

De ( 1.6) segue-se 

(ds, dx) L' > ds (dx) . 

Então, 

(l - e-1()) P E d 
E 

1 (1 — e) d), 
fie , o ) x E 

(1 — f (s.r)) ds (dx) 
n—";‘) f _ log ‘11 (f). (1.7) 
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Alem disso, se o conjunto compacto K, for o suporte de f em (0, co) x E, então 
existe um subconjunto compacto A c E tal que por ( 1.6), vem 

stip f (1 — e-f( 1*,z)) P [X,1 E dx] P [X72,1 E A] —> O. (1.8) 
k>1 E 

Tendo em conta a expansão, 

log(1 + z) = z ( 1 + e ( z)) , com je(z)j≤ lzi se Izi < 1/2, 

VC111 por ( 1.7) e ( 1.8) e para n suficientemente grande, 

— log qf (f) (1 — f P [X E dx] 
k E 

9 

(.1. — c-f()) P [X„,1 E dx]) E 

(suP f (1 — k>1 E  P [X.,1 E dx]) 

x e-f()) P [X.3 E dx] ri—, O. 
• E 

e por conseguinte z/) (f) —> (f) . 
Reciprocamente, suponhamos que tk (f) —> (f), qualquer que seja a 

função f E C ([0, oo) x E) . Seja f ( s, x) = 1[031(s) g (s) , onde g E Cj,f- ( E) . 
Repare-se que esta função f não está definida em C ([0, co) x E). Mas toman-
do as desigualdades 

hT (s) g (x) ≤ f ( s, x) ≤ 117 (s) g (x) , 

onde() < h (s) T 110,11 (s) e ht (s) j. /[0,11 (s) quando 1 —) oo e para hP (s) perten-
cente a c ([0, co) x E), pode provar-se, seguindo o mesmo raciocínio anterior, 
que 

(f) = E {exp[—„ (f)]} = E {exp[—Eg (Xn,k)]} 
k=1 

—> exp [— f (1 — 

seja, Z nk=i Ex..„ (g). Logo conclui-se que 

nP [X,„1 E •] L')11, 

pela proposição 1.11. • 





Capítulo 2 

Processos Pontuais Limite 
associados a Modelos de Médias 
Móveis dirigidos por Erros com 
Distribuição de Variação Regular 
nas Caudas 

Os processos autoregressivos e de médias móveis (ARMA), são utilizados frequen-

temente para modelarem séries temporais e tornam-se particularmente interes-
santes quando são dirigidos por erros que apresentem nas caudas distribuição de 
variação regular. Esse interesse advém de se poderem extrapolar propriedades 
que se prendem com o comportamento limite desses processos, tais como o estu-

do de extremos e de somas e funções de covariâncias amostrais. Neste capítulo 
restringiremos o nosso estudo à análise da teoria limite de processos pontuais, 
quando associados a modelos de médias móveis estacionários, gerados por erros 
com distribuição de variação regular de índice —a, com a > O. Para já apresen-
tamos uma breve revisão de alguns resultados das funções de variação regular de 

variávies reais, que irão ser utilizados ao longo deste trabalho. 

2.1 Funções de Variação Regular. Conceitos Bá-

sicos 

—+ 
Definição 2.1 Seja U : 1[1+ --> IR. uma função mensurável. Diz-se que U é de 
variação regular em co com índice p E IR e escreve-se U E RV,„ sse 

lim ( tX) = x p 

(t) 

43 
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para todo x > O. O expoente p também é designado por expoente de variação 

regular. 

Vemos pela definição que as funções de variação regular comportam-se assin-
toticamente como as funções polinomiais (p > O) Quando p = O, a função U 
diz-se de variação lenta em DO. As funções de variação lenta são normalmente 

representadas na literatura por L (x) e verificam portanto 

L (tx) 
nin — = 1. 

L ( t) 

Se U (:r) E R17,„ então U (s) 12:P E Rlio, pois 

U (tx) I (tx)P  lim — lim —xP = 1. 

c—co U (t) ItP L--•coXP 

Fazendo L (x) = U (x) /x", podemos escrever U (x) = xPL (x), o que significa 
que qualquer função de variação regular de expoente p pode ser identificada. 

pela função de variação lenta que lhe está associada. Doravante sempre que 
escrevermos f (x) g (x), significa que (x) 1 g (x) = 1. Note-se que a 
definição anterior pode ser extendida à origem: U é de variação regular em O 
sse U (x-1) é de variação regular em cc. Alguns exemplos de funções de variação 
regular em DO são a própria função xl) e a função ( 1 + x2)P com expoente de 

variação 2p. Todas as potências de llogx1 são de variação lenta em O e em co. Na. 
Teoria das Probabilidades também encontramos alguns exemplos de funções de 
distribuição em que as caudas apresentam variação regular em co. É o caso das 
funções de distribuição que verificam a propriedade 

1 — F (x) x oc, com C>Oea> O. 

Observe-se que, para O < a < 2, estas funções de distribuição pertencem à classe 
das leis estáveis. 

Proposição 2.1 (de Haan,1970; Feller,1971) U : 111+ rt+ é de va-
riação regular se existe uma função h, tal que para todo x > O 

lim  (ts)  U (t) = h (x) 
2.-00  

Neste caso h (x) = xP para algum pEReUE I7Vp. 

—+ 
b) Seja U : IR --> IR uma função monótona e mensurável. Suponha-se que 

existem duas sucessões de termos positivos,{An} e {an}, tais que 

An+1 
—› 1 e an —> oo. 

An 

(2.1) 
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Se para todo x > O existir uma função H (x) finita e positiva, tal que 

lim AnU (a„x) = H (x) , (2.2) 
n—.co 

então U é de variação regular de expoente p, para algum p E IR, tendo-se 
além. disso H (x) = Cx1), C > O. 

Dem. Esta demonstração segue de perto a apresentada em [24], pág. 14. 

a) A função h é mensurável, pois é o limite de funções mensuráveis. Por outro 
lado para x >Oey> O, tem-se 

U (txy) U (txy) U (tx)  

U ( t) U (tx) x U (txy) 

e fazendo t oo, vem 

h (xy) =- h (y) 11 ( x) , 

logo h. (x) = x". 

b) Assunia-se que U é não decrescente. Como a„ —+ co, para cada t existe 
1111111 função n (1), definida por 

n. (1) = inf {m : an,±1 > t} 

e tal que a„(1) < t < an(0.4.1. Pela monotonia da função U e para x > O tem-se 

(4(04-1 ),,i(e)U (an(i)x) < U (tx) < An(i) ()inu)U (ar,(0 +1x)) 

An(t) ) n (t)+ 1U (a n(t)+1) U (t) 4(0+1 An(0-1-1U (an(t)) • 

•(tz) = 1.H (x) 1 H ( 1) . Tornando t —› co e usando (2.1) e ( 2.2) resulta que lim u t_co u(t) 
O resto da demonstração resulta de a). • 

Exemplo 2.1 Considere-se {Xn,n. > 1} uma. sequência i.i.d. de v.a.'s com dis-
tribuição comum F e seja 

= max Xi. 
1<i<n 

A função de distribuição de Aln é dada por 

P [11/4, x] = P {nExi ≤xl} = Hp[Xi 5 = Fn (x) . 

II 

= 1 i = 1 
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Suponhamos que existe uma sequência de constantes positivas {an} tais que 

P [a:1 z'll„ < xj = Fn (aox) --> (I>„ (x) = exp, com x > O e a> O. 
(2.3) 

Se tomarmos logarítmos em (2.3), para x > O, obtemos 

um n (- log F (anx)) = 
71—.00 

Ut ilizando a relação - log ( 1 - z) z, quando z O, no limite anterior ficamos 

COM 

11111 (— log F (a„x)) = lim (- log ( 1 - ( 1 - F (anx)))) 
n- pc. 71—.00 

lim 77 ( 1 F (a„s)) = 
71—.00 

(2.4) 

Usando agora a alínea b) da proposição anterior e o limite em (2.4), resulta que 

1 - F (x) = "L (x) , x -› co, para algum a > O. 

Pode-se provar (veja-se por exemplo em [ 131 ou em [24D, que uma sucessão { an} 
que sat isfaz ( 2.4), é determinada pela relação assintótica 

(1H , ( 1 - F) ( 1 )- 

1 
(n) = inf { x : 1 (x) ≥ n} = inf { x : 1 - F (x) ≤ 

- F  

Por outro lado em (2.4), se fizermos x = 1, vem que hm n ( 1 - F (an)) = 
n—. Do 

donde 1 - F (a„) Mas uma vez que 1 - F (ao) (ao)° L (an), tem-se que 

(ao)-n L (ao )1 -n, donde an ni/QL (n). 

O teorema seguinte, conhecido por teorema de Karamata, é muito utilizado 
no estudo de limites que envolvam integrais de funções de variação regular. Nes-
se teorema assume-se que as funções são localmente integráveis. A respectiva 
demonstração pode ser analisada por exemplo em [24], págs. 18 e 19. 

Teorema 2.1 (Karamata) (i) Se p > -1 e U E RVp então 

fox U (t) dt E RVp+ i, 

verificando-se além disso 

xU (x)  
lim  = p + 1. 
z-oo fox U (t) dt 
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Se p < - 1 ( ou se p = -1 e existir srzc° U (t) dt), então U E RVp implica 
U (t)dt E RVp+i e 

xU (x)  
um = -p - 1. 

U (t) dt 

(ii) Se U satisfaz 

xU (x) 
um  = À E ( 0, 00) , 
x —00 fo7 U (t) dt 

então U E Rii),~1. Se f: U (t) dt < co e 

xU (x) 
  = À E (0, co) , 

x--00 fr U (t) dt 

então U E R.V),_ 1. 

Corolário 2.1 (R.eresentação de Karamata). L é uma função de variação lenta 
sse puder ser representada na forma 

L (x) = c (x) exp{fx t-l e(t)dt}, 

para todo x > O e onde c : 111+ --> E : 111+ R+ tal que 

lim c (x) = c E (0, oo) e lim E ( t) = O. 
X00 c-.00 

Uma das propriedades fundamentais de que as funções de variação regular 
gozam, são as chamadas desigualdades de Potter ou Potter Bounds. Para um 
estudo mais aprofundado destas desigualdades aconselha-se a consulta do Teo-
rema. de Potter em [13], pág 25. Destacamos aqui apenas uma variante dessas 
propriedades, apresentada em [16], pág.106, por sinal a de maior utilidade para 
os resultados que iremos desenvolver no próximo capítulo. 

Proposição 2.2 Seja U : R+ --) R+ uma função de variação regular, com 
expoente p E R. Então para todo e > O, existe um to = to (e) tal que; para todo 
t > to e tx > to, tem-se 

U (tx)  
(1 - e) xfl exp (-E Ilog xl) ≤   ≤ (1 + E) XP exp (E xl). 

U (t) 
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Dem. Utilizando a representação de Karamata, defina-se para x > 1 

U (tx) _ c (tx) 
exp {I s-1 p (ts) ds} . 

U (t) - c (t) 

Escolhendo um to tal que, para 1 > to e tx > to implica que p - e < p (is) < p + e, 

donde 

e (IX) exp 1 8 -1 (p E) dS} U (tx) 
(f) u  (t) cc((ttX)) exp {fi s-1 (p e) ds} 

e portanto 

c ( tx) U (tx) c (tx) 

c ( t) U (t) - c ( t) 
exp {- (p - e) log x} < < — exp {(p + e) log x} . 

C( 11110 

( c (tx)  
c(tx) exp t(p + e) logx} < + e) XP eXP {E log x} 
c (t) c ( t) 

(1 + XP eXP {E log x} 

e também, 

c (tx) (c (tx) 
exp {- (t) (p - e) log x} e) xP exp log x} 

(t) c  

(1 - e) XP exp {-E logx} , 

(1 — E) XP exp{-elog x} ≤  _< (1 e) XP exp{elog x} . 
U (t) 

Para O < x < 1, a resolução é idêntica, tendo-se apenas neste caso a diferença de 

que llog xj = - log x. 

2.2 Teoria Limite para Processos Pontuais as-

sociados a Modelos de Médias Móveis, di-

rigidos por Ruídos com Distribuição de Va-

riação regular nas Caudas 

Consideremos uma sequência i.i.d. de v.a.'s, {Zk}kez, com distribuição comum 
F, cujas caudas verificam 

(1 - F (x) + F (- x)) = P [141 > = x-a L ( x) , x oo, (2.5) 
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e 

P [Zk >  

> x] 
p 

x-.00 

P [Zk ≤ x] 
e 

P ElZki > 
g, 

x-00 
(2.6) 

onde L (x) é urna função de variação lenta em co, a> O e O < p< 1, com 
p + q = 1. Seja {Xk, k > 1} o processo linear de médias móveis, estritamente 
estacionário, gerado pela sequência {Zk} e definido por 

00 

Zk—j 

2=0 

k > 1, (2.7) 

onde {c i} é unia sucessão de constantes que satisfaz 

00 

If! 31 < co, para algum 6, tal que O < 6 < min (a, 1) . (2.8) 
j=0 

Scja ainda {a„}„eN , unia sucessão de constantes positivas, definida por 

e que verifica 

{ ar, = inf x : P HZ il > xi  
- n 

(2.9) 

n P [jZil > anx] Cx-", para x > 0,C > O. (2.10) 
n 

Recorde-se que, tal corno foi visto no exemplo 2.1, ar, nlic`L (n) . 

Urna consequência imediata de (2.8), é a convergência absoluta com probabi-
lidade um, do processo linear {Xk}, pois uma vez que que O < 6 < min (a, 1) , 
tem-se pela. desigualdade triângular, lx + y16 < ixi6 + I7 que 

00 

E (IXkl6) ≤ jc.i16 E (14-i16) = E(IzlI6)l cj I < co, 
j=o J.o 

o que mostra. que Xk := ZZo CiZk—i é finito quase certamente. Também se prova 
que a sequência dos erros {Zk} verifica 

= 00 

< co 

se 6 > a 

se 6 < a, 

e por conseguinte var (Zk) = co se 0 < a < 2 e E ( IZii) < oo se a > 1. 
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Nas condições anteriormente descritas, Cline ( 1983) provou' o seguinte resul-

tado 

P[IXÀ.I>xj P 2ZoicJilZk-ij > co 
lim = < eo, 
.7-ac pilzd > P [IZ d > x] 

(2.11) 

o que revela que as caudas da distribuição de Xk, comportam-se do mesmo modo 
como as de Zk. As relações assintóticas de variação regular implícitas em (2.5) e 
(2.6) e que envolvem as caudas, direita e esquerda, da distribuição de Zk, levam 
naturalmente a considerarem-se espaços métricos do tipo [-o°, oo]S \ { 0} , para 
algum s > 1. Ora, nestes espaços se tomarmos colecções de variáveis aleatórias, 

definidas à custa da sequência {4}, poderemos construir processos pontuais e 
estudar as suas propriedades limite, no que diz respeito à. convergência fraca dos 
mesmos. Relembrando que os espaços métricos, onde esses processos pontuais 

estão definidos. os espaços das medidas pontuais aleatórias, gozam das proprie-
dades de completude e separabilidade, ao implementarmos resultados em termos 

de convergência fraca, estamos a estabelecer de forma equivalente, propriedades 
inerentes à convergência em distribuição desses mesmos processos. Para começar, 
vamos considerar para cada n ,a sequência de elementos { (, a,:'Zk) , k > , de-

finida no espaço E = [O, °o) x IR\ { O} , e com ela tomar o processo pontual 

l)idihhlensiOnal =m f.-.(4./,, ,azim. A convergência fraca deste processo, foi ana-

lisada por vários autores, tais como, Mori e Odaira ( 1976), Weissman(1975) e 
Resnick(1984), os quais provaram que no espaço Mp ([0, oo) x IR\ {0}) tem-se 

co 00 

k=1 k=1 
(2.12) 

onde o processo E17 E. (1i,), é um PRIV' (p) de medida g, definida no conjunto 
[0. x IR\ { O} por 

p(dt,dx) = À (dt) x v (dx) 

= dt x v (dx) (2.13) 

e com (dx) = a (px-a-1 1 (0,0,0) (x) + (1 - p)(-x) -°-1 1(_00,o) (x)) dx. Tendo em 
conta os resultados desenvolvidos no exemplo 1.5, o processo limite em (2.12) 
também pode ser escrito corno 

00 

Y:E(4,6krk-11°)' 
k=1 

onde {6k, k > 1} é uma sequência de v.a.'s i.i.d que verifica 

P [5k = 1] = p e P [bk = = 1 - 1), (2.14) 

I Veja-se em [6], p. 83-24. 
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e {rk, k > 1} a sequência de v.a.'s que satisfaz 

rk = Ei + ••• + Ek, (2.15) 

com {Ek}k,/ sucessão i.i.d. de exponenciais unitárias. Observe-se que, pela pro-

posição 1.12, a convergência em (2.12) tem lugar em Mp ([0, 00) x IR\ {0}) sse 

nP[o„-IZi E .] 1-L> v(.) em IR\ { 0}. É precisamente este equilíbrio entre con-
vergência fraca e convergência vaga, traduzido pelo resultado expresso em (2.12), 
que servirá de base para a determinação de limites de outros processos pontuais, 
e conduzirá simultaneamente a um resultado semelhante, envolvendo os elemen-
tos X's. Com esse propósito passamos agora a considerar o espaço topológico de 
Flausclorff, localmente compacto e com bases contáveis, E = [0, co) x rR7 n\ (0}, 
em que m é uni inteiro fixo, positivo e maior do que um. Consideremos ainda E, 
a (7-álgebra (los boreleanos de E, tal que os conjuntos compactos de Yen\ { 0}, 
• os compactos de TI -tm "limitados a partir da origem" e que não contenham a 
origem ( i.e. são conjuntos relativamente compactos e que não contêm a origem). 

Unia classe conveniente de conjuntos que geram E, é a classe S constituída por 
todos os conjuntos (m + 1)-dimensionais da forma 

B = [bo,c0) x x x (b„„cml, (2.16) 

onde [bo, co) é um semi-aberto de IR(1" com bo > 0, o rectângulo 

(bi,cd x x (1),,,cm] 

é limitado a partir da origem e não contém a origem O = (O, ..., O) e G, < 
com 14 O e c, E IR\ {0} para i = 1, ..., m. Estes conjuntos B, atribuem a. S a 
propriedade de semianel-DC2, condição necessária , como iremos ver, para que 
possamos construir unia medida pontual conveniente ao estudo de convergências 
envolvendo o processo de médias moveis {Xk} . Para além disso, estes conjuntos 

B também verificam as condições 

OU 

(bi, (b., cm] n {yei : y E IR} = 0, para i = 1, ..., m (2.17) 

se i = 
3i' tal que (bi, ei] x x {yei : y E IR} = 

0 se i 

(2.18) 

em que ei = (O, ..., O, 1, O, ..., 0) é o vector da base canónica de R', tendo a i-
ésima componente igual a 1 e as restantes iguais a zero. Repare-se que por (2.17) 

e (2.18), o rectângulo m-climensional (b1, ci] x x (bc,.] ou não intersecta 

2 Veja-se em apêndice. 
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nenhum eixo, ou intersecta exatamente o eixo i', não intersectando qualquer um 

dos outros. Repare-se ainda que na condição (2.18), tem-se bi < O < ci para i 
e O (b,‘, ci.). Convencionaremos que yei = ( O, ..., 0, ±oo, O, ..., 0) , sempre que 

y =- ±Dc. Com base nos vectores Z(k) = (Zk, Zk-1)•••, Zk-m+1) e e„ constituam-
se as colecções de pontos {, a,TIZ(k), k > 1} e {tk, ikei} , definidas no espaço 

E = [O, Dc) x rim\ { o}. A partir destas colecções de pontos podemos definir em 
MI, ([0, x Tr"‹. 11 \ { 0}) os seguintes processos pontuais 

OC 00 771 

:= .-Iz(k)) e := Ze(tk,jkei)• 
k.1 "' k=11=1 

(2.19) 

Para melhor compreendermos a estrutura do processo /, imaginemos que a 
componente tk é desprezada temporariamente. Tomemos os jk's e deixemo-los 

cair no eixo el. Pegando novamente nos mesmos pontos jk's, façamo-los cair 
agora pelo eixo e,. Este procedimento é repetido deterministicamente, para os 
restantes eixos. Com vista a provar que o processo I„ converge em distribuição 
para o processo /, apresentamos algumas propriedades destes processos, reunidas 
na seguinte proposiçáo: 

Proposição 2.3 Dados os processos pontuais definidos em (2.19), são válidas 

os propriedades: 

(1) Para todo o B E S, 

P[1(8B) = 0] = 1. 

b) Para todo o B que satisfaça (2.17), 

P [I (B) = = 1 e E [1„ (B)] o. 

c) Para qualquer B que satisfaça (2.18), 

P [I (B) = 0] = exp { —p, ([bo, co) x (b,, , c,,D} , 

e além disso 

E [4, (B)} (lbo, co) x (b,,c,]) 

onde p.(dt,dx) = dt x v (dx) é a intensidade do PRM definido em (2.12). 

Dem. a) Tome-se um boreleano qualquer B, que verifique (2.17). Ora, é evidente 

que não há pontos da forma (tk, ikei) que caiam na fronteira de B, já que os pontos 
ik's estão localizados sobre os eixos e B não intersecta os eixos. Por conseguinte 
I (8B) = 0, tendo-se P[1 (6B) = 0] = 1. Tomemos agora B E S, tal que (2.18) é 
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verificada. Estamos interessados em identificar o n°de pontos (tk, jkei) que estão 
na fronteira de B. Neste caso como há intersecção com o eixo temos 

00 m 

I (bB) = 
k=1 i=1 
oo 

= F_.,(E(ek,lkel)(613) + + e(tk,„ike,,) (SB) + + E(t ,ike) (613)) 
k=1 
00 

k jk) ({ 1)01 CO} X { bzi, 

k.1 

= O, q.c. 

E (tk,Ike.) (62) 

k=1 

00 

porque E Ej, não tem átomos, já que é um PRM (v), com v definida em (2.12). 
k=i 

00 771 

b) Seja I ( B) = E E E. ( ik ke.) ( B) tal que B verifica (2.17). É evidente que 
k=li=1 

(B) = O, pois B não intersecta os eixos e por tal, os pontos (tk, jkei) nunca 
estarão em B. donde I (B) = O com probabilidade um. Calculemos agora o valor 
esperado cio I (B). 

E [I„ (B)] = E [EE ( azi z(„)) (B)] 
k=1 

= (1. p [(-k,—z(k)) E fil -E 0.P [(—k,—z(k)) £31) 
n an n an 

(— Z(k)  E koh ci] X ... x (b,„cm ]) 
a„ 

Zk Zk—rn+1  
P (— E , 

an an 
k:E(bo,c0) 

E (1)„„ c,„]) , 

e porque os Zk's são independentes., o valor esperado vem 

rn 

E [In (B)] =>12IIP Zk—i+1 an E (bi, cil) 
k:etbo,c0),=1 

rn 

(—E kU,, Cd) , (2.20) 

em que a última igualdade surge pelo facto dos Zk's serem identicamente distri-
buídos. Ternos agora. duas situações a analisar, urna em que O < bi < ci. e outra 
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em que bi < c < O. Se O < b < ci, (2.20) vem 

E [I„ (B)] = E HP ci A —an > bi) 

772 

11 P ( > bi) — P (--Z1 > c;)] 
an an 

[ —  

k:Eibn,c0)7=1 

donde. 

E [I„ (B)] HP > bi) = HP > 
a„ an 

1 Z1 

k: E lbo .co) i= 1 

> Mill ( I , IC, I)) 
Trl 

E [bch co )1=1 

Se b, < c < 0, ( 2.20) vem 

Elbo ,co )7 =1 
(1„ 

Hp „ min ( 1/41,1c,1)) 
T71 

ZI 

771. 

E [ I „ (B)] HP (-Z1 ≤ ci A —Z1 > bi) 
a,,, a 

k: E (th) , co ) = I 

HP (---zi > —c, A ≤ —bi) 
a. a, 

k:F:00.c.)i=1 
r 

H tP —ci) P  
k:7,Eibo,c0) i=1 

Hp (Z 
on > —ci) = Fim 13 

k:E(bo,coj i=1 

HP (-- > min ( Ibil , jcil)) 

HP > min (Ibil , Icil)) 

k: 17;E[bo,c0)==i 

(2.21) 

( Z1 > l,  en) 

(2.22) 
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De (2.21) e (2.22), e pela definição de an, obtemos finalmente 

FIP 
m 

k E (bo, co)i= 1 

Z1 
> min ( Ibil , Icil) 

ar, 
d, 

quando n 00 e para qualquer m > 2. Ora, como O < E [In ( B)] < 0, vem que 
E [I„ ( B)] O. 

c) Tomemos agora B E S, tal que (2.18) é verificada. Determinemos a pro-
babilidade da v.a. I (B) ser nula.Tem-se por (2.12) e 2.20 

P [I ( B) = p [V'z_,z_,v•E(tk,ike,)(B) = 

00 171 

k=1 i= 1 

00 

= P E(tk,ik)([bo,co) x (14,,c11) = O 
k = 1 

= exp {—p (Ebo,c0) x 

Repare-se que p, avaliada no boreleano bidimensional [1)0, co) x é dada 
1)01' 

P ( Ibo, co) x , 

co Ci' 

ff dtv (dx) 
bo bi, 

co ci, 

bo 

f f (apx' 1/(0,c..) (x) 

+ (1— p) (—x)—'1 .1(_<,,,,o) (x)) dxdt 
f 

1 boi 1),, 
— P (co — bo) (c7 — b7) , 

(co — 1)0) — , se bi‘ < < 0. 

se O < < 

apx"-Idxdt, se O < < 
.co 

aq (—x) -0-1 dxdt, se < < O 
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Determinemos agora, o valor esperado de /". (B). Temos 

E [I„ (MJ = E HP(±! E (b„ ,) 
ar, 

k:,,;-Elbo,c0)1=1 

ZI 7., Z1 )i- (— E kui, c,,]) • 
a„ 

E Íbo ,co) 

(1) 

Averiguemos a probabilidade em ( 1). Neste caso como bi < O < ci, então 

(— E koi, cij) = 1 — P (Zi 5 anb, V Z1 > anci) 1, 

pois tomando di = min ( Ibil , tem-se que 

P (Z1 < a„bi V Z1 > a„ci) < P (Z1 < —a„di V Z1 > andi) 

= P ( iZil > a„cli) O, 
71 

por definição de a.. Logo, n P (Z-1- E (bi,cil) —› 1. Tendo em conta que 
i0i' 

>12 1 n (co — 60) , 

k: I;E[bo,co) 

o valor esperado vem então 

E [Ir, (B)] (e0 — bo)nP (-Zj E (bi,,ci,1) , (2.23) 
afl 

e novamente, ternos que desdobrar. o estudo em dois casos. Se O < bil < 
obtemos 

n P 
( Z1 
— E 
a. 

nP (— > oi, A — < 
, 

a1,, a. 

n {p  (Z1 > ) _ p > )] 

P (Zi > anbi‘) 
nP(IZiI > anbi') P > anbi,) 

P (Zi > anci')  
> anc:,) p I > ancii) 

67p — c7P b:0) = ((bis, ' = 

Ci' 
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por (2.6), (2.10) e tomando n co. Se 14, < cji < 0, obtemos 

p Z1 Zi 
nP (—z, E (bi,, c2,1) n { ( 5 p  ( bil)] 

a.„ 

P (Zi < anc,,) 
riP (fZi I > 

> 

P (Z1 < anbi,) 
> P > 

q — (-14,)_.Ck) = 

por (2.6), (2.10) e tomando n —› co. Retomando o valor esperado em (2.23), vem 
finalmente 

E [In ( B)] ••-• (co — bo)nP ( an E 

(Kb c()) x • 

Em M p ([0, oc) x U'n\ { 0}) consideremos o novo processo pontual, 

CO TI 

:= k - 1 

k.1 7=1 

Observe-se que para cada B E 8, In* (B) < In (B). A próxima proposição 
assegura-nos que .4: (B) — (B) é um op (1) e é a partir desta "cumplicidade" 
entre estes dois processos, que chegaremos à convergência fraca cio processo In. 

Proposição 2.4 Sejam In e In', os processos pontuais definidos anteriormente. 
Então para cada B E S, verifica-se que 

In (B) — (B) O (2.24) 

Dem. Esta demonstração tem por base o seguinte resultado da teoria das pro-
babilidades: dadas as v.a.'s X1, X2, ..., não negativas e pertencentes a um mesmo 
espaço de probabilidade (5.-2, A, P) , se E [XI.,] O então X,„ é um op ( 1) . Por 
simplicidade de cálculos admita-se que B = [0,1) x (bi, ci] x x (b,,,,c,n], (para 

os restantes casos a demonstração é semelhante). 
Suponhamos primeiro que B satisfaz (2.17). Pela proposição 2.3 vimos que 

E [In ( B)] --> O. Por outro lado pela definição de 4, tem-se 

(B) 

00 771 

k=1 i=1 

.0 

E(,U 14.1) (B) ± E (' -1 zke„,)(B)) 
k=1 

= O, pois B não intersecta os eixos. 
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Corno O < I, (B) — 4(B) , então vem que O < E [In (B) — IT:(B)] —+ O, quando 

n cx), donde In (B) — I, (B) O. 
Suponhamos agora que B satisfaz (2.18). Vimos que o valor esperado de 

(B) tem por limite em n, a medida ((0, 1) x , e,,]) . Quanto ao valor espe-
rado de /n* (B) , tem-se 

[ 00 T71 
E E(,,.,, 0 14 ..)(B) 

k=1 1=1 n' 

oo 

P [(—k, a:1 Zk) E [0,1) x (bi,, Cl 
77 

k=1 

00 

E P (a,7 1Z1 E (bi,, cgl) 

p. ([0, 1) x (14,, c.;,]) , 

atendendo à demonstração de E [I„ (B)}, da alínea c) da proposição 2.3. Note-se 
agora que a V.a. I„ (B) pode ser desdobrada na seguinte soma. 

oc 

In (B) = ,a;:iz(k)) (B) + (fi .,aziz(k)) (B). 
k=1 1,•=i1 

11,„(B) I2,„(8) 

Determinando o valor esperado de Ir,„ (B) , obtém-se 

E [11,„ (BA = 

(2.25) 

fi ' — I ' — 1 771 

E E(L,aziz(k)) (B) = 111"" (— E (oi, cif) 
,_, 

k=1 k:felo,i)i=1 a. 

i'-i nz 
HP Z (- E (bi, cd)P — E 

an a„ 

(Z 

1 

-1 

P (—a„ E (bi, , c,,]) 

(i' — 1) P (— E (bi, , ci,J) 
an 

recorrendo novamente à demonstração da proposição 2.3 c). Tornando, agora 
valores esperados em (2.25), concluímos que 

O 5_ E [In (B)1 = E [1.1,n (E)] E [12,n (B)] , 

os 
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donde, 

E (B)] n—>e. /1 ([0, 1) x (bi• ci'D • (2.26) 

Por outro lado, fazendo k = j — 1, a v.a. ./2,„ (B) vem escrita na forma 

já que 

• 
00 

(B) 
j=1 

(B) 

oo 
d 
= ([0 , 1) X (bi, 

j=1 

00 

= Y2E \14:1 z ([03) X (b,', c]) 

00 

< (?,- ,.,717,) ([0,1) x , = I,, ( B) , (2.27) 
i= 1 

00 M 

(B) = 
k=1 i=1 
oo 

= k ( I zkei) ( B) + ,a„ + -1zke )(B)) 
k=1 
co 

= .,,oz zk ) ([0, 1) X (1),„ . 

k=1 

Ora, como O < 1 71 (B) — .1;1 (B) , então 

E [I„ (B) — 11,*, (B)] = E [li,„ (B) + 12,n (B) — I ( B)] 

= E [12,n (B) — I, ( B)] + E [I 1,n ( B)] O. 

Logo, I„ ( B) — I, ( B) --> O em probabilidade. • 
Provado que In (B) — I (B) = op ( 1) , o próximo passo é, corno dissemos, esti-

pular a convergência fraca do processo I„ para o processo I. Se mostrarmos que 
para todo o rectângulo B E S, I, (B) converge fracamente para I ( B) , então tem-
se naturalmente In (B) I ( B) . No suporte deste resultado, estão três elementos 
fundamentais: a convergência dos processos em (2.12), o teorema 1.1 da aplicação 
contínua e o teorema 4.2 apresentado em [19], pág. 32 e que pode ser consultado 
em apêndice. Neste último teorema, define-se a convergência em distribuição, 

quando a sucessão {Xii} é uma sucessão de medidas aleatórias. Pelo que vi-

mos no capítulo anterior, sabemos que X7, - 1-> X, com X medida aleatória, sse 
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E [f (Xn)] --> E [f (X)] , para qualquer função f contínua e limitada. No entan-
to é possível caracterizar a convergência. em distribuição em função dos vectores 
aleatórios k-dimensionais (X. (A1) , (Ak)) e (X (A1) ,..., X (Ak)), em que 
A1, Ak são conjuntos pertencentes à o-álgebra dos boreleanos. É precisamente 
esta "nova" descrição de convergência em distribuição de medidas aleatórias, que 
vamos utilizar para demonstrar a. convergência do processo In para. o processo I, 
apresentada na próxima proposição. 

Teorema 2.2 Seja {Zk} a sequência de variáveis i.i.d. que verificam (2.5), (2.6) 

e (2.10). Então no espaço Mp ([0,00) x \ (0)) , com m > 1, 

(2.28) 
k=1 k=1 i=1 

onde os pontos da. sequência {(tk, jk)} k> ,, formam o processo pontual de Poisson 

definido em (2.12). 

Dem. Consideremos a aplicação contínua 

T: 10, oo) x IR\ { O} --> [O, Do) x rff.-\ { o} 
(uk,v,e,) 

Se provarmos que para. todo o compacto K C [0, oo) x Rm \ { 0}, a imagem 
inversa cle K, (K), é um compacto de IN- x R\ { O}, então pela. proposição 
1.9 sabemos que a aplicação induzida 

T- : ([0, oo) x IR\ {0}) —> Mn ([0, co) x {TH-7n {0}}) 
oo 00 co 

EE(uk,vk) ZET(uk.vd = ZE(uk,,,) 
k=1 k=1 k=1 

é unia aplicação contínua. Seja então K um compacto qualquer, subconjunto 
de [0, oo) x Um \ { O} . Para que T-1 (K) seja compacto em [0, co) x IR\ {O}, é 
necessário e suficiente que T-1 (K) seja fechado e limitado a partir da origem, 
não contendo a origem. Ora uma vez que T é contínua, resulta que T-1 (K) 
é fechado. Por outro lado sendo T-1 (K) = {x : ay E K,T (x) = y} , qualquer 
elemento z em T-1 (K), verifica = ii(uk, vk)ii = ii(uk, vkei)ii = liT (x)II > M, 
para algum Aí > 0, já. que K é limitado a partir da. origem, ou seja provámos 
que T-1 ( K) também é limitado. Concluímos assim que a imagem inversa de um 
compacto em [0, °o) x ffm\{0}, também é um compacto em (0, oo) x R\ { 0} e 

por conseguinte a aplicação T é contínua. Com base em T, podemos construir as 
aplicações, igualmente contínuas, 

M„ ([0, cc) x fR-.\ { 0}) [Adp ([0,00) x Ft\ {0})jn 4 Aí,, ([0, co) x rIm \ {0}) 
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definidas por 

00 00 00 CO Trt 

E(uk oke•), »uk,vk) E(uk,vkei), •••, 

k=1 k=1 k=1 k=1 i=1 

resultando que a aplicação composta h = T2 o Ti é também contínua. Ora, 
sabemos pelo teorema 1.1, da aplicação contínua de Billingsley, que se 

00 00 00 00 

zi„) E(tkjk) então h ) h so(tk,ik) , 
k= I k=1 n ar, ) k=1 k=1 

isto é, 

co rn nt 

= (tk..7ke.) = I • 
k=1 i=1 k=1 i=1 

Mas o nosso interesse está em estabelecer esta convergência para o processo In e 
isso pode ser conseguido, como já foi referido, recorrendo à proposição anterior e 
ao teorema 4.2 em 1191. Tomando conjuntos B1, ..., Bi E S, com j > 1, o referido 
teorema garante que 1,; I sse 

(/,: (BI) ,..., (Bi)) (I (B1) , I (Bi)) , 

tendo-se consequentemente 1, (B1) I (B1),..., I, (Bi) I (Bi) . Uma vez que 

1,, (B) — 1, ( B) L'› O, VB, então In (B1) (B1) , ..., 1n (Bi) I (Bi), ou seja 

(In (BI) , (B;)) 

provando-se assim que In I. • 
Com vista a definir a convergência fraca do processo pontual associado ao 

processo linear {Xk}, apresentamos os seguintes lemas: 

Lema 2.1 Se a sequência de constantes {ci} satisfaz (2.8), então para qualquer 

> 

um limsupP a 1 n max — Xk > 71= O (2.29) 
- 1<k‹. m-00 
- 

i=o 

Dem. Tendo em conta que Xk = Zr o cizk_i, a probabilidade em (2.29) vem 
dada por 

[P a: 1 max - i<k<7, 

TYL 

Xk 
j=0 

I> 7 = P a: 1 in<rm 
C 

i>rn 

k-j 
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Como. a sequência {E i> ,„ k = 1,...,n} é estacionária, a probabilidade 

anterior é limitada por 

> 

P [a;' 1Z)>,ncjZk-j1 > 
> 

P EIZ > 

kir , 

por ( 2.11), ( 2.10) e tomando 71 co. Fazendo agora m --> oo, a expressão anterior 
tende para zero, pois R„, = j>ril. 1C.i la é o resto de uma série convergente. 

Lema 2.2 (Teorema 4.2, Billingsley (1968)) 
Sejam X„„, X, Y, e X, elementos aleatórios de um espaço métrico, completo 

e separável X. com métrica. p, tal que para cada n, Xun,Yn,u> 1, estão definidos 
no incs77l0 domínio. Suponha-se que para cada u, quando ri. —› oo 

e quando u DO 

Suponha-se além. disso que VE > O 

Então, quando n —› oo 

X„„ Xu 

X„ X. 

lim lim supP [p (Xun, Yn) > = O. 

Yn X. 

Dem. A demonstração segue de perto a apresentada em [24], pág.231. Pode 
consultar outra demonstração alternativa em [2], pág.25. 

Pretende-se mostrar que Yn = X, ou seja, lim E [f (Y,)] = E [f (X)] , para 
71-.00 

toda a função f contínua e limitada em X. Mas segundo o teorema 2.1, relativo 
a propriedades da convergência fraca, apresentado em [2], pág.11, é suficiente 
considerar f limitada e uniformemente contínua. Tendo em conta que 

IE (tn)] — E [.t. (X)1I ≤ E If (Yn) — f (xun)1 
+ IE [f (xun )] — E [f (Xu)]I + IE [f (X)] — E [f (X)11, 
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vem que 

lim sup [f (Y,i)] — E if (X))1 

limlimsup El! (Y.) — f (Xu.)1 

lim sup E (I f (Y.) — (X.n)I; (Y,„ Xun) 
71—•oo 

+ um um sup2sup 1f (x)I P [I) ( Yn, Xun) > 
71—.00 7EX 

sup {I f (x) — f (y)I : p (x,y) 5 e} + 0 —› 0, 

quando e --> 0, urna vez que f é uniformemente contínua. • 
Estamos agora aptos a provar a convergência do processo pontual definido 

com base na sequência {Xk} kEN • 

Teorema 2.3 Suponhainos que {a„} satisfaz (2.10), {ci} satisfaz (2.8) e {4} 
sa.lisfaz (2.5) e (2.6). Sejam {X k} , o prOCCSSO linear definido em (2.7) e {(tk, jk)} 
a .sequência de pontos do PRAd (1u) definido em (2.12). Então no espaço das 
medidas pontuais, MI, (10, co) x R\ {0}), quando ri --> co, verifica-se 

(71 := E (k:Lk) 8 (tk•.i1:Ce) =: 
‘71'a n 

k=1 k=1 i=0 

Dem. Comece-se por considerar a. aplicação 

T: [0,00) x IR"\ {O} —) [O, 0.0) x (0} 

(ILk,Zk,Zk-11•••7 2:k .".7n+1) -  (u 1k, L,i= 0 CiZk-i) • 

(2.30) 

Facilmente se vê que T não está bem definida (tome-se por exemplo z1 = co 
e z2 = —co). A alternativa é construir a partir de T, uma outra aplicação que 
consiga garantir que a soma. dos z's não seja nula e que simultaneamente contorne 
situações do tipo co — co. Defina-se então unia nova aplicação 

T* : [0, co) x rim\ { o} x R\ {0} 

definida por 

(nk, Zk, Zk-1) •••? Zk—m-I-1) 1—> I"' (u,z) 

(uk,Z7L.-01 cizk-i) { se SC MaX kk_il < oo e 0<i<tn-1 
•••rri-1 
L CiZk—i O 

(uk, co) caso contrário, 
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e considere-se a aplicação T* induzida por T* em MI, ([0, oo) x {0}), dada 

por 

:M ([0, oo) x {0}) --> Mi, ([0, oo) x Hl\ {0}) 

v-,00 
L...k=1 - (uk,:k,:k-1,••••zk-.+1) {Zkcc--1E(uk,00) 

00 

m-1 
em que o Pranio é verificado se max lzk_ii < oo e se Z i=0 cizk_i O. Se 

0<i<rn-1 

mostrarmos que T* é quase certamente contínua com respeito à distribuição de 

Z7._ 1 E(IL,ike,), então o teorema 1.1, da aplicação contínua e ( 2.28), certifi-
cam a cotivergenicia 

isto é, 

C111 (11IC 

00 

T.' ( Ec(wk...-1 z(k)) T' k=1 00 m tj E k,ko,)) ) ( 
k=1 i=1 

T• 

(ao Trt 

I.•=1 i=1 

• 

k=1 k=1 7=0 

rn 

( com] 

k=1 7=0 

CO Ttl- 1 CO m-1 

ET(lk,jko,+1) 

k=1 i=0 k=1 1=0 

(tk,oijk)' 

Repare-se em primeiro lugar que, uma vez que é nula a probabilidade 

iii 

([0, oo) x {z E U m \ { 0} : max lzk-ii = ce}) P[È° E(tk,ike,) 
k=1 :=1 0<i<m 

(2.31) 

então T• é quase certamente contínua, se fôr contínua para. qualquer medida m 
pertencente a Mi, ([0, oo) x {0}) e que verifique 

m ([0, co) x {z E rff.i.n\ { O} : max lzk_il = oo}) = 0. 
o<i<m 
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Suponhamos então que f E C;ti: GO, oo) x IR \ {0}) tal que o seu suporte compac-
to K, está contido no conjunto 

D6 = [O, b) x {x E Ti \ { o} : lx1 > (5} = [0, b) x D,15 (2.32) 

Admita-se ainda que m„ m. Queremos mostrar que (m„) Lt->1 T' (m), ou 
seja, que 

rn„ (f) := mi, o (TT1 (f) = mn (for') ---> m(f o T") =: m ( f), 

e que a imagem inversa por meio da aplicação T do suporte compacto de f ainda 
seja um compacto. Uma vez que o suporte K de f está contido em Dó, então o 
suporte de f o T' = (r) -1 (K) vai estar contido no conjunto 

1TÇ; x ({z E K m \ { O} : > 6} U {z E T1 -T.n\ { O} : max lzk_il = co}) . 
o<i<ni 

Para provarmos que (7) -1 (K) é compacto procede-se de forma análoga ao que 
foi feito na demonstração do teorema 2.2. Por outro lado, é fácil de ver que foT 

é contínua em [O, 0o) x IR.\ { O} . Escolha-se então um compacto K' que contenha 
o suporte de f o T' e tal que m„ (K') = m (K') , para n suficientemente grande. 

Defina-se P, =   para. n > 1. Então, quando 71 co, tem-se 

(f) = m. (K') f f o rd137,. -+ m(K') f f o T'dP = M(f), 

pelo teorema 1.1 e uma vez que for é quase certamente contínua com respeito 

à medida de probabilidade P. 

Note-se agora. que quando m —> oo, tem-se, quase certamente 

CO T11-1 00 00 

77, := EN,oi3k) E (tk3Ciik) =: 

k=1 i=0 K=1 i=0 

pontualmente na métrica vaga, ou seja, para quase todo o w E S2, 

00 m-1 00 00 

Cm (114') = (w,') 4  E(1;„c,i,;)(W,') = (w, ') • 
k=1 i=0 K=1 i=0 

(2.33) 

Então por (2.28), (2.33) e pelo lema 2.2, é suficiente mostrar que a convergência 
em (2.30) dá-se desde que V77 > O 

oo oo 

,a,, oi k—i 
liM lim supP p -1 z E'(1, ,;;L;.,c) > = O, 
n—,00 fl 

k=1 k=1 
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em que p é a métrica induzida pela topologia vaga em Mp ([0, oo) x IR\ {0}). 
Para se ter o limite anterior, Davis e Resnick, no seu artigo em [7], afirmam com 
base mim resultado apresentado em Kallenberg (1976, pag.95)3, que é suficiente 
provar que dado qualquer f E C([0, cx>) x lR\ {0}) 

1111.1 11 11 1 SI1PP [ 

771-•00 u _.,,,, 

00 771- 1 00 

, (IV Zk_i) — (—n., a:1 iiCk) 
k=1 i=0 k=1 

> 71= 0. 

(2.34) 

Suponhamos então que o suporte de f está contido no conjunto D6 definido em 
(2.32) e seja 

w(7) = sup(1/ (I, x) — f(t,y)f : x, y E (0; oo) , ou x, y E (— Do, O) e ix — 

com 1 > 0. Repare-se que, como f é contínua num suporte compacto, então f é 
uniformemente contínua e portanto se 7 —› 0, tem-se que 1f (t, x) — f (t,y)f O, 
donde w(7) 0. Tome-se o conjunto 

A„ = (( nink,Y,,k) : max (111'k — Ynkl) ≤ 7} i<k<n 

COM 1-1 7„k = a: 1 Z:" --01 ciZk_, e Ynk = 1.Kk. Em A„ suponha-se que 7 < 
Então se 111"„k1 < 4, como max ( 1I47,,k — < 7, vem 

1<k<n 

6 6 6 6 
Ynkl < 7 <=> 14/nk — -y < Ynk < Wnk + 'Y <=> —2 —  

<=> IY„ki < 6, 

logo Wnk,Ynk O D,15 e portanto (, I'Ynk) , (, 3'nk) O Da, o que significa que 
(L'.14',,k) , ( ii., Y„k) não estão no suporte de f. Tem-se neste caso a igualdade 
f' W ('''- • nk) =n f ( 17,' Ynk) = 0, donde o limite em (2.34) é nulo. Suponha-se agora 
que 11,177,k1> ì (e portanto maior que 7). Temos então 

—2 A IWnk — Ynki ≤ 7 <=> (Wnk > =. V Wnk < --) A (IWnk — Ynkl 7) 
2 2 

6 6 6 

<=> (147„k > —2 A ( 1Wnk — Ynkl 5_ 7)) V (147„k < — —8 A ( 1Wnk — Ynkl ≤ 7)) 
9 

ó 

w„ k I > 

(1) (2) 

Resolvendo ( 1), obtemos 

(Wnk () A (Ynk < Wnk + '7) A (Ynk ≥ Wnk 7)7 

3Na impossibilidade da consulta da edição de 1976. por não se encontrar disponível no mer-
cado bibliotecário o livro em questão, não é apresentado o resultado em causa. Curiosamente, 
na edição de 1983, não há qualquer referência a esse mesmo resultado. 
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logo, 

67 

Ynk — > 77 = O, 
2 

vindo então que Ynk e (O, 00), ou seja, são ambos positivos. Resolvendo (2) 
t amos 

@link < A (Ynk < Wnk 7) A (Ynk > Wnk 7)5 

logo, 

9 
+ 7 < 0, 

tendo-se consequentemente que IA ..7nk,Ynk E (-00,0), ou seja são ambos nega-
tivos. Em qualquer dos casos, chegamos à conclusão que para 1147„k1 > '-, e 

li'Vnk — l'n kl < 7, tem-se que W nk, Ynk E (0,00) ou 1477,k, Ynk E (-c>0, 0), donde 

li Q ,1477,k) — f (fc,,Ynk)1 < V) (7) . Retomando agora o limite em (2.34), vem 

lini lim supP 
1/1-.00 ti- c.0 

{ ± um lim supP 
rn — oc n —. 00 

•  

00 0. 

Lf (-71, Wnk)  
k=1 k=1 

> 71] n An} + 

(—n. 5 I'Vnk) (7,1, Ynk) 
k=1 k=1 

Note-se que o limite em (3) é nulo pois 

P{L 

cí 

L 1 (k f —, Wnk) —Lf 
k= k=1 n 

< P RI' 777k , Ynk) E 11,] 0, 

por(2.29). Ficamos então apenas com o limite 

lim lim supP L 

fim liM S1 11)P [ 
m—.00 

um supP 
n—oo 

lim supP 
712-.00 n—nx, 

k=1 

> 7, I n (Wnk, Ynk) E Acr, 

00 

Lf ( 71, Wnk) ( n Ynk) 

k=1 k=1 

CO 

(—k — f (—n, Ynk) 

CO 

f (-77) Wnk) f 

f (—n. Wnk) f (—k, Ynk) 
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Ora, verificando-se An, vimos que w(y) > 1 f ( 'nk) — f (, Ynk)1> 77, donde 

CO 00 

w(y) 
cia,b1 

Logo, 

E 
k \ I 

f (-71k , w„k) n. 

00 

7/1--•,C ,,, .... o, 
uh» lini SUPP 'ti f (-IiJ, Wnk) 

7/ 
k:1117,,kl>f,',f;E[0,bl 

< 

00 

— 
Uni um i supP w(7) > 71] 

11P100 7711c00 
[ k:111'„ k I > 

f (—n3 Ynk) > 

= fim um supP[w(-y)E(,Ii,,, k) [O, x z: Izi > > 7 7] 
7/1--•,C 

k=1 

00 m-i 
um P[to(-y)8.-(t ,,,, ii.) (10, b] x {z: Izi> -9 }) > n], 

k=1 i=0 

An} 

pelo teorema 2.2 e por (2.31). Atendendo a ( 2.33), o limite anterior vem igual a 

00 00 

P[w(7)»t,,,c,,n.) ([0,11 x {z: IzI > -, }) > 77]• 
k=1 i=0 

Unia vez que E/7_1 E (3 8-. (t ,,,, ik) x {z : Izi > < oo quase certamente, 
fazendo -y 0,prova-se (2.34) • 

Uma consequência do teorema anterior é que para toda a função f contínua 
em [O, oc) x IR\ { O} de suporte compacto, 

ou seja, 

f 

Do co oo 
k X k) d 

—an  

k=1 k=1 i=0 

(2.35) 

Os resultados que vimos até aqui envolvem apenas processos pontuais cons-
truídos com base numa sequência do tipo {(bk,Yk)}, com {bk} , constantes não 
negativas em [O, oo) e {Yk} uma sucessão de v.a.'s aleatórias. É nosso interes-
se porém, analisar a convergência de processos em que intervenham sequências 

bidimensionais da forma {(Zk,Yk)} , onde cada uma das componentes é agora 
representada por v.a.'s. Com vista a definir esses processos consideremos adi-
cionalmente a sequência de variáveis aleatórias i.i.d. {Zk} e a sequência {rk}, 
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definidas em (2.14) e (2.15), respectivamente. Tomando estes novos elementos 
aleatórios definam-se os processos 

II ce cc 

:= e C:= 
k=1 k=1 i=1 

zk,akc,rk-Iii • 

Neste momento o principal resultado que pretendemos analisar centra-se na con-
vergência do processo Cr, para o processo limite C. A linha de pensamento que nos 
vai guiar para atingir esse objectivo, é aquela que orientou o rol de proposições e 
teoremas que ternos vindo a analisar neste capítulo. Todos os resultados que ire-
mos obter em função destes dois processos, não serão mais do que uma extensão 
daqueles que até aqui foram estudados, razão pela qual optaremos oportunamente 
e conscientemente, por suprimir questões que se prendam com detalhes técnicos, 
evitando-se desse modo que se caia numa mera repetição de cálculos. Uma vez 
que vamos trabalhar com os pontos {(Zk, •)} , é conveniente extender o domínio 

das nossas variáveis a um espaço do tipo IR x (.). Além disso vamos admitir que 
O processo linear {Xk} passa a estar definido na forma 

00 

Xk := CjZk_j, k > 1, (2.36) 
j=1 

onde agora a somatório tem início em j = 1, em substituição de j = O. Na prática. 
isto equivale a retirar o primeiro termo do processo, mas este procedimento é 
liecessário para garantir a independência de Xk e 4, já que sem ela não é possível 
estipularmos os resultados a que nos propomos. É claro que nas séries de números 
reais definidas em (2.8) e (2.11) passa-se igualmente a iniciar j em 1. 

Vimos no início do capítulo que o processo Ek>1 ( k converge fracamente 
- kZ'a n 

para. o processo Ek>, e(tk,m, onde o último é um PRM em [O, co) x IR\ {O} com 
medida de intensida-de p (dt, dx) = dt x v (dx) , com v definida como em (2.13). 
Vimos também que essa convergência é equivalente a ter-se n.P [an-I Zd L' ) v. O 
nosso objectivo agora, é estabelecer um resultado semelhante, quando os processos 
em causa são 

n 00 

:= zk_i ) e 
k=1 

:= —il. • 
(Zk,6kr, ) 

k=1 

Recorde-se que no exemplo 1.5, provámos que o processo Z k>1 E.6 r-ii. é um 
k k 

PRM em IR.\ { O} , precisamente com medida de intensidade v (dx). Por analogia 

à proposição 1.5, concluímos que o processo Zk>1 E(Zk,6krk é um PRM (g) 

com g dada por 

1.1 (dz,dx) = F (dz) x v (dx) 

= F (dz) x + ( 1 — p)(—x)-Q-1 I(_00,0) (x)) dx, 
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em que F é a lei de distribuição comum das variáveis Zk's. Em que condições 
e quando é que se tem Nn N são questões que se colocam e que podem ser 
esclarecidas, bem como fundamentadas na proposição que se segue. 

Proposição 2.5 Sejam Ei e E2, espaços localmente compactos e com bases contá-
veis. Considere-se as sequências de elementos aleatórios i.i.d {Zk}kez definida 
710 e.spaço Ei e { X,,,k,k > 1} , com n E IN e { Wk, k > 1} definidas em E2, tal que 

{4,.} e { 117k} são independentes. Definam-se os processos 

71 00 

N„,1 := 6.)<,,.„ e 1V1 := 
k=1 k=1 

em que Ni é uni PRM (v), com v definida em E2. Nestas condições se o processo 

N„,1 converge fracamente para Ni, então 

co 

Ny, = N. 
k=1 k=1 

Dem. Recorde-se que N,, N sse (f) TN( f), VI E C: (E) ou ainda. sse 
— log klIN„ (f) —› — log (f). Dado f E C:(Ei x E2) tem-se 

wA,„ (1) = 

Então 

— log kliN„(f ) 

E [exP Arn (f))] = E [exl) (Zk, Xn,k)}] 
k=1 

Ti 

- H E (e-.1(zk,x„,k)) 

k=1 

= {1 - /E. f (1 - e-f('. ))P(Zk E dz) P (X„,k E tis)] . 

— lOg [1 — f (1 — e- f(z'r)) P (Zk E dz) P (X n,k E dX)] 

k=1 

—nlog rl — fR (1 — P (Z1 E dz) P (Xn3 E dx)1 

pois tanto a sequência {X,,,k} como a sequência {Zk} , são constituídas por v.a.'s 
i.i.d.. Designando 

An := — fE, IR (1 — e- f(''')) P(Zi E dz)P(X„,i E dx), 
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se provarmos que j- log WN„(f) + nA7,1 -> O e que nAn -> log WN(f), então temos 
o resultado pretendido, ou seja, - log WN„(f) -4 log WN (f). Tendo em conta a 
expansão 

1 
log(1 + y) = y(1 + e(y)), onde le(y)1 < lylse II 

obtem-se 

log TN„(f) + n4,1 = {-n log(1 + An) + nA„1 = nllog(1 + An) - A7,1 

= n IA„ ( 1 + E (A„)) - Anj = InAntle(A„)1 . 

Por outro lado a proposição 1.11, garante que Arn,1 N1 sse nP [X„,1 E .] -1> 
v , donde 

InAI 5 f f P(ZI E dz)nP(X„,1 E dx) 
Ei 1%2 

P(ZI E dz)v (dx) = f v (dx) 
fE2 h:2 

a E JR. 

Ora, se jnA,1j a, então MI -> O e por conseguinte le (An)l -› O, o que justifica 
que log WN„(f) + nAnj -> O. Vejamos agora que nA„ -› log WN (f). Temos 
então 

nA = -n fE, fE,(1_ e_f(''' ))) P(ZI E dz)P(Xnj E dx) 

= - (1- e_f(''')) P(Zi E dz)nP(X„,i E dx) 

quando 77. -> 00. 

'1'N(f) 

fE2 

fe,1 
(1 - P[Zi E dzIv(dx), 

fE2 

Por sua vez, 

E(exp{-N(f)}) = E Lexp {-D (4, Wk)}] 
k=1 

= E [Ile-f(zk3vkl = E [E (nc- f(21-wk)/{1,17k})] 

00 00 

k=1 k=1 

= E [II f wk)K 
k=1 

00 

(2.37) 

onde K (dz,1,17k) = P [Zk E dz I k}] = P [Zk E dz.] = P[Zi E dz] , 

pela independência e estacionaridade de {Zk} . Defina-se 

0(417k) = (dz,Wk), 
E2 

0 < 0 < 1. 
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Então (2.37) vem dado por 

E [Ho 0,17,1 = E [exp (— log 9(147k)) }] 
00 00 

k=1 k=1 

= E [exp — f (— log 0(w)Ni (dw)}] = WN1 (— log O). 

Mas porque Ni é um PRAI(p) então na expressão anterior obtemos 

(— log O) = exp {-- f (1 — l'g °(") i (dw)} 

= exp {-- ( 1 — O (w)v (dw)} 

= exp {— 1E, (1 — 1 ) K (dz,w)v (dw)} 
E2 

= exp {— i (1 — / e-f(''''')) K (dz, w) v (dw)} 
• Ei E2 

= exp {— (1 — e- ') P ( Zi E dz) v (dw)} 
lE, ./E2 

pelo teorema de Fubini. Logo 

log kl'N(f) = - fEj fE20. — e- P (Z1 E dz)v (dw) , 

provando-se assim que nAn -> log WN ( f) , ou seja log TA% (f) —> log giN (f), 

donde Ni, N • 
Uni corolário a reter desta proposição é que 

(Zk,a,T 1 Zk-i) 
k=1 k=1 

(2.38) 

Note-se que no processo Zr._ e/ .k,an -1Zk \ é indiferente tomar a v.a. 4_1 ou kZ -11' 

Zk_,j 1, pois os Zk's têm idêntica distribuição para. todo k e Este resultado 
representa a peça fundamental cio "puzzle" constituído por um vasto conjunto 
de propriedades a que obedecem os novos processos pontuais com que iremos 
trabalhar. Nesse sentido vamos considerar o espaço topológico de Hausdorff, 

E = 111. x TIl n\ { O}, localmente compacto e com bases contáveis, tal que a. o--

álgebra produto E é gerada por rectângulos (m + 1) dimensionais da forma 

B = [bo,c,a) X (bi, Cd X ..• X (bm., Crni) 

onde [bo, co) é um semi-aberto de R, o rectângulo ( bi, x x (b,,,., cr„,1 é li-

mitado a partir da origem e não contém a origem -O- = (O, ..., O) e bi < c, com 
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bi O e c, E IR\ {O} parai= 1,..., m. À semelhança de (2.16), o conjuntos B 
verificam as condições (2.17) e (2.18), constituindo também um semianel DC, que 
representaremos igualmente por S. 

No espaço Mp x n\ {0}) definam-se os processos 
cc m 

:= \ e 
Zk16k rk ei 

k=1 J k=1 i=1 

(2.39) 

sendo agora. V -I) = (Zk_i, Zk-2, Zk—m) E Km\ {0} . Tal como se fez na pro-
posição 2.3, vamos ver que In e I , não possuem pontos na fronteira cio conjunto 
B e que os seus valores esperados são finitos. 

Proposição 2.6 Considerem-se os processos pontuais em (2.39), definidos no 
espaço M„ x Iff."1\ { 0}). Então 

P [I (6B) = 0] = 1 para todo o B e S. 

b) P [I (B) = 01= 1 e E [IT, (2)] 0, para todo o B que satisfaça (2.17). 

c) P [I (B) = 0] = exp {-p(Ibo,c0) x (bi,,cil)} e 

E [In (2 )) 7: P. ( Ebo, co) x 

para todo o B que satisfaça (2.18), onde g(dz,dx) = F(dz) x v(dx) é a 
intensidade do PRIVI definido em (2.38). 

Dem. a) A demonstração segue minuciosamente de perto a da proposição 2.3, 
razão pela qual se omitem os cálculos. 

h) Dado o boreleano B que satisfaça (2.17), é óbvio que P [1 (B) = 0], uma 

vez que os pontos da forma 6k1-7. 1/Qei estão sobre o eixo ei e B não intersecta 
qualquer eixo. Quanto ao valor esperado de In ( B) temos 

E [In (B)] = E 
[ n 

i zic,z(k: 1) ) (B) 
k=1 

7(k-1) )\ 
= [(Zk,   E [bo,co) x x (b, Cm )] 

k=t 
771 

= [Z1 E [bo,co)]HP (-z, E (bi, eil) 
an 

k=1 1=1 

[Zi E [bo, co)] HP 
k=1 i=1 

P[Zi E [bo, co)] nP 
z1 

a„ 

zi 
an 

> min ( Ibil , Icii)) 

zl 

an 
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onde di = min ( ibil, Icil). Como FIP(1-z-lon l 
i=2 

7? d1) —› cl", então E [I„ ( B)] —› O. 

c) Seja B E S, tal que (2.18) é satisfeita. Como o processo I é um PRAd, 

resulta por definição que 

n—.ce 
O e por outro lado 

P E I-, e, )(B) = 
k=1 := 1 

Por outro lado, 

[00 

P EE( ([bo,co) = O 

k=1 

= exp {—µ ([bo, co) x . 

rn 

E [1,) (B)] = > PEZ1 E [bo, co)] HP (-zi E (b„ cil) 
an 

k=1 i=1 

77 

= [z, E [bo, co)] P (—Z E flP (--Z E (b,,cil) 
a n an 

k=1 10i' 

Z 
P[Z] E [bo,co)] (—an E (14, , c71frP (— E (b„ c,j) 

) A. an 

[F (co) — F (b0)] v ((b c,'1) = ([bo, co) x (ki, 

tomando n Do. Repare-se que a medida do boreleano [b0, co) x (bi,,ei,], vem 
dada por 

cr, c,, 
ff F z) 1: (da:\ _ f ( —p (F (co) — F(b0)) (c,°° — , se0<b<c,, 

1 q (F (co) — F (bo)) ck — (—b7,) , se < < O. 
bo 

(E) 
n 771 

Considere-se agora o processo I7*, := E.-(z,,a,, zk_lei). Tomando B E S, vamos 
k=li=1 

provar que a v.a. 1,, (B) — 4(B) é um op (1) e que I, (B) converge fracamente 
para I, tendo-se consequentemente que In I. 

Proposição 2.7 Em Mp (IR X ritn\ { 0}) considerem-se os processos In e I. 
Então para cada B E S, verifica-se que 

(B) — I:: ( 13) —› O, 

em probabilidade. 
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Dem. Se B verifica (2.17), tem-se 

E [4(B)] = E [n (B) = O, 
k=1 i=1 

pois B não intersecta os eixos. Neste caso temos O < I, (B) — 4 (B) e O < 

E [In ( B) — (B)] —› O, quando n --> oo, donde In (B) — I(B) —P—> O. Se B 
verifica (2.18) então 

E [I;', ( B)] ( k (2) 
E  [k: 1 :1E 

[ (4, Zi,_ 1) E [bo, co) x 

k=1 

[Zi E [bo, co)] P (-Z-1 E 
an k=i 

P [Zi E [Go, co)] (-a, E (bi, 

([bo, co) x ci,l) • 

Por outro lado a v.a. I, (B) é igual à seguinte soma 

i'-1 
(B) = lzk k g.; z(k-u) (2) L 5 (4,4 1 wk (B)• 

k=1 k=i' 
\  

h..(B) 

Calculando o valor esperado de I ,„ ( B) , obtemos 

E 

Li' -1 

(z,,aziz(k-u)(B) E [I 1,„ ( B)] 
k=1 

Tn 

=>P [Z1 E [bo,c0)] 11P E (14, ci]) 

k=1 an 

IR 

= \---‘Z.J D [Z1 E Ebo, co)] P (— E Ni, llp (_ E (bi, cii) 
k=1 

an a. 

= (ii - 1) P [Z1 E [bo,co)] P (-Z-I- E (bY,ci,l) np E (14, Ci.]) 

--> O, 
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por definição de a„. Como E [I",, ( B)] --+ p. ( fbo,c0) x (bit, cilD , então obtemos 
E [12.n ( B)] ii ([13/43, et)) x , . Além disso tem-se que 

n-,00 

11 n-i'+1 

12,n (B ) = Lf(zk,,,z1z(k-0)(B) > e ( z,,a7, 1z0-11)(B) 
j=1 

E i) ( Ebo, co) x (bi,,c„]) 

3=1 

< a-lz _,)([bo,co) x (b,',ci']) = 
1=1 

Logo O < E [I „ ( 2) — I, (B)] = E [12, ( B) — 4 (B)] + E [Iam (B)] —4 0, resul-
n--.00 

laudo que 1,:(B) — L1 (B) O, em probabilidade. • 

Teorema 2.4 Seja {Zk} a sequência de variáveis i.i.d. que verificam (2.5), (2.6) 
e (2.10). Considerem-se ainda as sequências {5k} k>i e {rk}„,, que satisfazem 
irspecti iminente (2.14) e (2.15). Então no espaço M (111 x \ {0}) , m > 1, 

oc ift 

8. (2'k,<ZZ Z (k-1 ) e5krk - •1/0) e• 
k=1 k=1 i=1 

(2.40) 

Dem. A demonstração é análoga à do teorema 2.2, por isso apresentamos aqui 
ilpellaS as principais linhas de raciocínio que conduzem ao resultado (2.40). Vimos 

11 00 

que o processo E(Z ) converge fracamente para. o processo 
k=i k, n k-1 Z Z E(z r-'/")• kt k 

k=1 
Por outro lado a composição das aplicações contínuas 

7n 

E(tik,t,k) 1-4 »uk,vkei), ••• , E (Uk,Vkem) 

k=1 k=1 k=1 k=1 i=1 

é uma aplicação contínua. de Mi, x IR\ {0}) para. Adp (1R x ïff.rn\ {0}) , que 
designaremos por h. Então pelo teorema 1.1, da aplicação contínua tem-se 

ou seja 

., 

oo 

h ( 6.1v -1, 
.k,an-k-1) h ( e(zk ,6krk--11') ' 

k=1 k=1 

= 
n 7n 00 M 

(Zko2,7 1Zk-ie,) 
k=1 i=1 

EEE( 1/' 1. 
4,5krk-- e,) =  
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Aplicando o teorema 4.2 em [19], pág.32, prova-se que i• sse 

(Bi), (I (B1) ,..., I' (Bi)), 

para quaisquer B1, ..., Bi E S, com j > 1. Ora, como In (B)— In* (B) converge em 
probabilidade para zero para qualquer B E S, vem que 

(4 (BI) , /„ (Bi)) (/* (Bi) , /* (Bi)), 

donde pelo mesmo teorema resulta que 1,, I. E 
O próximo e último teorema que apresentamos neste capítulo consolida a utili-

zação da teoria dos processos pontuais no estudo da teoria limite para modelos de 
Médias Móveis, quando a distribuição dos erros pertence ao domínio de atracção 
das estáveis de índice a E (0, 2) . Aliás este teorema é o motor dos princípios 
teóricos que envolvem o estimador LAD, quando os processos em causa são os 
autoregressivos. Sobre este tema falaremos no capítulo que se segue. 

Teorema 2.5 Suponhamos que {a„} satisfaz (2.10), {ci} satisfaz (2.8) e {Zk} 

satisfaz (2.5) e (2.6). Sejam {;(k}, o processo linear definido em (2.36), {6k} 
a sequência de v.a.'s i.i.d. que verifica (2.14) e {rk} a sequência que satisfaz 
(2.15). Suponha-se ainda que {Zk} , {(5k} e {Ei} são independentes. Então em 
MI, ( IR. x IR\ {0}), quando n —> oo, tem-se 

71 00 OC 

E (7.k,(1;7 1Xk) L E: (7.k,C5kCjr-ill • 

k=1 k=1 i=1 

Dem. Vimos no teorema anterior que 

00 771 

(2.41) 

E (Z1,,a IZ(k-1) ) E (Zk,f5kr,T ila e,) • 
k=1 k=1 i=1 

Por outro lado a aplicação T• de Mp (Ift. x rtin\ { 0}) para Mi, x IR\ {0}), 

definida por 

E (Uk,21c—Igk-21•••7:k—rn) 

k=1 

1—> EE(uk,E;r11c.zk-,) 
k=1 

E(uk,co) 
k=1 

é quase certamente contínua. com respeito à distribuição de Er_1 Z:.11 E (zk,6ki,-11. e ). 
k 

Então pelo teorema 1.1, vem 

n co 

( m 7' e(z,,,aziz( k--1)) T" ( E.( 4,6kr li , e,) ' 
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isto é, 

EE(zk,0,71E::., c, zk._;) E E(z,,,skcirV/') 
k=1 k=1 i=1 

Tomando 771 ---> oo, tem-se quase certamente que 

00 77! 00 00 

kohel r,--"") ,  Zk 5 kC, rk ) 
k=1 7=1 k=1 i 

pontualmente para a métrica vaga. Então aplicando o lema 2.2, a convergência 

em (2.41) ocorre desde que se verifique a. condição 

lilli lin) S111) P [ 

77)--•04- ?I—.30 

00 771 00 

f ( Zk,a,-,I ciZk_ f (Z,i — , k n a-1 Xk ) 

k=1 i=1 k=1 

> -= 0, 

(2.42) 

para toda a função f E C([0, oo) x IR\ {0}). Admitindo que o suporte de f está 

contido no conjunto 

D = [(2,1)] x {x E lR\ { 0} : Ixi > á, com 6 > O} , a, b E IR 

P definindo-se 

= sup{if (t., x) — f ( t, y)I : x, y E ( O, oo) ou x, y E ( — oo, 0) e lx — vi 5 -y}, 

com t E IR, prova-se após alguns cálculos, à semelhança, dos que foram efectuados 
na demonstração do teorema 2.3, que dado o conjunto 

An = : max ( 1I,17„k — Ynkl) ≤ 7}, 
1<k<n 

com 14'7,k = (1.771 Z:n eiZk_i e Yk= (1;1 Xk, o limite em (2.42) é nulo, provando-se 
desse modo (2.41). • 

Resulta como consequência deste teorema que 

71 CO CO 

(Zk,an-1 Xk) --> >1>1í (Zk,6keirj-,.1/a) 
k=1 k=1 i=1 

para qualquer função f contínua em IR x IR\ {0} de suporte compacto. 

(2.43) 



Capítulo 3 

M-Estimação para Processos 

Autoregressivos com Variância 
Infinita. Estimador LAD 

No capítulo anterior, analisámos algumas propriedades relativas à convergência 
fraca de processos pontuais, quando associados a processos lineares de médias 
móveis, os quais por sua vez apresentavam a particularidade de serem gerados 
por ruídos com distribuição de variação regular de índice — a (a > O) nas caudas 
e estas obedecerem por sua vez às condições (2.5) e (2.6). Também vimos que 
quando esse expoente de variação, verifica O < a < 2, os erros têm variância in-
finita. Uma classe importante de distribuições que satisfazem precisamente (2.5) 
e (2.6), para a E (0, 2), é classe das distribuições estáveis ou das leis estáveis. 
Embora possa parecer pouco provável, a existência de distribuições empíricas 
com variância infinita, muitos estudos mostraram, que certos fenómenos, quer 
sejam de natureza económica, social ou outra, sugeriam o uso de modelos ARMA 

com variância infinita. Entre esses estudos, salientamos as flutuações de preços 
de mercado (Fama, 1965), que sendo variáveis limitadas, tomam com muita fre-
quência. valores nas caudas da distribuição, eliminando assim peremptoriamente 

a hipótese de normalidade. Também os sinais de telefone, estudados por Stuck 
e Kleiner (1974), mostraram claramente a necessidade de se recorrer a modelos 
com variância infinita. Quando se entra no domínio da estimação de um processo 
linear, usualmente recorre-se às condições de segunda. ordem do processo, descri-
tas a partir da função de covariândia ou da função de densidade espectral, para se 
obterem os estimadores dos parâmatros. Porém, quando um processo é dirigido 
por inovações com variância infinita, esses estimadores perdem algumas das suas 
propriedades, nomeadamente a consistência, deixando por isso de serem óptimos. 
A M-estimação aparece assim como uma alternativa, que inclui entre outros, 
métodos conhecidos de estimação, tais como o método dos mínimos quadrados 

(LS-least-squares) e o método dos mínimos desvios absolutos (LAD-least-absolute 
deviations). Neste capítulo vamos restringir o nosso estudo ao comportamento 

79 
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limite do estimador-LAD dos parâmetros de um processo linear autoregressivo, 
quando dirigido por erros com variância infinita, isto é, vamos admitir que a 
distribuição comum desses erros fazem parte do domínio de atracção das leis 
estáveis de índice a E (0,2). Para já apresentamos alguns conceitos básicos rela-
cionados com as variáveis estáveis que podem ser analisados com mais rigor no 

sexto capítulo em [13]. 

3.1 Variáveis Estáveis. Conceitos básicos 

Unia variável aleatória Z diz-se estável, ou tem distribuição estável sse 
para todo o inteiro positivo n, existam constantes a„ > O e b„ E IR., tais que 

Z1 + • • • 4- Zn a?, Z + (3.1) 

quaisquer que sejam as ‘rariáveis aleatórias i.i.d z1,..., Zn com a mesma distri-
buição F de Z. Quando b,, = 0, a. variável aleatória Z diz-se estritamente 
estável ou simétrica estável. As constantes normalizadoras an, tomam a for-
ma assintótica a„ nik , quando O < a < 2, sendo a constante a designada por 
expoente ou índice característico da v.a. Z. Além da propriedade aditiva ex-
pressa em (3.1), de que gozam estas variáveis, uma outra propriedade interessante 
é a possibilidade de se escolher uma constante centralizadora b, de forma. a que 
a v.a. Z — b, seja estritamente estável, isto quando a 1. Outras propriedades 
importantes que satisfazem estas variáveis, são apresentadas de seguida. 

3.1.1 Algumas Propriedades das Variáveis Estáveis 

1. A função característica, ck (u) = E [exp (iuZ)] , de uma variável estável de 
expoente característico o E (0, 2], é dada por 

0 (u) _ r exp {iu/3. — dluin ( 1 — iOsgn(u) tan (7r/2))} se a 1 
1 exp {iul3 — djui ( 1 + i0 (2/7r) sgri (u) In ' ui)} se a = 1 ' 

onde sgn (u) = -- se u O e zero caso contrário. Os reais i3 E R, 

E [O, oo) e O E [- 1, 1], são designados respectivamente por parâmetros 
de localização, de escala e de simetria. Quando 0=Oed= 1, a v.a. 
estável Z, diz-se standard. 

2. Se a = 2 então Z N (j3, 2d). 

3. Todas as variávies estáveis de índice a E (0,2) apresentam variância infini-
ta. 
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4. Se O = 0, então a distribuição de Z é simétrica em relação a /3. As dis-
tribuições estáveis simétricas ([3 = 0), têm a função caracterftica do tipo 
(u) = e-di"r, para a 1. 

5. Se a = 1 e O = 0, Z tem distribuição de Cauchy, com função densidade de 
probabilidade dada por 

f (x) = d/7r [d2 + (x - fl)2]-1 , x E a 

6. Se a = 1/2 c fi = 1, Z tem distribuição de Lévy. 

7. Toda a distribuição estável de expoente característico a E (0,2), tem mo-
mentos absolutos finitos de ordem 6 E (0, a) . 

8. A função característica de uma variável estável, é absolutamente integrável, 
o que implica que toda a. lei estável é absolutamente contínua. 

9. Se Z é estritamente estável com expoente característico a, então 

+ t'/° Z2 (s + t) 11° Z, Vs > O, Vt > 0, 

com Z1. Z, e Z, v.a.'s i.i.d. Esta propriedade implica no caso geral, que 
todas as combinações lineares de estáveis da forma A1Z1+ A2Z,, ainda seja 

uma estável. 

Gneclenko ( 1968), mostrou que as distribuições estáveis são as únicas distri-
buições limite de somas de v.a.'s i.i.d., quando convenientemente normadas. Ora, 
esse resultado fez com que surgisse naturalmente uma nova descrição das leis 
estáveis. Assim, dadas as v.a.'s Zi, ..., Zn, Z, se para cada n. E N, existirem 

constantes an > O e bn E R, que verificam 

E nk=1 Zk bn d y 

an 

com Y v.a. não degenerada, então Y é estável ou tem distribuição estável. Neste 

caso, Zk (4- Z diz-se que pertence ao domínio de atracção da v.a. estável 

Y e simbolicamente escreve-se Z E D (Y) ou ainda Z E D (a). As constantes 
normalizadoras são agora definidas por 

an = nli'L (n.), 

onde L (•) é uma função de variação lenta . Se L(n) = C E IR+, então a v.a. Z, 
diz-se que pertence ao domínio de atracção standard da v.a. Y. As caudas da 
função de distribuição Fz (x) de uma variável estável Z, com O < a < 2, também 

conhecidas por caudas elevadas, satisfazem para todo x > O 

1 - Fz (x) + Fz (-x) = F(IZ' > x) = x'L (x) , x -› oo 
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e 

Fz (—x) P EZ  

1 — Fz (x) P > 

com ei,e2 > O e ci + c2 > 0. Se tornarmos ct = q e e2 = p, tal que p + q = 1 e 
O < p < 1, vemos que as condições (2.5) e (2.6), verificadas pela sequência {Zk}, 
geradora do processo linear médias móveis definido em (2.7), são necessárias e 
suficientes para que Zk E D (a) , sempre que a E (0,2) . 

X --> 00, 

3.2 M-Estimação para Autoregressões 

Seja {Xt} é mi processo autoregressivo causal de ordem p, AR(p), da forma 

Xt = + 02Xt_2 + + OpXt_p + Zt, (3.2) 

onde {Zt},Ez é uma sequência de variáveis aleatórias i.i.d. tais que Zt E D (a) . 

Dadas as observações XI, X„, geradas a partir do modelo em (3.2), uma M-

estimativa 0,11, do vector dos verdadeiros parâmetros c/) = (01, ..., pY é o vec-

tor que minimiza com respeito a a função objectivo 

TI 

f)Ezt 63)1, 
t=1 

oude p (.) é uma função perda e {z, (fi)} são estimativas dos erros {Z1}. Estas 
estimativas podem ser calculadas a partir de um qualquer vector particular de 
parâmetros p , da seguinte forma 

(f3) = 

Z2 (i3) = X2 — 

Z2 ([3) = X3 — )32X2 1X1 

(P) = 

Os casos em que p (x) = x2 e p (x) = 1x1, correspondem respectivamente aos 
métodos de estimação dos mínimos quadrados e aos mínimos desvios absolutos. 
Para se analisar o comportamento assintótico do vector de parâmetros (fim , o 
procedimento usual, passa pela determinação das derivadas parciais da função 
objectivo 

p (Xt — IX _1 — — Xt ) P -13 
1=1 
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obrigando a que as estimativas 7k1, -- p) verifiquem 

71 

Xt_j/P (xt - - ••• - 74Xt-p) = O, para j = 1, ..., p, (3.3) 
t=i 

sendo 1,/) (-) a derivada cia função p(.). Dois problemas se levantam à priori com 
este tipo de procedimento. Em primeiro lugar se p(x) = ixl, e nesse caso estamos 
na situação do estimador LAD, p não é diferenciável na origem sendo necessário 
por isso impôr condições de momentos que envolvam o comportamento da dis-
tribuição de Zt, perto da origem. Em segundo, se no caso da variância finita, 

as equações em (3.3), levam a que 171 CefiAl - •ri)) r-I4 X, com X um vector nor-

mal, no caso em que a variância é infinita não é possível, de uma forma geral, 

estabelecer-se um resultado similar por este procedimento, nem tão pouco, obter-
se unia representação concreta em termos da distribuição de X. Iremos ver para 
o caso particular do estimador LAD, como contornar este problema. encontrando 
unia forma alternativa. 

Embora esteja fora do âmbito deste trabalho o estudo das propriedades as-
sintáticas do estimador LS, para processos lineares autoregressivos dirigidos por 

inovações com variância infinita, não queremos deixar de registar alguns resul-
tados, em termos de consistência e rácios de convergência, que têm vindo a ser 
desenvolvidos para este estimador e naturalmente para o estímador LAD. Assim, 
Hannan e Kanter ( 1977) mostraram que para 6 > a, 

vé (e7)Ls _ (i)) o q.c. 

Davis e Resnick ( 1985-86) provaram que existe uma função de variação lenta em 
oc ,L0 (n), tal que 

ni/a Lo (n) EkLs (P) y, 

em que Y é o quociente entre duas variáveis aleatórias estáveis. Gross e Steiger 
(1979) analisaram a. consistência. do estimaclor LAD, sob a. hipótese do valor 
de E ( iZt1) ser convergente e Zt ter uma única mediana na origem, chegando à 
conclusão de que nestas condições o estimador é fortemente consistente. An e 
Chen (1982) provaram que para. 6 > a 

LAD CP) 14 O1 

e determinaram um rácio de convergência para OLAD, quando Zt tem uma única 
mediana na origem e 1 < a < 2, ou quando Zt tem distribuição de Cauchy 
centrada na origem. Na secção seguinte vamos mostrar que, sob determinadas 
condições 

an (kAD (1)) -› 
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onde é o mínimo de um certo processo estocástico e a. velocidade de convergência 
é de ordem nilaL (n). 

Vários estudos de simulação para processos AR(p), foram desenvolvidos com 
o objectivo de se compararem estes dois estimadores. Assim o fizeram Gross e 
Steiger ( 1979) e Knight (1987), chegando à conclusão que para a E [1, 2), as es-
timativas LAD obtidas eram de uma forma geral melhores, isto é, mais próximas 
dos verdadeiros paràmetros, do que as estimativas LS. Conclusões semelhantes 
foram obtidas por Bloomfield e Steiger (1983), para a < 1. Estes resultados 
podem ser parcialmente justificados, se pensarmos que perante erros com caudas 
elevadas, o est imador dos mínimos quadrados ao minimizar a soma dos quadrados 
das e.stiniativas dos erros, pode centrar-se em alguns erros demasiado grandes e 

desprezar as restantes observações de erros, fazendo deste modo com que os parâ-
metros sejam subestimados. Estudos de simulação mais recentes, têm revelado 
que embora ambos os métodos de estimação, LS e LAD, sejam computacional-
mente eficientes e fáceis de implementar, como referem Calder e Davis em [5], o 
primeiro revela-se inadequado face à estimação de parâmetros de processos AR-
MA. quando as inovações tem caudas elevadas. Para uma leitura mais cuidada e 
aprofundado destes assuntos, veja-se por exemplo [9],[10] e [5]. 

3.3 Estimador LAD 

Seja {XI} o processo causal AR(p) definido em (3.2), dirigido pela, sequência de 
erros {Zt},€z , onde Zt E D (a), com a E (O, 2) , ou seja Zt satisfaz as condições 
(2.5) e ( 2.6) para O < a < 2. Considere-se o polinómio autoregressivo (z) = 
1 - Otz - 0,z2 - - OpzP e que verifica (z) 0, para todo o complexo z, com 
Izi < 1. Como o processo é causal, então pode ser representado por um processo 
linear da forma 

00 

Xt = (3.4) 
i.o 

onde i = 0,1, ...} são os coeficientes de zi na expansão da série de potências 
de 0-1 (z) . Neste caso, tal como vimos no capítulo anterior, o processo {X1} 
verifica 

P [IX > P [ 0 11. i um Z1_,I > < 00, 
(3.5) r-ce P[IZiJ > x] =-00 P > 

i=o 

o que mostra que a distribuição de XI tem um comportamento assintótico aná-
logo ao da distribuição de Z. Além disso {X1} converge absolutamente com 
probabilidade um. Considere-se ainda a sucessão de constantes positivas {an}, 
definida por 

a„ = inf {x : P > ≤ " 
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e que verifica (2.10). 

Pelo que vimos na secção anterior uma LAD-estimativa (--i)LAD = (013 ••• 1 ̂0p) 

do vector de parâmetros = (01, ..., 0p) , minimiza a função objectivo 

IXL PI XL-1 ••• PpXt—p I 
L=1 

OU ainda a função objectivo modificada 

— —14]. 
t=1 

(3.6) 

Se somarmos e subtrairmos Zt = —01)(1_7, no somatório anterior, 
este pode ser escrito ainda na forma 

71 

[I (fiz — 01) — — a7, (flp — Op) (1,7 1 Xtpl 

Fazendo agora u7 = (4, (t3.7 — , para j = 1. •••, p, obtemos para u = 
pertencente a ll1P 

Defina-se 

11 

1,17„ (u) := [I Zt — ui an- I Xt_i — — una;1 Xt—pl I ZL I] • (3.7) 
c=1 

a n-1 (U1X1-1 UpX/-p) 

= ç lYt ( u) 

então o processo em (3.7), pode ser reescrito na forma 

W n (1) = [IZt — Ynt — IZtl] 

L=1 

= z, — (1;1 y, (u)I — Izti] . 
L=1 

(3.8) 

(3.9) 

Vemos assim que minimizar (3.6) em relação a /3 é equivalente a minimizar (3.7) 
ou (3.9) relativamente a. u. Note-se que para cada vector u ElRP, a variável Yt ( u) 
pode ser escrita com base nas variáveis Zt's por, 

Yt ( u) ui Xt_i + + UpXt_p 
00 00 

i=0 i=0 

(3.10) 
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onde a sucessão de constantes {ci (u)} definida por 

c, (u) = + 

satisfaz 

lc, (U)I < 00, 
1=1 

para algum 6, tal que O < 6 < min (a, 1) . 

pPor outro lado o processo linear (.) sendo dirigido pelas inovações Zt's, a sua 
distribuição nas caudas comporta-se também de forma semelhante à de Zt, tendo 
por isso caudas elevadas. Um resultado análogo a (3.5), pode então ser deduzido 

para (.), tendo-se assim 

um P >  = lim P > i.J = 2_, lei ( u)I0 < 00 (3.11) 

IjZ d > PEIZiI > Por simplificação de escrita e não havendo risco de confusão, optaremos, por vezes, 

por escrever apenas ci em vez de ci (u). Repare-se que W„ é um elemento aleatório 
ou função aleatória em (C (IR?) , p) , o espaço das funções contínuas de IR? em IR, 
munido da métrica do supremo. Isto significa que dado o espaço probabilístico 
(S2. A. P), 117„ é uma aplicação mensurável de S2 em C (IR?) e por tal, para cada 
w E 52, 1,',1 w) é uma função contínua pertencente a C (IR?) e para cada u EIRP 
117,, ( u) é uma variável aleatória. Vamos ver que sob determinadas condições 
de momentos com respeito às inovações {Z1} , o processo 1,17„ (.) converge em 
distribuição em C (W) para o processo 1,17(-) definido para cada u EIRP por 

00 00 

11' (u) =>> [Izk - (1,1,7_,u1 + + - lzkli 
k=1 
0000 

= [14 — Cz (U) — 141] , 

k=1 i=1 

(3.12) 

o qual por sua vez tem um único mínimo com probabilidade um. 

Comecemos então por considerar {4} a sequência. de v.a.'s i.i.d. que satisfa-
zem (2.14) e a soma rk = Ek, com {E t, > 1} sequência de exponen-
cias unitárias i.i.d., tal que {Zk} , {Sk} e { rk} são independentes. No teorema 

2.5, estabelecemos que no espaço das medidas pontuais aleatórias definidas em 
E = IR x IR.\ { O} , 

71 00 00 

:= D .(Zk,aZ iXk) »( 
k=1 k=1 i=1 

Zk,6k0jrk 
-ti.) =: c, 

onde aqui {Xk} é o processo linear de médias móveis definido em (2.36) e a 
sequência de constantes positivas { c,} , verifica ( 2.8). Vimos além disso, como 
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consequência dessa convergência em distribuição, que para qualquer função f 
contínua em R x R\ {0} de suporte compacto, (,, (f) converge em distribuição 
para Ç (f) , isto é, 

(Zk,a,T I Xk) (Zk,6kcir.;11 • 
k=1 k=1 i=1 

Se tomássemos a v.a. (u), definida em (3.10) e se fizéssemos 

f (x,y) = lx vl - Ixl, 

com x E Re y E R\ { 0} , então obteríamos a partir de (3.13) 

11 oo oo 

— y,„ (u)i — iztii — c (u) 6 kr: 1 i° 1 — IZ kl] 
t=1 k=1 i=1 

U',, ( u) 1,17(u) 

(3.13) 

(3.14) 

chegando deste modo rapidamente ao resultado que nos propusémos demonstrar. 
Contudo deparamo-nos com uni pequeno problema: é que apesar da função mó-
dulo ser c:ontínua, não tem suporte compacto. Mas por outro lado, sendo f (x, y) 
contínua, o resultado (3.13), será válido para funções do tipo 

g (x,y) = f (x,y) I ( ixl < Aí) I (1y1 > 6) , 

onde g (•) tem agora suporte compacto, quaisquer que sejam os reais positivos i\1 
e 6. Ora, isto leva-nos a concluir que para provarmos a convergência em (3.14), 
teremos que recorrer a funções cio tipo de g (•) e é precisamente essa a estratégia 
a seguir. Primeiro vamos ver quais as condições que garantem a existência de 

(•) , tendo estas naturalmente em conta, como já foi referido, o comportamento 
da distribuição das Zt's próximo da origem. 

Proposição 3.1 Considere-se {Zk} a sequência de variáveis aleatórias reais i.i. d. 
que verificam Zk E D (a.), apresentando mediana nula se a > 1. Sejam {4} 
e {rk} as sequências de v.a.'s que satisfazem respectivamente (2.14) e (2.15). 
Admita-se que {Zk} , {6k} e frk} são independentes. Defina-se 

CO 00 

14 = [kk — — lZkl] 
k=1 i=1 

00 

onde E 101 < 00. Então 
i=1 

a) Se a < 1, W é finita com probabilidade 1. 
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b) Se a > 1, W é finita com probabilidade 1 sse E ( 1Zill-a) < oo. 

c) Se a = 1, IV é finita com probabilidade I sse -E (ln I) < oo. 

Dem. Vamos provar em primeiro lugar que Z°.° Irk  - k h1H < co q.c., para 

qualquer a E (0,2). 
Seja f (x) = x-1 /°. Expandindo esta função em torno do ponto k, vem 

f (x) = k-1 I" + (x - k) k-11°-1 + 0(x - k)2, 

e consequentemente 

- = (x - k) k-11°-1 + (3.15) 

Por outro lado, sendo rk = a lei dos logarítmos iterados' garante que 

l rk — kim sul)   = 1 q.c. 
n-co V2k log log k 

Resulta então de (3.15) e de (3.16) que 

<=> 

-1 
(log log k) 112 k1/2k(-1 /')-1 ( 1 + op (1)) 

a  

\&-1/2-1 /' (log log k) i/2 ( 1 + o), ( 1)) 
a 

— k-vo 

-1/aV72..k-1/2-1 /° (log log k) i/2 

quase certamente. Consequentemente 

11-'41/ü - k-1/' = O (k-112-11° (log log k) 1/2) q.c., 

donde, 

= 1 + op (1), 

0. o. < (log log k) I/2 

k=1 kfi k=1 

para quase todo o w E S-2 e para /3 = 1/a + 1/2 > 1. Notando agora que 

Vlog log x ≤ ≤ log x, 

1Veja-se em apêndice. 

(3.16) 

(3.17) 



M-estimação para Processos Autoreg-ressivos com Variância Infinita 89 

pois logx < x,Vx > 1 e tendo em conta que 

co f(x"- log x) dx < oo, 

segue-se que, aplicando o critério do integral impróprio à série em (3.17), 

o. 
— < co 

k=1 

para O < a < 2. Observe-se agora que 

la - bl - Ia! 5 (Ia - cl - lal) + lb - cl , Va, b, c 

e aplicando esta desigualdade a. W temos 

00 00 00 00 

[Izk lzkl] + >iiii Ci5kÇh10 - ciõkk-110 1 
k=1 1=1 k=1 7=1 

CO = CC  > jii [14 — Ciókk-ii° l — 14 CO 11 + Ir;'/° — k-v CO ol lei! 
k=1 1=1 k=1 i=1 
W1 + 14/2. 

C01110 1172 = Ek>1 1 — W < oo, então a convergência de só k 
depende agora de sendo necessário considerar 3 situações. Primeito vamos 
admitir que O < a < 1. Ora, 

00 CO 00 CO 

=>Ii [14 — c,bkk-1/1 — lZkl] = Iciókk-vül 
k=1 1=1 k=1 i=1 

= < oo, 
k=1 i=1 

donde W < co, quase certamente. Seja agora 1 < a < 2. Aplicando a igualdade 

Is - yl - lxl = y (/ (x < O) - / (x > O)) + 2 (y - x) (/ (y > x > O) - / (y < x < O)) , 

válida para qualquer x O, vem que 

00 00 

1471 = jj [ci6kk-111' (I (Zk > O) - I (Zk < 0))] 
k=1 i=1 

00 00 

Rci6kk-1/' - Zk) x 
k=1 1=1 

x (Ci6kk-ila > Zk > O) — 1 (Ciókk-lia < Zk 0)11 (3.18) 
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Analisemos se o primeiro somatório é finito, começando por calcular o seguinte 

valor esperado 

E [c,bkk-1 /' ( I (Zk > 0) - I (Zk < 0))] = [bk ( 1 (Zk > 0) - I (Zk < 0))1 

= 0, 

pois {(5k} e {( I (Zk > - I (Zk < 0))} não são correlacionados e 

E [I (Zk > 0) - / (Zk < O)] = 0, 

já que por hipótese {Zk} tem mediana nula. Então, 

CC 00 

[ci6kk-I i° (1 (Zk > 0) - 1 (Zk < 0))] 
k=1 i=1 
oo oo 

=> IE [c7SZk.-2/° ( I (Zk > 0) - 1 (Zk < 0))2] 
k=1 1=1 
cc co co oo 

< (c ,267,k-2/0) < co, 

k=1 7=1 k=1 i=1 

1)1)1S Z k>1 k- 2/n < co para a E [ 1,2) e se Z 7>,Ic < oo, tem-se a partir de certa 
ordem que < 1, o que implica que c.i> <1c,j, vindo portanto Z i>1 c7 < co. 

Logo 

00 00 

c-.i(5kk-lia (1 (Zk > 0) - I (Zk < 0)) < oo q.c. 
k=1 i=1 

Estudemos agora a convergência quase certa do segundo somatório em (3.18). 

— Zk) [1 (Cibkk-I/Q > Zk > — I (Ci6kk-li° < Zk 0)] 

k=1:=1 

= (cibkk-i i° Zk) / (cibkk-i /c> > Zk > 0) 
i=1 k=1 

(1) 
CO 00 

->> (ciókk. -1/ - Zk) I (ci6kk-1/' < Zk < 0) . 
1=1 

(2) 

Para garantir a convergência de ( 1), é suficiente provar a convergência de 

CO 00 

(icii k-I/a - Zk) .1 > Zk > 0) 
k=1 i=1 

(3.19) 
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e neste caso como temos uma soma infinita de variáveis aleatórias não negativas, 
a convergência dá-se desde que o valor esperado dessa soma seja finito. Sendo 
F (.) a função de distribuição de Zk, vem 

CO 00 

E (1c,1 - Zk) I ( lei! k-11a > Zk > 
k=1 i=1 

oo oo 
= R ff Lk icii k-11° - Zk) I (lcil > Zk > 0)] 

k=1 i=1 

=ÊÊ f 
k=1 i=1 O 

00 jc,lk-11° oo . 

f 
z=1 1 O 

(lei' - z) F (dz) 

(Icil k-1/' - F (dz) dk. 

Tomando u = lcI k-I/' e tendo em conta que dk = (-a) !cila u'du e que 
O < z < n < lcd, a expressão anterior toma a forma 

o ic,I 00 ff (u - z) (-a) kir u'l duF (dz) 
2=1 Icil 

lc,11cd 

= a z_ icir J f(v - z)u-Q-1 duF (dz) 
li o 

fr 

= H a] ( u - zu 
1=1 o z 

Para 1 < a < 2, obtém-se integrando em (3.20) 

-Q-1) duF (dz) . (3.20) 

oo lcd 
-a+1 z.— -a] icd 

' [Cil a f   
-a + 1 

F(dz) 
-a 

o 
Ici I 

00 1)= 
1 - a -a - 1 a) 

t=1 o 
z1-1F(dz). 

lei' 
Como E ( IZil) < oo então zF (dz) < , o que significa que a convergência I oo 

o 
flc.I 

cio integral anterior irá depender exclusivamente do integral F (dz) ser 
o 
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finito. Este, por sua vez, prova-se2 que é finito se 

E OZ111-1 

Consideremos agora a = 1 em (3.20). Vem então que 

IcI lc.I 

Ê  icii (— zu— ) duF (dz) I 21 
1 , 

Icil 

= f (In — In IzJ — F(dz), (3.21) 
1 

o 

o que mostra que a natureza cio integral em (3.21) é equivalente à dos integrais 

zF(d z) e log Izi F(dz). Quanto ao primeiro é fácil de ver que 
o ./ 0 

icil 2 

zF(dz) = [z ( 1 — F ( z))[10'1 + f (1 — F (z)) dz 

o o 
lc,1 

„.2 

< C + f t-dz < co. 
2 

o 

f icd 
Logo o integral em (3.21) é finito sse também o for In izi F(dz) e este por 

o 
sua vez, também é finito' se 

-E (lniZil) < oo • 

f In kl F(dz), concluímos assim que a convergência absoluta de ( 1) ocorre 
.-ic,1 

com probabilidade um sse 

f o Analisando agora de forma semelhante a convergência de lzi l' F(dz) e 
—icii 

o 

f E OZ111-1 < oo se 1 <a< 2 
1 —E (ln I) < co se a= 1 

2Veja-se em apêndice. 
3Veja-se em apêndice. 
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Falta analisar por último a existência de (2). Observe-se que 

00 00 

(ci6kk-lia — Zk) I (ci6kk-Va < Zk < O) 
k=1 i=1 

00 00 

= (—cibkk.-11° + Zk) I (— c,bkk-11° > —Zk > O) 
k=1 i=1 
ce 

= (lei' k-1/ — (— Zk)) 1 (II k - 11a > — Zk > . 

k=1 i=1 

Tomando a nova variável Z7, = —Zk, chegamos à expressão ( 1), pelo que se 
demonstra o resultado pretendido de forma análoga. • 

Como corolário desta proposição, resulta que o processo W (.) existe e está 
bem definido quase certamente, como elemento aleatório do espaço (C (1R) , p). 
Na próxima proposição são estabelecidos alguns resultados assintóticos relati-
vos a um processo linear de médias móveis estacionário, pondo-se em relevo as 
propriedades de variação regular nas caudas da respectiva função de distribuição. 

Proposição 3.2 Seja {Yd um processo linear de médias móveis estritamente 
estacionário, gerado pela sequência de v.a.'s {Z1} e que verificam (2.5) 
e (2.6), para a > O. Para cada n E IN considere-se a sequência { Ynt}, com 
Ynt = Seja ainda {VI} uma sequência de v.a. 's i.i.d com média finita tal 
que para todo t., 14 e Yt são independentes. Então para todo o 6 > O e 77 > O 

71 

a) limsupP [E IVti iy,r/ (vnti≤ 6) > ≤ 77-1CiE ( 11/11) 45-'-a, para qual-

quer 7 > a. 

b) limsupP[Ê 11/2 1 lYntl" ( lYnti > 6) > 71] ≤ C26-°P[IVI I > 0], para qual-
n00 t=1 

quer 7 > O. 

c) Se V1 tem média nula e variância o-2 e 1 < a < 2 então 

var (D/tYnt / ( lYnt l ≤ 6)) 
e=i 

= n af E [Y12 I (Mi anb)] E (V?) 

C3E (V?) 62-O, 

quando n oo, onde Cl, C2, C3 E IR. 
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Dem. a) Seja 5> O. Para todo 77 > O, vem pela desigualdade de IVIarkov 

71 

lYntil I ( iYnti ≤ 5) > 
t=1 

ri- E [E MI la,;11't / (MI ≤ ari i5)] 
71 

t=1 

= 11 -1 E (VI) n [IY1 r I (Vil < '2.5)], 14,Yt ind.; estacion. {}1,} 

= 77-1 E (VI) n a E [Y J1' 1 (Pir (aii6)1')] 

= 1]—I E (VI) r/a;,--Y f yG (dy), onde G é a função de dist. de VI r 
o 

(a. 6)' 

ii' E(Vi)na [—y ( 1 — G (y))]' + (1 — G (y)) dy 

o 
(an6)' 

(1 — G (y)) dy 

= 71-1E(1/4 )(5-'n(1 — G(a„ó)) 1 +  ° 
(a7,5) ( 1 — G (a06)-Y) 

1111'111>(a,,6)1 

Repare-se agora que por (3.11) tem-se 

00 
lhn nP > anx] = lim n.P > (a„x)1 = Cx', 

n—oo 

para qualquer x > O, com 

00 

C = < oc. 
i=1 

i=1 

(3.22) 

Além disso como P > xl E RV_0, então P [Vir( > = P [ 1J > x1/1 é 

assintoticamente x-c`hL (x), ou seja P[lYiI' > x] E RV_ah. Ora, como > a, 
vem que — E4-- > — 1. Então tomando o limite em n e aplicando o teorema de 

Karamata ( teorema 2.1) em (3.22) obtemos 

COM 

1  
( 1 + — a/7 + 1) = 77-1CIE (IVi I) 

C1 E IR e por conseguinte 

limsupP [E iv,i lyntr / (1%1 5 .5) > i 5_ 77-1CIE(IV,I)67', 
n—.x> 

t=1 
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para qualquer para 7 > a. 
b) Dados 6 > O e 77 > O, tem-se agora 

P [ 11/tilYnt17 (lYnti > 6) > = P [ 1141 ia:1 (1d 31113' > an6)] 
1-1 t=i 

< p 
[ n 

U > a8)} n { II > 0}1 

< n P [' Yd > anó] P[IViI> O] . 

Tomando ri --> oo, obtemos 

[ lim snpP IV/ I lYnir / ( lYnti > 6) > 77 ≤ P [' Vil > O] icli°6-a 
71-.00 

/1 1 00 

t=1j 2=1 

= C2P [MI > 

com C2 > O e para todo 7 > O. 
c) Suponha-se que E(V1) = O, var (VI) = rr2. Uma vez que Vt e 

independentes, então para quaisquer 8> O e 77 > O, vem 

E (ViYnt I ( lYnt i < 6)) = a77'E (Vt) E (Yt I ( iYti ≤ an6)) = 

logo a variância ‘-cin dada por 

vai. 

7/ 

t=1 
71 

t=1 

naf E (V12) E (Y12 ( 1)7112 <(an6)2)) 

n 

»tYnti(lYnel ≤ 6)) 
1=1 

7)ar (VtYnt/ ( i)'Çnti ≤ 6)) 

E (V(2) E (1i21(1Yti a„.5)) 

(a. 6)2 

nafE  ( v12) yG (dy) , com G função de dist, de 

o 
(a6)2 

na;2E (1712) E—Y (1 — G (Y))1("6)2 + f ( 1 — G (y)) dy 

o 

j(ani5)2  

= E (1/12) 62n ( 1 — G(an6)2) 1 + (ac:6)2 (1 _ G(a5)2) 

P[IY112>(a2,6)2] 

Yt são 
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Notando que P [11'112 > x] E RV_ /2, então, para 1 < a< 2, tomando n —> co e 
aplicando novamente o teorema de Karamata, a expressão acima tem por limite 

em n 

E (v12)C82-" ( 1 + 1 — C3E 62-o, COM C3 E IR 
—a/2 + 1 

obtendo-se assim o resultado. 
Finalmente temos criadas as condições para podermos estabelecer a. con-

vergência em distribuição do processo 1477, (.) para o processo 147 (-). Relembrando 
o exemplo 1.6 do capítulo 1 e urna vez que estamos a trabalhar com elementos 
do espaço C (111P), para provarmos este resultado teremos que mostrar que as 

distribuições conjuntas finitas de 147„ convergem em distribuição para. as de 147 e 
além disso que { 147„} é tight, ou de forma equivalente, que a sequência{Wn} seja 
relativamente compacta. Ou seja, a convergência em distribuição ocorre sse para 

todookEN 

(1V„ ( u1) j.17,(uk)) ±(> (W (u1) (uk)) , Vui E R", 1 < i < k (3.23) 

e se { W„} é tight. Recorde que { 147„} é relativamente compacta sse para toda a 
subsequência { 1477,} C { 147n} , existe uma subsequência { 147„,} C { 147„,}, tal que 
1177," converge em distribuição para algum elemento aleatório de C (IR") , poden-
do esse elemento aleatório ser diferente de subsequência para subsequência. Esta 
propriedade de relatividade compacta do processo 147n, é necessária, pois a con-
vergência em distribuição em (3.23), é estabelecida apenas em termos de vectores 
aleatórios de IRk, não sendo por isso, suficiente para. garantir a convergência em 
distribuição do processo 147„ para. o processo 147, enquanto elementos aleatórios 
do espaço das funções contínuas de IRP em IR. É combinando precisamente estes 
dois ingredientes, convergência em distribuição das conjuntas finitas e relativida-

de compacta , que se garante que 147„ (2 .> 147. Contudo, o conhecimento prévio 
da existência do processo limite 147, no sentido em que ele está bem definido, é 
finito (quase certamente) e é único, prescinde naturalmente da demonstração da 
relatividade compacta ou tightness de W„, uma vez que verificando-se (3.23), o 
processo 147,2 terá necessariamente de convergir em distribuição para 147. Este é o 
procedimento que nos vai orientar para demonstrar o próximo teorema.. 

Teorema 3.1 Seja {Xt} um processo autoregressivo AR (p) em que as inovações 
satisfazem {Z1} E D (a), apresentando mediana nula se a > 1. Se 

(i) ü < 1 ou 

(ii) a > 1 e E (iZila) < oo, para algum fl < 1 — a ou 

(iii) a = 1 e —E (In ¡Zip < oo, 
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então 

W (.) W(.), 

onde Wn (-) e W (•) são os processos definidos em (3.9) e (3.12) respectivamente. 

Dem. Vamos analisar inicialmente o caso unidimensional, isto é, vamos ver 

primeiro que W„ (u) W (u) para u EIRP. A situação multidimensional resulta 
por aplicação do teorema de Cramer-Wold Device'l 

(i) Admita-se então que 0 < a < 1. Note-se em primeiro lugar que para 
quaisquer reais positivos A/ e 6, W„ pode ser escrito na forma 

71 

141„ (u) = IlZt Ynt (u)I - (1Z(1 5 M) I (lYnt (u)I > 6) 
=1 

•  

/4=1 

EIZt — Yra ( u)I — iZtil ( 1 — I ( IZti 5 Al)/(1Ynt (u)i > 6 )) , 

(u ) 

i.e., 1.17„ (u) — 117„1,5 A f ( 1.1) = W n2 6 (1.1) . Por outro lado, por (3.13) sabemos que 
para todo a > O e 'tomando n oo 

00 00 

(u) — Cj (u) &ui:11"i — lzkil 1 ( 141 ≤ m) (Ici (u)1 1-1: 11° > 
k = 1 = 
•  

11, (u) 6,À1 

Se provarmos que 1,17 iti (11) W ( 1), quando A/ —> co e 6 O, e que para todo 
o 7) > O 

um um um supP Li (u) — 14ini,6,Af (u) I > 771 = 0, 
6 —.0M--“Do 

(3.24) 

então pelo Teorema 4.10 em Billingsley ( 1967), tal como refere Davis, R.A. e 

outros em [9], poderemos concluir que W„ (u) •(> W (u). Convém realçar que 
apesar dos esforços efectuados na tentativa de se encontrar o referido teorema, tal 

não foi possível pelo total desconhecimento do livro (edição de 67) a que pertence 
o teorema em causa. Contudo é fácil de ver que se trata de urna variante do 
teorema 4.2. em Billingsley ( 1968), já apresentado neste trabalho, pelo lema 2.2, 
com a particularidade de que agora é necessário tomar-se 6 ---> O. Comecemos 

'Veja-se em apêndice. 

6) 
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então por mostrar a convergência de 1,17iiif (u) para W (u) . Neste caso tem-se 

pela desigualdade de Markov e para todo E > O, 

P (u) - W (u)i > 5 E-1 E ( 114761,m (u) - W (u)l) . (3.25) 

Como (u) - (u)i é dado por 

c'°Ê — c (u) — I z kij (1 — z ki ≤ M) (u)ir > 
k=1 1=1 6)) 

e atendendo a que Hal - IbJJ < la - bj ,Va, b, o valor esperado em (3.25) verifica 

( 00 00 

E (u) - W (u)i) ≤ E 
k=1 1=1 (u)I 

= (u)I E (D -'1:11') < oo, 

00 00 

i=1 k=1 

pois 5-71 ici (u)j < oo e o teorema de Kolmogorov5 garante que a série Z ke°_, 

é um O (k.-1/a) , já que se (r — k) /k 1 q.c., então também r,,--.'1°/k-va -› 1 

(1.c. Como para a E (O, 1) , ZI7 /ri/a < oo então tem-se consequentemen-
te que E '/n) < Do. Existindo o valor esperado e tomando primei-

ro M oc e depois 6 -> O, vem que E ( 114761,A1 (u) - W (u)i) O, don-

de P [ITV„Im (u) - W (u)I > —) O, ou seja, 1,17,51 / ( u) r> W ( u) , implicando 

deste modo que (u) 147 ( u) . Note-se que a convergência do processo 
IV,' (u) para IV (u) é inclusive mais forte do que a. convergência em probabili-
dade, tratando-se na verdade de uma convergência quase certa. Isto porque, como 

I ( lZkj < M) ?-.1; 1, quando M -) oo e como I ( Ici (u)i rz. > 1 quando 

O, a convergência quase certa de Whif ( u) para 147 ( u) depende unicamente 
de se poder permutar o limite com os somatórios. Tal será válido se existir uma 
série de v.a.'s absolutamente convergente, que não dependenda de M e de 6 e que 
majore a série dos módulos de (u), o que na verdade se verifica pois 

00 00 00 CO 

— 1 /c)  IW 61,m Mi (U) kr k I — izkil s (u)ir, < 00. 
k=1 i=1 k=1 7=1 

Estabelecida a convergência de W,j Al ( 11) para W (u) , verifiquemos a validade de 
(3.24), ou seja que para todo o ij> o 

um um supp [I wn (u) - (u)i > ri] = O. (3.26) 
n_.co 

SVeja-se em apéndice. 
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Mostrar que este limite é nulo resume-se a provar que W 6,m (u) Z O, quando 
n ao, M ao e depois 6 -› O. Ora, 

11 7 4121,6,A1 (11)1 = [Izt — Yr, (u)I — Iztll ( 1 — (Izd ≤ /1//)/ (lYnt ( u)I > 6)) 
1.1 

lYnt ( u)I1(1- / (Vil M) I ( lYnt (u)I > 6)1 
1=1 

71 

Elynt(u)IIay„,(4≤6)+ 
1=1 

1.1 

lYnt ( 11 )1 I ( 1Z11 > M)/ ( lYnt ( 11)1 > 5), 

ein que na última desigualdade teve-se em conta que 1 - /A/B = 1 - Inne = 

= = + /7n8. Pela proposição 3.2 a), temos que 

um sup P IY,,t (u)I / ( lYnt ( u)I 5_ 6) > < n-1C161  O (3.27) 
77 

(=1 

quando 6 -› O. Por outro lado, fazendo Vt = I ( 1Z1I > AI) na mesma proposição 
alínea 1)), vem 

liiii sup P lYnt (11)1 /( iZ1t > Al) / ( lYnt (u)I > 6) > 
71-.00 

1=1 

< C2P [I ( 1Z > AI > O) > O] -) O, (3.28) 

quando Al ao. Combinando (3.27) e (3.28), tem-se que IWn2  (u)I O, 

sempre que n. -› ao, M -› ao e 6 O e uma vez que 147 / (u) > W(u), quando 

Al -› oo e 6 -› O, vem finalmente que W„ (u) `› W(u) . 

(ii) Consideremos agora o caso em que 1 < a < 2 e admita-se que E (IZir) 

é finito, para algum fi < 1 - a < O. Como E ( 12'111- ) < E (1Zil , tem-se que 

E (IZill-a) < ao. Logo pela proposição 3.1 b), W (.) é finita e portanto está bem 

definida. Mostremos agora que 1,17„ ( u) W (u) . Note-se em primeiro lugar que 
para x O e para qualquer y, verifica-se 

lx - vi - lxl = y (/ (x < O) - / (x > 0)) + 2(y - x) (I (y > x > O) - I (y < x < O)). 
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Aplicando esta igualdade a 147„ (u), obtemos 

1,17„ (u) = [1z —Ynt(u)i — izti] = El/tu (u)(1(Zt < — /(Zt > 
t=i t=i 

(Ynt (u) — ZI) (/ (Ynt (u) > Zt > 0) — / (Ynt (u) < Zt < 0)) 
1=1 
(u) + W2„ ( u). 

Vejamos que WI„ (u) converge em distribuição. Ora, 

TI 

1171„ (11) = D fni (11) (1(,Z1 < O) — (Zi > 0)) 1 (IZti ≤ M)/ (IYnt (11)1 > 6) 

1=1 

+Y„t (u) (1 (Zt < 0) — / (Z1 > 0)) 
1=1 

x (IY„t (u)I ≤ 6) + ( IZti > M) 1 ( lYnt (u)I > 6)) 

= 11711„,,s,m 01) ± /17 n,‘5,111 (1-1) • 

Em relação a (u) temos 

FI 

»„1(u)(1(Zt < 0) — 1 (Z1 > O)) 1 ( 1Z ti ≤ kl) 1 ( I)'„t (u)I > 6) 

1=1 
00 00 

< 0) — / (Zk > 0)) / (141 M)/(iciirk1/ck >6) d cibkr,;:11ct (/- • (Z---k  —  

k=1 1=1 
oo oo 

q.c. (11) 8,ri:11- ( 1 ( zk < 0) — / (Zk > 0)) = 1471 ( u) • 
k=1 1=1 

A convergência em distribuição ocorre por (3.13) e a. convergência quase certa 
resulta pelos mesmos argumentos apresentados anteriormente na. situação em 
que a < 1, tendo-se neste caso essa convergência garantida pelo facto de 

00 00 

ciskrlia (1 (zk < o) — I (4 > o)) 1 (lzkl ≤ Ad) i (Icii ri:va > 
k=1 1=1 
0000 

< (1 (zk < o) — I (4 > 0)) 
k=1 i=1 

(3.29) 

e esta última série ser finita pela demonstração da proposição 3.1 b). À seme-
lhança do que foi feito para o caso em que a E (0, , se provarmos que o limite 
em (3.26) é nulo, mas agora considerando os elementos Wh, ( u) e Wil„," (u), 



M-estimação para Processos Autoregrpssivos com Variância Infinita 101 

resultará a convergência em distribuição do primeiro para W1 (u). teremos que 

mostrar que 

um um limsupP (u) - (u)I > 771 = 0, V77 > 0. (3.30) 
Ti_.0c, 

Tem-se então 

I 14712„,6,A, ( u) I = 1 win (u) — W1n,6,M (u) I 

D'nt (U)(/ (Zt < 0) - / (Zt > 0)) / ( lYnt ( u)I ≤ 
L.1 

D /nt (U) (/ (Zt < - / (Zt > 0)) / (iZt1 > /1//)/ ( lYnt ( u)i > 6) 
L=1 

Aplicando a desigualdade de Chebychev e a proposição 3.2 c), tomando 

= I (Zt < 0) - / (Zi > 0) , 

e atendendo a que E ( I (Zt < 0) - I (Zt > 0)) = 0, pois por hipótese {Zt} têm 

mediana nula se a > 1, temos 

[ liin sul) P 
n-•>z) 

11 

1=1 

YrIt (11) (/ (Zt < 0) / (Zi > 0)) / ( lYnt ( u)I ó) > 

< limsup7r2varYnt ( u) (Zt < 0) - I (Z1 > 0)) / ( IY„t (u)I ≤ 6) 
n-,00 t=1 

= 71-2E ( 1 (Z1 < 0) - / (Zi > 0))271C1;72E (Y121 ( 11'112 < (an(5)2)) 

C3E (1712) 62-a O, (3.31) 

quando n. ---> co e 6 --> 0. Por outro lado, pela mesma proposição alínea b) e 

tomando 

vem que, 

lim sup P [ 
t=1 

= (I (Zt < 0) - I (Zt > 0)) I (1Z11 > VI) 

Ynt (11) (/ (Zt < 0) - / (Zt > 0)) / (14 > M)/ (lYnt (u)I > 6) > 

< limsup P [ElY„t (u)I1(I (Zt < 0) - I (Zt > 0)) / ( 1Ztj > ill)1 I ( iYnt ( u)I > 6) > 11 
t=1 

< C26-c`P [1(/ (Z1 < 0) - 1 (z1 > 0)) I ( Izil > M)i > o] 

= c26-- P [Izil > M} -, o, (3.32; 

Tt 



quando n —› 
resultando por tal que W IT, (u) converge em distribuição para W 1 ( u), ou seja 
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quando Aí --> oo. Logo combinando (3.31) e (3.32) obtemos 

(u) — 1,1711 ,1,1(u)i = op(1), 

Do, 111 —› co e 6 —› 0, provando-se deste modo o limite em (3.30) e 

71 00 00 
(u) (1 < o) — / (zt > o)) (u) õkritva (1 (zk < o) — > o)). 

f=1 k=1 i=1 

Averiguemos agora a convergência de 14/2„ (u) , desdobrando-o na seguinte soma 

11 

11'2„ (u) = (u) — Zt) (/ (Ynt ( u) > Zt > 0) — / (Ynt (u) < Zt < 0)) 
1=1 

71 

= 2E (Y„t ( u) — Zt) (/ (Ynt (u) > Zt > 0) — / (Ynt (u) < Zt < 0)) 
t=1 

x I ( 11'„I ( u)i > 6) 

+2>2 (Y (11) — Z (I (Ynt ( u) > Zt > 0) — 1 (Ynt (u) < Zt < 0)) 
t=1 

x ( 1 — /( lYnt (u)i > 6)) 

= 117'2177,6 01) -4- " 1227isS ( 11 ) • 

Para analisar a convergência em distribuição de 1/172„ (u) segue-se exactamente o 
mesmo raciocínio implementado para as situações anteriores. Temos então 

71 

(Ynt (u) — Zt) Orne (u) > Zi > 0) — / (Ynt (u) < Zt < 0)) / ( lYnt (u)i > 6) 

(u)6krlia — zk) x I ( Ici (u) I [7:1/`> > (5) 
t=1 

x (/ (c„ ( u) õkç'ia > Z. > o) — (u) 6kF hf1 < Z. < o)) 
CO 00 

(u) 6kr 1/a — zk) x 
k=1 i=1 

x (1 (u) skrz.'ia > zk > o) — (u) 6kri:'/° < Z. < o)) = 1472 (u) . 

A convergência em distribuição resulta por aplicação de (3.13) quando tomamos 
n ao e a convergência quase certa resulta quando 6 —› O, tendo-se neste caso 
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essa convergência garantida por se verificar 

(Ci ( 11) Skrt ila — z k) (lei (u)içv. > 
L1 

x (.1 (c„ (11) (5,,rt-c-v > Zk > o) — I (u) < < o))1 

1=1 

X (c; (u) > Z. > o) — I(ci (u)skçhbo < Zk < o)! , 

sendo este último somatório finito pela demonstração da proposição 3.1. Prove-
mos agora que 

limlim supP [ 11472„ ( u) — 1,172n,6 (u)I > = O, thi > O, (3.33) 

isto é, que II17.? (u)I= op (1), quando n Do e á —+ 0. Note-se primeiro que 

11 

(u) = > (Y„, (u) - z1) 1 (Y (u) > z, > 0)1 aYnt ( u)I 
t=1 

(ynt (u) — zt) 1 (ynt (u) < z, < o) I ( lYnt (u)i 5 6) , 
t= 1 

e por conseguinte para mostrarmos que 1,17;n (11) é um op (1) , é suficiente verificar 
que qualquer um dos somatórios anteriores 'também são op ( 1) is em 6 e n, ou seja 
que sejam verificados os limites 

n—.00 

limlimsupP (Ynt (u) — Zt) / (Ynt (u) > Z1 > O) / ( lYnt ( u)I ≤ b) > = O 

(3.34) 

e 

6-0 n—.00 
limlim supP (Ynt ( u) — Zt)/ (Ynt (1.1) < Zt < 0) I ( lYpt ( u)I ≤ b) < --y = 0. 

t.i 
(3.35) 

Para provar (3.34) observe-se que pela desigualdade de Markov e considerando 
G O a função de distribuição de Ynt (u) e F (.) a função de distribuição de Zt, 
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tem-se 

P[ (11„t ( u) — Zt) I (Y„t (u) > Zt > O) I ( 1Yrit (u)I 5 6) > 
t=1 

< "y— E (E (Y,,t ( u) — t) I ( Y,it ( u) > Zt > O) I ( iYnt (u)I 5_ 5)) 
TI 

t=1 
nE [( Ynt (u) — Zt) I (5 ≥ Ynt (u) > Zt > 0)] 
6 an6 

= "r— In f Y — z) G (dy) F (dz) 
a„ 

O anz 

6 oo 6 

< ff yG (dy) F (dz) = 1na 1 1 H (az) F (dz) , (3.36) 

o anz O 

00 

em que H (z) = f yG (dy) < oo, pois E ( 1Z11) < oo para a > 1. Vamos ver 

precisamente que a expressão em (3.36) tende para zero em 6 e n. Note-se que 

00 CO 

H ( z) = fyG (dy) = [— y ( 1 — G (y))]:e + f ( 1 — G (y)) dy 

00 

um [—y ( 1 — G (y))] + z ( 1 — G (z)) + f  (1 — G (y)) dy. 
y-00 

Como a distribuição da variável Ifyit comporta-se nas caudas de forma semelhante 
à distribuição de Zt, então y ( 1 — G (y)) = y-a+IL (y), pelo que, para a > 1, é 
nulo o seu limite em infinito. Por outro lado 

(1 — G (y)) dy 

z ( 1 — G (z)) + f ( 1 — G (y)) dy = z ( 1 — G (z)) 1 +  zz ( 1 — G (z)) J. 
Aplicando o teorema de Karamata alínea b) ao quociente acima, obtemos 

1 

z ( 1 — G (z)) — 1' 

o leva a que H (z) possa ser escrito assintoticamente na forma 

H (z) a a 1 z (1 — G (z)) . 
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Como além disso n (1 - G (az)) -› Cz', com C > 0, ter-se-á que 
71. 

a 
77a 1 H (an) = 77a-1 an  a - 1 (1 - G (an)) 

com C1 > 0. Por outro lado a proposição 2.2 garante que sendo H (z) E RVi_a e 
para todo e > 0, existe um to = to (E), tal que para t > to e tz > to tem-se em 
particular 

H (tz) 
H  (t) ≤ ( 1 + E) 23 exp (-E log z) = (1 + e) z1-', para O < z < 1. 

Então a expressão (3.36) vem 

6 
-1 f H (anz) , 

7-1 77.0 1 f H (a = 7 (az) F (dz) H (ao) na- ' H (an) F (dz) 

o 
6 

≤ 7-1 (1 + e) .z1-('-cna:1 H (an) F (dz) 

o 
6 

—) Cj f(1 ± E) z1-' F (dz) (3.37) 

(1 

TI CO 

o 

Existindo um /3 < 1 - a tal que E [1z1 1a] co e tomando E = 1 — a - ,3 em 

(3.37) temos 

f(1 + e) zl-n F (dz) 5 (2 - a - t3) f zPF (dz) O, 

o o 

quando 5 0, provando-se assim que o limite em (3.34) é nulo. Para determinar 
o limite em (3.35) note-se que 

P [(Ynt ( u) - Zt) I (Ynt (u) < Zt < 0) I ( IY„t (u)I s < 
71 

t=1 

P [(Zt - (u)) 1 (-6 < Ynt (u) < Zt < O) > 
t=1 

= P [ (Zt - Ynt (11)) I (6 > -Ynt (u) > -Zt > O) > 
t = 1 

Tomando-se Y.,;1 = -Ynt e Z¿ = -Zt ficamos com urna probabilidade definida co-

mo em (3.34), sendo por tal, minuciosamente semelhante a demonstração de que a 
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referida probabilidade tende para zero. Por essa razão os cálculos são suprimidos. 

Ora, uma vez provado que o limite em (3.33) é nulo, vem que W2n (u) -d-> 1472 (u) , 
ou seja, 

2>2 ( Y,„ (u) — Zt) (/ (Y„t ( u) > Zt > 0) — / (Ynt (u) < Zt < 0)) 
1=1 

Roi (u)ókr';,-.1/a — Zk) x 
k=1 1=1 

vindo finalmente, 

(u) = 

71 

t=1 

X (I (Ci ( 11) 6 kl' > Z k > O) — I (Ci ( 11) 6 kl-7, 11a 

— Ynt ( u)i — 

00 CO 

k=1 i=1 

(u) (5kri:"a (1(4; < — (zk > 0)) 

00 00 

-E2 [(c, (u) 6kFi: 1/a — 4) x 
k=1 i=1 

x (I (u) skr-k-11° > Zk > — 

CO CO 

= -\- ri "‘-‘ LI Z  k (u)bkç '1° I— 

k=1 2=1 

< zk < o))] , 

(u) Õkr,; 11° < zk < o))1 

(iii) O terceiro e último caso a analisar é quando a = 1. Como por hipótese 
—E (ln < co, então pela proposição 3.1 W (u) está bem definida. Todos 
os cálculos e argumentos utililizados na demonstração da convergência em distri-
buição de Wn ( u) no caso em que 1 < a < 2, são válidos para a = 1. A excepção 
está no cálculo dos limites em (3.34) e (3.35), uma vez que agora E ( IZil) = oo. A 
alternativa é calcular por definição o primeiro valor esperado em (3.36)., provando 
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que ele tende para zero quando n. oo e 6 0. Temos então 

E (E (Ynt ( u) - Zt) (Ynt ( u) > Zt > O) (iYnt ( u)I 5 6)) t=i 

= 77E [(Yrit ( u) - Zt) I (5 ≥ Ynt (u) > Zt > 0)] 
an6 6 a„6 

fy 77 f f — G (dy) F (dz) = na;' ff (y - az) G (dy) F (dz) 
an 

O a„z 0„ anz 
a6  6 

nar, —1 f E- (y - (tri z) ( 1 - G (y))]::: + f(1 - G (y)) dy F (dz) 

o a,,z 

6 (4,6 

-n I (6 - z) ( 1 - G (an.5)) F (dz) + na:1 f f (1 - G (y))dyF (dz) . 

Em relação à primeira parcela note-se que 

-n(6 - z) ( 1 - (a6)) F (dz) -C f - -z F (dz) , C 
n—.00 

O 

Como O < z < 6, então O < 1 - < 1, vindo 

6 

0 < f (1 - F (dz) < f F (dz) < co. 

o o 

6 6 

Tomando 6 -› 0, tem-se f F (dz) -› O e portanto f (1 - i) F (dz) --> 0, logo 
o o 

/ 6 
— (1 - i) F (dz) -, 0. Fazendo a mudança de variável y = ant, na segunda 
. 0 

parcela, obtem-se 

6 aná 6 6 ff (1 — G (y)) dyF (dz) = n (1 G (a„0) dtF (dz) 

O anz O z 

6 6 

t-ldtF (dz) 
n—.00 

O z 

6 

= C f (log6 - log F (dz) . 
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Uma vez que O < z < 6, então log z = log izi < log 6, donde log 5 — log izi > 0. 
Ora nesse caso é então válido 

6 

f(log — log Izi) F (dz) > 0. 

o 

Por outro lado se Izi < 6, então 1+1 > 1, implicando que log < Logo 

6 6 
1 

(log 6 — log Izi) F (dz) f log —6 F (dz) < f —6 F (dz) = f — F (dz) < oo, 
fzI izi Izi 

o o o o 

uma vez que z 0. Ou seja, concluímos que 

6 

o < f (log 6 — log Izi) F (dz) < 6 f —1z1F ( dz) < co. 

o o 

f 6 
Túniand0 6 —. O vem que (log ó — log Izi) F (dz) --> O, o que garante que o 

o 
limite em (3.34) é nulo para a = 1. (3.35) obtém-se de forma análoga. Logo ficou 

provado que W„ (u) -fi> 117 (u) para u EIR.P e O < a < 2. ie 
Com o próximo lema, temos finalmente reunidas as condições, para mostrar-

mos a convergência em distribuição cio estimador LAD para o mínimo em u, do 
processo estocástico W (-) . 

Lema 3.1 Sejam { V„ (•)} e V (-) processos estocásticos em lRP e suponha-se que 

V„ (-) -a-> V (.) em C (1RP) . Considerem-se ainda 

= minV„ (u) e = mini/ (u) . 

Se V7, (•) é convexa para todo o n e é único com probabilidade 1, então c> 
em "R.P. 

Dem. O Teorema de Representação de Skorohod6 garante que existe um espaço 
de probabilidade (St, A, P) e elementos { V* (•)} e V" (.) em (C (IRP), p), defini-

dos nesse mesmo espaço probabilístico tais que V,: (.) V (•), para todo o n e 

(-) :4- V 0, tais que 

supiVn* (u) — W (u)1 —› 0, (3.38) 
uEK 

"Veja-se em apêndice. 
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quase certamente, para todo o compacto K C IR?. Sejam G a variável aleatória 
que representa o mínimo em u de V: (u) e a v.a. que minimiza V* (u) . Se 

mostrarmos que e q4 então teremos seguramente que Isto acontece 
porque a distribuição de probabilidade de deduz-se unicamente a partir das 
distribuições dimensionais finitas de V: (•), ou seja, a partir das distribuições 
conjuntas com respeito a V (ui) , VÇ ( u2) , Vn* (up). Como estas distribuições 

coincidem com as de VT, (ui) , V. (u2) , (up), ter-se-á fl" —> Ora, tendo-

se q.. e, —> então também teremos —> o que justifica a convergência em 
distribuição de para Note-se que a continuidade de V: (.) e V* (-) em lR.P 
é garantida pelo próprio teorema de Skorohod. Por outro lado, usando o mesmo 
teorema consegue-se provar que V: (•) é q.c. convexa, já que sendo V„ (-) convexa 
por hipótese tem-se por definição: 

177, + ( 1 - )) u2) < XV. (u1) ± ( 1 — )) Vr, ( u2) u2 E 1R', < À < 1. 

Então 

P [V„ (Au + ( 1 — À)u2) < AV), (ui) + ( 1 — V. (u2)1 = 1, 

donde 

(Àui + ( 1 — ))u2) ≤ AV: (ui) + ( 1 — À) V: (u2)] = 1, 

isto é, V: (.) é q.c. convexa. Com vista a mostrarmos que e considere-se, 
para w E Q, o conjunto 

B (w) = {u E IRP : Ilu — (w)il = -y} , para qualquer -y > 0. 

Ora, por um resultado da teoria das probabilidades' sabemos que er, sse 

P [IlC, *11 > 7, i . 0] = 0, para todo -y > O. 

Por absurdo admita-se então que a probabilidade anterior é não nula e que (3.38) 
é verificado. Isto significa que o conjunto C = {w: (w) (w)ii > i.o} é 
não vazio e tem probabilidade não nula. Por out.ro lado 

VT: (e) cL2" V (e), (3.39) 

já que a partir de (3.38) tem-se Vu, (u) qj; V" (u), bastando tomar K = { u} . 
Além disso em B.7 verifica-se que 

V: (u) —> V* (u) , uniformemente. (3.40) 

7 Veja-se em apéndice. 
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Defina-se em S2, o conjunto A = {w : V„`(Ç (w) , w) —› V* (C (w) , w)} para o 
qual se tem P(A) = 1. Note-se que P (A n c) 0, pois 

P(C)=P(AnC)+P(AnC), 

‹P(A)=o 

pelo que A n C 0. Tome-se wE AnC e uE B.. (w). Então tem-se por (3.39) 
e ( 3.40), para cada 6 > 0, tem-se a partir de certa ordem 

V,:(6,,w) < 17- (E,w) + 

e 

6 
(u,w) > V (u,w) — ,5 

Tomando 5 = V' (u, w) — V' (C , w) , vem por (3.41) 

V` ( u, w) — V' (C , w)  
w) < V. (, w) +li " 9 

<=> 2V: (C, w) < V' (C, w) + V* (u,w) , 

e por (3.42) 

V' (u, w) — V* (, w) 
(u, w) > V* (u, w) 

2 
<=> 2V: (u, w) > V' (u, w) + (C, w) , 

o que implica que se tenha 

2V: (u, w) > 2V- (C, w) . 

Mas por outro lado 

V,: (C, w) (C.„ w), 

por ser mínimo de V„", (.), donde para infinitos 71 

V: (11, W) > (e, W) ?_ V n*, W) . 

(3.41) 

(3.42) 

(3.43) 

Seja agora o conjunto 

D = {w: a condição (3.43) é válida} , 

vem então que P(D) > P (A n c) > 0. Escolhendo um vector u em B.), de modo 
que C (w) , . 72* (w) eu sejam colineares, as desigualdades em (3.43), indicam que 

(., w) não é convexa para w E D, o que contraria o facto de V: (-, w) ser quase 
certamente convexa. • 
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Teorema 3.2 Sob as condições do teorema 3.1, se W (.) tem um único mínimo 
q.c., então 

onde = minW (•) e ci) é o estimador LAD de ck. 

Dem. A demonstração resulta do teorema 3.1 e do lema anterior. • 





Conclusões e Desenvolvimentos 
Futuros 

A estimação dos parâmetros dos processos ARMA requer uma atenção cuidada e 
especial quando tais processos são dirigidos por inovações com caudas elevadas. 
Perante erros com variância infinita, como já anteriormente referimos, os estima-
dores usuais, determinados com base nas condições de segunda ordem descritas 
pelas funções de densidade espectral ou de autocovariânca, perdem as suas pro-
priedades assintóticas, obtendo desse modo uma má perfonzance. Como estimar 
este tipo de modelos, é naturalmente unia questão pertinente, que tem encontrado 
resposta ao longo dos anos no desenvolvimento cle diversos métodos de estimação. 
Neste trabalho quisémos apresentar algumas ideias sobre um desses procedimen-
tos de estimação, concretamente a M-estimação, quando o processo em estudo 
era um modelo autoregressivo de ordem p. Na classe dos M-estimadores, optá-
mos pelo estimador LAD, por ser este o menos conhecido. face por exemplo. ao 
veterano estimador dos mínimos quadrados. Além disso, o facto deste estimador 
ser obtido a partir da função módulo e desta não ser diferenciável na origem. 
despertou o nosso interesse em determinar analiticamente o seu comportamento 
limite. Como a avaliação do desempenho de um estimador é feita precisamente 
analisando esse comportamento limite, preocupámo-nos apenas em determinar e 
comprender um conjunto de resultados que sustentam tal comportamento. Em 
concreto vimos que, impostas A sequência dos erros certas condições de momen-
tos, que envolvem o comportamento da respectiva função de distribuição junto 
da. origem, o estimador LAD converge em distribuição, a, urna taxa de velocidade 
de ordem nliciL (n) , com a E (0,2), para um vector aleatório que representa 
o mínimo de um processo estocástico, definido no espaço das funções contínuas 
de RP em IR. É indiscutível a importância cia teoria dos processos pontuais na 
obtenção deste resultado. Aliás os dois primeiros capítulos espelham exacta-
mente essa importância. No primeiro, vimos como se constrói toda uma teoria 
que engloba entre outros, os conceitos de convergência, vaga e fraca de processos 
pontuais. No segundo, vimos como esses conceitos se aplicam no caso concreto 
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em que os processos pontuais são formados com base numa sequência de ruídos, 

geradores de um processo linear de médias móveis {Xk} e que têm a função de 
distribuição comum com as caudas de variação regular de índice —a, para a > O. 
Embora não faça parte do âmbito deste trabalho, é importante salientar mais 
unia vez, que com este tipo de processos pontuais, podem ser estudados entre 
outros, o comportamento limite de extremos e de somas e funções de covariâncias 
amostrais do processo {Xk}, tendo-se deste modo criada. uma estrutura. sólida de 
resultados que permita transportá-los para o plano da estimação e da previsão. 
Se juntarmos a tudo isto, o facto das caudas da distribuição desses erros verifica-
rem a propriedade (2.6) e se restringirmos o expoente de variação a ao intervalo 
(0.2), acabamos por lidar com processos lineares gerados por erros com variância 

infinita, tema a que nos dedicámos no terceiro capítulo. 
Embora já exista. um número razoável de estudos de simulação que avaliem 

as Lad-estimativas dos parâmetros de processos ARMA com variância infinita, 
pretendemos a partir deste trabalho implementar mais experiências a esse nível 
e que possam embarcar eventualmente outros estimadores, como o estimador dos 
mínimos quadrados. Outra questão interessante que gostaríamos de desenvolver, 

prende-se com a possibilidade de se poder alargar o estudo da M-estimação a 
funções de perda do tipo p (x) = lx17, com 'y > O, numa tentativa de se encon-
trar o -y óptimo, que torne as propriedades de consistência dos estimadores mais 
fortes. Alguns resultados já foram desenvolvidos por Davis e outros ( 1992) para 
processos autoregressivos, no entanto da bibliografia, consultada nestas áreas, não 

encontrámos referências quer a estudos teóricos, quer a estudos de simulação, que 
tratem esta questão para os modelos ARMA em geral. Apesar de termos pro-
vado a existência cia lei limite não degenerada do vector aleatório não existe 
até ao momento nenhum método simples que determine essa. distribuição limi-
te. Sabe-se que a distribuição em causa depende fortemente da distribuição das 
inovações e da função perda p (x) = IxL mas ao que parece a sua expressão é 
extremamente complicada. Davis e Wu (1994) trabalharam neste assunto utili-

zando técnicas amostrais de aproximação à distribuição de (C7)A/ — c/>) na. classe 
dos M-estimadores, sem contudo obterem grandes resultados. Fica lançada mais 
uma questão em aberto para um possível desenvolvimento futuro. 



Apêndice I: Espaços Topológicos 

1. Espaços de Hausdorff localmente compactos 

Dados uni conjunto E e a respectiva (7-álgebra E, gerada pelos subconjun-
tos abertos de E, diz-se que E é uni espaço topológico de Hausdorff, sse for 
um espaço topológico que verifica a propriedade: se x1, x2 são elementos 
de E, então existem conjuntos disjuntos Gh G, em E, tais que x1 E C1 e 
x.) E G2. Uni espaço topológico de Hausdorff localmente compacto, verifi-
ca a propriedade adicional de todo o elemento x E E, ter uma vizinhança 
compacta ))6 (x). Recorde-se que um conjunto A c Eé compacto por 
definição, sse toda a cobertura cle abertos de A, contém uma subcobertu-
ra finita. Recorde-se ainda que B c E, diz-se limitado ou relativamente 
compacto sse o seu conjunto aderente B é compac:to em E. 

9. Espaços métricos, completos e separáveis 

Uni espaço métrico {E, p} , diz-se sepanive/ por definição se contém um 
subconjunto denso contável, i.e., se existe uni conjunto contável D c E. tal 
que D = E. O espaço E diz-se completo se toda a sequência de Cauchy em 
E é unia sequência convergente. 

3. DC-semianéis 

Dado um espaço topológico de Hausdorff, E, localmente compacto e com 
bases contáveis e E a (7-álgebra gerada pelos subconjuntos abertos de E, 
considere-se o anel 23 formado por todos os conjuntos relativamente com-
pactos de E. Uma subclasse S C 93, diz-se um DC-semianel (D de "dis-
secting" e C de "covering"). se fôr um semianel e verificar a propriedade: 
para todo SESe para todo o E > O, existe uma cobertura finita de S 
formada por subconjuntos de S, de diâmetro menor que Recorde-se que 
S é um semianel se fôr fechado para a intersecção finita de conjuntos e se 
toda a diferença própria entre dois conjuntos de S. puder ser escrita co-
mo unia união finita de conjuntos disjuntos de S. Prova-se que em IR. os 
DC-semianéis são famílias de intervalos. 
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Apêndice II: Alguns Resultados 
Importantes 

1. 

9. 

Teorema de Prohorov ( 1956): Seja { X, p}, um espaço métrico, completo e 
separável e unia sequência de medidas de probabilidade em (X , B ( X)) , 
com 13 ( X) a (7-álgebra de boirl de X. Então {p7,} é relativamente compacta 
sse é light. 

Dem. Veja-se em [2], pág.240. • 

Teorema 4.2 (1<allenberg,1983): Sejam E um espaço topológico de Haus-
doiff localmente compacto e com bases contáveis, E a respectiva (7- álgebra 
de borel e 93 a classe de todos os conjuntos relativamente compactos de E. 
Defina-se 

93c = {B E 93 (0B) = O q.c.} . 

Dadas medidas aleatórias em E e S um DC-semianel contido 
em 93. então são equivalentes a condições 

(a) 

(b) (f) (f), para toda a função f E f EC. (E), 

(c) („ (B1) (Bk)) ((B1).....(Bk)), para quaisquer conjuntos 
Bk E S, k> 1. 

Dem. A demonstração pode ser consultada em [19], pág.32. • 

3. Lei dos logaritmos iterados de Hartman e Winter ( 1941)  

(a) Dadas variáveis aleatórias i.i.d., com. média p e variância 
finita n-2, então 

S„ — np  
unisul)   =  1 q.c., 

V2n-2nlog log 77 
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onde Sn = + + Xn. 

Dem. A demonstração pode ser consultada por exemplo em [2]. 

4. Proposição: Dadas X1, X2,... v.a.'s não correlacionadas, onde E (X k) = O, 
para k = 1,2, ..., e E (XZ) < oo, então Er._i X k converge quase 

Cell °Mente. 

Dem. A demonstração pode ser consultada por exemplo em [2]. 

5. Proposição: Sejam X1, X2, ... v.a. 's definidas num mesmo espaço de pro-
babilidade ( S1, A, P) . Se Z„>1 E ( 1.X„I) < oo, então Z n>i Xn converge em 
valor absoluto quase certamente e 

E Xn) = E (Xn) . 
n>1 n>1 

Dem. A demonstração pode ser consultada por exemplo em [2]. 

6. Teorema de Kolmogorov ( 1933): Se X1, X2, ... são v.a.'s i.i.d., com média 

finito it, então 

11 

1 x—• 
q.c. 

k=1 

Dem. Veja-se por exemplo [2] ou em [14]. • 

7. Teorema de Cramer-Wold (Cramer- Wold Device): dados os vectores aleató-

rios X,, = (X,,I,...,X,,k) e X = (X1,...,Xk), então Xn L>I X sse Vk E IN 

C j Xnj cj> Cj Xj 
j=1 j=1 

para todo o vector de constantes c = (c1,...,ck) E Rk. 

Dem. Veja-se em [2], pág.49. • 

8. Teorema de Skorohod ( 1956): Sejam Xn e X elementos aleatórios de um 
espaço métrico, completo e separável {X, p}, podendo eventualmente esta-

rem definidos em espaços de probabilidade diferentes. Suponha-se que Xn 
X. Então existe um espaço probabilístico (Q, A, P) e elementos aleatórios 
Xn' e X' em {X, p}, todos definidos sobre o mesmo espaço (S-2, A, P) , tais 

que X' 4 X e X„ Xn, para n. = 1,2, ..., e p (Xn', X') —+ O quase certa-
mente. 

Dem. Aconselha-se a consulta da demonstração em [25]. • 
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9. Proposição: Dadas X, X1, X2, ..., variáveis aleatórias todas definidas sobre 
o mesmo espaço de probabilidade (S2, A, P) , então Xn --) X quase certa-
mente sse P (IX n - X! > e i.o.) = O, para todo e > O. 

Dem. A demonstração pode ser consultada em [2] ou em [14]. • 

10. Dada uma sequência {Zk} de v.a.'s i.i.d. que verificam (2.5) e (2.6). Então 

a 

(a) E [1Z111-1 < oo sse para a > 1 fz 1-°F (dz) é finito, com a E IR. 
o 
a 

(b) -E [log I l] < co sse para a = 1 f - In jzi F (dz)é finito, com a E IR. 
o 

Dem. a) A demonstração é feita tendo em conta que a > O. A situação em 
que a < O prova-se de forma semelhante. Se a > 1, tem-se 

o 00 00 
E [IZ111-1 = f . 1z1 1" F (dz) = f -zl'F (dz) + fz1 F (dz) , 

-00 

em que F (.) é a função de distribuição comum das v.a's Zk's. Notando que 

00 O 00 

iz 1' F (dz) = f zl-QF (dz) + f"F (dz) , 

O O a 

tem se por um lado que 

OC CO 

f F (dz) = (1 F (z))]: + ( 1 - a) f z' (1 - F (z)) dz. 
a 

a 

Mas corno 

um [-z1" (1 - F (z))1 1 = um [-C z' L (z)ra = 
t—.co a t-00 

onde C, C1 E IR e L (z) é uma função de variação lenta, e além disso 

.00 
fa°3 z' (1 - F (z)) dz 5 f z-adz < CO, 

a 

então a. existência de E [IZill ] vai depender da existência de fo., z1-°F (dz) . 

b)Se a = 1 tem-se que 

00 o 00 

-00 E [- lniZil] = f - ln 1z1 F (dz) = f  - 1n(-z) F (dz) + f - ln zF (dz) . 
-00 13 
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Analisemos a convergência do integral fò'` — ln zF (dz), já que a convergên-

cia de f — lu (— z) F (dz) estuda-se de forma análoga. Ora para a > O 
tem-se 

oe a oc 

— 111 zF (dz) = f — In zF (dz) + f — In zF (dz) . 
O a 

Por outro lado 

— In z (1 — F (z))F (dz) = z ( 1 — F (z))]°' f (1 — F (z)) dz, 
a z 

(ide 

[In z ( 1 — F ( z))] ° = fim [—lnz z ( 1 — F (z))] a =- C E IR. 
Z 

Como 

—1 ( 1 — F (z)) F (dz) = z ( 1 — F (z)) dz < oc, 
z a z-

conclui-se que a existência de E[— ln¡Zji vai depender de fo, — lii zF (dz) < 
• 
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