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Abstract	
Manufacturing cylindrical gears with curved teeth is motivated by the purpose of increasing the load 
capacity. It is demonstrated that pairing of concave and convex tooth flanks leads to significant in-
creasing of the bearing capacity of gear pair. The peculiar aspects of the kinematics regarding the gen-
erating of the curved teeth of the cylindrical gear cannot be described using the bi-parametrical mesh-
ing model. This drawback was eliminated through the model of the pulsating generating rack. Just 
solving the equation of gearing isn’t sufficient, because the phenomenon of ante- and post-trimming 
cannot be identified through that. This aspects can be handled analyzing the relative kinematics at the 
level of the cutting edge. The study of the real generating surfaces is difficult due to the rugged distri-
bution of the generating surfaces.  

This paper presents the mathematical model of an alternative solution. The peculiarity of the proposed 
method consists in focusing on the repartition of the curves- resulted as traces of the cutting edge when 
this traverses a family of parallel planes disposed perpendicular to the gear’s axis. Through this the 
spatial meshing will be reduced to n parallel plain curve meshing processes. 

Keywords: Cylindrical gear, spiral, meshing, family of curves. 

Összefoglalás	
A görbe vonalú hengeres fogaskerekek előállításának célja a terhelhetőség növelése. Bizonyított tény, 
hogy a konvex-konkáv kapcsolódó fogfelület-párosítás a terhelhetőség jelentős növelését eredményezi. 
A közleményben szereplő fogaskerék lefejtés-kinematikájának sajátos aspektusai a kétparaméteres 
burkolás modelljével nem írhatók le, ezért bevezettük a pulzáló fogasléc modelljét. A kapcsolódási 
egyenlet megoldása nem elegendő, ugyanis ki kell zárni az elő-, illetve az utólenyesés jelenségét. Ez a 
relatív mozgás vágóélszintre lehozott kinematikájának részletes elemzésével valósul meg. A valós 
generáló felületek eloszlása annyira egyenetlen, hogy a burkolás tanulmányozása nehézkessé válik. 

Jelen közleményben az előbb jelzett hátrány kiküszöbölésére kidolgozott alternatív módszer matema-
tikai modelljét mutatjuk be. A módszer sajátossága abban áll, hogy a burkolt kerék tengelyére merőle-
ges síkokban keletkező görbeseregek relatív elhelyezkedését vizsgáljuk. 

Kulcsszavak: hengeres fogaskerék, spirális, burkolás, görbesereg 
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1.	A	fogazat	lefejtésének	elve	

Az Arkhimédész-féle spirális fogirány 
vonalú hengeres fogaskerekek alternatívát 
jelentenek az ismert WildhaberNovikov 
típusú egyenes vagy ferde fogú hengeres 
fogaskerekekre. A célunk létrehozni olyan, 
helyesen kapcsolódó külső, hengeres hajtó-
párt, amely az erőátadást konvex-konkáv 
fogoldalak között valósítja meg. A 
WildhaberNovikov-fogazat a fogprofil 
magasságában konvex-konkáv, és igen ér-
zékeny a tengelytáv-módosításra [3,4]. A 
javasolt hajtópár esetében a fogoldalak 
konvex-konkáv jellege az Arkhimédész-féle 
spirális vezérgörbe miatt alakul ki. A lefej-
tés elméletileg egyetlen származtatófelü-
lettel történik, Olivier első fogazási mód-
szere szerint [1]. A tangenciális előtolásos 
lefejtés elvét az 1. ábrán szemléltettük. A 
lefejtő szerszám egy 30 Z  késcsoportból 

álló, egyenként 3-5 kést tartalmazó, az 
„Öerlikon”-féle marófejekhez igen hasonló 
felépítésű, a kések mikron pontosságú radi-
ális állítását megengedő marófej. A késpro-
filok középpontjai (az osztóvonal és a fog-
profil szimmetriavonalának metszéspontja) 
Arkhimédész-féle spirális vezérgörbére 
illeszkednek. Az 1. ábra alsó vázlata a fe-
lülnézet, ahol jól látható a 3 Arkhimédész-
féle spirális ív. A szerszám forgása miatt 
ennek tengelysíkjában egy pulzáló fogasléc 
jön létre [9,10], melynek elmozdulását két 
szuperponált mozgás adja: az első, gyors 
mozgás a spirális hatása miatt jön létre, és 
addig tart, ameddig a vizsgált késcsoport 
része a fogaskereket határoló, ennek tenge-
lyére merőleges síkok között található – 
vagyis attól a pillanattól, hogy a késcsoport 
első kése begördül, az utolsó pedig kigördül 
az említett síkok közül. Az 1. ábrán a vir-
tuális fogaslécszelvényt a fogaskereket szé-
lességében felező síkban szemléltetjük. 
Mivel ez a mozgás terjedelmében igen rö-
vid, a léc nem képes „befutni” akkora távot, 

hogy a teljes fogaskerék-fogprofillal kap-
csoljon. 
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1. ábra. A tangenciális előtolásos fogazat-

lefejtés elve 

Ezen tangenciális előtolással segítünk, 
vagyis a szerszám tengelye sugárirányban 
elmozdul. A fogaskerék eközben saját ten-
gelye körül állandó szögsebességű forgó-
mozgást végez, aminek következtében a 
görbült fogú, de szabályos profilú fogasléc 
kigenerálja a fogárkot. 

A fogárokban egyszerre egy késcsoport 
dolgozik, vagyis a kerék egy szögosztásnyi 
elfordulására a marófej 0/2 Z  értékű köz-

ponti szöggel fordul el. Miután a fogaske-
rék vizsgált fogárka ismét lefejtési helyzet-
be kerül, a marófej valamelyik késcsoportja 
a tangenciális előtolás hatására már előre-
tolt helyzetben található, így a pulzálás (a 
gyors mozgás) a fogaskerék tengelyéhez 
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már közelebb történik. Az előbb ismertetett 
geometriai sajátosságok alapján kijelenthet-
jük, hogy a lefejtés diszkrét, egymás után 
következő fogasléc-fogaskerék kapcsoló-
dási  helyzetekből mint kiinduló helyzetből 
kezdődő, részleges legördülések halmaza-
ként fogható fel. 

A módszer egy korábbi változata radiá-
lis behatolással megvalósított [2]. Ennél a 
változatnál a szerszám inkább a 
„Mammano”-féle maróhoz hasonlít. A tan-
genciális előtolásos módszer több hordkép-
lokalizációs lehetőséget rejt, és nagyobb 
várható termelékenységet ígér. 

Mind a radiális behatolással történő le-
fejtés, mind a tangenciális előtolásos mód-
szer esetében nemcsak a szerszám felépí-
téséből származó előnyös foggörbület-
kialakítást (a kések radiális elmozdítása), 
hanem a fogasléc egyenes profilja adta álta-
lános fogazási lehetőségeket is hatékonyan 
ki lehet használni a hordkép kialakítására 
[6]. 

A burkoláshoz szükséges kapcsolódási 
egyenletet kétparaméteres vagy egypara-
méteres burkolásként is fel lehet írni [1, 5]. 
A numerikus kiértékelés során a [7,8]-ban 
is említett módszerekhez hasonló módszert 
alkalmaztunk.  

A kapcsolódási egyenlet kimutatja a 
kapcsolódási pontokat adott pillanatban, 
adott helyen, és emellett a szinguláris pon-
tokat is. Azt azonban nem mutatja ki, hogy 
a kapcsolódási egyenletet kielégítő felület-
pont meg is marad. Lehetséges, hogy az 
adott pontot a szerszám már azelőtt lesodor-
ja, hogy valósan kapcsolódna (elő-
lenyesés), vagy pedig a már kigenerált pon-
tot egy újabb pulzáláskor forgácsba söpri 
(utólenyesés). 

A generálás elméleti alapját a folytonos, 
azaz végtelenül sok vágóélet tartalmazó 
szerszámfogcsoport adja. A valóságban 
azonban a fogcsoportnak véges számú (3-5) 
tagja van, így a valós származtató felület-
sereget az egyes kések élei írják le a fogas-
kerékhez viszonyított relatív mozgás során. 

A valós felületsereg végtelenítéséhez felté-
telezni kell, hogy a tangenciális előtolás 
értéke a nulla felé tart, így mindenik késél 
egyszerű végtelenségnyi felületet ír le. A 
burkolófelület sz végtelenségnyi felületnek 

burkolójaként keletkezik. A kérdés az, hogy 
az i-edik végtelenségnyi felületsereg burko-
lója metszi-e, avagy kiegészíti a j-edik felü-
letsereg burkolóját. A felületek vizualizálá-
sa rámutatott arra, hogy elhelyezkedésük és 
alakjuk erősen függ a virtuális léc és a fo-
gaskerék relatív helyzetétől. A könnyebb 
átláthatóság végett a burkolást a fogaskerék 
tengelyére merőleges, véges számú síksze-
letben tanulmányozzuk, majd pedig az 
egyes szeletekben keletkező burkológör-
békre írjuk fel a fogazatot kielégítő módon 
közelítő spline-fogfelületet. 

2.	A	késcsoport	felépítése	

A jelen elemzésben 30 Z  késcsopor-

tos és csoportonként 5sz  betétkéses ma-

rófejet tekintünk, amelyik egyetlen fog-
árokban dolgozik. Az ellenkereket meg-
munkáló szerszám értelemszerűen [1, 5] a 
fogaskerék fogát öleli körül. Tehát a kon-
káv és konvex oldalak kései két, egymás 
után következő fogárokban fognak dolgoz-
ni.  

A kések profilja elméletileg a generáló 
fogasléc profiljával és méreteivel megegye-
ző. A valóságban a csoport első kése a 
nagyolókés, tehát mindkét éle aktív, míg a 
csoport többi kése felváltva vág a konkáv, 
illetve a konvex fogárokoldalon. Feltéte-
lezzük, hogy a késcsoport számára kijelölt 
központi szögtartomány valamivel kisebb, 
mint az elméleti felosztás: 
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A tartományon belül a kések egyenlete-
sen vannak felosztva, tehát az osztás értéke 
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A kések indexei sorban 

 2;1;0;1;2 i   (3) 

A nulla indexű kés a referenciakés, mi-
vel a referenciahelyzetet – a késcsoport 
közepét foglalja el. A kések tájolópontja a 
generáló fogaslécprofil osztóvonali szaka-
szának középpontja. A referenciakés tájo-
lópontja és a marófej tengelye közötti távol-

ság a maró sR névleges sugara, ami a görbe 
fogazat névleges görbületi sugara is egyben. 

A késcsoportok kései egyenlő szögtá-
volságra elhelyezett Arkhimédész-féle spi-
rális vezérgörbén illeszkednek. A spirális 

emelkedése 0Z -szor nagyobb, mint a fo-
gasléc osztása, így a vezérspirális polár-
egyenlete a következő lesz: 
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A késcsoport késeinek beállítási sugarai 
az i index alapján, a (2), (3) és (4) képletek 
figyelembevételével: 

spsi piR  
   (5) 

3.	Az	alkalmazott	koordináta‐
rendszerek.	

A matematikai modellt a következő ko-
ordináta-rendszerek definiálásával alapoz-
zuk (2. ábra):  0000 zyxS  az állványhoz 

kötött, álló rendszer,  ssss zyxS  a szer-

számhoz kötött,  1111 zyxS  pedig a foga-

zandó kerékhez kötött koordináta-rendszer. 
Ezeken kívül mindegyik kés elméleti profil-

jához csatoljuk az  2222 zyxS  koordináta-
rendszert.  
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2. ábra. Az alkalmazott koordináta-rendszerek 

A fogaskerék 11zx  osztósíkja és a rögzí-

tett rendszer 00ZX  síkja egybeesik. Az 
POOs  egyenes a virtuális léc osztóvonala. 

Az ezzel párhuzamos vonal a gördülővonal, 
a közöttük levő távolság pedig értelemsze-

rűen az m  profileltolás. P a virtuális léc-

kerékhajtás pólusa. A fogaskerék 1  le-

gördülési szögének nulla értékére a 1z  ten-

gely áthalad a P póluson (
*
1z -gal jelöltük). 

A virtuális lécfogaskerék teljes legördülé-
sének megfelelő szélső szögértékeket egy-
szerű evolvens geometriai összefüggések-

ből számítjuk,  12111 ,  . 
Az elkövetkező számítások kezelését 

megkönnyíti, ha a legördülési szög határér-
tékeit abszolút értékként kezeljük. Adott 

legördülési helyzetet a  paraméter segítsé-

gével definiálunk,  1211,0   . A le-
fejtés adott késcsoport esetében akkor kez-
dődik el, amikor a késcsoport legelső (i =2 
indexű) késének O2 profilközpontja benne 
van a fogaskerék felső, 2/1 By   határsík-

jában. Az OS és O origók távolsága a fog-
árokba való újabb belépés pillanatában 
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     111ds rOO   (6) 

A tangenciális előtolás paraméterét s*-
gal jelöljük, ami az egységnyi szerszám-
szögelfordulásra eső eltolás értékét jelenti.  

Az egyes síkokban jelentkező nyomgör-
bék meghatározásához ismernünk kell az 

si1  szerszám-munkadarab áttételi arányt. 
Ezt a virtuális hajtás kapcsolódási feltételé-
ből írjuk fel, a szögsebességek felhasználá-
sával: 
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3.	A	nyomgörbék	általános	egyen‐
letei	

3.1	A	nyomgörbeképzés	geometriája	
Feltételezzük, hogy a kések élei a maró-

fej forgástengelyén áthaladó síkokban il-
leszkednek. Könnyen belátható, hogy ez 
esetben csak az 00 Y  központi síkba ér-

kezik egyidejűleg a vizsgált él összes pont-
ja. Az 0  lécprofilszögnek köszönhetően 

az él különböző pontjai az előbbitől eltérő 
síkokba egymáshoz viszonyítva késéssel 
érkeznek, miközben a szerszám halad. A 
modell akkor hatékony, ha az egyes szele-
tekben képződő görbék közötti távolságokat 
is ki tudja fejezni, hogy a későbbiekben a 
burkolt felület síkszeleteit helyesen lehes-
sen tájolni. Emiatt a (6) egyenlettel meg-
adott tengelytávolság adott  -ra akkor ér-
vényes, amikor a késcsoport legelső 2  

sugarú késének 2O  profilközpontja az 

2/By  síkba jutott. Az i indexű kés pro-

filközpontjának sugara ehhez képest 
 i2 szögnyi késéssel jut el az első kés 

induló helyzetébe. A levezetésekben szög- 
kompenzációkat kell alkalmaznunk, egy-
részt a kések referenciasugarainak különb-
sége, másrészt a kiválasztott sík helyzete 

függvényében. Négy esetet tanulmányo-
zunk: 
 a konkáv oldali él és a pozitív 

féltérben levő sík helyzete (3. ábra); 
 a konkáv oldali él és a negatív 

féltérben levő sík helyzete (4. ábra); 
 a konvex oldali él és a pozitív 

féltérben levő sík helyzete (5. ábra); 
 a konvex oldali él és a negatív 

féltérben levő sík helyezte (6. ábra). 

3.1.1	 Az	 i‐edik	 konkáv	 oldali	 él	 pozitív	
féltérbeli	 síkba	generált	görbéjének	
szögparamétere	

A geometriai viszonyokat a 3. ábrán 
szemléltettük. A szerszám koordináta-rend-

szer origóját *
sO -gal jelöljük, mivel az el-

fordulási szögek vizsgálatakor a tangenciá-
lis előtolást leállítjuk. A valóságban a szer-
számközpont elmozdul a tangenciális előto-
lás és az elfordulási szög szorzatának érté-
kével. A kiválasztott élpont távolsága a 
szerszámtengelytől az u paraméter függvé-
nye: 
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Az  SOOs
2

2
*  , TQOs

*  és PMOs *  há-

romszögek segítségével felírjuk a konkáv 
szerszámél kiválasztott M pontjának a pozi-
tív 1u  paraméterrel tájolt síkba kerüléséhez 

szükséges elfordulást:  
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A (8) és (9) egyenletek együttes vizsgá-
latából következik, hogy az él behatolása a 
síkba az élcsúccsal kezdődik, és fokozato-
san halad az éltő felé, tehát a (9) szög nö-
vekszik az u paraméterrel, 

  mhmchu aa 000 ,  
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3. ábra. Konkáv oldali nyomgörbe generálása, 

ha 01 u  

3.1.2	 Az	 i‐edik	 konkáv	 oldali	 él	 negatív	
féltérbeli	 síkba	generált	görbéjének	
szögparamétere	

A levezetés az előbbi pontban bemuta-
totthoz hasonló. A geometriai viszonyokat a 

4. ábrán szemléltettük. Az  SOOs
2

2
*  , 

TQOs
*  és MPOs *  háromszögek segítségé-

vel felírjuk a i  sugárnak az  2
2

* OOs irány-

ra való kerülése és a vizsgált M pont 
0, 11  uuy  síkba érése között letelt el-

fordulás szögét: 
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 (10)  

Ha a (10) kifejezéshez hozzáadjuk az i-
edik él és az első él közötti szöget, akkor a 
(9) egyenlettel formálisan azonos egyenletet 
kapunk. Megfigyelhető, hogy ez esetben az 
első élpont, amelyik a vizsgált síkba ér, az 
él tőpontja, tehát az áthaladás az élcsúcs 

felé történik, vagyis az élpont sugarának 
csökkenésével. Ez esetben a kérdéses pont a 
gyártott fogaskerék tengelyétől távolodik.  
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4. ábra. Konkáv oldali nyomgörbe generálása, 

ha 01 u  

3.1.3	Az	 i‐edik	konvex	oldali	él	által	gene‐
rált	görbe	szögparamétere	

A konvex él által generált görbe szögpa-
ramétereit az 5. és 6. ábrákon szemléltet-
tük. A számításokat az előbbiekben bemuta-
tott módon végezzük el. 

A vizsgált M pont sugarát a 
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képlettel számítjuk. 
 

3.2	 A	 nyomgörbék	 általános	 egyenle‐
tei	az	S0	koordináta‐rendszerben		

 
A 3-6 ábrákból észre lehet venni, hogy 

a vizsgált M pont távolsága a szerszám ori-
gótól az x tengely mentén a 
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képlettel számítható. Figyelembe véve, 
hogy a szerszámorigó közeledik az álló 
rendszer origójához, valamint azt, hogy a z 
irány mentén a vizsgált pont nem mozdul, 

felírhatók a nyomgörbe álló rendszerbeli 
parametrikus egyenletei: 
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3.2	 A	 nyomgörbék	 általános	 egyenle‐
tei	 a	 fogaskerékhez	 kötött	 koor‐
dináta‐rendszerben		

A fogaskerék koordináta-rendszere a 
szerszámfej  uui ;; 1  szöggel való elfordu-

lására  uuii s ;; 11   szöggel fordul el. Az 1. 

ábrát figyelembe véve, az 1S  rendszer x 

tengelyének és az 0X  iránynak a pillanat-

nyi szöge 

 uuii s ;; 11111     (14) 

Az 0S -ból az 1S -be az alábbi koordiná-

ta transzformációt alkalmazzuk: 
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Az 21, EE  kifejezések a következők: 
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A (13), (14), (15) és (16) képletek egy-
bevetésével fel lehet írni a valós 
szerszámélek által hagyott nyomgörbéket a 
fogaskerék tengelyére merőleges síkokban. 

4.	Következtetések	

A bemutatott modellen az (1)… (16) 
képletek a fogprofil középpontjához viszo-
nyítják a nyomgörbék helyzetét, ennek kö-
vetkeztében az egyes síkokban keletkezett 



Máté Márton, Hollanda Dénes 

 160 

profilok egymáshoz viszonyított távolsága 
és helyzete nem torzul. 

Az álló koordináta-rendszerben leveze-
tett parametrikus egyenletek a virtuális fo-
gasléc síkszelvényeit burkoló véges görbe-
sereget adják. Ki lehet mutatni, hogy a   
paraméter változtatásával a léc profilja mó-
dosul.  
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