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1. BEVEZETÉS

A dolgozatban az egységelemes gyürU feletti unitér modu
lusok idempotens reduktjain teljesülő azonosságokat vizsgáljuk. 

Pontosabban, megadjuk bizonyos ilyen modulus-reduktokon telje
sülő azonosságok egy-egy bázisát. Az eredmények tárgyalását 

három fejezetre osztottuk, amelyek közül az első kettő szoro
san kapcsolódik egymáshoz, és hátterét S. EAJTLOWICZ és J. 

MYCIELSKI alábbi eredménye képezi (ld.[2]):

1.1. TÉTEL. Legyen Ж a valós számtest és r egy rögzi-
•Ot =<Ж;о> algebrát. ahol о 

jelöli Ж-еп a rx + (l-r)y kétváltozós műveletet. Akkor az
tett valós szám. Tekintsük az

X о X = X

(Xoy)О(uoV)=(xoU)o(yoV)

azonosságok akkor és csak akkor alkotják az -Of -n teljesülő 

azonosságok egy bázisát, ha r transzcendens szám.

[2]-ben a szerzők problémaként tűzték ki annak vizsgála
tát, hogyan szól tételük analógonja kétváltozós helyett több
változós о művelet esetén. A dolgozat első fejezetében ennél 
általánosabban tárgyaljuk ezt a kérdést. Tetszőleges egység
elemes kommutativ R gyűrű esetén vesszük egy (triviális 

annullátor ideálu) R-modulus egy<n0,n-^,.
Vtí = <M; {f^j reduktját, ahol

)
i<n 1 1

> (y<oc) ti-n* ,...• •»

pusu

és JZ rf = 1 )•
i<nV*0 V9 • • • 9

?í
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Megadunk egy azonossághalmazt, amely minden ilyen Ж 

algebrán teljesül, majd pedig egy szükséges és elegendő felté
telt adunk meg arra, hogy JC bázisa legyen az fflt-en telje
sülő azonosságok halmazának. Eredményünk az o( =1, nQ=2 spe
ciális esetben visszaadja az 1.1. Tételt.

A második fejezetben - az előző rész eredményeire támasz
kodva - jellemezzük a végtelen ciklikus csoport teljes idem- 

potens reduktja által generált nem indexelt varietást. Egyben 

kiadódik a kommutativ gyűrűk feletti modulusok teljes idempo- 

tens reduktjainak müveletklónjait tartalmazó legszűkebb hete
rogén varietás egy azonosságbázisa is.

A dolgozat harmadik részében vizsgált probléma kapcsolat
ban áll bizonyos korábbi eredményeinkkel. [б]-Ъап foglalkoztunk 

^izokkal a modulusokkal, amelyeknek az idempotens reduktjai spe
ciális reduktok metszeteként állnak elő és jellemeztük azokat 
a gyűrűket, amelyek felett bármely modulus bármely idempotens 

reduktja ilyen. (E fejezet során a későbbiekben még kitérünk 

ezek közül azoknak az eredményeknek az ismertetésére, amelyek
re a jelen dolgozatban is szükségünk lesz.) Most ezeket a re- 

duktokat más szempontból vizsgáljuk. Megadjuk mindegyikhez a 

rajtuk teljesülő azonosságok halmazának egy bázisát, majd szük
séges és elegendő feltételt adunk arra, hogy ez az azonosság
bázis véges legyen. Rámutatunk az általános tétel alkalmazási 
lehetőségeire is. [5] fő eredményének felhasználásával rögtön 

adódik például, hogy egy Abel-csoport egy idempotens redukt- 

ján teljesülő azonosságok halmaza mindig véges bázisú. Egy 

másik következmény az, hogy ha r racionális szám és r(l-r)^0, 

akkor az 1.1. Tételben szereplő algebrán teljesülő azo-
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nosságok halmaza is véges bázisú. Ez utóbbi részleges válaez 

egy - ugyancsak S. FAJTLOWICZ és J. MYCIELSKI által Г2]-ben 

felvetett - problémára amely azt kérdezi, hogy milyen feltéte
lek mellett lesz véges bázisa az -ö^-en teljesülő azonossá
gok halmazának.

A terminológiát, jelöléseket és az alapvető univerzális 

algebrai alapfogalmakat [з]-Ь01 vettük át. Az egyetlen lénye
ges eltérés az, hogy jelölésben általában nem teszünk különb
séget a műveleti jel illetve annak különböző algebrákban le
vő realizációi között. Polinomiális művelet helyett rendsze
rint műveletet mondunk.

Legfontosabb segédeszközünk a heterogén klón fogalma, a-
. TAYLOR-tól származik. [7] -ben az olyan <<Ак1*к<иО>;mely W

{c”lo<m,n^oj} и /е^ I i<"n<oJ^> heterogén algebrákat nevezi kiónnak,

ahol

C* : A X a£ m n m ■V»

ej :í0i~^An,

és teljesülnek a következő azonosságok:

fmrn-l'

><.

Az itt felsorolt azonosságok halmazát jelöljük dL-lel. A ej

ej nullaváltozós műveletek

f"cm<h?
-°£<°S<bS.eS—

,..., , • •., t • *. tp-l»*o(CL^1^ )
p,m,n;

(0<n,m,p<u>)• • «

(2) (CXm<GJ, i<n<cű)(CL ) f • • • 9m,n,i

tcitfh en*en-l (0<n<oü).> • • •

műveleteket szuperpozíciónak, az
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által kijelölt elemeket pedig projekcióknak nevezzük. Vilá
gos, hogy tetszőleges ÖL algebra polinomiáli3 műveleteinek 

('CL )| 0<гп<со> rendszere a műveletek szuperpozíciójára és 

a projekciókat kiválasztó O-változós műveletekre a fenti ér
telemben kiónt alkot. Ezt a kiónt 4% műveletklónjának fog
juk nevezni. (ÖL

(n)<P

O-változós műveleteinek kizárása nem je
lenti lényegében az általánosság csorbítását.) Megállapodunk 

hogy a következőkben P(-Őt )= U(P^n^ (ÖL )| 0<n<cO )-t is 

'öt müveletklónjának tekintjük. Két algebrát ekvivalensnek
abban,

hivünk, ha kiónjaik megegyeznek.
A részalgebra, homomorfizmus, direkt szorzat fogalma he

terogén algebrákra szó szerint átvihető. Beszélhetünk hetero
gén algebrák, speciálisan kiónok, varietásairól, é3 érvényben 

marad a Birkhoff-tétel (ld. [7]).
Legyen öt = (Á;F} tetszőleges algebra. 'öt reduktján olyan 

<A;F'> algebrát értünk, amelyre F'sP (ÖL) teljesül. Ha F1 
minden f eleme idempotens, akkor «CAjF^-t ÖL idempotens re- 

duktjának nevezzük, öt -nak azt a reduktját, amelynek művelet- 

klón ja 'ÖL összes idempotene műveletéből áll, ÖL teljes idem
potens reduktjának, azt pedig, amelyiknek müveletklónja csalc 

projekciókat tartalmaz, -üt triviális reduktjának fogjuk nevez
ni. Nyilvánvaló, hogy ÖL reduktjait ekvivalenciától eltekint
ve egyértelműen meghatározzák ÖL müveletklónjának részklónjai, 

és viszont.
Univerzális algebrai vizsgálatoknál sokszor előfordul, 

hogy egy algebrának csak a müveletklónja a lényeges, függetle
nül attól, hogy mely műveletek voltak az alapműveletei. Ilyen
kor nem indexelt algebrákról beszélünk. A nem indexelt algeb-
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rákat alaphalmazukkal és müveletklónjukkái szokás megadni. S. 
FAJTLOWICZ [l]-ben részletes áttekintést ad arról, hogyan le
het a (gyenge) izomorfizmus, homomorfizmus, szorzat és rész- 

struktura (ő ez utóbbit reduktnak nevezi, de ez nem egyezik 

meg az általunk használt redukt fogalommal) fogalmát bevezet
ni a nem indexelt algebrák kategóriájában. Bevezet egy megfe
lelő azonosság-fogalmat, és rámutat arra, hogy a Birkhoff-té- 

tel nem indexelt algebrák varietásaira is érvényben marad. Az 

azonosságok alakját figyelembe véve könnyen látható, hogy köl
csönösen egyértelmű megfeleltetés van a nem indexelt algebrák 

varietásai és a kiónok varietásai közt. Nevezetesen, ha ^ 

nem indexelt algebrák egy varietása, akkor a Tf -beli algebrák 

műveletklónjai alkotta osztály 1(0^,) izomorf lezárja
klón-variétás, és forditva, ha "C klón-varietás, akkor az 

összes olyan ÜL algebrák osztálya, ahol P(ÜC)cC » nem
indexelt varietás. Sőt, mivel bármely absztrakt klón izomorf
valamely algebra raüveletklónjával, 1(CV )=C.

„ t
Legyen 2j azonosságok egy halmaza, pQ=p-^ pedig egy to- 

vábbi azonosság. A szokásos -S ь-pQ=p^ vagy pQ= P2 jelölést 

használjuk annak kifejezésre, hogy a P0=P]_ azonosság benne 

van 2 lezártjában. Még egy megállapodás: ha ex tetszőleges 

rendszám, 0(-sal fogjuk jelölni a fl-«'«*} halmazt.
Gyűrűn a továbbiakban mindig asszociativ gyűrűt fogunk 

érteni. Egységelemes gyűrű egységelemét mindig 1 fogja je
lölni. Z lesz az egész számok gyűrűje, £, Q illetve Ж pe
dig rendre az egész, racionális illetve valós számok halmaza. 
Legyen tetszőleges rendszám. Azt mondjuk, hogy az R egy
ségelemes gyűrű I^(^f<a) ideáljai páronként relativ primek,
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ha vagy ex =1 vagy pedig a > 2 és mindegyik 

bözik R-től, továbbá ^

(ß4<°<)> Ha ^ =!lg l3<r« } az 

prim ideáljainak egy halmaza, akkor TT^-vel jelöljük az o< 

halmaz összes olyan Of véges partíciójának a halmazát, amely- 

P\(I^e Б) (Bear) ideáljai páronként relativ prí
mek. A partícióhoz tartozó ekvivalencia-relációt £^ 

fogja jelölni.

külön

teljesül, valahányszor 

R gyűrű páronként relativ
+ I. =R1

re R-nek a

Unitér balmodulus helyett röviden modulust fogunk csak 

mondani. Legyen R tetszőleges egységelemes gyűrű, ÜK pedig 

egy R-modulus. Nyilvánvalóan УК bármely n-változós művelete

<mo
Ezt a műveletet r0x0+

ribleR-alakú, ahol roromo+ +rn-A-i 9 • • • 9• • •9 • • • 9

röviden 2 r^x.^ |n-lV-l1^ ’+r vagy• • •
ШKn

fogja jelölni. Ez a művelet akkor és csak akkor idempotens, ha
1-2 r., benne van УК annulátor ideáljában. Ebből világos, hogy

Í<n 1 , sr-t
UK bármely idempotens művelete előáll -2_ir4x^l
ahol .2_,r.=l (r. GR, i<n). 

i<n
Legyen S az R gyűrű egy részgyűrűje. Cl (S)-sel

alakban,

Ж
fogjuk jelölni az

+sn-A-il3-ix3-i+<1+sj>xj+sá+ix3+i+3nX„+ О о +s • • •• • • m
alakú műveletek alkotta kiónt, ahol j<n<6J, s. 6S(i<n) és
2,3.oO. Speciálisan, Cl^fR) éppen УК teljes idempotens re- 
i<n 1 Ж ^
duktjának müveletklónja, C1^({0}) pedig oK triviális redukt- 

jának a müveletklónja.
Befejezésül idézzük azokat az eredményeket [б]-Ъ01, ame

lyekre a harmadik fejezetben szükségünk lesz.
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1.2. TÉTEL. Tetszőleges R egységelemes gyűrűre a követ

kező két állítás ekvivalens:
(i) Bármely R feletti Щ, modulus bármely idempotens

reduktjának müveletklónja előáll О (CI^ÍS^ )|^<гсх ) alakban. 
ahol mindegyik S^tycoO R-nek egy részgyűrűje.

(ii) R bármely r eleméhez léteznek olyan n(^0),
természetes számok, hogy (^)ao» — »ah,bo,***,bn 

(O^i^n) £3 R-ben

2 a.ri(l-r)n~i= 1, Zb^d-r)“’1- r(l-r)
i*n 1 i-n x

teljesül.

1.3. TÉTEL. Az előző tétel ekvivalens feltételeit ki
elégítő egységelemes gyűrűk К osztályában benne van az egész 

számok gyűrű.ie. továbbá minden véges karakterisztikájú gyűrű.

Az 1.2. Tétel a következő egyértelmű reprezentációs té
tellel egészíthető ki:

1.4. TÉTEL. Legyen adott egy RGK gyűrű. Ш pedig le- 

triviális annullátor ideálu R -modulus. Ekkor ffi£S£SR 2Ш.
bármely idempotens reduktjának müveletklónja egyértelműen

П(С1 alakban, ahol I \
az R részgyűrűinek olyan halmaza, amely eleget tesz a követ
kező feltételeknek:

(a) Mindegyik I^($<o0 az 1 egységelemmel együtt R- 

nek ugyanazt az R^ részgyűrűjét generálja, és az 1^(#<с*) 

részgyűrűk páronként relatív prim ideáljai
(b) Bárhogyan is választjuk ki a

blokkját olymódon, hogy ha

állítható elő

Rvj-nek.

ТГ -beli ar parti-3
dóknak egy-egy Взг
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, akkor mindig OíB^ | сгге"1Г^)^0.
(c) Bármely ß (<<х)-га fennáll a következő egyenlőség:

зГ^зг

(f"^( |Ь )|зт£"П^) = 1^з •
Megjegyezzük, hogy ha ex véges akkor az (a) feltétel tel

jesüléséből következik a (b) és (c) feltétel teljesülése, ha 

viszont ex végtelen, akkor (b) és (c) független egymástól és 

(a)-tól is.
A O(01_ (Iv)|jf<cx ) alakú kiónok egy-egy generátorrend- 

szerét adja meg a következő tétel.

1.5. TÉTEL. Legyen R tetszőleges egységelemes gyűrű 

(16 R), j3 tekintsük R -nek egy 1-et tartalmazó R1 részgyű
rűdét. Legyen 3 R1 páronként relativ prim ideál
jainak egy halmaza.

(i) Akkor minden ТТ^-beli 3r particióhoz létezik R-ben
у

a or blokkjaival indexelt elemeknek egy olyan ig (Beor) rend
szere. amelyre teljesülnek a következő feltételek:

igG 1^1^^ t$^B).

TTj -ben egy or és egy őr partíciót úgy. 

hogy or^öf , _és vegyünk egy-egy - az (i)-beli feltételeknek e>-
GT 3» — —- iB (Beor) illetve ig (Beor) elemrendszert. Ak

kor or tetszőleges В blokkjára

ig ” ig £ 1* I $ < ex ).

(iii) Legyen 1$t tetszőleges triviális annullátor ideálu 

R-modulus. Ekkor akárhogyan rögzítjük az (i)-beli feltételeket 

kielégítő ig elemeket. a 0(Cl^(I^.)l2f<cx) kiónt generálja

2-i i-n=i és
Beor
(ii) Tekintsünk

leget tevő
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bármelyik olyan

С1т(П(1?)|^<о<))и1 Х^хв^кеи}
Be 3T

halmaz. ahol H^TTj és H mindegyik THj -beli partíciónak 

tartalmazza valamelyik finomítását.

Itt az (i) állításból rögtön következik az

1.6. KÖVETKEZMÉNY. Ha Ö egy R egységelemes
gyűrű páronként relativ prim ideál .Iáinak egy halmaza, akkor 

Д» g particiől halmazának duális Ideáig.

Végül megfogalmazzuk [5I fő eredményét, ami az 1.3. 

és 1.4. Tétel következményeként is adódik.

1.7. TÉTEL. Legyen egy n(^0) exponensű Abel-csoport. 
-&J bármely - n=0 esetén bármely triviálistól különbö

ző - idempotens redukt.iának műveletklón.ja egyértelműen előáll

0(01 (p±)| i<m)

Akkor

9
,Pm-i(>l) páronként relativ prímekalakban, ahol m>0, pQ

és ;n osztható p_
— ■------- ----------- -^o

, • •.

Pm-l-Sffii-• • •
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2. S.FAJTLOWICZ ÉS J.MYCIELSKI EGY TÉTELÉNEK ÁLTALÁNOSÍTÁSA

Legyen R tetszőleges egységelemes kommutativ gyűrű, Ш

pedig egy R-modulus. Tekintsük Ш -nek egy <M; jf^|fl<<x}> 

idempotens reduktját, aJbiol f^ (Й<°0 aritása n^(il). Köny- 

nyen látható, hogy ezen teljesülnek a következő azonosságok:

a
Vxo

(IiV f3(fa<xo

(fl*«)V=xo

fí ....w
= í% (í, (Xlo5», . .

, • • • ,

a
£J(xY]
VV»
•*VW:

VW'® = 

’Чу1'1’"'

V'yУ1®

, • • •,

, • • •,

г
f3 (xUyx3if3 (W’ • • •» , • • •,

i<j<n^),
ahol

in3+i,
in,+j,

к=1па+5
k=jn,+i

ha

w*= ha az
к különben

(k<n?)3
(A^ ) fp(fj(x0

“ W^’N
(xu-1»xi\,+uH» 

o 3 3

■■■ЧЧу'у "
(xi*xy

VyV®
(|kfl<o<).

<i;) (“2<o() illetve (A^ ) (f9,fl<oc) az alapműveletek

idempotenciáját illetve felcserélhetőségét kifejező jól is-

P d í

V;OvP P 3

»• • »
3

»• • • t, • • •,, • • •,

• • •,

1
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mert azonosságok. Az (i<j<n^»tf«*)
esetben egybeesik az

fi 
ákkor az (i^oi^) azonosságok együttesen az f^
alapműveletnek az Önmagával való felcserélhetőségnél erősebb 

tulajdonságát fejezik ki. A sokszor alkalmazott mátrixos je
lölésmód segítségével az (I?.) azonosság a következő egy-

J
szerübb alakba irható:

azonosság az n^=2
it(A ) azonossággal, ha azonban n Л-3,t

<V,fr(Vií>V
Xkn^+C változókból álló négyzetes

illetve x
ahol X az

X-ből amátrix és elemek fel-Xij
cserélésével keletkezik.

Xin„+j jn^+it

A következőkben szükséges és elegendő feltételt adunk 

meg arra, hogy a fenti azonosságokból következzék bármelyik 

<M; jf-n teljesülő azonosság. Ezt a problémát S. 
FAJTLOWICZ és J.MYCIELSKI megoldotta [2]-ben abban a speci
ális esetben, amikor R a valós számtest, ex =1 és nQ=2.
A most bizonyítandó tétel speciális esetként magába foglalja 

az ő eredményüket is. Bizonyításunk gondolatmenete és módszere 

erősen támaszkodik a [2]-ben használtakra, lényegében annak 

általánositása, alkalmas módosítása.

2.1. TÉTEL. Legyen R tetszőleges egységelemes kommutativ 

gyűrű. <M; ^)з<сх }>
33t R-modulue valamely idempotens redüktja. ahol

pedig egy triviális annullátor ideálu

Z 4
isn 1

V 2f = 2_, r A és = 1.Vx° -i>
3

,...,
i<n

33
Akkor az alábbi két állítás ekvivalens:
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(i) Az <"M: > -n teljesülő bármely azonosság az
(Iq), (ij^), (A^) (ß<0<o<) azonosságok következménye.

(11) Az О (jr^ I i<nff-l} j^<oc) elemrendszer szabad 

generátorrendszere az általa generált R-beli kommutatív rész
gyűrűnek.

A tétel bizonyítását néhány lemmával készítjük elő, 

előbb azonban bevezetünk néhány jelölést. Az f^ (jf<oc) műve
leti jelokből és az Хд (n<oo) változó jelekből felépíthető 

termek halmazát jelöljük P-vel. Ha qí tetszőleges rendszám, le- 

o<-nál kisebb rendszámokból álló véges sorozatok
Ha f х€ o< n és

gyen az
f2e^

|l^ ^2 jelölje a és egymás után
-beli sorozatot.

halmaza, azaz 2 = LJ(.2< n|n<o)).
(m,n<oü), akkor 

Írásával keletkező ex
Megállapodunk abban, hogy bármely ^ véges rendszámso

rozat esetén jelöli a ^-ből az első elem elhagyásával 
kapott sorozatot, pedig az utolsó elem elhagyásával ke
letkező sorozatot. Legyen továbbá )* . Szükségünk lesz
még a 2 halmaz következő részhalmazára: ex

n+m

s.-«<3.u-v ^fq-l» 31101 ^<0J* 

é3 h * h ha ^ (i,j<q)} •

Most bármely 2 -beli f: sorozathoz hozzárendeljük P egy<x J
részhalmazát az alábbi definícióval. Legyen

f • • • 9• • •

P!

P0
amelyet a továbbiakban röviden V-vel is jelölünk, s tetsző
leges és fl<cx esetén legyen
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^VP°.... pnJ-l)lp
A P^-beli termek egyszerűen jellemezhetők egy-egy alkalmas

függvénnyel. Legyen §= <$0t • • • (ekcű). A
g: пЛ ,,,Xn. —>V függvényeket F-hez tartozó függvé-

—3° -j
nyéknek nevezzük, a J-hez tartozó függvények halmazát pe

dig F^-vel jelöljük. Minden <|,g> (^еЗ^»

hozzárendelünk egy p(§,g) termet a következő módon. Ha 

§ « 0 , legyen p(|,g)=g(0)(ev), ha pedig § = <a>*§' » akkor

-ie V •p
<3>*f 0 * * *•»pn

t

g e F ) párhoz 5

p(S-<V,-lB *2Í
p(|.8)*í^(p(|.e0) , • • . ,

ahol gi(e)=g(<i>^&)
A szemléletesség kedvéért egy egyszerű példán végigkö-

(i<nj.i

vetjük а рЦ, g) term definícióját. Legyen of=2, n0=2, 
és válasszuk a ^=<0,1,0> sorozatot, valamint a g(i,j,k) » 

függvényt. AkkoreX|i-j+k|

P<§»g) =í0 <P<£. p(|'» gx )) =

=fо(fx<p(|", gj, p(|! g01), p(|", goj))»f!Cp<s". sto)» p<§ » » p(S"»c

о f о ^ *0*1 ) * fo^¥o ^f о ^ x2*xl f 1 ^ f о ^ ^f о ^ Vl ^ f о ^ Vb ^ •

Ezek után világos a

2.2. LEMMA. Tetszőleges Je S sorozat esetén p€ P^
hogyakkor és csak akkor teljesül, ha van olyan ge P§*

p=p(l,g).

BIZONYÍTÁS. Az állítás a fenti definíciókra támaszkodva 

a £ sorozat hossza szerinti indukcióval formálisan is egy
szerűen igazolható.
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A következőkben definiálunk minden í (e £ )-ra egy G
a 5

permutációcsoportot, és megmutatjuk néhány egyszerű tulajdon-

3m-l>ságát. Legyen § =<tf0 pedig az
halmaz összes permutációinak halmaza. Az identi-

f • • • f

n_.x X n• • •

kus permutációt 6-val fogjuk jelölni, az alaphalmaz feltün
tetése nélkül; ez azonban nem fog félreértést okozni. Jelölje 

az összes olyan 3í€ 

tetszőleges geF^ esetén

permutáció halmazát, amelyreGs

2 i^j<n^u\<,*%\p<$<ot} p(ftg)=p(§.gtf)»

azaz, szemléletesen kifejezve, a változók зг permutációja az 

dij) Hlefve (A^d ) azonosságok felhasználásával "megvaló
sítható" .

»6m-l> о1Уa11* h°gy
F

CT?.es_ (i<’j<n. ) permutációt J ^ 3°

Legyen először
Definiáljuk ekkor a 

a következőképpen

t • • •

o=Öl*

ha |a,b}=U,jl<b,a>*6,
!а1;}(<а,Ь>*е) =

<a,b>*£, különben .

ésSä 5 = <2o>?i 
tetszőleges i^j-oa. esetén

Яо^д.» §ШГ2.3. LEMMA. бт-1^
CiL 6 G_ .

, •. •,

ij<5° Í

BIZONYÍTÁS. Mivel a G^.. permutáció hatása egy p€P^ 

tenure nem más, mint p i-edik részterme j-edik résztermének 

p j-edik részterme i-edik résztermével való felcserélése, az
-t,

állítás szemléletesen nyilvánvaló az (I.j\.) azonosság miatt.
A formális bizonyítás is egyszerű. Definició szerint ugyanis 

tetszőleges gép -re5
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p(§ »g)=^o(fj5o(p(| P% f^0(PÍ§

illetve

P(§ *Scr^j)I=f^^0(p(l»<g °i j W»* *M gn^_i))

f^(p(§ » ( gO*i j )n^-lf о^ » • • • » p(f » (g<5iö ^-1,

),...,p(§",g )))
J.-'«0 vv

f • • •

1»),• • • » V<5°
ahoi

ha <k,t> =<1, j>gjjL(e),

§(g<yiö >kt <£ )=g°i^<k»e>*£)Hsiá(e),

^с(е),

ha <k,e> =<j,i>

különben

így

fr p(?,g) - p(|.sffi3).(I1V
ami állításunkat bizonyltja.

2fm<-l> tetszőleges sorozat, 3 (<o0
Of i€ S^_ (kn^) permutációkat 

permutációt a követke-

Legyen § =<á0 

pedig egy rendszám. Tekintsünk
* • • • 9

és definiáljuk a A(JT^) i<n^)€ S 

zőképpen:
<&>*§

A(oCi) i<rn^)(ck>*£) =^k>*ork(e) .

Világos, hogy AícjrJi^) a peP^^ 

inak azon permutációja, amely a (i<rn^) permutációk p 

résztermeire való együttes hatását Írja le.

termek változó-

iS.

akkor A(orjLl i<n^,)e .

2.4. LEMMA. Legyen ^=<^f0 

Ha ^orjKnJC G,
9 • • •

í'
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BIZONYÍTÁS. Legyen g 6 F 

síinkből adódik, hogy

tetszőleges. Л feltevé-<3>*f

Xq1- P(§,gi)=P(|»giTri) (i<n .),

s igy

20
Vegyük észre, hogy a fenti azonosság bal illetve jobb olda
lán álló term éppen р^у*^ ,g) illetve p(<j>*f »gCAfa^ 1 i^n^))), 
hiszen

gíACar.jJ i<n^ ^(e) = g(A(ori 1 1<Пд))(<к>*&) =

= g(<k>*3rk(£)) = g^te) (koi^). 

Ezzel a lemma állítását bebizonyítottuk.

<Jm-l^ (eo<m), és tekintsük az
sorozatot

Legyen ismét ^ =<30 

m halmaz egy У permutációját. A <fly(o>
^V-vel, У pedig legyen az alábbi leképezés:

9 • • • f

^ • M

jelöljük

9 «V* x nx®*m aavw • • •• • • ífvC'w'O

»£VC*<£01 • • • ^1 £• y(p> • • •

§e «ш
vény és az m halmaz bármely у permutációja esetén 

(1) }(A^)| '— p(|»g) = P(|*gv).

BIZONYÍTÁS. Elegendő a lemma állítását elemi transzpozi- 

ciókra bizonyítani, mivel és V}^ = Iх ^ » ha V és

2.5. LEMMA. Tetszőleges függ-sorozat.
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ja. az m halmaz tetszőleges permutációi.

Legyen tehát a továbbiadban У°(к,к+1), g pedig tetsző
leges függvény F^-ben. Az állítást m szerinti teljes induk
cióval bizonyltjuk. Mivel m=l esetén az állitás triviális, 

tegyük fel, hogy m>l és az állitás m-nél kisebb természe
tes számokra igaz.

Tekintsük először azt az esetet, amikor k>0. Legyen 

s < ^j0 > * . Akkor

p(5,,sn.-i®’Р<|.Е)=^(р(|.в0) , • • • ,
3°

illetve

p(§^g^=f,(p((gv)',(gv‘')0) p((|vt(^'in _]>9 • • • 9

Jelölje V1 az }1 

zi,ciót. Akkor az utóbbi termben
m-l} halmazon a (k,k+l) transzpo-, • •.,

у
=<г(усо és, • • • ,

(2)
(g*)L(e)=(gv ) (< i>* £ ) =g(< i>*9* (£ )) =giy,‘<(£ ) <i^nv)

Az indukciós feltevés miatt viszont

P(^1»gi)=p(^,V»giv1 1)2о 2fo

Így (2)-vel való összevetéssel adódik a bizonyítandó állitás. 

A k=0 eset maradt hátra. Ekkor

Р(|.8)=^(УР(|".6Ю)

Jo

9 • • •f • • • f

* Иp<!»s J»,9 • • • 9• • • 9
V’V

illetve
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...... p«SvW>0>v»

P«lyMß’)v,V>»- 

» ^ = %

(g^)i;j(e)=gy(<i, j>^e)=g(<o,i>i»e)=gji(e),

P^pVfj/yp 4yf,(é')j 

yp«lyf,(gv)vi0)

Itt (% ) = > = <$£ > •

t • • •

t • • • t• • • t

és• •

tehát
(A** p(5,g)=P(|V,Ev'').)

Ezzel a lemma bizonyítását befejeztük.

2.6. KÖVETKEZMÉNY. Legyen §> = <tf0# • • • »tfm-l>€ — Ш* &3 

tekintsük az m halmaz egy v permutációját. Akkor 

У ”*G v =G .r I
BIZONYÍTÁS. Vegyük észre egyrészt azt, hogy ha fistf<cx, 

akkor д*Р másrészt pedig a 2.3. Lemma következtében
-beli (0,l) permutációratetszőleges $<cx esetén az S<2M>

ij I(o,i) =TT(o' <3?>a>
<**>’

és Így \{I^)\í<z<n^)\— Ebből következik, hogy (1)
helyettesíthető az előző lemmában az alábbival:

I P(|#g)=p(|v»6>5’1)*(1

Ennek többszöri alkalmazásával már közvetlenül folyik az 

állításunk.

A fenti három előkészítő lemma felhasználásával jellemos

ni tudjuk a G^
hez szükségünk van néhány elnevezésre és jelölésre. Legyen

) permutáció-csoportokat. E jellemzés-
О L-J0<

гУ
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.,^m_l>e Q (m>0) tetszőleges sorozat. A 

^ 1> halmazt jelöljük n§-vel. Válasszunk ki egy

<i_ n&m) in-

!=<r3o f ••

»• • •»

elemet és tekintsük azokat az
, amelyekre ^ (j<q). Legyen továbbá

3

ei -val fogjuk jelölni az <£.
2f xo

V • • • q-1
dexeket

-vetületének fog-

>enS
Ekkor es»-i>e £**£=<£0 

juk nevezni és

x n9 • • • t • • •

£i»• • •» 2f-•1
sorozatot.

Tetszőleges §=<30 

ekvivalencia-relációt az 

módon. Ha ^ egyelemü azaz

^m„i> esetén definiálunk egy ^ 

halmazon a következő
»• • •»

x n4* • • •

, jelentse4-W
azt, hogy az £ és ^ sorozatban ugyanannyi 0-s, ugyanannyi
1-es, és igy tovább, ugyanannyi (n -l)-es van. Az általános

0

esetben 7 (e-2es**
álljon fenn, ha bármely esetén £l^'4'12ly

Legyen or e tetszőleges. Azt mondjuk, hogy or
tartó, ha bármely een x...xnv sorozatra £~or(e) tel

im Oftv-4

xn, J akkor és csak akkor— Jsn-T

teljesül.
6 ^ • • •

f\J ••

jesül.

n2.7. LEMMA. Tetszőleges ^ =<^Q 

G| —

tácjóinak halmaza.

sorozatffm-0> e Ci*
halmaz összes ^-tartó permu-

, •. •,

esetén x n• • •

BIZONYÍTÁS. Jelöljük egyelőre H -vei x naz n^x
halmaz összes ^-tartó permutációinak halmazát. A G^
tartalmazás bizonyítása céljából elegendő megmutatni, hogy

• • •§ Jtn- Л

bármely -relációban levő 

(e ,i^) transzpozició benne van 

felhasználásával adódik, hogy korlátozódhatunk az olyan G^ 

permutáció-csoportok vizsgálatára, ahol £eS •
j o<

e,£(e
G^-ben. A 2.6. Következmény

) párra azx n• • •
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ßfe a*4* ab01 %ia<ßt< 

i^j (i,j<q). % hosszának nevezzük
I- So*Legyen tehát 

(к±>0) és ^ ha
és i(^)-vel jelöljük a ZKk^Jixq) természetes számot. t(§) 

szerinti teljes indukcióval fogjuk bebizonyítani, hogy ha 

(e^enpOx 

illetve Ug)=l 
ségképpen 6=£.

Legyen Ц|)с2. Ha q=2, akkor kQek^^l, s igy £ = £ . 
Ha viszont q=l és igy kQ=2, akkor vagy ismét £=£, vagy pe
dig £a<i,j> és ^ = <j,i> teljesül valamely i,j<n^ 

szetes számokra. Az általánosság megszorítása nélkül feltehe-

• • •»

XJ71),
esetben ez nyilvánvaló, hiszen ekkor szük-

(£^)6G^ Az e(f)=0akkor• • •

termé-

I A 2.3. Lemma felhasználásá-tő, hogy i<j, s igy (£,->?) 
val adódik az állításunk.

Tegyük fel a továbbiakban, hogy £(§)- 3 és minden

= O'ij*

olyan sorozatra, amelyre £(«£)< i(|), & fenti állításunk
teljesül. Legyen € =6Q* villetve* 6q-l

(i<q) és legyen £0=<£o 

Vizsgáljuk először azt az esetet, amikor

*?q-l» 

illetve
♦ • •• •

ahol F О s
eK-1, . . . ,

, • • . ,
co ^o 
60= ?o- Ekkor

az indukciós feltevés miatt (í:1,^1 )6 G., . Ezért ha§'
. co о1=5 £ =S •?о Со(£'. í‘)t ba

(i<nft )»®i = Po
különbeni ,

(e ,^)= А (зг±J i<n^) e G^,

# fo>

akkor a 2.4. Lemma felhasználásával 
amit bizonyítani kellett.

A továbbiakban feltesszük, hogy 

álisan kQ£2. Legyen először kQ=2, s igy 

q£ 2. Mintho gy £ ~ ^

s igy spéci

ig);: 3 miatt
„o_ cO ?o" elszükségképpenés
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*£q-Wa Véa g°f továbbá £

permutációkat a következőképpen:

. Válasszuk• • • • •

a ^ij

ha <i,j>=<?£,
(i,j<nft ).■ l^okülönbeni

Az indukciós feltevés miatt •^i-j ^ (tf3<n^ )» tgy a 2*4-«
Lemma kétszeri alkalmazásával adódik, hogy

or= Д(Д ( ^ijl 3<np0 )| i<n^) e(3)

Jelölje v a következő permutációt:

Uf)-3 «§)-2 e(§)-l
e<|)-i

0 12 )•( • • ♦

2 3 4 0 1• • •

Ekkor

V3T(£)=£"*<£°, £°> Vcr( £ )=£"*<$, i£> ,

в Így az előző bekezdésben bizonyítottak miatt (b(£),?3r(^))6Gv
oY^y^CvorCeJjVor^^vcro (e,*?), s így a

és

у *

Vegyük észre, hogy 

2.6. Következmény valamint (3) felhasználásával adódik a bi
zonyítandó állítás.

Az az eset maradt hátra, amikor kQ23 és £° £ 7?°. Az 

általánosság megszorítása nélkül feltehető, hogy az £°, >ek -1 о
^-tól különböző, ha ugyanis ez nem teljesül,

• ♦ •

elemek közt van
csak £ és szerepét kell megcserélni. Legyen?

ek -1* * 31101 ^o“ £o és ё1^ Й£o=< ~<eo'40-i> , •..,, • • •,

továbbá
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aho1 To" t°0 éa íl= £0!?20-i>.
különben tetszőlegesek. Tekintsük a következő permutációkat:

%=<fo ?k0-i 9 • • • t9 • • • 9

(e1 ,£Ó',,eiif 

(í'’$>*7i*

ha i=*eq-l^• • m

( i<n» )»i = A>
?0* 7q-l^ * ha i=• • •

különben.i

Az indukciós feltevésből következik, hogy € G
1 ь

igy a 2.4. Lemma miatt 

rizhető, hogy

(i<1% >• 

Könnyen ellenő-ЗГ = Л(зг. I i <n„ )e g .
1 ГО I

OT^)=?0* ?!*•••■* ?q-l . 

ha

^(£>=£0*63* és

Legyen O' ha 8°<^°, ill.
Lemma miatt СУ€ Gc . Vegyük észre, hogy

• • •

eS>?o- A 2*3*
Г

+ eq-l és O'0r(^)=<e°, /^o>#'2o1f?ííf •• **%-1»

bizonyítottak alapján (0'ог(е),<Гзт(^))еСг .
(e ,'^)=аг“1сГ1(о'зг(е), o,'3r(^))o'oreGg , s éppen ezt

O'er (e) =зг(е) = 6Q* • • •

és igy a korábban 

Akkor viszont
akartuk bizonyítani.

Rátérünk a fordított irányú G e H tartalmazás bizonyi-S> §
tására. Elegendő megadni egy olyan <nQ
pusu algebrát, amelyen egyrészt teljesülnek a 20«beli azo
nosságok, másrészt bármely 

g€F^ függvény úgy, hogyha srGS^-H^, akkora p(§ ,g)=p(§,gar) 

azonosság nem teljesül rajta.
Megmutat juk, hogy egy alkalmas modulus-redukt eleget tesz 

a követelményeinknek. Legyen R az ^r^|#<cx, i<n^ rendszer 

által szabadon generált szabad kommutativ gyűrű és legyen

> (#<cx) ti-na , • • ■,. •.,

sorozathoz megadható egy
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V-i>=^ а «п,fa(x° ГЛ-» • • • »

»=<R;
2b-beli azonosságok. A 2.6. Következmény alapján a másik

sorozatok-

algebrán nyilvánvalóan teljesülnek aAz

követelmény teljesülését ismét elegendő а 

ra bizonyítani. Mielőtt ehhez hozzákezdenénk, előrebocsátunk
amelyben leírjuk a p(^,g) 6€P|)egy hasznos lemmát,

termek alakját modulusreduktokban.
Legyen n tetszőleges természetes szám és <tQ

ahol 2Zt.»t. Tekintsük azt az 
i<n 1 
7i=<i

, • . * ,

rv*,4vies
i>€n’v. Az <r?-val relációban levő 

sorozatok halmazát jelölje a továbbiakban E(n,<tQ 

Nyilvánvalóan

sorozatot, 

n^-beli4ahol 9 • • • f

9 • • • 9

n!Ví) I=)E(n,<rtQ t !n-1
, • • •, tQ!...

^ (q<o)) tetszőleges természetes számok és 

SjCco4 (i<q), akkor E(n0,sQ)*.. .^Eín^-^,s^j^ fogja jelölni
alakú sorozat halmazát, amely-

Ha nQ , • •.,

az összes olyan &0* 

re ^eEín^s.^) (i<q).
*Vi• • •

2.8. LEMMA. Legyen R tetszőleges kommutatív gyűrű és

legyen

)=X1 r^x± (fl<oOVX° ^a-1 i<Hg9 • • • 9

*?q-l e S„.tetszőleges. Legyen továbbá
/5i>e«fei» §£ ft/ßj ha (ifd<q).

ahol R • • •

ahol , • • •,

Akkor bármely geF^ függvény esetén

=I<2 a«’ TT TT <r> ) ч и ,
i<q j<T^ •* í

U) ■ P(|,g)
So* <A S• •Zs^-fe-
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e £j}n4i is

= |j€|eeE(n0,s0)+ 

és gie)^ .

°iB<sioahol a, ^ 
1,11 ft»• • •»

(£) )*E(n(5) sas * о q-1» q-1• • •
*Vl♦ • •

a) természetes számokra fennáll azFordítva, ha az av *3q-l• • •

-TT -
*sq-l i<q sio

Vce)
*Bo* T! Si'Vxi<oJ • • •• • •

z ij^i (3ij<üJ» i<r ^ akkor уалegyenlőség, valahányszor s
j<n

olyan g€F^ függvény, amelyre (5)» és Így (4) is teljesül. 

BIZONYÍTÁS. Az első állitás ß(f) = 2]k,
i<q 1

dóval egyszerűen igazolható, a második állitás pedig az első

h .

szerinti induk-

közvetlen következménye.

Térjünk vissza a 2.7. Lemma bizonyítására. Legyen

§=fo* * * #*§q-l» aho1 fi=<^i 
válasszuk a geF függvényt kölcsönösen egyértelműnek. Akkor a

5 (?) p(jr,g) term (4)-beli alakjában mindegyik a
ható 0 vagy 1, mégpedig a^}

k,
o( , ha ijÉj (i,j<q), és, • • •,

együtt-
*sq-l

=1 akkor és csak ak-
3o* • • •

• • S 1q-1
kor teljesül, ha a g(e)=x feltételt kielégítő (egyetlen) £

v

sorozatra £€E(nA , s )*Po °
érvényes bármely S,-beli or permutáció esetén a p(^,gar)

s „ (?) 
term (4)-gyel analog előállításában fellépő b
együtthatókra is.

V
•*E(n« ,s„ n) teljesül. Hasonló /V• • •

*sq-lV • • •

Tekintsünk most egy tetszőleges or€S -H permutációt.
5 § л

amelyre (£.).
*s„ T q-1

к 4Akkor létezik olyan £€ n?x.. .хп/* ,
Po г<И

Legyen g(e)=x^ és válasszuk az sQ*

К

sorozatot úgy,• • •



25

*Е(Пр Akkor gar( or-1( б)) =x{ , de
*E(n

hogy 6GE(n^ ,sq)* 

0Г "^(e) é E(n
• • •

!>• így.80)» • • •%

ъ»a® és=1 =0,
*Sq-lV V *Sq-l• • •• • •

amitől következik, hogy az & algebrán nem teljesül a 

p(f »g)=p(|»g3r) azonosság. A lemma állitását ezzel bebizonyí
tottuk.

Eddig az (1^) azonosságokat nem használtuk. A következő 

lemmában egy olyan állitást fogalmazunk meg, amelyből speciá-
> (з<сх) tipusu idempotens 

Abel-féle algebrákban bármely azonosság teljesülése ekvivalens 

valamely p(f,gx)=p(f»g2) azonosság teljesülésével, ahol 
és gx»g2eí|* A rövids®g kedvéért vezessük be a következő 

jelölést: 2,=i(I*) | #<o<$ u {(A^) I b

lisan adódik, hogy <nQ n*8,.. •, ,. •.

2.9. LEMMA. Tetszőleges pQ 

megadható egy |y e S sorozat és 

hogy

Pj^eP (k<co) termekhez 

Pk-le termek úgy

,. • •,

Po 9 • • • 9 í

2 (i<k).Р±=Рх1

BIZONYÍTÁS. Az állitást a pQ 

dúló műveleti jelek J($pQ 

óval bizonyltjuk. (Minden műveleti jelet annyiszor számolunk,

Pk-ie

termekben előfor-,pk-l
Pjj-.X^ ) száma szerinti indukci-

9 • • •

9 • • • f

ahányszor előfordul.) Ha ez a szám 0, akkor pQ ,. •.,

P0, igy állításunk triviálisan teljesül.
Tegyük fel, hogy JÜPQ 

érvényes minden olyan $qQ
р^д} )=n(21) és állításuk 

q^P termhalmazra, amelyikre
,.. •,

,...,
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qt})<n. Az általánosság megszorítása nélkül feite-J(íq0
ható, hogy po6P-P0, és így

f • • • t

valamely #<a-ra. A íp-^
tó az indukciós feltevés, tehát létezik olyan §,€2 sorozat

%+n -Iе P£ termek» h°gy 
d ^

(1^ i< k+n, ).3

Pk+n^-l^»•••»

halmazra alkalmazha-Pk+n. -1*, • • •,
*1

és olyan p-^ 9 • • • 9

Pi=p±

Akkor viszont

pi)=f3(Pi ра) (l4i<k)Pi=f^Pi 9 • • • 9 9 • • • 9

és

Plc+n.-l)_f0 ^Pk3

P<3>*§
2.5. Lemma alkalmazásával adódik a hizonyitandó állítás.

Pk+n .-1^ * 3Po<3(Pk 9 • • • 99 • • • 9

Itt a jobb oldalon álló termek már -beliek. A 2.2* és

2.10, LEMMA. Legyen & tetszőleges egységelemes kommuta
tiv gyűrű. n(*l) illetve к pedig tetszőleges természetes

tynJ polinomgyürü egyszámok. Tekintsük az Ä [ у , • • •

)= ____I &4-

Ztfk О i<n г
£ уУJn-1u(yQ»•.•» • • •

*п-1, • • • ,

elemét, és legyen
-> b

v(y0 V2)=u(yo» •— » , . • •
» • * • »

Vfl-1

(e&) együtthatók közt 0«*tól kü-

^-1

Akkor ha van az a.
го tn-l

lönböző. akkor létezik olyan O-tól különböző
»• • •»

%
»• • • tíz^i<n t^=k) együttható is. hogy
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= Ч W
BIZONYÍTÁS. Tegyük tehát fel, hogy az

Vi»• • • f

4 4-1.
együtthatók közt van O-tól különböző és ezek közül válasszunk

»• • •»

2 t, 
i<n-l 1

(jéO). Egyszerűen meggondolható, hogy a
T *9yn_2 együtthatója éppen

minimális. Legyen ez azki egy olyat, amelyikre
együttható ar T

xo»***»xn-l t
▼(У0,•••tУп.2) polinómban yQ0

lesz, amit bizonyítani akartunk.
• • •

% *n-l, • • • ,

2.11. LEMMA.Legyenek q(-l) illetve n^l) (i<q[) tetsző
leges természetes számok. Tekintsük a

y(o) v(l)
*yn -l*yo о

z[y<0) (1) •»Уп^”1-!^ PQlinom-(q-1),. • • ,yn^-í*** *yo, • • • 9 • •
q-1

gyűrű egy

TT ТТ<Л>Л>Jp) (q-1)
&-!*••• #o

ц)
I a,... Г* *V1V • • •

<J<1\a

elemét, ahol ^ tetszőleges természetes szám és

si n (*<<!)• Legyen 
i

i<q j<n±

si =
= < sio* • . • ,

U-i)Mo)' (o) .y^) -
q-l íЧ:г’ -y0. • . , . . • , • • •

(°) 1. X , v<°>
no * d<n0-l 3 X-2-, Лт1Ь-V 3<v,-l 3

(o) V(q-D y
IJn » • • • » J= U(y' ,... ,y

«t TT TT (у.^ь^з,*Xq-l l<q jír^-l 1*4 %о
S3

• • •
2 Vfe‘

(t«p 

ti=<tio Xi,n -2>ahol Ha az együtt-av,. • •,
*3q-l

hatók közt van O-tól különböző, akkor létezik olyan O-tól kü-
• • •

lönböző együttható is. amelyre4* -*s• • • q-l
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= ba * 
so*

teljesül. Következésképpen. ha u nem a 0 polinóm, akkor

IV*s -* 'S• • • • • »q-1 q-1

v sem az.

BIZONYÍTÁS. A lemma állítását q szerinti teljes induk
cióval bizonyítjuk. A q=l esetben ez nem más, mint a 2.10 

Lemma állítása az 3?, =Z esetben. Legyen most q(>l) tetsző
leges természetes szám, és tegyük fel, hogy a 2.11 Lemma állí
tása érvényes a q-nál kisebb természetes számokra. Tekintsük 

a fenti O-től különböző u illetve a hozzá tartozó v poli-
v(q-2) ]

»yn 0-lJq-2
(o) (q-2)nomot feletti polino-yn -1* о »yo• • ••M p • 0 •

moknak:
.>

(о) v(q-i) %
’Ч-!-1’

(о) V(q-DУ0 * • • •ч(у' ■Us’Ч-1’, .. . • . • ,

^vrV4'13<nq-1

illetve

(q-i)v(y'°> y (q-Dyn ,-2 q-1
(o) ) =»• • •»Уп Уоо-2 9 • • • 9 9 • • • f

-> (y^V4 ,^s
. 2 s ^V1q-ia<V< V

ahol

(q-2) ) . 
n 0-lq-t

(v(°)Uq »•••»
(o) (q-2)Us 9•••»Уд

О
»•••»yo

q-1

(#>) «.аs
S0* *sq-2*Sq-l• « •

<3<T4 i л ' i<q-1 j<ni
Cv<q.-1)

és

Vt 4°-xq-l 0
v(q-2)

tJо f•••
(O) (q-2)-2> =’Ч'2’ »yn• • • • • •

q-2
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=> I (у«1))*«I Ъt *...*t 0*tq-2. 0 
««y-O

A 2.10. Lemmát alkalmazzuk az u(y£0^...

,^-ü.iS: у(*-2)
V2 3<***-1

q-1 i<q-l j^-l

v(o) v(o),y ------1У-1 •
о y »• • •

j<n0-l
(4-1) (q-D(q-2) _£) polinomra.'У0 •4»Уо t .. .3t • • •• • •

q-1

Ennek van zérustól különböző együtthatóba, mivel az Ue
Sq-1

polinomok közt van zérustól különböző, és arra alkalmazható 

az indukciós feltevés. Akkor a 2.10. Lemma felhasználásával
sorozat létezése is, hogy Usadódik olyan s 

zérus polinom és

nemq-1 q-1

<^>.1-2ZM.
V* 2 l<\-27± 3no 2 3<n0-l 3

^”2,l..,y(o)(УоUs 9 • • • 9 9 • • • 9q-1

(q-2)(o)<4°г (q-2)
Vi'2

Újra az indukciós feltevés felhasználásával innen már követ
kezik a bizonyitandó állitás.

=V,sq-l ,Уо’Ч-2’ ).• t •• • • »• • •, У

2.12. LEMMA. Legyen R tetszőleges egységelemes kommuta
tiv gyűrű, q(>l) és n^^l) (i<q) tetszőleges természetes

(i<q, fciij-l) ele-TWszámok. Tekintsük az R gyűrűnek az
-2=]r<*><i<q). Tegyük fel továbbá. 

3<n±-l 3

3
r(i)n. -meit és legyen i-1=1

DOlinomgYttril-Cq-i)Z]y(o)
L* l-J Q 9 • • •

(0)hogy van a »Уо’Ч-1’
ben olyan triviálistól különböző

• • • >•••
q-1

<уЯц(q-i) ,y'q ___ iby^ő- (o)
^-2»**-Уо 3V *V *<q 3<«i“i,.. •• •., . •.q-1

(*<q.)
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polinóm, hogy R-ben fenáll a

r(o)Ч*2
egyenlőség. Akkor léteznek olyan (i<q) természetes számok 

és olyan triviálistól különböző

v(r<?> r(q-l)
ío *•••»

гп<1’1-2) “ 0
aq-l

»• • •»• • *

1 TT TI
i<q á<n± J

(6) v(o) (q-1)
^o«1,.*.^o » — »Ъ =Z_jA

V 1 .2эгк, v а<тч á
»•••» ...* s

•pollnom. hogy

(o) <o) r(q-Dro »•••» rnq“1-l) я 0 
nq-l

(7) U<r£ -1»»• • • • • •»no

és minden együtthatóra

l*TT5i<q 8io
Ki!

(8) 4* ! . s. _71i»n±-l*s„ 1 q-1• • • • • •

BIZONYÍTÁS. Tegyük fel, hogy a v polinom adott, és te
kintsük a következő polinomot:

(o) (o) (q-D
-nq-l x

и<Уо Ч-1’ •yö• • • 9 • • •9 • • • 9

„ П(Е^Ч1
Xq-1 i<q 3 i

(у^ЦVS
• • • 3<nx-l

Vq.)
Nyilvánvalóan

Vl ^Пд_Г1 3jga-"<0)^ 3<n-l
“(/o' Jj-1>Jq »•••» ) =yd, . • • , , • . • ,

y(*-U 
nq-l á

(o) (O) (q-De v<7o )•»yn-2’*’,,yoО
t • • • • • • •
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s Így u maga is triviálistól különböző polinom. begyen u 

normál alakja

.íq-l) ,íq-l). T>
<1-1 2t« = fci

4<T4 3

együtthatók abszolút értékének

TI Ti cyf>4
q-1 i<q j<n± Jo

3r?y • » »^t» • • • t

az itt fellépő ^ ^

maximuma pedig A. Válasszuk a K(^l) természetes számot úgy, 
hogy a K^k^Kn^ (i<rq) természetes számokra teljesüljön a 

A (i<q) feltétel. Megmutatjuk, hogy az

q-1

К Jl-D JH>...Vr1ü(y(o) n(Jp) (o)
u\ jTq »••• »0^ • • •»

о
(q-D № ■О» о ji<q j<n±q-i

polinom eleget tesz a követelményeknek. (7) teljesülése abból 
adódik, hogy az egyenlőség a konstrukció folytán az u poli- 

nomra fennáll. A (8) egyenlőtlenség igazolásához vegyük ész-
(j<nifi<q) 

=0. Másrészt,
re, hogy ha az sQ* 

elem 0, akkor az U polinomban A
sorozatban valamelyik s*Vi• • •

*Sr. Tq-1
sorozat csupa pozitív elemekből áll, ak-

s -* ...

ha az s * о
kor

*Sq-l• • •

- TT k± ,A ^ A
*8q-lV • • • i<q

igy (8) nyilvánvalóan teljesül. Ezzel a lemma állítását be
bizonyítottuk.

Mostmár rátérhetünk a fő tétel bizonyítására. A rövidség ked
véért legyen 2= J(Iq)|'j5<w}uÍ(i?;.)|^<o< ,i< j<n^^ u {(A^á 

Nyilvánvalóan , a 2.6. Következmény bizonyításánál

pedig láttuk, hogy 2^2^



32

Л 2.1. TÉTEL BIZONYÍTÁSA. Tegyük fel először, hogy (ii) 

teljesül. A 2.9. Lemma miatt elegendő az <M; Jf^|^cx^> algeb
rán teljesülő p(f ,g)=p(§ ,h) (§6^, g,h€T^ ) alakú azonossá
gokról belátni, hogy 21 -ból levezethetőek. Tegyük tehát fel, 

hogy az <18; $f^| #<£*}> algebrán teljesül a

P(|»g) = P(f *b) (%«S . e.up )
«* ъ

(9)

ki^±>ёо( 1*§q-l. • 31101 §l-</l
ha (i»j<9). Legyenek továbbá p(f,g) 

illetve p(|,h) (4)-beli előállításában fellépő együtthatók 

rendre

azonosság. Legyen §= §0* 

(i<q.) és
• • • f •••#

a«> d<1?(10) illetve
*sq-l 30* • • •*íaq-ls * о • • •

A (ii) feltétel teljesülése miatt R-nek az |r A | i<q, j<n^. -3|и} 1$ 

halmaz által generált részgyűrűje izomorf a

felhasználásával a (9) azonosság teljesüléséből következik, 
hogy a (lO)-beli együtthatók rendre megegyeznek, azaz - a 2.8. 

Lemma alkalmazásával - bármely s0*

z[y(00),...,y£0) -2**"*

<q-D polinomgyürüvel. így a 2.11 Lemma»Уо , • • •• • »

sorozatra*8• • • q-i

I je |геЕ(пр 

** |te|eeE(npo »s0)*

),g(£)<= X^| e

),h(e)=x^ I

» Sq »* »й*Е(Пр »3q-i

*E(n 4-1• • •

teljesül. Létezik tehát olyan ~ -tartó are S 

hogy h=gir. Akkor viszont а 2.7. Lemma folytán
^ permutáció,
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£ I- p(§ fg)eP(f »h),

amit bizonyítani akartunk.
Forditva, tegyük fel, hogy (ii) nem teljesül, azaz lé

rendszámok

V(q-D 1 
nq-l ^

teznek olyan páronként különböző ß0

és olyan nemtriviális vezty^ 

polinom, hogy

Al-1< ex, • • • ,

(0) V<q-Dy0 *•••>yn -2’ о
• • • f• • •

fi rAi-i
i _ , • • • , Tnl'ml-2^ 53 

nq-l áv(ro 0.n -2»•••»*o0
, • • • ,

Akkor a 2.12. Lemma miatt van olyan (6)-ban leirt alakú nem
triviális U polinom, amelyre a (7) és (8) feltételed telje-

♦§q-l> 35101 il=<ßl 

értékkészletü g,h€F

+Vi

Ki e a 1 éssülnek. Legyen |=f0^ 

válasszuk az 

úgy, hogy bármely sQ*

$ • • • t• • •

függvényeket 
sorozatra teljesüljön• • •

2.0, ha A
О CJ»!|ie|eeE(n^,s0)*...*Efaiy Vi%gfe)_x<^ " V1V • • •

különben0,

és 20, ha As0#.. ,*aq-1
^»s^.hCe)^!»jfőlőGECngjS^ ,.#E(n

Po
О, különben.

Ilyen függvények (8) miatt nyilván léteznek, (7) illetve a 

2.8. Lemma következtében pedig a

P(§,g) => P(|,h)
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azonosság teljesül az <M; algebrán. Nem teljesül
viszont a fentiek miatt egyetlen olyan idempotens modulus- 

redukton sem, amely a (ii) feltételt kielégíti, így

2 V4 P(|,g)=P(|»b),

és ezzel a tétel állítását bebizonyítottuk.
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3. A VÉGTELEN CIKLIKUS CSOPORT TELJES
IDEMPOTENS REDUKTJA ЛЪТАЬ GENERÁLT NEM INDEXELT VARIETÁS

JELLEMZÉSE AZONOSSÁGOKKAL

Az előző részben láttuk, hogy ha R egy egységelemes kom
mutativ gyűrű, akkor bármely R-modulus bármely <M; 
idempotens reduktján teljesülnek az (I^),^^) és (A№)
(jt><ti«xt i<j<n^) azonosságok, [l] jelöléseit használva ez azt 

jelenti, hogy bármely ilyen algebra benne van az

V V(NI0) f(x,...x) = x ;
n te^

V(Hi^) (f X )f = (XX^f , U<d<n);

VV V V (fX)g=f(Yg)(HA)
n m ÍSA^ geAj,

azonosságokkal jellemzett ТУ nem indexelt varietásban, ahol X

az Xjm+t (k,C<n) változójelekből álló nxn-es mátrix, X^

»in+r* 1UetTe
(k<m,6«cn) változójelekből

úgy keletkezik X-ből, hogy benne
felcseréljük, Y pedig az 

álló mxn tipusu mátrix.
Megmutatjuk, hogy TJ-t generálja a végtelen eiklikus cso-

xkn+t

port teljes idempotens reduktja, vagy ami ezzel ekvivalens, a 

végtelen ciklikus csoport teljes idempotens reduktjának 

műveletklónja által generált heterogén variétás egy azonosság
bázisa a következő:
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a GL-beli azonosságok, továbbá

e0>=e0 :cl(fo'eo 

<£<£•<&
(f>u-l)n

(Sí") >•••»

„2.
• • • # • • •

n2-
e(n-]b+n-l)) =

[n-1]0 

n2,
e[(n-l)n+n-í*)) 

(i^3<n) ,

f • • • »• • • *

Jt» • • • » » • • •

[(n-l)nf » • • • »• • • »

ahol

jn+i, ha k=in+j 
in+j, ha k=jn+i 

különben
W* - (k<n2) ;

k,

um. \
Vi>(SAm,n) » • • * » » • • •

nil frXi ömn 
ümn'rl,e(m-l)n

mn )) *e(m-l)n+n-l

mn . 
e(m-l)n^

»• • • t• • •»

=м.с<^.с »• • •»• • •»

-Ш » V
e(m-l)n+n-l''

mn
n-1* • • •»• • •»

(0<m,n<cü).

Ugyanolyan gondolatmenettel haladunk, mint az előző rész
ben, ezért a bizonyítás gondolatmenetét csak vázoljuk. Ismét 
szükség van néhány jelölésre. Legyen TP most az 

(i,k<ío,k^l) változó jelekből és (i<n<co), cj£ (m,n<co)
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műveleti jelekből felépíthető heterogén termek halmaza. Jelöl
je TP(n) (n<a)) TP-beli termek halmazát, amelyek az nazon
indexű alaphalmazba képező heterogén műveleteket reprezentál- 

Legyen £f*F|i,k<u),k^l} =H. Tetszőleges |eU(Hm|т-ло) so-
hozzárendeljük TP^n^

§=0, T|^={e£|i<n},

nak.
rozathoz és n természetes számhoz egy

részhalmazát a következő módon. Ha 

ha pedig akkor

-|f5(n)_^ck(fk^o, ...,pk_i) i

А H^n^-beli termek egy-egy függvénnyel jellemezhetők. Legyen
s jelölje TW

|e^)i<n^-be való leképezéseinek halmazát. Minden 

párra definiálunk egy p(g,g)€P^n^ termet az alábbi módon. Ha 

1=0, legyen 'p(^,g)=g(0) G |e“|i<n}, ha pedig l=<fÍ5>*f' , 
akkor

a kX —о x*m-l halmaznak: az
<?. g> (ge^n))

• • •

T(g,g>=0^,-p(§'.go> '1P*f,sk-l^ *, •••»

ahol
gj(e)=g(< j>*e)

Érvényes a 2.2. Lemma következő analógon ja:

(j*k).

3.1. LEMMA. Tetszőleges Icl^JÍH^nuríö) sorozat és n(£l)
akkor és csak akkor teljesül.T 6?^

ha van olyan gef^n4 hogy "jP^íltg)*

fV1>€U(Hm|m<cb) és jelölje fi a
^-1 I

természetes szám esetén

Legyen f,=<f.
xo

*^*n-l iialmaz összes permutációinak halmazát. A

,...,

к x —о
mutációcsoportot definiáljuk úgy, hogy 'sreí^ akkor és csak ak
kor teljesüljön, ha ircs^

per-• • •

és tetszőleges n természetes szám,;

VJ

Ч-
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illetve géFjn)
%

a,uí(SIi j > 1 i^<n«ü}uí(SAm,n) I CXm,n<to} H- -p (|,g)=sp(| ,gar).

A 2.3. - 2.5. Lenma valamint 2.6. Következmény analogonjai 
érvényesek maradnak és igy bebizonyítható a 2.7. Lemmához 

hasonló

függvény esetén

3.2. LEMMA. Tetszőleges ^eUíB^jnKoJ) sorozat esetén 

G az -összes S -beli ^-tartó permutáció halmaza.
I I

Definiáljuk az UCH^mcuJ) egy részhalmazát a követke
zőképpen:

а 4|1%я§0* í^ jC U(НтI m<to) és

к j к j к j k.
V> <j«b f±3 GH),f,7f. 
Aj xj 13 4

• •

kd ha j^C{f j = <f »• •»»4
A 2.9. Lemma gondolatmenetéhez hasonlóan igazolható a 

következő állítás:

Oc«o) 

'fk-ie1F><n)
3.3. LEMHA. Tetszőleges "jp 

hez megadható egy sorozat és
úgy, hogy

termek-9... t

termek» —

C3tAíj(SlJ)|0cn<co}\j USAm,n)|0<m,n<co} »“Ti."?! (i<k).

Ennyi előkészítés után be tudjuk bizonyítani a fent emlí
tett tételt:

3.4. TÉTEL. A végtelen ciklikus csoport teljes idempo- 

tens redukt.iának miiveletklónja a klón definiáló azonosságai 
valamint az (Sl£), (SI^) jés (SAm,n) (0<m#n<r6J, i*j<n)



39

azonosságok által .jellemzett hetrogén variét ást generálja.

BIZONYÍTÁS. Jelöljük az egészek additiv csoportja teljes 

idempotens reduktjának müveletklónját 6-vel. Azt kell iga
zolni, hogy bármely 6-n teljesülő azonosság levezethető a 

tételben mondott azonosságokból. Vegyünk egy 6-n teljesülő 

azonosságot. A 3.3. Lemma miatt feltehető, hogy 

To,Tl€P^) áll fenn valamely n 

—
Se§o* • • •^fq-l6'2, 
n, np 
fi3#/4 h
-|po=p(g,g) és (^,h), ahol g és h alkalmas
függvények. Legyen ^f =2U r?xíU<of^ a "6 elemeinek egy

0 i<n„
о 4 v‘i 2ljólrendezése, ahol f* aritása n,, r&Z és 2-* r^l,,

3 3 1 i<n„ 1
л О(^f<cy, Kn^). A azonosság teljesülése L-n azt jelen

ti, hogy bármely aritástartó ф: H —><X függvény esetén a

természetes számra és
n1 k. 
f J >€H Jni éssorozatra, ahol f • • • f

ha j#. A 3.1. Lemma felhasználásával nyerjük, hogy

VB)-beli

Фp( §»^g) = 1Л*1)(11)

azonosság teljesül a <Z;€> algebrán. Itt

n. k, 
<t>(fi3)>€Q( 3 

j
njФФ£ Ф*Г * l“ ?o* Ф

és ^(e3£)=xi (i<n<cO). A (11) bal illetve jobb oldalán levő 

termek (4)-beli előállitásában fellépő együtthatók legyenek

ahol* fq-1* f • • ♦ 9• ♦

.W(12) illetve
*Sq-l

Ф függvénytől (v.ö. (5)). A 2.11. Lemma 

felhasználásával - abból a tényből, hogy az egészek Z gyű-

V*Sq-lS •¥ О • • •• • •

Ezek függetlenek a
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rüje generálja a kommutativ gyűrűk varietását - következik, 
hogy (12)-ben a megfelelő együtthatók páronként megegyeznek. 
Akkor viszont (5) figyelembe vételével könnyen látható, hogy

Sg permutáció, hogy h=g3r. (Felhasz
náltuk közben, hogy rögzített n-re ^ kölcsönösen egyértelmű.) 

így a 3.2. Lemma miatt oreG^ » 8 ezzel állításunkat bebizo
nyítottuk.

van olyan ^-tartó Trés

i
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4. UNITÉR MODULUSOK BIZONYOS IBEMPOTENS
REDUKTJAIN TELJESÜLŐ AZONOSSÁGOK HALMAZÁNAK EGY BÁZISA

Legyen R tetszőleges egységelemes gyűrű, Ш pedig egy 

triviális annullátor ideálu R-modulus. Ezeket rögzitsük le a 

továbbiakban. Megjegyezzük, hogy a triviális annullátor ideál 
feltételezése nem jelenti lényegében az általánosság megszorí
tását (v.ö. [б] , Lemma 1.2.) Ebben a fejezetben megadjuk az Ж 

<М;П(С1^(Зд )lfl<or)> alakú idempotens reduktjain tel
jesülő azonosságok halmazának egy-egy bázisát, és néhány ez
zel kapcsolatos kérdést vizsgálunk.

Vegyük észre először, hogy érvényes a következő -az 1.4. 

Tételnél erősebb - állítás is:

modulus

4.1. LEMMA.Legyen R tetszőleges egységelemes gyűrű. 
nedig egy triviális annullátor Ideálu R-modulus. Tekintsük a 

Ol^(R) klón egy n(Cl^(S^ )l#<cx) részklón.lát. ahol 
S^(#<o<) az R részgyűrűje. Akkor létezik pontosan egy olyan 

R részgyűrűiből álló 3 = fl^ I S<ß } halmaz, amelyre

n(c

és amely eleget tesz az 1.4. Tétel (a)-(c) feltételeinek.

BIZONYÍTÁS. Legyen С=П(С1т(3^ )| Й<(Х) és jelölje Rc 

a C-beli műveletek együtthatói által generált részgyűrűt R-

J^=S^nRc (<jj<o<). Megmutatjuk, hogy bármely 

az R 1 egyeégelemével együtt generál

ben. Legyen továbbá 

ß(<o<) rendszámra 

ja Rq-í. Valóban, bármely C-beli művelet együtthatói leg-
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feljebb egy kivétellel -beliek, s igy mivel az együtthatók 

összege 1, az összes együttható benne van R-nek a J^ujl} 

által generált részgyűrűjében. Ebből speciálisan az is adódik, 

hogy Jz (з<о<) ideálja Rc-nek. így

C =n(C13rt{I) ' 1 ideál3a Vnek’ Cseled)).
Ezek után a [6]-beli 1.14. illetve 1.15. Lemma bizonyí

tása szó szerint megismételhető, igy a 4.1. Lemma állítását 

bebizonyítottuk.

A 4.1. Lemma figyelembe vételével a [6]-beli II.7. Tétel 
bizonyítása módosítható úgy, hogy a következő erősebb állítás 

bizonyításául is szolgáljon:

4.2. LEMMA. Legyen R tetszőleges egységelemes gyűrű. Ш 

pedig egy triviális annullátor ideálu R-modulus. Tekintsük a
Cl^(R) klón egy ГК Cl^(1^)1 részklón.iát. ahol R rész

halmaza eleget tesz az (a)-(c) fel-
tételeknek. Akkor а П(С1^(1^)|fl<cx) klón akkor és csak altkor 

generálható végesen, ha ex véges és 0( I^ | fl<rcx) az R végesen 

generált részgyűrűje.

gyűrűinek az

Az 1.5. Tétel harmadik állítása, továbbá a [6]-beli 1.7.

alakú kiónokLemma alapján megadhatjuk a PKCl^d^)|ß<o<) 

egy-egy generátor rendszerét, speciálisan végesen generálható 

kiónok esetén véges generátorrendszerét.

4.3. LEMMA. Legyen R tetszőleges egységelemes gyűrű. Ш 

pedig egy trivális annullátor ideálu R-modulus. Tekintsük a 

C1_.(R) klón egy 0(С1^(1д)|#«х) részklónját. ahol RЖ
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J =jl^|^<(y} halmaza eleget tesz az (a)-(c)részgyűrűinek az

feltételeknek. Akkor а 0(C1 (1^)|fl<o<) klón egy generátor»
rendszere a

jlx+ty+(-t)z|^ I t€T}u í 2^ igXß |^|ore H (

a PKl^coc) gyűrű egy generátorrendszere.

1Г »hell Zf

halmaz. ahol T 

H pedig TTj egy olyan részhalmaza, amely minden
partíciónak tartalmazza valamelyik finomítását.

E generátorrendszer elemeit fogjuk az <M; 0(С1^(1^))2(<ос )> al
gebra alapműveleteinek tekinteni. 0<=1 esetén H=0 lesz, véges 

(x(^2) esetén H-nak az egyelemü blokkokból álló partíciót tar
talmazó egyelemű halmazt fogjuk választani, mig végtelen ex 

esetén H a Xj halmaz lesz.
Először az ex =1 esettel foglalkozunk. Legyen IQ=S az 

R tetszőleges részgyűrűje és jelölje az <M; jgK |k<v£>
algebrát, ahol

(k<v)g K( X,у,z)=lx+ s№y+(-e^)z 

és az S részgyűrű egy generátorrendszere. Álla
podjunk meg abban, hogy ha 16S, akkor sQ=l. A 4.3. Lemma miatt 

33tg ekvivalens az <M; C1^(S)> algebrával.
Legyen |aQ,a1, 

máz. Jelölje A(aQ,a^, 

által szabadon generált abszolút szabad <2,2,1,0> tipusu al
gebrát (ahol a műveleti jelek rendre + ,«,- illetve 0),
F(aQ,a1,... ,aK,...) vagy röviden F pedig az által

szabadon generált abszolút szabad gyűrűt. Az a^^s^ (k<v) meg
feleltetés F-re való folytatásával keletkező cy: F—*S gyü- 

rühomomorfizmus magja legyen az I ideál, s tegyük fel, hogy

£ egy v tipusu jólrendezett hal- 

) vagy röviden A az $alic<v}
' ix

*a,c• • • 9 • • •

ак»• • • 9 • • •
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К1Л<^ az I ideál egy generátorrendszere.
Könnyen ellenőrizhető, hogy Jft^-en teljesülnek a követ

kező azonosságok:

8к(хо,х1'х1)=хо (vC< V)

(Hl,*) Sl(g^x0»xl,x2^,x3»x4^=gic^st^x0,x3,x4^,xl»x2^ Ct ,»C<v)

gt(x0,g|C(xlfx2fx3),g(cCx4fx5#x6)) =

=gt (x0,gK,(x1,x2,x5),g|C(x4,x5,x6)) =

=g (x0,gK.(x1,x6,x5),gv<:(x4,x5,x2))

gK.(gK(xo»xi»x2)»x3»x4)=6K:(gK:(xo»x3»x2^»xl»x4^ (*<v)>

amiből (11^) alapján az is következik, hogy

(13) gK.(gK(x0,x1,x2),x5,x4)=g)C(gK(x0,x1,x^),x3,x2), (к < v).

Az itt felsorolt azonosságokból álló halmazt jelölje 20. Ha 

leS, akkor WTg-en teljesül az

(I*) g0(xo»xl»x2^=go^xl,xo,x2^

azonosság is.
Minden weA( aQ,a^,...,ал,

három változás p,, termet a következő definícióval:w

) szóhoz hozzárendelünk egy• • •

pQ(x,y,z)=x

pa (x,y,z)=gkc(x,y,z) 
к

РМ1<.«г(Х>У>2)=РИ1(Ри2<Х>У>г)'У,2)

(tc<rv)
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(x,y,z)=pw^(x,pw^(x,y,z),x)

p_w(x»y»z)=pw(x»z>y)-

Vezessük Ъе A alaphalmazán a következő '■o relációt: 

akkor és csak akkor, ha

Pwlw2

pw (x,y,z)=pw (x,y,z). 
1 2

A-n a ^ reláció kongruencia és A/~ ~ F.4.4. LEMMA.

A lemma bizonyításának előkészítéséül megmutatjuk, hogy 

-hói levezethetőek az (I)-(IV) azonosságokkal analóg azo
nosságok a pw termekre is.
20

1. ÁLLÍTÁS. Tetszőleges w€A-ra

2o pw(x,y,y)=x.

2. ÁLLÍTÁS. Tetszőleges wi»v/2»w3eA szavakra érvénye
sek a következő term-egyenlőségek:

(x,y,z)=p (x,y,z)

P(Wlv2)w3<x-y’z> =Pw1(w2v3)<x>y'z’ 

P-(-Wl)<x.y.z>PWl<x>y-z)

P-(w1+w2)(x>y’z)=P<-Wl)+(-w2)(x'y*z>-

wl+(w2+w3^

Mindkét állítás a p„ termek definíciója alapján közvetle-W

nül igazolható. Vezessük he a következő jelöléseket:
IvC^v , i<n} (0<n<co), X=U(Xn|0<n<üO), Y=X u|-w|weX}.Vl\0 awKtt-1

• • •
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5. ÁLLÍTÁS. Bármely v,wGl szavak esetén

Б0 I— Pv(x0»Pw(xi»x2»x3^ »Pw^x4»x5*x6^" 

=Pv(x0»Pw(x1tx2»x5) »Pw(x4 »x3 »x6^e 

=PV(X0,PW(X1»X6»X3)»Pw(x4»x5»x2))•

(14)

v=a^ és waa^ (i,»c<v), akkor állításunk 

miatt nyilvánvaló. Legyen továbbra is v=a. és
V

(ueX), s tegyük fel, hogy (14) tetszőleges ал (Л<-у),
definíciója illetve az 1.Á1-

BIZONYITÁS. Ha

(nitjK.)e20
w=atcu

u párra teljesül. Akkor p
a*u

litás miatt, továbbá a (ill) azonosságok és az indukciós
feltevés többszöri felhasználásával adódik, hogy

PaK'Pl
(,x2 ,x3 ) ,p (Wxe))ea*u a*cu

у
“Ра^о’РаЦ^иЦ^Л ЬРцС^^,^ )) »Pa(xi»РцЦ»3^ ).Ри(*^^ ))) =

L lC К
ап)=Ра(х„,Ра(х,,рц(х ^,х ) .P^x.^.x, )),Ра(х,,1рц(х^Л),ри(х

-Pa^o-PaíWVj*31, ) •РиЦ*г*х<| }) -Pa<W VVS

=Pal(xo'Pa(.Vu(x,’x2-xs ) -ри( W- >> -Pa'Vu^'Vi ) '^ХЛ’Х1))>0™ 

“Paf хо’Ра<х<-Ри(x,'xi'X5)'Pu(x1^*x, }) 'Ра(Л’Р"(УУ*1 *< )’Pu(x4'XS'X3))) °°
U »V N

•Ра^а* Vu^-V^ WxfV, )J -Ра^-РцЦ^Л >-Pjxfyxi 

-Ра,(хо*Ра< ) -Pu(x,-=VX6 ))>ра<Х4'Ри(х.^’х1 > •ри(хЛ’х1 >)> =

))) - 

)#Ри(х^в^, )))

))f™

ePat(xo>PaixVpu(xi*xÄ’x5) >*и{ Wb }) ^а^иЦ^Л } '*vS*kW

\ »V ’X1) ,pa^xi| ’ри(х* »x3 ’хб } • V )e

(VVV^

pa(xo>Pa(xi >pu(x
L IC

Pa[xo-P

1 *

Ц »VV’Pа и к:auк:



47

A másik azonosság levezethetősége hasonlóan igazolható, igy 

beláttuk, hogy (14) teljesül minden olyan v,w€X párra, ahol 
vejaj^v}. Tegyük fel most, hogy (14) érvényes az u,weX 

párra és v=aLu. Akkor

pv(xo»pw(xl,x2,x3),pw(x4»x5»x6^=
20

=pa (xo,pu(xo,pw(x1,x2,x5),pw(x4,s5,x6»,x0) * 
и

-Pa (xQ,Pa(xQ,pw(xlfX2,x5),pw(x4,x3,x6)),x0) = 
t

pv(x0, pw(xx, Xg ), pw(x4,x3,x6)),

és hasonlóan igazolható (l4) a másik azonosságra is. Végül, ha 

v€Y-X vagy weY-X, akkor <14) teljesülése közvetlenül adódik 

abból, hogy teljesül a Ivl, Iwl párra, ahol

SS

v ha veX
ivl =

-v ha vCY-X.

4. ÁLLÍTÁS. Tetszőleges v,w€Y szavakra

20ь- Pw(x,y,z)=pv(x^,pw(x,z,y)) =

=Р^(х,р>;(х,у,х) ,Pw(x,Z,x)) =

=pv(x,pw(x,x,z) ,pw(x,x,y)).

BIZONYÍTÁS. Az 1. és 3. Állitás felhasználásával közvet
lenül igazolható az állitás.

5. ÁLLÍTÁS. Ha v,weX akkor
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20 PVV/(x»y»z)=5P(-v)(-w)(x»y»z)

(x,y,z)=pv(-w)(x,y,z)=p^v)w(x,y,z).20 w

BIZONYÍTÁS. A 4. Állítás felhasználásával

P(-v)(-w)(x»y»z)=P(-v)(x»P(-w)(x»y*2^xb

=pv(x,x,pw(x,z,y)) 5- Рто(х,У,г).

definíciója alapján lát-Közvetlenül p illetve pv(-w)
ható, hogy P-VW=Pv(_w)* lórién pedig a 2. Allitás figyelembe 

vételével

-vw

20
p-vwapv(-w) “ p(-v)w f

ezzel állításunkat bebizonyítottuk.

6. ÁLLÍTÁS. Ha v,v/6Y, akkor 

20h- pw(pv(x0,x1,x2),x3,x4)=pv(pw(x0,x3,x4),x1,x2).

BIZONYÍTÁS. Hasonló gondolatmenettel haladunk, mint a 

3. Allitás bizonyításakor. Legyen először vsa^. (k<v). Ha
w=a. (i<v), akkor állításunk nyilvánvaló. TegyUk fel most,

Ir

hogy állításunk v=au, és w=*ii(GX) esetén teljesül, s mutas-К

párra is teljesül. Valóban,suk meg, hogy akkor a v=aк, w=aiu

pw(paK(xo»xl»x2)»x3,X4) =

*Pa <paicíx0*xl»x2^puípa^xo,xl,x2^,x3,x4^,paK,íxo,xl,x2® =
20

= Pa (pa (x0,x1,x2),pa (Pu(x0,x3,x4ixltx2),pa (x0,x1,x2))lIIe'(1)
L rC re
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(ID
=pa(Pa(xo,xl»x2^,pu^xo,x3»x4^»xo^ = 

epa^pa^xo,pu^xo,x3,x4^,xo^,xl,x2^epa^pw^xo »хз»х4^ »xi»x2^»
iC l KÍ

amit bizonyítani akartunk. Tegyük most fel, hogy állításunk 

az u,w(6X) párra igaz, s bizonyítsuk teljesülését a v=a u,w 

(vc<v) párra:
Z0

Pw(Pv^xo»xl’x2^»x3»x4^=pw^pa (xo»pu^xo,xl,x2^»xo^*x3*x4' °

=pa (Pw(x0»x3»x4^»pu^xo,xl,x2^xo^ =
Л 2o(2>)

=pa (pw(x0,x5,x4),pw(pu(x0,x1>x2),x5,x5),pw(x0,x4,x/,)) =
21

=pa^(pw(xo»x3»x4)»pv/pu^xo*X1»x2^ »x3»x4^ »Pw(xQ,x5,x4)) =°

=pa (Pw(xo»x3»x4^»pu^pv/^xo,x3,x4^,x1,x2^»pw^xo,x3,x4^ =

ePv(Pw(x0,x5,x4),xlfX2).

Az állitást igy beláttuk tetszőleges v,weX párra, ahonnan a
termek definíciója felhasználásával egyszerűen adódik tet

szőleges v,w€Y párra is.

A 6. Állítás fontos speciális esete:

pw

7. ÁLLÍTÁS. Ha wl»w2eY» akkor

2 >— pо y (x,y,z)=p (x,y,z).
w2+wlwl+w2

8. ÁLLÍTÁS. Bármely v£Y szó esetén

2ov-pv(PvÍ5Co»xl»x2^x3»x4^Wxo»x3»x2^xPx4)=pv(ÍV(xo»xl»x4) »x3»x2)*

BIZONYÍTÁS. A 6. Állítás miatt elegendő az első azonosság 

levezethetőségét bizonyítani. Most is szorítkozhatunk a veX 

esetre. Ha vsa^tcev), akkor állításunk triviális. Tegyük fel, 

hogy v=a^u (*c<v), u€X és u-ra az állítás érvényes. AkkorIn
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Pv(Pv(x0,Xi,x2),x3,x4) =
230(6.)

=Pa (p^(x^ *xi *x2 ^ * Рц( P-v^xo *X1 *x2 ^ *хз*x4^ * Pv^^"o *xl *x2^ = 

epa^pv^xo,xl,x2^»pv^pu^xo,x3,x4^,acl,3C2^,pv^xo,xl,x2^ =
•N

=Pa (Pv( x0, xx, x2), pu (xQ, x5, x4),
К

(IV),(II),CI)
a ^pa ^xo,xo,pu^xo,x2,xl^»pu^xo,x3,x4^,xo^ =

=pa (xo»Pu(x0»x3,x4^»Pu(xo,x2,xl^ *<*

=P

és hasonlóan

pv(pv(x0,x3,x2),x1,x4) = pa (x0,pu(x0,xlfx4),pu(x0>x2,x3)) .
Ki

Innen a 3. Állitás felhasználásával nyerhető a

2pv(pv(x0,x1,x2),x3,x4) =°pv(pv(x0,x3,x2),x1,x4)

összefüggés, s éppen ezt akartuk “bizonyítani.

Mielőtt megfogalmazzuk a 3. Állitás egy általánosítását, 

újabb termeket definiálunk. Legyen CXk^cO, v *=<v0 

Tetszőleges veA szóvektorokhoz hozzárendelünk egy 2k+l vál- 

térmét az alábbi definícióval:

кweü •,.. •,

tozós Py

pv0<x0’xl>x2)>Р,У^Х0-Х1.Х2) - 

vk€A, akkorVés ha veA ,

V^<X0-X1-X2 x2k+l'x2k+2 * =pvk * pv<xo x2k),x2k+l»xac+^ 

(k<co).
0<rk .<co (j<n). Tekintsünk

d i T n —1

v^eYki (j<n) szóvektoro-

99 • • • f

9. ÁLLÍTÁS. Legyen Ckn«o és 

továbbá tetszőleges weY11 illetve 

kát. Akkor tetszőleges j(<n) jss i(<kj)-re
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20b-Pw(xo’pv
- —О

«Г1
)»Pv <x0.xi» —о

Ос1

о
<*о’4 • • • f х » • • •• • • »2ко

X?-1 )»р»P » • • • #• • • 9 ♦ • • 9 ^n-l 2п-1•НП4*!

=Pw(x0,pv ([х°]*, tx°]*,...»[х£к]*) *Ру£[Хо]* • • • * [^гк^»• • •

., [х^-1 ]*),PV ...... /» -

t*2koV

и.

фсГ1!*,p 9 ♦ •• • #
2n-l

=Pw(x0,pv <[x°],[x£] 
— —о

n-1

[*2k0V>p4tx°^

lXK-!]*),P

n-1

»• • •» »• • •»• • •

n-1О•••»Pv
-^1-1

»• • •»• • •» -n-1

ahol

=e ha t =3» m=2i+l^Sn+l *
»

e , különben

l m=2i+2*a-l - M

Kt-
x^ , különben

és

4-1 * £ä t=j, m=2i+2

c4],= »

X« * különbenш

e E=j, m=>2i+l^hn+l »

ex^ , különben

BIZONYÍTÁS. Ha j=n-l és iek^-1, akkor állításunk
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közvetlenül adódik a 3. Állításból. A többi eset pedig erre 

visszavezethető a 6. Állítás többszöri alkalmazásával.

Jelölje a továbbiakban W azon A-beli elemek halmazát, 
amelyek Y-beli elemekből a művelet véges sokszori alkal
mazásával előállíthatok. А О kitüntetett elem is tartozzon 

W-hez. A 2. Állitás miatt nem fog félreértést okozni, ha a 

zárójelezéstől eltekintünk a V/-beli elemekhez rendelt termek 

jelölésében.
Az előző állításból a

,y,z)=p2v (x,y,z) 
<<* i

(x,y,z,y,z(15) P<-0 , . • .
vk-l>f ♦ • • 9

(v^A , i«rk<cú)

egyenlőség figyelembe vételével egyszerűen adódik a

10. ÁLLÍTÁS. A 3. Állitás tetszőleges v,weW szavak esetén 

is érvényes.

11. ÁLLÍTÁS. Legyen v/eY jis u^Y (i<n<a>). Akkor 

Pw2u. <x,y,z)=p2ea (x.y.z).
V'<4V 1 1

20

BIZONYÍTÁS, n szerinti teljes indukciót alkalmazunk. Ha
n=l, állításunk triviális. Tegyük fel, hogy állításunk n-l-re
igaz és legyen v=u_, u= Z u{. Akkor

° 0<i<r\ x

pw(v+u)(x»y»z)=pw(x»pv(pu(x*y»z)»y»z)»x)

=Pw(x,pv(pu(xfy,z),yta),pv(x,s,z))

= Pw(x,pu(x,y,z) ,pv(x,z,y)).
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Másrészt viszont, minthogy az indukciós feltevés alapján

20(16) P^Cx.y.z) = P, ^(х,у,г),wu

a 7. .Állítás miatt

5w+wu(x>y>z) =°P (x,y,z),wu+wv
s igy

(x,y,z) = Рш(рш(х»у,г),у,2) =pwv+wu

= Pw(PVAr(x,y,z),pu(p^vv(x,y,z),y,z),pwv(x,y,z)), 

ahol ismét (16) és a 7. .Állitá3 miatt

So
PU<PWV(X’y'Z)»y’Z> = Р^у(Ри(Х,У»2),У»2)*

Tehát

, л 2o(x,y,z) =pwv+wu
So(3.,i-)= Pw(Pwv(x,y,z),pwv(pu(x,y,z),y,^,pw(x,y,z)) =

= pw(pvrv.(x,y,z),pu(x,y,z),x)^°cil)

= Pw(pw(x,x,pv(x,z,y)),pu(x,y,z),x)-U=
s0(5.,t)

= pw(x,pu(x,y,z),pv(x,z,y)) ,

és igy nyilvánvalóan

I>w(v+U)<x’y"z> (x,y,z),wv+wu

ahonnan (16) felhasználásával! adódik a bizonyítandó állítás.

12. ÁLLÍTÁS. Legyen veW és w^eY (i<n). Akkor
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*“ p(2v/. )v(x,y»z)s=pSv/.v
<<r\ ^

BIZONYÍTÁS. Ismét n szerinti indukcióval bizonyltjuk az 

állítást. Az n=l esetben az állitás triviális. Tegyük fel, hogy 

n^2 és (n-l)-re az állitás igaz. Legyen 

Akkor definíció szerint

(x,y,z)

£ és u=ww=» £-1 w. П-1’

p(w+u)v(x»y»z)=pw<pu(x»pv<x»y»z>»xbpv(x,y,z),x) =

=pw(puv<x»y»z)»pv(x»y»z)»x)»

illetve

(x,y,z)=pw(puv(x,y,z),pv(puv(x,y,z),y,z),puv(x,y,z)) .pwv+uv

Ha v=0, az állitás innen egyszerűen adódik, ellenkező esetben 

a 11. Állitás miatt

2Puv(x,y,z) =°p2uv (x,y,z),
\<8t Í

Svj , v4€Y (i<k), ezért a 7. Állitás felhasználásával
Ve*. 1 1

pv(puv(x’y»z>»y’z> =°Р^(рУ(х*у»2)»у»2)‘

(17)

ahol v=

Akkor viszont

2oÖc»yiZ) = ]^(1^(здг), Puv(Pv(x,y,z),y,z ),puv(x,y,z)) ,PWV4W

ahonnan újra csak (17) illetve a 10. Állitás figyelembe véte
lével nyerjük, hogy

(x,y,z) = pw(puv(x,y,z),pv(x,y,z),x).pwv+uv

Beláttuk ezzel, hogy

i
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Z
p(w+u)v(x’y»z) =°p (x,y,z),wv+uv

ahonnan az indukciós feltevés felhasználásával rögtön adódik a 

bizonyítandó állitás.

A 4.4. LEMMA BIZONYITÄSA. Az, hogy A-n a ~ reláció kong
ruencia, nyilvánvaló. A 2., 5.» 11. és 12. állitás alapján iga
zolható, hogy minden ^-osztály tartalmaz W-beli elemet. Ebből 
pedig rendre az 1., 2., 7.f 8. illetve 11., 12. állitás fel- 

használásával adódik, hogy А/~» a +,-,0 műveletekre nézve 

Abel-csoport illetve a szorzás disztributiv az összeadásra. A 

szorzás asszociativitása a 2. állitás következménye.
Az A/^ S f izomorfia abból adódik, hogy az ^=><F; $g№ |»e<v}> 

algebrán, ahol

g(C(x,y,z)= x+a^y+C-a^z,

teljesülnek a ]C0-beli azonosságok, és tetszőleges v,w6A 

elemekre а р,„(х,у,г)=р_(х,у,г) azonosság akkor és csak akkorW v

teljesül ^-en, ha a w=»v egyenlőség fennáll F-ben,

Vegyük az F gyűrűnek mint A faktor struktúrájának egy 

W-be eső reprezentánsrendszerét. Legyen veF reprezentánsa 

v'eW, speciálisan (»q<v). Minden veF elemhez hozzáren
delünk egy három váltó zó s qv termet a következőképpen:

q^x^zbp^ (x,y,z).

v^^eF11 vektorhoz is rendelünk a körábbiak- 

kal analóg módon egy-egy 2n+l váltózós termet:
Minden ve<vQ , •. •,

X2n'=P7' <X0 x2n).V(xo'xl , . . . ,, • • • ,



56

2 =<^ Jelölje Q az összes сц^х^ ,x^

alakú termek halmazát, ahol vei“ (CXiKto). Q-nak a Q0
mázát alkossák ezek közül azok а a (x. ,x.,

— 1o 1
Zv,=0, iov=0 (0<k^n) é 

i<n 1

xiJahol »• • •»
2n

részhal- 

xi ) termek,»• • •» 2n
ahol es 2n-l*

4.5. LEMMA. A g^***’) műveleti jelekből felépíthető bár
mely p termhez található olyan. p£Q0 term, amelyre 2Qb-p=p.

Most is néhány - a korábbiakhoz hasonló - állitást igazolunk 

a lemma bizonyítása előtt. Megjegyezzük azonban először, hogy a 

korábbi állítások közül az 1. és 10. Állítás akkor is igaz marad, 
ha benne a Pw(weW) termeket qw(weP)-fel helyettesítjük.

wn-l>epn-13. ÁLLÍTÁS. Legyen CKn<u) és v/=<w_---- tan-----  — о

Akkor az n halmaz tetszőleges or permutációjára
,. • •,

»Уясп-о* »»- ^хо»Уо»ао * Уп-1 * zn-l ^ c4rv/ xo * ^r(oV V<* • • •9 • • •

ahol arw=<w * • • • fя(6)

BIZONYÍTÁS. Elegendő az állitást elemi transzpoziciókra 

bizonyítani. Ekkor pedig csak azt kell megmutatni, hogy tetsző
leges u,v€V/-re

X0 ^Рц<РуСХо» xi»x2)»x3»x4)=Pv^pu^xo,x3,x4^ »xl»x2^

E v. (u 
j<m 3

E u.
i<k 1

és v= ifv^GY, i<k, j<m), akkorazaz, ha u=

20 x3»x4>=(x0»xi»x2 xl»x2,x3,x4 , •. •,, •..,u*v
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x3»x^ ,X]L , X2 > • • • , xx у ) у(xo»x3»x4=p у • • • уv*u

vm_^>. Ez pedig a 6. Állításahol u=<uQ,... yU^-^, v=<vq 

többszöri alkalmazásával könnyen látható.
у ... у

14. ÁLLÍTÁS. Legyen 0<n<u) jós w=<wQ 

hogy (i< j<n) éss r .jelölje az
wn-l>• begyük fel. 

(i,j) transzpoziciót. Akkor
у ... у

^о^Чэ’Уо^о

=VXo,y^(o)»Zo

^n-l^n-l5 * 

yTr(n-l),zn-l)ss 

»уп-1,аг<п-1)>“

у • . •

у ... у

у • . •

BIZONYÍTÁS. Az előző állítás alapján elegendő itt csak az 

első azonosság levezethetőségét bizonyítani. Sőt, az is felte
hető, hogy j=i+l=sn-l,s igy állításunk adódik a következőből: 

bármely weF-re

Sb‘-qw(qw(xo,xi,x2)tX3,x4)»qw(qvr<x0,x3tx2)txi>x4).

Ehhez azt kell belátni, hogy a 8. Állitás bármely veW szóra
is igaz, ami adódik a 6. és 8. Állitás alábbi következményéből;,

u]c_1>eY -ra, ha u^u^ (i,j<k) és 't je-bármely u=<uQ 

löli az (i,j) transzpoziciót, akkor
9 • • • 9

20-Pu(Vyo’zo yk-l»zk-l5 =pu( xo ’ yr(o)' zo 9 • • • 99 • ♦ • 9

15. ÁLLÍTÁS. Ha u,v£F, akkor

20 (X,y,z)=qu(X,X,qv(X,z,y)) .uv

BIZONYÍTÁS. A 4.4. Lemma és az 1. Állitás miatt
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quv(x»y»z) = qu(x,qv(x,y,z),qv(x,x,x)) , 

Így а 10. Állítás felhasználásával
So Z.COquv(x,y,z) = qu(xfqv.(x,x,x),qv(x,Z,y)) *

-qu(x,x,qT(x,z,y» .

16. ÁLLÍTÁS. Tetszőleges u,v,w€F elemekre teljesül, hogy

S0!-qiJ(Xo,qT<x;L,x2,x3),qw(x4,x5JC6S =

Л»Чу(’и(хо-11-х4>'х2-1!3)'х6'1!511

BIZONYÍTÁS. A q^ (teF) termek definíciója miatt a jobb 

oldalon álló ^ termre fennáll a következő:

2
4. =°qu((luv((lu(x0»xl»x4)»x2»x3)»

qw(quv(qu(x0tx1,x4),x2,x3),x6,x5),quv(qu(x0,x1,x4),x2,x3)) . 

Vegyük figyelembe, hogy a 13. Állítás alapján
2

qw^quv^qu^xo»xl,x4^»x2,x3^»x6,x5^ =°

= quv(qw(quCx0,x1,x4),x6,x5),x2,x3),

s igy a 10. illetve 1. Állítás felhasználásával adódik, hogy
2

Ezt a gondolatmenetet még egyszer megismételve nyerjük, hogy
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So«3t e'qu(quv(<lu(Xo,Xi,x4)fX2,x5 ) ,qw(xo,x6,x5),xo):Se=05)

= qu(qu(qu(x0,x1,x4)>qu(x0,x1,x4)>qv.(qu(x0,x1,x4),x3,x2)) ,

qw(xo'x6’x5>»xo>’ 

A 13. Állításból következik, hogy

So
qv(qu(x0,x1,x4),x3,x2) = qu(qv(xQ,x3»x2),xx,x4), 

s igy újra csak a 10. és 1. Állitás alkalmazásával kapjuk, hogy

2
<9. =,0qu(qu(qu(xo»xi»x4^»xo»qv^xo»x3»x2^ »ч^<х0»хб*х5)*хо^в

A 14. Állítás következtében a qv(x0,x3,x2) illetve x0 term 

”fele8erélhető”, s igy az 1. Állitástis figyelembe véve

a- Wv 2o0M)
Xi,x4),qw(x0,x6»x5).qv(xo»x3»x2)) e

= VqU(xo»qw(xo’x6»x5Wx4’x4’x4» »
2o0 0.)

qv(xi * xi * xi^, qv (xo * хз * x2)) e

= qu(qu(xo,qw(xo,x4,x4),qw(x4,x5,x6)) ,

Sott)
qv(xl,x2,x3),qv(x0,xifxi)) =

= ЧиК(хо»хо*^<х4*х5»хб»

= qu(x0,<lv(Xl,x2,x3)>qw(x4,X5Ix6)) ,

ezzel állításunkat bebizonyítottuk.

17. ÁLLÍTÁS. Legyen weP, ve?“1 és U6P11 (0<m,n<cO). Akkor 

^о1“Ч»(хо’11т(х
i

,ym,zm^,qu^x,yl,zl* ,уп,гп)) -• • •• • •
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Vyn» ,“ q<w>*VJv*vm^xo,x,x,yl,zl,

«V» hau=<up

*ym,zm,zl,yl• • • f • • • f

un>, és v/v jelentése ha-ahol wu=<vm^, 
sonló.

• • • t• • •»

BIZONYÍTÁS. Az 1. Állitás miatt elegendő az m=n esetet 

vizsgálni. Ekkor az állitás n szerinti indukcióval igazolható 

a 16. illetve 13. Állitás felhasználásával.

wn-;1>€Fn (0<n<u>) .és18. ÁLLÍTÁS. Legyen w= <V/
— О

wn-l»-wn-l>* Alckor

t • • • »

H =<w0,-w0 f • • • *

<Ч/(х1’х2» ^n+l^^* (xl*x2»xo»x3,xo x2n+l,xo^ *f • • • >• • • f

BIZONYÍTÁS. Elegendő az n=l esetben igazolni az állitást, 

onnan már indukcióval nyilvánvalóan adódik tetszőleges n ter
mészetes száma is. Azt kell tehát megmutatni, hogy ha weP, ak
kor

20 (1^( Xx, x2, x5) =q..w( , x2, x0), x3, x0).

Ez a következőképpen igazolható:

20
q-w(qw(xl»x2»xo)»x3»xo) “

20(ЯЛ) qw(x-^,x2,x3) •=^((3v(xl»x2»xobxo»x3> =

A 4.5. LEMMA BIZONYÍTÁSA. A 17. Állításból következik, 
hogy a g^ (*<rv) műveleti jelekből felépíthető bármely p

Xjq »—p=p' . A 18. Álli-termhez létezik olyan p6Q term, hogy 

tás alapján pedig ebből már adódik olyan

p" =<4,<xi >— о
x, ,x )eQ term létezése, hogy 

1n °
, • • • ,
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>GFn, Sw.=0 
i< n x

és S0Hp=pn. A 13. Állítás alap-

v=Ao*
Il^esn, továbbá jQ< j}<

W-" <[wq I • • I I Wn_ :

ján feltehető, hogy <ilf...,_n,

Jke^k*ee*»^€a^fc (k<m) és ?
Akkor

ahol• • • m-1»
m-1*• • •

k<m
<И á

(k<m)* wivv = / __,
* «Ж,
választással teljesül, hogyés v=?<vQ Tm-1>

S •—p=q (x, ,x. ,x 
— o Jo

és a jobb oldalon álló term benne van QQ-ban.

,. • •,

.x0),xi, . • • ,
m-1

Korábban megállapítottuk, hogy az algebrán teljesülnek
az (I)-(IV) azonosságok. Az azóta bevezetett jelölések birtoká
ban mostmár megadhatjuk az Wí^-en teljesülő azonosságok halma
zának egy bázisát. Az eddig felsorolt azonosságokon kivül nyil
vánvalóan teljesülnek ЭД'Сд-еп a következő azonosságok is:

(A* |x).qp (x,y,z)=x 
ел

Jelöljük a továbbiakban 2-^-gyel a ]Ejq LJ ку^)|Л<р.\ azonosság-

<v
halmazt.

4.6. TÉTEL. Legyen R tetszőleges egységelemes gyűrű. S 

pedig R részgyűrűje.Attól függően, hogy 10S illetve 16S, 2-^

algebrán teljesülő azo-msbázisa azilletve
nosságok halmazának.

A tétel bizonyítása előtt még egy lemmát bizonyltunk.

4.7. LEMMA. Legyen
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J0=}w|weF, С3^(х,у,г)=х},

qw(xty,x)=qw,( х,у,х)}J ejw-w* I W,w'€P,
és

j^w-w* Iw.w'gFjS-lU i(Io)lH-(lw<x»y»x)S5(lwiíx»y»x)b

Akkor mindhárom halmaz az F gyűrű ideálja. nevezetesen J_=J
■ ■■ ■ ■ .........................-I-— i - 1 ■“"■■ ■ 1 " ■ • ■ 9 r — — - o

az F gyűrű }ел|Л<^.} által generált ideálja. pedig az F
gyűrű

jeaIJ<|4uja0a1I.-alc,aRa0-a*. 1K<V *(18)

által generált ideálлa.
BIZONYÍTÁS. Az első állitás könnyen ellenőrizhető. Megmu

tatjuk például, hogy J ideálja F-nek. (J^-re a "bizonyítás 

szó szerint megismételhető, JQ esetén is hasonló, de egysze
rűbb^ Legyen w-w’, v-v'eJ és ueF. Akkor

2UO22^+У(х»у»х) =°<^(«1у(х,У,х),у,х) =1 q^q^x^x^y.x) =

2 2я(1^%(х»у»х^у»х) ^<Цг(<Мх»у’х)’у»х) »0д^4.^х.у»х)

és
2. Яquw(x,y*x^ =Ч(х’\г(х’у»х)’х)

2о
^и(х,ц^(х,у,х),х) = quwt(x,y,x),

2,So
qwu(x»y»x) = (lw(x»clu(x»y»x)*x) =

20
qwj[x,qu(x,y,x),x) = q^Cx.y^), 

amit igazolni akartunk. Nyilvánvaló, hogy

1еЛи<р-^- JQ— j ^ J1.
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Jelöljük I1 -vei P-nek az |ел1Л<р.\ álltai generált ideálját,
F -gyei pedig F legszűkebb egységelemes bővítését. Világos, 

hogy I1 ideálja F^-nek is. Tekintsük az F^/I* gyűrű mint 
F^-modulus következő reduktját: Űí=<fVi1 » » ahol
g№(x,y,z)=lx+awy+(-a><,)z. Akkor 'űi-n teljesül 
valamely w,w'eF elemekre a gw(x,y,x)=gw^(x,y,x) azonosság 

akkor és csak akkor teljesül, ha w-w'el1 . Ebből adódik, hogy 

JSI1 , s igy a JQ és J ideálokra vonatkozó állításunkat 

bebizonyítottuk.
Jelölje J1 F-nek a (18) alatti halmaz által generált 

ideálját. A j'sj^ tartalmazás következik J^ eddig megálla
pított tulajdonságaiból, továbbá abból, hogy ha ic<v, akkor

20 (I?)(x,y,x) = q (x,q (x,y,x),x) = 
о к

=qa (qa (x,y,x),x,x)^ \ (x,y,x),
ao ac a«

2-^, továbbá

\&л

és hasonlóan
(Й),С1о)2

(x,y,x) =°q (x,qa (x,y,x),x) = 
te о

A J^— J1 tartalmazás bizonyítása céljából tekintsük az F/j1 
gyűrűt. Ez nyilván egységelemes gyűrű (l=aQ). Vegyük az F/J1 
gyűrű mint F/J1 -modulus fö =<?/ J1, Jg^ |*?<v£> idempotens re
duktját, ahol g|C(x,y,z)=lx+a(Cy+(-aK;)z. Akkor <53 -n teljesül

továbbá a qw(x,y,x)=q/w,(x,y,x) azonosság ponto
san akkor teljesül 33-n, ha w-wteJ1. Ezzel a lemma állítását

qa (x,y,x).
VC^a a •со

bebizonyítottuk.

A 4.6. TÉTEL BIZONYÍTÁSA. Legyen ^ =2>1 illetve
attól függően, hogy 10S illetve les. A 4.5. 

Lemma következtében elegendő megmutatni, hogy ^-ből leve-
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zethető minden olyan 3ftg-en teljesülő p^=pg azonosság, ahol

WeFm»
уп-1>ерП (°<m>n<u))» ^jWí=^Zví=0 és fótl-en tel-

i<m i<n

Pl»P2€Q0* begyük tehát fel, hogy w=<wQ 

v=<vo
jesül a

9 • • • 9

t • • • 9

xi »xo)= m u

x3 >xo>

«w(xi »xi,— о 1 •xo f • • M

9 • • • f

<jn* Az általánosságazonosság, ahol i^< 

megszorítása nélkül feltehető, hogy m=ai és ik«=jk (0<k^n),
<lm és *1*• • • • • •

20»—q0(x,y,z)«x. A 

<32£(х1о,х±1>х0,... ,xi^,x0)=q^(x^,xii,x0,... »xim»x0) 

azonosság teljesülése Wg-en azt jelenti, hogy $fcg-en fennáll

hiszen

az

2Z cf(
о k<m

X, +Z-. cp(wv)xt 
xo k<m 1X1 Vxi(19) 3.+= X

k+l'JW k+1

egyenlőség.
Tegyük fel először, hogy 1#S. Akkor (19)-ből adódik,

x, együtthatója a 
о

bogy iQ=j0, ellenkező esetben ugyanis 

jobb oldalon S-beli, a bal oldalon pedig nem S-beli. Ha viszont 

les, akkor az (I*) (e'Y) azonosság miatt feltehető, hogy i0»j0. 

Ekkor ugyanis

20(0
xí *V •Jn

=qJ(qao(xjo,xio,xio),xji,x0

"^VVVV’V*0
és a legutóbbi termre alkalmazható a 18. Állítás.

, • • *,

(I*>
=

x3 ,x0),

9 • • • 9

9 • • • f
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Aimak igazolása van tehát hátra, hogy a

»xi_»xo»* * *,xi »xo)cqv(xi >xi »xo»‘*,,xi *xo^— о 1 m *— о 1 m
azonosság levezethető 2^-ből feltéve, hogy S-ben fennállnak a

cf(wk)=q>(vk)

egyenlőségek, azaz vk-wk (k<m) benne van F {ел U<f4 által 
generált I ideáljában. A 4.7. Lemma következtében

(k<m)

WX,XÍ!,Xo

ahol xejx^j O-^n^co}-^ |к<т^. így
k+1

,2i 
xi «V =m

X. ,x )=x, 
1m

9 • • • 9

Vxi >xi >x0— O 1

v_w(<lw(xi »Xin 
— — — о 1

9 • • • 9

, 2.03.)
xim-x°) =

xi ’xo*xi 'V = m m

x± »x0)*xi »xo 
m 1

V/ > (Xi »Xi »Xo »Xi »Xo5m-4»W4M^ X0 X± ° 11 °

Xi >xo>»

’xo= q. ,. •.,,...,

; 2o
=q<v0-w0,^...,v^rw. , . • • ,

=q (x. ,x. ,x 
— о 1

s ezzel a tétel állítását bebizonyítottuk.

9 • • • 9 m

Rátérünk az <M; P\(Cl^(I^)|^<cx)> algebra azonosságainak 

vizsgálatára, ahol c<(>2) tetszőleges rendszám, 3=$1д|{>|<го<£ 

elemei pedig eleget tesznek az 1.4.Tétel (a)-(c) feltételeinek.

Legyen S= ЛЛ( 1^ l-jjcoc), s válasszuk ki S egy ^s*. 
generátorrendszerét. Nyilvánvalóan cx.^2 esetén l£S. A korábban 

bevezetett többi jelölést szintén megtartjuk. Ezen kivül min
den or £ H partició blokkjait ix|-nél kisebb természetes számok
kal megindexeljük pl. úgy, hogy i<j akkor és csak akkor tel
jesüljön, ha a blokkban levő legkisebb rendszám kisebb,

\
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mint a В.,-ben levő. Л 4.3. Lemma következtében ez az algebra
Jg^. |‘ЗГ€Н}> algebrával, ahol

x№i-i)=JL V3 'ж
SR(xo’xl'x2)=:lxo',-s«xl+<-sK>x2la4. lK<V)'

3
ekvivalens az

(от e H)fjxa or о » . . . »

és

Emlékeztetünk arra a megállapodásunkra, hogy végtelen ex ese
tén H»TTj, véges ex esetén pedig H egyelemü. nyil
vánvalóan teljesülnek az (I)-(V) azonosságok. Megadunk most 
további teljesülő azonosságokat.

Az (a) feltételből következik, hogy tetszőleges oreH,
orj<m és k<v esetén ig s^., s^ig 6S, Válasszunk egy-egy

от
33

olyan P - beli elemet, amelynek a természetes homomorfizmus-
01ezek az elemek felelnek meg, s jelöljük ezeket ^a^-val 

or
Vaj

nál
illetve vei.

Vti -n teljesülnek a következő azonosságok:

^  ̂,^3,,. Д for^ S1C J xo * yo * zo ^

>(for(xo

,Z13T|-1^ °

* »^bri—Л *

(oxeH, i<|cn|);

, . • • ,

JWi)'yo'zo=^Ő4- , . . . , » . •». • . •SiiH

(VII*) g»c(x»f3r(y0 wiWzo ^ori-1®f • • • 9 f • • • t

=4< ♦ • • • I• •f •

(ore H, *i<v).

Vegyük észre továbbá, hogy ha or 6 H és j^k (j,k<loi|), 

akkor az 1.5. Tétel (i) miatt LeSyen u^jEF о^-У0*1»
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hogy az F—*-S természetes homomorfizmus melletti képe éppen
iV

J Л*

(Vili")

Akkor Vtt„-YL teljesül a következő azonosság is:

fír(fir<xoo v5
9xm M,m i-í * ■xol»xoo»■xo2»■xoo»

^SirM.tirM ^ “1 • • • 1 » • • • » • • • t

=q (f (x 4u4 ír ,xopiM ,xoo*• • • • • •oo *

x10»xll»x12»xll» »х1,1лМ»Х11é • • t • • •

,XWMjnH

JT !t 1Г
%iH»'Ío»U12

» • • •»• • • t

V ír s
'Нпн.о »••• »Чзн&и-а/

írU=<u^ahol 'Vm*ol» • • • * »• • •» • • •»

(«6 H).

Legyen T az egyblokku partíció. Nyilvánvalóan 

teljesül a
mfn

(IX) f (X }=x 'tr о о

azonosság. Véges a. esetén (IX) alatt az

Vxo ХЛ)=ХЛ ' О' о (отен)» • • • »

azonosság értendő.

Még egy azonossághalmaz van hátra, amely azonban csak 

végtelen o< esetén nem üres. Legyen or,őr e H, lóri =*n, iő?|s=m és
— ítegyük fel, hogy or>oi . Definiálunk egy :m

, ж ~
mégpedig úgy, hogy ha i<ím, ^(i^n legyen az a szám, amelyre

Ba,for. Az 1.5. Tétel (ii)

■n függvényt,

B,*^ teljesül, ahol B^eot 

állításának felhasználásával tudjuk továbbá, hogy tetszőleges 

j<n-re

és

7 .5** 7.—1 if;
fe<<m "k

.or
1B. d

(20) e s.
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tf,5rHa tehát kiválasztunk minden j«rn-re F-ből egy 

úgy, hogy annak az F —+-S természetes homomorfizmusnál a képe 

a (20)-heli elem, akkor teljesül a következő azonosság

elemetvj

is:

fjr(xo

ahol v=<v*'5 

Mivel S-Ъеп teljesül a

w -»• • •»

x£<iW»xo»xo»xl,xo»

V*'s >
Vh

• • • ,• • »

, • • • ,

£<4 - £ il) = оК■j
#*><3

j<n

v^,Tr (j<|or|) elemeket úgy vá- 

XI v?,CT =0 egyenlőség.
egyenlőség, feltehető, hqgy a 

lasztottuk, hogy F-ben fennáll a
Jelölje P a g^O^cv) és f^faeH) műveleti jelekből fel

építhető termek halmazát. P0 legyen az összes olyan

j

j<frl

qW(íTl\ ),Хл ,x
hvbi 31 °

Xj ,X ) 
Jn

, • • • ,, • * . ,

alakru termek halmaza, ahol W6F11 és q,.(xj ,xs ,x_
“ — do ° X3n’X°)eQo", • . * ,

X-val jelöljük 2-^ valamint a (VI)-(X) alatt felsorolt 

azonossághalmazok unióját.
Érvényes a 4.5. Lemma következő általánosítása:

4.8. LEMMA. Bármely peP termhez megadható olyan pePQ 

term, hogy 2»-p=p.

Most is először három állitást bizonyltunk, elöljáróban
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azonban megjegyezzük, hogy a (IX), (X) és (I) azonosság követ

kezményeként végtelen ex esetén is minden 

hogy

sr GH-ra teljesül,

Shfjx
V О

(wen).)=хл о о(21) t • • • 9

ТС
a*:Xj (€F) elemeket.

'Л ) illetveJ
( )?r[ F egy-egy additiv bal illetve jobb transzlációja legyen.

‘J

a £X (láncul), akkor legyen

V=<V*„>(í4
Ha w=-v és veX, akkor 

, ír
-<V>

ésKorábban definiáltuk a XjaK
A definíciót most kiterjesztjük F-re úgy, hogy

Ha w=a^ 
**0

• • •

Ч2(ЧЛ’-a«J és w^=(aKo • • •• • •

V V

wV(vV’
1Г

V* es

/Eüw. , w.£Y (i<m<cb), akkor 
i<m 1 1

végül ha w=

I V ír
w V&Mj •

ír V-I 1Г Xiw=!2_, o^.w 
3 i< m

é3

Megállapodunk továbbá abban, hogy

* írХ,о=оч,=о.
J ' J

19. ÁLLÍTÁS. Legyen кСН ás lirl=n. Akkor tetszőleges 

w^€Y vj^O} (i<n) elemekre

^ ' ^ir^w (xo’y 
о

zo> % , (*n-l,yn-l,zn-l^ "
n—1

, • . • ,о *

(22)

( f _( X , ír о1 Хп-1)*У0'20^<\>o у* v/ Лп-1 n-г
9 • • • 9• • • f

9 • • • 9
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BIZONYÍTÁS. Az állitást elegendő arra az esetre bizonyi-

í^ (i<n) a tényezőinek
szerinti indukcióval bi-

C=n, állításunk a (VI) azonosság alapján nyilván
való. Legyen n<N<oj és tegyük fel, hogy (22) teljesül, vala
hányszor C<N. Válasszuk a w^X (i<n) szavakat úgy, hogy
2 teljesüljön. Tegyük fel például, hogy Г>1 és
i<n 1 0
w^w^a^ (k<tv, Wq£X) . Akkor az indukciós feltevés miatt

tani, amikor w^CX (i<n). Legyen

t = 2 f• Az állitást t 
i<n 1

száma és

zonyitjuk. Ha

2
(х0,У0,20) 

о
=q . v - лх<Xowi>Xlwl
«a (xo’yo’zo,,xo’yl’zl’

Ki

=q^w^(far<Xo-xl 

qa ^xo»yo»zo^»qa ^xo»xo,xo^

= q<'4wo>*- ífjrtx°
-=<Alwl» • • • Лп-l wn-l> *

(xn-l,yn-l»zn-l^ “%..........
n-1

yV W > ( íjf í Xo * X1»
* *An-lwn-r * ° 1

,yn-l,zn-l^ =
2o0 3t.O

• • •
9 • •

• • •

So06.H)

yn-l»zn-lb9 • • • 9 9 • • • 9

ДОМ)
xn-l)»yi»zl» yn-l^n-l^yo’V"9 • • • 9 • • • f

yn-l * zn-l ^ ’•>*п-1>*Уо’го• * • 9 • • • 9

Az állitás bizonyitását befe-ahol
jeztük.

20. ÁLLÍTÁS. Legyen tt^H, 
£§s wi=<wi0 

Akkor

\Tt \ =n, és tekintsünk tetszőle- 

>£(Y KJ $0})^ (i<n, 0<kxco) sorozatokat.»wi,k.-l9 ♦ • •

2 l'f»(V(Ko’y

’yn-l,к

00 'zoo 9 • • • 9 9 • • •

.1».-(xn-l’yn-l,o’zn-l,o’ -1* zn-l,k> % • « •• • •
n-1 n-1-n-1
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•■* Чп-1-п-1<;^Хо’ ,xn-l^’yoo»zoo уо,к -l»zp,k -Г ’о о
=<L.jr » • • • г* • •• •

),-1*2п-1,к,уп-1,куп-1,о * zn-l,о’ -1• • •• ♦ М п-1п-1

ЭГ , зг
4A-<VV'ahol io» *

BIZONYÍTÁS. Az általánosság megszorítása nélkül feltehető,

s ezután к szerinti teljes indukcióval=kn-l=k’hogy kQ=

bizonyítható az állitás a 19. illetve 13. Állításra támaszkodva.

• • •

(15) figyelembe vételével a 20. Állításból azonnal adódik a

21. ÁLLÍTÁS. A 20. é_s igy speciálisan a 19. Állításban is 

Yo|0} helyett mindenütt F irható.

A 4.8. LEMMA BIZONYÍTÁSA. A p term "rangja1* szerinti induk

cióval belátható, hogy létezik olyan íi £ H partíció és olyan 

w€Fn (0<n<oO) sorozat, hogy

(23) 2 )•'-4w(VXj0 xi )»xk *xk 3ЦтИ X1 K2

majd innen a 4.5. Lemma felhasználásával közvetlenül adódik a

xk »xk K2n-1 K2n
9 • • • t9 • • • 9

lemma állitása.

(23) bizonyítását csak vázoljuk. Először is vegyük észre, 

hogy ha adott véges sok olyan alakú term, mint a (23)-beli a- 

zonosság jobb oldalán álló term, akkor az 1.6. Következmény 

valamint a (X) azonosságok miatt feltehető, hogy mindegyikban 

ugyanahhoz а зг(еН) partícióhoz tartozó f műveleti jel 

szerepel.

А (IX) azonosság illetve az 1. Állitás felhasználásával 

adódik, hogy (23) érvényes a pefx.jJ i«x>] termekre. Ha a p 

termben a legkülső műveleti jel valamelyik (K<rv), akkor
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(23) igazolásához az indukciós feltevésen ki vili a 17. Állitá3t, 

majd pedig a (VII) azonosságot kell felhasználni, ha pedig p-ben 

a legkülső műveleti jel valamelyik f (■згбН), akkor az induk

ciós feltevés alkalmazása után - az előzőekben tett észrevé

tel figyelembe vételével - elérjük, hogy minden fellépő f^íarGH) 

műveleti jelben ugyanaz a or partició szerepeljen, majd fel

használjuk a 21. Állitást, s végül alkalmazzuk a (VIII) azo

nosságot .

Л 4.6. Tétel analógonja a következő:

4.9. TÉTEL. Legyen R tetszőleges egységelemes gyűrű.

J =^I^ I 25<c* } pedig R részgyűrűinek olyan legalább két elemű 

halmaza, amely eleget tesz az 1.4. Tétel (a)-(c) feltételeinek.

az algebrán teljesülő azonosságok hal-Akkor У. bázisa

mázának.

BIZONYÍTÁS. A 4.8. Lemma valamint az 1.6. Következmény és

®Vna (X) azonosságok miatt elegendő igazolni, hogy az 

teljesülő

a (f (x. XU’VX°’VX° xVi’x°,=9 * • ♦ 99 • • • 9

(24)

=qw’ ( ,xk »xo) 
n-ix4-í’\ ’xo’9 • • • 9 • • •

alakú azonosságok levezethetők 2-ból, ahol w=<wQ 

w=<w^

Tfty-n azt jelenti, hogy az

wn-l>»9 • • • 9

'4-i>el?n és mindkét term PQ-beli. (24) teljesülése 

Ttft moduluson fennáll a

» • • • 9

Íв X, +2üq>(w )x, 
m<tjri in ’űn пкп ' I = ^4x,m m<nr! m Jm

fot
+ IZöf(

m<n
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egyenlőség. Mivel cj>( v#m) ,<q»( w^)€ П( 1^<а),bármely 

szetes számra

j<oo termé-

^.-1 £ - I ií еП(1^<» ),
m<r|5M m mcurl m 0
im** 4=3

s így szükségképpen j^j^ teljesül minden 

viszont bármely m<n esetén érvényes
P\(I^|^<<x )=S-ben, igy (24) levezethetősége következik a 4.6. 

Tételből.

т<1зг1-ге. Akkor

A 4.9. Tétel első alkalmazásaként szükséges és elegendő
Шу algebrának véges azo

nosságbázisa legyen. Érvényes a következő tétel:
feltételt adunk meg arra, hogy egy

4.10. TÉTEL. Legyen R tetszőleges egységelemeз gyűrű,

;j pedig R

eleget tesz az 1.4. Tétel (a)-(c) feltételeinek. Akkor 

nek pontosan akkor van vége3 azonosságbázisa, ha ex véges és
végesen prezentált gyűrű. Elekor a 4.6. illetve 4.9. 

Tételben megadott azonosságbázis véges.

részgyűrűinek egy olyan halmaza, amely

»V
П( igl3«x)

A tétel bizonyítása előtt megjegyezzük, hogy ebből a szem
pontból az 7УС

szerepet a velük ekvivalens algebrák között. Elegendő megemlí
teni a következő tényeket:

algebrák lényegében nem játszanak kitüntetett3

4.11. LEMMA. Legyen Űí =<A;T\> tetszőleges algebra.

(i) Ha 'Ot idempotens és Id (-üt) véges bázisú, akkor F vé-
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(ii) На 0t'=<A,F'> 

véges, akkor

Oi -val ekvivalens algebra és F,F 

Id(61) pontosan akkor véges bázisú, ha Id(öt*)

véges bázisú.

Az első állitás nyilvánvaló, a második az azonosságok 

elméletében jól ismert tény. (V.ö. [4], Sections 1,5 1.6.)• *

A 4.10. TÉTEL BIZONYÍTÁSA. A megadott feltétel elegendő- 

sége a 4.6. és 4.9. Tétel alapján nyilvánvaló. Forditva, te

gyük fel, hogy 11(23^) véges bázisú. Akkor kiválasztható

Id(2ft^) általunk megadott bázisának egy Ф véges részhalma

za úgy, hogy Ф is bázisa 10(33*^ )-nek. Másrészt, a 4.11.Lem

ma (i) állitása valamint a 4.2. Lemma miatt oc és V szük

ségképpen véges. Speciálisan választható az üres halmaz

illetve egyelemünek, attól függően, hogy o< =1 illetve 

Ugyancsak ex és v végessége miatt feltehető, hogy Ф

nak

tartalmazza az összes azonosságot, amely Id(23*tj)-nek a 4.6. 

illetve 4.9. Tételben megadott azonosságbázisában van, kivéve 

az (V ). (Д<(а) azonosságokat, amelyek közül csak véges sokat 

tartalmaz.

Minthogy a a r(x,y,x)=q, , (x,y,x) azonosság ponto-J v* W

san akkor teljesül, ha w-w1 benne van az F 

természetes homomorfizmus magjában, a tétel bizonyításával 

készen vagyunk, ha megmutatjulc, hogy

па3 ia<o<)

w,v/*€F, ф|-^(х,у,х)=^, (x,y,x)$W -V/

az F gyűrű végesen generált ideálja. Ha cx=l, ez rögtön adó

dik a 4.7. Lemmából, hiszen Ф "ugyanolyan azonos3ághalmazn, 

illetve 2-^vjUIq)} - attól függően, hogy 101Qmint
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vagy ieiQ.

А esetben is egy a 4.7. Lemmához hasonló állításra

van szükségünk, a gondolatmenetet azonban kicsit finomítani kell. 

Vegyük észre, hogy Шм-п teljesülnek a3
г

, AXjf^Cy,...,y,x,y,..f (xЗГ У) »X ,x) =(XI±) • 9 9 • • •9 • • • 9

AAA x),x,=WX’

Vх

x) X,y,x,.,X,y,X, • • 99 • • • 99 • • • 9• • • 9• • •

AA f^(x,...,x,y,x,• x))x),X,y,x,. * • f. • » . . . ,, • • . ,

i<№ (<n€H)

azonosságok. Jelöljük ezek halmazát '4/-vel. Nyilvánvalóan 

is véges bázisa ЗЗ^-пек. Vegyük észre, hogy 4* 

"ugyanolyan azonossághalmaz", mint véges v és egyelemü H 

esetén a korábban vizsgált 2 , igy elegendő az alábbi lemmát 

bébizonyitani:

4.12. LEMMA. Legyen

'£F, 2^/Y v— qw(x,y,x)=qw, (x,y,x)£ .J=^w-w' w,w

Tegyük fel, hogy v véges. H= } _és lorl=n. Akkor J _az F 

gyűrű

^d,^d, d^*, dGD|(25) i,j<n »

által generált ideálja, ahol
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Uijatc”\(^aK:)lVC<V » i*Ö<n»

^<ал1Ьг
• V V ЯU1 uij,ík",íiu3l£

uÍ.^V«-aK |^<vj^
КП

2. a r-a |kxv}w 
i<n * ^ K

U ^2^(и^-и^)| i<n}u{e^U<|jL}.

|vc-<V t i,j <n, i^j }ua u*. 
*■ !J

i,Ó,k<nt i^j, j#c}u

A lemma bizonyítása előtt célszerű egy állítást igazolni. 

Megjegyezzük, hogy itt 2, tetszőleges, a 4.12. Lemmában tett 

végességi kikötéseket nem használjuk.

22. ÁLLÍTÁS. Legyen Tf£H és \m*]=n. Akkor bármely weF

elem esetén

2 v-qw(x,far(yQ(26) yn-l>'f*(zo zn-l» =f • • • f 9***9

(x,yQ, *0 ’yn-l»zn-l}*= q<w^

BIZONYÍTÁS. Ugyanúgy, mint a 19.-21. Állítások bizonyitá-

I • • •
9 * * *

sánál, elegendő az állitást X-beli w elemekre igazolni. Ha 

w=a (*<v), aide or (26) következik a (VII^[) azonosságból. Le-•V, IC

gyen most w=va . ahol v€X. AkkorK.

20q (x,f (y Vn-l'l'V*» zn-l» =1 * * • > f * * * f

(VII)
,zn_i)) ,x) =»Уп-^’М V• ♦ • • • •
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2.(tf.)

=í<v(a*tP

Я у* Ч>(Х,У * Zn
Mn-1> 0 0

v<MÍ-i»<x’y°’Zo

^n-i-Vi’-50 =f • • • »
9 ••• 9

yn-l»zn-l^»

^ (i<n) jobb transzláció.

9 • • • 9
> • • • f

amiből következik (26), hiszen

A 4.12. LEI-IMA BIZONYÍTÁSA. Tegyük fel, hogy a lemma felté

telei teljesülnek. Mivel Н=)зг} , а эт indexet az

^ transzlációk jelölésé-

müvele-A-
vti jel, az

bői elhagyjuk. A (25) alatti halmaz által generált ideált

elemek illetve auij

jelölje J.

A J2J1 tartalmazás bizonj^itása céljából megmutatjuk, 

hogy J az F gyűrű D-t tartalmazó és a (jen) bal és 

jobb transzlációkra zárt ideálja. Ugyanúgy mint a 4.7. Lemma 

bizonyításakor, látható, hogy J valóban F ideálja. A 21. 

valamint 22. Állításból következik, hogy J zárt a transzlá

ciókra, ha ugyanis j<n és w-w’GJ, akkor

1 22(21,1) ,x,qw(x,y,x),x 

2(21,1)

q^w(x,y,x)

=f(X,.

f(x, ,x) =• • • t • • •

,x,qw, (x,y,x),x q^.wi(x,y,x)X)• • 9 • • • 9

és 12(22,1) qw(x,f(x(x,y,x)
\j

=qwi (x,f(x, ...,x,y,x,

x),x) =.,X,y,X=1 9 • • • 9***9

2(22. ,1) (x,y,x).X),x) V••• 9
*

Végül azt kell megmutatni, hogy Díj. A D-t definiáló kilenc 

részhalmaz bármelyikébe tartozó w-w1 elem esetén a gondolat- 

menet ugyanaz: megadunk egy t termet és belátjuk, hogy 

t = qw(x,y,x) es t ■Z=#V qwi (x,y,x).
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1) ve, Д<г У , jen

2
g^(x,f (х X.g^íx.y.x) ,х, ,х),х) =• • •

(х,у,х)4<a*Val
5а«(^^ (х,у,х)

A bizonyítás lépései: fent: (21) és (VII) azonosság

lent: 1. Állitás, (VI) azonosság, (21).

2) »c<y , i,j*n
i X

f(x x,g (x,f(x,...,x,y,x,
>C /Ov

x),x),x x) =9 • • • 9 • • • f f • • • f
T

(x,y,x)4(V*^3r:

(x,y,x)Va*V
Fent: 1. Állitás, (VI),(21), 22. Állitás. Lent: (21), (VII),

1. és 21. Állitás.

3) *:<y , i,j<n, i^ó

21
f (x, ,x,f(x x) «=x),x,• • • 9 • • • * f • • • » • • • I

<5
a (x,у,x)

ij к
(x,y,x)q\(4j a*>

Fent: (21), (Vili), 1. Állitás. Lent: 1. Állitás,(VI), 21.

Állitás.

4) k<v , i,j<n, i^j

2
x,f(x,g (x,f(x x),x) =X) ,X,Xjr,X f • • • 9• • •9 • • • 9 9 • • • 9

T
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(x,y,x)qaAj

(х,у,х)

Fent: (21), (VIII), 1. Állítás. Lent: (21), (VII), 1. és 22.

Állitás.

5) i,j,k<n, i^i, i/k
A

23
x) =x,y,x,... ,x\x x),xX,f (x x,f (xf(x í •• • f f • • * >» • • • f 9 • • • ff • • • ♦

г

(x,y,x)

q^iUDk

Fent: (21), (Vili), 1. Állitás, 22. Állitás. Lent: (21), (VIII), 

1. Állitás, 21. Állitás.

(x,y,x)

6)
g (x,y,x)=q (x,у,x)

1.Sn <х-У-х)

2
g (x,y,x)) =

y\j
í(g (X,y,x) > • • • f

Fent: (21). Lent: (VI).

7) vc<y
gjx,y,x)=q (x,y,x)

2
y),f(x^x,f(y x)) => • • • » * • • • >

(x,y,x)\<*п aKÁi

Fent: (21). Lent: (VII).

8) i<n

.X,f(y x) =y)»xf(x y»X,y t ♦ • • ff • • • f • • • 99 • • •
C b
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(x,y,x)
zz

(x,y,x)
Viu5i

Fent: (21), (Vili), 1. Állítás. Lent: (XI), (21), (VIII),
1. Állítás.

9) Эк^».

S qQ(x,y,x)qp (x,y,x) =
ei

X =

teljesül (V) következtében.
A JSJ1 tartalmazás bizonyítása céljából definiálunk 

egy egységelemes R gyűrűt, majd - R-et mint R-modulust P.-
A

rel jelölve - megadjuk egy & =<R; Sg^l^v Jvj \f }> idempo-
V. -on teljesülnek a -belitens reduktját úgy, hogy 

azonosságok, továbbá valamely w,w’GF elemekre a

qw(x,y,x)=qw,(x,y,x)
A
& -on, ha w-w'€ Jl .

Felhasználva, hogy a o< . (j<n) bal illetve jobb transz-* i)
lációk additivak, könnyen látható, hogy bármely w,w'£F elemek
re és i,j<n természetes számokra

azonosság pontosan akkor teljesül

'Xiíw^j ) — (^( ) ^( jO J *

\^3W,"UijWCjl’

(27)

(28) (w4i)V™ €J

z 2I(29) O^w-weJ ,
i<n i<n

(w^j)w1- )£ J1.(30)
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IEzek segítségével megmutatható, hogy a J' ideál zárt a 

9^ (j<n) bal illetve jobb transzlációkra. Elegendő igazolni, 

hogy a J1 ideál bármely (25) alatti generáló elemének 

melletti képe J1 -ben van. Legyen d£D és i,j, k<n. Akkor 

d^ »\k€J'» továbbá (28) és (29) miatt, ha w=d vagy 

9^d, akkorw=

Зк+«'"’Ик-

(wV4c•

), ha k0jvmwu jk
(wW =

ha k=j

jobb transzlá- 

^kd€j‘ és (27) alapján

is benne van J-ben. Ezzel állításunkat a

cióra igazoltuk. Másrészt nyilván

xk<dV=(Xkd>V<Xk<dxp-(v1>VtJ' •
továbbá (28) és (29) miatt

ukid+^k(o(id)‘ukid^ ha k^i

(E Vxid) ha k=i
П Iг*<

J1-ben. Ha k^i, akkor (27) szerint

Xk®Xid^p'^\k<'Ud^X;jejl ’

= (ukid^D+(Xk(Xid’-«kidK .
J

^ukid^j=uki^d\jVegyük észre továbbá, hogy ha 

(d^eY u}0}), akkor

(Xk(Xid’-ukid,Xr ? «Хк^Л^кЛ, )d( )^e j' ,
hiszen minden tag J-ben van, akár d G Y, akár d.=0. így, ha

W’ =

is benne van

és itt

d= z_i a d.T *

t e
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k^i (k,i<n), akkor Д1с(( )ej‘. Ha viszont k=i, alckor (29)

felhasználásával

V(VV=(^nV(
" íSv'>'k<<'Xid');';jKjl- 

b+i

Tekintsük az F/J1 faktorgyűrűt. A fentiek miatt F/J-n
(j<n) additiv bal illetve jobb transzlációk. 

(27)“(30) következtében F/J1 -ben teljesülnek tetszőleges 

w,w‘ elemekre és i,j<n természtes számokra a

definiálhatók a

= VWV’
(i^j)»(3i) W/;) (v/\i)0(j= u . .w , iD ’ = wuij

S ^
i<n u

У1 ww=w , \ = w ’
i<n

(w^)w1 = w(^w')

egyenlőségek. J definíciójából nyilvánvaló, hogy ha i,j,k<rn, 

i^j, j^k, altkor

2 uij ” 2(32) ésuijV%ujk Ujiá<n i<u

is fennáll F/J1-ben.
Ezek után definiáljuk az В gyűrűt az (F/J1 )x Zn alap

halmazon. Az összeadást komponensenként végezzük, a szorzást 

pedig az alábbi módon definiáljuk: tetszőleges

kU>kn_x><w,kQ elemekre9 * • • 9 9***9

K-Í>™'K’ ,kn-l> =<w,k0 • • •9 * * * 9
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<=><WY/'+ 2 k^wV к ,к' ,> n-i n-±£nkiwV<iiAVi;i - Xkikiuij>koko » • • • f
<4<4
4

A (31),(32) alatti egyenlőségek biztosítják, hogy az igy 

definiált szorzás asszociatív, az összeadásra disztributiv és 

, 1> az R gyűrű egységeleme. Az<0,1, • • •

0> I W6F/J1}S = ) <v/, 0 9 • • • 9

részhalmaz az R gyűrű F/J-vel izomorf ideálja. A

(i<n)b± = <0,0, 1,. ,0>• • • • »

л
jelölést alkalmazva az 3R modulus-redukt alapműveleteit a 

következőképpen definiáljuk:

f<xo

g (x , X-, , x„) =lx + a x, + (*a ) Xn I
ГС 0 J- OíC-L ~ c

3? , ahol !j = ^I.]j<n} és
J J

kn-l>lkó=°S

9 • • • 9

A
X =Ekkor

I34V.k0

az R ideálja. !j-re teljesülnek az 1.4. Tétel (a)-(c) fel
tételei és nyilvánvalóan S=n(I.|j<n). Innen közvetlenül

A

látható, hogy Я-оп teljesülnek a 2uT -beli azonosságok, más

részt pedig a

(d<n)9 • • • f

%,(х,у,х) = (x,y,x)

w-w'€J‘ . Ezzel a lemmaazonosság csak akkor áll fenn, ha 

állitását bebizonyítottuk.
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Befejezésül speciális struktúrákra alkalmazzuk a 4.10. Té

tel eredményeit. Az 1.7. és 4.10. Tétel, valamint a 4.3. és 

4.11. Lemma (ii) felhasználásával közvetlenül adódik a

4.13. TÉTEL. Egy Abel-csoport bármely idempotens reduktja 

véges sok alapművelettel definiálható, és a rajta teljesülő 

azonosságok halmaza véges bázisú.

Hasonlóan, csak az 1.7. Tétel helyett az 1.3. és 1.4. Té
telt alkalmazva kapjuk a következő tételt.

4.14. TÉTEL. Egy egységelemes véges gyűrű feletti unitér 

modulus bármely idempotens reduktja véges sok alapművelettel 
definiálható, és a rajta teljesülő azonosságok halmaza véges 

bázisú.

Az utolső eredmény az első fejezetben definiált Ü, al
gebrán teljesülő azonosságokra vonatkozik. S. FAJTLOWICZ és 

J. MYCIELSKI [2]-ben tűzte ki azt a problémát, hogy jellemez
zük azokat az re® algebrai számokat, amelyekre ld(-0tr) 
véges bázisú. Egy elegendő feltételt adunk meg a következő 

tételben.

4.I5. TÉTHL. Ha r a (0,1) int ervallumon kivül eső racio
nális szám, akkor ld(-0tr) véges bázisú.

BIZONYÍTÁS. Az általánosság megszorítása nélkül feltehe
tő, hogy r =»-£-, ahol p>q>0 egészek, és p és q relativ primek.

Jr 4L

«гígy l-r= - müveletklónját jelöljük C-vel és legyenp-q *

Hc=$t|tem , ix+ty+(-t)zec^.
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Legyen továbbá

* m I k.meß, к-°Ь
(p-qj

(p-q)
k,m€Z, k^o[,

azaz a racionális számtest —2— illetvep-q
. -£L_ által generáltp-q

részgyűrűje. Akkor

pq ■^•m I k,me£, k*0},
(p-q)

a racionális számtest által generált részgyűrűje.

Mivel rx+(l-r)y £ С1(1о)ПС1(11), nyilvánvalóan 

CS С1(10)ПС1(11), és Így Hccioni 

Hc?Ionii tartalmazás is igaz. Mivel p és q relativ prímek és
A fordított irányú1*

Ш I^Il generáló eleme, ehhez elegendő megmutatni, hogyazp-q
van olyan n(á2) természtes szám, hogy

Dn-1 q
(p-q)n ’ (p-q)n

n-1pq(33) e hc .

Vegyük észre, hogy tetszőleges n természtes számra C-bon 

benne van a következő művelet:

Er"-1 X] r"-2(l-r,V+(l-£(r
J \<n

n-2/, .2 2/t 4h-2v,(1-r) +r (l«r) )) z+

n-1 n-1(34) (1—r)x.+ (l-r)+r(l-r) )-iVfV.

-£ (r

+ E» r2(l-r) л +Er(i
J i<i\

n-2 n-1-r) xi*

Mivel qr+p(l-r)=0,
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n-2 n-1n-1 (1-r)2 =(q-l)r (1-r)(l-r)+p r -r

és

n-1n-1+qr2(l-r)n-2(p-l)r(l-r) =-r(l-r)

igy a (34) alatti műveletből változók egybeejtésével megkapha

tó az

n-1 n-1 (1-r)) zlx+r" (l-r)y+(-r

illetve

n-1 n-1y+(-r(l-r)lx+r(1-r) )z

művelet, feltéve termesztésen, hogy n£p,q. Ezzel (33)-at iga

zoltuk.

Azt kaptuk tehát, hogy Н(-,=10П11, és igy az 1.5. Tétel 

(iii) állítása alapján adódik, hogy C=C1(I )Oci(I,). Könnyen 

látható, hogy IQni^ végesen prezentált, s igy a 4.10. Tétel 

valamint a 4.11. Lemma (ii) felhasználásával adódik az állításunk.
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