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1. BEVEZETES

A dolgozatban az egységelemes gyiiri feletti unitér modu-
lusok idempotens reduktjain teljesiild azonossédgokat vizsgdl juk.
Pontosabban, megadjuk bizonyos ilyen modulus-reduktokon telje-
siil6 azonossdgok egy-egy bdzisdt. Az eredmények tdrgyaldsdt
hdrom fejezetre osztottuk, amelyek kozill az els6 kettdé szoro-
san kapcsolddik egymdshoz, és hatterét S. FAJTLOWICZ és J.
MYCIELSKI aldbbi eredménye képezi (1d.[2]):

1.1. TETEL, Legyen R a valds szdmtest és r egy rogzi-

tett valds szdm. Tekintsik az O, =<R;o> algebrdt, ahol o

g‘el’dli R-en a rx + (l-r)y kétvdltozds miveletet. Akkor az

XoX =X

(xo0y)a(uov)=(xou)o(yov)

azonossagok akkor €s csak akkor alkotjdk az Ofr-g_ teljesiilé

azgonossagok egy bdzisdt, ha r transzcendens szdm.

(2] -ben a szerzék problémaként tiizték ki annak vizsgdla-
t4t, hogyan szd1l tételilk analogonja kétvdltozds helyett tobb-
vdltozds o milvelet esetén. A dolgozat elsbé fejezetében ennél
dltaldnosabban tdrgyaljuk ezt a kérdést. Tetszlleges egység-
elemes kommutativ R gyliri esetén vesaziikk egy (trividlis
annulldtor idedlu) R-modulus egy <no,nl,...,n,5,...> ('X<°‘) ti-
pusu 3 = 19 {fx|»3<o<}) reduktjit, ahol
Z_, .rg_xi és Z, rg =1 (g<ox).

i<n i<n

fa,(xo,...,xna_l) = s 3



Megadunk cgy 2 azonossdghalmazt, amely minden ilyen 2¢
algebrdn teljesiil, majd pedig cgy sziikséges és elegend6 felté-
telt adunk meg arra, hogy 2, béazisa legyen az [ -en telje-
stilé azonossdgok halmazdnak. Eredménylink az o =1, n0=2 spe~
cidlis esetben visszhadja az 1.1. Tételt.

A mdsodik fejezetben - az el6z6 rész eredményeire tédmasz-
kodva - jellemezzilkk a végtelen ciklikus csoport teljes idem=
potens reduktja dltal generdlt nem indexelt varietdst. Egyben
kiadddik a kommutativ gylriik feletti modulusok teljes idempo-
tens reduktjainak miveletkldnjait tartalmazdé legsazilkebb hete-
rogén varietds egy azonossdgbidzisa is.

A dolgozat harmadik részében vizsgdlt probléma kapcsolat-
ban 411 bizonyos kordbbi eredményeinkkel. [6]-ban foglalkoztunk
gzokkal a modulusokkal, amelyeknek az idempotens reduktjai spe-
cidlis reduktok metszeteként éllhak eld8 és jellemeztlik azokat
a gyliriiket, amelyek felett badrmely modulus bdrmely idempotens
reduktja ilyen. (E fejezet sordn a késGbbiekben még kitériink
ezek kozill azoknak az eredményeknek az ismertetésére, amelyek-
re a jelen dolgozatban is szilkségiink lesz.) Most ezeket a re=-
duktokat mds szempontbdl vigsgdljuk. Megadjuk mindegyikhez a
rajtuk teljesiild azonossdgok halmazdnak egy bdzisit, majd szik-
séges és elegendd feltételt adunk arra, hogy ez az azonossig-
bdzis véges legyen. Rdmutatunk az 4ltaldnos tétel alkalmazdsi
lehet8ségeire is. [5] £6 eredményének felhasznildsdval régton
addédik példdul, hogy egy Abel-csoport egy idempotens redukt-
jan teljesiilé azonossidgok halmaza mindig véges bdzisu. Egy
misik kovetkezmény az, hogy ha r raciondlis szam és r(l-r)£0,

akkor az l.1l. Tételben szerepl$ er algebrdn teljesiild azo-



nosségok halmaza is véges bdzisu. Ez utébbi részleges vilasz
egy - ugyancsak S. FAJTLOWICZ és J. MYCIELSKI 4ltal [2]-ben
felvetett - problémdra amely azt kérdezi, hogy milyen fel?éte-
lek mellett lesz véges bdzisa az -<xr—en teljesiiléd azonossé-
gok halmazdnak.

A terminoldgidt, jelvléseket és az alapvetd univerzdlis
algebrai alapfogalmakat [3]-b61 vettilk 4t. Az egyetlen lénye-
ges eltérés az, hogy jeltlésben adltaldban nem tesziink kiilonb-
séget a miveleti jel illetve annak kiilonbozl algebrdkban le=-
v8 realizdcidi kozott. Polinomidlis miivelet helyett rendsze-
rint miiveletet mondunk.

Legfontosabb segédeszkoziink a heterogén klén fogalma, a=-
mely W. TAYLOR-tdl szdrmazik. [7]-ben az olyan <<Aklgliiw>;
{C$\O<m,n<u%k1fe?|i<n<u&> heterogén algebrikat nevezi kldénnak,

ahol

n , n
Co t A X AT —A ,

e? :§¢§‘—’An,

és teljesiilnek a kovetkezd azonossigok:

(CL(l) ) Cg(hg Cg(ggof§’--°vfg_l)v-'O’Cg(gg-lvf§’00°9fﬁ_l))=

p,o,n

-

n n
=Cm(C£(hg|go"‘"g;_l)!fgv""fﬁ_l)’ (0<n,m, p<w)

(CLéfx)l, i) Cg(elil,fxg, coe ,f$_1)=f?. (O<mew, i<n<w)

erf3)y  B(eR, e, el )=, (0<nca).

o]

Az itt felsorolt azonossigok halmazdt jeldljik CL-lel. A cg

miveleteket szuperpozicidnak, az é? nullavaltozés miiveletek



41tal kijeldlt elemeket pedig projekcidknak neveszziik., Vild-
gos, hogy tetszdleges {} algebra polinomidlis miiveleteinek
<P(n)(41)lo<n<u£> rendszere a miiveletek szuperpozicidjira és
a projekcidkat kivdlasztd O-valtozds miiveletekre a fenti ér-~
telemben klént alkot. Ezt a klént O miiveletkldénjdnak fog-
juk nevezni. (O  0O-vdltozds miiveleteinek kizdrdsa nem je-
lenti 1lényegében az dltaldnossdag csorbitdsat.) Megadllapodunk
abban, hogy a kiovetkezlkben P(Cl)=L)(P(n)(Cl)|O<n<uJ)-t is
X miiveletkldénjdnak tekintjik. Két algebrat ekvivalensnek
hivunk, ha kldénjaik megegyeznek.

A részalgebra, homomorfizmus, direkt szorzat fogalma he~
terogén algebrdkra szé szerint dtvihetd. Beszélhetiink hetero-
gén algebrdk, specidlisan klonok, varietdsairdél, és érvényben
marad a Birkhoff-tétel (1d. [7}).

Legyen H=(A;F) tetszdleges algebra. N reduktjdn olyan
<A;F'>  algebrat értiink, amelyre F<P (Ol) teljesiil. Ha F
minden f eleme idempotens, akkor <A,F'>-t A idempotens re-
duktjdnak nevezziik. X -nak azt a reduktjdt, amelynek miivelet-
klénja A ssszes idempotens miiveletéb8l 4ll, o teljes idem=~
potens reduktjdnak, azt pedig, amelyiknek miiveletklénja csak
projekcidkat tartalmaz, O trividlis reduktjdnak fogjuk nevez-
ni. Nyilvdnvaldé, hogy Ol reduktjait ekvivalencidtél eltekint-
ve egyértelmiien meghatdrozzdk ! miveletkldnjdnak részklénjai,
és viszont,

Univerzalis algebrai vizsgdlatokndl sokszor eléfordul,
hogy egy algebrdnak csak a miiveletkldnja a lényeges, fliggetle-
niil attél, hogy mely miiveletek voltak az alapmiiveletei. Ilyen=~
kor nem indexelt algebrékrdl beszéliink., A nem indexelt algeb-



rdkat alaphalmazukkal és miiveletkldénjukkal szok4ds megadni. S,
FAJTLOWICZ [1] -ben részletes 4ttekintést ad arrél, hogyan le-
het a (gyenge) izomorfizmus, homomorfizmus, szorzat €s :ész-
struktura (6 ez utébbit reduktnak nevezi, de ez nem egyezik
meg az dltalunk haszndlt redukt fogalommal) fogalmat bevezet-
ni a nem indexelt algebrdk kategéridjdban. Bevezet egy megfe-
leld azonossdg-fogalmat, és rdmutat arra, hogy a Birkhoff-té-
tel nem indexelt algebrdk varietdsaira is érvényben marad. Az
azonossigok alakjat figyelembe véve konnyen ldthaté, hogy kol-
cstndsen egyértelmii megfeleltetés van a nem indexelt algebrdk
varietdsail és a klénok varietdsai kézt. Nevezetesen, ha v
nem indexelt algebrdk egy varietdsa, akkor a U -beli algebrék

osztdly I(C izomorf lezdrja

miiveletkldnjai alkotta CU v)
klén-varietds, és forditva, ha € klén-varietds, akkor az
bsszes olyan Ol algebrdk v, osztdlya, ahol P(M )€ , nem
indexelt varietds., S6t, mivel barmely absztrakt klén izomorf
valamely algebra miveletklénjéval, I(Cy )=C.

Legyen.‘E: azonossigok egy halmaza, Py=P; pedig egy to-
vdbbi azonossdg. A szokdsos igh-poapl vagy po§ Py jelolést
haszndl juk annak kifejezésre, hogy a Po=Pq azonosséag benne
van 2. lezértjdban. Még egy megdllapodds: ha o tetszlleges
rendszdm, X-sal fogjuk jeldlni a {3l3<a}halmazt.

Gyliriin a tovabbiakban mindig asszociativ gyliriit fogunk
érteni. Egységelemes gylirii egységelemét mindig 1 fogja jJe-
16lni. Z 1lesz az egész szamok gyiirlije, Z, @ illetve R pe-
dig rendre az egész, raciondlis illetve valés szémok halmaza.
Legyen & tetszlleges rendszam. Azt mondjuk, hogy az R egy-
ségelemes gyiiri IZ(3<0() idedljai pdronként relativ primek,



ha vagy & =1 vagy pedig &22 és mindegyik Ia('g<o<) killon-
bozik R-t81, tovAabbd Irs* I,=R teljesiil, valahdnyszor f #
£3 ([3,3<o<). Ha j:{la['gax} az R gyliri pdronként relativ
prim idedljainak egy halmaza, akkor T]':j-vel jeloljik az
halmaz 6sszes olyan ¥ véges particidjdnak a halmazdt, amely-
re R-nek a fﬂ\(ngeiB) (Bexw) idedljai paronként relativ pri-
mek. A X particidhoz tartozd ekvivalencia-reldcidét &g

fogja jeldlni.

Unitér balmodulus helyett rdviden modulust fogunk csak
mondani. Legyen R tetszbleges egységelemes gyurii, ¥ pedig
egy R-modulus. Nyilvdnvaldan MY bdrmely n-vdltozds miivelete
Myyeeeyly 32> T mo+e.o+ry, qm, 1 alaku, ahol Tpr e« 9 Tpa€R.

Ezt a miiveletet roxo+"'+rn-lﬁ-llm y vVagy ridviden f?‘nrixi'm

fogja jelolni. Ez a mivelet akkor és csak akkor idempotens, ha

I-Z ry benne van W annuldtor idedljdban. EbbSl vildgos, hogy
i<n

W bdrmely idempotens miivelete elddll erxj| alakban,
Jj<n
ahol Zri=l (rie R, i<n).
i<n

Legyen S az R gyliri egy részgyiiriije. Clzm(S)—sel
fogjuk jelolni az

S Xgte e .+sj_1xj_l+(l+sj )Xj+sj+lxj+l+’ cetS) 1% 9 (m

alaku miiveletek alkotta kldnt, ahol jJKn<w, sies(i<n) és
_Z,sico. Specidlisan, Clm(R) éppen W teljes idempotens re-
(Jifalrcltjénak miiveletklénja, 01m(io}) pedig M trividlis redukt-
jédnak a milveletklénja.

Befejezésilil idézzik azokat az eredményeket [_6]—b61, ame -

lyekre a harmadik fejezetben sziikkségiink lesz.



1.2. TETEL. Tetszlleges R egységelemes gyiiriire a kovet-

kezl két 4llitds ekvivalens:

(i) Bdrmely R feletti #{ modulus bdrmely idempotens
reduktidnak miveletklénja el6411l () (Cl,, (S;)ly<e ) alakban,

ahol mindepyik 83(3<“) R-nek egy részgyiiriije.
(ii) R bdrmely r eleméhez léteznek olyan n(>0),

By we 983D s eee, by természetes szdmok, hogy ai+bi5 (?)

(0£isn) és R-ben

Z a;rt(1-r)?1= 1, Zb rt(1-r)? 1= r(1-r)
i< 1<n

teljesiil.

1.3. TETEL. Az el628 tétel ekvivalens feltételeit ki~

elégitd egységelemes gyiiritkk K osztdlydban benne van az egész

szdmok gyiirije, tovdbbd minden véges karakterisztikiju gyiirii.

Az 1.,2. Tétel a kovetkezl egyértelmi reprezenticids té-
tellel egészithetd ki:

1.4. TETEL. Legyen adott egy RE€EX pgyurid, %W{ pedig le-
gyen egy itrividlis annulldtor idedlu R -modulus. Ekkor %

badrmely idempotens reduktjdnak milveletklénja egyértelmiien
4llithaté eld ﬂ(mm(la)]x«x) alakban, ahol ‘.1=§18|g<o<§

a3z R részgyliriiinek olyan halmaza, amely eleget tesz a kiovet-~

kez6 feltételeknek:

(a) Mindegyik 13(3<a) az 1 egységelemmel egyiitt R=-

nek ugyanazt az R3 részgyiirijét generdlja, és az Iz(3<u)

részgyiirik pironként relativ prim idedljai Rj~nek.

(b) Birhogyan is vélasztjuk ki a T -beli o parti-
cifknak egy-egy B blokkjdt olymédon, hogy ha
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¥<¥ , akkor B < By, mindig m(Bm,lm'eTTS)#ﬁ
(c) Bérmely P (o)-ra fenndll a kivetkezS egyenldség:

N (Tylge,PllmeTly) = Ig
Megjegyezzilk, hogy ha X véges akkor az (a) feltétel tel=-
jesiilésébdl kovetkezik a (b) és (c) feltétel teljesiilése, ha
viszont o végtelen, akkor (b) és (c) fiiggetlen egymdstdl és
(a)=-tol is.
A ﬂ(olm(13)|75<°‘ ) alaku klénok egy-egy generdtorrend-
szerét adja meg a kovetkezd tétel.

1.5. TETEL. Legyen R tetszdleges egységelemes gyiri

(leR), s tekintsiikk R -nek egy l-et tartalmazé R részgyii-

rijét. Legyen J ={I,lf<x} R pdronként relativ prim idedl-

jainak egy halmaza.
(i) Akkor minden TTJ-beli * particidhoz létezik R-ben

. . X
a & blokkjaival indexelt elemeknek egy olyan ipg (Bear) rend~

szere, amelyre teljesiilnek a kévetkezd feltételek:

B%f}'fl ss  1pe ML, lp<or ,3¢B).

(1i) Tekintsiink Tly-ben egy = és egy ¥ particidt ugy,

hogy X>% , és vegylnk egy-egy - az (i)~beli feltételeknek e-
leget tevd - ig (Bewx) illetve ig (Be¥w) elemrendszert. Ak-

kor X tetszbleges B Dblokkjidra

¥ x
iy - g;é iz eﬂ(lal'g«x).

(1ii) Legyen WY tetszSleges trividlis annulldtor idedlu

R-modulus. Ekkor akdrhogyan rogzitjiik az (i)-beli feltételeket
kie;égité i"g elemeket, a m(Clm(Ia)I3<a) klént generdlja




bdrmelyik olyan

r
Clm(ﬂ(Ia\3<a))ui§,yinB\m|0\'6 i}

halmaz, ahol HSTly és H mindegyik Ty -beli particidnak
tartalmazza valamelyik finomitdsdt.

Itt az (1) 411itdsbél rogton kovetkezik az

1.6, KOVETKEZMENY, Ha J =313\3<oz} egy R egységelemes
gylri piaronként relativ prim idedl;jainak egy halmaza, akkor

T\':J az x halmaz 9sszes particidi halmazédnak dudlis idedlja.

Végiil megfogalmazzuk [5] f6 eredményét, ami az 1.3.
és 1l.4. Tétel kovetkezményeként is adddik.

1.7. TETEL. Legyen q egy n(20) exponensii Abel-csoport.

Akkor q bdrmely - n=0 esetén bdrmely trividlistél killonby-
26 - idempotens reduktjdnak miiveletklonja egyértelmien el6411

ﬁ(Clg{(pi)Ii<m)

alakban, ahol m20, pgye.. ,pm_1(>l) pironként relativ primek
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2., S.FAJTLOWICZ £S J.MYCIELSKI EGY TETELENER ALTALANOSITASA

Legyen R tetszlleges egységelemes kommutativ gyﬁrti’, ‘m
pedig egy R-modulus. Tekintsiik M-nek egy <M; ffziz«x})
idempotens reduktjat, ahol fZ! (<) aritdsa na(zl). Kony-
nyen l4dthaté, hogy ezen teljesillnek a kbvetkezd azonossdgok:

3

(

) fa(xo,...,xo)r-xo (g<x)
3
(Iij) fa (fa (xo, eoe ,X“‘a_1) goee ,fa (x“nag see ,x""\'dﬂ‘x‘-ﬁ) pe c.'o ]
f,a (xana’ see ,Xa“'f%") geoece ,f'J (X(na_“nl, L 2 ] ,X(ﬂz‘)“a‘“\a_1». =
= f,x (fz (Xmﬁ, cse ’x‘vha-ﬂ.) g0 ,fa (XB"'J]*’ coe ’xff“a*“[ﬂ.) poecey |
fﬁ (XI]'«J]" ter ’x[a'n.amd-&f) LA 'fa (x[ “5‘)?31" cee ’x[(“i“h'bmb.ﬁ»
(y<ox, i< J<n,),
ahol
jna+i, ha k=in3+;j
k)" = in+3, ha k=jn, +i
k ’ kiilonben
2
(k< na)

i
(A ) fp (fa (xo, .e ,Xn81) pooe ,fx (x(“'éﬁ“a’ see ,3(0‘51)“6“‘34»
= fz(fp (XO,X“‘B goce ’]i“Pq)“%’f (Xl,x“i“ oo e ’x(“'y)ﬂa”)’ seey

f{& (xnj“xt\,ama% yoce ’x(«\ﬁ«)ndmid)
([5< <ot ).

(Ig) (3<cx) illetve (AM) (Bf<x) az alapmiiveletek
idempotencidjdt illetve felcserélhetlségét kifejezd JO1 is=-



mert azonossdgok. Az (Igj) (i<j<na,3<oo azonossag az na=2
esetben egybeesik az (A?‘) azonossdggal, ha azonban n823,
akkor az (Ifj) (1<j<n3) azonogsdgok egyittesen az fZ'
alapmiiveletnek az onmagdval vald felcserélhetéségnél erGsebd
tulajdonsdgdt fejezik ki. A sokszor alkalmamott mdtrixos je=-
161ésm6d segitségével az (Ifﬁ) azonossdg a kivetkezd egy-

szeriibb alakba irhatd:

(£, 08, =(£,X, )t

ahol X az xknv+t (k,t<n8) v&ltoz0kb6l 4116 négyzetes

mitrix és X.,. X-b8l a x. elemek fel-

1] 1n3+j
cserélésével keletkezik.

illetve xjna+i
A kovetkezGkben sziikséges és elegendd feltételt adunk
meg arra, hogy a fenti azonossdgokbdl kivetkezzék barmelyik
(M;{falzyo(}) -n teljesiilé azonossdg. Ezt a problémét S.
FAJTLOWICZ és J.MYCIELSKI megoldotta [Zl-ben abban a speci-
dlis esetben, amikor R a valds szamtest, o=1 és n =2,
A most bizonyitandd tétel specidlis esetként magdba foglalja
az 8 eredményiiket is. Bizonyitdsunk gondolatmenete és médszere
erdsen tdmaszkodik a [2]-ben haszndltakre, lényegében annak
4ltalédnositédsa, alkalmas mdédositédsa,

2.1. TETEL. Legyen R tetsz8leges egységelemes kommutativ

Eyurd, <M;§f8|3<o(}> pedig egy trividlis annulldtor idedlu
¢ R-modulus valamely idempotens reduktja, ahol

] . )
fg(xo,ooo,%a_l) = Zl I‘ixi es Z I‘i = 1.

i< nz i<n

Akkor az aldbbi két 411itds ekvivalens:
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(1) Az <M;§fal'5<o(}>-_1_'1_ teljesiild barmely azonossig az
(Ig), (Ifj), (AM) (b<g<o<) azonosgdgok kdvetkezménye.

(11) Az J(ir l i<n -1}I3<o() elemrendszer szabad

generdtorrendszere az dltala generdlt R-beli kommutativ rész-

gyuriinek.

A tétel bizonyitdsidt néhdny lemmdval készitjiikk eld,
elébb azonban bevezetiink néhdny jeldlést. Az £y (g<x) milve-
leti jelekbdl és az X, (n<w) vAaltozdjelekbsl felépithetd
termek halmazdt jeloljik P-vel. Ha « tetszéleges rendszém, le-
gyen Ea az o=-ndl kisebb rendszdmokbdl 4116 véges sorozatok
halmaza, azaz §a= U(_g(n\ka). Ha glegn és §2€gm
(m,n<w), akkor %1* §2 jelslje a §1 és §2 egymds utén
irdsival keletkezé o ™™ -beli sorozatot.

Megdllapodunk abban, hogy birmely & véges rendszdmso-
rozat esetén §' jeloli a §-b61 az elsd elem elhagyésdval
kapott sorozatot, 'g pedig az utolsé elem elhagydsdval ke=-
letkez6 sorozatot. Legyen tovdabbd g" =( g' ) . Szikséglink lesz

még a = halmaz kbvetkezd részhalmazdra:
(4

= =18 em \% Eo e e e¥8q-10 2RO1 acw,  §i=Cyaeaany>

és 3y #£3; ha A (Li<a)i .

—

Most bdrmely E,'d-beli § sorozathoz hozzarendeljik P egy

P§ részhalmazidt az aldbbi definicidval. Legyen

- §xylnet,

amelyet a tovdbbiakban rodviden V-vel is jeltlink, s tetszb-

leges %68 és ¥<x esetén legyen



- 13 -

P<3>*g =;f8 (po’...’pna-l)lpO'...’pnﬁ“le Pg} Y

A Pg -beli termek egyszeriien jellemezhetdk egy-egy alkalmas

fliggvénnyel. Legyen §= <For***1¥p-1> (n<cw). A

g: By X eos xn, —>V figgvényeket E ~hez tartozd fiiggvé~

-
nyeknek nevezzilk, a & ~hez tartozd fliggvények halmazdt pe-
dig Fg-vel Jeloljik. Minden <§,8> (ge gu, geF,) parhoz
hozzdrendeliink egy p(§,g8) termet a kdvetkezs médon. Ha

E=9 , legyen p(E,g)=g(B)(eV), ha pedig E=<p*§ , akkor
p(g:g)‘:fz(p(g'tgo)’°'°’P(§lvgnz_1» »

ahol gi(e)cg(<i>* £) (i<n3).

A szemléletesség kedvéért egy egyszeri példdn végigki-
vetjik a p(€, g) term definiciéjit. Legyen (=2, n =2, n, =3,
és vdlasszuk a §£=<0,1,0> sorozatot, valamint a g(i,Jj,k) =
=X|§wjik| figgvényt. Akkor

p(E ,g)=f (p(§, 8, P(E, 8, ) =
=£, (£, (P(E's 8,) » PE, 8o » PE B 1 (P 8,0) s P(E 1 8,)) (8, ) =
=fo(fl(fo(xoxl) vfoe(rxo) ’fo(xle))’fl(fo(rﬂ.’xz) 9f°(xovxl) 1f°(xl'xo M.
Ezek utén vilédgos a

2.2, LEMMA. Tetszlleges Seg sorozat esetén pe€ P§
o

akkor és csak akkor teljesiil, ha van olyan ge¢ F§’ hogy

p=p(§ 8.

BIZONYITAS. Az 311itds a fenti definicidkra tdmaszkodva
a g sorozat hossza szerinti indukcidval formdlisan is egy-

szeriien igazolhatd.
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A kovetkezSkben definidlunk minden §(¢ 3 )-ra egy G,
permutdcidcsoportot, és megmutatjuk néhdny égyszerli tulajdon-

sdgit. Legyen §=<'do,...,3m_l> (m<w), Sg pedig az

4 halmaz Osszes permutdcidinak halmaza. Az identi-

N Xese XD
0 "'8

3 "
kus permutdcidt t-val fogjuk Jjeldlni, az alaphalmaz feltiin-
tetése nélkiill; ez azonban nem fog félreértést okozni. Jeldlje

az osszes olyan ¥ € S permutdcié halmazdt, amelyre

G e

g

tetszlleges gng esetén
Zo=§(lfj)lz;<o<. i<j<na}u§(Aﬁ3)l,5<z<o<} — p(€,8)=p(E,8M),

azaz, szemléletesen kifejezve, a vdltozdk & permutdcidja az

( Iidj) illetve (AM) azonossigok felhaszndlisidval "megvald-

githaté",
Legyen eldszor § =<5o,31, ceordpa (€ By olyan, hogy
. . * g rd
3o=01+ Definidljuk ekkor a O’ije S€ (1<;j<nz§o ) permutdcidét

a kdvetkezlképpen

<{b,a>*€, ha gaob}=§i,j}

O’fj(<a,b>*e) = g
<a,b>xg, kiilldnben .

2.3. LEMMA. Ha E=<y sJ1s+-rdp.> £8 Jo=0» 2kkor

i< 5. )
tetszlleges 1 3<na° esetén 613 € c;§

BIZONYITAS. Mivel a csigj permutdois hatdsa egy PER,
termre nem mds, mint p i-edik részterme j~edik résztermémnek
p j-edik részterme i-edik résztermével vald felcserélése, az
411itis szemléletesen nyilvanvald az (If"j) azonossdg miatt.
A formdlis bizonyitds is egyszeri. Definicid szerint ugyanis

tetszbleges geF_-re

5
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P(§ ’g)=f'8°(f3°( P(guv goo)’°°°' p(gﬂ 930',‘5»0"9 fao(p(gup g“&_"o):-mp(g ,gnlf;““*.‘»)
illetve
" § " 3
PIE 4 B55)=E, (5, (P(E', (BT 1)oo)r e+ 12 Es L NEDRE
i 5 n g
eeesf (p(§ ’ (gcij)nao.l’o) seee 1P(§ ’ (gsij )nj:l’nﬁo-l»)’

ahol

gji(é) , ha <k,t>=d4,35>
(gdlsa )kf. (8 )=g0’l§J (<k,C>* 5)= gij(E) * ha (k,c> =<j ’ l>

& c(a) , kiilonben .

Igy

%

(Iij) — p(gyg) = P(%sgdigj)f

ami dallitésunkat bizonyitja.

Legyen § =<z§0, cvesdg.]> tetszbleges sorozat, J (<o)
pedig egy rendszdm., Tekintsiink ’Jt‘i€ Sg(i<n3) permutdcidkat

é3 definidljuk a A(m’i)i<na)€ S<a” permutdcidét a kdvetke=-

§

zbképpen:
A('xil i<na)(<k>»s) =<K>* 'Jrk(e) .

Vildgos, hogy A(Grili<nd) a pe€ termek valtozd=-

Topre
inak azon permutdcidéja, amely a i (i<na) permutdcidk p

résztermeire vald egyiittes hatdsdt irja le.

2.4, LEMMA. Legyen E=<j seeesyp > €x™) és g,

Ha Qori|i<na§§ Gg, akkor A, | ixny)e Cppug °
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BIZONYITAS. Legyen g6F<2}>*‘§ tetszéleges. A feltevé-
siinkbdl addédik, hogy

2‘0 — p(gvgi)zp(gygiﬂi) (i<nd)t
s igy
ZO — fz(igs gO )”")p(g ’ “a_‘» =f3(1(§’g0'3\'°)’"° op(g ’g,ngma_4)) .

Vegyilk észre, hogy a fenti azonossig bal illetve Jobb olda-
ldn 4116 term éppen bpl<pxE,g) illetve p(<3>1§.g(A¢'J\'ili<na))),

hiszen

AT i<n, MLE) g(A(m'ili<n3))(<k>xa) =

gk k)#:“'k(é)) = gk'n'k(e) (k<na)°
Ezzel a lemma allitdsat bebizonyitottuk.

Legyen ismét £ =g, ,..0,3p 1> €a™), és tekintsiik az
m halmaz egy ¥ permutdciéjdt. A <gyoms-::+3v(m-1)” sorozatot
Jelol jik gy -vel, ¥ pedig legyen az aldbbi leképezés:
vy : LN N ] , x. LN J x
vy iz 3 X Xa Am-4 '!1'8»'@ 2 dvem-n

<€° goee ,em_‘> '——’<E yo)r e e ’e)’(M“)> .

2.5. LEMMA. Tetsz8leges ge _q(m sorozat, gng figg=

vény és az m halmaz birmely y permutdcidja esetén

(1) {(AM)I{%Q;«XE — p&,g) = p(g’:gif’)-

BIZONYITAS. ElegendS a lemma &11itdsdt elemi tramszpozi-
cidkra bizonyitani, mivel (gy)hg»,a és 9FL =F$, ha v és
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o az m halmaz tetsz6leges permutdcidi.

Legyen tehdt a tovdbbiakban Y =(k,k+l), g pedig tetszd-
leges fliggvény Eg-ben. Az 4l11itdst m szerinti teljes induk-
cidval bizonyitjuk. Mivel m=1 esetén az dllitds trividlis,
tegyilk fel, hogy m>1 és az 41litds m-nél kisebb természe-
tes szdmokra igaz.

Tekintsilk elészor azt az esetet, amikor k>0. Legyen

E=<go>+ E' . Akkor
P(§ og)zfzo(p(g‘ogo Yoo op(g p gnao'l D
illetve
P(g” 185 )=2, (U™, (&) -+ DU, (@'Sn&_l Mo

Jelolje »' az §{1,...,m=1} halmazon a (k,k+l) transzpo-
zicidt. Akkor az utébbi termben

(gy)l =<Zyuyr ¢ o0 1 Pym-1y> = §'9 és
(2)
(69 (£)=(85 ) (< 1w £)=g(< 1>457 (&) =g,5" (&) (1eny).

Az indukcidés feltevés miatt viszont
1 9' N"
20 — P(§,81)=P(§' ggiv‘ ) (i(nxo),

igy (2)-vel vald oUsszevetéssel adddik a bizonyitanddé 41lités.
A k=0 eset maradt hatra. Ekkor

p(g 9g)‘=f3°( f31(p(§|" gm) gece 9P(§"0 go’“iﬂ» peee

oo s Ty(D(E), gna;uo) sooesP(E .g,\j:%_,») ’

illetve
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D& )=E, (£, (RUE'Y, (65),) s -+ 2E™Y, (g?")o,%,» oo

e ,fzo(p((g’,j', (g?-')n&_1,o) yoee op«gy )“9 (89—‘)“&1’“364») .

Itt (gv)u = <Py Ppm-11 7 = <Py 0 Ymaa > = gu és
(87-3ij(€)=g';—‘(<i,j>xe)=g(<j,ba5)=gji(5),

tehdt

by p(€,8)=D(E, g%,

(A
Ezzel a lemma bizonyitédsat befejesztiik.

2.6, KOVETKEZMENY. Legyen &=<og seeergp1>€ s $8
tekintsikk az m halmaz egy v permutdcidéjdt. Akkor

5'¢ ¥ =G .

E” 3

BIZONYITAS. Vegyilk észre egyrészt azt, hogy ha p<y<c,
akkor AH»- A”f5 mésrészt pedig a 2.3. Lemma kdvetkeztében

TN
tetszdleges g<x esetén az S<8>d> -beli (0,1) permutédciéra

©,D ”W(Gi<;,3> | 1In) € Cegyr

és igy §(Iizj)\i<j<nz§\~—-(ﬁd). Ebbbl kdvetkezik, hogy (1)
helyettesithetd az el6z6 lemmdban az aldbbival:

(1) >, — p(§,8)=p(E”,8%).

Ennek tobbszori alkalmazdsdval mdr kdzvetlenill folyik az
41litédsunk.

A fenti hdrom eldkészité lemma felhaszndldsidval Jjellemoz=-

ni tudjuk a G (ge':-zq) permutdcié-csoportokat. E jellemzés-

3
hez sziikségiink van néhdny elnevezésre és jeldlésre. Legyen
ST
/. "“.uu‘y’ﬁ;
MEENY 13

-
7o »

RS -
< om I
= 2
v
N \‘\‘\
T 1218\
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§=<?5o""’2fm-l> € Eu (m>0) +tetszlleges sorozat. A
{Jore+ordg.y> helmazt jeloljuk '§-vel. Vilasszunk ki egy
§€'E elemet és tekintsiik azokat az 1< eee<ig g&km) in-
dexeket, amelyekre Ti. =9 (j<q). Legyen tovabbéd

3

6 =<809 L) ,Em_l? 6 g,gox eoee X _n_gm_‘o Ekkor € 3’ —Vetﬁletének .fog“

q
€8y

juk nevezni és Ela-val fogjuk jeldlni az €5 yeeesEy
° %

sorozatot.,
Tetszlleges g=<3o""'3m—1> esetén definidlunk egy -~

. halmazon a kovetkezé

ekvivalencia-reldcidét az n_ X...xn

¥ -
médon. Ha 1§ egyelemi azaz 1§=§3} ,8~7z (e,’zer_\? jelentse

azt, hogy az € ¢és ) sorozatban ugyanannyi O-s, ugyanamnyi
l-eg, és igy tovdbb, ugyanannyi (nx-l)-es van. Az 4ltaldnos
esetben &~ (E,Qegxox... X-I-I-Xn-i) akkor és csak akkor
. 3 , 22
41ljon fenn, ha birmely yc'€ esetén 8'3'\”2'3 teljesiil.
Legyen ®€S_. tetszfleges. Azt mondjuk, hogy o -

§

tarté, ha bdrmely £€ n,X...xn, sorozatra E~%(e) tel=~

O

&
Jesiil.

2.7. LEMMA. Tetszbleges & =<Y seeesdp.1> € B sorozat
o

esetén G. az N, X...Xn halmaz &sszes ~~tartd permu=-

§ & —3k4
tdcidinak halmaza,

BIZONYITAS. Jeloljilkk egyeldre H_=vel az N, X...Xn
g —-XO _Zm—d

halmaz Osszes ~~-tartd permutdcidinak halmazat. A H_S G

E %
tartalmazds bizonyitdsa céljdbdl elegendS megmutatni, hogy

bdrmely ~ -relédcidban levé 8,2(6 By X coeX _113“_’) parra az

(8,7) transzpozicidé bemne van G_-ben. A 2.6. Kdvetkezmény

g

felhaszndldsdval adddik, hogy korldtozddhatunk az olyan Gg

permutdcié-csoportok vizsgdlatdra, ahol & GEQ‘.



Legyen tehdt gz g‘o#.....-lf gq,-‘l' ahol §1a<ﬂi,...,ﬁi>e _<_>_(ki

(k>0) és ﬂ;iﬁ 153 ha 1#j (i,3<q). § hasszénak nevezzilk |
és %(g)—vel jelvljilk a I (k;|i<q) természetes szdmot. ¢(§)
szerinti teljes indukciévallfogjuk bebizonyitani, hogy ha
kox...x_x}k‘%"), akkor (8,"2)6(‘: o AZ e(g');o

E~ (emen
? ’? “Po ﬁvi 3
illetve Q(§)=l esetben ez nyilvanvald, hiszen ekkor szike

ségkdppen € ="7.

Legyen {(g)=2. Ha q=2, akkor k_=kis1, s igy E=Y.
Ha viszont q=1 és igy ko=2, akkor vagy ismét 8='2, vagy pe-
dig &=<i,j> és "2=<;),i> teljesiil valamely i,j<nﬁo termé=-
szetes szdmokra. Az dltaldnossig megszoritdsa nélkiil feltehew
t6, hogy i<j, s igy (E,?5= O‘Ej. A 2.3, Lemma felhaszndldsd-
val adddik az allitdsunk,

Tegyiikk fel a tovdbbiakban, hogy {(E)Z2 3 és minden
olyan £€ E}“ sorozatra, amelyre E(;’.)< t(g), a fenti 4dllitdsunk
teljesiil. Legyen (:‘=Eo*...*€q_l illetve 7= ?o*"'*’?q—l'
ahol 61,’?16 31;:3 (i<q) és legyen 6°=<£g,...,ego_l> illetve
6= <Dorecss 7§0,1> .

Vizsgdljuk eldszor azt az esetet, amikor eg= ?g. Ekkor
az indukciés feltevés miatt (ekq‘)e:eg,. Ezért ha

(g, 2'), ha i= c‘.’gé Zg E

(i<n, ),
) Po

L, kiilonben :
akkor a 2.4. Lemma felhaszndldsdval (g .‘?)=A(3rili<np°)e Gg’
amit bizonyitani kellett.

A tovibbiakban feltesszilk, hogy Egik 73, s igy speci=-

&lisan k 22. Legyen elészor k =2, s igy t(g)z3 miatt
qQZ2. Minthogy 6~vZ és eg;é '28, szlikségképpen '2g= 65’_



. o 0 L ~ “:::

68 1= Egs TOVADDE  E=Er#..ehE_1~N= P¥ ek . Vlasszuk
a g permutdcidkat a kovetkezdképpen:

Po)'

(80’78), ha <193>’=<"th ’7:?_>
"le = 5 (i,J<n

L kiilonben

Az indukcidés feltevés miatt Wijengu (1,j<np ), igy a 2.4.
pe}

Lemma kétszeri alkalmazdsdval adddik, hogy

(3) ’Jr=A(A(srij|3<npo)|i<nf5°)e(}g.

Jeldlje v a kovetkezd permutdcidt:

(01 2 vee UE)-3 UE)-2 e(g)-l)
234 ...UE-1 O 1 )

Ekkor
Pw(e)=€'<ed, € és Ya(p )=€9 g, 1>,

8 1gy az el3z6 bekezdésben bizonyitottak miatt (*7:(55,3’ar(7))eeg, .
Vegylik észre, hogy 0\"1')7-1(%48),71(2))9'31': (€,7), s igy a
2.6, Kovetkezmény valamint (35 felhaszndldsdval addédik a bi-
zonyitand6 allitds.

Az az eset maradt hdtra, amikor k23 és eg £ ?g. Az
dltaldnossig megszoritdsa nélkiil feltehet8, hogy az 5{,...,6§0_1

elemek kdzt van ’zg-tél kiilonboz6, ha ugyanis ez nem teljesiil,

csak & é€s ? szerepét kell megcserélni. Legyen

= _ =0 -0 o o0 0 =0_ 0 =0 0
80“<8o’ooo,€ko-l> <80,|o.,€ko_l>' 81101 60 80 és 81# ’?o

tovdbbd



= -0 ~0 ) ) ‘ 70_ O =0_ .0,
'?0"0?0""' ?ko-l>”<?o""’7ko-l>’ ahol 9 ,= 1, és 11= €5
kitlonben tetszdlegesek. Tekintsilkk a kdvetkezd permutdcidkat:

(e',E;*Cl‘*...*eq_l), ha i= g°

o .
Yy = ( i<ng )
YO Bkt ), ha i=n® Po
'2"'20 Pa¥ee- ?q-l ’ =%

L kiilonben.

Az indukcids feltevésblGl kovetkezik, hogy :wie G§.A (i<nﬁ Y,
(1]

igy a 2.4. Lemma miatt 3r=A(ori|1<nP )E Gg. Konnyen ellend-
0
rizhetd, hogy

H(E)=EF¥E koo ¥E és T)=PXPy¥ oo e® Py -

Legyen U“Zg?g’ ha eg<?g, ill. 0"=q;8, ha €8>*z§- A 2.3,

Lemma miatt O€ Gg. Vegyilkk észre, hogy

o'x (5)=sr(a)=on Cy¥ee¥Eqy és o".r(oz)=<eg, /?g»@:wh* oo ¥N-1

€s igy a kordbban bizonyitottak alapjan (O’ﬁr(e),G‘ﬁr('?))eGg.

Akkor viszont (€ ,'?)='Jr'lo"1(o’3r(e), O’a'(oz))o‘:lre(}g, s éppen ezt
akartuk bizonyitani.
Ratériink a forditott iranyu Ggs:. H§

tdsdra. Elegend$ megadni egy olyan <n_ ,... ,nz, coe> (Fax) ti-

tartalmazds bizonyi-

pusu algebrdt, amelyen egyrészt teljesiilnek a Zo-beli azo-

nossdgok, misrészt barmely & ega sorozathoz megadhatéd egy
gng fiiggvény ugy, hogy ha :weSS—Hg, akkor a p(g,g)=p(E,g)
azonossdg nem teljesil rajta. -

Megmutat juk, hogy egy alkalmas modulus-redukt eleget tesz
a kovetelményeinknek. Legyen R az 5rg|3<o(, i<nd§ rendszer

dltal szabadon generdlt szabad kommutativ gyiirii és legyen
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hid (xo,...,zg1 l) Z r X, -

3 fn,
Az ® =(R; Sfa,lz«xb algebrén nyilvédnvaldéan teljesiilnek a
Z.O-beli azonossdgok. A 2.6. Kovetkezmény alapjén a mésik
kdvetelmény teljesiilését ismét elegend$§ a gega sorozatok~
ra bizonyitani. Mieldtt ehhez hozzdkezdenénk, ellrebocsdtunk
egy hasznos lemmdt, amelyben leirjuk a p(§ 'g) (ge'{-}a, ge Fg)
termek alakjat modulusreduktokban.

Legyen n tetszlleges természetes szdm és <to""’tn—1>€fﬁﬁ
ahol 2 tst. Tekintsik azt az J=y¥...4p €I sorozatot,

i<n % &
ahol "z.—<i,...,i>€n . Az p-val ~ reldciéban levé n -beli
sorozatok halmazdt jeldolje a tovdbbiakban E(n,<to,...,tn_1>).
Nyilvanvaldan

n!
o! ...tn-l!

|E(n, <ty enesty )=

Ha NoyesesB (a<w) tetszldleges természetes szdmok és
s.egn"' (icq), akkor E(n S )%...*E(nq 18 _1) fogja jeldlni

az Osszes olyan £ o + o o*E -1 alaku sorozat halmazdt, amely-

q-
re €& (-:E(ni,si) (icq).

2.8. LEMMA. Legyen R tetszlleges kommutativ gylirii és

legyen
£ (xo,...,:‘nn _1) =2 ri 5 (<o)
1<n8
ahol r;€R tetszbleges. Legyen tovabbd §=§0#...%v§q.__l GE.W.
ahol §;=(By,.-eappE, &8 PiAfy Ba 1A (4,3<q).
Akkor bdrmely geF fUgevény esetén
e .
(4) (g, g)= Z(Z (s)*."#s I TT (g By )z,
f<w 25 =k, 31 i<q ;j<nP
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ah°1 81=<Si°,oooysi,nﬁ. -1> EQnﬂ"_éf.
‘

@)

(5) aso*”.*s = ’§€l£eE(no,so)*...*‘E(nq_l,sq_l) N

q¥l
és gle)=x §| .

@
Forditva, ha az asoi' T

5 o
a

€<U) So‘xcoo*sq-l i<q Sio! oo e Si'n

természetes szimokra fenndll az

q-1

TT k!

|
pt
egyenldség, valahdnyszor jz(:_,l :sijzk1 (sij«u. i< q), akkor van

o 8 .

olyan gng fiiggvény, amelyre (559 és igy (4) is teljesiil.

BIZONYITAS. Az elsd &llitds (§)=2.k; szerinti induk-
i<
cibéval egyszeriien igazolhaté, a misodik 411itds pedig az elsé

kozvetlen kovetkezménye.

Térjink vissza a 2.7. Lemma bizonyitdsdra. Legyen

k B
i
gzgoﬁ...*gq_l, ahol §;=<fyiseeesffP€X ﬂi"'lgj ha i3 (i,3<q), és
vdlasszuk a geF fiiggvényt kolcstndsen egyértelmiinek. Akkor a

€
)
p(g,g) term (4)-beli alakjdban mindegyik a(sQ X o XS egylitt-
o LN N ) -1

haté O vagy 1, mégpedig a(E) =1 akkor és csak ak=

s *...*s
o Q-1
kor teljesill, ha a g(&)=xe feltételt kielégitlé (egyetlen) €

sorozatra & €E(nf5° »Sy Y., .*E(npq'_‘, sq-l) teljesiil. Hasonlé

érvényes barmely S_-beli ¥ permutdcié esetén a p(g,gw)

3
Ve o » (Q)
term (4)-gyel analog el8allitédsdban fellépé by, .o
o LA N ] q-l

egyliitthatdékra is.
Tekintsiink most egy tetszdleges weS_~H  permutdcidt.

” }g k -4 g g '1
Akkor létezik olyan £€n o><...><_15‘5:4, amelyre E¥x (&).

Legyen g(s)—-—xe és valasszuk az soat...*sq_l sorozatot ugy,

-
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hogy 5€E(npo .%)*...*E(npq:{,sq_l). Akkor gsr(or'l(e)) =x, 6, de

¢

0

-1
() € E(np ,so)-x...*E(an.‘,sq_l). Igy

@
So¥ese¥S

®©

aso*...*s =1 €s b

q-1

=0,
g-1

amibol kbvetkezik, hogy az R algebrdn nem teljesiil a
P(§ »8)=p(E,g7) azonossdg. A lemma A411itdsdt ezzel bebizonyi=-
tottuk.

Eddig az (Ig) azonossdgokat nem haszndltuk., A kdvetkezd
lemmédban egy olyan allitédst fogalmazunk meg, amelyb6l specid-
lisan adddik, hogy <n°, ceeslyyee «> (g<x) tipusu idempotens
Abel~-féle algebrdkban barmely azonossag teljeslilése ekvivalons
valamely p(§,g1)=p(§,g2) agonossdg teljestilésével, ahol §€S°‘
és gl,gzng . A rovidség kedvéért vezessilkk be a kovetkezd
jelolést: 21=3(Ig) | a><c>(§ U {(Aﬁa) | B,y < i,

2.9. LEMMA. Tetsz8leges po,...,pk_leP (k<w) termekhez
megadhaté egy £ € E« sorozat és D seessDy_ 1€ P§ termek ugy
hogy

Zl = Pi=I-Ji (ikk).

BIZONYITAS. Az 411itdst & pP_yees,P,.; termekben eléfor-
duldé miiveleti jelek J(épo,...,pk_li) szdma szerinti indukci-
6val bizonyitjuk. (Minden miiveleti jelet annyiszer szdmolunk,
ahdnyszor eldfordul.) Ha ez a szam O, akkor PyresssPy 1 €
P¢, igy dllitdsunk trividlisan teljesiil. |

Pegyik fel, hogy J(ipo,...,pk__]} y=n(21) és 4llitdsuk
érvényes minden olyan qu,...,qe§9P termhalmazra, amelyikre



- 26 e

J(iqgye0e99,}) < n. Az dltaldnossig megszoritdsa nélkiil felte-
heté, hogy P, € P-P¢, és igy
po=f3 (pk' e oo ’pk.*.rla -1)

valamely ¢g<o=-ra, A épl,...,pk+ _1} halmazra alkalmazha-
t6 az indukeciés feltevés, tehdt létezik olyan §€S°‘ sorozat

és olyan Pyse "’pk+na—l€P§ termek, hogy
21 — pi=§i (lfi<k+na).
Akkor viszont

21 = pi=f3(pi’""pi)=fa(;i""’1=)i) (15i<k)

Zl T po=f5 (Pysee ’pk+na-l)=f5 (s e jk-ma-l) .

Itt a jobb oldalon 3116 termek mar -beliek, A 2.2, és

P<2;>*§
2.5. Lemma alkalmazdsaval adddik a bizonyitanddé allitds.

2,10, LEMMA. Legyen R tetszbleges egységelemes kommuta-

tiv gyiirii, n(21l) illetve k pedig tetszdéleges természetes

szdmok. Tekintsik az R [yo, oo ’yn-l] polinomgyiirii egy

t, toy
W(Ygreees¥pg)= Z ay t  _Ygeee¥noq
go00ey -
1.<Zn:t" & O n~-1

elemét, €s legyen

Z So
-2
V(yo’“"yn-.?)ﬂu‘(yc)’""yn-Z'-L it ) > tisk Toreventy 2}'...:%_"‘2.

w<n-4

Akkor ha van az_ a €R) egylitthatdék kozt O-tdl kii-

o""’tn-l
1onboz6, akkor létezik olyan O-t6l kiilonbozd a
to’...,‘tn-l

(%;:-'n ti=k) egylitthaté is, hogy



a =D -
to""’tn-l to""’tn-z

BIZONYITAS. Tegyilk tehdt fel, hogy az a
toresertp g
egyitthatlk kozt van 0-tdl killnbdzd és ezek kozill vdlasszunk

ki egy olyat, amelyikre 25] ty minimdlis. Legyen ez az
i<n-l

egylitthaté az (#0). Egyszeriien meggondolhatdé, hogy a
tO""’:En-l -

to ¥'n‘ Z 4 »
v(yo,...,yh_z) polinomban y.°... y,_» egyiitthatéja éppen

lesz, amit bizonyitani akartunk.

a
.Eo,...,%n-l

2.11. LEMMA.Legyenek q(21) illetve niczl) (i<q) tetszd~

leges természetes szdmok. Tekintsiik a
Z[ng)"O-,y(O) gl) (l) (q-l) eoe y(q l) ] .P_______.Olinom—
q

poco,ynl_ ,..,yo

gyuri egx
el ) - ZZ ooy T T
s(a i<gq j<ni

elemét, ahol k; tetszdleges természetes szdm és s; =

= <Sio’ cee ’si,nt-l> (i<q). Legyen

-1 -1
v(ygoz"Ovy1§2129°o-’y(q 920~vy1g: l) ) =
= u(yg?zco'ygozzgl Z (02...,ygq,%2.,y(q-l), l-Z Jl-l))n
Jn, -1 -1 j<nq1-l

Z ::bw v o 1L T ofoyss,

:E‘t- 0" ***  "g=1 i<q j<n -1
d<n;- 1*

(t<q)

ahol t "<tio""’ti,nt-2> (i<q). Ha az asd*"‘*sq-l egylitt-
hatdk kozt van 0-t0l kiilonbozd, aklor létezik olyan O-161 kii-

egylitthatd is, amelyre

1lonbozé a

Soil L) o'*sq_l



a =b, 1
so%...*sq_l Sp¥ee+¥S51

teljeslil. Kovetkezésképpen, ha u nem a O polinom, akkor

v sem az.,

BIZONYITAS. A lemma 411itdsdt q szerinti teljes induk-
cidval bizonyitjuk. A q=1 esetben ez nem mis, mint a 2,10
Lemma d1llitdsa az R =Z esetben. Legyen most q(>1l) tetszd-
leges természetes szam, és tegyiik fel, hogy a 2.11 Lemma 41l1i-
t4dsa érvényes a q-ndl kisebdb természetes szdmokra. Tekintsiik
a fenti O~t61 kiilonboz6 u illetve a hozzd tartozé v poli-

nomot Z[yé??..,ygo)l,...,y(q %2..,y(q 2) ] feletti polino=-
(o] q -2"
moknak:
u(yéoz...’y(oll,...,yéq %2--9y(q-l) ) —:EE::: l ‘ yﬁfl)ﬁﬂ
q~1" qv_ﬁ q—l 3<n
6""1}1
illetve
v(y§°2...,y(°22,...,y<q .., (q-l) 0) =
i [T (y<q-l>>‘*' .
3«»-1*” q-l J<n
ahol
(o) <o> y$a2), ., (q-2) RE
Usq l(yo ,...,y .o oy q 2"
DN TT T lsgon®
Sk, s #...xsq 2#Sq 1 X o
S¢ i<g-1 j<n,
) dmy (\,<q,1) 1
é€s
Vt (Yg020°-9y(0)2 'o-’y(q 2)°°’y§q-2) ) =

q-1 Q-2
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=:z§E::::bt .. .4t 1111 (Y(l)) H,

2t <k, O q-2 q-l i<g=-1 3<n1-1

A 2,10, Lemmdt alkalmazzuk az u(ygoz...,yl(lozz l-Zyj 2oes
3<n -1

(q-1
(a-2), ., y{372) 1 ng'22y ?--29Y(q_l)) polinomra.
nq J< nq_ -1

Ennek van zérustdl kiilonbozé egylitthatdja, mivel az Ug

...,y

q-1
polinomok kozt van zérustdl kiilonbozb, és arra alkalmazhaté
az indukciés feltevés. Akkor a 2,.10. Lamma felhaszndlédsival
adddik olyan Sq-1 sorozat létezése is, hogy U nem

q=-1
zérus polinom és

S

v <yg°2...,y<°> Zy<°>,...,yfa-,...,ynq-3;,1- lytrza,

q-1 Do J<n, -1 ;j<n 2=
(o) (0) (q-2)
=vl g ooy LI N ] -2
Sq_l(yo yn "' yO goeoe 'yi(lz_z"%)

Ujra az indukcids feltevés felhaszndldsdval innen mdr kovet-
kezik a bizonyitandd allitas.

2.12. LEMMA. Legyen R tetszlleges egységelemes kommuta-

tiv gylird, q(21) és n;(1) (icq) tetszléleges természetes
szémok. Tekintsik az R gyirinek az rgi) (i<q, ¥ng-1) ele-

meit és legyen rx(li.)_fl— ergi)(kq). Tegylik fel tovdbbd,
i j<n -

( ( (q-1 (g-1 .
hogy van a 3l o°2...,y 021,...,y 4= ,2..,yn2_1_%] polinomgylirii-

ben olyan trivialistél  killsnbozé

v(y(o,..., 02,...yg1-}>...,y<q-1>> Z LTy IR (y‘i’) 4

Tg-1 2. tysky O i<q ;j<ni-1



polinom, hogy R-ben fendll a

(q- 1)

v(r(o) r(°)2, ceesToS yeee, Ty

o,oco,

(q-1) ) =0
ql

egyenléség. Akkor léteznek olyan K:L (i<q) természetes szdmok

és olyan trividlistél kiilsnbozd
] l ‘ l PEONES
d

(6) (3(;’2...,35(3:3,...3&‘1 ., (q-J)) Z

S i...'XS

Sy ‘ i<q j(n
yntJ 1
olinom, hogy
GO 12 S T CO N C o S C o ISR

€s minden egylitthatéra

K, !
< I I i .

(8) A
i<q Big: oo ‘Si,ni-l

Bg¥ oo .*sq_ll

BIZONYITAS. Tegyiik fel, hogy a v polinom adott, és te-
kintsiik a kévetkezd polinomot:

u(y(oz...’y(OZl’...’y(q }200'y£q-lzl) =
g-1
b-3 ty
& ! t
=z§ £t¥.”*t TT « ﬁ» N [I (Y“J)iﬂ.
> t‘J < &k o el i<gq ,j<ni j<ng-=1
gened (i<q.)
Nyilvédnvaldan
u(ykz....y“» 9 1= :E::ykq..., %2000 (q-l) I'ZEE::: (q l)) =
2 j<ngsl J 1 j<nq_1-l
- v(y§°2....y,‘,iz_....,yc‘,q‘%h..y,ﬁq'l’z).

q-1"
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8 igy u maga is trividlistdl killonbdzd polinom. Legyen u
normdl alakja

it Do oy e 11 T] o,

I' Zty q -1 i<q j<ny
d('ﬂ
az itt fellépd ag o ﬁ{ egyiitthatdék abszolut értékének

maximuma pedig A. Vdlasszuk a K(21) természetes szdmot ugy,
hogy a K, =k, +Kn; (icq) természetes szdmokra teljesiiljon a
K;2 A (i<q) feltétel. Megmutatjuk, hogy az

1) fq-l -1 )
U(y(o’ooogxl 1,.0., (q ,'oo, q ) ) i<q J<n ) u(%oliooql(z_])_’ooog o ’)000’ ]].-).l
polinom eleget tesz a kovetelményeknek. (7) teljesiilése abbbl
adédik, hogy az egyenldség a konstrukcidé folytan az u poli=~
nomra fenndll. A (8) egyenldtlenség igazoldsdhoz vegylik ész=-
re, hogy ha az so*"'*sq-l sorozatban valamelyik Sij (;j<ni,i<q)

= 0, Masrészt,
g=-1

sorozat csupa pozitiv elemekbSl 411, ak-

elem O, akkor az U polinomban Aso*.“*s

ha az 8. < ¥80

|a | < a HK ,

Sg¥ e e o¥By_7 i<q

kor

igy (8) nyilvanvaldan teljesiil. Ezzel a lemma allitasdt be-
bizonyitottuk.

Mostmar rdtérhetiink a £f6 tétel bizonyitéséra. A rovidség ked-
véért legyen 2.= 3(1 )|'3<°<7§U§(I )|'8<0( i< j<ny bu (Aﬁd)lﬁ«*z«x}
Nyilvénvaléan 2, €21 , a 2.6. Kovetkezmeny bizonyitdsdndl
pedig JAttuk, hogy Zr-zl.
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A 2.1, TETEL BIZONYITASA. Tegyiik fel el8szir, hogy (1i1)
teljesiil. A 2.9. Lemma miatj; elegendd az <M; §f6|3<a§> algeb-
rén teljesiilé p(E,g)=p(E,h) (& 6[-"_,“, g,h€Fg) alaku azonossé-
gokrél beldtni, hogy 2. -bdl levezethetdek. Tegyilkk tehdt fel,
hogy az <M; §f3l3<o<}> algebrén tel jesiil a

(9) p(g,8) = p(g,h) (8€Z , gheF,)

k
azonossdg. Legyen &= E ¥...¥5, ;) , ahol §;=(B;,..fPE

(i<q) és ﬂi#ﬂj ha i#j (4,3<q). Legyenek tovdbbd p(E,g)
illetve p(E,h) (4)-beli eld4llitdséban fellépd egylitthatdk

i

rendre

&) . (8)
(10) a( illetve d .
so* e .* sq-l So* o e .*sq-l

A (ii) feltétel teljesiilése miatt R-nek az §rjﬁ"~ |i<q, j<.nf>=.°ﬁu;l§

halmaz altal generdlt részgyiiriije izomorf a Z[y(OO),...,yI(:;? SO

[

...,ygq’l),...,ygq"l,)_z] polinomgyiirivel. Igy a 2.11 Lemma
q,-4

felhaszndldsdval a (9) azonossidg tel jesiilésébdl kidvetkezik,
hogy a (10)-beli egyiitthatdk rendre megegyeznek, azaz - a 2,.8.
Lemma alkelmazdsdval - barmely sg% ... 8q-1 Sorozatra

I lele (-:E(nﬂo »Sy N¥.. .*E(nﬂq:‘,sq_l),g(e): xe} I =

= '3€|8€E(nﬁ°,sos*...¥E(n ,sq_lj,h(e)=xt§’

-4

teljesiil. Létezik tehdt olyan ~ =tarté we Sg permutacid,

hogy h=gwr, Akkor viszont a 2.7. Lemma folytan
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2. + p(E,g)=p(E,h),

amit bizonyitani akartunk. ‘
Forditva, tegyiik fel, hogy (ii) nem teljesiil, azaz lé-
teznek olyan pdronként killonbozé ﬁb,...,ﬂq_l<cx rendszdmok

és olyan nemtrividlis vez[yg?,,,,y£°22,...,Y§Q‘}2..,y£q-i) ]
O q-

polinom, hogy

v(rﬁo,...,rﬁo ﬁq-l rﬂq

o 0-2,...,1‘0 recerin _2) = 0,

-1
q-1
Akkor a 2.12. Lemma miatt van olyan (6)-ban leirt alaku nem=
trividlis U polinom, amelyre a (7) és (8) feltételethelje-

Sﬁlnek. Le@en g=§0*oo."§q_l, ahol §i=<ﬂ1’°'°’/gi>€g 1 éS

vdlasszuk az §x0,x} értékkészletil g,h€5fg figgvényeket
ugy, hogy barmely sd*"‘*sq-l sorozatra teljesiiljon

ha A =20
Aﬂg..#s?l, S& ee .‘v sq-l

|§E!eeE(np°.so)*.-~*E(np# Sq.l»gff)"xo}l "{
o, killonben

és <0

sdﬁ.mﬂqwq_

-A ha A
%?”3%pdf

felee g ¥ -+ 3By ,h(e)=x}|=
o, Kiilénben.

Ilyen fuggvények (8) miatt nyilvén léteznek, (7) illetve a

2.8. Lemma kovetkeztében pedig a

P(§ .é) = p(E,h)
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azonossig teljesiil az <<M;§f313<a}> algebran. Nem teljesiil
viszont a fentiek miatt egyetlen olyan idempotens modulus-
redukton sem, amely a (ii) feltételt kielégiti. Igy o

2. + p(§,8)=p(g,h),

és ezzel a tétel 411itdsat bebizonyitottuk.



3. A VEGTELEN CIKLIKUS CSOPORT TELJES

IDEMPOTENS REDUKTJA ALTAL GENERALT NEM INDEXELT VARIETAS

JELLEMZESE AZONOSSAGOKKAL

vAz el6z6 részben 1ldttuk, hogy ha R egy egységelemes kom-
mutativ gylirii, akkor barmely R-modulus barmely _< M; §f8[3<9:}>
idempotens reduktjdn teljesiilnek az (Ig),(Ifj) és (Aﬁa)
(pey<, 1<j<n8) azonossdgok. [l]jelﬁléseit haszndlva ez azt
jelenti, hogy bdrmely ilyen algebra benne van az

(NIO) x7 \7 f(XyeeeX) =X 3
n fEAn

(ngjj V (fx5f= (fxij)f ’ (i< j<n);
eA,

(NA) VV V V ve=te
n m feAn geAm

azonossdgokkal jellemzett U nem indexelt varietdsban, ahol X
8z Xy, (k,6<n) vdltozdjelekbdl 4116 nxn-es mdtrix, Xij

ugy keletkezik X-b6l, hogy benne x -t illetve x3n+i't

in+
felcseréljik, Y pedig az Xyen+t (k<m,z<n) valtozdjelekbll
4116 mxn tipusu mdtrix.

Megmutat juk, hogy V-t generdlja a végtelen eiklikus cso=-
port teljes idempotens reduktja, vagy ami ezzel ekvivalens, a
végtelen ciklikus csoport teljes idempotens reduktjénak
miveletklénja dltal generdlt heterogén varietds egy azonossig-

badzisa a kovetkezl:
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a (L-beli azonossigok, tovabbd

1 1 1
(Slg) C?(fg,eo,...,eoheo :
2.
(sz‘ilj) c; (£7, Cng,(fn e ,...,e )sees

2.
.oo’C fn e<n l)n’...’e(n 1)!1"'11 1))
2
BC;(fxol'C:’(fg,e[no]".-o,e?n_llﬁ),-'o

2..

ceesCo (£5 e[(n-l)nf""’e[(n-l)n+n-ll*))

(i<j<n) ,

ahol

jn+i, ha k=in+]j
, |
k1" = < in+j, ha k=jn+i (k¢n®)
X,  kiilsnben

(sA™?™y oIt (fm,cgﬁfg,eﬂf,...,emn P
)

*€(m-1)n’ “"e?xx;-l)n+n-l)) =
an(f’;,cm fm 5 ,...,e?g 1)n)""

mr

m un '
°° ’Cmn(ftcx:’en-l’ e ’e(m-l)n+n-l))

(O<myn<w).

Ugyanolyan gondolatmenettel haladunk, mint az e16z6 rész-
ben, ezért a bizonyitds gondolatmenetét csak vdzoljuk. Ismét
szilkség van néhdny jelvlésre. Legyen TP most az f}:

(i,k<w,k21) valtozéjelekbll és e? (i< n<w), Cg (m,n<w)
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miiveletl jelekbSl felépithetdé heterogén termek halmaza, Jeldl-
je P(n) (n<«w) azon P -beli termek halmazit, amelyek az n
indexii alaphalmazba képezl heterogén miiveleteket reprezentél-
nak. Legyen §f§|i,k<w,k21}=H. Tetszéleges EeU(H"|m<w) . so-
rozathoz és n természetes szamhoz hozzdrendeljilk TP(D') egy
P részhalmazat a kovetkezd médon. Ha E=9, ']P(n)-{enlkn},

)
ha pedig § = <fk>ak§, akkor

T ) 3R csenl.

TP(n)-beli termek egy-egy fiiggvénnyel jellemezhet8k. Legyen
g-(t‘k ,...,f}; ), s jeldlje -“_—(n) akX..Xk 1 halmaznak az
{e li<n} ~be valo lekepezeselnek halmazit. Minden <§, g> (ng(n))
pérra definidlunk egy (g, g)dP(n) termet az aldbbi mdédon. Ha
E =§, legyen P(g,8)=(P) € { ei|i<n }, ha pedig §=<flic>%§
akkor

W(g,g)=ci(fli(,-P(g',go), oee ’TP(gl’gk—l)) ’

ahol
gj(6)=g(<j>*e) (j<k).

Ervényes a 2.2. Lemma kovetkezs analogonja:

3,1. LEMMA. Tetszdleges Eec\J(H'|m<w) sorozat és n(21)
természetes szdm esetén P GTP(n) akkor €s csak akkor teljesiil,

ha van olyan geF(n), hogy 1p='p(§,g).

Legyen §=<f1:°,...,fim"l)eU(Hm]mm)) és jeldlje sg a
o mel

kX..xk , halmaz Osszes permitdcidéinak halmazdt. A 03g per-

mutdcidecsoportot definidljuk ugy, hogy ‘St'eGg akkor és csak ak-

kor teljesiiljon, ha w€ S§ €és tetszéleges n természetes 'é'."i"iiij.;;
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illetve géﬁén) figgvény esetén
Uf(SIrilj ) 1<iencwui(sa™™) |ocm,n<w} - p (g, 8)=p(g .Jgs.r) .

A 2.3, - 2.5, Lemma valamint 2.6. Kévetkezmény analogonjai
érvényesek maradnak és igy bebizonyithaté a 2.7. Lemmdhoz
hasonlé

3,2, LEMMA. Tetszdleges E€\U(H"|m<w) sorozat esetén

G .g§4asszes Sg-beli ~-tarté permuticidé halmaza.

Definidljuk az KJ(H@|m<u» egy részhalmazat a kdvetke-~
z6képpen:

= ={glg= =Eo¥ - ¥5,1 € U(H®|m<w) és

<8083 (Gea, £0€m), 20460 ha 34t}
= peeey <Q.’ ’ a

A 2.9. Lemma gondolatmenetéhez hasonléan igazolhaté a
kovetkez6 411litas:

3«3, LEMHA. Tetszal@gee ?O’.‘.’?k-lep(n) (k(&)) +ermelte

hez megadhaté egy §€E sorozat €s P, ,T)k_leTP(n) termek
ugy, hogy

LU SIH) | 0<new} U §(5A™™) | 0<m, new} P, =P, (i<K) .

Ennyi eldkészités utan be tudjuk bizonyitani a fent emli=-
tett tételt:

3.4, TETEL., A végtelen ciklikus csoport teljes idempo-
tens redukt;jénak miiveletklénja a klén definidld azonosségai

valamint az (SI )y (SIij) €s (SAD n) (O0<m,n<¢w, i<j<n)
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azonossdgok dltal jellemzett hetrogén varietdst generdlja.

BIZONYITAS. Jelsljilkk az egészek additiv csoportja teljes
idempotens reduktjdnek miveletklénjdt € -vel. Azt kell iga=
zolni, hogy bdrmely € -n teljesiilé azonossdg levezetheté a
tételben mondott azonossdgokbdl. Vegylink egy € -n teljesitld
=P azonossdgot. A 3.3. Lemma miatt feltehetd, hogy

'Po,ple'“’g(n) 4ll fenn valamely n természetes szdmra és

n . k
g=§0#...¢§q__1€,3, sorozatra, ahol §j=<f:;,...,f?§>eﬁ J és
n. n
£, IAL, S
1%
—}Po-.:'P(g,g) és ‘]Pl= (g,h), ahol g és h alkalmas Fg'(n)-beli

fuggvények. Legyen §fa =Z rgxi|'5<o(§ a € elemeinek egy
i<n
3

jélrendezése, ahol f, aritdsa n_, rﬁez és Z rzzlﬂ.
g g i ikn 1

(3<or, i<na). A PP azonossig teljestilése €-n azt jelen-

ha j#f. A 3.1.Lemma felhaszndldsival nyerjilk, hogy

ti, hogy barmely aritdstarté $: H —> X fiiggvény esetén a
1) oPexg) = p(PE,x0)
azonossdg teljesiil a <2Z;€> algebrdn. Itt

n n, k
Pe=Pg ..o, 1, anol q’gj=<q>(fi:f),...,<1>(fig)>€Qg /
J
és  X(e])=x; (i<n<w). A (11) bal illetve jobb oldalén levé

termek (4)-beli elddllitasdban fellépd egylitthatdk legyenek
©

R
(12) a( illetve d
Sg¥ e+ X8 8% . KS

gq=-1

Ezek fliggetlenek a $ fiiggvénytdl (v.o. (5)). A 2,11, Lemma
felhaszndldsidval - abbdl a ténybdl, hogy az egészek 2Z gyii~-

-
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rije generdlja a kommutativ gylirlik varietdsdt - kovetkezik,
hogy (12)-ben a megfeleld egyiitthatdk pdronként megegyeznek.
Akkor viszont (5) figyelembe vételével konnyen lathatd, hogy
van olyan ~-tartd oresg permutdcio, hogy h=gw. (Felhasz- _
naltuk kozben, hogy rogzitett n-re X kblcsontsen egyértelmtii.)

Igy a 3.2. Lemma miatt we@G , 8 ezzel 3llitdsunkat bebizo-

3
nyitottuk.



4. UNITER MODULUSOK BIZONYOS IDEMPOTENS
REDUKTJAIN TELJESULO AZONOSSAGOK HAIMAZANAK EGY BAZISA

Legyen R tetszéleges egységelemes gyiri, Bt pedig egy
trividlis annulldtor idedlu R-modulus. Ezeket rogzitsiik le a
tovdbbiakban. Megjegyezzik, hogy a trividlis annulldtor idedl
feltételezése nem jelenti lényegében az dltaldnossdg megszori-
tésdt (v.6. [6), Lemma I.2.,) Ebben a fejezetben megadjuk az W
modulus <M;n(Clm(S?5 Ny<x)> alaku idempotens reduktjain tel-
jesiilé azonossigok halmazdnak egy-egy bdzisidt, és néhdny ez~
zel kapcsolatos kérdést vigsgdlunk.

Vegyilk észre eldszdr, hogy érvényes a ktvetkezd -az 1.4.

Tételnél erdsebb - Allitds is:

4.1. LEMMA.Legyen R tetsz8leges egységelemes gyiirii, N

pedig egy trividlis annulldtor idedlu R-modulus. Tekintslik a
01m(al)_ kldn egy m(Clm(Sz)IZg«x) részklénjdt, shol

SZI (3<x) a2z R részgyiriije. Akkor 1létezik pontosan egy olyan
R részgyiiriiibdl 4116 3=§Id.|$<f5} halmaz, amelyre

M(c1 (Sa Ny<ex) =M(Cl (15)|5<f5>),

és amely eleget tesz az 1.4. Tétel (a)-(c) feltételeinek,

BIZONYITAS. Legyen C=ﬂ(Cl,m(SK Ng<ox) és jeltlje Ry
a C-beli miveletek egyitthatéi dltal generdlt részgyliriit R-
ben. Legyen tovdbbd J,=5,NR; (y<o). Megmutatjuk, hogy barmely
25(<o<) rendszamra Jd az R 1 egységelemével egylitt generdl=-
ja Ry-t. Valdéban, bdrmely C-beli miivelet egylitthatdéi leg- -
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feljebb egy kivétellel Ja-beliek, 8 igy mivel az egylitthatdk
Osszege 1, az dsszes egyiitthaté bemne van R-nek a Jzuf 1

dltal generidlt részgyliriijében. Ebb6l specidlisan az is addédik,

hogy Jy (3<x) idedlja Rgy-nek. Igy

C =r\(01m¢1) | I 1idedlja Ry-nek, Cs cnm(l)).
Ezek utdn a [6]-beli I.14. illetve 1.15. Lemma bizonyi-

tdsa sz6 szerint megismételhetl, igy a 4.1. Lemma Allitdsat
bebizonyitottuk.

A 4.1, Lemma figyelembe vételével a [6]-beli II.7. Tétel
bizonyitdsa médosithaté ugy, hogy a kiovetkezl erGsebb dllitéds
bizonyitdsdul is szolgdljon:

4.2, LEMMA, Legyen R 1etszdleges egységelemes gyliri, 2

pedig egy trividlis annulldtor idedlu R-modulus. Tekintsilk a

Cl,m(R) kléng_gﬁ(Clm(Ia)|5<o<) részklonjat, ahol R rész-

gyuriiinek az 3=~§16|3<o<} halmaza eleget tesz az (aj-(c) fel-
tételeknek. Akkor a m(Clm(Ia)|'6<°‘) klén akkor és csak aldcor

generdlhaté végesen, ha o véges €s ﬂ(13|5<o<) az R végesen
generdlt részgyiiriije.

Az 1.5. Tétel haxrmadik &11itédsa, tovdbbd a [6]-beli I.7.
Lemma alapjdn megadhatjuk a 0(01m(18)15<0<) alaku klénok
egy~-egy generdtor rendszerét, specidlisan végesen generdlhaté

k1ldnok esetén véges generdtorrendszerét.

4.3, LEMMA. Legyen R tetszdleges egységelemes gylirli, %
pedig egy trivdlis amnulldtor idedlu R-modulus. Tekintsiik a

Cl,(R) klén egy (WOl (I,)ly<x) részkiénjdt, ahol R
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részgyliriinek az J =§Ia|'3<o(} halmaza eleget tesz az (a)=-(c)
feltételeknek. Akkor a ﬂ(Clm(Ia )g<x) k1ldén egy generdtor-

rendszere a

T
fixety+(~t)zly, | ter}u {B%:ﬂinB;mlsreH }

halmaz, ahol T a m(13]’3<0() gyirii egy generdtorrendszere,
H pedig T[J egy olvan részhalmaza, amely minden 'IT'j -beli o

particidnak tartalmazza valamelyik finomitdsit.

E generdtorrendszer elemeit fogjuk az (IM; ﬁ(Clm(Ia)]3<a » al-
gebra alapmiveleteinek tekinteni. X =1 esetén H=p lesz, véges
o(22) esetén H-nak az egyelemii blokkokbél 4116 particidét tar-
talmazd egyelemii halmazt fogjuk vdlasztani, mig végtelen
esetén H a Tj halmaz lesz.

Elészér az & =1 esettel foglalkozunk. Legyen I,=5 az
R tetszbéleges részgyiirije és jeldlje ms az <M;§gm |oc<v}>
algebrat, ahol

8, (X, ¥,2)=1x+s y+(=~8 )z (c<v)
és {s.|w<v} az S részgylirii egy generdtorrendszere. £lla-
pod junk meg abban, hogy ha 1€S, akkor sozl. A 4.3, Lemma miatt
ms ekvivalens az (M; Clm(S)> algebrival.

Legyen §ao,a1,...,an,...§ egy v tipusu jélrendezett hale
maz. Jeldlje A(a y@yyeeeyByye..) Vagy réviden A az {anl'«v}
dltal szabadon generdlt abszolut szabad <2,2,1,0> tipusu al=-
gebrat (ahol a miiveleti jelek rendre +,+,- illetve 0),
F(a,say9+009890+.) Vagy roviden F pedig az {aml»«v% ‘éltal
szabadon generdalt abszolut szabad gyliriit. Az a.* S, (R<v) meg-
feleltetés F-re valé folytatdsdval keletkezd q: F—>35 gyi-
rilhomomorfizmus magja legyen az 1 idedl, s tegyiik fel, hogy
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jes, A<t az I idedl egy generdtorrendszere.
Konnyen ellendrizhetd, hogy DQS-en teljesiilnek a kovet-

kez8 azonossdgok:

(L) B (X5 90Xy 5%y )=, (<)

(IIHN) 8L(gn(xoyxlyxz)1x3yx4)=gn(gl(xoox3)x4)’xlvx2) (L k<)

(IIIQK) gL(xoygm(xlvxgvx3)9gn(x41x5:X6))

L

=gL(xo.gm(xl,xz.xsﬁ.gn(x4,x3,x6i)
=gL(xo.gm(xl,x6,x35.gw(x4.x5.x2)) (L,n<v5
(IV&5 gn(gx(xo,xl,xz),x3.xn5=gm(gn(xo,x3.x25,xl.x4) (K<vZ
amibol (ILQN) alapjédn az is kovetkezik, hogy
(13) g&(gn(xo,xl,xz),x3,x4)=gn(gn(xo,xl,x45,x3,x2), 0c<»6.

Az 1tt felsorolt azonossdgokbdl 4116 halmazt jeldlje 280. Ha
leS, akkor Zﬂé—en teljesiil az

*

(I,

go(xo’Xl’x2)=go(xl’xo’x2)

azonogsdg is.
Minden weA(ao,al,...,am,...) sz0hoz hozzirendeliink egy

hidrom viltozds p, termet a kovetkezd definicidval:

po(x,y,z)=x

pan(X.y,Z)=gn(x,y.Z) (r<y)

Pwl+w2(x'y'Z)=Pwl(Pw2(X'va)vy’z)
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pwlwz(xvyvZ)=pw1(xopw2(x9Y:Z)’x)
p-w(x’ytz)=pw(xozvy).
Vezessiik be A alaphalmazan a kdvetkez6 ~ reldcidt:

Wq Wy akkor és csak akkor, ha Zoi— pwl(x,y,z)zpwz(x,y,z).

4.4, LEMMA. A-n a ~ reldcid kongruencia és A/~ =T,

A lemma bizonyitdsanak eldkészitéséill megmutatjuk, hogy
Zo-bél levezethetSek az (I)-(IV) azonossdgokkal analdg azo=-

nossdagok a p, termekre is.

1. ALLITAS. Tetszbleges we€A-ra

Zo b= P (%X,¥,¥)=x.

2. LLLITLS. Tetsz8leges Wy ,Wo,Wz €A szavakra érvénye-

gsek a kovetkezd term-egyenldségek:

p(wl+w2)+\43(x’y’Z)=Pw1+(w2+w3)(x. Y,2)
p(wlwz)w3(xyy’z) ==Pwl(w2w3)(x,y,z)
p-(-wl)(x’y'kawl(x’y’z)
p_(wl+w2)(X9y9Z):P(_w15+(_w2>(X,y,Z).

Mindkét allitas a p,, termek definicidja alapjén kozvetle=
nil igazolhatd. Vezessiik be a kdovetkezé jeloléseket:
Xn={ae, 2, lejev, i<n} (O<ncw), X=\U(X |O<ncw), Y=XuU{-w|wex}.
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3., ALLITAS. Birmely v,we€Y szavak esetén

E:o}—-pv(xo,pw(xl,xz,XB),pw(x4,x5,x6))-
(14) “pv(xoopw(xl|x2'x5)’pw(x4px5'x6))=
=pv(xo,pw(xl,x6,x3),pw(x4,x5,x2)).

BIZONYITAS. Ha vea és w=a (tye<v), akkor dllitdsunk
(lebm)eiﬂo miatt nyilvanvald. Legyen tovdbbra is v=a, és
w=a u (ueX), s tegyiik fel, hogy (14) tetszlleges a, (v),
u pédrra teljesiil. Akkor panu definicidja illetve az 1.41-
1it4ds miatt, tovdbbd a (III) azonossdgok és az indukcids

feltevés tobbszdri felhaszndlasdval addédik, hogy

p.(x ,p. (% ,%x ,%),p. (X ,x_,x.))=
a’“o'Faut?’ 2730 au Ty 75 e

2
=pa5x°,pa£X,mu(:g,x2#3 )op, (x,x,x )) .pa‘(cxﬁ,pu(X,i XX, )P (x,x % ))) =

°pat(xo,pa'(cx4 HEEERBMEEERIBNCE NEX TN NCE LR o
.=paL(x°.pa£x4,pu(x' % )Py (2%, 00, (2 0y (% 2,5%, ) o2, (3, % %)) >
=paL( Xo,paixi.pu(xwxz,xs ) pylx,% %)) vPa,((xq'pu(’ﬁ”‘qﬁﬁ )y, (%, % %, )P
=Pa (%P (%0 (% 3. ) 4y (%%, D) 42 (2,0, (3,3 %, ) 4By (%%, ) >
=paf XpPa % Py (% %% ) 12y (2%, ) .pa'(qu.pu(:g‘.xb,xs ) ooy (%% %, M=
=pa£xo,pa’(cx{,pu(x4,x2,x5. )y, (%,%,% ) ,pa'(cx,‘.pu()g,x,',x1 )12y (%% %)) >

(I11)

=paL( %o (%0 (%, 2% ) 2, (%, 3, %)) ,,pa’gx,i,pu(x1 X% )0y (x %, ))) =

pal('xo ’pa’(cx1 :pu(x1 ’xl oxs-) 9x1 ) ’pa‘(qxlq ’pu(xq vx3 va ) ’x" ))=

(xi,x ,xs),pa&u(xq,xa,xs)).

pas X0 'pamu 7
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A mésik azonossdg levezethetésége hasonléan igazolhatd, igy
beldttuk, hogy (14) teljesiil minden olyan v,weX pérra, ahol
ve{a, iwe<v}. Tegyiik fel most, hogy (14) érvényes az u,weX
parra és v=a u. Akkor

Py (X 9B, (Xg5X5,X3) D (X, Xy Xg)=
=paL(xo’pu(xo’pw(xl’XZ’x3j’pw(x4’x5’x6»’x§) =7
=Pa, (%59 P, (X s P (Xq »X0 s X)) s B (Xy s X5, Xg Dy X ) =
= Py (Ko s P (Xq 9y X555 ) Py (Xy s X350 %6 )

és hasonléan igazolhaté (14) a mdsik azonosségra is. Végiil, ha
veY-X vagy weY-X, akkor £14) teljesiilése ktzvetleniil adédik
abbél, hogy teljesiil a ivi, lw! parra, ahol

v ha veX

-7 m VeY—X .

4, ALLITAS. Tetszbleges v,w€Y szavakra

Zo*— Py (X2 ¥ 2) =D, (X,3p, (X,2,¥)) =
=pv(x’pw(xvy9x)pr(x’ztx» =

=p,(x,Dp (x,%,2),Dp,(x,%,¥)).

BIZONYITAS. Az 1. és 3. Allitds felhaszndldsdval kozvet-
leniil igazolhatdé az d1litéas, '

5. ALLITAS, Ha v,weX akkor



2:0 — pvw(x,y,z)=p(_v)(_wj(x,y.z)

550 — p_vw(x,y,2)=pv(.w5(X.y.Z)=p(_v)w(X.Y.Z).

BIZONYITAS. A 4. £11itds felhaszndldsdval

p(—vA)(-W). (X,.’)’;Z):p(_v)(x, p( 'W) (x,y,z) ,X) =
2

=p,(x,%,p (%,2,7)) ="p, (x,5,2).
Kozvetlenil p__ . illetve Py (=w) definicidéja alapjdn 14t-
haté, hogy PPy (-y)- 1nnen pedig a 2. f11itds figyelembe
vételével
bX

p-vwapv(-wj =op(--v).w ’

ezzel allitdsunkat bebizonyitottuk.

6. LLLITAS. Ha v,weY, akkor

ZO — pw(Pv(xorxlvxz) ’X3vx4)=pv(Pw(xoox3vx4):Xltxz) .

BIZONYITAS. Hasonldé gondolatmenettel haladunk, mint a
3. £11it4s bizonyitdsakor. Legyen elészor v=a_ (x<¥). Ha
w=a,  (L<v), akkor dllitdsunk nyilvdnvalé. Tegyiik fel most,
hogy 4llitésunk v=a, és w=u(€eX) esetén teljesiil, s mutas=

suk meg, hogy akkor a v=g,, w=a u parra is teljesiil. Valéban,
Pw(Pa.c(xoyxlrxz) vx3’x4) =

=P, (Pa, (%o X1s%p) sy (%511 1%5)s%50%4) 50y (XorXpsXp) =°

(I11),(I)
= PaL (pa'c(xo’xl’XZ) ’pan(pu(xo’XB’xl})'xl’xZ) 9Pan(xo ’Xl’XZ)) =
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In
=pafpa£xo’xl'x2)’pu(xo’x3’x4)’xo) =

”Paipafxoopu(xoox3vx4)9x°)9Xlax2)=PaiPw(xoox3’x4)oxlvxz)o
amit bizonyitani akartunk., Tegyik most fel, hogy 411itdsunk

az u,w(€X) pdrra igaz, s bizonyitsuk teljesiilését a v=a u,w

(k<v) parra:

L=
pw(pv(xo’xl’XZ)’XB’X4)=pw(pan(xo’pu(xo’xl’xz)’xO)’x5'x4) a

=pan(Pw(X09X3yx4)9pu(x09xlox2)txo) =

2:(3)
=Pan(Pw(xo’x39x4)’Pw(Pu(xoyxlyxz)’X39x3),pw(xotx49x4» =

2
=Pan(PW(XO ,XB,X4) ’pw(pu(xo’xl’xz) ,X3,X4) ’Pw(xoyx3:x4)) =
=Pa’c(PW(XO 9X3’x4) ,pu(Pw(xo’x3vx4) vxlvxz) ’Pw(xovx3’x4)) =
=pv(Pw(xO,x39x4) 9X19X2) .

Az Allitdst igy beldttuk tetszdleges v,we{ parra, ahonnan a
p, termek definicidja felhaszndldsdval egyszeriien addédik tet-

sz6leges v,w€Y parra is,
A 6, £11itds fontos specidlis esete:
7. ALLITAS. Ha wq,w,€Y, akkor
Zo T Py aw (x,y,z)=pw +V (x,¥,2).
172 21

8. ALLITAS, Birmely veY sz6 esetén

ZO Lo Pv(pv(xo’ X1P(2)1x39 X4) = R,(Pv-(xosx3txz)’xly X4) =PV( Pv(xo 9219 X4) ’ x3 1Xo ).

BIZONYITAS. A 6. £11itds miatt elegendS az elsd azonossig
levezethetlségét bizonyitani. Most is szoritkozhatunk a veX
esetre. Ha v=a (x<v), akkor dllitdsunk trividlis. Tegylik fel,

hogy v=a u (x<v), u€X és u-ra az &llitds érvényes. Akkor
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Pv(Pv(xoyxlrxz)’x3’X4) =
' 2,(6.)
=pa (pv(xo’xl'XZ)’pu(pv(xo’xl’XZ)'x3’x4)’pv(xo’xl'x2» =
®
' ‘ - 2, (3.,1)
=Pa (pv(xo’xl’XZ)’pv(pu(xo’x3’x4)’xl’x2)’pv(xo’xl’XZ» =
LN

‘ Zo (4.
=paw(pv(xo,xl.x2),pu(xo.x3,x4).xo) )

(v, an,a)
=pan(pan(xo’xo’pu(xo’XZ’XI»’pu(xo’XB’x4)’xo) =
=Pa (xo’pu(xorx3yx4)1pu(x09x2’xl» ’
<
és hasonldan
Pv(pv(xo’x39x2)’x19x4) = Py (xovpu(xo’xlox4)apu(xovx29x3» .
<
Innen a 3. £11itds felhaszndlédsédval nyerhets a
2 '
Pv(Pv(xoyx19X2)9x3ox4) = PV(PV(XOsx3’x2)vxlsx4)
osszefiliggés, s éppen ezt akartuk bizonyitani.

Mieldtt megfogalmazzuk a 3. Allitds egy 4ltaldnositdsit,
ujabb termeket definidlunk. Legyen O<k<w, v =<vo"“’vk-1>€Ak'
Tetszdleges _w_r_eAk szévektorokhoz hozzidrendeliink egy 2k+l val-

toz6s p, termet az alébbi definicidval:
p(Vd£xO’xl’x2) = pvo(xo’xl’xz)’
és ha y_eAk, v, €A, akkor

py_vCVlg(XO’xl'XZ' ° 'x2k+1’x2k+2)=pvk(py_(xo’ v X K 19 %004
(k<w).

9. ALLITAS. Legyen O<n<w és O<k <w (J<n). Zekintstink

tovibbs tetszbleges weY™ illetve l_rjeYk5 (j<n) szdévektoro-

kat. Akkor tetszlleges Jj(<n) ¢€s i(<kj)-£§_




Z |-—pw(xo,pv (xo,xl,...,x2k ),py_o(ito,il,...,XZk ),...

L2t e @2l oy -
p-Y-n- xn ’ 2kn-1) p‘_n- an- D)
=p_v_w_(xo’p_\£0([xo]'[xll""’[xﬁcg )9ng[i°]v°oov[ﬁgk(},),3.c
n-1y -1 qx —n=-1# n=l iy
OOO’pym-quo ],‘..,[xgkn-l] )’pzn-l([)gg ]’...’[xlekn-l] )
=p“1(xo,pv ([xg],[xg],f..[xgk}*),gz([ig],...,[igk_]),...

n—l n-1 n-l \
..o,Pan[ ]""’[ kn ]) Pv -1 * "'9[2121 ]*»’

ahol
X.,1 s ha f=J, me2isl
[xé1*= 'g ’
xé , Kulonben
xt ., ha U=), m=2i+2
SO
=) %
’_§tn , kiilonben
és

é J_(f;l“l 9 _hé t:xj’ m=2i+2

x& » killonben

X7, » ba {=3, m=2i+l
B\l é .
xg , kiilonben

BIZONYITAS. Ha j=n-1 és i=kn_l-l, akkor 4llitdsunk
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kozvetleniil adédik a 3, £11it4sbél. A tobbi eset pedig erre
visezavezethets a 6. f11itds tobbszori alkalmazdisdval,

Jeldlje a tovdbbiakban W azon A-bell elemek halmazét,
amelyek Y-beli elemekbdl a "+" miivelet véges sokszori alkal~-
mazdsival elfallithatdk. A O kitiintetett elem is tartozzon
W-hez. A 2. £11itds miatt nem fog félreértést okozni, ha a
zdrdjelezéstél eltekintiink a W-beli elemekhez rendelt termek
jeldlésében.

Az el6z6 2llitdshdl a

(15) p(Vop veeyV -l> (X,Y1zsy9 Zygoes )yoz)=p«2tvi(x1y9 z)

(vieA y ickew)

egyenléség figyelembe vételével egyszeriien adddik a

10. ALLITAS. A 3. £11itds tetszbleges v,weW szavak esetén

is érvényes.

11, ALLITAS. Legyen weY és w,eY (i<n<w). Akkor

Zao'—'Pw‘Zui (xvy’z)=P2wu (x,¥,2).
ten “no 1

BIZONYITAS. n szerinti teljes indukciét alkalmazunk. Ha
n=1, Adllitdsunk trividlis. Tegyilk fel, hogy &llitdsunk n-l-re

igaz és legyen v=u_, u=z u, . Akkor

o Oxi<n

‘ 2.
Py(vu) (X2 Y2 2)=p, (X, p,(p, (%,¥,2),y,2),X) =

-_—PW(X’ Pv(Pu(x,y’Z) 2Y, 3) ,pv(x’z’ 3)) z°=(3,1)

= p,(x,p,(x,y,2),p,(x,2,y)).
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Mésrészt viszont, minthogy az indukcidés feltevés alapjén

Z,
(16) P (Xs¥,2) = p&%nwui(X.y.Z),
a 7. £11it4s miatt

2,
(x,y,2) = p (X,¥,2),

pwv+wu wu+wv

s igy
2

Pyvewa (X2 Y92) = 0 (0 (%,¥,2),7,2) =
= PPy (2575 2) Dy (P (X575 2), ¥4 2) » Py (2,7, 2) ),

ahol ismét (16) és a 7. £1llitds miatt

P (P (%,¥,2),¥,2) z=1'°pw(pu(x,3r.2).y,2)-

Tehdt

-2
Pwv+wu(x9y’z) =°

‘ . C S, (3.1)
P (P (%, ¥,2) 5 Py (D, (%,7,2),¥, 2, P (X,¥,2) =

' )
= pw(pwv(x’yoz)’Pu(xsyvz)vx) = )

i

‘ (8. 4.
= p,(p,(x,%, 0 (x,2,¥),p,(X,¥,2),X) = )

pw(X.pu(X.y.zli.,pv(x,z,y‘iii ’
és 1gy nyilvéanvaldan
pw(v+u)(x,y,25 ‘prv,v+‘m(X.y.25.
ahonnan (165 felhaszndldsdval adédik a bizonyitand6 411litds.

12. fLLITAS. Legyen veW és w;€Y (i<n). Akkor
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20 = D(x wi)v(X.y.Z)=pz wiv(X.y.z‘)
LN

“n
BIZONYITAS. Ismét n szerinti indukciéval bizonyitjuk az

411litdst. Az n=1 esetben az 41llitds trividlis. Tegyilkk fel, hogy
n22 és (n-l)-re az 3allitéds igaz. Legyen W?Eaﬂﬁ. és u=w,_q e

A<n-

Akkor definicidé szerint
P(wu)viXs¥»2)=p,(p,(x,p(X,7,2),X),p(X,¥,2),X) =
=pw(puv(x.y,25 P (X, ¥, 25 »X)
illetve
pwmv(x,y.Z)=pw(puv(X.y.Z).pv(puv(x,y.ﬂ.y.Z).puv(X.y.25) .

Ha v=0, az 411itds innen egyszerilen ad6dik, ellenkezd esetben
a 11. £1litéds miatt

(17) puv(x’ysz) =°p2uvi(x93rvz))
<l

ahol v;?%Yi, V€Y (i<k), ezért a 7. £11litds felhaszndlédsival
<
(py Zop (po(%,7,2)
Py Py (X,¥,2),¥,2) = p, (P, (x,¥,2),¥,2).
Akkor viszont

Py &9 72 2) é";g,,(qn,(x.y,i), Puo(Py(X,7,2),7,2 ),p, (X,7,2) ,

ahonnan ujra csak (17) illetve a 10. f11itds figyelembe véte=

lével nyerjiik, hogy
. 20 .
Pyviuv(Xo¥s2) = D (D, (X,¥,2),P,(X,¥,2),X).

Beldattuk ezzel, hogy
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( ) =° (
P(wsn)v{¥s¥s2) = Pyyiuy Xy¥92)

ahonnan az indukcids feltevés felhaszndldsdval rogton adddik a
bizonyitandé 4llitas.

A 4.4, LEMMA BIZONYITASA. Az, hogy A-n a ~ reldcié kong-
ruencia, nyilvdnvalé. A 2., 5., 11. és 12. Allitds alapjén iga=-
zolhatd, hogy minden ~v-0sztdly tartalmaz W-beli elemet. EbbSL
pedig rendre az 1., 2., 7., 8. illetve 1ll., 12. £111tds fel-
haszndlédsédval adédik, hogy A/~ a +,-,0 miveletekre nézve
Abel-csoport illetve a szorzds disztributiv az Osszeaddsra. A
sgorzds asszociativitdsa a 2. £11itds kovetkezménye.

Az A/~ ¥ F izomorfia abb6l adédik, hogy az ¥=<F;{g,[r<¥}>
algebrdn, ahol

g (%X,¥,2)= x+ay+(-a,)z,

teljesiilnek a E:o-beli azonossidgok, és tetszlleges vV,wEA
elemekre a pw(x,y,z)=pv(x,y,z) azonossdg akkor és csak akkor

teljesil ¢ -en, ha a w=v egyenléodgy fenndll F-ben.,

Vegyiuk az F gyiirlinek mint A faktorstrukturdjdnak egy
W-be esS reprezentdnsrendszerét. Legyen vVveF reprezentdnsa
v'eW, specidlisan & _=a, (k<»). Minden veF elemhez hozz4ren-
deliink egy hdrom védltozés q, termet a kévetkezbképpen:

qv(X.ys25= v,(x,y.Z)-

Minden ‘g;<v0,...,vn_1?€Fn vektorhoz is rendeliink a kordbbiak-
kal analdg médon egy-egy 2n+l vdltozdés termet:

qv(xo,X1, 0 .,in)=pv, (XO, oo o,in)’
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ahol g' =<v<'),...,vr‘l_l>. Jeldlje Q az Osszes q,l{(xio,31:11,...,xj_zr)1

alaku termek halmazdt, ahol zan (O<n<w). Q-nak a Q, részhal-

mazdt alkossdk ezek kozil azok a qv(xi ,xil,...,xj_2 ) termek,
- o n

ahol Envi:o' 150=0 (0<k<n) és il<i3<...<12n_l.

4.5, LEMMA. A g _(x<») miveleti jelekbll felépithetd bér-

mely p termhez taldlhaté olyan 'ﬁ(—:Qo term, amelyre Eov—-paﬁ.

Most is néhdny - a kordbbiakhoz hasonld - dllitdst igazolunk
a lemma bizonyitdsa elétt. Megjegyezzilkk azonban ellszdr, hogy a
kordbbi 41litdsok kozil az 1. és 10, A11itds akkor is igaz marad,
ha benne a pw(w€W) termeket qw(weF)-fel helydtesitjiik.

13. ALLITAS. Legyen O<ncw és w=<W_,.eo W _>EF.

Akkor az n halmaz tetszdleges ar permutédcidjdra

Zb\—" qﬂ(xo ’yo 1 4 ZO g oo ,yn_l ? zn_l)::qm( xo ? 'J\'(o)’ Br"(o)’ LA ’y“(“.q)’ zﬂ(ﬂ.‘) *

a}__lg_l 9'!’_\1=<W1\,(°), s "Vﬂ(“-ﬂ?'

BIZONYITAS. Elegend$ az 4l1itdst elemi transzpozicidkra
bizonyitani. Ekkor pedig csak azt kell megmutatni, hogy tetszl-

leges u,ve€l-re

20 — Pu(Pv(xoo xl’xz) 1x3ux4)=Pv(Pu(xovx3 914) .xl.xé) }

azaz, ha u:-z u, és v=2 v,

i €Y, i<k, j<m), akkor
i<k jem I

Zo b p_l_z_xz(xo’xl’XZ"' 13X 1% s X5y Kp g e .,x3,x4)=



:p-v-’ll-(xo,X3,X4' LRI ,X3,K4,xl,]{2, oece ,xl,x2) [}

ahol 3=<uo""’uk-l>’ 1=<vo,...,vm_l>. Ez pedig a 6. £11ités
tobbszori alkalmazdsaval konnyen ldthatd.

14. ALLITAS. Legyen O<n<w &s wW=<W_,...,w, 1> . Tegytik fel,
hogy Wi=Wy (i<j<n) és v Jjelvlje az (i,j) itranszpozicidt. Akkor

20 — qﬁ(xo'yo’zo’ cee ’yn-l’cn-l) =

=qﬂ(xo,y,v(o) EINERR ’y'v(n-l) ’Zn-l)=

=qﬂ(xo ’yo’zt‘(o) g oo ,yn-l’zfc(n_l) )=
BIZONYITAS. Az e1l6z6 411itds alapjdn elegendd itt csak az
elsé azonossdg levezethetlségét bizonyitani. S6t, az is felte-

hetd, hogy j=i+l=m=-l,s igy 4llitdsunk addédik a kdvetkezlblol:
barmely weF-re

zor—qw(qw(xo ,xl,xz) »X3,K4)=qw(qw(xo ’x3vx2) vxl’x4) .

Ehhez azt kell beldtni, hogy a 8. fllitds bdrmely veW széra
is igaz, ami addédik a 6. és 8. K1litds aldbbi kovetkezményébsl;

k
barmely B=<U y»eeyQy_PEY -ra, ha uy=uy (i,3<k) és ~ jJe=
1611 az (i,j) transzpozicidt, akkor

zo""pg(xooyo’zoo e ’yk-l'zk-l)ap_‘l_l_(xo’ (0)’ Zyseee ’y‘ﬂ(-l)'zk—l) .
15. ALLITAS. Ha u,veF, akkor

520i—-quv(x,y.Z)=qu(x,X.qv(x,Z.y» .

BIZONYITAS. A 4.4. Lemma és az 1. £11itds miatt



Q% ¥s2) = q,(x,q9,(x,y,2),q,(x,x,x)) ,
s igy a 10. £11it4s felhasznélédsdval
W)

Qv (%75 2) §°qu(:hqv(xm.x).qv(x,z,y))

=q, (x,%,q.(x,2,7)) .

16. ALLITAS. TetszSleges wu,v,weF elemekre teljesiil, hogy

EEOF'qu(xquv<xl’xzsx3)9qw(x4ox9x6» =
=quw(quv(qu(xo’xl’x4)’x2’x3)’x6’xs)°

BIZONYITAS. A g, (t€F) termek definiciéja miatt a Jobdb
oldalon 4116 q termre fenndll a kovetkez6:

s .
9-=°qu(quv(qu(xo’xl’x4)’x2'x3)’
qw(quv(qu(xo’xl’x4)’x2’x3)’x6’x5)'quv(qu(xo’xl’x4)’x2’x3» .
Vegyiik figyelembe, hogy a 13, A1litds alapjdn
>IN
qw(quv(qu(xo’xl’x4)’x2’x3)’x6’x5) =
= quv(qw(qu(xo’xl’x4)’XG’XS)’x2’x3)’
s igy a 10. illetve 1, f11itds felhaszndlédsdval adédik, hogy
2 '
Q = qu(quv(qu(xoyxl,x4),XZ.X3):
A (0 (X597 5%y )9 X9 X5 ) 5 G (X 0 X9 5 Xy D)

Ezt a gondolatmenetet még egyszer megismételve nyerjiik, hogy
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Eo . .
Q = q,(q,,(a, (x5 %),%,) X% ) ’qw(xo’xe'xs):xo)z‘n’:GS)

= qu(qu(qu(xonxlnx4)pqu(xovxlox4)pqv(qu(xorxl’x4)px31x.2» ’
qw(xo’xsyxs)oxo)-

A 13, £11itdsbbél kovetkezik, hogy

poN
qv(qu(xoax19x4))x39x2) = qu(qv(xo’x3’x2)’xl’x4)’
s igy ujra csak a 10. és 1. A11itds alkalmazdsdval kapjuk, hogy
=, ‘
q = Q€9 (X0 s %) 5% )1 X9 A (X s X9 X5)) 5Q (X s XgsX5) Xy e

A 14. £11itds kbvetkeztében a 0 (x,s%5,%,) 1lletve x, term

"felcserélhets", s igy az 1. Kllitdstis figyelembe véve

=, SRURY
qQ = qu(qu(xo.xlyx4).qw(xo.XG.XS).%(XO-X3,X2)) =

q,u( qu(xo ’qw(xo’x6’x5) 9qw(x4’x49x4» ’

: 2, (10.)
qv(xl 'xl’xl)'qv(xo ,x3,x2)) =

= qu(qu(xquw(xovx4'x4) oqw(x41x5’x6» ’

: (4.
qv(xl.X27x3),q,v(xo,xl.xl»Z_g )

' 20(1’1.,1.)
qu(qu(xo 9Xo’q,w(x4_:x5ox6)) 9qv(x19x29x3) 9xo) =

qu(xo’q’v(xl’x2’x3) 9qw(x49x5’x6» ’

ezzel dllitdsunkat bebizonyitottuk.

17. ALLITAS. Legyen weF, veF" és _gan (0<m,n<w). Akkor
é
ZO — qw(xo,qv(x 2Y192790009 Vs zm)9qu(ioy1’-§lvo--137n9§n» =

-~
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= q<mw‘!*w2(xo’xoioylozly coe ’ym,zmozlfﬁlv o 'En’?n» ’

ahol wu=<wlj,...,v>, ha _1_1_=<ul, coery D, és wv ;]elentés‘e ha-

sonld. .

BIZONYITAS. Az 1. £11it4s miatt elegendd az m=n esetet
vizsgdlni. Exkor az 411litds n szerinti indukcidval igazolhaté
a 16, illetve 13. f11it4s felhaszndldsdval.

18. ALLITAS. Legyen _\g_=<‘wo,...,wn_l>€Fn (O<n<w) ¢é8

¥
}1 =<Wo » = o, cae "vn-l'-wn-l> . AkkOI‘

Zo — q}g(xl’XZ’ ces ,x2n+1)=qﬂ. (%) 9 X9 X9 Xz9XgreeesXpy 19%) e

BIZONYITAS. ElegendS az n=1 esetben igazolni az 4llitdst,
onnan mar indukcidéval nyilvdnvaldan adédik tetszbleges n ter-
mészetes szdma is. Azt kell tehdt megmatatni, hogy ha weF, ak-

kor

Zo i—qw(xl,xz,x3)=q_w(qw(xl,xz,xo),x3,x°).
Ez a kovetkezbképpen igazolhatd:

q-w(qw(xl’xZ’XO) 9x3oxo) =°

=qw(qw(xl,ngxo) 1 Xq 9x3)2§k,1.) qw(xl.xzyx3) .

A 4.5, LEMMA BIZONYITASA. A 17. £11it4sbél kévetkezik,
hogy a g, (R¢v) miveleti jelekbSl felépithetd bdrmely »p
termhez létezik olyan p€Q term, hogy Zo —~p=p . A 18, £1li=
tds alapjdn pedig ebbdél mar adédik_olyan

U} ,
P aqﬂ(xio,xil,xo,xiz,xo,...,xin,xo)eQ term létezése, hogy ’
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ﬂ;<wo"';’whp1?an’ Egiwi=0 és E:ok-p=p". A 13. f11ités alap-
Jan feltehetd, hogy <ijseessipp=} ¥ ¢ee¥fp 1, ahol

ka:(jk,...,jk)eu}lt (k¢m) és b
Akkor ii“g

mnk=n, tovdbba Jd<31<"°<3m-i‘

Vi = . W (k<m)
v 1"J=1 nd
és‘xé<vo,...,vm_i> vidlasztdssal teljesiil, hogy

20"— P=qy_(x- vxjopxovovooxj ,xo),

1o m=1

és a jobb oldalon 4116 term benne van Q,~ban.

Korébban megidllapitottuk, hogy az st algebrin teljesiilnek
az (I)-(IV) azonossigok. Az azbéta bevezetett jelolések birtokd-
ban mostmér megadhatjuk az 7ﬁé-en teljesiilé azonossdgok halma-
zdnak egy bdzisdt. Az eddig felsorolt azonossdgokon kiviil nyil-

vénvaléan teljesiilnek ¥Hlq-en a kovetkezS azonossdgok is:

(Vy) qea(x.y.2)=x (A<p) e

Jeloljiik a tovdbbiakban §:l~gyel a Eﬂb LJ%(VA)|A<P} azonossig=-
halmazt.

4.6. TETEL, Legyen R tetszl8leges egységelemes gyirii, S

pedig R részgyiiriije.Attél fiiggben, hogy 1¢S illetve 1€S, §:l

illetve EBILJ{(IZ)§ bdzisa az N(g algebrdn teljesitlé azo-

nosségok halmazénak.

A tétel bizonyitdsa eldtt még egy lemmadt bizonyitunk.

4,7. LEMMA. Legyen
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J,=3w|weF, 21 — qw(x.y.25=x}.

J =§w~w‘ \w,w‘eF, 21‘”‘ qw(x,Y’xj=qwn( x,y,x)}
és
Jy={w-v' |w,w'eF, Z 1y )}*—qw(X.v.X)ww\(x y.x)§

Akkor mindhdrom halmaz az F gyliri idedlja, nevezetesen J,=J
az F gyirit fe,|A«<m} 41tal generdlt idedlja, J, pedig az F
gyuru

(18) fej<ptufa a ~a a8 -8, o<y}

4ltal generdlt idedlja.
BIZONYITAS. Az elsd d1litds kinnyen ellendrizhet§. Megmue-

tatjuk péladul, hogy J ideslja F-nek. (J,-re a bizonyitds
826 szerint megismételhetd, Jo esetén is hasonld, de egysze-
rilbb) Legyen w-w) v-v'eJ és ueF. Akkor
2 Z 6.)
Dy (XY yX) = qw(qv(x,y,X).y.X) = qw(qv.(X.y.X).y,X)

' b
=q 8y (X, Y5 %), ¥, X) £) 2 Xy ¥4 X) ¥y X) =°qmv(x,y,x)
és
b :
quw(x,y,x) = qu(xqu(X,y,x),x) §1

=qu(X.qw‘(x,y.X5.X) > quw(X.y,X5 ’

Qo (X5 74 %) §"q,,,(x.qu(xnr.X)..X) ="

qwﬁx,qu(x,y,X) x) = qwu(x.y.X).
amit igazolni akartunk. Nyilvanvald, hogy

feald<pled cd < 3y,
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Jeloljik I' -vel F-nek az §ea|.’k<p} dltal generdlt idedljdt,
Fl-gyel pedig T 1legszilkebb egységelemes bovitését. Vildgos,
hogy I' idedlja Fr-nek is. Tekintsik az FY/I' gyirdl mint’

Fl

-modulus kdvetkezd reduktjit: 0(=<Fl/1' ; §81v<vE>, ahol
gm(x,y,z)=1x+any+(—an)z. Akkor ffl-n teljesiil Zl’ tovabba
valamely w,w'€F elemekre a gw(x,y,x)=gw,(x,y,x) azonossig
akkor és csak akkor teljesiil, ha w-w'el', Ebb6l addédik, hogy
JSI', s igy a J, és J idedlokra vonatkozé &llitdsunkat
bebizonyitottuk, ‘

Jelolje J' F-nek a (18) alatti halmaz 41tal generdlt
idedljst. A J'c J, tartalmazds kivetkezik J, eddig megdlla-
pitott tulajdonsdgaibdél, tovdbba abbdél, hogy ha w<v, akkor
(13)

2
Ga_a, (X170 %) =°qao(x,qam(x.y.x),x) =

2,4 |
=qao(qa‘c(X9Y1x)ox’x) = qa‘c(xsy!x)v
és hasonldan .
S 3, (1)) '
qanao(X.y.X) = qam(X.qao(X.y.X).X) = qan(X.y.X)-
A J,< J' tartalmazds bizonyitdsa cél1jdbél tekintsik az F/J'
gyirit. Ez nyilvdn egységelemes gyiri (l=a ). Vegyik az F/J
gyiiri mint F/J' -modulus & =<¢/J', §gn|m<v}> idempotens re-
duktjidt, ahol g'c(x,y,z)=lx+a.cy+(-an)z. Akkor 03 -n teljesiil
Zlug(Iz)}, tovabbad a qw(x,y,x)=qw.(x,y,x) azonossdag ponto-
san akkor teljesiil B -n, ha w-w'eJ'. Ezzel a lemma 411itdsit

bebizonyitottuk.

A 4.6. TETEL BIZONYITASA. Legyen "Y=2, illetve
"Y=Zlu§(1:;)} attdl fiiggéen, hogy 1¢S5 illetve 1€S. A 4.5.
Lemma kovetkeztében elegendé megmutatni, hogy "Y-b6l leve~



- 64 -

zethet6 minden olyan ms-en teljesiils P1=P, azonossdg, ahol

P, »PoEQ, . Tegyilk tehdt fel, hogy y_=<wo,...,wm__1>eFm,

_Y_=<Vo,...,vn_l>€Fn (O<m,n<w), Zwi=zvi=0 éS ms-en t’ei"‘
i<m i<n

jesiil a

q‘l(xio,xil,xo, .o ,xim,xo)=

=q:!(xjo,le,xo, cee ,xjn,xo)

azonossdg, ahol 1j<...<i €38 ji<...<J,. Az dltaldnossig

megszoritdsa nélkill feltehetd, hogy m=n és i =], (0<k=n),
hiszen zoi——qo(x,y,z)=x. A

| qﬂ(xio’xil'xo’ coe 'xim’x°)=q2(xjo’xil’x°' cee 'xim'xo)

azonossig teljesiilése ms-en azt jelenti, hogy ms-en fenndll

az

|m= Xy +Z cp(vk)xik+l |33’C

o k<m

(19) Xy +Z (V(wk)xik+

o k<m 1

egyenldség. |

Tegyik fel eldszdr, hogy 1¢S. Akkor (19)-bdl addbdik,
hogy 1i,=J,, ellenkez§ esetben ugyanis xio egylitthatéja a
Jobb oldalon S-be}i, a bal oldalon pedig nem S~beli. Ha viszont
1€S, akkor az (I:) (€Y) azonossig miatt feltehetld, hogy 1,230

Ekkor ugyanis

qx(xjongl?xg, cese ,xjn,xo) =
I

=

=qz(qao(xjo,xio’xio) ’le’xo, LN N J ’Xjn,xo)

=qy_(qao(xio’on’xi )’le,xo, ' X ,on,xo),

o

és a legutébbi termre alkalmazhatd a 18. Allités. -
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Annak igazoldsa van tehdt hatra, hogy a
qw(xi ,xil,xo,...,xlm,x )==q,v(xi ,xil,xo,...,xi X, )
azonossdg levezethetos 21-’001 feltéve, hogy S-ben fenndllnak a
C?(Wk)=q>(vk) (lc<m)

egyenléségek, azaz vy -w, (k<m) bemne van F f{e, Inp}dltal
generdlt I idedljdban. A 4.7. Lemma kovetkeztében
Zli-—qv_w(x,xil,xo,...,xi ,xo)zx,
- = n

ahol xe€fx | O0<n<w}-{ix, l‘ k<m}{. Igy
k+
2

qﬂ(xio,xil,xo, ces ,xim,xo) =
- 3.(3.)

= g (Q (X: 43X X _yeeeyX; ,x)x 23X geeegX: ,X ) =
5 A VA DR S ig 110 iy’

>(xi ,xil_,xo,xil,xo, coe ,xim,xo,xim,xo) =

U WosWp e v s, (=W, 49 Wy o

=q (X yX: 4X . peeesXs »X_ ),
w AR S S i "o

s ezzel a tétel 4llitdsdat bebizonyitottuk.

Rdtérink az GI;ﬁ(Clm(18)|3<a)> algebra azonossdgainak
vizsgdlatdra, ahol & (22) tetszlleges rendszém, 3=§I.dla<o<§
elemei pedig eleget tesznek az 1l.4.Tétel (a)-(c) feltételeinek.

Legyen S=ﬂ(Ia\3<o<), s vélasszuk ki S egy {s. Ik<w}
generdtorrendszerét. Nyilvdnvaldan oZ2 esetén 1¢€S. A kordbban
bevezetett t6bbi jeldlést szintén megtartjuk. Ezen kivill min=-
den € H particidé blokkjait Iri-nél kisebb természetes szimok-
kal megindexeljiikk pl. ugy, hogy i<Jj akkor és csak akkor tel=-
Jesiiljén, ha a B; Dblokkban levé legkisebdb rendszdm kisebb, -
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mint a Bj-ben levé. A 4.3. Lemma kovetkeztében ez az algebra
ekvivalens az m:’:(M; §g, le<viuis, |veH}> algebrdval, ahol

=2 ir H
fm,(xo,...,xm_l)-jdm 1Bjxj it (,x € H)

gm(x0 X9 9Xs )==1xo-|~s'cxl-|-(--sm)x2 |m (c<V),

Emlékeztetilnk arra a megdllapoddsunkra, hogy végtelen X ese-
tén HsTTJ, véges o esetén pedig H egyelemi. m:’-n nyil-
vénvaléan teljesiilnek az (I)~-(V) azonossdgok. Megadunk most
tovabbi mj-n teljesiilé azonossdgokat.

Az (a) feltételbdl kovetkezik, hogy tetszdleges NEH,

a N
j<ixl  és w<v esetén i, s., s8.i, €8S. Vdlasszunk egy-egy
Bj < < Bj

olyan F -beli elemet, amelynek a természetes homomorfizmus~
N

nél ezek az elemek felelnek meg, s Jjelol]iikk ezeket xjan-val

. g

illetve anxj-vel.

mj-n teljesiilnek a kbvetkezd azonossigok:

X
(VI«O,...,%'_S fsr( gncsxo 1VorZg)rens ’gcm_‘(xm-i * Yari-1  Z |-1» =
=q<’<gcr>am see "X:Haﬁ >(fsr(xo’ *ec ,me) RIS RAREED . W zl:m-4)
° -1
(e H, i<y, i<ial);

(VII?;) g’c(xsfﬂ(yot e 93{,_“'_4)91‘”( Zoreee 1z|qf|-1)) =
=q<a‘x‘:’ v |a|cxf;ﬂ-1>(x’yo'zo’ see ,%‘_19 zm|_1)
(e H, r<y).

Vegyilk észre tovdbb4, hogy ha X e€H és jkk (J,k<iml),
T
akkor az 1.5. Tétel (i) miatt ijiz(-: S. Legyen ugkeF olyan,
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hogy az F->S természetes homomorfizmus melletti képe éppen
igi;:. Akkor mj-n teljesiil a kdvetkez8 azonossdg is:

(VIII?) L (£ (Xppr e e ’xopn-i)’ ceery (xm'l—l,o’ <1 Xmiqori-4 ) =
=q_q(fm (xoo’ ce 'xm-i.ml—i) X011 %002 %027 %00 *** »Xomi-1 ' X00?
X100%11 0 X120 X 100 o1 X g 1 Xy 00 e
*e ’bu.o K qumnp © * * 1 Raeapn-20 X i )y

1« T x I r x ¥
ah.OI ll_'-'-'(uol, s ’uom-i’ Iiolulz! L AL ’u“hﬂ-i, bl ’uml-4,0 peoee ’ulml-i,tﬂl-2.>

(% € H).
Legyen T az egyblokku particié. Nyilvdnvaléan mj-n
teljesiil a

(IX) f,b_(xo)=xo
agonossag. Véges o esetén (IX) alatt az
fsr(xo,ooo’xo)=xo ’ (’J\'GH)

azonossig értends.

Még egy azonossighalmaz van hdtra, amely azonban csak
végtelen & esetén nem iires. Legyen X,MW €H, |7l =n, |Fl=m és
tegyiik fel, hogy w>3 ., Definidlunk egy qz :m—>n figgvényt,
mégpedig ugy, hogy ha i<m, g:(ikn legyen az a szém, amelyre
BjS By teljesil, ahol Bje® s Borf™. Az 1.5. Tétel (i1)
4llitdsdnak felhaszndldsaval tudjuk tovdbbd, hogy tetszbleges
j<n-re

(20) i - Z i%k € s.

J kR<m

Gaj .
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( o X
Ha tehdt kivdlasztunk minden j<n~re F=-b6l egy vj' elemet
ugy, hogy annak az F —>»S természetes homomorfizmusndl a képe
a (20)-beli elem, akkor mj-n teljesill a kibvetkezd azonosség

is:

x
(x.) f,’“,(xos-"ﬂﬁm_‘) =

L

q'v(f"(xg,'.(o)’ ° ’x{;m-n XorXgrXysXgseeesXy ’xo) ’

* 5 » 3
ahol y=<v_ ' e,V .

Mivel S-ben teljesiil a

Z(i Zi—fik)=0

<n R<m
jn By S

egyenldség, felteheté, hagy a v (j<m) elemeket ugy vé-
lasztottuk, hogy F-ben femnndll a j%ﬂvgq =0 egyenldség.,

Jelolje P a gn(mv) és fﬂ(ﬂeH) miiveleti jelekbll fel-
épithetd termek halmazit. P, legyen az osszes olyan

qﬂ(fw(xio,...,xim1),xdl,xo,...,xjn,xo)
alaku termek halmaza, ahol _vgan és q!(xjo,le,xo,...,xjn,xo)eQO.

z—val Jeloljuik Zl valamint a (VI)=(X) alatt felsorolt
azonossédghalmazok unidjat.
Ervényes a 4.5. Lemma kovetkez§ dltaldnositdsa:

4.8, LEMMA, Barmely peP termhez megadhatdé olyan ;BePo
term, hogy 2 +p=D.

Most is el6sz6r hirom 4llitdst bizonyitunk, el8ljérdbvan
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azonban megjegyezziik, hogy a (IX), (X) és (I) asonossdg kovet-

kezményeként végtelen &« esetén is minden ¥ € H-ra teljesiil,

hogy

(21) 20 £ (X g e e 0%, )=X, (sreH).

i

Kordbban definidaltuk a és achj (eT) elemeket.

w

Xjan

A definicidt most kiterjesztjik F-re ugy, hogy xg( ) illetve
'sr . .z

()’)(j F egy-egy additiv bal illetve jobb transzlacioja legyen.

Ha w=a_ ... a,. €X (l<n<w), akkor legyen
Lo Cm-4

a ¥
ij=(0(javc°)(an4...amwz és wa (a ces B )(3‘Q ‘XJ)

Ha w=-v és veX, aklkor

pif L . x 4
'>(jw=-(7(jv) és w')(j=—(v7&j),
végill ha w-Zwl, wiEY (i<m<w), akxkor
i<m
il
W—Z W é€s ZW
i<m XJ 1 i<m

Megdllapodunk tovabba abban, hogy
X ™
Xj0=0"(j=0

19. ALLITAS. Legyen WEH és Iwl=n. Akkor tetszdleges

————

wieYu{O} (i<n) elemekre

Z‘J — f:n.(qwo(xoryO’ZJ’ veoe ’qwn_l(xn-l’yn-l’zn-l»
(22)
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BIZONYITAS. Az 41llitést elegendé arra az esetre bizonyi-
tani, amikor w€X (i<n). Legyen Ci (i<n) a Wy tényezbfinek
szdma és E=20 ;. Az d1litdst [ szerinti indukciéval bi-
zonyitjuk. Ha l<€—n, allitdsunk a (VI) azonossdg alapjdn nyilvén-
vald. Legyen n<N<w és tegyik fel, hogy (22) teljesil, vala-
hdnyszor (<N, Vdlasszuk a wieX (i<n) szavakat ugy, hogy

22 f,=N teljesiiljon. Tegyiik fel példdul, hogy C >1 és
i<n i

w0=woan (k<v, wéex). Akkor az indukcids feltevés miatt

2
fﬂ(qwo(xo’yo’zo)""’qwn_l(xn-l’yn-l’zn—l» =

(f (x !x goeey )9
q(Xo O’Xlwl"°"Xn 1¥n- 1> (o} *n-1

5,034

=

qac(xo’yo’zo)’xo’yl’zl’""yn-l’zn-l

”%gw'(qw(fw(xo’xl' R N DA A TE RERRR AW LN L

GG A)
da (X50Y5125) 99, (yo,xo.x )

Z.(5,2)
= Q(Xow Ya (qw(f (xo’xl""’xn-l)’yl’zl’""yn-l'zn-l)'yo’z )=

q(ugwo>;ﬂ;(fw(xo’""xn-l)’yo’zo’"”yn-l’zn-l)’

ahol ﬁ:(&iwl,...,xg_l w,_1”+ Az dllitds bizonyitdsdt befe-
Jeztik.

20. ALLITAS. Legyen WEH, \m|=n, &s tekintsiink tetszdle=-

ki /-
ges ﬁi=<wio,...,wi,ki_l>€(Y\J§O}) ‘(i<n, O<ki<w) sorozatokat.

Akkor

ja ka(qyo(xo’yoo’zoo’""yo,ko-l’zo,ko-l)’"'

)) =

-

""qﬂh_l(xn-l’yn‘l,O’zn—l,o’""yn'lrkn_l-l’zn-l’kn-l-l
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= f. . & o N Z L BN 4 - Z
qxgﬁwf"‘*xg—lﬂrrl(:éxo’ ’Xn-l)’joo’ oo’ ’yo,ko—l’ p,ko-l?

""yn-l,o’zn-l,o""’yn—l,kn_lnl’Zn—l,kn_l-l)’

x 23 x
ahOl ’Xi_\ii=<lﬁ¥vio g o ’Xiwi’ki-1>.

BIZONYITAS. Az dltaldnossdg megszoritdsa nélkiil feltehetd,
hogy ko=...=kn_l=k, 3 ezutdn k szerinti teljes indukecidval

bizonyithaté az d1litds a 19. illetve 13. Allitdsra tdmaszkodva.
(15) figyelembe vételével a 20. A11litdsbél azonnal addédik a

21. ALLITAS. A 20. és igy specidlisan a 19. Allitdsban is

Y U0} helyett mindeniitt F irhatd.

A 4.8, LEMMA BIZONYITASA. A p term "rangja" szerinti induk-
cidval beldthatd, hogy létezik olyan W€ H particid és olyan
wel? (O<n<w) sorozat, hogy

(23) :S’—'ngy(gw(xj . ),xk Xy peee s Xy

X, )
o R ST S on-1" ¥on'’

2n
majd innen a 4.5. Lemma felhaszndldsdval kozvetleniil adddik a
lemma dllitasa.

(23) bizonyitdsat csak vazoljuk. El6szdr is vegyiik észre,
hogy ha adott véges sok olyan alaku term, mint a (23)-beli a=-
zonossdg jobb oldaldn 4116 term, akkor az 1l.6. Kovetkezmény
valamint a (X) azonossdgok miatt feltehetd, hogy mindegyikban
ugyanahhoz a w(€H) particidhoz tartozdé f, miiveleti jel
szerepel.

A (IX) azonossdg illetve az 1. Al11litds felhaszndldsdval
addédik, hogy (23%) érvényes a pe{xi\i«»} termekre. Ha a »p

termben a legkiilsé miveleti jel valamelyik g_ (r<v), akkor



(23) igazoldsdhoz az indukcids feltevésen kiviil a 17. Allitdst,
majd pedig a (VII) azonossdgot kell felhaszndalni, ha pedig p-ben
a legkilsé miveleti jel valamelyik £ (w€H), akkor az induk-
cidés feltevés alkalmazdsa utdn - az eldzlekben tett észrevé-

tel figyelembe vételével - elérjiik, hogy minden fellépéd fy(:n'e H)
miveleti jelben ugyanaz a o particié szerepeljen, majd fel-
haszndljuk a 21. Allitdst, s végiil alkalmazzuk a (VIII) azo-

nossagot.
A 4.6, Tétel analogonja a kiovetkezd:

4.9. TETEL., Legyern R tetszdleges egységelemes gyiiri,

J=tlyly<x} pedig R részgyiirilinek olyan legaldbb két elemil

halmaza, amely eleget tesz az l.4. Tétel (a)-(c) feltételeinek.

Akkor 2>\ bazisa az %‘(j algebran teljesiilé azonossigok hal-

mazanak.

BIZONYITAS. A 4.8. Lemma valamint az 1.6. Kovetkezmény és

a (X) azonossdgok miatt elegendé igazolni, hogy az mj-n

teljesiilo
qw(fw(x R ),xk Koo Xy 9K e es Xy ,xo)=
- %11 1 n~1

(24)

=q

Ly (f (XJ, yooesXy

93X geeeyX y X )
;‘7?11 ko © n-1
alaku azonossdgok levezetheték 2. -bdél, ahol w—(w 3o sy Wy l>’
w-—(wo,...,\ P € ®  és mindkét term P -beli. (24) teljesiilése

mj-n azt jelenti, hogy az 1 moduluson fenndll a

Z Zq(w )xk ‘ = Zi X .m+ Zq;(w )xk \ -
™M

m<hrl m m mn m<| | m



egyenldség, Mivel g(w_),qp(w!)eM(1,lp<ox), bdrmely j<w termé-
qmqm 53

>, i, - >, i3 € MN(T g ),

m<iavl m m<ixl m
neion DT
Ip=d =3

szetes szamra

s igy sziikségképpen jm=j; teljesiil minden m<ixl-re, Akkor

s o e , - ] ’ , —
viszont bdrmely m<n esetén q(wm)-wam) érvényes
f\(IN3<0()=S-ben, igy (24) levezethetdsége kovetkezik a 4.6.
Tételbldl.

A 4.9, Tétel elsé alkalmazdsaként sziikséges és elegendd
feltételt adunk meg arra, hogy egy %TJ algebranak véges azo=

nossdgbazisa legyen. Ervényes a kovetkezd tétel:

4,10, TETEL. Legyen R tetszdleges egységelemes gyiiri,
j=§Ial3<a} pedig R részgyiiriiinek egy olyan halmaza, amely

eleget tesz az l1l.4. Tétel (a)-(c) feltételeinek. Akkor zﬁs-

nek pontosan akkor van véges azonossdgbizisa, ha X véges és

f\(16|5<a) végesen prezentdlt gyiirii. Ekkor a 4.6, illetve 4.9.

Tételben megadott azonossdgbdzis véges.

A tétel bizonyitdsa eldtt megjegyezzilk, hogy ebbbél a szem=
pontbdl az '&ﬁj algebrdk lényegében nem jatszanak kitlintetett
szerepet a veliik ekvivalens algebrék kozott. Elegendé megemli-

teni a kovetkezd tenycket:

4,11, LEMMA. Legyen ¥ =(A;F> tetszdleges algebra.

(i) Ha €% idempotens és 1Id ({f) véges bdzisu, akkor F wé-

ges.
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(ii) Ha ' =<A,F7'> (Y -val ekvivalens algebra és F,F'

véges, akkor Id(fX) pontosan akkor véges bdzisu, ha Id«f)

véges bazisu.

Az elsd 4llitds nyilvanvald, a mdsodik az azonossdgok

elméletében j6l ismert témy. (V.6. [4], Sections 1.5., 1.6.)

A 4.10, TETEL BIZONYITASA. A megadott feltétel elegendd-
sége a 4.6. és 4.9. Tétel alapjdn nyilvanvald. Forditva, te-
gyuk fel, hogy Id(%Yj) véges bazisu. Akkor kivdlaszthatd
Id(ZﬁJ) altalunk megadott béziséngk egy $ véges részhalma=-
za ugy, hogy ¢ is vazisa Id(mTj)-nek. Masrészt, a 4.11l.Lem=~
ma (i) allitdsa valamint a 4.2. Lemma miatt o dés v szik-
ségképpen véges. Specidlisan HGET%) vdlaszthaté az lires halmaz-
nak - illetve egyelemiinek, attdél fiiggden, hogy o =1 illetve
2sx<w, Ugyancsak o é€s Y végessége miatt feltehetd, hogy ¢
tartalmazza az Osszes azonossagot, amely Id(%@p-nek a 4.6,
illetve 4.9. Tételben megadott azonossdgbdzisdban van, kivéve
az (YJ) (3<H) azonossiagokat, amelyek koziil csak véges sokat
tartalmaz.

(x,y,x) azonossig ponto-

Minthogy W{mn a q (x,y,%x)=q,,

san akkor teljesiil, ha w-w' benne van az F-—>f\(13i3<u)
természetes homomorfizmus magjdban, a tétel bizonyitdasdval

készen vagyunk, ha megmutatjuk, hogy
fw=w' |w,w'eF, Prq (x,y,%)=q, (x,¥,%)}

az F gyiri végesen generdlt idedlja. Ha ox=1, ez rogton add-
dik a 4.7. Lemmabdl, hiszen $ "ugyanolyan azonossiaghalmaz®,

mint 231 illetve EﬂlkJ{(I;)} - attdl figglen, hogy 1€I



vagy lelo.
A 2<0<w esetben is egy a 4.7. Lemmdhoz hasonldé 4llitésra

van sziikséglink, a gondolatmenetet azonban kicsit finomitani kell.

Vegylik észre, hogy mj-n teljesiilnek a
X X ,
J
(XIi) fﬁr(x,...,x,fgr(y,...,y,x,y,...,y),x,...,x) =
g g Y
=fm(fﬂ(x,...,x,y.x,...,x),...,fm(x,...,x,y,x,...,x),x,

3 Y
f'x(x, LI .,X,y,x' LR O,X) g o0 ’f?r(X’ LN ,x,y’x, L 2N g ’x))

i<trl (weH)

azonossigok. Jeloljiikk ezek halmazdt "Y-vel. Nyilvanvaldan
PUY  is véges bazisa mj-nek. Vegyiik észre, hogy <P
"ygyanolyan azonossdghalmaz", mint véges ¥ és egyelemi H

esetén a kordbban vizsgdlt 22, igy elegendd az aldbbi lemmdt

bebizonyitani:
4.12. LEMMA. Legyen
J=w-w' |w,w'cF, ZUY q,,(x,¥,x)=q,, (X:y,x)§ .

Tegylik fel, hogy v véges, H={x} €s |wi=n. Akkor J az F

———

(25) {d,2:d, af, OGO | 1,9, aen}

altal generdlt idedlja, ahol

D = gan(xgag)-@&)@)al\\c,)<v, j<n} U

U (a5~ 2,0 leex, 1, 3<n}u
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¥ o e
3 uijam—x;({gaﬂﬂw<w1, i,3«n, ifjhu

n

\J{(anxﬁ)xg-a&uijlm<v, i,j<n, iﬁj}LJ

U4 ufﬁ’é-x’i’u;’kl i,3,k<n, i3, AK}U
U?.Z ’)Ga&-an <y
i<n
x
\J{£§i aﬁxi-an\&<»@\J

U2 @l -udp]icnbude, e}

3<n

J#L
A lemma bizonyitdsa eldtt célszeri egy allitast igazolni.
Megjegyezzilk, hogy itt 2 tetszdleges, a 4.12. Lemmdban tett

végességl kikitéseket nem hasznaljuk.

22, fLLITAS. Legyen el €s  (w)=n. Akkor birmely weF

elem esctén

(26) 2 (X, (F seeesyy 1)L (200 eeey2y 1)

= q<wxg,...,w%;_l>(x’yo’ zo""’yn-l'zn-l)'

BIZONYITAS. Ugyanugy, mint a 19.-21. Allitdsok bizonyitéd-
séandl, elegenddé az &llitdst X-beli w elemekre igazolni. Ha
=a,, (k<v), akkor (26) kovetkezik a (VIIz) azonossagbol., Le=-

gyen most w=va, ., ahol veX, Akkor

[+

q‘.‘\/(}:’fy(yo, . ..,yn_l),f:’r(zo, s 00 ,Zn_l))

g ( (Vi)
=q., x,qa&(x,fx(yo,...,yn_l),fw(zo,...,zn_l» ,X) =
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. Zo(«:{)

=qV(x’q<anxg,...,aﬁxg_l>(x’yo’zo"'"yn—l’zn-l)’x) =

=Q<v(an,><;) oo ’V(anxg—l)>(x,yo’zo, eos ’yn-l’zn-l) ’

amibdl kévetkezik (26), hiszen Xf (i<n) jobb transzldcid.

A 4.12. LEMMA BIZONYITASA. Tegyiik fel, hogy a lemma felté-
telei teljesiilnek. Mivel H=ix}, a T indexet az fw milvele-
ti jel, az uzj elemek illetve a Xg' transzldcidk jelolésé=
bél elhagyjuk. A (25) alatti halmaz altal generdalt idedlt
jeldslje J.

A J2J tartalmazds bizonyitdsa céljibsl megmutatjuk,
hogy J az T gylri D-t tartalmazd és a X3 (j<n) Dbal és
jobb transzlacidkra zart idedlja. Ugyanugy mint a 4.7. Lemma
bizonyitdsakor, ldthatd, hogy J valdban F idedlja. A 21.
valamint 22. A11itdsbdél kiévetkezik, hogy J =z4rt a transzlé-

cldékra, ha ugyanis j<n ¢és w=-w'€J, akkor

S@24,1) L
qxjw(xryvx) = f(x,...,x,qw(x,y,x),x,...,x) =
:ﬁ@‘ A

=L(Xy e0e,yX, qw|(x V9X)yKyeueyX) qx.w.(x,y,x)
J
és :
S
q’W')( (x’y’x)ZQ (x,f(x,....,x,y,x,...,x),x) =
J

22,4
=q 1 (X, f(x,...,x,y,x,...,x)Ax)zg( ) Xa(x,y,x)

Végil azt kell megmutatni, hogy D<J. A D=t definidld kilenc
részhalmaz barmelyikébe tartozd w-w' elem esetén a gondolat-
menet ugyanaz: megadunk egy t *ermet és beldtjuk, hogy

SOUY . Y
t = qw(X,y,x) es t = qwl (nyvx)-
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1) ©, A<¥Y, j<n
N

8 (X, f(x,... ,x,ga(x,y,x) 1 XpeeagX),yX) =

% Q(a&-,(j)a)(‘x’y’x)

qa&(x'ja; (x,¥,x)

A bizonyitas lépései: fent: (21) és (VIL) azonossig
lent: 1. A11litds, (VI) azonossdg, (21).

2)e<y , 1i,j<n
C Y J 7
f(x,...,x,gc(x,f(x,...,x,Z\,x,...,x),x),x,...,x) =

¢

) % q(’\ia&)Xj(x,y’X)

(x X
qxi(an')\j) vyv )
Fent: 1. Allitds, (VI),(21), 22. Allitds. Lent: (21), (VIiI),
1. és 21. f11ités.

3) w<V¥ y 1,J<n, 1#3

N 3 )
(X, 00.,x,f(x,. ..,x,g&(x,y,x),x, ceesX) Xy eaeyX) =
T

- ij

g Ay g (X¥,x)

q (x,y,x)
Xl(')(J avc) e
Fent: (21), (VI1I), 1. Allitds. Lent: 1. Allitds, (VI), 21.

£11itas.

4) w<¥ , i,¥Kn, if#j
~ 2 J
glc(x,f(x,...,x,f(x,...,xy,x,...,x),x,...,x),x) =

f)




q (x,y,x)
) % amulj 1 ?

q(akxi)xj(x,y.X)

Fent: (21), (VIII), 1. Allitds. Lent: (21), (VII), 1. és 22.
£11itas.

5) i,j,k<n, iiéj, J?ék

N ) »
& b2
FlXy oo sXyf(XyoeeyXyf(XyeoegXyYsXypooogXhKyeas,;X)yXgoes,X)=
‘s 3 -
q (x,¥y,x)
- % YT
(X,y,%)

q

Xi%ik
Fent: (21), (VII1), 1. Allitds, 22. Allitds. Lent: (21), (VIII),
1. £11itds, 21. A11lités.

6) K<y
gm(x,y,X)=anfx,y,X)
f(gn(x,y.X).-.-,gfo,y,x» = é

Z, xgz T

Fent: (21). Lent: (VI).
T) w<v

5 gn(x’y,x):’qan(xyyvx)
g&(xvf(yy ceesY )y f(X,00.,X) =

q (x,¥,x)
2 &KXy "

Fent: (21). Lent: (VI1).

8) ikn

1 SuY

T Xy eoe s Xy L (FyooeTsXyTgooegY)sXpenepyX) =




(x,7,%x)
___ % TIAE
( 0 ,x)
Yy Y

Fent: (21), (VIII), 1. A11litds. Lent: (XI), (21), (VIII),
1., A1litds.

9) Am
2
qe (X,Y,X) = X = qo(xoy9x)
A

teljesliil (V) kidvetkeztében.

A JsJ' tartalmazds bizonyitdsa céljabdl definidlunk
egy egységelemes R gyliriit, majd - R-et mint R-modulust &=
rel jelolve - megadjuk R egy £=<R; $gelreviuif}> idempo-
tens reduktjat ugy, hogy 3?2. -on teljeslilnek a XU =beli

azonossdgok, tovdbba valamely w,w'€F elemekre a

qw(x,y,x)=qw.(x,y,x)

N
azonossig pontosan akkor teljesil ® -on, ha w-w'€ Jh.

Felhasznalva, hogy a 0(3 (j<n) bal illetve jobdb transz-
1ldcidk additivak, konnyen ldthatdé, hogy barmely w,wE€F elemek-

re és 1i,j<n természetes szamokra

(27) Xi(wxj)-(xiW)xjeJH

(28) Xi(xjw)-uijwe‘J', (wa(i)v(j-wuijeJ' (i£3);
29 22 wewed', 2 wx, ~wed'

(29) i<nXlW v i<nw’(1 :

(30) (w7(j Yw' = w(')(jw' ed'.
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BEzek segitségével megmutathatd, hogy a J' idedl zart a
')Qj (j<n) bal illetve jobb transzldicidkra. Elegenddé igazolni,
hogy a J' idedl barmely (25) alatti genersld elemének Xk
melletti képe J' -ben van. Legyen d€D és 1i,Jj, k<n. Akkor
dXye ,(X;4) X, €, tovébbd (28) és (29) miatt, ha w=d vagy
w=7§id, akkor

‘mjk+((w’\j)’§k'wjk)’ ha k#j
(w’(j)xk =
-W X .- . ha k=
(gn(vm&j)a(k wa(J)HM(J g(wxa)xc, a k=j
o
4
is benne van J-ben. Ezzel allitdsunkat a Xy Jobb transzld-

cidra igazoltuk. Masrészt nyilvan ')(kd€Jl és (27) alapjan

e (9% )= 03D 3+ Oy (A = (e x gD T

tovabba (28) és (29) miatt

ukid+(7(k(3(id)-ukid) , ha k#i

A (X1
(Z ’)(k(v(id) -)(id)ﬂ(id-énxk(xid), ha k=i

k<n O

is benne van J'-ben. Ha kfi, akkor (27) szerint
Xk«,)(id)?(j )—(Xk(x id»r&j€JI !

XD x5 = (g x5+ X D= D
és itt (ukid)Xjﬂlki(de YeJ'. Vegyiitk észre tovdbbd, hogy ha

(deeY vigdlh), akkor

d= eZ %, d,

O (X d) =y d)x 5= % € k(')(ia‘cc)-ukia\cc Yag)x5€ 9"y

hiszen minden tag J-ben van, akar d,€ Y, akar d(’, =p. 1gy, ha

t
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kAL (k,i<n), alkkor X,.( Xid)a&j)e(T'. Ha viszont k=i, akkor (29)

felhaszndldsaval

X3 (X300 =0 20Xy € %)= (33 D))+ (x5 )=

- g}\ XX 14)%5)ed"
ey

Tekintsik az TF/J' faktorgylirit. A fentiek miatt F/J-n
definidlhatdk a Xj (j<n) additiv bal illetve jobb transzlicidk.
(27)-(30) kbvetkeztében F/J' -ben teljesiilnek tetszdleges

w,w' elemekre és i,jkn természtes szdmokra a

(xiw)xj = ’)(i(wxj),

(31) Xﬁ()ﬁw) = uijw, (wxi)xj

wuij (1#3)9

]
s,

Z X3 WEW, Z w3

i<n i<n
(wxj)w'= W(ijl)

egyenléségek. J! definici6jdbdél nyilvanvald, hogy ha i, j,k<n,
itj, Jj#Fk, akkor

(32) uij"(k=7(iujk és Ag‘ ujy = % ujy
J#v P
is fenndll TF/J' -ben.
Ezek utdn definidljuk az R gyirit az (F/J )x 2% alap-
halmazon. Az Osszeaddst komponensenként végezzilk, a szorzast
pedig az aldbbi médon definidljuk: tetszdleges

<w,k0,...,kn_1>,<w§kg,...,k£_1> elemekre

|
<W’](o, vee ,l(n_l>0],klo, * 00 ,kr|1_1> =
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=<ww+2k>§lw+2k w';‘l+2kku Zkk k k' k

in wn e 1T ij” fgm 171 Yigr€oforeees
A4 A

n-1%n-1
A (31),(32) alatti egyenldségek biztositjdk, hogy az igy
definidlt szorzds asszociativ, az Osszeaddsra disztributiv és

<0,1,...,1> az R gyliri egységeleme. Az
S = $<w,0,...,0> | wer/J'}

részhalmaz az R gyuri F/Jl-vel izomorf idedlja. A

(o4
A4

bl =<O ,0001,000,O> (i<n)

A
jelolést alkalmazva az ® modulus-redukt alapmiiveleteit a

kdvetkezlképpen definidl juk:
f(x e )= 2. b. i¥4
’ r}% 1 fot
g'c(xo,xl,x2)=1xo+anxl+(-a&)x2.

N\
Ekkor &R =@j , ahol 3=§Ij|j<n} és

Ij=§<«~,ko,...,kn_l>lkj=o§ (j<n)
az R idedlja. J-re teljesiilnek az 1l.4. Tétel (a)~-(c) fel-
tételei és nyilvanvaldan 8= f\(Ij\j<n). Innen kozvetleniil

N
ldthaté, hogy &Ke-on teljesiilnek a VY -beli azonossdgok, mds-

részt pedig a
qw(xvyvx) = qwl (x,y,x)

azonossdg csak akkor 411 fenn, ha w-w'€J'. Ezzel a lemma

4llitdsidt bebizonyitottuk.
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Befejezésil specidlis strukturdkra alkalmazzuk a 4,10, Té-
tel eredményeit. Az 1.7. és 4.10. Tétel, valamint a 4.3, és

4.11. Lemma (ii) felhaszndldsaval kdzvetleniil addédik a

4.13, TETEL, Bgy Abel-csoport bdrmely idempotens reduktja

véges sok alapmiivelettel definidlhatd, és a rajta teljesiilé

——

azonossagok halmaza véges bazisu.

Hasonldéan, csak az 1l.7. Tétel helyett az 1.3, és 1.4, Té-

telt alkalmazva kapjuk a kovetkezd tételt.

4.14. TETEL. Egy egységelemes véges gyiri feletti unitér

modulus barmely idempotens reduktja véges sok alapmiivelettel

definidlhatd, €s a rajta teljesiiléd azonossdgok halmaza véges

bdzisu.

Az utolsd eredmény az elsl fejezetben definidlt {zp al-
gebran teljesiilé azonossdgokra vonatkozik. S. FAJTLOWICZ és
J. MYCIELSKI [2]-ben tiizte ki azt a problémdt, hogy jellemez-
zik azokat az r€ R algebrai szdamokat, amelyekre Id(Cﬂr)
véges bdzisu. Bgy elegendé feltételt adunk meg a kovetkezd

tételben.

4.15, TETEL. lla r a (0,1) intervallumon kiviil esé racio-

nalis szdm, akkor Id(@tr) véges bdzisu.

BIZONYITAS. Az dltaldnossdg megszoritdsa nélkiil feltehe-

t6, hogy ragga, ahol p>q>0 egészek, és p €s g relativ primek.

Igy l-r= - 3;9.5 . O, miveletklénjdt jelsljik C-vel és legyen

Ho={t[te® , lx+ty+(-t)zeC}.



Legyen tovabba

I, =§—2—~ ' m | x,mez, x20},

(p-a)
1, =§{—%—.m | x,me &, x20},
(p-q)
azaz a raciondlis szamtest 593 illetve - SEE altal generalt
részgyliriije. Akkor
IoMiy =§'Z;f§;g-m | x,mez, %20},

a racionalis szdamtest 5%%1éltal generdlt részgyiirije.

Mivel rx+(l-r)y€:Cl(lo)f\Cl(Il), nyilvanvaldan
ceCci(1 )f\Cl(Il), és igy H,< IOﬁIl. A forditott irdnyu
Ho2I M1, tartalmazds is igaz. Mivel p és q relativ primek és
5%%_ az INI, generdld eleme, ehhez elegendd megmutatni, hogy

van olyan n(22) természtes szam, hogy

(33) —~——-9 -—Eﬂ-— € H

(p=q)" ’ (p-q)* ¢

Vegylk észre, hogy tetszdleges n természtes szdmra C-ben

benne van a kovetkezd miivelet:

(34) zgjrn-l(l-r)xi+ zz: (l-r) yJ+(l E:(rn l(1-r)+r(l r)?” 1).
wn.

a‘@\_g__)
;gj (rn 2(1--r) +T (l r)n 2» 2+
d‘ =
Z r®(1-r)""%y) v 2r(uemynel x} .
a<"‘<“" i<n

Mivel qr+p(l-r)=0,
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(q-l)rn-l(l-r)+p rn-z(l-r)2 = -rn-l(l—r)
és
(p=1)r(1-r) H4qr? (1-r)*2amr(1-r)",
igy a (34) alatti miiveletb6l vdltozdk egybeejtésével megkapha-
té az
lx+rn-l(1-r)y+(-rn-l(1-r» z
illetve
lx+r(l-r)n'ly+(-r(l-r)n-l)z

mivelet, feltéve természtesen, hogy n2p,q. Ezzel (33)-at iga-
zoltuk.

Azt kaptuk tehdt, hogy HC=Iof\I1, és igy az 1.5, Tétel
(iii) 4llitdsa alapjdn adddik, hogy C=Cl(Io)f\Cl(Il). Konnyen
lathatd, hogy Iof\Il végesen prezentdlt, s igy a 4.10. Tétel
valamint a 4.11. Lemma (ii) felhaszndldsdval adddik az &llitdsunk.
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