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Zusammenfassung

Im Zuge der zunehmenden Virtualisierung des industriellen Produktentwicklungspro-
zesses steigen die Anforderung an die Vorhersagegenauigkeit von mathematischen
Modellen zur Beschreibung des dynamischen Verhaltens strukturdynamischer Syste-
me stetig. Gleichzeitig stellen immer kiirzere Entwicklungszyklen sowie zunehmende
Riickrufaktionen und der damit verbundene wirtschaftliche Schaden die Industrie vor
neue Herausforderungen zur Verbesserung der Aussagekraft von Modellen bei der
Entscheidungsfindung. Die Betrachtung der den Modellen inhédrenten Parameter- und
Modellunsicherheit riickt daher immer mehr in den Fokus. Parameterunsicherheit be-
zieht sich dabei auf den Wert eines Modellparameters und Modellunsicherheit auf
den funktionalen Zusammenhang. Mit einer statistischen Modellkalibrierung kann die
Parameterunsicherheit verringert und gleichzeitig quantifiziert werden, um die Vorhersa-
gegenauigkeit des Modells zu erhohen. Methoden zur statistischen Modellkalibrierung
setzen dabei wenig rechenintensive Modelle voraus oder nutzen schnellere Ersatzmodel-
le von komplexeren Modellen, die tausendfach ausgewertet werden konnen. Neuartige
Multi-Fidelity-Methoden bauen auf die systematische Verkniipfung der haufigen Aus-
wertungen eines Low-Fidelity-Modells mit niedriger Genauigkeit und Rechenzeit in
Verbindung mit wenigen Auswertungen eines High-Fidelity-Modells mit hoherer Genau-
igkeit und Rechenzeit. Dadurch gelingt die Reduktion der Rechenzeit fiir eine statistische
Modellkalibrierung bei gleichzeitig hoher Genauigkeit der Ergebnisse, wodurch auch
rechenintensive Modelle statistisch kalibriert werden konnen. Allerdings bleibt bei be-
stehenden Ansétzen die Modellunsicherheit bisher unberiicksichtigt, was die Ergebnisse
der Kalibrierung verzerrt und wodurch die Parameter ihre physikalische Bedeutung
einbiilfen. In dieser Arbeit wird eine Multi-Fidelity-Methode zur effizienten statistischen
Modellkalibrierung um die Beriicksichtigung der Modellunsicherheit erweitert. Das
zur Anwendung der Methode benétigte Low-Fidelity-Modell ist eine Kombination aus
einem Gaussprozess-basierten und Polynomial Chaos Expansion-basierten Ersatzmodell
des High-Fidelity-Modells. Ein solches Low-Fidelity-Modell ist anwendungsneutral und
zeichnet sich durch eine hohe Genauigkeit und Méglichkeit zur Adaption aus. Die Erpro-
bung der Methode erfolgt am Beispiel des Demonstrators des SFB 805, der in Anlehnung




an ein Flugzeugfahrwerk entworfen wurde und als flexibles Mehrkorpersystem model-
liert wird. Mit der entwickelten Methode wird sowohl die dem High-Fidelity-Modell des
Demonstrators inhdrente Parameter- als auch Modellunsicherheit quantifiziert. Es zeigt
sich, dass die Vorhersagegenauigkeit des Modells durch Beriicksichtigung der Modell-
unsicherheit enorm gesteigert werden kann. Die Betrachtung dieses Anwendungsfalls
erméglicht die Ubertragung der Methode auf rechenintensive Modelle vergleichbarer
strukturdynamische Systeme.




Abstract

In the wake of the increasing virtualization of the industrial product development
process, the requirements on the predictive accuracy of mathematical models for the
description of the dynamic behavior of structural systems are constantly increasing.
At the same time, ever shorter development cycles as well as an increasing number
of product recalls and the associated economic damage confronts the industry with
new challenges to improve the informative value of models in the decision-making
process. Therefore, the consideration of the parameter and model uncertainty inherent
in the models is increasingly moving into the spotlight. Parameter uncertainty is related
to the value of a model parameter and model uncertainty concerns the functional
relationship. With a statistical model calibration, the parameter uncertainty can be
reduced and quantified at the same time in order to increase the predictive accuracy
of the model. Methods for statistical model calibration assume models that are not
very computationally intensive or make use of faster surrogate models of more complex
models that can be evaluated thousands of times. Novel multi-fidelity methods build
upon the combination of frequent evaluations of a low-fidelity model with low accuracy
and computation time in combination with few evaluations of a high-fidelity model
with higher accuracy and computation time. This leads to a higher efficiency of the
statistical model calibration while maintaining a high accuracy of the results, allowing
even computationally intensive models to be statistically calibrated. However, existing
approaches have so far failed to account for model uncertainty, which biases calibration
results and causes parameters to lose their physical meaning. In this thesis, a multi-
fidelity method for efficient statistical model calibration is extended to account for model
uncertainty. The low-fidelity model required to employ the method is a combination of
a Gaussian process-based and polynomial chaos expansion-based surrogate model of the
high-fidelity model. Such a low-fidelity model is application neutral and is characterized
by high accuracy and possibility of adaptation. The method is tested on the example of
the demonstrator of the SFB 805, which was designed with similar specifications and
requirements as an air plane landing gear. The demonstrator is modeled as a flexible
multi-body system. The developed method is then used to quantify both the parameter
and model uncertainty inherent in the high-fidelity model of the demonstrator. It is




shown that the predictive capability of the model can be increased greatly by taking
model uncertainty into account. The study of this use case allows the method to be
applied to computationally intensive models of comparable structural dynamic systems.
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1 Einleitung

1.1 Motivation der Arbeit

In Deutschland wurden im Jahr 2018 allein 3,5 Millionen Fahrzeuge aufgrund von Si-
cherheitsméngeln zuriickgerufen [47]. Angesichts der gesellschaftlichen und wirtschaft-
lichen Bedeutung solcher Riickrufaktionen gewinnt die Betrachtung von Unsicherheit
im Produktlebenslauf zunehmend an Bedeutung. Eine ursachliche Rolle spielen dabei
immer kiirzere Entwicklungszyklen, die maf3geblich die Virtualisierung des Produkt-
entwicklungsprozesses antreiben. Mathematische Modelle, von denen in dieser Arbeit
ausgegangen wird, nehmen im Zuge der Virtualisierung zur Beschreibung des funk-
tionalen Zusammenhangs von Parametern, Zustandsgrof3en und Anfangsbedingungen
eine immer groflere Bedeutung ein. In der industriellen Praxis ersetzen sie zunehmend
die kostspielige Entwicklung von Prototypen. In der rechnergestiitzten Entwicklung
finden Modelle z. B. Anwendung bei der Analyse, Optimierung und Auslegung von
Systemen sowie bei der Entscheidungsfindung im Produktentwicklungsprozess. Die
steigenden Anforderung an die Vorhersagegenauigkeit von Modellen zur Beschreibung
des dynamischen Verhaltens strukturdynamischer Systeme stellt die Industrie daher vor
neue Herausforderungen. Hieraus ergibt sich die Motivation, Unsicherheit insbesondere
in den Modellen zu beriicksichtigen.

Einen wichtigen wissenschaftlichen Beitrag dazu lieferte der zum 31.03.2021 ausgelaufe-
ne Sonderforschungsbereich (SFB) 805 ,,Beherrschung von Unsicherheit in lasttragenden
Systemen des Maschinenbaus“. Forscher unterschiedlicher Disziplinen erarbeiteten tech-
nologische und methodische Losungen, um Unsicherheit in allen Phasen des Produktle-
benslaufes, Entwicklung, Produktion und Nutzung, zu beherrschen. Der in Abbildung 1.1
dargestellte Demonstrator des SFB 805 (SFB-Demonstrator) wurde in Anlehnung an
einen Versuchsstand zum Test von Flugzeugtragwerken konzipiert und diente als Platt-
form zur teilprojektiibergreifenden Zusammenarbeit zur Untersuchung der Unsicherheit
an lasttragenden Systemen. Die Modellierung des SFB-Demonstrators kann beliebig
komplex sein und von einem einem einfachen Zweimassenschwinger-Modell bis hin
zu einem rechenintensiven Modell eines flexiblen Mehrkorpersystems (MKS) reichen.




Abbildung 1.1: Demonstrator des SFB 805

Auch die funktionalen Zusammenhénge kénnen durch die Kombination einer Vielzahl
an linearen, nichtlinearen, axiomatischen oder empirischen Beziehungen beschrieben
werden. Somit herrscht nicht nur Unsicherheit in Bezug auf die Parameter des Modells
und damit Parameterunsicherheit!, sondern auch Unsicherheit in Bezug auf den funk-
tionalen Zusammenhang und somit Modellunsicherheit. Bei der Quantifizierung der
Unsicherheit des SFB-Demonstrators stellen sich somit zwei Herausforderungen, die
gleichzeitig die Motivation dieser Arbeit bilden.

e Zum einen wird bei einer statistischen Modellkalibrierung zwar die Parameter-
unsicherheit quantifiziert, die Modellunsicherheit jedoch zumeist vernachléssigt.
Dies kann die Ergebnisse der Kalibrierung jedoch verzerren, wodurch die Para-
meter ihre physikalische Bedeutung einbiif3en und zu Abstimmungsparametern
degenerieren. Dies konterkariert jedoch die Notwendigkeit, im Produktentwick-
lungsprozess anhand von Modellen Riickschliisse auf das zu entwickelnde System
und dessen physikalische Eigenschaften zu ziehen.

e Zum anderen setzen die meisten Methoden zur statistischen Modellkalibrierung
wenig rechenintensive Modelle voraus oder nutzen schnellere Ersatzmodelle von
komplexeren Modellen, die tausendfach ausgewertet werden konnen. Komplexe

!In dieser Arbeit bezieht sich Parameterunsicherheit auf den Wert des Parameters. Die Unsicherheit in
Bezug auf die Auswahl geeigneter Parameter fallt unter Modellunsicherheit, siehe Abschnitt 2.1.2.




rechenintensive Modelle, wie das eines flexibles MKS wie der SFB-Demonstrators,
konnen damit nicht effizient behandelt werden.

Zur Losung dieser Herausforderungen muss daher eine neue Methode entwickelt wer-
den, die die Parameter- und Modellunsicherheit fiir ein komplexes, rechenintensives
strukturdynamisches System effizient quantifiziert. Dies stellt die Voraussetzung dafiir
dar, um die Unsicherheit des SFB-Demonstrators zu quantifizieren.

1.2 Ansatz und Aufbau der Arbeit

Der in dieser Arbeit verfolgte Ansatz baut auf dem Two-Stage Delayed Acceptance
MCMC (2SDAMCMC) Algorithmus auf, einer von CHRISTEN und Fox vorgestellen, und
von Cuil weiterentwickelten, neuartigen Multi-Fidelity-Methode zur statistischen Mo-
dellkalibrierung [18, 19]. Die Effizienz von Multi-Fidelity-Methoden begriindet sich in
der systematischen Verkniipfung der haufigen Auswertungen eines Low-Fidelity-Modells
mit niedriger Genauigkeit und Rechenzeit in Verbindung mit wenigen Auswertungen
eines High-Fidelity-Modells mit héherer Genauigkeit und Rechenzeit. Dadurch gelingt
die Reduktion der Rechenzeit fiir eine statistische Modellkalibrierung bei gleichzeitig
hoher Genauigkeit der Ergebnisse, wodurch auch rechenintensive Modelle komplexer
strukturdynamischer Systeme statistisch kalibriert werden konnen.

Der Modellunsicherheit wird in dieser Arbeit mit einer Diskrepanzfunktion 6 Rechnung
getragen, die von KENNEDY und O’HaGaN eingefiihrt wurde [49]. Die Diskrepanzfunkti-
on wird mit einem Gaussprozess (GP) modelliert und zusammen mit dem Modell im
Rahmen der statistischen Modellkalibrierung kalibriert. Auf diese Weise wird verhindert,
dass die Ergebnisse der statistischen Modellkalibrierung durch Vernachlassigung der
Modellunsicherheit verzerrt sind und zugleich steigt die Vorhersagegenauigkeit des
Modells.

Die Erprobung der Methode erfolgt am Beispiel des SFB-Demonstrators. Als flexibles
MKS steht er prototypisch fiir in der industriellen Praxis vorkommende komplexe
strukturdynamische Systeme wie Flugzeugtragwerke, Fahrzeugkarosserien und Roboter.
Die Ausfithrungen in dieser Arbeit, auch zu Aspekten der Implementierung und der
Parallelisierbarkeit, erméglichen die Ubertragbarkeit der Methode auf vergleichbare
strukturdynamische Systeme.

Diese Arbeit ist wie folgt aufgebaut:

Kapitel 2 stellt den Stand der Forschung dar, um die in dieser Arbeit entwickelte
Methode, sowie deren Erprobung an einem flexiblen MKS nachvollziehen zu kénnen.




Kapitel 3 prasentiert die in dieser Arbeit entwickelte Methode zur effizienten Quantifi-
zierung von Parameter- und Modellunsicherheit sowie die Skalierung auf eine Massiv-
Parallele Architektur.

Kapitel 4 beschreibt als Anwendungsbeispiel den SFB-Demonstrator, an dem die in
Kapitel 3 vorgestellte Methode erprobt wird.

Kapitel 5 prasentiert das Modell des in Kapitel 4 beschriebenen SFB-Demonstrators auf
Basis der in Kapitel 2 dargestellten Grundlagen zur Modellierung flexibler MKS.

Kapitel 6 zeigt die Anwendung der Methode auf das in Kapitel 5 hergeleitete Modell
des SFB-Demonstrators. Die Parameter- und Modellunsicherheit wird quantifiziert und
die Verbesserung der Vorhersagefdhigkeit des Modells durch Beriicksichtigung der
Modellunsicherheit untersucht.

Kapitel 7 fasst diese Arbeit zusammen und enthélt einen Ausblick auf Themen fiir
zukiinftige Forschung.

1.3 Eigene Veroffentlichungen

Wiéhrend der Entstehung dieser Arbeit sind die folgenden eigenen Veroffentlichungen
entstanden, deren Inhalte sich mit Aspekten dieser Arbeit iiberschneiden:
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(UNCECOMP 2019). 2019

[2] Robert Feldmann u. a. ,,Analyzing Propagation of Model Form Uncertainty for
Different Suspension Strut Models“. In: Model Validation and Uncertainty Quan-
tification, Volume 3. Hrsg. von Zhu Mao. Conference proceedings of the Society
for Experimental Mechanics series. Cham: Springer International Publishing und
Imprint: Springer, 2020, S. 255-263. 1SBN: 978-3-030-47638-0. po1: 10.1007/978-
3-030-47638-0_ 28

[3] Robert Feldmann u. a. ,,Recursive Gaussian Processes for Discrepancy Modeling“.
In: Proceedings of ISMA2020 including USD2020 International Conference on Uncer-
tainty in Structural Dynamics. Leuven, Belgium, 2020
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2 Stand der Forschung

Methoden zur Unsicherheitsquantifizierung finden in immer mehr Bereichen der Wis-
senschaft Anwendung, da mit ihnen durch Beriicksichtigung der Daten- und Modellun-
sicherheit ein grof3es Potential zur Verbesserung der Vorhersagefdhigkeit von Modellen
einhergeht. In diesem Kapitel wird zunédchst der fiir die in dieser Arbeit entwickelte Me-
thode zur effizienten Quantifizierung von Parameter- und Modellunsicherheit relevante
Stand der Forschung présentiert. AnschlieBend werden die Grundlagen zur Modellie-
rung von flexiblen MKS préasentiert, um die Erprobung der entwickelten Methode am
SFB-Demonstrator, einem flexiblen MKS, nachvollziehen zu kénnen.

In Abschnitt 2.1 wird zunéchst die Klassifizierung von Unsicherheit in Daten- und
Modellunsicherheit beschrieben. In Abschnitt 2.2 wird die Quantifizierung der in der
Datenunsicherheit enthaltenen Parameterunsicherheit mittels einer statistischen Mo-
dellkalibrierung thematisiert sowie beschrieben, wie Modellunsicherheit im Zuge einer
statistischen Modellkalibrierung beriicksichtigt und quantifiziert werden kann. Ab-
schnitt 2.3 stellt mit GP und Polynomial Chaos Expansion (PCE) zwei beliebte Klassen
von Ersatzmodellen vor. Die Grundlagen zur Modellierung des in dieser Arbeit betrachte-
ten flexiblen MKS werden in Abschnitt 2.4 behandelt. Die Grundlagen zur Modellierung
der flexiblen Korper eines MKS werden in Abschnitt 2.5 beschrieben.

2.1 Klassifikation von Unsicherheit

Ein Ausgangspunkt fiir die Forschung im SFB 805 bildete die Feststellung, dass Unsicher-
heit in allen Phasen des Produktlebenslaufes, also Entwicklung, Fertigung und Nutzung,
auftritt. Die Beherrschung der Unsicherheit iiber alle Produktlebenslaufphasen war zen-
trale Zielsetzung des SFB 805 und setzte einen ganzheitlichen Ansatz zur Beschreibung
von Unsicherheit voraus [34, 72].

Im Zentrum der Unsicherheitsbetrachtung stehen dabei Modelle, siehe Abbildung 2.1.
Der SFB 805 sieht diese als Abbild eines Gegenstandes an, die nur einen Teil der




relevante
Wirklichkeit

Unwissen

Abbildung 2.1: Betrachtung eines Modells mit Daten als Abbildung der Wirklichkeit [63]

relevanten Wirklichkeit erfassen. Der nicht durch das Modell erfasste Teil der relevanten
Wirklichkeit ist das Unwissen. Modellunsicherheit folgt direkt aus Unwissen. Da Modelle
Daten enthalten, ist Datenunsicherheit auch eine Folge von Unwissen [78].

Vor diesem Hintergrund wurde im SFB 805 eine Unsicherheitsklassifizierung etabliert,
die u. a. zwischen Modell- und Datenunsicherheit unterscheidet [41, 20]. In der Lite-
ratur finden sich eine Vielzahl von Unsicherheitsklassifizierungen, die eine dhnliche
Einteilungen vornehmen [49, 51, 77]. In den folgenden zwei Abschnitten werden die
Begriffe Datenunsicherheit und Modellunsicherheit prézisiert.

2.1.1 Datenunsicherheit

Die Datenunsicherheit betrifft Unsicherheit in den Systemgrof3en. Dies konne z. B. die
Modellparameter, Eingangsgrolden, Systemanregung oder ein Messsignal sein, oder
auch die Anfangs- und Randbedingungen wie sie bei der Modellierung mit Differential-
gleichungen vorkommen [69]. In dieser Arbeit steht die fiir die Vorhersagegenauigkeit
von Modellen besonders relevante Parameterunsicherheit im Fokus. Zur Beschreibung
der Datenunsicherheit konnen bei Ungewissheit lediglich geschétzte oder bekannte
Intervalle fiir die Variabilitét einer Systemgrofie angegeben werden. Demgegeniiber ist
bei stochastischer Unsicherheit eine Dichtefunktion (engl.: probability density function,
(pdf)) bekannt oder geschétzt, wie z. B. in Form der (Wahrscheinlichkeits-)Verteilung
einer Zufallsvariablen. Zur Beschreibung von Datenunsicherheit werden in dieser Arbeit
die in Abbildung 2.2 dargestellten drei Arten von parametrischen Verteilungen verwen-
det. Die Gleichverteilung und die Exponentialverteilung werden zur Beschreibung der
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Abbildung 2.2: Dichtefunktion fiir Verteilungen der Zufallsvariablen X: (a) Gleichver-
teilung X ~ U(-0,5,0,5), (b) Normalverteilung X ~ A(0, 1), (c) Expo-
nentialverteilung X ~ £(0,5)

A-priori Unsicherheit der Parameter des Modells und der Diskrepanzfunktion verwen-
det. Die Normalverteilung ist ein zentrales Werkzeug, das in dieser Arbeit an vielen
Stellen Anwendung findet. Des weiteren wird ein Kerndichteschatzer verwendet, der
zur Beschreibung der quantifizierten Unsicherheit angewendet wird.

Kontinuierliche Gleichverteilung

Bei einer Gleichverteilung ist die Zufallsvariable X gleichmé&@ig iiber ihren Tréger, also
der Bereich, iiber den die Dichtefunktion ungleich Null ist, verteilt. Sie wird haufig
verwendet, wenn nur der Tréger einer Zufallsvariable X bekannt ist [53]. Die Gleich-
verteilung einer Zufallsvariablen X wird mit

X ~U(a,b) mit a,be Ra<b 2.1

ausgedriickt und die beispielhaft in Abbildung 2.2a abgebildete Dichtefunktion ist

gegeben durch
1
P) = Ly (@)

wobei a, b die Parameter der Gleichverteilung sind, 1 die Indikatorfunktion und x eine
Realisierung der Zufallsvariable ist [76]. Der Erwartungswert und die Varianz sind

2.2)




gegeben durch

(a+b)

E(X) = S var(X) = (b—a)2.

12

(2.3)

Normalverteilung

Die in vielen Bereichen der Wissenschaft allgegenwartige Normalverteilung einer Zu-
fallsvariablen X wird ausgedriickt durch

X ~N(u,0) mit p,0€R,0>0, 2.4

wobei der Erwartungswert p und die Standardabweichung o die Parameter der Normal-
verteilung sind [53]. Die Dichtefunktion ist

1 _GE-w?

p(z) = P 207 (2.5)

und der Erwartungswert und die Varianz ergeben sich zu

E(X)=pu, var(X)=o" (2.6)
In Abbildung 2.2b ist die Standardnormalverteilung A/(0, 1) abgebildet.
Die Normalverteilung (2.4) kann auf den mehrdimensionalen Fall verallgemeinert

werden. Fiir die N-dimensionalen Zufallsvariable X = (X1, Xo,..., Xx) wird sie
ausgedriickt durch

X, L1 var(X1) cov(X1,X2) -+ cov(X1,Xn)
X 112 cov(Xa, X1) var(X2) <o+ cov(Xa, XN)
. ~N ], . . .
XN MN cov(Xn, X1) cov(Xn,Xo) - var(Xn)
——
» c

2.7)
wobei p der Vektor der Erwartungswerte und C die symmetrische, positiv-definite
Kovarianzmatrix ist. Die Kovarianzmatrix C' der mehrdimensionalen Normalverteilung
steuert die statistische Abhangigkeit und Breite der Randverteilungen der Komponen-
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ten X1, Xo,..., Xn. Die entsprechende Dichtefunktion ist gegeben durch

~i@-mC (@—n) (2.8)

Exponentialverteilung

Die Exponentialverteilung einer Zufallsvariablen X wird angegeben mit
X ~E&A) mit A>0 2.9
wobei X ihr Parameter ist. Die Dichtefunktion ist
p(z) = Ljg g re (2.10)
und der Erwartungswert und die Varianz sind
E(X)=1/) var(X) =1/ (2.11)

Fiir A = 0,5 ist die Exponentialverteilung £(0,5) in Abbildung 2.2c gezeigt.

Kerndichteschatzer

Mit Kerndichteschitzern konnen auf Basis von Samples z; einer Zufallsvariablen X eine
Dichtefunktion geschétzt werden, die keine parametrische Form annimmt [76]. Die

Dichtefunktion
1 ~ |z — x|
PKpE(T) = wh ;:1 k <7h ) (2.12)

wird als gewichtete Linearkombination von n Kernen k ausgedriickt, wobei fiir die
Kerne symmetrische, um z; zentrierte Dichtefunktionen verwendet werden und die
Bandweite h als Glattungsparameter dient. In dieser Arbeit wird fiir & die Dichtefunktion
der Normalverteilung gewéhlt.

2.1.2 Modellunsicherheit

Modelle zur Beschreibung des Ein- und Ausgangsverhaltens von Systemen sind allge-
genwértig im Maschinenbau. Modelle basieren auf Annahmen, Vereinfachungen und
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Abstraktionen und erfassen daher nie alle relevanten physikalischen Zusammenhén-
ge [69]. Anhand von zwei Beispielen wird dies im Folgenden illustriert:

* In der Finite-Elemente (FE) Analyse werden Modellierungsmethoden wie das
RAYLEIGH-RITZ-Verfahren verwendet. Diese fiihrt auf eine schwache Losung, die
das Problem beschreibenden partiellen Differentialgleichungen nicht exakt, son-
dern nur im rdumlichen Mittel erfiillt [67]. Mit dieser Approximation geht daher
ein Modellfehler einher, der von der rdumlichen Diskretisierung abhéngt.

* Nichtlineare Effekte treten in vielen technischen Systemen auf, wie z. B. in Mehr-
korpersystemen. Um fiir nichtlineare Systeme eine Regelung auszulegen, muss
héufig eine Linearisierung des Systemverhaltens erfolgen. Auch dies fiihrt zu
einem Modellfehler.

Diese Beispiele verdeutlichen die Diskrepanz zwischen Modellen und der relevan-
ten Wirklichkeit. Es herrscht Modellunsicherheit, da der funktionale Zusammenhang
zwischen Systemgrof3en vermutet, unbekannt, unvollstédndig ist oder nicht beachtet
wird [78]. Entsprechend ist die Beschreibung des Systems bzw. das Wissen dariiber
unzureichend, unvollstdndig oder vereinfacht im Vergleich zur Wirklichkeit [63]. In
Abbildung 2.1 wird dies dadurch verdeutlicht, dass das Modell nur einen Teil der rele-
vanten Wirklichkeit erfasst. Der nicht erfasste Teil wird als Unwissen bezeichnet und
grenzt sich vom Modell durch den Modellhorizont ab [78].

2.2 Quantifizierung der Unsicherheit

Nachdem in Abschnitt 2.1 bereits die Daten- und Modellunsicherheit definiert wur-
de, wird in diesem Abschnitt der Stand der Forschung zur Quantifizierung der in
der Datenunsicherheit enthaltenen Parameterunsicherheit sowie die Beriicksichtigung
der Modellunsicherheit beschrieben. BaveEs’scHE Inferenz basiert auf dem Satz von
BavEs [12] und erlaubt die Bestimmung der A-posteriori-Verteilung als Wahrscheinlich-
keit von Parameterwerten fiir gegebene Messwerte. Zur statistischen Modellkalibrierung
ist BavyES’scHE Inferenz ein wichtiges Werkzeug, um die Parameterunsicherheit zu quan-
tifizieren und wird in Abschnitt 2.2.1 vorgestellt. In Abschnitt 2.2.2 und Abschnitt 2.2.3
werden mit dem METROPOLIS-HASTINGS- und dem adaptiven METRoPOLIS-Algorithmus
zwei grundlegende Verfahren zum Sampling der A-posteriori-Verteilung vorgestellt.
Mit Multi-Fidelity-Methoden kann die Effizienz solcher Verfahren gesteigert werden,
indem genaue und rechenintensive Modelle mit Modellen niedrigerer Genauigkeit und
Rechenzeit zur Berechnung der A-posteriori-Verteilung kombiniert werden. Eine solche
Methode wird in Abschnitt 2.2.4 beschrieben. Konvergenzmetriken zur Analyse der
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Ergebnisse einer statistischen Modellkalibrierung werden in Abschnitt 2.2.5 vorgestellt.
In Abschnitt 2.2.6 wird beschrieben, wie die Modellunsicherheit im Rahmen der statis-
tischen Modellkalibrierung beriicksichtigt wird. Abschnitt 2.2.7 stellt die Grundlagen
einer Varianz-basierten Methode zur globalen Sensitivitdtsanalyse dar, um die zu kalibrie-
renden Parameter eine Modells identifizieren zu konnen. Abschnitt 2.2.8 zeigt weitere
Methoden zur Quantifizierung der Unsicherheit und deren bisherige Anwendungen in
der Strukturdynamik auf.

2.2.1 BAYES'SCHE Inferenz

Zur Modellkalibrierung werden in den Ingenieurwissenschaften vorwiegend determinis-
tische, auf Optimierung eines Fehlermales basierende Ansétze verwendet. Zu erwéhnen
sei hier exemplarisch die umfangreiche Literatur zum Model-Updating von FE-Modellen,
siehe z. B. das Buch von FrRisweLL [24]. Ein Grundgedanke bei solchen Ansitzen ist,
dass durch die Minimierung eines FehlermaRes {iber die Variation der Parameter das
Modell dazu gebracht wird, die experimentellen Messungen mdglichst gut zu reprisen-
tieren. Ein einzelnes ermitteltes Optimum der Parameter kann jedoch nicht als Abbild
fiir die im System vorherrschende Unsicherheit dienen und so kénnen deterministi-
sche Ansitze sowohl zur fehlerhaften Validierung von Modellen fiihren, als auch deren
Vorhersagegenauigkeit herabsetzen [46, 55].

Motiviert durch diese Problematik hat sich die BavEs’sche Modellkalibrierung etabliert,
bei der die im Vektor @ = (61,...,0p) € R” zusammengefassten, zu kalibrierenden P
Parameter als Zufallsvariablen angenommen werden und mit (Wahrscheinlichkeits-)Ver-
teilungen beschrieben werden. Die Baves’sche Modellkalibrierung basiert auf BayEs’scher
Inferenz, bei der die A-posteriori-Verteilung der zu kalibrierenden Parameter 6 eines
Modells aufgrund A-priori-Informationen und zusétzlicher experimenteller Messun-
gen y € RM aktualisiert wird, wobei M die Anzahl der Messungen ist. Da die Verteilung
der Parameter p(0) nicht direkt messbar ist, stellt der Satz von Baves den benétigten
Zusammenhang zwischen dem Modell mit seinen Parametern und experimentellen
Messungen her, um diese zu ermitteln:

L(yl6) po(6)
Jpy L(y]6) po(6)d6”

p(Oly) = (2.13)

Dabei quantifiziert die A-posteriori-Verteilung p(6|y) die Wahrscheinlichkeit eines Pa-
rameterwertes 6 fiir die Messwerte y. Die A-priori-Verteilung po(0) enthalt jegliche
A-priori-Informationen zu den Parametern. Dies kdnnen z. B. Informationen aus vor-
herigen Modellen oder Wahrscheinlichkeitsdichten sein, die bei dhnlichen, vorherigen
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Untersuchungen ermittelt wurden [76]. Die Likelihood-Funktion L(y|0) stellt eine
Funktion von 6 dar und quantifiziert die Wahrscheinlichkeit, Messwerte des Systems
bei gegebenen Parameterwerten 0 zu beobachten. Das Integral iiber den Trager der
Parameter Dy im Nenner berechnet die marginale Wahrscheinlichkeit und dient zur
Normalisierung.

2.2.2 METROPOLIS-HASTINGS Algorithmus

Markovketten-Monte-Carlo-Verfahren (engl.: Markov-Chain-Monte-Carlo, MCMC) sind
ein weit verbreiteter Ansatz zur Bestimmung der A-posteriori-Verteilung p(6|y) (2.13),
der die Berechnung des schwer 16sbaren Integrals im Nenner in (2.13) umgeht [56, 68].
Die Grundidee von MCMC-Verfahren ist es eine Markovkette (6(*), 811 ) .. 9(Ns))
der Lange Ns mit einer stationdren Verteilung zu bilden, die der zu bestimmenden
A-posteriori-Verteilung p(0|y) (2.13) gleicht. Einer der gingigsten und flexibelsten
MCMC-Algorithmen ist der METROPOLIS-HASTINGS-Algorithmus, der in der Entwicklung
des Forschungsgebiets der MCMC-Algorithmen eine pragende Rolle einnimmt [16, 50].
Die Markovkette startet mit einem Anfangswert 8°). Bei jeder Iteration wird ein neuer
Zustandskandidat 8* mittels einer Vorschlagsverteilung p(6*|6"s)) generiert. In der
Folge wird der Zustandskandidat mit der Akzeptanzwahrscheinlichkeit

o(6",6") = min (1, . L(y|6") p(6"10")po(6") ) 214

(yle(ns)) p(@(ns) |0*)p0(0(ns))

entweder angenommen (i. €. (st — 9*) oder verworfen (i. e. 8™ = (")), Der
Ablauf des METROPOLIS-HASTINGS-Algorithmus ist in Abbildung 2.3 dargestellt.

A-posteriori-
Verteilung

g
: K
wert () ! \—| Akzeptanzwahrscheinlichkeit o
| i A A
v
neues Sample:
p(6*16™) — 6*

Likelihood L(y|6*) e ]

Abbildung 2.3: Ablauf des METROPOLIS-HASTINGS-Algorithmus
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Der METROPOLIS-HASTINGS-Algorithmus ist eine Verallgemeinerung des METROPO-
L1s-Algorithmus, der fiir die Vorschlagsverteilung p(8*|0(")) eine Normalverteilung
annimmt, sieche Abschnitt 2.1.1. Sowohl der METROPOLI1S-HASTINGS-Algorithmus als
auch der METROPOLIS-Algorithmus gehoren zur Familie der Random-Walk-Algorithmen,
die fiir jedes Sample die lokale Umgebung des vorherigen Samples erkunden [68].
Diese Algorithmen laufen Gefahr, bei der Erkundung des Parameterraums in lokalen
Maxima der A-posteriori-Verteilung (engl.: local traps) héngen zu bleiben. Eine Voraus-
setzung fiir eine erfolgreiche Modellkalibrierung ist daher, dass die Vorschlagsvertei-
lung p(0* \9(”5)) eine gewisse Ahnlichkeit mit der A-posteriori-Verteilung p(0|y) (2.13)
hat. Ist dies nicht der Fall, kann es z. B. sein, dass keine Samples angenommen werden,
was typischerweise bei stark korrelierten A-posteriori-Verteilungen auftritt. Der adapti-
ve METRoOPOLIS-Algorithmus versucht daher die Gauss’sche Vorschlagsverteilung mit
jedem Sample der A-posteriori-Verteilung p(0|y) (2.13) anzundhern [40]. Viele weitere
MCMC-Algorithmen gehen als Varianten auf den METROPOLIS-HASTINGS-Algorithmus
zurilick oder wurden durch die Entwicklung anderer MCMC-Algorithmen inspiriert und
in der Forschung meist in Bezug auf eine bestimmte Anwendung kombiniert [16, 37,
50].

2.2.3 Adaptiver METROPOLIS Algorithmus

Der in Algorithmus 1 beschriebene adaptive METROPOLIS-Algorithmus [40] erweitert
den METROPOLIS-Algorithmus in Bezug auf die Vorschlagsverteilung. Die Vorschlagsver-
teilung p(0*|0")) ~ N (0", C) wird als Normalverteilung angenommen, wobei als
Kovarianzmatrix C die skalierte empirischen Kovarianzmatrix fiir alle vorangegangenen
Samples verwendet wird. Durch Anpassung der Kovarianzmatrix an die vorangegange-
nen Samples der Markovkette wird die A-posteriori-Verteilung p(0|y) besser erkundet,
was die Konvergenz beschleunigt [16]. Obwohl die resultierende keine Markovkette ist,
gilt sie als gute Annédherung an die A-posteriori-Verteilung [40, 76].

Die Kovarianzmatrix C wird als konstante Matrix Cy fiir die ersten Nt Trainings-
samples der Kette angenommen. Diese dienen als Trainingsphase, um geniigend
Samples zur Berechnung der skalierten empirischen Kovarianzmatrix C zu generie-
ren. Als anfiangliche Kovarianzmatrix Cy kann z. B. eine diagonale Kovarianzmatrix
Cpy = diag{ecyla%, el ec‘pa%} verwendet werden, wobei die € 1,. . ., ¢, p Skalierungs-
faktoren und o7,...,0% die Varianzen der marginalen A-priori-Verteilung der Para-
meter 0 sind [82]. Diese Wahl spiegelt die Kovarianzstruktur der A-priori-Verteilung
unter der Annahme unabhéngiger A-priori-Verteilungen po(6) = Hle po(6p) wider. Der
Skalierungsfaktoren e 1, ..., €. p steuern die Erkundung des Parameterraums, indem
ein Gleichgewicht zwischen der Rate der akzeptierten Samples und der Entfernung, die
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die Kette innerhalb einer Iteration zuriicklegt [76]. Sie kdnnen z.B. empirisch oder aus
einer vorangehenden statistischen Modellkalibrierung ermittelt werden.

Nach Abschluss der Trainingsphase ns > Nt wird die skalierte empirische Kovarianz-
matrix C,, der Kettensamples als Kovarianzmatrix C in der Gauss’schen Vorschlags-
verteilung p(6* |8("s)) ~ A(8(") C) verwendet. Die skalierte empirische Kovarianz-
matrix C,, wird rekursiv mit dem Mittelwert der Samples 8,,, berechnet, die beide
beim Kettenindex ng = 1 mit C; = Cp und 6, = 0 initialisiert werden. Der Skalie-
rungsfaktor sp in Algorithmus 1 ist in [40] durch sp = 2,38/ P gegeben und dient als
Designparameter. Um die positive Definitheit der skalierten empirischen Kovarianzma-
trix C),, zu gewihrleisten, wird ein konstanter Regularisierungsparameter ¢; = 1.107°

in die Berechnung einbezogen, wobei I, eine Einheitsmatrix der Dimension P x P ist.

Algorithmus 1 : Adaption der Kovarianzmatrix der Vorschlagsverteilung 6.,

1 éns = nj—l (éns—l - G(HS))

2: C_’ns+1

e 1Cns + 2 (nSons 1(0715—1)T - (nS + 1)9715 (éns)T + e(nS)(e(nS))T + 6rIP)

ns

3. if ng > Nt then
4: C = C_'ns+1
5. else

6: C = C()

7. end

2.2.4 Eine Multi-Fidelity-Methode zur statistischen Modellkalibrierung

Der METROPOLISs-Alogrithmus und der adaptive METROPOLIS Algorithmus bergen das
Problem, dass sie aufgrund eines hohen Anteils verworfener Samples ineffizient sind.
Seit einigen Jahren riicken daher Multi-Fidelity-Methoden mehr und mehr in den Fokus,
da mit ihnen ein Potential zur Rechenzeitverkiirzung einhergeht, aufgrund dessen auch
fiir rechenintensive Modelle eine statistische Modellkalibrierung durchgefiihrt werden
kann [62].

In vielen Situationen konnen fiir ein strukturdynamisches System mehrere Modelle
mit unterschiedlicher Genauigkeit (engl.: fidelity) angegeben werden. Modelle in der
Strukturdynamik entstehen z. B. oft durch die rdumliche Diskretisierung im Rahmen
der Finite-Elemente-Methode (FEM) und enthalten typischerweise mehrere Tausend bis
hin zu Millionen Freiheitsgrade. Hier konnen z. B. durch Variation der Diskretisierung
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Modelle mit unterschiedlicher Genauigkeit und Rechenzeit angegeben werden. In An-
nahme eines High-Fidelity-Modells (HiFi) mit hoher Genauigkeit und hoher Rechenzeit
konnen Low-Fidelity-Modelle (LoFi) mit niedrigerer Genauigkeit und typischerweise
auch niedrigerer Rechenzeit zudem durch projektionsbasierte Methoden (z. B. KryL-
ov-Unterraum-Methoden) und datengestiitze Methoden (z. B. PCE, GP, Scalable Vector
Machines) erzeugt werden [62]. Nicht zuletzt lassen sich auch durch vereinfachte Mo-
dellierung wie z. B. Linearisierungen oder Vernachléssigung von physikalischen Effekten
Low-Fidelity-Modelle gewinnen. Das Ziel von Multi-Fidelity-Methoden besteht in der
systematischen Kombination der Ergebnisse von Modellen unterschiedlicher Genau-
igkeit, wobei rechenintensivere Modelle hoherer Genauigkeit tendenziell weniger oft
ausgewertet werden als weniger rechenintensive Modelle niedriger Genauigkeit. Die
Forschung zu Multi-Fidelity-Methoden aus dem Bereich der statistischen Modellka-
librierung ist bisher noch wenig vorangeschritten [22, 62]. Die wenigen relevanten
Beitrdge zur Anwendung von Multi-Fidelity-Methoden sowie weiteren Ansitzen zur
Quantifizierung der Parameterunsicherheit fiir strukturdynamische Systeme werden in
Abschnitt 2.2.8 diskutiert.

-
! = A-posteriori-
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Abbildung 2.4: Ablauf des Two-Stage Delayed Acceptance MCMC-Algorithmus

CHRISTEN [18] und Fox [23] fiihrten den Two-Stage Delayed Acceptance MCMC
(2SDAMCMC) Algorithmus ein, der sich in Grundziigen am METROPOLIS-HASTINGS-
Algorithmus orientiert und diesen auf den Multi-Fidelity-Kontext erweitert. Der prin-
zipielle Ablauf der Kalibrierung ist in Abbildung 2.4 dargestellt und wird im Folgen-
den erlautert. Ausgegangen wird dabei von einem High-Fidelity-Modell und einem
Low-Fidelity-Modell, mit denen jeweils die zwei Likelihood-Funktionen Ly;p; und Ly
berechnet werden. Auf Basis eines Initialwerts 8(* wird im ersten Schritt fiir ein Sample
die Likelihood-Funktion Ly.p; fiir das Low-Fidelity-Modell berechnet, worauf das Sample
mit der Wahrscheinlichkeit oy entweder akzeptiert oder verworfen wird. Im Fall der
Annahme wird danach in einem zweiten Schritt die Likelihood-Funktion Ly;p; fiir das
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rechenintensive High-Fidelity-Modell bestimmt und das Sample mit der Wahrschein-
lichkeit ayir; angenommen oder verworfen. Die fiir MCMC typische hohe Quote an
verworfenen Samples zwischen 50 und 90% (siehe Abschnitt 2.2.5) kann durch diesen
zweigeteilten Ansatz reduziert und die Akzeptanzwahrscheinlichkeit ayip; im zweiten
Schritt erhoht werden [62, 76]. Dieser zweistufige Ansatz, bei dem Samples vor Berech-
nung des High-Fidelity-Modells gewissermafen durch ein Low-Fidelity-Modell gefiltert
werden, fiihrt zu einer erheblichen Effizienzsteigerung, wodurch auch rechenintensive
Modelle effizient behandelt werden kénnen [62].

Der 2SDAMCMC-Algorithmus wird in den Ingenieurswissenschaften bisher noch wenig
angewendet. Die meisten Anwendungen konzentrieren sich auf Modelle zur Simulati-
on von unterirdischen Fliel3- und Transportprozessen in den Geowissenschaften [30,
60] sowie Modelle in der Biochemie [31, 32, 70] und der elektrischen Impedanz-
tomographie [11]. Als Weiterentwicklung des 2SDAMCMC-Algorithmus schlédgt Cut
in [19] ein adaptives projetionsbasiertes Ersatzmodell als Low-Fidelity-Modell vor,
dass fortlaufend an die Modellauswertungen des High-Fidelity-Modells adaptiert wird.
Auf diese Weise wird die Genauigkeit des Low-Fidelity-Modells fortlaufend verbes-
sert, wodurch sich gleichzeitig die Akzeptanzwahrscheinlichkeit ayr; erhoht. Zudem
kombiniert Cut den 2SDAMCMC-Algorithmus mit dem Grouped-Components-Adaptive-
METroPOLIS-Algorithmus als Variante des in Abschnitt 2.2.3 vorgestellten Adaptiven
METROPOLIS-Algorithmus. Sowohl fiir den urspriinglichen Ansatz von CHRISTEN als
auch die Erweiterung um ein adaptives Low-Fidelity-Modell ist die Konvergenz gegen
die A-posteriori-Verteilung p(6|y) (2.13) des High-Fidelity-Modells sichergestellt [19].

2.2.5 Konvergenzmetriken

Die notwendige Liange einer mit einem MCMC-Algorithmus generierten Kette Ns ist pro-
blemspezifisch und hiangt davon ab, ob die Kette konvergiert ist. Konvergenz bedeutet in
diesem Zusammenhang, dass die Kette Samples der A-posteriori-Verteilung p(0|y) gene-
riert. Die Konvergenz der Kette kann durch ungiinstige Initialwerte 8(*) der Kette verzo-
gert werden. Liegen die Intialwerte 8(*) in Bereichen der A-posteriori-Verteilung p(6|y)
mit niedriger Wahrscheinlichkeit, muss sich die Kette zu Beginn erst in Bereiche hohe-
rer Wahrscheinlichkeit der A-posteriori-Verteilung p(0|y) iterativ bewegen. Diese Np
Samples, die zu Beginn noch nicht der A-posteriori-Verteilung p(0|y) folgen, werden
als sog. Burn-In verworfen und finden keine Verwendung bei der Bestimmung der A-
posteriori-Verteilung p(0|y). Bedingt durch das Fehlen analytischer Konvergenztheorie
kann die Konvergenz falsifiziert, im Allgemeinen jedoch nicht verifiziert werden [15,
76]. Jedoch existieren in der Literatur Heuristiken, mit denen die Konvergenz einer
mit einem MCMC-Algorithmus generierten Kette analysiert werden kann [82]. Zwei
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etablierte Metriken, die in dieser Arbeit Anwendung finden, werden im Folgenden
vorgestellt.

Akzeptanzrate

Um einzuschéitzen, ob die Kette die A-posteriori-Verteilung p(0|y) sampelt, bietet die
Akzeptanzrate der (in der ersten Stufe) akzeptierten Samples ay.p; einen guten An-
haltspunkt [76]. SMITH betrachtet eine Akzeptanzrate zwischen 10% und 50% als
typisch [76]. Ist die Akzeptanzrate hoher, ist dies ein Zeichen, dass die A-posteriori-
Verteilung p(@|y) nur unzureichend erkundet wird. Ist sie niedriger, kann dies bedeuten,
dass die Kette sich in Bereichen der A-posteriori-Verteilung p(0|y) mit niedriger Wahr-
scheinlichkeit aufhélt [82].

GELMAN-RUBIN-Metrik

Das Prinzip der GELMAN-RUBIN-Metrik (engl.: GELMAN-RUBIN-diagnostic) besteht darin,
die Varianz der Samples fiir jede einzelne Kette zu bestimmen, diese Varianzen zu mitteln
und mit der Varianz aller durch die Ketten generierten Samples zu vergleichen [16].
Das Ergebnis der GELMAN-RUBIN-Metrik wird in mit dem sog. potential scale reduction-
Faktor R angegeben. Ausgehend von k = 1,..., K Ketten (0(>F) 91K g(Ns:k))
der gleichen Lange Ns wird fiir jede Kette k die gemittelte Kovarianzmatrix

Ns
_ 1 _ _
CGR,k = ﬁs Z (o(ns,k) _ oGR,k)(e(ns’k) N OGR,k)T
’ns:O
Ns

> 9"k (2.15)

ns=0

mit éGR,k =

Ns+1

ermittelt und diese K Kovarianzmatrizen anschlielend noch einmal gemittelt, sodass
sich die Matrix

K
_ 1 _
Corzi = ; Cor ks (2.16)
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ergibt, wobei éGR,k der Mittelwert der Samples einer Kette k ist. Eine weitere Kovari-
anzmatrix der Mittelwerte der einzelnen Ketten ergibt sich zu

K K
_ 1 _ - =T T _
Cory2 = K —1 ];(OGR,k —0)(Ogrr—06) , mit 6= Ve I;OGRJC» (2.17)

wobei @ der Mittelwert der Samples aller Ketten ist. Der potential scale reduction-Faktor
bestimmt sich schlieflich zu

Ng K+1
R= o+ (D, 2.18)

wobei A; der grofdte Eigenwert der symmetrischen, positiv definiten Ma-
trix Ca&vzvléc&zg ist [82]. Je weiter die Kette konvergiert, desto dhnlicher sollten
die stationdren Verteilungen der Ketten sein. Der Kennwert R ist indikativ hierfiir und
néhert sich mit fortschreitender Konvergenz dem Wert 1 von oben an [16].

2.2.6 Quantifizierung der Modellunsicherheit

LAW Models are wrong, but some are useful” — dieses Zitat von GEORGE E. P. Box ver-
deutlicht, dass die Beschreibung des funktionalen Zusammenhangs aller Modelle un-
vollkommen ist und ihnen daher Modellunsicherheit innewohnt [14]. Bleibt diese
unberiicksichtigt, konnen die Ergebnisse einer Modellkalibrierung verzerrt (engl.: bi-
ased) sein, wodurch die Parameter ihre physikalische Bedeutung einbiien. Aus die-
ser Motivation etablierten KENNEDY und O’HAGAN einen wegweisenden Ansatz zur
Modellkalibrierung, bei der M experimentelle Messungen y,, aus dem Messdaten-
satz Ym = {(xm, ym)|m = 1,..., M} mit der Beziehung

Ym = U(me, 07]) + 5(:3771) + Em (219)

dargestellt werden. Dabei beschreibt 7(x,, ,) das Modell, §(x) eine sog. Diskre-
panzfunktion, x,, die Inputs und &, den normalverteilten Messfehler. KENNEDY und
O’HagaN [49] gehorten zu den ersten, die mit einer Diskrepanzfunktion 6 (¢, ) in (2.19)
der Modellunsicherheit bei der Modellkalibrierung Rechnung trugen. Die Diskrepanz-
funktion & (., ) stellt sicher, dass die physikalischen Modellparameter 8,, € R™” in einer
statistisch konsistenten Art und Weise kalibriert werden. Die Genauigkeit der Modell-
vorhersage wird einerseits durch die statistische Kalibrierung der Modellparameter 8,,
und andererseits durch die Korrektur der Vorhersagen des kalibrierten Modells durch
die kalibrierte Diskrepanzfunktion §(«,,) erhoht [9].
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Die Diskrepanzfunktion ¢(x,) ist phdnomenologischer Natur. Fiir sie kann in der Regel
kein funktionaler Zusammenhang angegeben werden und wird in [49] als GP model-
liert. GP sind eine Generalisierung der Gaussverteilung im Funktionenraum und werden
oft zur nicht-parametrischen Regression genutzt [65]. In Abschnitt 2.3.1 werden die
Grundlagen zu GP beschrieben, die in dieser Arbeit zur Modellierung der Diskrepanz-
funktion als auch des Low-Fidelity-Modells in Abschnitt 3.2 verwendet werden. GP
werden durch sog. Hyperparameter 65 beschrieben, die in der Darstellung (2.19) und
in der Literatur héufig nicht explizit angegeben werden. Die gesamten oder ein eine
Auswahl der Hyperparameter werden im Rahmen der statistischen Modellkalibrierung
mit den Modellparameter 6,, kalibriert und im Vektor der zu kalibrierenden Parame-
tern zusammengefasst zu 8 = (0,, 85). In der Literatur sind weitere Mdoglichkeiten
zur Modellierung der Diskrepanzfunktion §(x,,) zu finden, u. a. als Konstante [7],
Zufallsvariable [19] oder als analytische Funktion, jedoch bieten diese Ansétze nicht die
gleiche Flexibilitdt wie die in der Forschung etablierte Darstellung als GP und implizieren
gleichzeitig starke A-priori-Annahmen an die funktionale Form des Modellfehlers.

Der Ansatz von KENNEDY und O’HAGAN sieht die Verwendung eines GP als Ersatzmo-
dell fiir n(x, 6,)) vor. Der GP wird aus Modellauswertungen von n(x, 6,) gewonnen.
Jedoch ist diese vorgeschlagene Darstellung durch GP bei Modellen 7(x, 6,)) mit z. B.
nichtlinearen oder nicht-glatten Zusammenhéngen oft nicht geeignet [65]. Dies be-
einflusst mafRgeblich die Giite des Ersatzmodells, sodass die so erhaltene A-posteriori-
Verteilung p(0|y) (2.13) von der wahren A-posteriori-Verteilung abweichen kann.

HicpoN [43] erweiterte den Ansatz von KENNEDY und O’HAGAN auf Probleme mit
hochdimensionalen Ausgangsdaten. Der Ansatz von HigboN wurde im Forschungscode
GPM/SA [25] (engl.: Gaussian Process Model Simulation Analysis) der Los Alamos
National Laboratories implementiert und hat durch seine vielfache Anwendung zur
Etablierung des Ansatzes von KENNEDY und O’HAGAN beigetragen.

FELDMANN [1, 4, 5] arbeitete an der Darstellung und Quantifizierung von Modellunsi-
cherheit am Beispiel des SFB-Demonstrators. In [1] stellt FELDMANN eine Methode zur
Quantifizierung von Modellunsicherheit vor, bei der die Diskrepanzfunktion §(z,,) in
(2.19) verwendet wird, um eine Modellauswahl bei Vorliegen konkurrierender Modelle
vorzunehmen. Die Modellierung der Diskrepanzfunktion als GP erlaubt die Bestimmung
von Quantilen, die als Einzahlwert zur Quantifizierung der Modellunsicherheit herange-
zogen werden konnen. Am Beispiel eines einfachen Zweimassenschwinger-Modells des
SFB-Demonstrators zeigt er in [4] zudem, wie aus den Konfidenzintervallen Riickschliisse
auf konkrete Modellfehler getroffen werden kénnen. Die Darstellung der Diskrepanz-
funktion () durch einen GP ist zwar etabliert, wird in der Literatur aufgrund von
Problemen bei der Beschreibung komplexer nichtlinearer und nicht-glatter Zusammen-
hénge jedoch zunehmend hinterfragt. FELDMANN [5] schldgt daher die Darstellung der
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Diskrepanzfunktion als rekursiven GP vor, der eine hierarchische Kombination von GP
ist, siche Abschnitt 2.3.1. Dabei zeigt er, dass die Vorhersagegenauigkeit des rekursiven
GP deutlich hoher ist.

BRYNJARSDOTTIR zeigte in [17] anhand eines einfachen akademischen Beispiels, dass
die Vernachléssigung der Diskrepanzfunktion () sowohl zu einer verzerrten (engl.:
biased) A-posteriori-Verteilung p(0|y) (2.13) als auch die Vorhersagegenauigkeit des
kalibrierten Modells herabsetzt. Da die Parameter 6,, und die Diskrepanzfunktion (@)
in gegenseitiger Beziehung (2.19) stehen, kann der Einfluss der Modellunsicherheit bei
Vernachldssigung der Diskrepanzfunktion é(xz,) im Ergebnis der Modellkalibrierung
zu Tragen kommen. Dadurch degenerieren physikalische Parameter zu reinen Abstim-
mungsparameten (engl.: tuning parameter) und verlieren ihre Aussagekraft. Dieser Effekt
bleibt mit Erhéhung der verwendeten Anzahl an Messungen zur Kalibrierung bestehen.
Ebenso verdeutlicht GOLLER in [33] beispielhaft anhand eines inaddquaten Modells, wie
dessen Kalibrierung bei Vernachléssigung der Modellunsicherheit komplett scheitern
kann. Die resultierenden A-posteriori-Verteilungen p(8|y) (2.13) waren verzerrt und
haben keinen Aufschluss iiber die zu kalibrierenden physikalischen Modellparameter 6,
geben konnen. Hierdurch wird unterstrichen, dass eine statistische Modellkalibrierung
nicht ohne eine Diskrepanzfunktion §(x.,) erfolgen sollte.

2.2.7 Sensitivitatsanalyse

Ein wichtiger Schritt zur Vorbereitung einer statistischen Modellkalibrierung besteht
darin, aus den im Modell vorkommenden Parametern die Parameter 6,, auszuwah-
len, die kalibriert werden sollen. Dazu wird eine Sensitivitdtsanalyse mit einer Anzahl
von Ngopol, im Vektor Ogqp zusammengefassten Parametern des Modells durchgefiihrt
um zu quantifizieren, welche Variation in den Modellausgdngen der Variation in den
jeweiligen Modellparametern Qs zugerechnet werden kann [76]. Auf diese Weise kon-
nen ungewichtige Parameter identifiziert und in der folgenden Modellkalibrierung fixiert
werden. Die einflussreichen Parameter werden kalibriert und in dem in Abschnitt 2.2.6
eingefiihrten Vektor der V,; < Ngobo Modellparameter 6, zusammengefasst.

Von Relevanz sind hierbei vor allem Methoden zur globalen Sensitivitdtsanalyse, bei
denen der gesamte Bereich der Parameter untersucht wird [80]. Diese kénnen weiter in
auf Regression, Varianz oder Screening basierende Methoden kategorisiert werden [76].
In dieser Arbeit wird die Sensitivitdtsanalyse mithilfe der SoBor-Indices durchgefiihrt.
Die Methode gehort zu den géngigsten Varianz-basierten Methoden und ist auch unter
ANOVA (ANalysis Of VAriances) bekannt.
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Die Grundidee hierbei ist es, ein Modell  als Expansion in Summanden zunehmender
Dimension darzustellen. Die Gesamtvarianz des Modells wird dabei durch die Summe
der Varianzen der Summanden beschrieben

NSobol
MtiFi (2, Osobol) =fot+ Y L0+ D fiu0,0)+ .., (2.20)
ax=const. N . .
=1 1<i <5< Nsobol
wobei fy; eine Konstante und f; und f;; Funktionen sind und 6;,0;
mit 1,...,%,7,..., Nsopol di€ Nsohor in der Sensitivitdtsanalyse betrachteten
Parameter Osohs = (01,...,0n,,) des Modells darstellen [57, 76]. Der de-

terministische Input x wird fiir die Sensitivititsanalyse auf einen konstanten
Input fixiert. Unter der Annahme gleichverteilter und unabhéngiger Parame-
ter p(01) = U(a1,b1),...,p(ONgpy) = U(GNgpos ONgsy) kOnnen die totalen und
partiellen Varianzen bis zur zweiten Ordnung ausgedriickt werden durch

by bNSobol
D= / / OSobol)dBSObol - va (2.21a)
aNSobol
D; fz (0:)d0;, (2.21b)
Dy = / £25(6:,6;)d.do). 2.210)

i J

Die Annahme anderer Verteilungen fiir die Parameter ist ebenso moéglich, jedoch liegt
das A-Priori Wissen iiber die Parameter zumeist nur in Form von Intervallen vor und
wird daher mit einer Gleichverteilung beschrieben. Die Sopor-Indices erster Ordnung
sowie die Total-SopoL-Indices konnen auf Basis dessen ausgedriickt werden durch

D' D . NSobol
Si = D Sij = Tj St =S + ]; Sij- (2.22)

Die Sopor-Indices erster Ordnung S; spiegeln den Einfluss einzelner Parameter auf
den Modellausgang wieder. Die SoBor-Indices zweiter Ordnung S; ; quantifizieren den
Einfluss der Interaktion von zweier Parameter auf den Modellausgang. Der Gesamtef-
fekt eines Parameters auf den Modellausgang wird durch die Total-SoBot-Indices St,;
beschrieben.

Fiir die Bestimmung der Soot-Indices stehen verschiedene MONTE CARLO-basierte Schét-
zer zur Verfiigung. In dieser Arbeit wird der in der MATLAB® Toolbox UQLAB imple-
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mentierte Schétzer von JANNON verwendet [48, 57]. Bei der Schatzung der Total-SoBot-
Indices auf Basis von N Samples benotigt dieser N - (Nsopol + 2) Modellauswertungen,
die parallel berechnet werden konnen. In der Literatur existieren mittlerweile Ansétze,
um die Anzahl der Modellauswertungen durch Verwendung eines PCE-basierten [54,
79] oder GP-basierten [54, 58] Ersatzmodells zu reduzieren, worauf hier jedoch nicht
weiter eingegangen wird.

2.2.8 Quantifizierung der Unsicherheit in der Strukturdynamik

Das Anwendungsgebiet von MCMC-Verfahren als dominante Methode zur Quantifizie-
rung der Parameterunsicherheit erstrecke sich bis 1990 in erster Linie auf die Chemie
und die Physik [16]. Nachdem die Methode in der Forschergemeinschaft unter Sta-
tistikern ab 1990 bekannter wurde, hat sich das Anwendungsfeld auch auf andere
Forschungsgebiete wie der Signalverarbeitung und der Strukturdynamik erweitert [16].
Die Anwendung von MCMC-Verfahren beschrankt sich bisher jedoch auch in der Struk-
turdynamik bisher iiberwiegend auf wenig rechenintensive Anwendungen.

Am Beispiel eines Zwei-Freiheitsgrade-Modells eines Gebdudes mit zwei Stockwerken
verwendet BEck [13] eine MCMC-Variante, um Parameterbereiche mit hoher Wahr-
scheinlichkeit in der A-posteriori-Verteilung (2.13) zu bestimmen. WorDEN [83] il-
lustriert am Beispiel eines eindimensionalen Duffing Oszillators und eines hystereti-
schen Systems des Bouc-Wen-Typs die Vorteile und Leistungsfihigkeit einer statisti-
schen Modellkalibrierung mit dem METROPOLIS-HASTINGS-Algorithmus, der jedoch
bereits bei diesen einfachen Ein-Freiheitsgrad-Modellen zu signifikanten Rechenzeiten
fiihrt. MuTo [61] fiihrt eine BavEs’sche Modellkalibrierung mittels Transitional MCMC
(TMCMC) durch, um die Parameter fiir hysteretische eindimensionale Gebdudemodelle
zu kalibrieren. ANGELIKOPOULOS [8] erweiterte den TMCMC-Algorithmus auf den Multi-
Fidelity-Kontext, indem er ein im Verlauf der Kalibrierung adaptiv-lernendes GP-basiertes
Ersatzmodell kalibriert. Die Methode demonstriert er an einem Briickenmodell mit 562
Tsd. Freiheitsgraden. GREEN [38] verwendet den METROPOLIS-Algorithmus, um die
Parameter verschiedener nichtlinearer Reibungsmodelle eines Ein-Freiheitsgrad-Systems
zu kalibrieren. In [36] présentiert GREEN eine weniger rechenintensive Version des
Simulated Annealing-Algorithmus, mit dem die Parameter eines Duffing-Oszillators kali-
briert werden. GoLLER [33] fiihrt eine statistische Modellkalibrierung mittels TMCMC
an grofderen Modellen durch. Betrachtet werden hierbei unterschiedliche Modelle eines
gewinkelten Kragbalkens, das 2247 Freiheitsgrade umfasst.

YuEN und Beck [85] présentieren eine im Zeitbereich basierte Baves’sche Methode
zum Update der Modalparameter eines linearen, strukturdynamischen Systems. Die
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Methode, die ohne MCMC-Sampling auskommt, basiert auf der sequentiellen Maximie-
rung einer analytischen Approximation der A-posteriori-Verteilung p(€|y) (2.13) fiir die
Modalparameter des linearen Systems. Au und YUEN [10, 86] beschreiben Verfahren zur
Identifikation im Frequenzbereich mittels eines BavEs’schen Fast-Fourier-Transformation
Ansatzes. Die genannten Ansitze sind jedoch nur auf den speziellen Fall von linearen
Systemen in der Strukturdynamik anwendbar.

ABst [7] beschreibt im Kontext der statistischen Modellkalibrierung eine Multi-Fidelity-
Methode, bei der erst ein Low-Fidelity-Modell und anschlieend ein High-Fidelity-
Modell eines strukturdynamischen Systems kalibriert wird. Als Low-Fidelity-Modell
wird ein Ersatzmodell des High-Fidelity-Modells verwendet. Die aus der statistischen
Modellkalibrierung mit dem Low-Fidelity-Modell resultierende A-posteriori-Verteilung
der Parameter p(6|y) dienen als A-priori-Verteilung po(0) fiir die Kalibrierung des
High-Fidelity-Modells. Somit soll bewirkt werden, dass der Parameterraum des High-
Fidelity-Modells effizienter gesampelt wird. Dieser Ansatz macht zwar die Erkundung
des Parameterraums effizienter, allerdings ist die damit verbundene Anwendung von
konventionellen MCMC-Algorithmen fiir rechenintensive Modelle, deren Rechenzeiten
im Minuten- bis Stundenbereich liegen, immer noch nicht praktikabel.

Likelihood-Free-Methoden sind auf Probleme mit analytisch nicht bestimmbaren oder
zu rechenintensiven Likelihood-Funktionen zugeschnitten. Bei der sog. Approximate
Bavesian Computation wird die Likelihood-Funktion durch ein weniger rechenintensives
Diskrepanzmal ersetzt [27]. Eine so generierte A-posteriori-Verteilung p(0|y) (2.13)
entspricht in der Regel nicht der wirklichen A-posteriori-Verteilung, was die Interpretati-
on der Ergebnisse erschwert und eine sorgféltige Wahl des Diskrepanzmalf3es notwendig
macht.

Zusammenfassend zeigt sich, dass der Stand der Forschung zur Quantifizierung von
Unsicherheit in der Strukturdynamik Potential zur Entwicklung von Methoden offenbart,
die auch fiir komplexe und damit entsprechende rechenintensive strukturdynamische
Systeme geeignet sind:

* Die Mehrzahl der verfiigbaren MCMC-Algorithmen ist nur fiir wenig recheninten-
sive Modelle einsetzbar; komplexe strukturdynamische Modelle kénnen damit
nicht effizient statistisch kalibriert werden.

* Viele Ansitze sind anwendungsspezifisch und auf spezielle Problemklassen be-
schrankt; z. B. konnen die Ansétze von YUEN [85, 86] und Au [10] nur auf lineare
strukturdynamische Systeme angewendet werden.

* Approximate BAVESIAN Computation sowie der Ansatz von HiGpoN [43] kalibrieren
nicht das eigentliche Modell, sodass die so erhaltene A-posteriori-Verteilung p(6|y)
(2.13) verzerrt sein kann.
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* Die Modellunsicherheit wird bei der statistischen Modellkalibrierung unzurei-
chend beriicksichtigt, sodass auch hier die A-posteriori-Verteilung p(0|y) (2.13)
verzerrt sein kann, siehe Abschnitt 2.2.6.

Eine geeignete Methode soll demnach das eigentliche Modell und kein Ersatzmodell
kalibrieren, effizient genug zur Kalibrierung komplexer und damit entsprechend re-
chenintensiver Modelle sein und die Modellunsicherheit ausreichend berticksichtigen.
Wiirde die Modellunsicherheit bei der statistischen Modellkalibrierung vernachléssigt,
so wiirden nicht nur physikalische Parameter ihre Bedeutung verlieren und zu Abstim-
mungsparametern degenerieren, sondern auch die Vorhersagegenauigkeit des Modells
herabgesetzt, siehe Abschnitt 2.2.6. Dies bildet die Motivation fiir die in Kapitel 3
vorgestellte Methode zur effizienten statistischen Quantifizierung von Parameter- und
Modellunsicherheit.

2.3 Ersatzmodelle

Neben den im vorherigen Abschnitt beschriebenen MCMC-Verfahren werden auch fiir
Sensitivitdtsanalysen und Optimierungen Tausende von Modellauswertungen benotigt.
Um die Rechenkosten dafiir zu senken, konnen weniger rechentintensive Ersatzmo-
delle des eigentlich betrachteten Modells verwendet werden. Eine beliebte Klasse von
Ersatzmodellen sind datengetriebene Modelle. Diese werden auf Basis eines Trainings-
datensatzes aufgebaut, der aus Ein- und Ausgangsdaten des abzubildenden, als Black
Box angenommenen Modells besteht [76].

Im Kontext des in Abschnitt 2.2.4 beschriebenen 2SDAMCMC-Algorithmus, kommt
in dieser Arbeit als Low-Fidelity-Modell niopi(€m, 0,) mit einem GP und einer PCE
eine Kombination aus zwei datengetriebenen Ersatzmodellen zum Einsatz, siehe Ab-
schnitt 3.2. Im Folgenden werden in Abschnitt 2.3.1 die Grundlagen zu GP und in
Abschnitt 2.3.2 Moéglichkeiten zur Adaption beschrieben. In Abschnitt 2.3.3 folgt eine
kurze Einfiihrung zu PCE.

2.3.1 Gaussprozesse

Ziel dieses Abschnitts ist eine pragnante Einfiihrung in die Modellierung mit GP. Ein GP
ist eine Verallgemeinerung der Gauss’schen Wahrscheinlichkeitsverteilung im Funktions-
raum, da sie eine Verteilung iiber Funktionen beschreibt [65]. GP werden in dieser Arbeit
einerseits zur Modellierung der Diskrepanzfunktion d(x.,) verwendet, andererseits als
Low-Fidelity-Modell im Rahmen des 2SDAMCMC-Algorithmus. Als nichtparametrische
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probabilistische Modelle bringen GP die Flexibilitdt mit sich, Modelle auf Basis von
nahezu beliebig vielen Daten zu generieren [65]. Als probabilistische Ersatzmodelle
unterscheiden sich GP maf3geblich von deterministischen Ersatzmodellen, da die bei
GP auch Aussagen iiber die Unsicherheit der Modellvorhersage moglich sind. Fiir eine
ausfiihrlichere Einfithrung in die Theorie der GP sei auf das Buch [65] von RASMUSSEN
verwiesen.

Eine anschauliche Erklarung zu GP findet sich in [65]: Man stelle sich eine Funktion f
als einen unendlich langen Funktionsvektor

f=1f(®), ... fen)] (2.23)

vor, bei dem jeder Eintrag einen Funktionswert f(z) von einem Input « € R” darstellt.
Dann beschreibt ein GP eine multivariate Normalverteilung {iber eine beliebige endliche
Anzahl dieser Vektoreintrége. Schreibt man eine Anzahl der Inputs « in die Inputs-
Matrix X = [z1,...,zn], so kann der entsprechende Funktionsvektor f als multivariate
Normalverteilung dargestellt werden

f~ N(LL, C(era X, X))7 bzw. f(m) ~ gP(Ma C)a (2.24)

wobei ; die Erwartungswertfunktion, o = (u(a1),...,u(zx))" der Vektor der Aus-
wertungen der Erwartungswertfunktion fiir die in der Inputs-Matrix X enthaltenen
Inputs und C(0gp, X, X) € RY*N die mit einer Kovarianzfunktion ¢ aus den In-
puts [x1, ..., xy] und den sog. Hyperparametern' 8gp aufgebaute Kovarianzmatrix ist,
siche Abschnitt 2.1.1.

Modellvorhersagen auf Basis des GP lassen sich durch Konditionieren des GP (2.24) auf
einen Trainingsdatensatz (Xiain, fuain) treffen, siehe Abbildung 2.5. Der Erwartungs-
Wert fipreq Und die Varianz Ugred des Funktionswertes f an einem Punkt a,req ergibt sich

1Die Parameter der Kovarianzfunktion ¢ werden als Hyperparameter bezeichnet, um den nichtparame-
trischen Charakter von GP zu betonen [65].
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xr
Abbildung 2.5: Vorhersage mithilfe eines GP auf Basis des Trainingsdatensat-

zes (Xirain, furain) (®): Erwartungswert ipreq (— =) und 95%- Konfidenz-
intervall der Modellvorhersage jipreq + 1, 960prea ()

zu [71]

Hpred :N(mpred ) +

-1 (2.25a)
C(GGP7 Lpred Xtrain) (C(ery Xirain, Xtrain)) (ftrain - Ithrain)
Uf)red :c(eGPa Lpred, wpred) -
C(OGP7 Lpred; Xtrain)C(OGP7 Xitrain, Xtrain)ilc(eGE Xtrain, wpred)+
7-I‘l"(rainTCJ(OGE Xtraina Xtrain)illlltrain T (225b)

mit
T = l"';ainC(OGPy Xirain, Xtrain)_lc(OGPy Xirain, mpred) - /L(mpred)

wobei sich ¢(0cp, Xirain, Tpred)> (0GP, Tpreds Tpred)> C (0P, Xirain; Xirain) durch Auswer-
tung der Kovarianzfunktion (2.26) fiir den Input @preq bzw. die in der Input-Matrix X rain
enthaltenen Inputs ergibt. Der Vektor iy, resultiert aus der Auswertung der Erwar-
tungswertfunktion fiir die in der Input-Matrix X, enthaltenen Inputs. Die Modell-
vorhersage eines GP an einem Punkt @p.q ist normalverteilt mit dem Erwartungswert
(2.25a) und der Varianz (2.25b).

Die Erwartungswertfunktion p modelliert den Erwartungswert des GP. Sie wird haufig
zu null angenommen, kann aber bei Vorliegen von A-priori-Wissens oder zur besseren
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a) b) V)

Abbildung 2.6: Einfluss der Hyperparameter o, = 1-107%, o = 1 und v = 1 auf das
funktionale Verhalten des GP mit Trainingspunkten (e): (a) Variation

des Rauhigkeitsparameters mit v = 4 (=== )und v = 0,25 (=== ) (b)

Variation der Signalvarianz mit o = 0,5 (=== )und o = 2 (=== ) (¢)
Variation der Rauschvarianz mit o2 = 1-107'? (== ) und ¢2 = 0,04
(=)

Interpretierbarkeit des Modells auch explizit modelliert werden, z. B. als Konstante,
Gerade oder lineare Kombination von Basis-Funktionen [65]. Die Kovarianzfunktion
setzt Paare von Inputs ¢, und x zueinander in Beziehung. Es gibt mehrere mogliche
Kovarianzfunktionen, von denen jede bestimmte Arten von Funktionsverhalten mo-
dellieren kann. In dieser Arbeit wird die quadratisch-exponentielle Kovarianzfunktion

c(Ogp, Ty, xs) = an exp <—%(wr — wS)TF(wk — wl)) + oﬁékl, (2.26)

verwendet, die in vielen Anwendungsbereichen géngig und fiir die Modellierung von glat-
tem Funktionsverhalten geeignet ist [65]. Hierbei sind x,, s Inputs und das Kronecker-
Delta ist durch 6, = 1 gegeben. Es hat den Wert 1, falls die gleichen Datenpunk-
te r = s mit der Kovarianzfunktion berechnet werden, ansonsten ist es 0. Der Einfluss
der Hyperparameter der Kovarianzfunktion auf das funktionale Verhalten des GP ist
in Abbildung 2.6 fiir den eindimensionalen Fall dargestellt und wird im Folgenden
erldutert.

Eine mogliche Wahl fiir die Matrix I" ist I' = diag(«) mit der D x D Einheitsmatrix I und
Rauigkeitsparameter v = [vy1,...,7vp] > 0 [65]. Sie bestimmen die Glattheit des GP.
Je groer ein Rauigkeitsparameter, desto schneller konnen sich die Funktionswerte bei
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Anderung der entsprechenden Komponente des Inputs « &ndern, siche Abbildung 2.6a.
Diese komponentenabhéngige, anisotrope Verhalten des GP wird auch als Automatic
Relevance Determination (ARD) bezeichnet [65]. Die Signalvarianz o¢ > 0 (engl.: signal
variance) bestimmt, wie stark die Funktionswerte f in (2.23) vom Erwartungswert des
GP abweichen. Gro3ere Werte fiir die Signalvarianz fiithren zu einem grof3eren Varianz
der Funktionswerte, sieche Abbildung 2.6b. Das Messrauschen wird durch die Rauschva-
rianz o2 (engl.: noise variance)in der Kovarianzfunktion (2.26) beriicksichtigt. Es wird
als additives, unabhingiges, identisch normalverteiltes Rauschen mit der Varianz o2
angenommen [65]. In Abbildung 2.6c lasst sich erkennen, wie die Rauschvarianz o2
die Unsicherheit der Trainingspunkte beschreibt. Die Rauschvarianz dient zugleich zur
Regularisierung der Matrix C'. Durch die Angabe seiner Erwartungswertfunktion und
seiner Kovarianzfunktion ist ein GP vollstdndig definiert [65].

Mit der Kovarianzfunktion (2.26) ergeben sich die Hyperparameter des GP zu Ogp =
[on, 08,71, - - -, vp]. Im Rahmen einer Optimierung konnen sie so bestimmt werden, dass
der GP den Trainingsdatensatz (Xrain, furain) MmOglichst addquat reprasentiert.

2.3.2 Adaption von Gaussprozessen

Die Genauigkeit von GP héngt mal3geblich von der Datenbasis (Xirain, frain) ab, auf die
der GP zur Vorhersage (2.25) konditioniert wird. Durch geeignete Adaption kann die
Vorhersagegenauigkeit erhoht werden, ohne dass die Datenbasis (Xirain, firain) ZU grofd
wird und die Inversion der Kovarianzmatrix C' in (2.25) zu rechenintensiv. Im Folgenden
werden zwei Adaptionskriterien vorgestellt, mit denen ein GP-basiertes Ersatzmodell
adaptiert werden kann.

Likelihood-basiertes Adaptionskriterium

Cur schldgt im Kontext des 2SDAMCMC-Algorithmus (siehe Abschnitt 2.2.4) ein Adap-
tionskriterium vor, das auf dem Vergleich der Low-Fidelity-Likelihood Liri(y|0*) und
der High-Fidelity-Likelihood Ly;ri(y|0™) fiir ein vorgeschlagenes Sample 8* beruht [19].
Uberschreitet der Betrag der Differenz einen vorgegebenen Schwellwert ¢

| Luiri (y]0™) — Liori(y|607)| > €1 (2.27)

wird das Ersatzmodell adaptiert. Diese Adaptionskriterium kann immer dann gepriift
werden, wenn ein vorgeschlagenes Sample 6" in der ersten Stufe des 2SDAMCMC-
Algorithmus akzeptiert wurde und somit sowohl die Low-Fidelity-Likelihood LyoFi(y|0™)
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als auch die High-Fidelity-Likelihood Lyiri(y|0) berechnet wurde, siehe Abbildung 2.4.
Der Parameter ¢; kann so eingestellt werden, dass ein Ausgleich zwischen Appro-
ximationsqualitdt und Berechnungsgeschwindigkeit des GP-basierten Low-Fidelity-
Modells 7 opi (zm, Oy) erreicht wird. Da der Rechenaufwand der Inversion der Kovarianz-
matrix C in (2.25a) kubisch mit seiner GrofSe wéchst, sollte die Grof3e der Datenbasis des
GP-basierten Low-Fidelity-Modells 7 i (@, 0,) im Allgemeinen so klein wie mdglich
sein. Cui wéhlt e; = 1 um diesen Ausgleich zu erzielen [19]. Der Vorteil dieses Adapti-
onskriteriums ist, dass es unabhéngig von der Wahl des Ersatzmodells ist und neben
dem von Cui verwendeten projektionsbasierten Ersatzmodell auch auf GP iibertragen
werden kann.

Pradikationsunsicherheit-basiertes Adaptionskriterium

Ein weiteres Adaptionskriterium, das von ANGELIKOPOULOS in [8] vorgestellt wurde,
macht sich den probabilistischen Charakter der Modellvorhersage von GP-basierten
Ersatzmodellen zunutze. Diese Pradikationsunsicherheit driickt sich dadurch aus, dass
Modellvorhersage an einem Punkt x,.q normalverteilt sind mit dem Erwartungs-
wert fipred (2.25a) und der Varianz Tpred (2.25b). Fiir den GP in Abbildung 2.5 mit
quadratisch-exponentieller Kovarianzfunktion (2.26) gilt, dass die Vorhersage desto
unsicherer und die Varianz Ugred umso grofSer ist, je weiter der Punkt x4 von den
Trainingspunkten, auf die der GP konditioniert wird, entfernt liegt. Auf Basis dieser
Uberlegung definiert ANGELIKOPOULOS ein Adaptionskriterium, nachdem das Ersatz-
modell adaptiert wird, falls der sog. Variationskoeffizient (engl.: coefficient of variation)
einen Schwellwert e, iberschreitet

Opred
Hpred

> €. (2.28)

Auf diese Weise dient die Unsicherheit der Modellvorhersage zur A-priori Abschétzung,
ob das GP-basierte Ersatzmodell fahig ist eine genaue Modellvorhersage zu treffen. Der
Schwellwert ez bestimmt malgeblich die Genauigkeitsanforderungen des Ersatzmodells.
Ist er zu hoch, wird das Ersatzmodell nur unzureichend verbessert. Ist er zu niedrig, 16st
das Kriterium aus, obwohl das Ersatzmodell schon ausreichend genau ist. Anders als beim
Likelihood-basierten Adaptionskriterium hat dies den Nebeneffekt, dass die benétigten
Auswertungen des High-Fidelity-Modells zur Adaption des Low-Fidelity-Modell nicht
schon durch Berechnung der High-Fidelity-Likelihood Lyiri(y|0™) bereit stehen, sondern
erst noch generiert werden miissen. Andererseits konnen somit Einbriiche der Rate der
im ersten Schritt akzeptierten Samples ay;r; vermieden werden.
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2.3.3 Polynomial Chaos Expansion

Polynomial Chaos Expansion? (PCE) ist eine immer beliebtere Methode zur Generierung
von Ersatzmodellen. In dieser Arbeit kommt ein PCE-basiertes Ersatzmodell als Erwar-
tungswertfunktion des GP zum Einsatz, auf dem das Low-Fidelity-Modell nori(m, 05)
im Kontext des 2SDAMCMC Algorithmus basiert, sieche Abschnitt 3.2. Eine PCE kann
als Analogie zu einer FOURIER-Serie verstanden werden, wobei sich bei der PCE das
Ersatzmodell nicht aus einer gewichteten Summe von trigonometrischen Funktionen,
sondern als gewichtete Summe von multivariaten, orthonormalen Polynomen W, ergibt

fece(@) = Y CaVal(), (2.29)

acA

wobei x die Inputs darstellen [81]. Dabei sind (, die Gewichte bzw. Koeffizienten
und « ein Multiindex. Die Auswahl .A der in der Approximation verwendeten Polynome
und die Koeffizienten werden auf Basis von Trainingsdaten ( Xirin, firain) mithilfe des
Least-Angle-Regression-Algorithmus bestimmt. In dieser Arbeit erfolgt Training und
Modellauswertung der PCE Ersatzmodelle mit der MATLAB® Toolbox UQLAB [57]. Fiir
eine ausfiihrliche Beschreibung der Grundlagen sei auf die Biicher von GHANEM [29]
und X1u [84] verwiesen.

2.4 Grundlagen zur Modellierung und Simulation flexibler
Mehrkorpersysteme

MKS bestehen aus miteinander verbundenen Korpern, die einer Translation und Rotation
unterliegen konnen. Die Korper konnen starr oder flexibel modelliert werden und durch
verschiedene Arten von Gelenken und Verbindungselemente kinematisch eingeschrénkt
sein [75]. Mit den in den letzten 40 Jahren aus der Forschung hervorgegangenen
Methoden und Programmen kénnen Modelle mit hoher Vorhersagegenauigkeit des
dynamischen Verhalten von MKS gebildet werden. Bei dem in dieser Arbeit untersuchtem
Anwendungsbeispiel, dem in Kapitel 4 vorgestellten SFB-Demonstrator, handelt es sich
um ein flexibles MKS, bestehend aus zwei flexiblen und einem starren Korper.

Das Ziel dieses Abschnittes ist es, die Grundlagen zur Modellierung flexibler Mehrkorper-
systeme darzustellen, die zum Verstédndnis der Modellbildung des SFB-Demonstrators

2In der Literatur hat sich Begriff Polynomial Chaos Expansion etabliert, der von der Anwendung der
zugrunde liegenden mathematischen Konzepte auf die physikalische Chaostheorie herriihrt. Meist
sind die mit der Methode behandelten Systeme jedoch nicht chaotisch [76].
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als flexibles MKS in Kapitel 5 notwendig sind. Das Modell eines flexiblen MKS mit nx =
1,..., Nx Korpern kann in Form des Differential-Algebraischen-Gleichungssystems
(engl.: differential-algebraic equation, DAE) (siehe Abschnitt 2.4.6)

MO 0 KW 0 F
q+ g=| : |+B'x
0 M Nk) 0 M (NK) FNk)
: —
M K F
g(q) =0

dargestellt werden und ist das Ergebnis einer systematischen Abfolge von Modellie-
rungsschritten, die im Folgenden gezeigt werden. Dazu wird zunédchst in Abschnitt 2.4.1
der weit etablierte Floating-Frame-of-Reference-Formalismus vorgestellt, mit dem die
Kinematik eines flexiblen MKS beschrieben wird [66, 75]. In Abschnitt 2.4.2 wird eine
FE-Diskretisierung eines flexiblen Kérpers angegeben, sodass in Abschnitt 2.4.3 die Mas-
senmatrizen M ™ und Steifigkeitsmatrizen K ‘™ eines flexiblen Korpers hergeleitet
werden kénnen. Damit und mit den eingeprigten Kriften F("% eines Korpers werden
in Abschnitt 2.4.4 die ungebundenen Bewegungsgleichungen fiir starre und flexible
Korper aufgestellt. In Abschnitt 2.4.5 werden die Massenmatrix M, Steifigkeitsmatrix K
und der Vektor der eingeprigten Krifte F' des flexiblen MKS hergeleitet, sowie der
Vektor der Freiheitsgrade ¢ des flexiblen MKS aufgestellt. In Abschnitt 2.4.6 werden die
Zwangsbedingungen g(q) eingefiihrt, mit denen die Korper eines MKS mittels Jaco-
BI-Matrix B und LAGRANGE-Multiplikatoren X\ gekoppelt werden. In Abschnitt 2.4.7
wird abschlieend die Simulation mittels eines Zeitschrittverfahren beschrieben. Fiir
eine umfassendere und allgemeinere Herleitung der Bewegungsgleichungen sei auf
die Biicher von SHABANA [75] und RIXEN [28] verwiesen, auf denen die vereinfachte
Darstellung in diesem Abschnitt basiert.

2.4.1 Floating-Frame-of-Reference-Formalismus

Sind die elastischen Verformungen der flexiblen Kérper eines flexiblen MKS klein genug
um mit Methoden der linearen Elastodynamik analysiert zu werden, konnen flexible
MKS durch den sogenannten Floating-Frame-of-Reference-Formalismus modelliert wer-
den [66, 75]. Dieser basiert auf der Definition eines Inertialsystems und der Zuordnung
eines Referenzkoordinatensystems (engl.: floating frame) zu jedem Korper. Das Refe-
renzkoordinatensystem bestimmt die Lage des Korpers in Bezug auf das Inertialsystem.
Die elastische Verformung eines flexiblen Korpers wird in diesem Referenzkoordinaten-
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Referenz-
koordinatensystem

flexibler Korper I

0
Inertialsystem

Abbildung 2.7: Veranschaulichung der Kinematik eines verformten, flexiblen Kérpers
[66]

system mithilfe der FEM modelliert. Analog sind die den finiten Elementen zugehorigen
Elementkoordinatensysteme in den jeweiligen Referenzkoordinatensystemen definiert.

Zur eindeutigen Beschreibung der Konfiguration eines flexiblen MKS im Raum in Ab-
héngigkeit von der Zeit wird nun die Kinematik fiir den Korper eines flexiblen MKS
beschrieben. Abbildung 2.7 zeigt beispielhaft das Inertialsystem mit dem Ursprung O
und das Referenzkoordinatensystem mit dem Ursprung am Korperreferenzpunkt Q,
die zur Beschreibung der Position rp des Punktes P eines flexiblen Korpers dienen.
Das Referenzkoordinatensystem ist fest mit dem Korper am Korperreferenzpunkt Q
verbunden und bewegt sich mit diesem mit, wenn er seine in Abbildung 2.7 in blau
gekennzeichnete Ausgangslage verlasst. Es wird in dieser Arbeit davon ausgegangen,
dass der Korper und entsprechend das Referenzkoordinatensystem keine Drehung ver-
richtet. Der Vektor rq driickt die Lage des Korperreferenzpunktes Q in Bezug auf das
Inertialsystem aus. Der konstante Vektor rgp beschreibt die Position des Punktes P im
Referenzkoordinatensystem. Die Verschiebung des Punktes P aufgrund der elastischen
Verformung wird mit up ausgedriickt. Der Vektor 7p kann somit geschrieben werden zu

TP = TQ + TQp + Up (2.30)
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Durch Ableiten nach der Zeit ergibt sich der Ausdruck fiir die Geschwindigkeit des
Punktes P zu
Fp = T + TUp. 2.3D

2.4.2 Finite-Elemente-Diskretisierung

Die elastische Verformung up des flexiblen Korpers wird mittels eines finiten Elemente
Ansatzes approximiert. Dabei wird der Korper in N, finite Elemente diskretisiert, sie-
he Abbildung 2.7. Jedes Element ist mit anderen Elementen iiber Knoten verbunden,
deren Verschiebung und Rotation durch translatorische und rotatorische Knotenfrei-
heitsgrade beschrieben wird. Die Freiheitsgrade aller Knoten eines Elements wird im
Vektor der Elementfreiheitsgrade gy, e zusammengefasst. Mit Formfunktionen wird das
Verschiebungsfeld innerhalb der finiten Elemente zwischen den Knoten interpoliert

up = Hquye, (2.32)

wobei H die Matrix der Formfunktionen darstellt [66, 67]. Abschnitt 2.5 beschreibt die
FE-Diskretisierung anhand eines Balkenelements im Detail.

Der Vektor der im Referenzkoordinatensystem dargestellten Freiheitsgrade aller Vg
finiten Elemente eines flexiblen Korpers wird in dem Vektor gy, zusammengefasst. Die
elementspezifische Bool’sche Matrix L, dient als Lokalisierungsoperator um die Frei-
heitsgrade gy, aus dem Vektor gy, fiir das Element zu extrahieren, auf dessen Gebiet
der Punkt P liegt [67]. Mit einer elementspezifischen Drehmatrix T}; werden die Ele-
mentfreiheitsgrade vom Referenzkoordinatensystem in das Elementkoordinatensystem
gedreht. Das Verschiebungsfeld am Punkt P kann somit ausgedriickt werden durch

up = HTelLeIQUu~ (2.33)

2.4.3 Kinetische und potentielle Energie flexibler Korper

Zur Herleitung der Bewegungsgleichungen eines flexiblen Korpers mittels der LAGRANGE-
Gleichungen zweiter Art miissen zunéchst Ausdriicke fiir die kinetische und potentielle
Energie hergeleitet werden. Die kinetische Energie eines flexiblen Korpers lasst sich
angeben mit

T = 1/ f“p . f‘pppdv (234)
2 )y
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wobei V' das Volumen des flexiblen Korpers und 7p die Geschwindigkeit des Punk-
tes P (2.31) darstellt. Einsetzen des Ausdrucks (2.31) fiir die Geschwindigkeit eines
Punktes P des flexiblen Korpers erlaubt die Aufspaltung der kinetischen Energie in
folgende drei Komponenten

T = %mofg Po (2.35a)
+1 / al - ipppdV (2.35b)
2 Jy
+7¢ - / apppdV. (2.35¢)
14

Die Komponenten (2.35a) und (2.35b) entsprechen jeweils der kinetische Energie
aufgrund der Starrkérperbewegung und der elastischen Verformung, wobei mq der
Masse des Korpers entspricht. Die Komponente (2.35c¢) beschreibt die Kopplung der
kinetischen Energie zwischen Starrkorperbewegung und elastischer Verformung. Im
Folgenden werden aus (2.35) die Massenmatrix My, die Kopplungsmatrix Ry sowie
die Steifigkeitsmatrix K, des flexiblen Korpers allgemein hergeleitet, um anschlieend
die Massenmatrix M und Steifigkeitsmatrix K eines flexiblen Korpers aufzustellen.

Massenmatrix

Zur Herleitung der Massenmatrix My, wird zunéchst in die zweite Komponente (2.35b)
die zeitlichen Ableitung des Verschiebungsvektors (2.33) eingesetzt. Nach der Um-
formung der Integration {iber das Volumen des flexiblen Korpers in eine Summe der
Integrale {iber das Volumen Vj der N, im flexiblen Korper enthaltenen finiten Elemente
ergibt sich der folgende Ausdruck

1 <1
3 [ idiodv =325 [ LA TLH HT LotV 2360
1%
1
= quuZLe“Telz / H HppdV ToLa;dy  (2.36b)
Muu,el
Mllll

wobei nach einer Umformung M, ¢ die Elementmassenmatrix und My, die Massen-
matrix darstellen.
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Die dritte Komponente (2.35¢) kann durch Definition einer Kopplungsmatrix Ry S0
umgeformt werden, dass gilt

7o / apppdV = 7 Riy MuuQyy.- (2.37)
Vv

Die Kopplungsmatrix Ry enthdlt in ihren Spalten die translatorischen normierten
Starrkorpermoden [66].

Steifigkeitsmatrix

Die Steifigkeitsmatrix ergibt sich aus der Assemblierung der Elementsteifigkeitsma-
trix Ky e, die sich je nach gewéhltem Elementtyp unterscheidet

Nel
V= qlL Z L;,iTe—lr,iKuu,elnl,iLel,i quu- (238)
=0

Ku

In Abschnitt 2.5 wird die Elementsteifigkeitsmatrix K, o eines Balkenelements herge-
leitet.

Matrixdarstellung

Insgesamt hat ein flexibler Kérper drei Freiheitsgrade r zur Beschreibung seiner Position
und Ny, Freiheitsgrade quu zur Beschreibung der elastischen Verformung. Zumeist fallt
der Korperreferenzpunkt Q mit einem Knoten aus der FE-Diskretisierung zusammen [66].
Daher miissen die Freiheitsgrade dieses Knotens aus dem Vektor der Freiheitsgrade quu
durch Multiplikation mit der Bool’schen Matrix L, entfernt werden, was einer Fixierung
der Struktur auf den Korperreferenzpunkt Q entspricht [66]. Die Ny, Freiheitsgrade g
des flexiblen Kérpers ergeben sich somit zu

TQ . TQ . 7Q
a (LqQHU> e <quUU) ? (qullu) (239

Die Ausdriicke fiir die potentielle Energie (2.35a), (2.36b) und (2.37) sowie die kine-
tische Energie (2.38) konnen somit in folgende Matrixdarstellung iiberfiihrt werden:
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T:

1 T T 1
§qT ( mqls thrMuqu> g, V= 5qT (0 0 > q (2.40)

LqMwRy LqMuwLg 0 LoKwL]

M K

wobei M die Massenmatrix und K die Steifigkeitsmatrix eines flexiblen Korpers dar-
stellt.

2.4.4 Bewegungsgleichungen flexibler und starrer Korper

Einsetzen der Ausdriicke fiir die kinetische Energie und die potentielle Energie (2.40)
in die LAGRANGE-Gleichungen zweiter Art

doT oT oV

liefert die Bewegungsgleichungen fiir den flexiblen Korper
Mg+ Kq=F, (2.42)

wobei sich der Vektor der eingeprégten Kréafte

_(f
F = ( fuu> (2.43)

aus der Resultierenden der externen Krafte f und den generalisierten Kriften fuq
des FE-Modells zusammensetzt [66]. Die Krifte im Vektor F konnen nichtlineare
Ausdriicke in Abhangigkeit von den Freiheitsgraden g enthalten. Aufgrund der Annahme
nichtrotierender Korper spielen Corioliskréfte und Zentrifugalkrafte keine Rolle. Die
Bewegungsgleichungen fiir den flexiblen Korper (2.42) sind fiir den ddmpfungsfreien
Fall angegeben. Die Ddmpfung des flexiblen Korpers kann wie z. B. bei der Modellierung
des SFB-Demonstrators in Abschnitt 5.2.4 durch viskose Dampfung beriicksichtigt
werden. Fiir den Fall eines starren Korpers entfallen die Freiheitsgrade aufgrund der
FE-Diskretisierung und die Bewegungsgleichungen (2.42) vereinfacht sich zu

wobei hier der Vektor der Freiheitsgrade g = rq (siehe Abbildung 2.7) der Position des
Korperreferenzpunktes Q entspricht.
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2.4.5 Bewegungsgleichungen eines Mehrkorpersystems

Die Herleitung der Bewegungsgleichungen in den vorangegangenen Abschnitten haben
sich auf einen Korper nk eines flexiblen MKS bezogen und gelten analog fiir die Nk
Korper eines flexiblen MKS. Zur Unterscheidung der Freiheitsgrade g, Massenmatrix M,
Steifigkeitsmatrix K und eingepragten Krafte F' der einzelnen Korper werden diese
mit dem hochgestellten Index ()™ mit ng = 1,..., Nk versehen. Der Vektor der
Freiheitsgrade des flexiblen MKS ¢ und dessen Ableitungen kann somit angegeben
werden mit

G=(qgM, - g™ G= (¢, ™))" (2.45)

Auf Basis dessen werden die ungebundenen Bewegungsgleichungen des flexiblen MKS
in Blockform geschrieben

MG+ Kg=F (2.46)
wobei die Systemmatrizen M, K und der Vektor F' gegeben sind durch

MO 0 KW 0 PO
M = K = F=

0 M<NK> 0 K(NK) F<.NK>
(2.47)

2.4.6 Kopplung der Korper durch Zwangsbedingungen

In den ungebundenen Bewegungsgleichungen des flexiblen MKS in Blockform (2.46) ist
das dynamische Verhalten der einzelnen Korper noch unabhingig voneinander. Reale
Mehrkorpersysteme sind z. B. iiber Gelenke oder Fithrungen miteinander verbunden,
oder sind z. B. {iber ein Festlager mit der Umgebung verbunden. Mathematisch kann
dies z. B. durch Zwangsbedingungen

g(é) =0 mit [g(q<r>vq<s>)]j’te Zeile = 0. (2.48)

ausgedriickt werden, wobei j = 1, ..., J den Index der Zwangsbedingungen darstellt
und die Indices 1,...,r, s, ..., Nk die Korper eines flexiblen MKS bezeichnen [66]. Als
holonome Zwangsbedingung setzt (2.48) die Lagekoordinaten in Beziehung und ist
zudem skleronom, da sie keine explizite Funktion der Zeit ist. Daneben gibt es weitere
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Arten wie rheonome, also explizit zeitabhidngige Zwangsbedingungen, die in dieser
Arbeit nicht von Relevanz sind.

Die Zwangsbedingungen (2.48) verursachen Reaktionskrafte, deren Richtung durch die
Jacobi-Matrix B von g(q) beziiglich des Vektors der Freiheitsgrade des Mehrkorper-
sytems g gegeben ist. Die Amplitude der Reaktionskrafte werden durch den LAGRAN-
Ge-Multiplikator X beschrieben [66, 75]. Auf Basis von (2.46) konnen die gekoppelten
Bewegungsgleichungen mit den Zwangsbedingungen als DAE geschrieben werden zu

MG+ KG=F+B' (2.49a)
g(g)=0 (2.49b)
mit der Jacobi-Matrix
T+ Og'
BT =99 (2.50)
0q

2.4.7 Simulation mittels Zeitschrittverfahren

Um das dynamische Verhalten eines MKS zu analysieren, wird haufig die transiente
Losung des DAE (2.49) betrachtet [28]. Diese erfolgt mit dem NEwMARK Verfahren,
das in der Strukturdynamik der Standard zur zeitlichen Integration von Bewegungsglei-
chungen zweiter Ordnung ist und die Basis fiir weitere Verfahren zur Losung spezieller
Problemstellung bildet. Ausgehend von einem Anfangszustand qo, g, basiert dieses
Verfahren auf Berechnung der Vektoren der Freiheitsgrade ¢;11 und deren zeitliche
Ableitung (jl 41 fiir einen Zeitschritt ¢ = 0, 1,2, ... mittels der auf einer abgeschnittenen
Taylor Reihe basierenden Approximation

dis1 = 4; + (1 —mW)tag, (2.51a)
div1 = Gi +tagq + (0,5 — An)tAq, (2.51b)

wobei ¢t die Zeitschrittweite und vy und Sy NEwMARK-Parameter sind. Die Stabilitét
und Genauigkeit des Verfahrens héngt vom gewéhlten Zeitschritt und den gewéahlten
NEwWMARK-Parametern ab [66, 67].

Das HiLBER-HUGHES-TAYLOR-a-Verfahren (HHT-a-Verfahren) ist eine Anpassung des
NEwwMaRK-Verfahrens an nichtlineare DAE [44]. Es hat besondere Stabilitdtseigenschaf-
ten bei gleichzeitig hoher Genauigkeit. Ausgehend von der Pradikation (2.51) werden
die Residuen des mittels des weiteren NEwWMARK-Parameters an gewichteten DAE (2.49)
berechnet. Solange diese einen Grenzwert iiberschreiten, wird wiederholt die notwendi-
ge Korrektur der Losung des Zeitschritts, den Freiheitsgraden ¢; 1, ihrer Ableitung q;_, ,
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und den LAGRANGE-Multiplikatoren A, 1, ermittelt und das Residuum neu berechnet.
Die Korrektur ergibt sich aus der iterativen Losung eines nichtlinearen Gleichungssys-
tems, das die Jacobi-Matrix des Residuums und die berechneten Residuen in Beziehung
setzt. Wird der Newmark-Parameter ay in einem bestimmten Bereich und Sy und vy in
einer bestimmten Beziehung zu ay gewéhlt, ist das Verfahren bedingungslos stabil und
erreicht eine Genauigkeit zweiter Ordnung [44, 66]. Eine umfassende Beschreibung
des Verfahrens findet sich in [66].

2.5 Grundlagen zur Balkenmodellierung mit finiten
Elementen

Fiir die Modellierung der elastischen Verformung von flexiblen Koérpern stehen eine Viel-
zahl an finiten Elementen zur Verfiigung. Fiir die Modellierung des SFB-Demonstrators
in dieser Arbeit werden Balkenelemente verwendet. Die Beschreibung des dynami-
schen Verhaltens erfolgt mithilfe der Elementmassen- M,  und Elementsteifigkeits-
matrix Ky . Im Vorgriff wurden diese schon in Abschnitt 2.4.3 allgemein definiert
und zum Aufstellen der Bewegungsgleichungen eines flexiblen MKS verwendet; in die-
sem Abschnitt werden sie fiir ein Balkenelement hergeleitet. In Abschnitt 2.5.1 wird
zunichst das Balkenelement definiert und die Matrix der Formfunktionen H zur In-
terpolation der Verschiebung zwischen den Knoten eines Balkenelements angegeben.
Durch Einsetzen der Formfunktionen in die Ausdriicke fiir die potentielle und kineti-
sche Energie ergeben sich in Abschnitt 2.5.2 die gesuchte Elementmassen- My, ¢ und
Elementsteifigkeitsmatrix Ky .

2.5.1 Beschreibung des Balkenelements

Abbildung 2.8 zeigt ein dreidimensionales Balkenelement der Lange ¢, der Dichte p,
dem E-Modul F und dem Schubmodul G. Der Querschnitt ist kreisformig mit dem
Radius r, der Flache A, dem Flachentragheitsmoment I und dem Torsionsmoment Iro.
Die z-Achse des Elementkoordinatensystems liegt in der neutralen Faser des Balkens.
Der Querschnitt und die Materialeigenschaften des Balkenelements sind konstant und
es werden die Bernoulli Annahmen fiir Balkenbiegung angenommen, d. h. die elastische
Verformungen sind klein, die Schubspannung wird vernachléssigt und es kommt zu
keiner Verwolbung des Balkenquerschnitts. Das Balkenelement hat zwei Knoten mit
jeweils sechs Freiheitsgraden. Die translatorischen Freiheitsgrade w, v, w beschreiben die
Verschiebungen des Balkens in z, y und z-Richtung. Die rotatorischen Freiheitsgrade 1),
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1/)2,1

Abbildung 2.8: Dreidimensionales Balkenelement mit Knotenfreiheitsgraden [67]

1y und 1. geben die Verdrehung um die z, y und z-Achse an, wobei die Verdrehungen v,
und v, mit den Verschiebungen iiber die Beziehung

_Ov ow

Y, = o Yy = O (2.52)

verkniipft sind. Der Vektor der Freiheitsgrade des Balkenelements lésst sich angeben zu

Quue = (U1 V1 w1 Ye1 Py1 Y uz V2 w2 Yr2 Py wz,z)T.
(2.53)

Die Interpolation des Verschiebungsfeldes u = (u,v,w)' zwischen den beiden Knoten
des in Abbildung 2.8 abgebildeten Balkenelements erfolgt mittels Formfunktionen. Ent-
sprechend des RavLEIGH-RiTZ-Verfahrens werden diese mit den Elementfreiheitsgraden
multipliziert und ergeben so die gesuchte Verschiebung

u
u=|v | =H()quue- (2.54)
w

Die Formfunktionen miissen einen stetigen Verlauf der Verschiebung und Verdrehung
iiber das Balkenelement garantieren und sind damit zumindest linear. Anhand der
getroffenen Annahmen (2.52) lasst sich erkennen, dass zudem die Ableitungen der
Formfunktion fiir die Verschiebungen v und w stetig sein miissen. Die Matrix der
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Formfunktionen ergibt sich somit zu [75]

1—-(%) 0 0
0 1-3(2)°+2(2)° 0
0 0 1-3(2)*+2(2)°
0 0 0
0 0 EEF2E) -3
0 3(5)"-2(3)° 0
0 0 3(3)°-2(2)°
0 0 0
0 U ()" - ()
0 -5+ (5" 0

Die Ableitung des Verschiebungsfeldes nach der Ortskoordinate x und der Zeit ¢ ergibt
sich entsprechend durch

U o’ u’
u=\|v|= H(‘T)(juu,eh u=[v]|= Hl(w)QUu,eh u' = | = H/I(ib)quu,elv
w w' w’

(2.56)
womit im folgenden Abschnitt die Massen- und Steifigkeitsmatrix hergeleitet werden.

2.5.2 Herleitung der Massen- und Steifigkeitsmatrix

Auf Basis der Bernoulli Annahmen kann die durch Verformung im Balken gespeicherte
potentielle Energie angegeben werden zu

1 0%v 8*w du s\
Ve = 5/ EI (a 2) +EI(8 2) +EA( m) + Glto (%) dzr. (2.57)
Die ersten beiden Terme geben hierbei die potentielle Energie aufgrund von Biegung
um die y- und z-Achse an, der dritte und vierte Term entsprechen der potentiellen

Energie aufgrund von Dehnung und Torsion, wobei lineare verwolbungsfreie Torsion
angenommen wird [67].
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Steifigkeitsmatrix

Die Approximation der Verschiebung (2.56) wird in den Ausdruck fiir die potentielle
Energie (2.57) eingesetzt und die Integration iiber das Balkenelement durchgefiihrt.
Daraus ergibt sich die folgende Matrixdarstellung

1
Vel = EQL,elKuu,elquu,el» (2.58)

wobei K, ¢ die Elementsteifigkeitsmatrix

ol
S

4 0 0 0 0 0o =£4 9 0 0 0 0
o 2 0 0 o S o HE o0 0 o S
0 12§I 0 —GZEI 0 0 0 —121EI 0 _GzEI 0
G Iz % %
0 0 0 k0 0 0 0 0o =S+ o 0
0 o = o B 0 0 0 g0 #E o
Koa = | %, 8 0 0 0o i 0 S 0 0 o &
e =£4 9 0 0 0 o Z 0 0 0 0 0
0o =2E 0 0 0o =SEL o BE 0 0 0o =S
0 o =BEL o SEL 0 0 LgL o S 0
0 0 0o =<¢& 90 0 0 0 0 a9 0
0 N B 0o S o ML o
U o o # oo S0 N
(2.59)
darstellt.
Massenmatrix
Die kinetische Energie des Balkenelements ldsst sich durch
¢
1 .2 -2 .2
Ta = 3 PA(U 4+ v + w7 )dx (2.60)
0

ausdriicken, wobei die Energie aufgrund der Rotation um die z-Achse vernachléssigt
wurden. Einsetzen der zeitlichen Ableitung der Approximation des Verschiebungsfel-
des (2.56) und Integration iiber das Balkenelement liefert die Matrixdarstellung

1. .
Ta = iqul;,elMuu,elquu,el, (2.61)
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wobei My, ¢ die Massenmatrix

0 0 0 0 0 3§ 0 0 0 0 0
0O % 0 0 0 3 0 &% 0 0 0
13 —11¢ 9 13¢
0 0 # 0 Zg 0 0 0 w0 Gy O
0 0 0 = 0 0 0 0 0 = 0 0
—11¢ 02 —13¢ 02
0 0 210 0 105 (1 0 0 4%0 0 140 02
0 0 0 0 & o 0 0 0 &

Muwa=pAt11 %" g 9 o 0 L O 0o o o0 0
0 > 0o 0o o #B o0 £ 0 0 0
9 —13¢ 13 114
0 0 w 0 T 0 0 0 ¥ 0 g 0
0 0 0o = 0 0 0 0 0 = 0 0
13¢ —0? 114 02
0 e @ ) o G0 D om0 ) o )
0 420 0 0 0 140 0 210 0 0 0 105 (2 62)

darstellt. Anwenden der LAGRANGE-Gleichungen 2. Art auf die potentielle (2.58) und
kinetische Energie (2.61) fiir die Elementfreiheitsgrade gy, ¢ ergibt die Gleichung zur
Beschreibung des dynamischen Verhaltens des Balkenelements

Muu,elduu,el + Kuu,el‘]uu,el =0. (2.63)

Berechnung von Normalspannungen

Die im Bereich eines finiten Balkenelements auftretende Normalspannungen oy werden
berechnet mit

oN = E% = E[H]} zeileQuuel = E (u2 —u1). (2.64)

Der Zusammenhang wird zur Berechnung der Modellausgénge des in Kapitel 4 vorge-
stellten und in Kapitel 5 modellierten SFB-Demonstrators verwendet.
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3 Methodischer Ansatz

In diesem Kapitel wird eine effiziente Methode zur statistischen Modellkalibrierung
von rechenintensiven Modellen komplexer strukturdynamischer Systeme unter Be-
riicksichtigung der Modellunsicherheit entwickelt. Der in Abschnitt 2.2.4 vorgestellte
2SDAMCMC-Algorithmus ist ein anwendungsneutraler, effizienter Ansatz zur statis-
tischen Modellkalibrierung des eigentlichen Modells und bildet daher die Basis der
Methode. In Abschnitt 3.1 wird dieser Ansatz nun um die Kalibrierung einer Diskre-
panzfunktion erweitert, um Einfluss der Modellunsicherheit Rechnung zu tragen und
so die physikalische Bedeutung der Parameter zu erhalten. In Abschnitt 3.2 wird das
GP-basierte Low-Fidelity-Modell hergeleitet. Abschnitt 3.3 fasst die Komponenten der
Methode in einem Algorithmus zusammen und Abschnitt 3.4 beschreibt die Parallelisie-
rung der Methodik auf einer massiv-parallelen Architektur.

3.1 Ein Ansatz zur effizienten Quantifizierung von
Parameter- und Modellunsicherheit

Als Ausgangspunkt dient der in Abschnitt 2.2.4 beschriebene und in [18, 23] vorge-
stellte 2SDAMCMC-Algorithmus, basierend auf der Kombination eines High-Fidelity-
Modells nyigi(€m, 0,) und eines Low-Fidelity-Modells nori(€m, 05). Mit dieser Multi-
Fidelity-Methode werden mit der Genauigkeit des High-Fidelity-Modells nyigi (€m, 6y)
und der Schnelligkeit des Low-Fidelity-Modells nori(m, 0,) die jeweiligen Vorteile
der Modelle ausgenutzt, mit dem Ziel einer effizienten statistischen Kalibrierung der
Modellparameter 0,, des rechenintensiven High-Fidelity-Modells nyigi(@m, 6y). Der
grundlegende Ablauf des 2SDAMCMC-Algorithmus ist in Abbildung 2.4 dargestellt.

Die Effizienz des Algorithmus beruht auf einer Filterung der vorgeschlagenen Samples 6*.
Dabei wird zunédchst die auf dem Low-Fidelity-Modell nopi(@m,6,) basierende
Likelihood-Funktion L;.ri(y|0*) ausgewertet. Erst bei Annahme des Samples 8* mit
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der berechneten Akzeptanzwahrscheinlichkeit ap.p; wird die auf dem recheninten-
siven High-Fidelity-Modell nyigi(xm, 0,) basierende Likelihood-Funktion Lyiri(y|0™)
und die Akzeptanzwahrscheinlichkeit ayr; berechnet, mit der das Sample fiir die A-
posteriori-Verteilung p(0|y) (2.13) entweder angenommen oder verworfen wird, siehe
Abschnitt 2.2.4.

Géngige Formulierungen fiir die Likelihood-Funktion L(y|0) in (2.13) nehmen die
Abweichung zwischen dem berechneten Modellausgang n(«, 8,,) und der Messung y als
normalverteilten Messfehler € an. Zur Beriicksichtigung der Modellunsicherheit muss
jedoch die Formulierung beider Likelihood-Funktionen Lyiri(y|0*) und Liori(y|0™)
entsprechend des Ansatzes von KENNEDY und O’HAGAN (2.19) um die Kalibrierung
einer Diskrepanzfunktion §(x,,) erweitert werden, siehe Abschnitt 2.2.6. Die Dis-
krepanzfunktion 6(«,,) modelliert die Diskrepanz zwischen dem zu kalibrierenden
High-Fidelity-Modell nyiri(zm, 6,) und den Messungen y des realen Systems mit dem
Ziel einer unverzerrten A-posteriori-Verteilung p(0|y) (2.13) der Modellparameter des
High-Fidelity-Modells nyigi(m, 0,). Der notwendige Zusammenhang fiir die Formu-
lierung der auf dem rechenintensiven High-Fidelity-Modell nyiri (€, 6,) basierenden
Likelihood-Funktion Lyiri(y|6*) und der auf dem Low-Fidelity-Modell nopi(m, 05)
basierenden Likelihood-Funktion Ljqri(y|0*) wird somit folgendermaf3en dargestellt

Ym = NaiFi (Tm, Oy) + 0(Tm) + €. (3.1a)
Ym = nLoFi(wmy en) + ELoFi(mm; 977) + 6(mm) +e (3.1b)

wobei Epor den Approximationsfehler des Low-Fidelity-Modells nyori(m, 0,) bezeich-
net.

Um die Diskrepanzfunktion §(x,,) und den Messfehler ¢,, in (2.19) zu beschreiben,
wird ein GP mit quadratischer exponentieller Kovarianzfunktion angenommen. Die
Erwartungswertfunktion wird zu Null angenommen. Da die Diskrepanzfunktion 6 ()
phinomenologischer Natur ist, fehlt in der Regel das A-priori Wissen um eine kom-
plexere Erwartungswertfunktion angeben zu kénnen. Gleichung (2.19) wird nun fiir
das Low-Fidelity-Modell nopi(zm, 6,,) und das High-Fidelity-Modell nyiri(zm, ;) um-
geschrieben, so dass die Diskrepanzfunktion é(x,,) und der Messfehler e, wie folgt
ausgedriickt werden konnen

Ym — nHiFi(wm, 07]) = (S(wm) +Em ~ gP(O, 06(96; Lm, wm’)) (3 2)

o(x

ym_(nLoFi(mm» 07]) + ELoFi) = ( m) +Em ~ gP(O» 65(057 Tm, mm’))v
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wobei die quadratisch-exponentielle Kovarianzfunktion durch
cs(0s, Tr, xs) = 025 exp (—%(mr - ms)Tl"a(wT — ms)> + 03’5 ors, Ts=1,...,M (3.3)

gegeben ist, siehe (2.26). Die Matrix I's wird zu I's = diag(+s) gesetzt, siche Ab-
schnitt 2.3.1. Die Diskrepanz-Rauheitsparameter v; = (75,1, - - -, V5,0 ), die Diskrepanz-
Rauschvarianz 03,5 und die Diskrepanz-Signalvarianz of% s bilden die Diskrepanz-Hyper-
parameter §; = (o2 5, oﬁ s5:7s), die den zur Modellierung der Diskrepanzfunktion 6 (x.,)
verwendeten GP definieren.

Unter Vernachléssigung des Approximationsfehlers des Low-Fidelity-Modells Ep.r — 0
kann (3.2) umgeschrieben werden zu

Yy — Nuiri(0y) ~ N(0,C(0s, Xm, Xm)) (3.4a)
Yy — nLOFi(en) ~ N(O) C(0(5; va Xm))a (34b)

wobei y = (y1,... ,yM)T der Vektor der Messungen (2.19) ist und nuiri(6,) =
(v (21, 0y), - - -, Miwi (ar, 0n)) T und nrori(8) = (Muori(z1,0n), - - -, Mok (Tar, 0)) "
die Vektoren der High-Fidelity-Modellauswertungen und Low-Fidelity-
Modellauswertungen sind. Die Matrix C(6s5, Xm, Xm) wird analog wie in Ab-
schnitt 2.3.1 unter Verwendung der Kovarianzfunktion (3.3) durch paarweise
Auswertung aller in der Matrix Xy = (@1,...,® M)T zusammengefassten Inputs x,,
aufgebaut.

Die Likelihoods fiir das High-Fidelity-Modell Lyiri(y|0*) und fiir das Low-Fidelity-
Modell Lyoi(y|0*), die fiir den in Abschnitt 2.2.4 vorgestellten 2SDAMCMC-
Algorithmus verwendet werden, kénnen dann als bedingte Normalverteilung, siehe
Abschnitt 2.1.1, angegeben werden

Luiri(y|07) = N (y|muiri (05), C (05, Xm, Xm)) (3.52)
LLoFi(yw*) = N(y|77LoFi(9:;)7 C(9§7 Xm, Xm)) (3.5b)
wobei das vorgeschlagene Sample durch 6* = (6;,80;) gegeben ist. Je dhnlicher

die Likelihoods fiir das High-Fidelity-Modell Lyiri(y|0*) und fir das Low-Fidelity-
Modell Li.ri(y|0*), desto effizienter ist das Sampling durch den 2SDAMCMC-Algo-
rithmus, der in Abschnitt 2.2.4 vorgestellt und in Abbildung 2.4 dargestellt ist. Dies
erfordert eine gute Approximation des High-Fidelity-Modells nyiri (zm, 6,,) durch das
Low-Fidelity-Modell nopi(@m, 0,) und damit einen kleinen Approximationsfehler des
Low-Fidelity-Modells Ey.f;. Hierzu wird das Low-Fidelity-Modell 9 opi (m, 05) fortlau-
fend adaptiert, siehe Abschnitt 3.2.4.
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Fiir den Fall, dass mehrere unterschiedliche Modellausgénge gleichzeitig kalibriert wer-
den, miissen die Ausdriicke fiir die Likelihood (3.5) entsprechend erweitert werden. Bei
Ny Modellausgéngen nyiri,1 (€m, 0y), - - - , ik, N, (Tm, @) ergeben sich entsprechend Ny
Vektoren nuiri,1(0y), - - - , Muiri, N, (05) und Ny Vektoren niori 1 (6y), - - - , Mori, N, (0y) mit
den entsprechenden High-Fidelity-Modellauswertungen und den entsprechenden Low-
Fidelity-Modellauswertungen, sowie /Ny Vektoren mit den entsprechenden Messungen
Y1, .-, Yn,- Die Likelihood (3.5) erweitert sich somit zu

Ny
Luiri(y1, .-, Yn,|07) = H N (Yny | MtiFin, (05), C (65,1, , X, Xm)) (3.6a)
ny=1
Ny
Liori(y1, ..., yYn,|0") = H N (Yny | M0Einy (07), C (65 1y, X, Xm)), (3.6b)

ny=1

wobei fiir jeden Ausgang eine eigene Diskrepanzfunktion 6, («,,) mit eigenem Satz an
Diskrepanz-Hyperparameter 85 ,,, definiert wird und sich das vorgeschlagene Sample
erweitert zu 6" = (0,05 ,...,65 n, ).

3.2 Adaptives Gaussprozess-basiertes
Low-Fidelity-Modell

Das Low-Fidelity-Modell nyopi(m, 6,) basiert auf dem Erwartungswert eines GP als ad-
aptives Ersatzmodell des High-Fidelity-Modells nyigi(€m, 6,). Entsprechend zu (2.25a)
kann es angegeben werden mit

MoFi(Tm, On) = E (GP( prce(Tm, 0y), crori(OLori, (Tm, 0y), (Tm,0,)") ),  (3.7)

wobei (3.7) das Ersatzmodell fiir einen Ausgang des High-Fidelity-Modells darstellt.
Werden mehrere Ausgéinge gleichzeitig kalibriert, so muss fiir jeden der Ny Modell-
ausgénge des High-Fidelity-Modells nyiri 1 (€m, 0y), - - - , MHiri, N, (Tm, Oy) €in eigenes
Ersatzmodell niori 1 (m, On), - - -, MLori, N, (®m, Oy) hergeleitet werden.

Eine Anforderung an das Low-Fidelity-Modell (3.7) ist ein moglichst geringer Appro-
ximationsfehler Ej.r. Wenn der Approximationsfehler des Low-Fidelity-Modells E op;
zu grol? ist, kann dieser nicht mehr vernachléssigt werden und wird durch die Dis-
krepanzfunktion §(x.,) in (3.1) des High-Fidelity-Modells nyiri(xm , €,) kompensiert.
Allerdings werden dadurch im zweiten Schritt des 2SDAMCMC-Algorithmus (siehe
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Abschnitt 2.2.4) mehr Samples verworfen, was es zu vermeiden gilt. Die Verwendung
eines moglicht genauen Low-Fidelity-Modells ist daher wichtig fiir eine effiziente Ka-
librierung der Diskrepanzfunktion §(x,,) und stellt eine Motivation fiir die Adaption
des Low-Fidelity-Modells 7 opi(Zm, 05) dar. In diesem Abschnitt wird ein adaptives GP-
basiertes Low-Fidelity-Modell nori(z, 8,,) vorgestellt, das den Approximationsfehler des
Low-Fidelity-Modells Ej.r; im Verlauf der statistischen Modellkalibrierung reduziert.

Im Folgenden wird der Aufbau des Low-Fidelity-Modells (3.7) ndher erldutert. Zu-
néchst wird die Erwartungswertfunktion ppcg(zm,6,) und die Kovarianzfunktion
in Abschnitt 3.2.1 erklart. In Abschnitt 3.2.2 wird das Training des Low-Fidelity-
Modells 7iopi(€m, y) und in Abschnitt 3.2.3 die Berechnung der Modellausgénge pra-
sentiert. Auf die Adaption des Low-Fidelity-Modells y.opi (€m, 0,) wird in Abschnitt 3.2.4
eingegangen.

3.2.1 Erwartungswertfunktion und Kovarianzfunktion

Als Erwartungswertfunktion ppcg(2m, 6y) des GP (3.7) wird in dieser Arbeit ein PCE-
basiertes Ersatzmodell des High-Fidelity-Modells ngigi (m, 0,) generiert. Die Verwen-
dung eines PCE-basierten Ersatzmodells als Erwartungswertfunktion eines GP geht auf
ScHoB1 zuriick, der mit der Kombination beider Methoden die jeweiligen Vorteile der
guten globalen Approximation der PCE mit der guten lokalen Approximation des GP
verkniipft [74]. Im Gegensatz zur reinen Verwendung eines PCE-basierten Ersatzmodell
bietet die Kombination mit einem GP den Vorteil, dass das Ersatzmodell im Nachhinein
unkompliziert mit dem in Abschnitt 3.2.4 beschriebenen Algorithmus adaptiert werden
kann. Das Training des PCE-basierten Ersatzmodells wird in Abschnitt 3.2.2 thematisiert.

Als Kovarianzfunktion des GP (3.7) wird wird die quadratisch-exponentielle Kova-
rianzfunktion (2.26) zur Modellierung von glattem Funktionsverhaltens verwendet.
Eine andere Wahl der Kovarianzfunktion kann durch Vorwissen iiber das funktiona-
le Verhalten des High-Fidelity-Modells nyiri(€m, 6,) motiviert werden. Da es das Ziel
ist, das High-Fidelity-Modell nyiFi(€m, €,) an den gemessenen Inputs x,, mit der Di-
mensionalitit D und Modellparametern 8, mit Modellparameterdimensionalitét /V,
zu approximieren, wird ebenso die Kovarianzfunktion sowohl fiir die Inputs «,,, und
die Modellparameter 6,, ausgewertet. Der Einfachheit halber werden im Folgenden
die Inputs x,, und Modellparameter 0,, als Paare (x.,, 6,) zusammengefasst und als
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GP-Inputs bezeichnet. Die Kovarianzfunktion kann also geschrieben werden zu

CLoFi(eLoFia (wm7 07/), (xm, 07})/) =

1
o-fZ,LoFi exp (75((:1:"“ 0’7) - (il?m, 0”})/)TI‘LOF1((xmv 07}) - (wma 07})/)) (38)

wobei (@, 0,) und (., 0,) Paare von GP-Inputs sind. Die Parameter der Kovari-
anzfunktion sind im Vektor der Low-Fidelity-Hyperparameter Oop; = (af%LoFi, “YLoFi)
zusammengefasst. Sie umfassen die Low-Fidelity-Signalvarianz ogLoFi und die N, +
D Low-Fidelity-Rauhigkeitsparameter yrori = (VLoFi,15 - - - » YLoFi,(N, + D)) die in der Ma-
trix T'iopi = diag(~iori) enthalten sind, siehe Abschnitt 2.3.1.

3.2.2 Training

In diesem Abschnitt wird zuné4chst ein initialer Low-Fidelity-Trainingsdatensatze ), init
bestimmt, der zum einen zum Training der PCE-basierte Erwartungswertfunktion ppcg
verwendet wird und zum anderen zur Bestimmung der Low-Fidelity-Hyperparame-
ter O1op; bendtigt wird.

Um eine gute Anndherung an das High-Fidelity-Modell npipi(2m, 0,) durch das
Low-Fidelity-Modell niopi(€m,0y) zu erreichen, muss der initiale Low-Fidelity-
Trainingsdatensatz ), inie Sowohl die Inputs Xm = {&m|m = 1,..., M} als auch ge-
niigend Samples der A-priori-Verteilung po(6,) der Modellparameter enthalten. Nur
so wird ein ausreichend dichter Trainingsdatensatz generiert, der moglichst genaue
Auswertungen des Low-Fidelity-Modells nopi(2m, 8y) fiir neue Modellparameterwer-
te 0, ermoglicht, die nicht im initialen Low-Fidelity-Trainingsdatensatz enthalten
sind. Da zur Berechnung der Likelihoods Liori(y|0*) und Luri(y|0*), siehe (3.5),
das Low Fidelity-Modell 9 oi(€m, 05) und das High-Fidelity-Modell nyigi (€m, 6,) nur
fir die Inputs x,, ausgewertet werden, muss der Trainingsdatensatz ebenso nur die
Inputs x,, umfassen. Daher wird der initiale Low-Fidelity-Trainingsdatensatz ), init
durch Auswertung des High-Fidelity-Modells nyipi(xm, 0y) fiir das kartesische Pro-
dukt aus der Menge der Inputs Xy und einer Anzahl von @ Samples aus der A-
priori-Verteilung Dy = {0,4l¢ = 1,...,Q} gewonnen, sodass D, = Xmn X Dp
und YV inic = {((®m, On), Muiri(Tm, O,))|(€m, 0,) € Dy}. Die erforderliche Anzahl
der A-priori-Samples @) ist problemspezifisch und hangt von der Anzahl der Mo-
dellparameter N,, und der Form der A-priori-Verteilung po(6,) ab. Fiir die folgen-
den Uberlegungen wird der initiale Low-Fidelity-Trainingsdatensatze umgeschrieben
zU Yy init = (X init, THiF, init)- Die Matrix X, inic ist dann eine (D + Ny) % (Q - M')-Matrix
und enthélt Paare aus Inputs «,, und Samples 0, , der A-priori-Verteilung po(6,).
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Der Vektor muiri inic hat die Lidnge @ - M und enthélt die jeweiligen High-Fidelity-
Modellauswertungen.

Unter Verwendung des initialen Low-Fidelity-Trainingsdatensatzes ), ini wird so zu-
néchst das PCE-basierte Ersatzmodell (2.29) des High-Fidelity-Modells 7yipi (€, 05)
generiert, das als Erwartungswertfunktion ppcg (@, 6,) dient, siehe Abschnitt 2.3.3. Die
Auswertungen der PCE-basierten Erwartungswertfunktion fiir die in der Matrix X, inic
enthalten Eingénge (¢, 0,,4) des High-Fidelity-Modells nyiri(zm, 6,) werden in den
Vektor pini mit der Lange @ - M geschrieben. AnschlieBend werden die Low-Fidelity-
Hyperparameter Oio;i = (07, 71ori) Optimiert. Die Optimierung erfolgt mit dem in
der MatLAB® Toolbox UQLAB implementierten hybriden genetischen Algorithmus
(HGA) [52].

Fiir den Fall, dass mehrere unterschiedliche Modellausginge gleichzeitig kalibriert wer-
den, wird fiir jeden der Ny Modellausgénge ein separates Ersatzmodell nogi n, (m, 05)
mit einer eigenen PCE-basierten Erwartungswertfunktion fipcg,n, (€m, 0y) generiert.
Daher miissen auch Ny Low-Fidelity-Trainingsdatensétze Y, init,», generiert werden, die
zum Training verwendet werden.
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3.2.3 Berechnung von Modellauswertungen

Nachdem die optimalen Low-Fidelity-Hyperparameter 6y pi opc berechnet wurden, wird
das initiale Low-Fidelity-Modell nyopi init(m, 6,,) bestimmt. Dazu wird der GP auf den
initialen Low-Fidelity-Trainingsdatensatz ), init = (X init, Miri,inic) Konditioniert und
dessen Erwartungswert und Varianz an der Stelle neuer GP-Inputs (x,, 8;) berech-
net, wobei 6;, die Modellparameter eines vorgeschlagenen Samples 8* enthilt, siehe
Abschnitt 2.3.1:

MoFi,init(Zm, Or) = ppce(Lm, ") + €(OroFi,opt; (Tm, 05), Xy init)
) -1 (3.9a)
(C (@LoFi,opt> X, inits X init) + Gn,LoFiI) (MtiFi,init — Mbinit) -

UEoFi,init(mmy 9:;) = C(eLoFi,opty (mmv 0;)7 (‘Bmy 9:;)) - c(oLoFi,opn (mm: 07*7)7 Xn,init)
C(gLoFi,opta Xn,init, X’r],init)ilc(eLoFi,opn Xn,init: (wma 0;;))+
T tinit | C (Oroi opts X inits Xopinit) " Kinic T
mit

T —1 *
T = /»LinitC(OLoFi,opty Xn,inita Xn,init) C(oLoFi,oph X'r],initv (mm» 017))_

e (Tm, 07)
(3.9b)

Dabei werden ¢(BroFi,opt, (Tm, 65), ¢(OroFi,opt, (Tm, 07), X init) und
C (Orori,0pt, X init; X init) unter Verwendung der Kovarianzfunktion (3.8) durch
paarweise Auswertung der GP-Inputs (x,, 0,) bzw. der in der Matrix X, ini; Zusam-
mengefassten GP-Inputs aufgebaut. Die Matrix C (01 opt, X,init, Xn,init) Wird analog
gebildet. Die Matrix I ist eine Einheitsmatrix geeigneter Dimension und verhindert
Singularitatsprobleme aufgrund der Inversion der Matrix C (0y.oi,opt; X, init, X7,init)- Die
Low-Fidelity-Rauschvarianz aﬁyLoFi dient hier nicht zur Darstellung von Messrauschen
sondern lediglich als Regularisierungsparameter und wird auf aﬁTLoFi = 1-10""? gesetzt.

3.2.4 Adaption

Mit dem Verlauf der durch den 2SDAMCMC-Algorithmus generierten Kette wéchst die
Anzahl an Auswertungen des High-Fidelity-Modells ngipi (€, 6,) fortlaufend. Grund-
sétzlich konnten all diese Auswertungen als Trainingsdatensatz, auf den der GP (3.7)
konditioniert wird, benutzt werden, was sich positiv auf den Vorhersagefehler Fy.p; des
Low-Fidelity-Modells nopi(@m, 85) in (3.1b) auswirken wiirde. Allerdings fiihrt dies

54



bei sehr hohen Datenmengen auch zu einer entsprechend groen Kovarianzmatrix C' in
(3.9a), die fiir jede Auswertung des Low-Fidelity-Modells nori(@m, 0,) berechnungsin-
tensiv invertiert werden muss. Zum Ausgleich dieses Konflikts wird das Low-Fidelity-
Modell niopi(xm, 6,,) nur selektiv adaptiert, was im Folgenden erldutert wird.

Da der initiale Low-Fidelity-Trainingsdatensatz ), i durch Sampling der A-
priori- Verteilung po(e ) gewonnen wird, sollte das initiale Low-Fidelity-Mo-
dell 71.opi init (€m, O,) das High-Fidelity-Modell nyipi(€m, €,) in der Anfangsphase der
Kette ausreichend gut approximieren. Je mehr die Kette nach Durchlaufen des Burn-
In gegen die A-posteriori-Verteilung p(0|y) konvergiert, desto besser sollte die Ap-
proximation des High-Fidelity-Modells nyiri(zm, 6,) durch das initiale Low-Fidelity-
Modell 71 init (€m, @) werden, damit die Filterung der vorgeschlagenen Samples 6*
durch den 2SDAMCMC-Algorithmus moglichst effektiv ist. Daher wird eine Adapti-
onsstrategie verwendet, um dem initialen Low-Fidelity-Trainingsdatensatz Y, inir =
(X5, init, MuiF,inic) Datenpunkte hinzuzufiigen, so dass ein angepasster Low-Fidelity-
Trainingsdatensatz ), = (X, nuiri) entsteht. Mit (2.25) und dem angepassten Low-
Fidelity-Trainingsdatensatz )/, kann das Low-Fidelity-Modell dann wie folgt ausgedriickt
werden

Noi(Tm., Oy)) = pipce(Em, 0))+

1
¢(OvoFi,opt; (Tm, 07), n)( (OLoFi,opt; Xy Xy) + O'r21,LoFiI) (Muir — )

(3.10a)
Otori(Tm, 05) = c(BLoFi.opts (Tm, 05), (Tm, 05))—
c(Boriopt; (Tm, 05, X) C(OLofi.opts X X) ™" €(Boki opt, X, (Tm, 0))+
71" C(Brori.opts Xy X)o7
mit
7= " C(OLori,opts X, X) ™' €(Orofi,ope, X, (Tm, 05))—

wpcE(Tm, 67),
(3.10b)

wobei im Vektor p die Auswertungen der PCE-basierten Erwartungswertfunkti-
on ppce(xm, Oy) fir alle im adaptieren Low-Fidelity-Trainingsdatensatze enthaltenen
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Inputs X, enthalten sind. Die Adaptionsstrategie zielt darauf ab, den Approximations-
fehler Ejopi zwischen dem Low-Fidelity-Modell 7 opi(m, 6,) und dem High-Fidelity-
Modell nyipi(€m, 6,) in relevanten Bereichen zu minimieren, d. h. bei Modellparame-
terwerten, bei denen die Kette konvergiert und das Low-Fidelity-Modell 7popi(€m, €5)
héufig ausgewertet wird.

In dieser Arbeit kommen zwei Adaptionskriterien zum Einsatz. Zum einen wird das
in Abschnitt 2.3.2 beschriebene Likelihood-basierte Kriterium angewandt [19]. Algo-
rithmus 2 beschreibt die Adaption des vom Low-Fidelity-Modell nopi(@m, 65) (3.10a)
verwendeten Low-Fidelity-Trainingsdatensatzes ). Zu Beginn wird der in (3.10a) ver-
wendete Datensatz auf ), = ), inic 8€setzt, so dass (3.9a) bis zur ersten Adaption und
danach (3.10a) gilt.

Algorithmus 2 : Likelihood-basierte Adaption des Low-Fidelity-Trainingdatensat-
zes Yy
1. if |LHiFi(y|0*) — LLoFi(y|0*)| > €1 then

2 Yy ={Vy, ((21,0y), muiri(x1,05)), - . ., ((2r, 0), nuiri (s, 05))
3. end

Das zweite Adaptionskriterium basiert auf dem in Abschnitt 2.3.2 vorgestellten Pradi-
kationsunsicherheit-basiertem Kriterium [8]. Der Schwellwert ez kann z. B. empirisch
bestimmt oder so eingestellt werden, dass die Modellvorhersage des Low-Fidelity-
Modells eine bestimmte Unsicherheit nicht iiberschreiten darf. In dieser Arbeit werden
zur Bestimmung von ez dhnlich wie bei der Generierung des initialen Low-Fidelity-
Trainingsdatensatzes ), inic €ine hohe Anzahl (> 1-10°) an Test-Inputs (xm, 6,) ge-
neriert. Fiir diese wird das Low-Fidelity-Modell ausgewertet, das Verhéltnis % (sie-
he (3.10)) bestimmt und mithilfe eines Kerndichteschitzers, siche Abschnitt 2.1.1, eine
Verteilung gebildet. Der Schwellwert e; wird dann so eingestellt, dass das Verhéltnis %
fiir 99% der Test-Inputs unter dem Schwellwert e liegt.

Algorithmus 3 : Pradikationsunsicherheit-basierte Adaption des Low-Fidelity-
Trainingdatensatzes )y

1 if ULoFi/ULoFi,max > ey then

2 dyn = {Vn, (z1,07), nuiri(x1, 03)), . . ., (2, 07), muiri (s, 07)) }
3: en
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3.3 Kombinierter Algorithmus

Der in [18] vorgestellt und in Abschnitt 2.2.4 prasentierte 2SDAMCMC-Algorithmus
bildet die Basis fiir die hier vorgestellte Methode zur effizienten Quantifizierung von
Parameter- und Modellunsicherheit. In Kombination mit dem in Abschnitt 2.2.2 prasen-
tierten adaptiven METROPOLIS Algorithmus und dem in Abschnitt 3.2 prasentiertem
Ersatzmodell ergibt sich die in Algorithmus 4 dargestellte Methode.

Der 2SDAMCMC-Algorithmus sorgt fiir Berechnungseffizienz, indem er vorgeschlagene
Samples 8™ unter Verwendung eines Low-Fidelity-Modells nyori(€m, 05) in der ersten
Stufe (rot hervorgehoben) und eines High-Fidelity-Modells nyipi (@, 05) in der zweiten
Stufe (blau hervorgehoben) filtert, sieche Abbildung 2.4. Die Likelihoods Lyri(y|0™)
und Liori(y|0*) (3.5), die auf dem Low-Fidelity-Modell 7opi(€m, ;) und dem High-
Fidelity-Modell nyiri(m, 0,) basieren und die Diskrepanzfunktion () zur Beriick-
sichtigung der Modellunsicherheit enthalten, werden in den Zeilen 6 und 13 von
Algorithmus 4 bestimmt. Die Anpassung der Vorschlags-Kovarianzmatrix C, wie in
Abschnitt 2.2.2 gezeigt und in Algorithmus 1 implementiert, erhoht die statistische
Effizienz der Methode, siehe Zeilen 10 und 21 von Algorithmus 4. Das GP-basierte
adaptive Low-Fidelity-Modell nyopi(m, 0y), wie es in Abschnitt 3.2 vorgestellt wurde,
wird in Zeile 2 initialisiert, und die Adaption erfolgt in Zeile 21 gemaf$ Algorithmus 2.
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Algorithmus 4 : Methode zur effizienten Quantifizierung der Parameter- und
Modellunsicherheit

1:
2:

AN AN

10:
11:
12:
13:

14:

15:
16:
17:
18:
19:
20:
21:

22:

Setze Initialwert der Kalibrierung 6(°)
Initialisierung des GP-basierten Low-Fidelity-Modells 7opi (@m , 05 ): Generierung des initialen
Low-Fidelity-Trainingdatensatzes ), inir durch Sampling der A-priori-Verteilung po(6,) und
Bestimmung der optimalen Low-Fidelity-Hyperparameter 6,r; opt
Setzen der initialen Vorschlags-Kovarianzmatrix C = Cyp
forns =1,...,Ns do
Generierung von Samples 8* mit der Vorschlagsverteilung p(8*|0("s)) ~ N (8("s), C)
Berechnung der Akzeptanzwahrscheinlichkeit Erste Stufe

Liori(y|0* o*
aren(00), 07) = min (17 LoFi (Y|6*)po(6*) )
Lyori

(160>~ D)po(67 D)

Bestimmung u ~ U(0, 1)

if u > aLopi(9<"S), 6*) then
9(ns) — g(ns—1)
Adaption der Kovarianzmatrix C' der Vorschlagsverteilung (— Algorithmus 1)
continue

end

Berechnung der Akzeptanzwahrscheinlichkeit Zweite Stufe

(0%, 0()) Liiri (y]0* ) po (0*
ouzri (0"), 0*) = min (1’ oori (67, ) Lniri (16" )po (6”) >

ok (M), 0%) Ligigi (y|0 (s =1) ) po (B (s = 1))
Bestimme u ~ ¢£(0, 1)
if u > aiji(G(”S), 0*) then
o(ns) — g(nsfl);
else
0(715) = 0*;
end
Adaption der Kovarianzmatrix C (— Algorithmus 1)
Adaption des Low-Fidelity-Trainingdatensatzes ), des GP-basierten Low-Fidelity-Modells
MioFi (Tm , 0) (— Algorithmus 2 und Algorithmus 3)
end for
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3.4 Skalierung auf massiv-paralleler Architektur

Paralleles Rechnen kann die Berechnung eines Problems enorm beschleunigen, indem
Berechnungsaufgaben aufgeteilt und parallel berechnet werden. Die Effizienz von Algo-
rithmus 4 1&sst sich weiter steigern, indem die Berechnung auf einer massiv-parallelen
Architektur, wie z. B. einem High-Performance Cluster, erfolgt’. Die statistische Modell-
kalibrierung mittels Algorithmus 4 bietet zwei Moglichkeiten der Parallelisierung, die
im Folgenden gezeigt werden und in die in dieser Arbeit angewendet werden.

Die erste Moglichkeit der Parallelisierung besteht darin, mit Algorithmus 4 nicht nur
eine Kette zu generieren, sondern k = 1, ..., K Ketten, siehe Abbildung 3.1. Sobald eine
Kette nach dem Burn-In, siche Abschnitt 2.2.5, ihren stationdren Zustand erreicht hat,
werden Samples der A-posteriori-Verteilung p(€|y) generiert. Mit mehreren parallelen
Ketten wird die A-posteriori-Verteilung p(6|y) dann schneller gesampelt. Zudem sind
Samples unterschiedlicher Ketten weniger stark korreliert als Samples der gleichen
Kette, was die Konvergenz beschleunigt [76]. Die parallelen Ketten kénnen zudem an
unterschiedlichen Initialwerten 6, gestartet werden. Dies kann dabei helfen multimodale
A-posteriori-Verteilungen p(0|y) besser zu erfassen [16]. Ein weiterer Vorteil besteht
darin, dass bei der Generierung mehrerer paralleler Ketten mit Algorithmus 4 nur ein
einziges adaptives GP-basiertes Low-Fidelity-Modell benétigt wird, das mit Algorithmus 2
adaptiert wird.

Allerdings muss bei mehreren Ketten auch der Burn-In jeder der Ketten verworfen
werden. Bei einem festen Rechenbudget sinkt zudem mit der Anzahl an parallelen
Ketten auch die Anzahl der Samples pro Kette, sodass die A-posteriori-Verteilung p(6|y)
unter Umstdnden nur unvollstédndig gesampelt wird, da die Kette nicht den stationédren
Zustand erreicht. Bei mehreren parallelen Ketten sollte daher die Konvergenz der Ketten
entsprechend Abschnitt 2.2.5 sichergestellt werden. In der Literatur herrscht bislang
Uneinigkeit dariiber, wie hoch der Vorteil der Parallelisierung wiegt [16]. In jedem
Fall hat ein solche Parallelisierung den Vorteil, dass die Ergebnisse der statistischen
Modellkalibrierung nach einer kiirzeren Wartezeit vorliegen, als wenn nur eine Kette
generiert wiirde.

Die zweite Moglichkeit der Parallelisierung besteht in der parallelen Auswer-
tung der High-Fidelity-Likelihood Lyiri(y|6*) (3.5a). Zu deren Berechnung muss
das High-Fidelity-Modell fiir das vorgeschlagene Sample 8" und fiir alle M In-
puts xi,...,xy berechnet werden. Diese M Berechnungen des High-Fidelity-Mo-
dells nyiri(x1,05), - - ., Muiri (20, 05) konnen parallelisiert werden. Abbildung 3.2 zeigt

1Die Berechnungen in dieser Arbeit wurden auf dem Lichtenberg Cluster der TU Darmstadt durchgefiihrt.
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Abbildung 3.1: Statistische Modellkalibrierung mittels K = 3 paralleler Ketten
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die Umsetzung mit MATLAB®?. Die statistische Modellkalibrierung entsprechend Algo-
rithmus 4 lauft auf einem sogenannten Client. Fiir jede Berechnung der High-Fidelity-
Likelihood Lyiri(y|6@™) werden die benétigten Modellberechnungen auf einen sogenann-
ten Parallel Pool durchgefiihrt. Ein Scheduler verteilt die bendtigten Berechnungen des
High-Fidelity-Modells auf die Matlab Worker, die die Modellberechnung auf einem
Rechenkern durchfiihren. Die Modellauswertungen werden an den Client zuriickge-
schickt und die High-Fidelity-Likelihood Lyiri(y|0™) berechnet. Da die Berechnung
der High-Fidelity-Likelihood Lyiri(y|0*) den {iberwiegenden Teil der Rechenzeit in
Anspruch nimmt, entspricht der potentielle Faktor der Beschleunigung in etwa der
Anzahl der Messungen, M. Natiirlich ist die reale Beschleunigung kleiner, da nur ein
Teil von Algorithmus 4 parallelisiert wird und die Kommunikation zwischen Client und
MATLAB® Worker zusatzliche Zeit in Anspruch nimmt.

2Da sowohl die Kalibrierung, als auch das High-Fidelity-Modell in MATLAB® implementiert wurden,
wird die Parallelisierung anhand des von der MATLAB® Parallel Computing Toolbox zur Verfiigung
gestellten Frameworks veranschaulicht. Das Konzept ist jedoch auf andere Programmiersprachen und
Programmierumgebungen iibertragbar.

61



Client 'l

A-posteriori-

/,’ Verteilung
Initial- /
wert 69 J/ i HiFi Likelihood Lysiri(y[0°)
| { | e | | 4
[ |} | |} |0 / —
[ 14 | [wr i B Akzeptanzwahrscheinlichkeit cyo;
¥
= (Ao neues Sample:
- . P | (LoFi Likelihood Lo (y[0"
p(o*]o") = o Lo Likeliood Fuon(yl97)
[ [ [
[ [ [

Matlab Parallel Server

Worker Worker Worker Worker

Nuiri (€1, 0") e (€2, 0") i (23, 0") Muiei (T s, 07)

Abbildung 3.2: Parallele Auswertung der High-Fidelity-Likelihood (Bildquelle: https://

de.mathworks.com/products/matlab-parallel-server.html)
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4 Anwendungsbeispiel

In diesem Kapitel wird als Anwendungsbeispiel der SFB-Demonstrator vorgestellt, an
dem die in Kapitel 3 vorgestellte Methode in Kapitel 6 erprobt wird. Nach der Motivation
zur Konzipierung des SFB-Demonstrators in Abschnitt 4.1 folgt in Abschnitt 4.2 eine Sys-
tembeschreibung. Anschlie3end werden in Abschnitt 4.3 die experimentellen Tests des
SFB-Demonstrators beschrieben und die Systemeingénge angegeben. In Abschnitt 4.4
werden die MessgrofSen, der Messaufbau und die Systemausgénge présentiert.

4.1 Hintergrund

Der SFB-Demonstrator ist im Rahmen der teilprojektiibergreifenden Zusammenarbeit
wéhrend der ersten und zweiten Forderperiode entstanden, in der sich die numerischen
und experimentellen Untersuchungen auf lasttragende Systeme akademischen Cha-
rakters wie einem Dreibein [59, 64] bezogen [78]. Diese Arbeiten miindeten in die
Konzipierung des SFB-Demonstrators, der den Teilprojekten des SFB eine realitédtsna-
he Plattform zur Erprobung von Methoden und Technologien zur Beherrschung von
Unsicherheit bereitstellt. Das wissenschaftliche Ziel besteht in der Beherrschung von Un-
sicherheit am SFB-Demonstrator, sodass Sicherheitsbeiwerte zwischen Belastbarkeit und
Belastung gegeniiber herkdmmlicher Bauweise dhnlicher lasttragender Strukturen mini-
miert, Uberdimensionierung vermieden und trotzdem mindestens gleiche Belastungen
ertragen werden konnen [78].

Flugzeugfahrwerke stehen modellhaft fiir den Konflikt zwischen der durch hohe Sicher-
heitsbeiweite und Unkenntnis der Unsicherheit bedingten Uberdimensionierung von
Bauteilen und dem immer wichtiger werdenden Leichtbaugedanken [78]. Als sicher-
heitskritische, lasttragende Systeme miissen Flugzeugfahrwerke extreme Belastungen
abfedern und gleichzeitig hohe Anspriiche an die Systemzuverléssigkeit erfiillen. Dies
inspirierte die Entwicklung des SFB-Demonstrators mit dhnlichen Anforderungen wie
die eines Priifstandes fiir Flugzeugfahrwerke, jedoch ohne den Anspruch, mit dem
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SFB-Demonstrator vorhandene industrielle und produktorientierte Priifstinde von kom-
merziellen Flugzeugfahrwerken sowie Flugzeugfahrwerke selbst zu ersetzen [73, 78].
Vielmehr sollen die am SFB-Demonstrator gewonnenen wissenschaftlichen Erkenntnisse
zur Beherrschung von Unsicherheit in lasttragenden Systemen auf eine Vielzahl anderer
Systeme iibertragen werden koénnen [73].

Zur Beherrschung der Unsicherheit sind im SFB 805 technologische und methodische
Ansétze verfolgt worden. Zum einen wurden verschiedene semi-aktive und aktive Tech-
nologien entwickelt, die modular in den SFB-Demonstrator integriert und getestet
werden konnen [26, 34, 72]. Die einem Flugzeugtragwerk nachempfundene Haupt-
komponente wurde aus diesem Grund als Modulares Aktives Feder-Dampfer-System
(MAFDS) bezeichnet und unter Patent DE 10 2014 106 858.A1 patentiert [21]. In dieser
Arbeit wird ein methodischer Ansatz zur Beherrschung der Unsicherheit verfolgt, um die
Vorhersagegenauigkeit von Modellen lasttragender Strukturen durch Beriicksichtigung
deren Parameter- als auch Modellunsicherheit zu steigern.

4.2 Versuchsumgebung und MAFDS

Der SFB-Demonstrator dient zur experimentellen Erprobung des MAFDS. Das dynami-
sches Verhalten wird mit Fallversuchen untersucht, bei denen das MAFDS impulsartige
Belastungen erféhrt. In Abbildung 4.1 ist ein Ausschnitt des SFB-Demonstrators mit Ver-
suchsumgebung und MAFDS (Nr. 13) gezeigt. Die Komponenten des SFB-Demonstrators
sind in Tabelle 4.1 aufgelistet. Die Versuchsumgebung besteht aus einer 3,3 Tonnen
schweren Aufspannplatte (Nr. 9) und acht Luftfedern, die eine Schwingisolierung gegen-
iiber dem Boden realisieren. Auf der Aufspannplatte ist ein Lastrahmen in Portalbauweise
befestigt, der aus 16 Trégern besteht. Auf der Innenseite der vier vertikalen Tréger ist
jeweils eine Fiihrungsschiene (Nr. 7) befestigt. Sowohl am Heberahmen (Nr. 12) als
auch am Fallrahmen (FR) (Nr. 11) sind Parallelfiihrungen (Nr. 6) zur dissipationsarmen
vertikalen Bewegung an den Fiihrungsschienen (Nr. 7) befestigt. Das MAFDS (Nr. 13) ist
mit Festlagern (Nr. 10) am Fallrahmen gelagert, der wiederum {iber einen Ausléseme-
chanismus mit dem Heberahmen (Nr. 12) gekoppelt ist. Durch einen Hebemechanismus
kann die vertikale Position des Heberahmens und damit die Fallhohe h des MAFDS
variiert werden.

Die Komponenten des MAFDS umfassen ein oberes (OT) (Nr. 1) und ein unteres Trag-
werk (UT) (Nr. 2). Beide Tragwerke sind momentenfrei mit einem Feder-Dampfer-
System (Nr. 4) verbunden. Gelenkmodule (Nr. 3) erméglichen einerseits eine relative
Verschiebung der Tragwerke in vertikaler z-Richtung und blockieren andererseits eine
relative Verschiebung der Tragwerke in horizontaler z- und y-Richtung. Am unteren
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Abbildung 4.1: SFB-Demonstrator mit Versuchsumgebung und MAFDS (Nr. 13)
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Tragwerk ist eine Zusatzmasse (Nr. 8) und ein elastischer Gummipuffer (Nr. 5) befestigt.
Diese sollen mit ihrer Masse und Steifigkeit die dynamischen Eigenschaften des Reifens
eines Flugzeugtragwerks nachbilden und die Stof3energie wiahrend eines Fallversuches
in die Struktur einleiten [73].

Tabelle 4.1: Komponenten des in Abbildung 4.1 dargestellten SFB-Demonstrators

Nr. Beschreibung Typ

1 Oberes Tragwerk -

2 Unteres Tragwerk -

3 Gelenkmodule -

4 Feder-Dampfer-System Volkswagen Federbein
8K0.413.031.CA

5 Gummipuffer Continental =~ Schwingmetall
3915251000

) Parallelfithrungen Bosch Rexroth R18513222X

7 Schienen Bosch Rexroth R180536361

8 Zusatzmasse -

9 Schwingfundament CFM Schiller

10 Festlager Zimmer Group KGST60

11  Fallrahmen item® Profile

12 Heberahmen item® Profile

Das obere Tragwerk (siehe Abbildung 4.2a) besteht aus vier Tetraeder-Modulen und
das untere Tragwerk (sieche Abbildung 4.2b) besteht aus einem Tetraeder-Modul. Jedes
Tetraeder-Modul besteht aus sechs schlanken Aluminium-Balken mit starrer Balken-
lagerung, die an je vier Verbindungskugeln gelagert sind. In Abbildung 4.3 ist die
Balkenlagerung mit Verbindungskugel und Teil eines Balkens gezeigt sowie die dazuge-
horigen Komponenten in Tabelle 4.2 aufgelistet. Die Verbindungskugeln aus Aluminium
sind hohl und haben 18 verteilte Gewindebohrungen mit Durchmesser M10.

Die Verbindung der Balken mit den Verbindungskugeln ist iiber ein Verbindungsstiick,
eine Balkenhiilse und eine Uberwurfhiilse aus Stahl realisiert, siehe Abbildung 4.3. Die
Enden der Balken mit Rundquerschnitt (Nr. 5) sind jeweils an beiden Enden mit einem
M6 Gewinde mit den Balkenhiilsen (Nr. 3) verbunden. Die Uberwurfhiilsen (Nr. 4)
werden {iiber die Balkenhiilsen gesteckt und auf das Verbindungsstiick (Nr. 2) geschraubt
werden. Die Verbindungsstiicke werden ihrerseits mittels M10 Gewinde mit den Verbin-
dungskugeln (Nr. 1) verbunden. Die Materialien der Komponenten der Tetraedermodule
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a) Oberes Tragwerk b) Unteres Tragwerk mit Demonstratorfuf3

Abbildung 4.2: Tragwerke des MAFDS mit Nummerierung der Verbindungskugeln und
Balken

sind in Tabelle 4.2 zusammengefasst.

Tabelle 4.2: Komponenten der Tragwerke

Nr. Beschreibung Typ / Material

1 Verbindungskugel mit Bohrungen M10 SYMA®4860, Aluminium

2 Verbindungsstiick M10 auf M18 Stahl St37, rostfrei

3 Balkenhiilse Innengewinde M4 Stahl St37, rostfrei

4 Uberwurfhiilse mit Innengewinde M18  Stahl St37, rostfrei

5 Balken mit Gewinde M4 Aluminium EN AW - 7075 T651

Das Feder-Dampfer-System des MAFDS, siehe Abbildung 4.4, bestimmt maf3geblich die
dynamischen Eigenschaften des MAFDS in vertikaler Richtung. Es besteht aus einem Mc-
Pherson Federbein eines Mittelklassefahrzeugs und konstruierten massiven Aufnehmern
zur Befestigung an den Tragwerken [42], sieche Abbildung 4.1. Die Feder des Feder-
Déampfer-Systems ist durch einen verstellbaren Anschlag vorgespannt. Der Anschlag
verhindert zudem eine negative Auslenkung des Feder-Dampfer-Systems bei Belastung
auf Zug. Ein dunkelbrauner Anschlagpuffer aus Schaumstoff bremst grofe Auslenkun-
gen des Feder-Dampfer-Systems ab und verhindert die Kollision von Komponenten des
Federbeins.
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b) Konstruktive Realisierung der Balken mit Anbindung an die Verbindungskugeln mit
den Komponenten aus Tabelle 4.2

Abbildung 4.3: Balken mit Anbindung an die Verbindungskugeln des Tragwerks

Abbildung 4.4: Feder-Dampfer-System bestehend aus dem Federbein und den Anbin-
dungen an das obere Tragwerk und untere Tragwerk
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4.3 Experimentelle Versuche

Zur Untersuchung des dynamischen Verhaltens des MAFDS in Abbildung 4.1 werden
dynamische Falltests durchgefiihrt. Dazu wird der Heberahmen (Nr. 12) mithilfe des
Hebemechanismus soweit angehoben, bis ein Abstand h zwischen dem Auftreffpunkt
und dem Demonstratorful’ (Nr. 5) erreicht ist, siehe Abbildung 4.1. Aus dieser Fallhohe h
wird der MAFDS mitsamt des Fallrahmens (Nr. 11) iiber den Auslésemechanismus
vom Heberahmen (Nr. 12) getrennt und fallen gelassen. Zusatzgewichte m,qq konnen
dem Fallrahmen hinzugefiigt werden, um die Belastungen des MAFDS zu variieren.
Die D = 2 variablen Inputs der experimentellen Versuche sind somit die Fallh6éhe » und
das Zusatzgewicht m,qq. Sie werden im Vektor der Inputs

LTm = (h’,lrnadd)T (41)

zusammengefasst. Tabelle 4.3 enthélt die Inputs «,, fiir die durchgefiihrten Falltests,
die auch die Grundlage fiir vorherige Untersuchungen waren [2, 1, 3]. Fiir die 36
Messpunkte als Kombination aus Fallhohe h und Zusatzgewicht m,qq wurden jeweils
finf Messwiederholungen durchgefiihrt, sodass eine Gesamtzahl von 180 Messungen
resultiert.

Zur statistischen Modellkalibrierung werden nicht alle 36, sondern nur M = 20 Mess-
punkte verwendet. In Abbildung 4.5 sind die Messpunkte rot gekennzeichnet, die zur
Kalibrierung verwendet wurden. Die Verwendung von nur einem Teil der Messpunkte
hat den Vorteil, dass die Kalibrierung weniger rechenintensiv ist, da zur Berechnung
der High-Fidelity-Likelihood (3.5a) weniger Modellauswertungen des High-Fidelity-
Modells nyiri (€m, 0,) bendtigt werden und somit die bendtige Rechenkapazitét auf dem
Lichtenberg Cluster iiberschaubar bleibt.
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Tabelle 4.3: Kombination der variablen Inputs ¢, = (h, m,qq4) bestehend aus Fallhé-
he h und Zusatzmasse m,qq sowie die sich daraus ergebende Anzahl von
Fallversuchen

Madq in kg hinm Anzahl an Falltests
0 0.01, 0.02, 0.03, 0.04, 0.05, 0.06, 0.07, 0.08, 0.09 9 x5
10 0.01, 0.02, 0.03, 0.04, 0.05, 0.06, 0.07 7 x5
20 0.01, 0.02, 0.03, 0.04, 0.05, 0.06 6 x5
40 0.01, 0.02, 0.03, 0.04, 0.05 5x5
60 0.01, 0.02, 0.03, 0.04 4 x5
80 0.01, 0.02, 0.03 3x5
100 0.01, 0.02 2 x5
M = 180
100 @@
oo
4
=2 80 000
=]
=]
£ 60 0000
[0}
{0 0060
N
5 20 0CG060
N 0000000
1000000000

0.01 0.03 0.05 0.07 0.09
Fallhohe A in m

Abbildung 4.5: Zur Verfiigung stehende Messpunkte (® und @) und zur statistischen
Modellkalibrierung verwendete M = 20 Messpunkte (®)
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4.4 MessgroRen und Systemausgange

Mit der in Kapitel 3 vorgestellten Methode sollen die Parameter- und Modellunsicherheit
des MAFDS effizient quantifiziert werden, um die Vorhersagefdhigkeit des in Kapitel 5
hergeleiteten Modells fiir die kalibrierten, den Systemausgéngen entsprechenden Mo-
dellausgénge zu erhohen. Dazu ist es notwendig, Systemausgénge zu wéahlen, die sowohl
das statische als auch das dynamische Verhalten des MAFDS mdglichst umfassend re-
prasentieren. Gleichzeitig soll in den Systemausgéngen Redundanz vermieden werden,
sodass die Kalibrierung nicht zu Gunsten einer Gruppe von redundanten Systemaus-
gangen verzerrt wird. Im Folgenden werden zunichst die betrachteten Messgrofien
beschrieben, der Messaufbau zu ihrer Messung und schlief3lich die Systemausgénge
definiert.

Messgrofen

Zur Erfassung der Starrkorperdynamik des MAFDS ist es sinnvoll, die relative Ein-
federung zwischen oberem und unterem Tragwerk des MAFDS zu betrachten, siehe
Abbildung 4.1. Sie ist eine wichtige Messgroe zur Beschreibung des Zustands des
Feder-Dampfer-Systems und lésst Riickschliisse auf den Kraftfluss zwischen oberen und
unteren Tragwerk zu. In den eigenen Veroffentlichungen hat sich die Einfederung als
Modell- und Systemausgang bereits bewahrt [1, 4, 5].

In Anbetracht der in Abschnitt 4.1 erwdhnten Ahnlichkeit des MAFDS mit einem Flug-
zeugfahrwerk ist es zudem von Interesse, versagensrelevante Messgrofden zu betrachten,
um z. B. zu hohe Belastungen vorhersagen zu konnen. Da in den duf3eren Balken des
oberen Tragwerks (Nr. 1, 4, 7 in Abbildung 4.2a) besonders hohe Belastungen auftreten,
sind die auftretenden Normalspannungen in diesen drei Balken fiir die Kalibrierung
relevant.

Messaufbau

Zur Erfassung der o. g. Messgrof3en, relative Einfederung und Normalspannung, werden
in dieser Arbeit die Messsignale von drei Wegsensoren und mehreren Dehnmessstreifen
(DMS) verwendet.

Als Wegsensoren wurden lineare Differentialtransformatoren verwendet. Diese sind
jeweils an den drei unteren Verbindungskugeln des oberen Tragwerks (Nr. 7, 8, 9 in Abbil-
dung 4.2a) und den drei oberen Verbindungskugeln des unteren Tragwerks (Nr. 2, 3, 4
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in Abbildung 4.2b) befestigt und messen die relative Einfederung zr1, zr2 und zr3
zwischen oberen und unterem Tragwerk. Zur Veranschaulichung ist in Abbildung 4.1
exemplarisch die gemessene Auslenkung zr 5 zwischen oberem und unteren Tragwerk
eingezeichnet. Die Auslenkung der Tragwerke in hdngendem Zustand entspricht z;. = 0.
Eine positive Auslenkung ist nicht moéglich, da ein Anschlag im Feder-Dampfer-System
dessen Auslenkung infolge einer Zugkraft verhindert.

Jeweils vier DMS sind an den dueren drei Balken des oberen Tragwerks im Abstand
von 75 mm zum Mittelpunkt der Verbindungskugel befestigt, siehe Abbildung 4.2a.
Davon sind jeweils zwei als WHEATsTON’sche Viertelbriicken verschaltet und messen die
Normalspannungen on or,1, on,0t,4 Und on or,7 der Balken. Vor Start der Messung wird
ein Briickenabgleich durchgefiihrt, sodass on or,. = 0 der statischen Normalspannung
des MAFDS in hidngendem Zustand entspricht.

Die Messung erfolgt mithilfe des modularen Messdatenerfassungssystems CRONOSflex
der Firma imc®. An eine Basiseinheit sind ein Briickenmessverstarker und ein Differenz-
messverstarker angeschlossen, an die die DMS und die Wegsensoren angeschlossen sind.
Die Basiseinheit ist mit einem PC verbunden, auf dem die Verarbeitung und Speicherung
der Daten mit imc® STUDIO erfolgt. Der Start der Messung wird iiber den Auslose-
mechanismus getriggert und die betrachtete Messdauer betragt 2s. Die Abtastrate des
Messdatenerfassungssystem betragt fs = 5000 Hz und alle Signale werden mittels eines
BuTTERWORTH-Filters 8. Ordnung mit der Grenzfrequenz f. = 50 Hz gefiltert.

Systemausgange

Durch die Symmetrie des MAFDS werden die Messsignale der drei Wegsensoren als
auch fiir die drei aus den Viertelbriicken ermittelten Normalspannungen als redundant
angenommen. Diese Signale werden nicht separat betrachtet sondern gemittelt. Die
gemittelte Einfederung und die gemittelte Normalspannung ergeben sich zu

Zr = % (2e0 + 2r,2 + 21,3) ON = % (on,0t,1 + oN,0T,4 + ON,OT,7) - (4.2)
Auf dieser Basis werden zwei statische und zwei dynamische, also Ny = 4 Systemaus-
génge definiert. Diese entsprechen den absoluten Maxima z; max (Index ny = 3), oN,max
(Index ny = 1) und den ausgeschwungenen, statischen Werten zr star (Index ny = 4),
onstar (Index ny = 2) der Kurvenverldufe der gemittelten Einfederung z, und der
gemittelten Normalspannung &y, siehe Abbildung 4.6a und Abbildung 4.6b.

Die Systemausgénge fiir die 20 - 5 = 100 in Abbildung 4.5 angegebenen Messungen
der zur Kalibrierung verwendeten Messpunkte werden jeweils fiir die 5 zu einem der
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Abbildung 4.6: Gemessene Systemausgange zr stat, 2r,max, ON,stat UNd oN max fUr einen
Fallversuch mit Input & = (0,06 m, 20kg) "

M = 20 getesteten Inputs x,, zugehorigen Messwiederholungen gemittelt, sodass
sich M = 20 (gemittelte) Messungen ergeben. Die gemittelten Messungen sind in
den Vektoren yi, . .., yn, enthalten und werden zur Berechnung der Likelihood (3.6)
benotigt.

Bemerkung 1 Die Verwendung von 100 und mehr Messungen zur Kalibrierung wiirde zu
Problemen bei der Berechnung der Likelihood (3.6) fiihren, da es dabei zu arithmetischem
Uberlauf bei der Bestimmung der Determinante der sich ergebenden 100 x 100 Kovari-
anzmatrix C kommt, die durch Beriicksichtigung der Modellunsicherheit vollbesetzt ist.
Durch die Mittelung der Messungen reduziert sich die Dimension der Kovarianzmatrix C
auf 20 x 20 und es kommt zu keinen numerischen Problemen.
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5 Modellbildung des
High-Fidelity-Modells

In diesem Kapitel wird das High-Fidelity-Modell nyir; (m, @) zu dem in Kapitel 4 vor-
gestellten Anwendungsbeispiel, dem SFB-Demonstrator, hergeleitet. Die Basis hierfiir
bilden die in Abschnitt 2.4 und Abschnitt 2.5 beschriebenen Grundlagen zur Modellie-
rung flexibler Mehrkorpersysteme mit dem Floating-Frame-of-Reference Formalismus
und zur Balkenmodellierung mit finiten Elementen. Zunéchst wird dazu in Abschnitt 5.1
die Kinematik der Korper des SFB-Demonstrators beschrieben. AnschlieRend erfolgt
in Abschnitt 5.2 die Herleitung der FE-Matrizen zur Beschreibung des dynamischen
Systemverhaltens des oberen und unteren Tragwerks. In Abschnitt 5.3 werden die
eingepragten Krifte und in Abschnitt 5.4 die Zwangsbedingungen hergeleitet. Auf
Basis der vorherigen Abschnitte werden in Abschnitt 5.5 die gekoppelten Bewegungs-
gleichungen formuliert und deren Losung mit einem Zeitschrittverfahren beschrieben.
Schlief8lich wird die Berechnung der Modellausgéngen gezeigt, die den in Abschnitt 4.4
eingefithrten Systemausgéngen entsprechen.

5.1 Beschreibung der Kinematik

Der in Kapitel 4 vorgestellte SFB-Demonstrator wird als flexibles MKS mit drei Kérpern
angenommen. Das obere Tragwerk und das untere Tragwerk werden dabei als flexible
Korper angenommen. Das obere Tragwerk ist an dem als starrer Kdrper angenommenen
Fallrahmen fest gelagert. Die Parallelfiithrungen des Fallrahmens beschrdnken dessen
Bewegung auf die vertikale z-Richtung, siehe Abschnitt 4.2. Durch die Gelenkmodule
kann das untere Tragwerk zum oberen Tragwerk nur eine vertikale Translation ausfithren.
Insgesamt besteht die Starrkorperbewegung der drei Korper des flexiblen MKS somit
nur aus einer Translation.

In Abbildung 5.1 sind das Inertialsystem und die drei Referenzkoordinatensysteme
eingezeichnet. Der Ursprung O; des Inertialsystems befindet sich am Auftreffpunkt des
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Demonstratorful3es. Es ist so orientiert, das die positive z-Achse in vertikale Richtung
nach oben und die positive y-Achse in die Bildebene hinein zeigt. Die beiden Refe-
renzkoordinatensysteme des oberen und unteren Tragwerks sind gleich orientiert. Thre
Urspriinge Qor und Qur als Korperreferenzpunkte befinden sich jeweils in der Mitte der
Verbindungskugeln 10 des oberen Tragwerks und 1 des unteren Tragwerks, siche Abbil-
dung 4.2. Das Referenzkoordinatensystem des Fallrahmens hat die gleiche Orientierung
wie die anderen Referenzkoordinatensysteme. Der Korperreferenzpunkt Qggr als Koordi-
natenursprung des Korperreferenzsystems liegt im Mittelpunkt der Verbindungskugel 3
des oberen Tragwerks, siehe Abbildung 4.2. Die Lage der Korperreferenzpunkte wird
im Inertialsystem jeweils mit réOT), réUT) und rg R) angegeben. Alle anderen Vektoren
werden in den jeweiligen Referenzkoordinatensystemen angegeben, weshalb auf die
Angabe des Koordinatensystem bei der Vektornotation im Folgenden verzichtet wird.
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Abbildung 5.1: SFB-Demonstrator mit Inertialsystem (1) und Referenzkoordinatensys-
temen des Fallrahmens (FR), des oberen Tragwerks (OT) und unteren
Tragwerks (UT)
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5.2 Herleitung der Systemmatrizen

Bezogen auf die jeweiligen Referenzkoordinatensysteme werden im diesem Abschnitt
zunéchst die Massen- Dampfungs- und Steifigkeitsmatrix der drei Kérper des flexiblen
MKS bestimmt, um anschlieRend zu den Systemmatrizen des flexiblen MKS zusam-
mengesetzt zu werden. Dazu wird in Abschnitt 5.2.1 zunéchst die Diskretisierung der
Tragwerke durch Balkenelemente beschrieben und in Abschnitt 5.2.2 die Assemblierung
der Elementmatrizen zu den Massen- und Steifigkeitsmatrizen der Tragwerke gezeigt.
Auf die Berticksichtigung der als starr angenommenen Komponenten des flexiblen MKS
als konzentrierte Massen wird in Abschnitt 5.2.3 eingegangen und die Modellierung
der Dampfung der Tragwerke wird in Abschnitt 5.2.4 dargestellt. In Abschnitt 5.2.5
werden schlief3lich die Systemmatrizen des flexiblen MKS aufgebaut.

5.2.1 Balkendiskretisierung und Elementmatrizen

Beide Tragwerke bestehen aus den in Abbildung 4.3 gezeigten und in Tabelle 4.2 aufge-
listeten Komponenten, die in diesem Abschnitt mit den in Abschnitt 2.5 vorgestellten
Balkenelementen in Anlehnung an [45] modelliert werden. Abbildung 5.2 stellt die
Diskretisierung eines Balkens mit Anbindung dar, wie er in den Tragwerken verbaut ist.
Folgende Annahmen werden dabei getroffen.

* Es gelten die BERNoULLI-Annahmen fiir Balkenbiegung, [39].
* Die Verbindungskugeln werden als konzentrierte Massen angenommen.

* Die Steifigkeit der Verbindungskugel wird mithilfe eines Balkenelements (Al in
Abbildung 5.2) dargestellt.

* Die Anbindung der Balken an die Verbindungskugel mittels Verbindungsstiick,
Balkenhiilse und Uberwurfhiilse an die Verbindungskugeln wird mit zwei Balken-
elementen (A2 in Abbildung 5.2) modelliert.

* Die Balken werden in Ng = 2 Balkenelementen (B in Abbildung 5.2) diskretisiert.

» Jeder Knoten hat sechs Freiheitsgrade.
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Abbildung 5.2: Diskretisierung eines Balkens mit Anbindung durch drei Typen von Bal-
kenelementen, die tiber Knoten ( ® ) miteinander verbunden sind: Anbin-
dungsbalkenelement A1 (1), Anbindungsbalkenelement A2 (1),
Balkenelement B (1)

Es kommen drei Arten von Balkenelementen zum Einsatz, die den jeweiligen Balkenab-
schnitt charakterisieren und sich in ihrer Parametrierung unterscheiden. Sie sind iiber
Knoten miteinander verbunden, an denen drei Verschiebungsfreiheitsgrade w, v, w und
drei Verdrehfreiheitsgrade 1., 1y, 1. definiert sind, siche Abbildung 5.2. Die Knoten,
die im Mittelpunkt der Verbindungskugeln liegen, werden als Hauptknoten bezeichnet
und entsprechend der Verbindungskugeln in Abbildung 4.2 nummeriert.

Anbindungsbalkenelement A1

Das Anbindungsbalkenelement A1l bildet die Steifigkeit der Verbindungskugeln ab. In
Abbildung 5.2 ist es rot gekennzeichnet und erstreckt sich vom Mittelpunkt bis zum
dulleren Umfang der Verbindungskugel. Es wird mit einem Balkenelement der Lénge ¢a;
modelliert. Die Elementsteifigkeitsmatrix von Anbindungsbalkenelement Al, Kqj a1,
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ergibt sich aus der in Abschnitt 2.5 hergeleiteten Elementsteifigkeitsmatrix Ky ¢ (2.59)
durch Einsetzen der fiir das finite Element in Tabelle 5.1 gegebenen Grofden Ea1, £a1,
Ga1, bzw. Aa1 = 7r3; und Iy = 774, /4. Die Trigheit der Verbindungskugeln wird
jeweils als konzentrierte Masse in den Hauptknoten berticksichtigt, siehe Abschnitt 5.2.3.

Anbindungsbalkenelement A2

Das Anbindungsbalkenelement A2 modelliert die Anbindung des Balkens an die Verbin-
dungskugel mit Verbindungsstiick, Balkenhiilse und Uberwurfhiilse mit einem Balken-
element der Linge /a2, das in Abbildung 5.2 blau gekennzeichnet ist. Die Elementstei-
figkeitsmatrix K oo und Elementmassenmatrix My a2 von Anbindungsbalkenelement
A2 ergibt sich analog wie fiir Anbindungsbalkenelement A1 aus der in Abschnitt 2.5
hergeleiteten Elementsteifigkeitsmatrix K, ¢ (2.59) und Elementmassenmatrix My el
(2.62) durch Einsetzen der fiir das Element in Tabelle 5.1 gegebenen Grofen.

Balkenelement B

Der Balkenabschnitt zwischen den zwei Anbindungbalkenelementen A2 wird mit Ng = 2
Balkenelementen modelliert, die in Abbildung 5.2 griin gekennzeichnet sind. Auch
die Elementsteifigkeitsmatrix und Elementmassenmatrix von Balkenelement B K 5
und M, 5 ergeben sich analog zum vorherigen Elementtyp aus der in Abschnitt 2.5
hergeleiteten Elementsteifigkeitsmatrix Ky, ¢ (2.59) und Elementmassenmatrix My el
(2.62) durch Einsetzen der fiir das finite Element in Tabelle 5.1 gegebenen Grofen. In
den beiden Tragwerken sind Balken mit zwei unterschiedlichen Langen verbaut. Die
Balken 22, 23 und 24 des oberen Tragwerks und die Balken 4, 5 und 6 sind kiirzer als
die restlichen Balken, sieche Abbildung 4.2. Daher sind in Tabelle 5.1 zwei Werte fiir die
Elementlénge /p aufgelistet.

5.2.2 Assemblierung der Finite-Elemente-Matrizen

Aus der in Abschnitt 5.2.1 vorgestellten Diskretisierung resultieren die Massenmatri-
zen Méﬁ) T>, Még T und Steifigkeitsmatrizen K§8T>, K&m des oberen und unteren Trag-
werks. Sie ergeben sich durch Transformation und Zusammensetzen der zwei Element-
massenmatrizen M a2, M. p und der drei Elementsteifigkeitsmatrizen Ky a1,K el a2,

K p der Elementtypen Al, A2 und B entsprechend der Assemblierung (2.36b) und
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(2.38) unter Verwendung der entsprechenden elementspezifischen Transformationsma-
trizen und Lokalisierungsoperatoren. Die entsprechenden Vektoren der Freiheitsgrade

sind quu ) und Quu {un,

Bemerkung 2 Eine statistische Modellkalibrierung erfordert die wiederholte Auswertung
eines Modells fiir unterschiedliche Werte der Parameter. Von der Rechenzeit des High-
Fidelity-Modells entfallen 6,5 % auf die Assemblierung der Massenmatrizen Méf,) T Mlﬂln )
und Steifigkeitsmatrizen K1<MC1>T> Kélum des oberen und unteren Tragwerks und 93,5 % auf
die Simulation des flexiblen MKS. Der Anteil der Assemblierung an der Rechengzeit kann
auf 0,31 % redugziert werden, indem die Massen- und Steifigkeitsmatrizen des oberen und
unteren Tragwerks als Summanden aus Produkten von Parametern aus Tabelle 5.1 und
Teilmatrizen ausgedriickt werden. Fiir das obere Tragwerk ldsst sich die Stefigkeitsmatrix
2. B. wie folgt schreiben

Ktslclm =FEx AAlKuu A)l T EazAn2 K, uu, A>2 o + EsAsK uu B ,ZD (5.1a)
+EA1]A1K1§u A>1 Bi T EAZIAZKéu A>2 Bt EBIBK&S?& (5.1b)
+Garlr AlKéu A1To T Gazlt Aszm A>2 10 T GBIT BKSUFQTO (5.10)

Hierbei stehen die ersten drei Terme (5.1a) die Anteile aufgrund der Dehnsteifigkeit (Zug-
Druck, ZD), der vierte, fiinfte und sechste Term (5.1b) beschreiben die Anteile aufgrund
der Biegesteifigkeit (Bi) und die letzten drei Terme (5.1c) sind die Anteile aufgrund der Tor-
sionssteifigkeit (To). Analog ldsst sich beispielhaft die Massenmatrix des oberen Tragwerks
zerlegen

Mél?n :PAZAAZMuu A2,trans + PBABMuu B,trans (5.2a)

+- g /)AZAAZdAZMuu A2,rot pBABdB uu,B,rot- (5-2b)

wobei die ersten zwei Terme (5.2a) die Anteile der translatorischen Trdgheit und die
letzten beiden Terme (5.2b) die Anteile der rotatorischen Trdgheit darstellen. Wenn sich
Diskretisierung des oberen und unteren Tragwerks nicht dndert, bleiben auch die Matrizen
in (5.1) und (5.2) konstant und miissen nicht neu aufgebaut werden. Die Steifigkeits-
und Massenmatrizen des oberen und unteren Tragwerks kénnen somit effizient fiir neue
Parameterwerte aufgebaut werden.

Die in Abschnitt 5.1 definierten Freiheitsgrade réOT) und 7" zur Beschreibung der
Starrkorperbewegung des oberen und unteren Tragwerks werden wie in Abschnitt 2.4.3
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beschrieben mit den Bool’schen Matrizen LSIOT>, LSJUT) aus dem Vektor der Freiheitsgra-

de q<OT> und q<U ! eliminiert, um Redundanzen zu verhindern. Somit ergeben sich die
Vektoren der Freiheitsgrade des oberen und unteren Tragwerks zu

(uT) _ o (OT) PO
7 = L<UT% {um) a = OT% 7o (5.3

Die Freiheitsgrade des Fallrahmens als starrer Korper sind gegeben durch
q™ = rgm. 5.4)

Die den Freiheitsgraden (5.3) entsprechenden Massen- und Steifigkeitsmatrizen des
oberen und unteren Tragwerks ergeben sich entsprechend (2.40) zu

T T
M<OT> _ <OT>I Rt<rOT) Mél?mL((lOT) (5.5a)
- LSIOT OT)Rt(OT> L((IOT>M1§ST>L((IOT>T ’ )
(uT) D) T U 7 (UT) T
M(UT) _ mq I3 Rtr My, Lq - , (5.5b)
L((]UT) MSET) Rt<rUT> L({]UT) Mé},m L((]UT)
0 0
KO = T, (5.5¢)
0 L(()on KO L((]OT}
0 0
KV = T, (5.5d)
o LyVK{VLy"

wobei Rt<r0 T und Rt<rU T die Kopplungsmatrizen fiir das obere und untere Tragwerk
sind, siehe (2.37), und méOT> und mV" die Massen des oberen und unteren Tragwerks
sind und in Tabelle 5.1 gegeben sind. Die Massenmatrix des Fallrahmens zu den
Freiheitsgraden (5.4) ergibt sich entsprechend (2.44) zu

M = (m5™ + maga)ls, (5.6)
wobei I3 eine Einheitsmatrix der Dimension 3 x 3 ist und die Masse des Fallrahmens m<QF R)
in Tabelle 5.1 gegeben ist. Zu der Masse des Fallrahmens wird die Masse des variablen
Zusatzgewichtes m,qq addiert, das dem Fallrahmen hinzugefiigt werden kann und und
als Modelleingang dient, siehe Abschnitt 4.3.
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5.2.3 Konzentrierte Massen

In den Massenmatrizen M °T, MUT und M sind die Tragheit der Verbindungs-
kugeln, des Feder-Dampfer-Systems, des Demonstratorfuly und der Gelenkmodule nicht
beriicksichtigt. Die Tragheit der Gelenkmodule ist aufgrund ihrer komplexen Kinematik
schwer zu modellieren und wird daher vernachlassigt. Zur Beriicksichtigung der Trag-
heiten der Verbindungskugeln, des Feder-Dampfer-Systems und des Demonstratorfuf3es
werden konzentrierte Massen modelliert, die mit den flexiblen Kérpern an der Position
eines Knotens der FE-Diskretisierung verbunden sind. Im Folgenden werden die dazu no-
tigen Massenmatrizen definiert, die zusammen mit den Massenmatrizen M O pg(UD
und M ™R des oberen und unteren Tragwerks und des Fallrahmens zur Massenmatrix
des flexiblen MKS, M, assembliert werden.

Verbindungskugeln

Die Tragheit der 14 Verbindungskugeln (VK) wird beschrieben durch die Massenmatrix
Mk = diag(mvk, mvk, mvk, Jvk, Jvk, Jvk) (5.7)

wobei myx der Masse einer Verbindungskugeln und Jyx dem Massentragheitsmoment
einer Verbindungskugel entspricht, siehe Tabelle 5.1. Mit den Lokalisierungsoperatoren
Lygi,i = 1,...,14 wird die Massenmatrix Myx (5.7) an die Stellen im Vektor der
Freiheitsgrade ¢ des flexiblen MKS (5.12) assembliert, die den Freiheitsgraden der 14
Hauptknoten entsprechen.

Feder-Dampfer-System

Das Feder-Dampfer-System wird idealisiert betrachtet als zwei konzentrierte Massen,
die durch eine masselose Feder und einen masselosen Dadmpfer verbunden sind. Die
Aufteilung der Masse des Feder-Dampfer-Systems zwischen oberer und unterer kon-
zentrierter Masse wird im Verhaltnis von 0,3 zu 0,7 angenommen, wobei die Masse des
Feder-Dampfer-Systems in Tabelle 5.1 gegeben ist Fiir die zwei Massenmatrizen fiir den
oberen und unteren Teil des Feder-Dampfer-Systems gilt somit

MFDS,O = 0,3 MFDS diag(l, 1, ]., 0, 07 0)7 (5.821)
MFDS,u = 0,7 MEDS diag(l, 1, 1, 0, O7 O). (58b)
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Da aufgrund der kinematischen Eigenschaften des MAFDS keine Drehung des Feder-
Dampfer-Systems erfolgt, werden die Massentrédgheitsmomente des Feder-Dampfer-
Systems vernachlassigt. Das Feder-Dampfer-System ist an den Hauptknoten 10 des
oberen Tragwerk und 1 des unteren Tragwerks momentenfrei gelagert, siehe Abbil-
dung 4.1. Mit den Lokalisierungsoperatoren Lgps o, Lrps,u werden die Massenmatrizen
Mrps.o, Mrpsu an die Stellen im Vektor der Freiheitsgrade ¢ des flexiblen (5.12) as-
sembliert, die den Freiheitsgraden dieser Hauptknoten entspricht.

Demonstratorfull

Zur Beriicksichtigung der Trégheit des in Abbildung 4.2b gezeigten Demonstatorful3
wird die Massenmatrix
My = mpdiag(1,1,1,0,0,0) 5.9

definiert, wobei auch hier wieder Massentriagheitsmomente vernachlassigt werden. Die
Masse des Demonstratorfufd mg ist in Tabelle 5.1 gegeben. Der Demonstratorful? ist
am Hauptknoten 1 des unteren Tragwerks angebracht. Die Massenmatrix My wird
daher, wie auch das Feder-Dadmpfer-System, mit dem Lokalisierungsoperator Lgps y
assembliert.

5.2.4 Dampfung der Tragwerke

Die Dampfung hat einen mafigeblichen Einfluss auf das dynamische Verhalten von
strukturdynamischen Systemen. Die Modellierung von Dampfung als komplexes nichtli-
neares Phidnomen resultiert in einer Vielzahl an moglichen Modellen, wie z. B. viskose
Dampfung, hysteresebehaftete Ddmpfung oder visko-elastische Dampfung [37]. Da
keine A-Priori Information zum Dampfungsverhalten der Tragwerke vorliegt, wird in
dieser Arbeit von viskoser Dampfung der Tragwerke ausgegangen, da sie den simpels-
ten Ansatz darstellt. Auch wenn dieses Dampfungsmodell nicht auf physikalischen
Annahmen beruht, ist es bei vielen Anwendungen mit geringer Ddmpfung ausreichend
genau [67]. In Annahme von RavyLEIGH-Dampfung ergibt sich die Ddmpfungsmatrix fiir
das obere und untere Tragwerk als Linearkombination aus der Massenmatrix und der
Steifigkeitsmatrix zu

DO — ap MO 4 g KO (5.10a)
DY = ap MY 4 By KD, (5.10b)

wobei ap und Sp Dampfungsparameter sind.
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5.2.5 Zusammenbau der Systemmatrizen des flexiblen MKS

Die in Abschnitt 5.2.2 aufgestellten Massenmatrizen M ‘°" und M V" des oberen und
unteren Tragwerks, siehe (5.5), der Massenmatrix des Fallrahmens M ™0 (5.6) und
den in Abschnitt 5.2.3 definierten Massenmatrizen zur Beschreibung der konzentrier-
ten Massen Myk, M¥ps o, Mrps,u und My werden entsprechend (2.47) in Blockform
geschrieben und ergeben die Massenmatrix des flexiblen MKS

MO o 0 14
M = 0 M 0 + Z Ly ; Mk Lk,
0 0 M (ER) =1 (5.11)
+ Lgps o Mips o Lis.o + Leps o Meps,u Leps u + Lips u My Lips u-
wobei die Freiheitsgrade des flexiblen MKS durch
. T
G= (g0, " ¢ (5.12)

gegeben sind und die Lokalisierungsoperatoren Lvk, i, L¥ps,o0, Lrps,u in Abschnitt 5.2.3
definiert wurden. Die Steifigkeitsmatrix und Dampfungsmatrix des flexiblen MKS erge-
ben sich analog zu

KD 0 0 DD 0 0
K=| o K ¢o| und D=| 0o DD o]. (5.13)
0 0 0 0 0 0
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Tabelle 5.1: Nominelle Parameterwerte fiir die Modellierung des MAFDS als flexibles

Mehrkorpersystem
Parameter Symbol  Wert Einheit
Anbindungsbalkenelement A1l
E-Modul FEal 210 GPa
Schubmodul Ga1 78,358 GPa
Elementlénge a1 30-1073 m
Elementradius Al 11,750~1073 m
Anbindungsbalkenelement A2
E-Modul FEao 210 GPa
Schubmodul Gaz 78,358 GPa
Elementlénge La2 44,500-107% m
Elementradius TA2 11,750-1073 m
Dichte pA2 7800 kg/m?
Balkenelement B
E-Modul Ep 71,800 GPa
Schubmodul Gs 26,791 GPa
Elementlénge lg 0,200 /0,102 m
Elementradius B 51073 m
Dichte OB 2813 kg/m>
Verbindungskugel
Masse mvK 0,268 kg
Massentragheitsmoment Jvk 115,638 kg mm?>
Feder-Dampfer-System
Masse TMEDS 32,938 kg
Steifigkeitsparameter krps,o —150 N
kepsi  3,888-10* N/m
Dampfungsparameter deps,11 3,503-10% Ns/m
drps21  2,588:10% Ns/m
Demonstratorfuf}
Masse mg 3,124 kg
Steifigkeitsparameter ke —1,132-107 N/ m?
K 2 1,299-10* N/m
Lange IlrDs 1,024 m
Korpermassen
Oberes Tragwerk mP" 11,978 kg
Unteres Tragwerk m?UT> 3,429 kg
Fallrahmen mgFm 120,650 kg
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5.3 Formulierung von Eingepragten Kraften

Zum Aufstellen der ungebundenen Bewegungsgleichungen des flexiblen MKS entspre-
chend (2.46) muss neben der Massenmatrix M und der Steifigkeitsmatrix K der Vektor
der eingeprigte Krifte F' definiert werden. Dieser setzt sich zusammen aus Beitrigen
der Gewichtskraft Fg sowie des Feder-Dampfer-Systems Frps und der Fukraft Fy, die
von den Freiheitsgraden des flexiblen MKS ¢ abhingig sind. F' ergibt sich damit zu

F= Fg—l—FFDs( )+FF( 7). (5.149)

Gewichtskraft

Die Gewichtskraft F wirkt auf alle modellierten Massen des flexiblen MKS. Die von
Null verschiedenen Elemente von Fj befinden sich an den Stellen, an denen der Vektor
der Freiheitsgrade ¢ (5.12) translatorische Freiheitsgrade in z-Richtung enthalt, siehe
Abbildung 5.1. Die Bool’sche Matrix L, die in ihrer Linge dem Vektor der Freiheitsgra-
de g entspricht, ist an diesen Stellen 1, ansonsten 0. Der Vektor der Gewichtskraft kann
somit dargestellt werden durch

Fy=—gML., (5.15)

wobei g = 9,81 m/s? fiir die Erdbeschleunigung steht.

Feder-Dampfer Kraft

Die durch das Feder-Dampfer-System erzeugte Kraft Fyps wirkt in vertikaler Richtung
am Hauptknoten 10 des oberen Tragwerks und Hauptknoten 1 des unteren Tragwerks
in entgegengesetzte Richtung

Fips(4) = Frps(4) [Lrps.o]3. zeile — F¥ps(4) [Lrps.uls. zeile (5.16)

wobei Lpps,o, Lrps.u die Lokalisierungsoperatoren aus (5.11) sind. Die Feder-Dampfer-
Kraft ergibt sich aus der Summe der Federkraft Fx und der Dampferkraft Fp

Frps(q) = Fx(zr) + Fp(%r) (5.17a)
mit 2z = [Lrps,o)3. zeile 4 — [LEDS,u)3. zeile § — IrDs (5.17b)
%+ = [Lpps,o)3. zeile § — [L¥DS,ul3. zeile 4 (5.170)
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und hingt von der relativen Einfederung z: und der Relativgeschwindigkeit 2, ab. Die
relative Einfederung 2 wird wie in Abbildung 4.1 exemplarisch dargestellt zwischen
den Hauptknoten 7, 8,9 des oberen und den Hauptknoten 2, 3, 4 des unteren Tragwerks
ermittelt. Sie hat ihren Nullpunkt bei der in Tabelle 5.1 angegebenen maximal moglichen
Auslenkung lpps des Feder-Dampfer-Systems, siehe Abschnitt 4.4.

3 3

0 x10 ' ' ' ' 4 x10 '
z. z 2]
E 2r SQ ot
i
s & 2t

-4 . . . . -4 5 . - .

-0.1 -0.08 -0.06 -0.04 -0.02 0 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1

Zzp in m Zy in m g7t
a) b)

Abbildung 5.3: Regressionsmodelle des Feder-Dampfer-Systems, a) Federkraft Fi
(5.18), b) Dampferkraft Fp (5.19)

Auf Basis von quasistatischen Druckversuchen in einer servo-hydraulischen Priifmaschine
zur Charakterisierung von Federbeinen (Hydropulser) sowie der Messdaten, die im
Rahmen der in Abschnitt 4.3 beschriebenen Fallversuche generiert wurden, wurden
Regressionsmodelle fiir die Dampfung und die Steifigkeit des Feder-Dadmpfer-Systems
ermittelt. Das lineare Regressionsmodell fiir die Federkraft ergibt sich zu

Fx(zr) = keps,1 zr + keps,0- (5.18)

Die Parameter krps,o, krps,1 sind in Tabelle 5.1 gegeben. Der Parameter krps;; wurde
mittels eines Kleinst-Quadrate-Ansatzes optimiert. Der Parameter kppso wurde empi-
risch bestimmt und entspricht dabei der Vorspannung des Feder-Dampfer-Systems. In
Abbildung 5.3a ist das Regressionsmodell fiir die Federkraft (5.18) abgebildet.

Das in Abbildung 5.3b abgebildete lineare Dampfungsmodell fiir das Feder-Dampfer-
System ergibt sich zu

.y _ J depsaiz 2 >0
Fol%) = { drps21 2r 2 <0 7 (5.19)

wobei die Parameter dgps,11, drps,21 in Tabelle 5.1 gegeben sind und ebenso mittels
eines Kleinst-Quadrate-Ansatzes optimiert wurden.
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Abbildung 5.4: Federkraft Fr des Gummipuffers (5.21)

FuBkraft

Durch den in Abbildung 4.1 und Abbildung 4.2b dargestellten Demonstratorfuf’ mit
Gummipuffer wird bei den Fallversuchen die Kraft des Aufpralls in das MAFDS eingeleitet.
Die Ful8kraft Fr wirkt am Hauptknoten 1 des unteren Tragwerks

Fx(§) = —F(2u) [Leps.ul3. zeite (5.20a)
mit 2y = [Lrps,ul3. zeile § (5.20b)

wobei Lpps , der Lokalisierungsoperator aus (5.11) ist und zy den Abstand vom Gum-
mipuffer zum Boden darstellt. Der Gummipuffer wird als auf Druck belastete Feder
modelliert. Dampfungseffekte werden vernachléssigt. Auf Basis der vom Hersteller zur
Verfiigung gestellten Messdaten wurde fiir die Federkraft das Regressionsmodell

2
FF(Zu) _ { kF,l Zu + kF,Z Zu zu < 0 (521)

0 >0

ermittelt. Die Parameter kr; und kr2 wurden mit einem Kleinst-Quadrate-Ansatzes
optimiert und sind in Tabelle 5.1 gegeben.

5.4 Formulierung von Zwangsbedingungen

Mit der Herleitung der Massen- und Steifigkeitsmatrix M und K in Abschnitt 5.2 und
der eingeprégten Kréfte F' des flexiblen MKS in Abschnitt 5.3 konnen die ungebundenen
Bewegungsgleichungen entsprechend (2.46) aufgestellt werden. Zur Beschreibung von
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erzwungenen Kraftfliisssen im flexiblen MKS werden im Folgenden die im flexiblen
MKS auftretenden 28 Zwangsbedingungen entsprechend (2.48) aufgestellt. Alle hier
modellierten Zwangsbedingungen sind holonom, d. h. sie sind lageabhéngig. Sie hdngen
linear vom Vektor der Freiheitsgrade des flexiblen MKS ¢ ab und kénnen daher auch in
der Matrixform

g9(g) =G1G+go=0 (5.22)
geschrieben werden. Die Matrix G1 = (Lg 1,..., Ly ;) enthilt die entsprechenden
Lokalisierungsoperatoren und der Vektor go = (go.1, ..., go27) " enthilt Konstanten.

Fiihrung des Fallrahmens

Der in Abbildung 4.1 dargestellte Fallrahmen kann aufgrund der Vertikalfithrung an
den Schienen keine Translation in ;2 und ;y Richtung ausfiihren. Entsprechend miissen
die z- und y- Komponente der Freiheitsgrade des Fallrahmens (5.4) q<FR> Null sein.

L .
(z;) = [q<FR>]1.und 2.Zeile = <LZ;) q = 07 (5-23)

wobei mit den Lokalisierungsoperatoren Lg 1, Lg 2 die entsprechenden Freiheitsgrade
des Fallrahmens ¢™ (5.4) aus dem Vektor der Freiheitsgrade des flexiblen MKS ¢
extrahiert werden.

Verbindung des oberen Tragwerks mit dem Fallrahmen

Das in Abbildung 4.2a abgebildete obere Tragwerk ist an den Hauptknoten 1, 3 und 5 am
Fallrahmen fest gelagert. Die drei Hauptknoten kénnen dementsprechend keine Transla-
tion und keine Drehung gegeniiber dem Fallrahmen ausfithren. Fiir den Hauptknoten 1
ergibt sich die Zwangsbedingung durch Gleichsetzen der Position des Hauptknotens 1
und des Fallrahmens zu

g3 (oT) |, _(OT) (oT) (FR) _(FR) Lga 90,3
g1 | =71y "+7omk t Drans k1 —TQ  —Touk1 = | Lg4 | 4+ | g0 | =0. (5.24)
gs Lgs 4o,5

Die Position des Hauptknoten 1 setzt sich zusammen aus der Position des Korperrefe-

renzpunktes Qor des oberen Tragwerks rgm, des konstanten Vektors vom Korperrefe-
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renzpunkt Qor des oberen Tragwerks zum Hauptknoten 1 réc.)gl)(p und der elastischen

Verschiebung des Hauptknotens 1 qﬁrﬂ;HKl. Die Position des Fallrahmens ergibt sich aus

der Position des Korperreferenzpunktes Qpg des Fallrahmens, rgR>, und des konstan-

ten Vektors vom Korperreferenzpunkt Qg des Fallrahmens zum Hauptknoten 1 rg?m.

Die Zwangsbedingungen gs, g7, gs und go, gi0, g11, fiir die Hauptknoten 3 und 5 wer-
den anlog zu (5.24) gebildet, wobei fiir Hauptknoten 3 der Verbindungsvektor réﬁ?m
entfillt, da der Korperreferenzpunkt Qrr des Fallrahmens mit dem Hauptknoten 3

tibereinstimmt.

Die Blockierung der Drehfreiheitsgrade der Hauptknoten 1, 3 und 5 durch die Festlage-
rung des oberen Tragwerks kann exemplarisch fiir Hauptknoten 1 durch die Zwangsbe-
dingung

gi2 o) Lo
913 | = Qror, iK1 = Lg,lS qg=0 (5.25)
gia Lg 14

ausgedriickt werden, wobei qufgm die Verdrehung des Hauptknotens 1 darstellt. Die
Zwangsbedingungen gis, gi6, 917 und gis, gi9, g2o fiir die Blockierung der Drehfrei-
heitsgrade der Hauptknoten 3 und 5 konnen analog zu (5.25) angeschrieben werden.

Verbindung des oberen und unteren Tragwerks

Das in Abbildung 4.1 sowie in Abbildung 4.2 dargestellte obere und untere Tragwerk
sind durch die Gelenkmodule so miteinander verbunden, dass sie sich nur vertikal relativ
zueinander bewegen konnen. Die Hauptknoten 7, 8 und 9 des oberen Tragwerks und 2,
3 und 4 des unteren Tragwerks konnen jeweils keine relative Translation in vertikaler
Richtung zueinander ausfiihren. Die entsprechenden Zwangsbedingungen lassen sich
analog zu (5.24) fiir die Hauptknotens 7 des oberen Tragwerks mit Hauptknoten 2 des
unteren Tragwerks mit

921 oT oT oT uT uT UT
( ) = [Té > + ré,HI>(7 + qéranz,HK7 - Té > - réy]—[%(z - quanz,HKz

g22
go,3
L N ’
(B e (22) <o
8,22

go,5

i| 1. und 2. Zeile
(5.26)

angeben. Die Zwangsbedingungen g23, g24, g25, g26 zur Kopplung der Hauptknoten 3
und 4 des unteren Tragwerks sowie 8 und 9 des oberen Tragwerks ergeben sich analog
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zu (5.26).

Vorspannung des Feder-Dampfer-Systems

Die Vorspannung der Feder des in Abbildung 4.4 abgebildeten Feder-Dampfer-System
muss mit einer Zwangsbedingung ausgedriickt werden, um das Ausfedern iiber den
Anschlag hinaus zu verhindern. Die Zwangsbedingung

0 0
= | (om (oT (ot) (uT) (Ut (Ut iy
927 |:TQ + ﬂajﬁ%ﬂ/ov t Qyansakio — TQ %}( - qtrans,HK1:| 3 Zeile FDS

= Lg 274 + go27r =0
(5.27)
blockiert eine Ein- und Ausfederung des Feder-Ddmpfer-Systems. Die Vektoren 7°<<g(,)§1><10

und rggi(l sind Null, da die Referenzkoordinatensysteme ihren Ursprung in den je-

weiligen Hauptknoten haben. Die mit (5.27) verbundene Zwangskraft ist real jedoch
nur présent, solange das vorgespannte Feder-Dampfer-System nicht einfedert. Dem-
entsprechend darf die Zwangsbedingung nur dann aktiv sein, wenn die Zwangskraft
eine Ausfederung iiber den Anschlag hinaus verhindert. Diesem Umstand wird mit
einer Schaltbedingung im Solver Rechnung getragen, was im Folgenden nicht weiter
detailliert wird.

Blockierung des Fallrahmens

Zu Beginn der Fallversuche befindet sich das MAFDS im statischen hdngenden Zustand.
Die vertikale Position des Fallrahmens " wird dafiir mit einer Zwangsbedingung so

eingestellt, dass sich die Fallhohe h des MAFDS ergibt, siehe Abbildung 4.1.

(FR)

g28 = [’PQ = const.

}34 Zeile (5.28)
= Lg 208G+ go2s =0

5.5 Losung der Bewegungsgleichungen

Mit Herleitung der Massenmatrix M, Steifigkeitsmatrix AIA{ und Dampfungsmatrix D
in Abschnitt 5.2, der Definition der eingepragten Krafte F'(q) in Abschnitt 5.3 und der
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Zwangsbedingungen g(q) in Abschnitt 5.4 sind die gekoppelten Bewegungsgleichungen
als DAE entsprechend (2.49)

MG+ DG+ Kg=F(G) +B'A (5.29a)
9(q) =0 (5.29b)
mit der Jacobi-Matrix
T 8QT
BT =99 (5.30)
0q

gegeben. Im Folgenden wird beschrieben, wie das flexiblen MKS (5.29) mit dem in Ab-
schnitt 2.4.7 vorgestellten HHT-a-Verfahren simuliert wird und die den in Abschnitt 4.4
beschriebenen Systemausgédngen entsprechenden Modellausgénge berechnet werden.

5.5.1 Statische Simulation der Anfangsbedingungen und
Zeitintegration

Damit die DAE (2.49) mit dem in Abschnitt 2.4.7 vorgestellten HHT-a-Verfahren simu-
liert werden kann, miissen zunéchst Anfangsbedingungen bestimmt werden. Wie in
Abschnitt 4.3 beschrieben, befindet sich das MAFDS zu Beginn eines Fallversuches in
hingendem Zustand und erfihrt eine statische Belastung aufgrund seines Eigengewichts.
Dies wird mit der Zwangsbedingung gos sichergestellt, siche Abschnitt 5.4. Daher muss
zunéchst die statische Losung Go des flexiblen MKS berechnet werden. Diese ergeben
sich neben den LAGRANGE Multiplikatoren Ao durch Losung der um die Tragheits- und
Dampfungskrifte gekiirzten, gekoppelten Bewegungsgleichungen (2.49)

KG—F(Go)—B'Ao=0 (5.31a)
9(qo) =0, (5.31b)

wobei die eingeprigten Krifte F'(¢) von den Freiheitsgraden des flexiblen MKS ¢
abhéngig sind. Das Gleichungssystem wird mit dem in MATLAB® implementierten
Trust-Region-Verfahren gelost. Als Startwert fiir die Optimierung werden lediglich die
Positionen der drei Korper vorgegeben, die aus der Fallhohe h des MAFDS resultieren.
Die elastischen Freiheitsgrade werden zu Null gesetzt.

Die so ermittelte statische Losung o dient als Startwerte fiir die Simulation mit dem
in Abschnitt 2.4.7 vorgestellten HHT-a-Verfahren. Die Zeitschrittbreite wird zu ta =
1-10~% s gewahlt und die NEwMARK-Parameter werden zu ay = 0,25, Ay = 0,3906
und yn = 0,75 gesetzt. Die Simulation startet bei £y = 0 und bricht automatisch nach
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N¢ Zeitschritten ab, sobald die Einfederung 2 ihren statischen Wert erreicht. Fiir die
statische Simulation wird die in Abschnitt 5.4 definierte Zwangsbedingung g2s zur
Fixierung des Fallrahmens deaktiviert.

Bemerkung 3 Bei der Zeitintegration des Systems mit dem HHT-a-Verfahren sind in
jedem Zeitschritt eine Vielzahl an Matrixmultiplikationen und die Lésung eines linearen
Gleichungssystems notwendig. Die hierfiir bendtigte Rechenzeit kann reduziert werden,
indem die Matrizen M D K in (5.29) in diinnbesetze Matrizen umgewandelt werden.
In MarLaB® erfolgt dles mit dem sparse-Befehl. Die Rechenzeit fiir die Zeitintegration
des Modells des SFB-Demonstrators konnte so halbiert werden. Zudem reduzierte sich die
Speicherauslastung auf ein Viertel, wovon insbesondere die Dateniibertragung zwischen den
MarraB® Workern und Client profitiert, sieche Abbildung 3.2.

Eine weitere Moglichkeit zur Beschleunigung der Rechendauer besteht in der Simulation
des Modells mittels Grafikprozessoren (engl.: Graphics Process Unit (GPU)). In dieser Arbeit
kommen GPUs zur Simulation des Modells jedoch nicht zum Einsatz.

5.5.2 Berechnung der Modellausgange

Aus der Simulation resultieren die fiir die Zeitschritte ¢o, t1, . .., tn, simulierten Vekto-
ren der Freiheitsgrade [qo, g1, - . -, 4n,]- Fir jeden Vektor werden die Verldufe der in
Abschnitt 4.4 beschriebenen Systemausgénge auf Basis der simulierten Verschiebungs-
vektoren [qo, G1, - - - , 4n,] fiir die Zeitschritte berechnet.

Der Zeitverlauf der simulierten Einfederung des Feder-Dampfer-Systems ergibt sich
durch

Zr = ([LFDsﬁo]s.Zeile - [LFDS,U]S.Zeile) ([q07 (117 R ‘th] - (ﬁo) (5-32)
wobei Lgps,o, Lrps,u die Lokalisierungsoperatoren aus (5.2.3) sind. Die simulierte Einfe-

derung wird zudem so tariert, dass der Verlauf nicht mit der Einfederung im hingenden
Zustand sondern bei 0 m beginnt.

Der Zeitverlauf der simulierten gemittelten Normalspannung in den Balken ergibt sich
entsprechend (2.64) zu

6n = E (u2 —u1) = E ([Lpwms]7.zeile — [Loms]1.zeile) ([0, 1, - -, Gn] — Go)  (5.33)

wobei der Lokalisierungsoperator Lpys die Freiheitsgrade des finiten Elements aus
dem Vektor der Freiheitsgrade des flexiblen MKS extrahiert, in dessen Bereich einer
der DMS im Experiment appliziert sind. Aufgrund der Symmetrie sind die berechneten
Normalspannungen in allen drei mit DMS versehenen Balken gleich und es bedarf nicht
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der fiir die Messungen durchgefiihrten Mittelung der in den drei Balken gemessenen
Normalspannung (4.2). Auch die simulierte gemittelte Normalspannung ist so tariert,
dass der Verlauf nicht mit der statischen Normalspannung im hingenden Zustand
sondern bei 0 Pa beginnt.

Auf Basis der Verldufe von (5.32) und (5.33) konnen entsprechend zur Dar-
stellung in Abbildung 4.6 die den Ny = 4 in Abschnitt 4.4 definierten Sys-
temausgangen (ON,max, ON,stat; 2r,max UNd  zrsar) entsprechenden Modellausgédnge,
N, 1(Tm, Oy), - - ., MHiF, N, (Tm, 0y), angegeben werden. Die Inputs x,, des High-
Fidelity-Modells wurden in Abschnitt 4.3 definiert und die zu kalibrierenden Modellpa-
rameter 8, werden im Rahmen einer Sensitivititsanalyse in Abschnitt 6.1.1 bestimmt.
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6 Quantifizierung der Parameter- und
Modellunsicherheit

In diesem Kapitel wird die in Kapitel 3 vorgestellte und in Algorithmus 4 zusammenge-
fasste Methode zur effizienten Quantifizierung der Parameter- und Modellunsicherheit
angewendet. Als Anwendungsbeispiel dient der in Kapitel 4 préasentierte, und in Kapi-
tel 5 modellierte SFB-Demonstrator. Zunédchst werden in Abschnitt 6.1 die notwendigen
Schritte zur Vorbereitung der statistischen Modellkalibrierung durchlaufen. Nach er-
folgter Kalibrierung wird in Abschnitt 6.2 das Konvergenz- und des Adaptionsverhalten
von Algorithmus 4 und in Abschnitt 6.3 die A-posteriori-Verteilung untersucht. In Ab-
schnitt 6.4 wird die aufgrund der Kalibrierung erreichte Steigerung der Vorhersagege-
nauigkeit des High-Fidelity-Modells untersucht.

6.1 Vorbereitung und Durchfiihrung der statistischen
Modellkalibrierung

Als ersten Schritt hin zur Quantifizierung der Parameter- und Modellunsicherheit wer-
den zunéchst die zu kalibrierenden Parameter 6 = (6,,, 05) bestimmt. Diese bestehen
aus den zu kalibrierenden Modellparameter 6,, des im vorherigen Kapitel hergelei-
teten High-Fidelity-Modells nHiFi,ny(wMa 6,) und den zu kalibrierenden Diskrepanz-
Hyperparameter 05, siehe Abschnitt 3.1. Zur Bestimmung der zu kalibrierenden Mo-
dellparameter 0, wird zunéchst eine Sensitivititsanalyse basierend auf den SosoL-
Indices durchgefiihrt. In Abschnitt 6.1.2 werden anschlielfend die zu kalibrierenden
Diskrepanz-Hyperparameter 8 und die Initialwerte 8(©) = (9,(70) , 0((50)) bestimmt sowie
in Abschnitt 6.1.3 die A-priori-Verteilung po (@) beschrieben. Mit den in diesem Abschnitt
geleisteten Vorarbeiten kann die A-posteriori-Verteilung p(0|yi, . . ., y4) schlielflich ent-
sprechend Algorithmus 4 bestimmt werden.
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6.1.1 Sensitivitatsanalyse

Mit der Modellierung des SFB-Demonstrators in Kapitel 5 wurden auch die im High-
Fidelity-Modell vorkommenden Parameter beschrieben, siehe Tabelle 5.1. In diesem
Abschnitt wird auf Basis von Abschnitt 2.2.7 eine Sensitvitdtsanalyse durchgefiihrt, um
mit den Total-SoBor-Indices die relevanten Modellparameter 6,, zu identifizieren. Die
Sensitivitdtsanalyse wurde mit den Ngopo = 13 in Tabelle 6.1 aufgelisteten Parameter
des Modells durchgefiihrt. Der Input & wird fiir die Sensitivitdtsanalyse auf die Fall-
hohe 0,04 m und das Zusatzgewicht m,qq = 40kg fixiert, siehe Abschnitt 4.3. Zu den
moglichen Variationsgrenzen der Parameter liegt kein A-Priori-Wissen vor. Diese werden
daher aufgrund von Plausibilitédtsiiberlegungen festgelegt. Die Variation der Steifigkeits-
und Dampfungsparameter des Feder-Ddmpfer-Systems kgps 1, drps,11, drps,21 Sowie des
elastischen Fufd kg1, kr 2 werden fiir die Sensitivitdtsanalyse zu £30% um ihren in
Tabelle 5.1 angegebenen Nominalwert angenommen, siehe Tabelle 6.1. Die Variation
der Parameter Ep, Fa1, Fa2, pa2, pB, myk werden zu £5% um ihren nominalen Wert
angenommen. Fiir die Ddmpfungsparameter ap, Sp wird eine Variation zwischen 0 und
dem vom Autor empirisch ermittelten Wert 0,15 angenommen. Die aufgelisteten Para-
meter wurden aufgrund von praktischen Uberlegungen ausgewihlt. Die Hinzunahme
von weiteren Parametern, wie z. B. die geometrischen Abmale des Tragwerks, wiirde
die Anzahl der notwendigen Modellauswertungen und damit die Rechenkosten in die
Hohe treiben.

Die Total-SoBor-Indices werden auf Basis von 5000 Samples geschitzt, sodass insge-
samt 5000 - (Nsopor + 2) = 75000 Modellauswertungen benétigt werden, die parallel
auf dem Lichtenberg Cluster der TU Darmstadt berechnet wurden. Es wurde auf 384
Rechenkernen gerechnet und die Berechnungsdauer betrug 2 Stunden und 38 Minuten.

Die Total-Sosor-Indices (2.22) wurden fiir die vier in Abschnitt 5.5.2 beschriebenen
Modellausgidnge on max, ON,stat, 2r,max, 2r,stat Derechnet und sind in Abbildung 6.1 dar-
gestellt. Anhand der Total-SoBor-Indices St lasst sich beobachten, dass nur die vier
Parameter kgps 1, drps,21, Es und ap der insgesamt Ngobo = 13 in Tabelle 6.1 aufgeliste-
ten Parameter einen relevanten Einfluss auf die vier Modellausgiange haben. Die beiden
statischen Modellausgénge z: star Und on star Werden erwartungsgemaf jeweils nur durch
den in Abschnitt 5.3 bzw. Abschnitt 5.2.1 eingefiihrten Steifigkeitsparameter kpps 1
und E-Modul Ep des Balkenelements B beeinflusst. Dies ist nachvollziehbar, da die
Normalspannungen iiber ein Balkenelement B gemessen werden und die Tragwerke zu
iiberwiegenden Teil mit Balkenelement B modelliert wurden, siehe Abschnitt 5.2.1.

Die dynamischen Modellausgédnge zr max Und on max Werden {iberwiegend von dem in
Abschnitt 5.3 und Abschnitt 5.2.4 eingefiihrten Dampfungsparameter drps 21 und dem
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Abbildung 6.1: Total-SosoL-Indices fiir die Modellausgénge on max (HIM), o ar (H0),
Zr’max ( ); Zr,stat (-)

Dampfungsparameter der Tragwerke ap, sowie in geringerem Mal3e vom Steifigkeitspa-
rameter kppg,1 beeinflusst. Der erste Ddmpfungsparameter deps 11 fiir die Ddémpfung hat
dabei kaum Einfluss auf die dynamischen Modellausgénge. Dies kann dadurch erklart
werden, dass dieser Parameter nur bei der Ausfederung des Feder-Ddmpfer-Systems
wirksam ist, nachdem der Wert fiir die maximale absolute Einfederung zrmax schon
erreicht ist, siche Abbildung 4.6. Der zweite Ddmpfungsparameter dgps 21 ist wahrend
der Einfederung des Feder-Dampfer-Systems wirksam und hat demnach einen hohen
Einfluss auf die maximale absolute Einfederung zr max-

Insgesamt lasst sich feststellen, dass die Ergebnisse der Sensitivitdtsanalyse physikalisch
plausibel sind. Von den Nsqpo = 13 in der Sensitivitdtsanalyse betrachteten Parame-
tern des Modells kénnen anhand von Abbildung 6.1 die N,, = 4 zu kalibrierenden
Modellparameter ,, identifiziert werden zu

0., = (keps,1, drps,21, BB, ap) . (6.1)

99



Tabelle 6.1: Variationsgrenzen der mit der Sensitivitdtsanalyse untersuchten Parame-
ter 080bol

Parameter der Gleichverteilung U(a, b)

Parameter Symbol E a b Einheit

Feder-Dampfer-System

Steifigkeitsparameter Erps,1 3,888.10%  2,722.10*  5,055-10* N/m

Dampfungsparameter deps,11 3,503-10°  2,452.10%°  4,554-10°  Ns/m
drps,21 2,590-10°  1,813-10°  3,367-10°  Ns/m

Tragwerksparameter
E-Modul B Fj 71,800 71,082 72,518 GPa
E-Modul Al En 210 207,900 212,100 GPa
E-Modul A2 Ens 210 207,900 212,100 GPa
Dichte A2 pA2 7800 7722 7878 kg/m?>
Dichte B oB 2813 2784,870  2841,130  kg/m?
Verbindungskugelmasse  myk 0,268 0,265 0,271 kg
Dampfungsparameter ap 0,075 0 0,15 -
Bp 0,075 0 0,15 -
Gummipuffer
Steifigkeitsparameter kr1 —1,132:10" —1,471-107 —7,921-10° N/m
kr o 1,299-10*  9,090-103>  1,688-10* N/m

6.1.2 Generierung von Initialwerten

Die vom Algorithmus 4 erzeugte (Markov-)Kette (8®, 1) 92 . Ns)) beginnt
mit Initialwerten fiir die Modellparameter und die Diskrepanz-Hyperparameter 6(*) =
(07(7()), 9((;0)), wobei 6,, den in Abschnitt 6.1.1 bestimmten Modellparametern entspricht.

Modellparameter

Fiir die Modellparameter kgps,1, drps,21, Es des in Kapitel 5 hergeleiteten High-Fidelity-
Modells nHime(mm, 6,) liegen die Nominalwerte in Tabelle 5.1 vor, die als Initialwerte
fiir die Kalibrierung verwendet werden, siehe Tabelle 6.2. Fiir den Ddmpfungsparameter
der Tragwerke ap wird der vom Autor empirisch ermittelte Wert 0,075 als Initialwert
angenommen.
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Tabelle 6.2: Intialwerte 6 = (8", 6'*)) fiir die statistische Modellkalibrierung

Intialwert Symbol  Wert Einheit
Modellparameter 95,0)

Steifigkeitsparameter FDS krps,1 3,888.10% N/m
Dampfungsparameter FDS drps,21 2,590-10° Ns/m
E-Modul Balkenelement B Ep 71,800 GPa
Dampfungsparameter Tragwerke ap 0,075 -
Diskrepanz-Hyperparameter 0((;0)

Diskrepanz-Signalvarianz on, max 0fsa 0F5.1.0pt = 26,896 MPa?
Diskrepanz-Signalvarianz o stat Oisa 0 5,2.0pt = 6,599-107°  MPa®
Diskrepanz-Signalvarianz zr, max Ofs.3 Of.5,3,0pt = 1,468-107°  m?
Diskrepanz-Signalvarianz 2rstar Ois4 O 5.4.0pt = 1,555-1077  m?

Diskrepanz-Hyperparameter

In diesem Abschnitt werden fiir die in Abschnitt 3.1 eingefiihrten Diskrepanz-
Hyperparameter 65 der Diskrepanzfunktion d,, (xn) geeignete Initialwerte 0((50 )
mithilfe einer Optimierung bestimmt. Deren Ziel ist es, dass die GP-basierte
Diskrepanzfunktion 0n, () einen Diskrepanz-Trainingsdatensatz moglichst ad-
dquat reprasentiert. Da die Kalibrierung mit Ny = 4 Modellausgidngen er-
folgt (siehe Abschnitt 4.4 und Abschnitt 5.5.2), werden ny = 1,...,Ny
Diskrepanz-Trainingsdatensétze Vs, = (Xm, Yn, — nHiFi,ny(Gf,O))) benétigt. Diese er-
geben sich durch Subtraktion des Vektors der Auswertungen des High-Fidelity-
Modells fiir die in Tabelle 6.2 gegebenen Initialwerte der Modellparame-
ter nHiFi,ny(Gf,O)) = ("MHiFi,n, (21, 07(,0)), < MHiFiny (T, 07(,?)))T von dem zuvor in Ab-
schnitt 4.4 definierten Vektor der entsprechenden Messungen yy,.

Die Diskrepanz-Rauschvarianz zur Beriicksichtigung des Messrauschens der Messdaten
kann direkt aus den in Tabelle 4.3 angegebenen Messungen bestimmt werden. Da
fiir jeden der in Abbildung 4.5 abgebildeten M = 20 Inputs z,, fiinf Messungen
durchgefithrt wurden, werden die M = 20 Varianzen der jeweils zu einem der M = 20
Inputs «,, gehorenden 5 Messungen fiir die Ny Modellausgédnge bestimmt und zu den
empirisch bestimmten Diskrepanz-Rauschvarianzen 03,’5’1, cee 012,’5’ ~, gemittelt.

Die Optimierung der Diskrepanz-Hyperparameter 6; erfolgt analog wie in
Abschnitt 3.2.2 mit dem in der MarLaB® Toolbox UQLAB implementier-
ten hybriden genetischen Algorithmus (HGA) auf Basis der Diskrepanz-
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Trainingsdatensétze Vs ,, [52]. Dabei werden fiir jeden der Ny = 4 Modellausgénge
die optimalen Diskrepanz-Signalvarianzen af% §,1,0pts -+ + 9 af% 5,4,0pt SOWie die optimalen
Diskrepanz-Rauhigkeitsparameter ~s 1 1,opt;¥5,2,1,0pt» - - - » ¥5,1,4,0pt> V5,2,4,0pt DEStiMmML,
wobei pro Modellausgang zwei Diskrepanz-Rauhigkeitsparameter, entsprechend der
Dimensionalitdt D = 2 der Inputs x,,, optimiert werden, sieche Abschnitt 2.3.1. Die zu-
vor bereits empirisch ermittelten Ny = 4 Diskrepanz-Rauschvarianzen crfl, FRTRRE aﬁ, 54
werden bei der Optimierung konstant gehalten.

Dadurch dass zur statistischen Modellkalibrierung nur die M = 20 gemittelten Mes-
sungen verwendet werden, siehe Abschnitt 4.4, fehlt die notwendige Information zur
Schétzung der Diskrepanz-Rauschvarianzen. Daher werden die empirisch ermittelten
Diskrepanz-Rauschvarianzen 0[21,5,17 e ,03,5, n, bei der Kalibrierung fixiert.

Auch die Diskrepanz-Rauhigkeitsparameter werden auf ihre optimierten Wer-
te 5,1,1,0pt, V5,2,1,0pts - - - » V5,1,4,0pt> V6,2,4,0pt fiXiert, da die Hyperparameter im Allgemei-
nen, wie KENNEDY und O’HAGAN beschreiben, schwer identifizierbar sind [49]. Insge-
samt lassen sich die zu kalibrierenden Diskrepanz-Hyperparameter somit schreiben zu

05 = (051, 0Fs4) - (6.2)

Die entsprechenden Intialwerte fiir die Diskrepanz-Hyperparameter 9((;0) sind in Tabel-
le 6.2 gegeben. Die zu kalibrierenden Parameter ergeben sich mit den Modellparametern
(6.1) zu

2 2
0= (kFDSJa drps 21, BB, ap, 0F 515 - - - Uf,5,4) . (6.3)

6.1.3 Bestimmung der A-priori-Verteilung

Im Folgenden werden geeignete A-priori-Verteilung po(0) als Grundlage fiir die Durch-
fiihrung von BAYES’SCHER Inferenz (2.13) bestimmt um Algorithmus 4 anwenden zu
kénnen. Die A-priori-Verteilungen po(6) der Modellparameter 6,, und der Diskrepanz-
Hyperparameter 85 werden als unabhéngig voneinander angenommen.

Fiir die A-priori-Verteilung der Modellparameter po(6,,) werden die gleichen Verteilun-
gen angenommen wie fiir die Durchfiihrung der Sensitivitdtsanalyse, siche Tabelle 6.1.
In Tabelle 6.3 sind die Parameter der A-priori-Verteilungen der Modellparameter 8,
zusammengefasst und exemplarisch fiir den Steifigkeitsparameter des Feder-Dampfer-
Systems krps,1 in Abbildung 6.2a dargestellt.

Die A-priori-Verteilung fiir die Diskrepanz-Signalvarianzen JE 5.ny,0pt Dasieren auf den
in Abschnitt 6.1.2 bestimmten optimierten Werten UE 5,ny0pt TUr die Diskrepanzfunktio-
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Abbildung 6.2: A-priori-Verteilung po exemplarisch fiir (a) den gleichverteilten Steifig-
keitsparameter des Feder-Dampfer-Systems kpps 1 und (b) die exponen-
tiell verteilte Diskrepanz-Signalvarianz o7 ; .

Tabelle 6.3: A-priori-Verteilungen der zu kalibrierenden Modellparameter 6,,

Parameter der A-priori-Verteilung
po(-) ~U(a,b)

Parameter Symbol E a b Einheit
Steifigkeitsparameter FDS krps,1 3,888.10*  2,722.10*  5,055-10* N/m
Diampfungsparameter FDS drps21 2,590-10°  1,813-10°  3,367-10° Ns/m
E-Modul Balkenelement B Fs 71,800  6,821-10'° 7,539.10° GPa
Dampfungsparameter Tragwerke ap 0,075 0 0,15 -

nen d,, (xm) der Ny = 4 Modellausgénge. Fiir die Diskrepanz-Signalvarianzen wird als
A-priori-Verteilung eine Exponentialverteilung (siehe Abschnitt 2.1.1) verwendet, die
um den optimalen Wert og 5,ny,0pt Z€Ntriert ist, siche Tabelle 6.4. Diese Wahl der Ver-
teilungsfunktion stellt die Dominanz des High-Fidelity-Modells nHiFi,ny(a:, 0,,) iiber die
Diskrepanzfunktion 6., (., ) sicher, da niedrigere Werte héheren Werten der Diskrepanz-
Signalvarianz gegeniiber bevorzugt werden [3]. In Abbildung 6.2b ist exemplarisch
die A-Priori-Verteilung der Diskrepanz-Signalvarianz Uf2, 5.1 dargestellt. In der statis-
tischen Modellkalibrierung stellen sich somit nur hohere Werte fiir die Diskrepanz-
Signalvarianzen ein, wenn dies durch das Zusammenspiel von Messungen, Modell und
Diskrepanzfunktion in der Likelihood begriindet ist. Dadurch wird das High-Fidelity-
Modell 9k n, (Zm, @) aktiv gegeniiber der Diskrepanzfunktion ., () bevorzugt, um
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die Messdaten nachzubilden.

Tabelle 6.4: A-priori-Verteilungen der zu kalibrierenden Diskrepanz-Hyperparameter 0;
auf Basis der optimierten Diskrepanzhyperparameter aus Tabelle 6.2 fiir
dieny =1,...,4 Ausgange

Parameter Symbol E A-Priori-Verteilung po(-)

Diskrepanz-Signalvarianz = ofsn,  0f,6 n,.0pt E(1/0%,5,n,,0pt)
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6.2 Untersuchung der Konvergenz und des
Adaptionsverhaltens

Algorithmus 4 folgend wird auf Basis der in Abschnitt 6.1.3 definierten A-priori-Vertei-
lung po(6,) das GP-basierte Low-Fidelity-Modell nfi n, (€1, 0,) wie in Abschnitt 3.2.2
generiert. Dieses wird mit @ = 250 Samples der A-priori-Verteilung po(6,) generiert,
sodass bei den in Abbildung 4.5 abgebildeten M = 20 Messpunkten insgesamt 5000 Mo-
dellauswertungen notwendig sind. Diese werden parallel auf dem Lichtenberg Cluster
berechnet. Der Schwellwert fiir Pradikationsunsicherheit-basierte Adaptionskriterium
wird zu es = 3,735-10’5 ermittelt, siehe Abschnitt 2.3.2. Die initiale Kovarianzmatrix Cy
der Vorschlagverteilung ergibt sich wie in Abschnitt 2.2.2 beschrieben auf Basis der
in Tabelle 6.3 und Tabelle 6.4 angegebenen A-priori-Verteilungen der Modellparame-
ter po(6,) und Diskrepanz-Hyperparameter ;.

Die statistische Modellkalibrierung wird mit X = 10 Ketten und einer Kettenlédnge
von Ng = 10000 Samples durchgefiihrt. Es wird eine Burn-In Phase von N, = 2000
Samples und eine Trainingsphase fiir die Vorschlags-Kovarianzmatrix von Nt = 300
angenommen. Die Rechenzeit betrug auf dem Lichtenberg Cluster bei einer Verwendung
von 180 Rechenkernen 20 Stunden und 16 Minuten.

Traceplots und Konvergenz

Abbildung 6.3 zeigt die Traceplots der statistischen Modellkalibrierung als Verlauf
der Kette fiir die zu kalibrierenden Parameter 6. Unter Beriicksichtigung der Tatsa-
che, dass Konvergenz im Allgemeinen falsifiziert, aber nicht vollstdndig verifiziert
werden kann [16], scheinen die Trace-Plots vom visuellen Eindruck her zu konver-
gieren, da sich die Gestalt der Kette nach der Burn-In-Phase wenig dndert. Einzig fiir
den Ddmpfungsparameter dpps 21 des Feder-Dampfer-Systems in Abbildung 6.3b und
die Diskrepanz-Signalvarianz oy 5, in Abbildung 6.3f scheint die Kette bis zum En-
de noch nicht vollstdndig zu konvergieren. Grundséatzlich konnte eine hohere Anzahl
an Samples Ng zum Erreichen vollstdndiger Konvergenz generiert werden, allerdings
muss abgewogen werden, ob dies die Verwendung von zuséatzlicher Rechenzeit auf
dem Lichtenberg Cluster rechtfertigt. Fiir den Dampfungsparameter der Tragwerke ap
und die Diskrepanz-Signalvarianz o 5 lasst sich eine langere Burn-In-Phase bis unge-
fahr ng = 1000 erkennen, siehe Abschnitt 2.2.5. Alle anderen Parameter scheinen von
Beginn an zu konvertieren.
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Abbildung 6.3: Trace Plots der K = 10 Ketten mit verworfenen Samples der ersten
Stufe (), in der ersten Stufe akzeptierten aber in der zweiten Stufe ver-
worfenen Samples () und akzeptierten Samples der ersten und zweiten
Stufe, die die Kette bilden (——) fiir den Steifigkeitsparameter des Feder-
Dampfer-Systems keps,1 (a), DAmpfungsparameter des Feder-Dampfer-
Systems drps 2 (b), E-Modul Balkenelements B Ej (c), Dampfungspa-
rameter der Tragwerke ap (d) und Diskrepanz-Signalvarianz Jf%’ny flr
die ny = 1,...,4 Modellausgéange (e) - (g)

7000 8000 9000 10000

Die Trace Plots in Abbildung 6.3 vermitteln einen guten visuellen Eindruck von der
durch Algorithmus 4 erreichten Filterung der vorgeschlagenen Samples 6%, wobei
die in der ersten, weniger rechenintensiven Stufe zuriickgewiesenen Samples in grau
dargestellt sind und die blau gezeichnete erzeugte Kette umschliefen. Nur sehr wenige,
rot gekennzeichnete Samples der zweiten, rechenintensiven Stufe werden verworfen.
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Dies deutet darauf hin, dass die Erkundung des Parameterraums in erster Linie mit dem
Low-Fidelity-Modell und geringen Rechenkosten erfolgt.

Anhand der Traceplots in Abbildung 6.3 konnte bereits eine qualitative Bewertung der
Konvergenz durchgefiihrt werden. Eine quantitative Bewertung erfolgt mit der GELMAN-
RuBIN-Metrik, sieche Abschnitt 2.2.5. Der Verlauf des potential scale reduction-Faktor R
ist in Abbildung 6.4 gegeben. Wie zu erkennen ist, konvergiert dieser an den Wert 1
und zeigt damit grundsétzlich die Konvergenz der Ketten an. Mit einer hdheren Anzahl
an Samples Ns ist zu erwarten dass der potential scale reduction-Faktor nahezu 1 wird
und die vollstdndige Konvergenz der Ketten indiziert.

10 T T T T T T T T T

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
Iteration ng

Abbildung 6.4: Verlauf des potential scale reduction-Faktor R iber die Iterationen ng
der Ketten (—) und Grenzwert 1 (—-=)

Akzeptanzraten

Die Akzeptanzraten der ersten und zweiten Stufe fiir die K = 10 Ketten sind
in Abbildung 6.5 dargestellt. Die Akzeptanzrate der ersten Stufe . ist die Rate
der vorgeschlagenen Samples 6%, fiir die die wenig rechenintensive Low-Fidelity-
Likelihood Liopi(y1, ..., y4|0") ausgewertet wird und die mit Wahrscheinlichkeit avo;
akzeptiert werden, siehe Abbildung 2.4 und Algorithmus 4. Die Akzeptanzrate der
zweiten Stufe oy ist die Rate der zuvor akzeptierten Samples, fiir die die rechen-
intensive High-Fidelity-Likelihood Lyii(y1,...,¥y4|0") ausgewertet wird und die mit
Wahrscheinlichkeit ayir; akzeptiert wurden. Die Akzeptanzrate der zweiten Stufe &y o
bewegt sich zwischen 80% und 100% und zeigt eine gute Approximation des High-
Fidelity-Modells nyigi n, (®m, @) durch das Low-Fidelity-Modell niogi n, (®m, 0). Einzig
zu Beginn ist eine niedrigere Akzeptanzrate dyop zu beobachten. Dies kann darauf
hindeuten, dass das Modell anfanglich noch ungenauer ist und durch die fortlaufende
Adaption genauer wird. Die Akzeptanzrate ay.p; liegt in der Burn-In-Phase zwischen
20% und 40%, fallt im Verlauf jedoch und stabilisiert sich zwischen 5% und 10%. Sie
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liegt damit am unteren Ende des von SmiTH empfohlenen Bereichs von 10% bis 50%
[76].

Akzeptanzrate & in %

Iteration ng

Abbildung 6.5: Gleitender Durchschnitt Gber 1000 Samples der Akzeptanzraten der
ersten Stufe (—) &y op; Und der zweiten Stufe (—) ayg; flr die K = 10
Ketten

Grundsatzlich kdnnte hier zum einen eine ldngere Trainingsphase Nt oder zum anderen
eine angepasste initiale Kovarianzmatrix der Vorschlagsverteilung Cy die Akzeptanz-
rate ayor; erhohen, was sich jedoch aufgrund des komplexen Zusammenspiels der zu
kalibrierenden Parameter als schwierig herausgestellt hat. Auf der anderen Seite zeigt
sich hier der Vorteil der in Abbildung 2.4 illustrierten Filterung der vorgeschlagenen
Samples. Die hohe Anzahl an in der ersten Stufe verworfenen Sampeln hat kaum
Einfluss auf die rechnerische Effizienz, da fiir diese nur die wenig rechenintensive Low-
Fidelity-Likelihood Liopi(y1,...,y4|0") und nicht die rechenintensive High-Fidelity-
Likelihood Ly;ri(yi, - - . , y4|0™) berechnet wird. Wiirde keine Filterung der vorgeschla-
genen Samples durch das Low-Fidelity-Modell erfolgen, so miisste die rechenintensive
High-Fidelity-Likelihood Lyiri(yi, - - . , y4|0™) nicht nur fiir 5 — 10% der Samples ausge-
wertet werden, sondern fiir 100% der vorgeschlagenen Samples. Bei den niedrigen Re-
chenkosten der Low-Fidelity-Likelihood Lyori(y1, .- ., y4|0"), die mit 0,7492 Sekunden
nur etwa 1,236 % der Rechenkosten der High-Fidelity-Likelihood Lyigi(y1,...,y4|0")
(bei paralleler Berechnung auf 12 Rechenkernen) betragen, wiegt der Vorteil der Filte-
rung hoch.

Adaption des GP-basierten Low-Fidelity-Modells

Die Adaption des in Abschnitt 3.2.4 beschriebenen Low-Fidelity-Trainingsdatensat-
zes Yy n,, den das Low-Fidelity-Modell 7;.oFi n, (Zm, @) zur Vorhersage verwenden und
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mit Algorithmus 2 und Algorithmus 3 adaptiert werden, ist in Abbildung 6.6 fiir al-
le K = 10 Ketten gezeigt, wobei ein farbiger Punkt eine Adaption kennzeichnet. Es ist zu
erkennen, dass die Adaption mithilfe der beiden Adaptionskriterien in unterschiedlichen
Phasen der Ketten stattfindet. Die Adaption mit dem Pradikationsunsicherheit-basiertem
Kriterium, siehe Algorithmus 3, findet fast ausschlieflich zu Beginn der Kette statt.
Es scheint, dass im Folgenden die Pradikationsunsicherheit des Low-Fidelity-Modells
niedrig genug ist, um das Pradikationsunsicherheit-basierte Kriterium nicht auszulésen.

[EEN

Kette k
PNWROO~N0OO
1

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
Iteration ng

Abbildung 6.6: Adaption des GP-basierten Low-Fidelity-Modells 7qF; ., im Verlauf der
statistischen Modellkalibrierung mit dem Likelihood-basierten Adapti-
onskriterium (+) und dem Pradikationsunsicherheit-basiertem Adapti-
onskriterium (+)

Auch das Likelihood-basierte Kriterium, siehe Algorithmus 2, adaptiert zu Beginn der Ket-
te, jedoch deutlich langer. Mit Fortschreiten der Kette und Konvergenz zur A-Posteriori-
Verteilung p(6|y:, . . ., y4) wird der Low-Fidelity-Datensatz ), », immer dichter, sodass
der Approximationsfehler des Low-Fidelity-Modells oFi n, (Zm, 6y) kleiner wird und
das Likelihood-basierte Adaptionskriterium immer seltener auslost, was als Zeichen der
Konvergenz der Kette gewertet werden kann. Am Verlauf der Akzeptanzrate ayp; in
Abbildung 6.5 lésst sich erkennen, dass diese bis ng = 2000 leicht steigt und somit den
Effekt der Adaption sichtbar macht. Grundsétzlich deutet dies auf eine erfolgreiche
Adaption des Low-Fidelity-Modells hin, sodass die Anforderungen an ein hinreichend
genaues Low-Fidelity-Modell nopi n, (€m, ) erfiillt sind. Insgesamt werden 0,603%
der Samples mit dem Likelihood-basierten Kriterium adaptiert und 0,044% der Samples
mit dem Pradikationsunsicherheit-basierten Kriterium adaptiert.
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6.3 Analyse der A-posteriori-Verteilung

Die A-posteriori-Verteilung p(8| y1, ..., y4) ist in Abbildung 6.7 dargestellt. Die Plot-
grenzen entsprechen fiir die Modellparameter den Grenzen ihrer gleichverteilten
A-Priori-Verteilung, siehe Tabelle 6.3. Die Plotgrenzen fiir die Diskrepanzhyperpara-
meter liegen zwischen 0 und dem zehnfachen Erwartungswert 10 aﬁ 5.ny,opt INIET €X-
ponentiellen A-Priori-Verteilung, siehe Tabelle 6.4. Die Breite der Randverteilungen
fiir die Modellparameter p(l€1:1)s,,1|’yl7 e ,’y4), p(dFDs,gl ‘y1, ey ’y4), p(EB|y1, Ce. ,y4)
und p(ap|yi,...,ys) sowie fiir die Diskrepanz-Hyperparameter p(o?ﬁ(;’ny|y1, ceyYa)
auf der Diagonalen haben eine Breite und eine Form, die eine deutliche Reduktion der
Unsicherheit im Vergleich zu ihrer A-priori-Verteilung widerspiegeln.

In Tabelle 6.5 ist die unter Verwendung eines Kerndichteschitzers, siehe Ab-
schnitt 2.1.1, ermittelte Reduktion der 95%—Interquantilabstéinde1 (IQA) zwischen
A-priori-Verteilung po(6,) und A-posteriori- Verteilung p(0| y1, ..., y4) der zu kalibrie-
renden Parameter € angegeben. Auch hier ist zu erkennen, dass mit der statistischen Mo-
dellkalibrierung eine deutliche Reduktion der Unsicherheit der Modellparameter 6,, und
der Diskrepanz-Hyperparameter 6; einhergeht. Da die Diskrepanz-Hyperparameter 05
die Diskrepanzfunktionen 4, (xm,) der einzelnen Modellausgénge beschreiben und da-
her mit der Modellunsicherheit verbunden sind, gilt diese Unsicherheitsreduktion fiir die
Diskrepanz-Hyperparameter gleichermafen als Reduktion und Quantifizierung der Mo-
dellunsicherheit. Die Reduktion der Unsicherheit des Dédmpfungsparameters des Feder-
Dampfer-Systems drpps,21 und des Ddmpfungsparameters der Tragwerke ap ist niedriger
als fiir den Steifigkeitsparameter des Feder-Dédmpfer-Systems kgps,; und das E-Modul
des Balkenelement B Eg. Zum einen zeigt dies, dass die A-Priori-Verteilungen po(drps,21)
und po(ap) der beiden Ddmpfungsparameter im Vergleich zu den A-Priori-Verteilungen
des Steifigkeitsparameters des Feder-Ddmpfer-Systems po(krps,1) und des E-Models des
Balkenelement B po(Eg) enger gewéhlt wurden. Zum anderen passt dies zur Erfahrung,
dass Dissipationsphédnomene hédufig schwer zu modellieren sind und den Parametern
von Ddmpfungsmodellen Parameterunsicherheit innewohnt. Auffllig in Tabelle 6.5 ist
auch, dass die Reduktion der Unsicherheit der Diskrepanz-Hyperparameter 6; niedriger
ist als fiir die Modellparameter 6,,. Dies kann darauf hindeuten, dass die Diskrepanz-
Hyperparameter 65 in Bezug auf die Likelihood weniger sensitiv sind als die Modellpa-
rameter 6,,.

Insgesamt weisen die Trace-Plots in Abbildung 6.3, die A-posteriori-Verteilung in Abbil-
dung 6.7, sowie der Verlauf des potential scale reduction-Faktor in Abbildung 6.4 und die

1Der 95%-Interquantilabstand gibt die Distanz zwischen dem 2,5%-Quantil und dem 97,5%-Quantil
und damit die Ausdehnung der jeweiligen Verteilung an.

m



dFDS,Ql Dichte

9 9 9
Ois3  Oisa  Oigi QD Ep

2
O¢ 5.4

g 1o10wreIRd[[OPOIN

w)

=

2

a]

o

o

o

5

N

b T

| ey i i :é

@

=

B

| > ' ' ke 3

‘hl‘ B

(¢}

—t

@

i - v ' » ;:

31 4621 31695 74100 0105 2213 5303 1203 12 &

x10* x10° %107 %10 %10 %107

' kFDS,lf]i dFDS,2171 . Eg ap 0751 0752 Oiss  Oisa
in Nm™in Nsm™" in GPa in MPa? in MPa? inm® in m?

Abbildung 6.7: A-posteriori-Verteilung fiir den Steifigkeitsparameter des Federdampfer-

Systems kgp,1, Dampfungsparameter des Federdampfer-Systems dpp 2,
E-Modul des Balkenelements B Eg, Ddmpfungsparameter der Tragwer-
ke ap und Diskrepanz-Signalvarianz sz,ciny furdieny = 1,...,4 Modell-
ausgange, dargestellt mit den Randverteilungen auf der Hauptdiagona-
len und der Kerndichteschatzung der gemeinsamen Verteilungen fir
Paare von Parametern auf den Nebendiagonalen in den Plotgrenzen
der A-priori-Verteilung po(0)
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in Tabelle 6.5 quantifizierte Reduktion der Unsicherheit auf eine erfolgreiche statistische
Modellkalibrierung hin.

Tabelle 6.5: Reduktion des 95%-Interquantilabstand (AIQAgs,,) zwischen A-Priori- und
A-Posteriori Randverteilungen fiir die zu kalibrierenden Parameter 6

Parameter Symbol AIQAgs50,
in %

Modellparameter 6,,

Steifigkeitsparameter FDS krps,1 95,7
Dampfungsparameter FDS drps,21 62,7
E-Modul Balkenelement B Es 91,2
Dampfungsparameter Tragwerke ap 89,4
Diskrepanz-Hyperparameter 6;

Diskrepanz-Signalvarianz o max of 51 85,8
Diskrepanz-Signalvarianz o star Ois52 33,8
Diskrepanz-Signalvarianz zr,max Ois3 51,4
Diskrepanz-Signalvarianz zr stac Oisa 27,5

6.4 Bewertung der A-posteriori Vorhersagegenauigkeit
des High-Fidelity-Modells

In diesem Abschnitt wird untersucht, welche Auswirkung die Quantifizierung und
Reduktion der Parameter- und Modellunsicherheit auf die Vorhersagefdhigkeit des High-
Fidelity-Modells ngiri n, (2, 6,,) hat. Abbildung 6.8 zeigt die Ergebnisse einer Leave-One-
Out-Kreuzvalidierung mithilfe aller den 36 in Abbildung 4.5 abgebildeten Messpunkten
zugehorigen Messungen. Dabei werden die Vorhersage des zuvor kalibrierten High-
Fidelity-Modells 7iFi,n, (£, 8;) und die Korrektur durch die Diskrepanzfunktion 4y, ()
jeweils an einem der 36 in Abbildung 4.5 abgebildeten Messpunkte x bestimmt. Die
diesem Messpunkt zugehorigen Messungen werden aus dem Datensatz der Messungen
ausgeschlossen, auf den die GP-basierte Diskrepanzfunktion d,,(2) konditioniert wird,
um die Vorhersage des kalibrierten High-Fidelity-Modells nii n, (2, 8;) zu korrigieren.

In Abbildung 6.8 sind die 95% Interquantilintervalle der Vorhersagen durch das High-
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Fidelity-Modell nuiri », (, 0,) auf Basis von 500 zuféllig ausgewéhlten Samples der A-
Priori-Verteilung po(6,) (blau) und der A-posteriori-Verteilung p(6,|y1, . .., y4) (griin)
der Modellparameter fiir die Ny = 4 Modellausginge gezeigt. Anhand des Unterschieds
in der Grofde dieser beiden 95% Interquantilintervalle (blau und griin) ist fiir alle
Modellausginge erkennbar, dass durch die Kalibrierung der Modellparameter bereits
eine deutliche Reduktion der Unsicherheit in den Modellvorhersagen gelingt. Diese
Reduktion ist fiir die beiden statischen Modellausgénge o stat, 2r,star grof3er als fiir die
dynamischen Modellausgidnge on max, 2r,max. Diese Beobachtung erscheint schliissig in
Anbetracht der im Rahmen der Sensitivitidtsanalyse in Abschnitt 6.1.1 festgestellten
Abhangigkeit der dynamischen Modellausgénge von den Dampfungsparametern dgps 1,
ap, flr die sich eine geringere Reduktion der Parameterunsicherheit in Tabelle 6.5
ergeben hat.

Besonders in Abbildung 6.8a ist zu beobachten, dass die 95% Interquantilintervalle der
Vorhersagen von on,max durch das kalibrierte High-Fidelity-Modell ngigi 1 (2, 65) (griin)
die Messungen (rot) an Messpunkten mit hoherem Zusatzgewicht ab 60 kg nicht ent-
halten. Dies kann einerseits darauf zuriickgefithrt werden, dass nur M = 20 und nicht
alle zu den in Abbildung 4.5 abgebildeten 36 Messpunkten zugehdrigen Messungen zur
statistischen Modellkalibrierung verwendet wurden. Zum anderen deutet dies darauf
hin, dass dem High-Fidelity-Modell nyigi 1 (, 6;) Modellunsicherheit innewohnt, die
zum Beispiel auf das Ddmpfungsmodell fiir die Tragwerke in Abschnitt 5.2.4 zuriick-
gefiihrt werden konnte. In Abbildung 6.8b l4sst sich erkennen, dass die Diskrepanz
zwischen der Vorhersage von o swa: des kalibrierten High-Fidelity-Modells nyiri 2 (2, 65)
und der Messung wesentlich kleiner ist. Dieser Unterschied zwischen den beiden Mo-
dellausgéngen manifestiert sich auch darin, dass sich die den beiden Modellausgangen
zugehorigen Diskrepanz-Signalvarianzen og 5 ; und o¢ 5 » um Groéflenordnungen unter-
scheiden, siehe Abbildung 6.7. Die Diskrepanz-Signalvarianz dient als Indikator fiir die
Modellunsicherheit und zeigt somit an, dass die Modellunsicherheit der Modellvorher-
sage von on,max hoher ist als fiir on star [1, 41. Ahnliche Beobachtungen konnen fiir die
Modellausginge zr,max Uund zrsar gemacht werden.

Durch die Beriicksichtigung der Modellunsicherheit mithilfe der Diskrepanzfunkti-
on 4y, () gelingt es die Vorhersagen des kalibrierten High-Fidelity-Modell nsfi,n, (2, 07)
dahingehend zu korrigieren, dass die entsprechenden 95% Interquantilintervalle des
durch die Diskrepanzfunktion ¢,,(«) korrigierten kalibrierten Modells (orange) die
Messungen (rot) in Abbildung 6.8 fiir die meisten Messpunkte mit einschliel3t. Beson-
ders stark zeigt sich dies in Abbildung 6.8a fiir den Ausgang on max. Allerdings ist auch
hier wieder zu beobachten, dass die Korrektur durch die Diskrepanzfunktion 0., (x)
an Messpunkten mit héherem Zusatzgewicht ab 60kg weniger wirksam ist, da das
95% Interquantilinterval (orange) zumeist breiter ist und die Messungen (rot) nicht
umschlie8t. Dies kann damit erklédrt werden, dass diese Punkte am Rande des in Abbil-
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dung 4.5 abgebildeten Messdatenset liegt und eine Extrapolation durch die GP-basierten

Diskrepanzfunktion ¢, (a) schwieriger ist.
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Anhand dieser Beobachtungen wird die Wichtigkeit der Kalibrierung einer Diskrepanz-
funktion 6., (x) zur Korrektur der Modellvorhersagen nyii , (2, 6,) hervorgehoben.
Da jedem Modell Modellunsicherheit innewohnt, kann die Vorhersagefiahigkeit eines
Modells durch eine Diskrepanzfunktion ¢,,(x) erheblich verbessert werden und so
zusétzlich Informationen zur Modellunsicherheit liefern. Das Weglassen einer Diskre-
panzfunktion d,, (x) bei der statistischen Modellkalibrierung wiirde die resultierende
marginale A-posteriori-Verteilung fiir den Modellparameter 6,, verbreitern und ver-
zerren und die Reduzierung der Parameterunsicherheit sowie die Vorhersagefdhigkeit
des High-Fidelity-Modells ﬁHiFi,ny(w, 6,,) beeintréachtigen. Dies konterkariert jedoch die
Bemiihungen, die Vorhersagefdhigkeit von Modellen im Hinblick auf die zunehmende
Virtualisierung des Produktentwicklungsprozesses zu verbessern.
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7 Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wird eine neuartige Methode vorgestellt, um fiir das Modell eines
strukturdynamischen Systems eine statistische Modellkalibrierung einerseits effizient
und andererseits unter Beriicksichtigung der Modellunsichereit durchzufiithren. Die
Effizienz der Methode basiert auf dem 2SDAMCMC-Algorithmus, mit dem die Genauig-
keit eines rechenintensiven High-Fidelity-Modells und die Schnelligkeit eines weniger
genauen Low-Fidelity-Modells kombiniert wird. Auf diese Weise kann die Anzahl der
Auswertungen des High-Fidelity-Modells drastisch reduziert werden und so eine hohe
rechnerische Effizienz erreicht werden.

Als Low-Fidelity-Modell wird ein Gaussprozess-basiertes Ersatzmodell verwendet, dessen
Erwartungswertfunktion ein PCE-basiertes Ersatzmodell ist. Diese Kombination bietet
zum einen den Vorteil einer hohen erreichbaren Genauigkeit und zum anderen ist diese
Art des Ersatzmodells anwendungsneutral, sodass es grundsatzlich fiir jedes beliebige
High-Fidelity-Modell gebildet werden kann und damit einen Beitrag zur breiteren
Anwendbarkeit von Multi-Fidelity Methoden zur statistischen Modellkalibrierung liefert.
Zudem lésst sich der dem GP-basierten Ersatzmodell zugrunde liegende Datensatz leicht
adaptieren, um die Genauigkeit im Verlauf der Kalibrierung weiter zu steigern.

Um die Modellunsicherheit zu beriicksichtigen, werden die Diskrepanz-Hyperparameter
einer GP-basierten Diskrepanzfunktion entsprechend des Ansatzes KENNEDY und O’Ha-
GAN zusammen mit den Modellparametern kalibriert. Auf diese Weise wird verhindert,
dass die Modellparameter ihre physikalische Bedeutung verlieren und zu Abstimmungs-
parametern degenerieren. Die Kalibrierung einer Diskrepanzfunktion ist ein wesentlicher
Schritt auf dem Weg zu einer unverzerrten Kalibrierung der Modellparameter und stellt
die wichtigste Erweiterung der bestehenden Multifidelity-Methoden zur statistischen
Modellkalibrierung dar. Die kalibrierte Diskrepanzfunktion kann zur Korrektur von
Modellvorhersagen, aber auch zur Quantifizierung der Modellunsicherheit als Malf$ fiir
Brauchbarkeit des Modells verwendet werden.

Ein wichtiger Teil dieser Arbeit besteht in der Erprobung der Methode am SFB-Demons-
trator, der als flexibles Mehrkdrpersystem modelliert wurde. In einer Sensitivtidtsanalyse
wurden die relevanten Modellparameter identifiziert. Die Unsicherheit der relevanten

119



Modellparameter sowie die Unsicherheit der Diskrepanz-Hyperparameter und damit die
Parameter- und Modellunsicherheit werden im Rahmen der statistischen Modellkalibrie-
rung gleichzeitig quantifiziert und reduziert. Die erreichte Reduktion der Unsicherheit
betrug zwischen 95,69% und 27,49%. Die erreichte Verbesserung der Vorhersagegenauig-
keit wurde anhand einer Leave-One-Out-Kreuzvalidierung untersucht. Es zeigte sich, das
insbesondere durch die Korrektur der Modellvorhersagen durch die Diskrepanzfunktion
deutlich genauere Vorhersagen iiber das Systemverhalten moglich sind.

In Bezug auf zukiinftige Arbeiten zur effizienten statistischen Modellkalibrierung von
strukturdynamischen Systemen lassen sich folgende Themenbereiche identifizieren

* Neben dem in dieser Arbeit verwendeten GP-basierten Low-Fidelity-Modell mit

PCE-basierter Erwartungswertfunktion sind im Kontext der statistischen Modell-
kalibrierung flexibler Mehrkorpersysteme noch Erwartungswertfunktionen inter-
essant, die das Starrkorperverhalten modellieren. Die Problematik hierbei ist, dass
hierbei der Parameterraum des Low-Fidelity-Modells nur einen Teil des Parame-
terraums des High-Fidelity-Modells abdeckt. Hierzu miissen geeignete Techniken
entwickelt werden, um die verschiedenen Parameterrdume abzugleichen, wenn
ein Sample von der ersten Stufe zur zweiten Stufe propagiert wird. Dies kann bei-
spielsweise durch die Anpassung von Konzepten erreicht werden, die zuvor durch
Reversible Jump MCMC eingefiihrt wurden, das auf dem Konzept des dimension
matching aufbaut [35].

Bisher werden die Low-Fidelity-Hyperparameter des GP-basierten Low-
Fidelity-Modells einmalig zu Beginn auf Basis des initialen Low-Fidelity-
Trainingsdatensatzes optimiert. Uber den Verlauf der Kalibrierung erweitert sich
dieser Datensatz jedoch, sodass dieser moglicherweise nicht mehr optimal durch
die initial optimierten Low-Fidelity-Hyperparameter reprasentiert wird. Hierzu
wiére ein geeignetes Kriterium zu entwickeln, um zu erkennen wann die Low-
Fidelity-Hyperparameter erneut optimiert werden miissen.

Fiir eine optimale rechnerische Effizienz ist auch auf die optimale Verwendung von
Rechenressourcen zu achten. Fiir die statistischen Modellkalibrierung in dieser
Arbeit wurde eine durchschnittliche Speichereffizienz im Bereich von 45,94% und
eine CPU-Effizienz im Bereich von 37,09% erreicht. Dieser Aspekt ist ebenso rele-
vant fiir eine effiziente statistische Modellkalibrierung und sollte in zukiinftigen
Arbeiten starker berticksichtigt werden.

In dieser Arbeit wurden vier Modellausginge kalibriert, die markante Punkte in
den Verldufen der Systemausgédnge markieren. Fiir strukturdynamische Systeme
stehen jedoch zumeist hochdimensionale Ausginge wie Zeitverldufe oder Fre-
quenzgéange zur Verfiigung. Die Kalibrierung strukturdynamischer Systeme mit
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hochdimensionalen Ausgéngen steht bisher noch wenig im Fokus. Problematisch
hierbei sind die sich ergebenden hochdimensionalen Kovarianzmatrizen, die im
Falle der Beriicksichtigung der Modellunsicherheit vollbesetzt sind und zu nu-
merischen Problemen bei der Invertierung fiihren kénnen. Ein Ansatzpunkt fiir
eine Forschung in diesem Bereich konnte die Arbeit von HiGpon sein, der die
hochdimensionalen Ausgiange durch eine Basisdarstellung approximiert und somit
die Anzahl der zu kalibrierenden Ausgénge reduziert [43].

Die Diskrepanzfunktion ist in dieser Arbeit rein phdnomenologischer Natur und
wird durch einen GP modelliert. Sie kann zwar zur einer hoheren Vorhersage-
genauigkeit beitragen, erlaubt jedoch kaum Riickschliisse auf Mafnahmen, die
zur Verbesserung des Modells fiihren wiirden. Von Interesse wére es, wenn sie
nicht nur im Einzelfall von Nutzen wiére, sondern anhand der Diskrepanzfunk-
tion mittels einer zu entwickelnden Methodik auch konkrete Mafnahmen zur
Verbesserung der funktionalen Form des Modells ableitbar wéren.
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