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RESUMEN

En este trabajo se sientan las bases para el estudio de la integral de Henstock-
Kurzweil en el contexto de los espacios de Banach y sus teoremas de convergencia. Se
desarrollan las propiedades fundamentales de dicha integral y se presentan dos teoremas
de convergencia mondétona para funciones Henstock-Kurzweil integrables definidas en un
intervalo compacto de los reales y con valores en un espacio de Banch. La teoria de inte-
gracion de Henstock-Kurzweil es aplicada en la caracterizacion de los espacios de Banach
de dimension finita y los teoremas de convergencia mondtona son aplicados para pro-
bar resultados de existencia de soluciones a una ecuacion integral funcional que contiene

funciones Henstock-Kurzweil integrables.

Palabras clave: Integral de Henstock-Kurzweil, Espacio de Banach, Cono ordena-
do, Normal, Regular, Completamente regular, Teorema de convergencia monétona, Ecua-

cioén integral.
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CAPiTULO 1

INTRODUCCION

La teoria de integracion tiene una rica historia y hunde sus raices hasta la antigua
Grecia en los intentos de Arquimedes por calcular el drea de regiones planas. No fue si
no hasta 1854 que Riemann presenta la primer teoria de integraciéon propiamente dicha.
Como es bien sabido, la integral de Riemann presenta varias deficiencias para trabajar en

matemadticas. Entre ellas podemos mencionar (ver [1]):

e Si una funcién es Riemann integrable sobre el intervalo [a,b] de los reales, entonces es

acotada ahi.
e Existen derivadas acotadas que no son Riemann integrables.

e Existen sucesiones de funciones (f,,)>2; que son Riemann integrables,que convergen
puntualmente hacia una funcién f sobre un intervalo [a, b] de la recta real y tal que

f no es Riemann integrable sobre [a, b].

En 1902 Lebesgue desarrolla una integral mas general para eliminar las deficiencias
mencionadas antes. Sin embargo, la integral de Lebesgue no es lo suficientemente pode-
rosa como para poder integrar todas las derivadas. Fue natural entonces para Lebesgue
plantear el problema de encontrar otra integral que pudiera remediar lo anterior, es decir,

una teoria de integracién que nos garantice la integrabilidad de toda derivada.

En 1912, Denjoy extiende la integral de Lebesgue unidimensional de tal modo que
la integral resultante pueda integrar todas las derivadas finitas. Dos anos después Perron
emplea un método diferente para definir su integral y la usa en el estudio de las ecuacio-
nes diferenciales. Es algo sorprendente que las dos integrales mencionadas antes coincidan.
Esta integral es hoy conocida como la integral de Denjoy-Perron. Cabe mencionar que las
definiciones cléasicas de las integrales de Riemann, Lebesgue, Denjoy y Perron tienen muy

poco en comun ([7]).
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En los anos cincuenta del siglo pasado, Henstock y Kurzweil, de manera indepen-
diente, dieron una ligera pero ingeniosa modificacién a la definicién clasica de la integral
de Riemann ([13]) para obtener la integral de Henstock-Kurzweil, la cual es una defini-
cion del tipo Riemann de la integral de Denjoy-Perron y enmarca el contexto del presente

trabajo.

La integral de Henstock-Kurzweil fue formulada inicialmente para funciones real
valuadas, posteriormente Cao, en [3], presenta una generalizacién para funciones que

toman valores en un espacio de Banch.

Fue Ralph Henstock quien desarroll6 las principales propiedades de la integral, tales
como el Lema de Saks-Henstock, el Teorema Fundamental del Caculo y los Teoremas de
Convergencia para el caso de funciones real-valuadas. En el afio 2010 Heikkila presenta
en [9] y [10] los correspondientes teoremas de convergencia para funciones con valores en
un espacio de Banach y los aplica para la obtencion de resultados de existencia de solu-
ciones a ecuaciones integrales. Nosotros en los capitulos 4 y 5 emprenderemos el estudio

de dichos teoremas.

Para introducir la definicién de la integral de Henstock-Kurzweil consideremos la
siguiente pregunta: si tenemos una funcion f : [a,b] C R — R, jcomo podriamos intentar
una demostracién del teorema fundamental del cdlculo para la integral de Riemann? Es

decir, como podriamos probar que:
b
| =1~ s

Sea P ={a =1y <2 <...<x, =>b} una particién del intervalo [a,b]. En cada
subintervalo [z;, z;41] buscamos un punto ¢; tal que el término f’(¢;)(x;41 — ;) aproxime
a f(ziy1) — f(z;). Si esta eleccién de puntos es posible en cada subintervalo, entonces la

suma de Riemann )
Pt (@i — i)
i=1

deberia proporcionar una aproximacién al valor deseado de la integral de f’ sobre [a, b],

ya que

Homero Alejandro Escamilla Rocha
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. Es siempre posible tal eleccion de puntos? El siguiente lema nos dice que en cierto sentido

este es el caso.

Lema 1.1. (Straddle) Si f : [a,b] — R es diferenciable en z € [a,b], entonces para
cada € > 0, existe 6 > 0 tal que si

u<z<wvy [u,v] Cla,b]N(z—0d,2z+0)

entonces

[f () = fu) = () (v — )| < (v —u).

La demostracién de este resultado es bastante simple y puede encontrarse en [20].
Nosotros en el capitulo 3 damos una demostracion para funciones que toman valores en

un espacio de Banach.

Si fuera posible partir el intervalo [a, b] de tal modo que el punto t; € [z;, ;1] y el

subintervalo [z;, z;41] satisficieran la conclusién del lema anterior, obtendriamos

Z () (wipr — xi) — [f(a) = f(b)]
— z_:{f’(ti)(lﬂl —x;) — [f(®ig1) — f(:cl)]} <elb—a)

) 1 ) .,
y la suma de Riemann )", f'(¢;)(z;41 — 2;) nos da una buena aproximacién al

valor deseado de la integral f’ sobre [a, b].

Recordemos en este punto la definicién de la integral de Riemann: g : [a,b] — R
es Riemann integrable sobre [a, b] si existe A € R tal que para cada ¢ > 0, existe 6 > 0
tal que si P = {a =29 < x1... < z,, = b} es una particién de [a,b] con max{z; 41 — z; :

i=0,...,n—1} <0 yt; €[r;x;1] entonces

n—1

Zg<ti>($i+1 —z;) — Al <e

=0

Nétese que el § = §(z) dado en la conclusién del lema depende del punto z € [a, b]
e indudablemente varfa conforme z recorre el intervalo [a,b], dependiendo del compor-

tamiento de la funcién f. Es decir, puede no existir una sola constante positiva § que

Homero Alejandro Escamilla Rocha
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satisfaga la conclusién del lema para todos los puntos del intervalo, y por lo tanto no

podemos garantizar la integrabilidad de Riemann de la derivada f’.

Coma para cada t € [a,b] podemos encontrar 6(¢) > 0 que cumple la conclusién del
lema, esto sugiere reemplazar la constante ¢ de la definiciéon de Riemann por §(¢;) y la
condicién max{z;y1 —x; : 1 =0,...,n— 1} <0 por t; € [z, x;41] C (t; — 0(t;), t; + I(t;)).
Esta es precisamente la modificacion que hizo Kurzweil a la integral de Riemann y que
dio lugar a la teoria de integracion de Henstock-Kurzweil. Presentaremos las definiciones

formales en el capitulo 3 de esta tesis.

Cabe aclarar que ninguna de las ideas y resultados presentados en este trabajo
son originales. Han sido obtenidos de una serie de articulos de investigacion y libros
que son citados oportunamente a lo largo de los capitulos. Nuestra principal contribucion
consiste en una presentacion ordenada de la teoria, completando rigurosamente los detalles
faltantes en algunas de las demostraciones importantes y dando algunas demostraciones
propias que no encontramos en la literatura. Cuando este ha sido el caso, se menciona de

manera explicita en el punto correspondiente.

1.1 OBJETIVO

El objetivo general del presente trabajo de tesis es desarrollar la teoria matematica
necesaria para iniciar el estudio de la teoria de integracién de Henstock-Kurzwei y de sus
teoremas de convergencia mondtona para funciones que toman valores en un espacio de
Banach, asi como presentar las principales propiedades de dicha integral. Entre las teorias
matematicas necesarias para emprender el estudio se encuentran la teoria de conos y la
teoria de espacios de Banach ordenados. Lo anterior debido al hecho de que las funciones
que integraremos tomaran valores en un espacio de Banach X y no se puede hablar de
teoremas de convergencia monotona a menos que se tenga un orden en el espacio de Ba-

nach.

Como objetivo especifico nos planteamos presentar y demostrar dos teoremas de con-
vergencia monotona para la integral de Henstock-Kurzweil y aplicarlos en la obtencién
de resultados que nos garanticen la existencia de soluciones para una ecuacion integral de

tipo Urysohn.

Homero Alejandro Escamilla Rocha
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Otro de los objetivos especificos es caracterizar a los espacios de Banach de dimension

finita mediante la teoria de integracion de Henstock-Kurzweil.

1.2 MOTIVACION

La integral de Henstock-Kurzweil que surge entre 1950 y 1960 del siglo pasado se
destaca por ser una integral potente como la de Lebesgue pero que preserva la sencillez
de la definiciéon de Riemann. En la actualidad se ha utilizado para dar una formulacion
matematica rigurosa de la integral de camino de Feynman, la cual juega un rol importante
en la fisica cudntica. Otras de sus aplicaciones han sido en el estudio de ecuaciones dife-
renciales parciales (Chew, [4]) y en la aproximacién numérica de soluciones a ecuaciones

diferenciales (Leén Velasco, [15]).

La principal ventaja de la integral de Henstock-Kurzweil es su aplicabilidad para
integrar funciones que son altamente oscilantes, las cuales surgen en la teoria cuantica
y el andlisis no lineal. Como se mencioné antes, es también facil de entender, pues al
preservar la sencillez de la integral de Riemann, no requiere de la teoria de la medida para

su presentacion.

Hay que mencionar sin embargo que la falta de estructura de espacio de Banach para
la clase de las funciones que son integrables en el sentido de Henstock-Kurzweil, es el factor

mas importante que ha impedido su amplia aceptacion en ingenieria, matematicas y fisica.

Por otra parte, las ecuaciones integrales funcionales de varios tipos aparecen en
muchas aplicaciones que surgen en los campos del andlisis matematico, analisis funcional
no lineal, fisica matematica e ingenierfa. Lo anterior pone de manifiesto la importancia
de contar con resultados que nos garanticen la existencia de soluciones a dicho tipo de

ecuaciones, lo cual constituye uno de los objetivos especificos de esta tesis.

1.3 ESTRUCTURA

El presente trabajo de tesis estd compuesto por cinco capitulos, de los cuales la
presente introduccién constituye el primero. Los capitulos restantes se describen a conti-

nuacion:

Homero Alejandro Escamilla Rocha
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Capitulo 2. En el concepto de monotonia va implicito con el de relacién de orden.
Las funciones que son estudiadas toman valores en un espacio de Banach, los cuales en
general no tienen una relacion de orden natural y es por esta razén que en el capitulo dos
desarrollamos la parte esencial de la teoria de conos que nos permita dotar de un orden a

los espacios de Banch.

Se inicia con la definicion de cono ordenado en un espacio vectorial y mediante
dicho concepto se define una relacién de orden parcial en el espacio. Posteriormente, la
definicion de cono ordnado es extendida a los espacios vectoriales normados, anadiendo a
la definicién de cono en un espacio vectorial, la condicién de que este ultimo sea cerrado

en el espacio.

Se introducen los conceptos de acotacién en orden y acotacion en norma para una
sucesion, se desarrollan las propiedades fundamentales de la relacion de orden inducida por
el cono y se introducen los conceptos de cono ordenado normal, regular y completamente
regular, demostrando que completamente regular implica regular y esto a su vez implica

normal.

Se proporcionan ejemplos que muestran que los conceptos previos no son equivalentes
y se termina enunciando un teorema que garantiza la equivalencia de los mismos si el

espacio de Banach es débilmente secuencialmente completo.

Capitulo 3. Este capitulo desarrolla la teoria basica de la integral de Henstock-
Kurzweil, iniciando con conceptos fundamentales, tales como intervalo marcado, intervalos
no traslapados, M-sistema, K-sistema, M-particién, K-particién, calibrador, K-particién o-
fina, etcétera, que nos permitan definir la integral de Henstock-Kurzweil para una funcion
definida en subintervalos compactos de R™ y con valores en un espacio de Banch X. Es

también presentada la integral de McShane para funciones del tipo descrito antes.

Se desarrollan las propiedades algebraicas basicas de la integral de Henstock-Kurzweil
y se presenta el criterio de integrabilidad de Cauchy, el cual resulta ser 1til en situaciones
donde el valor de la integral no es conocido de antemano. Se muestra que el conjunto de
las funciones Henstock-Kurzweil integrables posee estructura de espacio vectorial. Entre
otras de las propiedades desarrolladas, esta la que nos dice que si una funcion es Henstock-
Kurzweil integrable sombre un intervalo I, entonces lo sera sobre cualquier subintervalo
cerrado de I; hecho que nos permite definir el concepto de integral indefinida o primitiva

para una funcién Henstock-Kurzweil integrable.

Se presenta el importante lema de Saks-Henstock, tanto en su version débil como en
su versién fuerte, haciendo hincapié en que este ultimo se cumple sélo en el caso en que

el espacio de Banach es de dimensién finita.

Homero Alejandro Escamilla Rocha
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El capitulo finaliza con el teorema fundamental del calculo, mostrando que en la
teoria de integracion de Henstock-Kurzweil, dicho teorema se cumple en su totalidad, es

decir, que al ser una funcién f Henstock-Kurzweil integrable, entonces su derivada f’
también lo es y ff = f() — f(a).

Capitulo 4. El capitulo inicia con la presentacién de los teoremas de convergencia
para la intgral de Henstock-Kurzweil de funciones con valores reales definidas en un in-
tervalo compacto de los reales. Entre los teoremas presentados en este contexto estan el

de convergencia monotona y de convergencia dominada.

Se introduce el concepto de equi-integrabilidad para una clase de funciones Henstock-
Kurzweil integrables y el teorema de equi-integrabilidad, el cual tiene la ventaja de no
implicar la relaciéon de orden usual de los niimeros reales, lo que facilita su extension al

contexto de funciones vector-valuadas.

Se hace uso da la teoria de conos desarrollada en el capitulo dos, para enunciar los
teoremas de convergencia monétona para funciones que toman valores en un espacio de

Banch. Se presentan las demostraciones de los resultados correspondientes.

Capitulo 5. En este capitulo final se presentan aplicaciones de los resultados desa-
rrollados en los capitulos previos. La primera de ellas caracteriza a los espacios de Banach

de dimensién finita mediante la teoria de integracion de Henstock-Kurzweil.

Para llevar a cabo lo anterior, se introduce la definicién de una funcién Henstock
integrable, los conceptos de oscilacién de una funcién, de variacién acotada en el sentido

restringido y el de variacién acotada generalizada en el sentido restringido.

Se presenta el teorema que establece que las integrales de Henstock y Henstock-

Kurzweil coinciden si y sélo si el espacio de Banch es de dimensién finita.

El capitulo termina con la aplicacién de los teoremas de convergencia mondtona a

la obtencion de resultados de existencia de soluciones a una ecuacion integral.

Homero Alejandro Escamilla Rocha
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CAPITULO 2

TEORIA DE CONOS

El objetivo de este capitulo es presentar conceptos y resultados béasicos de la teoria
de conos que nos seran de utilidad en el estudio de integracién en espacios de Banach.
Empezaremos por definir el concepto de cono en un espacio vectorial, para posteriormen-
te introducir dicho concepto en el contexto de los espacios normados. Se presentan las
definiciones de cono normal, regular y fuertemente regular, probando que fuertemente re-
gular implica regular y esto a su vez implica normal. Concluimos enunciando un resultado
que establece que dichos conceptos son equivalentes en un espacio de Banach débilmente

secuencialmente completo.

Para el lector interesado en profundizar en dicha teoria se recomienda [8; 2] de la

bibliografia.

2.1 CoNOS ORDENADOS EN ESPACIOS VECTORIALES

Todos los espacios vectoriales que consideraremos en este capitulo seran reales. Si X
es un espacio vectorial, nuestro primer objetivo es definir un orden parcial en él y para ello
definimos en primera instancia el “conjunto de elementos positivos”. Asi pues, tenemos

entonces la siguiente definicion.

Definicién 2.1. Sea X un espacio vectorial. Un cono ordenado (o simplemente cono)

en X, es un subconjunto no vacio P de X tal que:

1. P+PCP
2.¥YA>0, \PC P.
3. Pn(=P)={0}.

Al par (X, P), siendo X un espacio vectorial y P un cono ordenado en X, se le llama

espactio vectorial ordenado. Como es usual, cuando no exista peligro de confusion, nos
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referiremos al espacio vectorial ordenado (X, P), simplemente como el espacio vectorial
ordenado X.

Observacion 2.1. Sea (X, P) un espacio vectorial ordenado. Entonces se cumple que:

1. 0 P.
2. {0} es un cono y se le conoce como cono trivial.
3. {0} es el dnico subespacio vectorial de X que es un cono.
Teniendo a nuestra disposicion el concepto de cono ordenado, pasamos a definir una
relacion en el espacio vectorial X del siguiente modo:

Definicién 2.2. Sea (X, P) un espacio vectorial ordenado. Definimos una relacion < en
X como:

x <y siysolosi y—xecP
El espacio vectorial X con la relaciéon recién definida pasa a ser un conjunto parcial-
mente ordenado tal como establecen los primeros tres puntos del siguiente teorema.

Teorema 2.1. Sea (X, P) un espacio vectorial ordenado conx,y,z € X, A > 0. Entonces:

1. Vee X,z <.

2. Six<yyy<x entonces x =y.

3. Six<yyy<zentoncesr < z.

4. Six<yyzeX entoncesx+ 2z < y+ 2.

5. St A>0yx <y entonces Ax < \y.

Demostracién

1. Seaz € X. Comox —2 =0y 0 € P, entonces z < x.

2. Comoz <yyy<x, entonces y—x € PN(—P) y de aqui que y —z = 0, de donde
x=y.

3. Comoz <yyy < z entonces y—x,z—y € Pydeaqui que z—z = (y—z)+(2—y) €
P, lo cual implica que x < z.

Homero Alejandro Escamilla Rocha
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4. Sea z € X. Como z < y, entonces y —z = (y + z) — (z + z) € P. Por lo tanto
r+z<y+z

5. Sea A > 0. Como = < y, entonces y —x € Py de aqui que \y — \x = A\(y —z) € P.
Por lo tanto Az < \y.

Los siguientes son algunos ejemplos de conos ordenados en espacios vectoriales.

Ejemplo 2.1.

a) Sea X =R, P =1[0,00) es un cono ordenado en R.

b) Sea X =R". P = {(xl,...,xn) GR”:xiZO,izl,...,n}. P es un cono en R™.
¢)Sea A# 0D, X =R, P={feR*:Vaec A, f(z) >0}. P esun cono en X.

d) Sea X = C([a,b],R), P={f € X :Vz € [a,b], f(x) >0}. P es un cono en X.

Si X es un espacio vectorial ordenado con cono ordenado P, utilizamos al cono para

definir a los elementos positivos de X de acuerdo a la siguiente definicion.

Definicién 2.3. Sea (X, P) un espacio vectorial ordenado. Si x € X y 0 < x, = es
llamado vector positivo. Al conjunto de todos los vectores postivos lo denotaremos por

X, y lo llamaremos cono positivo de X. Es decir
Xy ={reX:z>0}.
El cono positivo también suele denotarse por X+.

Si (X, P) es un espacio vectorial ordenado, el siguiente resultado nos da la relacion

esperada entre el cono ordenado P y el cono positivo X, .

Teorema 2.2. Sea (X, P) un espacio vectorial ordenado. Entonces el cono positivo X

de X es un conoy P=X,.
Demostracién

reX, & 0<r & z=x—-0eP.

0

Debido a lo anterior, de aqui en adelante a un cono ordenado en un espacio vectorial

X lo denotaremos por X,.
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2.2 ESPACIOS DE BANACH ORDENADOS

Si X es un espacio vectorial ordenado con cono ordenado X e introducimos en X
una norma, tendremos ahora la topologia inducida por la métrica de la norma y tendra
sentido hablar de convergencia de sucesiones. Si (z,,) es una sucesién convergente en X
con z, > 0 para cada n € N, nos gustaria que el limite fuera un vector positivo. Por
tal motivo, si X es un espacio normado, aunado a las condiciones que hemos impuesto
en la definicién de cono ordenado, debemos anadir la condicién extra de que X, sea un

conjunto cerrado. Tenemos asi la siguiente definicién.

Definicién 2.4. Sea X un espacio normado. Un cono ordenado en X es un subconjunto

no vacio X de X tal que:

1. X es cerrado en X.
2. X+ Xy C X,
3. VA >0, A\ X, C X,.

4 Xy (=X4) = {0},

Al par (X, Xy), siendo X un espacio normado y Xy un cono ordenado en X, se le llama
espacio normado ordenado y como es usual, cuando no exista peligro de confusion,

nos referiremos a €l simplemente como el espacio normado ordenado X.

Definicién 2.5. Un espacio de Banach ordenado, es un par (X, X,), donde X es

un espacio de Banach y X, es un cono ordenado en X.

El siguiente ejemplo nos muestra que las nociones de cono en un espacio vectorial y

en un espacio normado no coinciden.

Ejemplo 2.2. Consideremos X = C([0,1]), con la norma uniforme. X, = {f e X :
f es un polinomio yVz € [0,1], f(z) > 0}. Nétese que X, no es cerrado en X, pues por
el teorema de Weistrass sinx es un punto limite de X, que no pertenece a X . Asi, X,
es un cono ordenado considerando a X como espacio vectorial, pero no lo es considerando

a X como espacto normado.

Si X es un espacio normado ordenado y (x,,) es una sucesién en X, la expresion: ” (z;,)
es una sucesion acotada”puede resultar ambigua. jNos referimos a que existen x,y € X
tales que y < x, < x, n € N, o nos referimos a que existe M > 0 tal que ||z,| < M,

n € N7 La siguiente definicién pone remedio a dicha ambiguedad.
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Definicién 2.6. Sea (X, X ) un espacio normado ordenado. Decimos que la sucesion
(xn) C X estd acotada superiormente en orden si existe v € X tal que Yn € N,
r, < x, y decimos que estd acotada inferiormente en orden si existe x € X tal
que Yn € N, = < z,. Decimos que la sucesion esti acotada en orden, si lo estd
inferiormente y superiormente.

Se dice que la sucesion (x,) C X estd acotada en morma, si existe M > 0 tal que
Vn e N, ||z,| < M.

Se tienen definiciones andlogas para A C X.

A una sucesion acotada en norma la llamaremos simplemente sucesién acotada.

Los siguientes resultados, al ser consecuencia casi directa de la definicién de cono
ordenado en un espacio normado, nos muestran la conveniencia de pedir que X, sea un

conjunto cerrado en X.

Teorema 2.3. Sean (X, X,) un espacio normado ordenado, x,y € X y (), (Yn) su-
cesiones en X que convergen a x e y respectivamente. Si x, < y,, Vn € N, entonces

z <y.

Demostracién:
Como z,, — x vy y, — vy, entonces y, — x, — y — x. Como x,, < y,, Vn € N, entonces
Yn — Tn € X4, ¥n € N. Por lo tanto y — 2 € X, = X4, y de aqui que, por definicién
x <. O

Teorema 2.4. Sea (X, X,) un espacio normado ordenado, y A C X acotado en orden.

Entonces A estd acotado en orden.

Demostracion.
Por hipétesis, existen zg,yo € X tales que Va € A, o < a < yo. Sea a € A, entonces
existe (a,) sucesién en A tal que a,, — a. Vn € N, zg < a,, < yo, de donde, haciendo n

tender a infinito tenemos por el resultado anteior que xy < a < yo. U

Teorema 2.5. Todo intervalo cerrado en un espacio normado ordenado es un conjunto

cerrado.

Demostracion.
Sea X un espacio normado ordenado y a,b € X con a < b. Si xy € [a, b], entonces existe
(x,,) sucesién en [a, b] tal que z,, — . Pero Vn € N, a < z,, < by de aqui, despues de

hacer n tender a infinito, obtenemos a < xy < b. OJ
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2.3 CoNOS NORMALES, REGULARES Y COMPLETAMENTE
REGULARES

Si consideramos a los nimeros reales con su norma usual (valor absoluto), tenemos
entonces conocimiento de una serie de resultados relativos a sucesiones que son muy
utiles, como por ejemplo que toda sucesion creciente y acotada superiormente converge,
que toda sucesion tiene una subsucesiéon monotona, etc. En un espacio normado ordenado

cualquiera, estos reultados ya no se cumplen necesariamente. Por tal motivo, a los que

preservan algunas de estas propiedades se les da un nombre especial.

Definicién 2.7. Sea (X, X ) un espacio de Banach ordenado. El cono X, se dice:

1. Normal, si existe una constante N > 1 tal que
0<z<y = |zl <Nyl
Al menor de los N que cumple lo anterior se le llama constante normal o cons-
tante de normalidad.

2. Regular, si cada sucesion creciente y acotada superiormente en orden liene un

limite.

3. Completamente Regular, si cada sucesion creciente y acotada (en norma) tiene

limite.

Observacién 2.2.

a) Xy es reqular < cada sucesion decreciente y acotada inferiormente en orden tiene un

limite.
b) Xy es completamente reqular < cada sucesion decreciente y acotada tiene un limite.

La experiencia nos ha mostrado que siempre es deseable tener definiciones equiva-
lentes de un mismo concepto, pues en un contexto dado una definicién puede ser mas 1til
que otra. Por tal motivo nuestro siguiente teorema nos da varias condiciones equivalentes

a la normalidad.

Teorema 2.6. Sea X, un cono ordenado en un espacio de Banach X. Las siguientes

proposiciones son equivalentes.

1. X, es normal.
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2. Eziste una norma equivalente || - ||y sobre X tal que

0<z<y = |zl <yl

3 Six, <z, <yp, YneNyuz, = x, y, = x, entonces z, — T.

4. (B+ X, )N (B — X,) es acotado, donde B ={x € X : ||z| < 1}.

S

Cualquier intervalo cerrado [x,y] ={z € X : x <z <y} es acotado.

D

. Existe § > 0 tal que Vx,y € X, con ||z|| = |ly|| = 1, se tiene ||z + y| > 0.

<

. Existe v > 0 tal que Vx,y € X, se tiene ||z + y|| > ymax {||z], ||y|l}

Demostracién.
(1) = (2) : Para x € X, definimos

Il = fuf llull + nf o

Probaremos que || - ||; es una norma en X que es equivalente a || - || (la norma de X) y

que es creciente en el sentido de que:
0<z<y = l[zlh<lylh

Como para cada z € X, [|z|| > 0, se tiene que inf,<, ||u]| > 0 e inf,<, ||v|| > 0, de donde
concluimos que Vz € X, ||z|; > 0. Si 2z =0, entonces 0 < z < 0y de aqui que tengamos

|0Jl = 0. Por otra parte, si ||z||; = 0, entonces:
fuf [l = inf [l = 0.
Sea € > 0; existen, por definiciéon del infimo, u,v € X tales que:
u<z<vy ||ul<e ||v] <e

Tenemos:
2] < [lz — wl| + ||ul

y como 0 < x —u < v — u, entonces, por la normalidad de X, se tiene:

Iz = ull < Nlv = ul].
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Por lo tanto, de lo anterior:
2l < Nllv —ul +[lufl < N([[oll + llull) + llu]l < 2Ne+e=e2N +1)

y como € > 0 es arbitrario, se concluye que ||z|| = 0 y de aqui que z = 0.

Hemos probado que para cada x € X:

lz]i >0y ||lz]i =0 & x=0.

Probaremos ahora que para cada A € R, z € X se tiene:
[Azlly = [All[z]]:.

Si A = 0, ambos lados de la igualdad anterior se reducen a cero. Asi que supongamos que
A # 0y sean u,v,r € X tales que:

u<z <o
Entonces tenemos:
U v
—<zx<-= s A>0
AT T A
v U
—<x<-—- s A<O
AT T

y en cualquiera de los dos casos tenemos:

1

2]l <
R

(el + flo]])-
Por lo tanto
Azl < flull + (o]l

y de aqui que
Azl < Az

Similarmente, si u < x < v, entonces

AM<ixr< si A>0
W< <l st A<0
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y en cualquiera de los dos casos tenemos
Izl < A (ull + [lvl)

luego

1
EﬂMmSHW+WM

por lo tanto
1
Azl < flly

A
y entonces

[Az[ly < [Afl[]]:.

De lo anterior se sigue que para cada A € R,z € X se tiene

[Az][y = [A[ll]l-

Ahora probaremos que para cada z,y € X

[+ yll < [lzll + [yl

Sean x,y € X y € > 0. Existen uy, vy, us, vy € X tales que
u <z <oy flul + ol <zl +e
up <y < vy y luell + Jlual <yl +e

Como uy + us < x +y < vy 4 vg, tenemos

[z +ylls < flur + ual + o + vaf| <
(luall + lloall) + (2l + [lo2]) <

]y + llylls + 2e.
Como € > 0 es arbitrario concluimos que

[+ ylle < [l + {1yl
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Lo anterior demuestra que || - ||; es efectivamente una norma en X.
Resta probar que || - [|; es creciente y equivalente a la norma de X.

Sean 0 < x < y; tenemos
inf ||u|| = inf ||u|| =0
u<lzx u<y

y por lo tanto

Il = fuf ol ¥ llylls = o]

Como {||v] :y < v} C{|lv| : < v}, concluimos que ||z||; < ||y
Finalmente probaremos que || - [|; es equivalente a la norma de X.

Como

, < s <
fof lull < lzll vy if [lv] < [l

entonces
[zl < 2f|z].

Sean ahora u,v € X con u < x < v. Tenemos
2]l < llz = ull + flul
Como 0 <z —u < v — u, tenemos también por la normalidad de X, que
[l —ul < Nv—uf
De las dos tltimas desigualdades concluimos que
2]l < Nflo = ull + fluf] <

Nl = ull + Jlull + vl <
N(lloll + llll) + ull + ol =
(N +1) (el + [101)
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De lo anterior vemos que

b g+ 1ot
N+1—
y por la definicién ||z||; tenemos
lal
<
A2l < Yl
Concluimos entonces que
Il < jep, < 20
N+1— -

es decir, las dos normas son equivalentes.

(2) = (3): De 0 < 2z, — x, < Yp — Ty, tenemos ||z, — x,ll1 < ||yn — znll1. Como
existen constanes M, m > 0 tales que Vo € X, m|z| < ||z]1 < M||z||, tenemos

1 1 M
0 < ||z — xn” < _Hzn - "EnHl < _Hyn - anl < Hyn - xn” — 0,
m m m

lo cual implica que

lzn = zl} < 20 = 2all + [l — ]| = 0.

De lo anterior concluimos que z, — .

(3) = (4) : Si (B+ X4)N (B — X4) no es acotado, entonces existe una sucesién
(zn) C (B+ X)) N (B — Xy) tal que ||z,]] = co. Como z, € B+ X4, 2z, = ,, + pn,
x, € B, p, € X,. Por lo tanto z,, < z,. Como también 2, € B — X, 2, = Y — @,
yn € B, g, € X,. Por lo tanto z, < y,.
Hacemos
'I‘TL

IEA

J— Z/)"L
A

Yn
U, Un = 77, Wn
Iz

Tenemos que u,, < w, < v,, u, — 0, v, — 0, pero w, no converge a cero, lo cual
contradice (3).
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(4) = (5) : Supongamos que (B + X;) N (B — X;) C pB, donde p > 0. Sea
v = méx{ ||z, ||yl }. Si z € [z,y], vemos que

Z—XT T Z—X

z
—=— , con — € B, e Xy
v g g

E:Q_g7 congeB,y_ZEXJr
Yo Y Y Y

de donde tenemos que Z e pB. Por lo tanto [x,y] C vpB.
Y

(5) = (6) : Supongamos que no se cumple (6). Entonces existen sucesiones (z,,), (y,) C
X tales que
[zl = llynll =1y [lwn +yall <47, n=1,2...

Sean
Tn l‘n—{_yn
Up = ———7, U = —7.
(”xn“'ynH)Q (Hxn"'yn||)2
Tenemos 0 < u,, <wv,, n=1,2.... Como

1
[onll = (llzn +ynll)* < 27"

oo
=1

entonces » .~ |lv,|| converge, y entonces existe v € X tal que v = > 7 | v,. Nétese que

Vn € N, v, <wv. Asi tenemos 0 < u,, < v, <wv. Como

1
(Hxn +ynH)

||| = >2" n=12...

NI

entonces [0, v] no es acotado, lo cual contradice (5).
(6) = (7): Sea v = &, x,y € X, y supongamos en primer lugar que [|z|| =1, 0 <
|lyll < 1. Tenemos
L= flzll <llz+yll+ 1 =yl = llz+yll + llyll.

Por lo tanto ||z 4+ y|| > 1 —||y]|.

Por otra parte
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y 11—yl
Iyl i

lz+yll = ||z +

Yy
yH > H+ MH (= yl) =1+ [yl

Sumando ambas desiguladades obtenemos

Iz +yll = 5 = yméax{lz], llyl}-

|

Ahora sean z,y € X, ambos diferentes de cero y supongamos que ||z| > ||ly]|.

Hacemos
T Y
[Ed k4l

z
Entonces por lo probado antes tenemos

r+y

]

Iz +wll =

4

Por lo tanto

lz +yll > yllzll = ymax{|lz, llyl}-

Six #0yy=0, hacemos

y por hipdtesis

)
Por lo tanto 1 > 3 y tenemos

0 )
lz+yll = Iz = Sl = yméx{llll, ly]}-

Finalmente notemos que si x = y = 0, la desigualdad se cumple trivialmente.

(7) = (1): Si X no es normal, entonces existen sucesiones (z,), (y,) C X, tales

que para cada n € N se cumple que

0< 2, <Y ¥ llznll > nllyal-

Homero Alejandro Escamilla Rocha



CAPiTULO 2. TEORIA DE CONOS 22

Nétese que si para algin n € N, y, = 0, entonces z, = 0y ||z,]| = 0, por lo que
tendriamos 0 > n0. Por lo tanto Vn € N, y,, # 0 y de aqui que también Vn € N, z,, # 0.

Por la observacion anterior podemos entonces definir

Uy = n In ,vn:_xn Jn , neN.
lznll nllynll lznll 7llynll
Claramente u,, € X, n € N, y como z, < y,, entonces
Tn < Yn < Yn
znll = Nzl = nllzn|l
Por lo tanto también v, € X .
Ahora
1
ol = | 227 = bl e | e <0 2
lznll - 7llynll [l n|ynl n
También
1
2[un|l = || = 2un|| = H(Un = up) — (un +Un)H > |lvn = tnl| = llun +val| =2( 1 - n)

1
Por lo tanto ||u,|| > 1 — —, y tenemos
n
9 ) 1
~ = [lun +val = yméx{ ], lonll} = 7{1=—).

Haciendo n tender a infinito, obtenemos 0 > +, lo cual es una contradicciéon. Con-

cluimos entonces que X, es normal. U

Una pregunta pertinente es si existe alguna relacién entre los conceptos de cono
normal, regular y fuertemente regular. Resulta que fuertemente regular implica regular y

regular a su vez implica normal tal como se establece en el siguiente teorema.

Teorema 2.7. Sea X, un cono en un espacio de Banach X. Si X, es completamente

reqular entonces es reqular y st Xy es reqular entonces es normal.
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Demostracion:
Supongamos que X no es normal. Entonces existen sucesiones (x,), (y,) en X tales que

para cada n € N se tiene

0<zn <yn v [lznll > 2"yn]-

Sean
T U
ol T 20wl
Tenemos que
Tn, Yn
0< 2, < < = v,.
T2yl T 2wl

Ademas
(e o) o 1
Sl =305 =1
n=1 n=1

Por lo tanto, existe v € X tal que > 7 v, = v. Definimos una sucesién (w,) como

U1+ Uy + ..+ Vo, st n=2m, meN

v+ V2 F .+ Vo F 2ome1 ST n=2m+1, meN.

Vemos que
wy <wg <wy < ... <.

Es decir, la sucesién es creciente y acotada superiormente en orden. Ademas ||w,| < 2,

por lo que la sucesion también es acotada. Sin embargo como

Hw2m+1 - w2m|| = HZ2m+1H =1

la sucesiéon no es de Cauchy, y por consiguiente no es convergente. Concluimos entonces

X, no es regular ni completamente regular.

Resta probar que si X es completamente regular, entonces es regular. Supongamos
que X, es completamente regular. Por lo que acabamos de probar X es normal. Tomemos
una sucesion (z,,) creciente y acotada superiormente en orden por y. Probaremos que (z,,)

converge.

Al ser la sucesién creciente y acotada superiormente en orden por ¥, tenemos que

0<y—z,<y—z, neN.
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Por la normalidad teneos que
[y — znll < Nlly — 4]

donde N es la constante normal.

Debido a lo anterior
2ol < Ny — 21| + |lyll-

Esto nos dice que la sucesion es acotada y al ser X, completamente regular, debe ser

convergente. 0

Los siguientes ejemplos nos muestran que completamente regular es estrictamente

mas fuerte que regular y este a su vez estrictamente mas fuerte que normal.

Ejemplo 2.3. (Cono Normal que no es Regular)

Consideremos X = C|0, 1] con la norma uniforme y sea

Xe={zeX: z(t)>0,te01]}.
FEs facil ver que X, es un cono en X. Como
r<y & xz(t) <y(t), Vi e[0,1]

vemos que x <y = ||z|| < ||ly||. Por lo tanto por el teorema 2.6, X, es normal. Sin em-
bargo, si consideramos x,(t) = 1—t", n € N, t € [0,1] tenemos que x,(t) < x,11(t), Vn €
N, t € [0,1]. Por lo tanto x, < x,41, Yn € N; es decir, tenemos una sucesion creciente en
X. Ademds, 1 —t" <1, Vt € [0,1]. Es decir Vn € N, z, <y, donde y(t) =1, Vt € [0, 1].
Asi que (x,) es una sucesion creciente y acotada superiormente en orden que no converge

en X ya que x,(t) no es uniformemente convergente sobre [0, 1].

Ejemplo 2.4. (Cono Regular que no es Completamente Regular)

Consideremos X = ¢y = {& = (x,) C R : x,, = 0}, con la norma ||z| = sup, |z,|.

Sea
X ={re€c:2,>0, neN}.

Se verifica sin dificultad que Xy es un cono en X. Probaremos que X es reqular.
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Consideremos una sucesion (ZL‘(m)) en X creciente y acotada superiormente en orden

pory € X. Como param € N, 2™ € X yy € X, tenemos que
2™ = (™) o v = (un)
donde y,, — 0 y para m fijo 2™ = 0. Como z(™ <zt <y m € N, entonces
gD Mo e Xy y—2™ e X, meN.

De aqui que
Vn,m €N, z(™ < zmt) <)

Para n fijo la sucesion (m%m))meN es creciente y acotada superiormente por y, en R. Por
lo tanto
J2f €R tal que lim 2™ =z,
m—r0o0
Sea x* = (z7). Entonces de
) <™ < gr <y, m,neN (2.1)
y del hecho de que
lim 2 = 1im y, =0
n—oo n—oo
conclurmos que lim,,_,o, x) = 0. Por lo tanto =* € cy.
Sea e >0 yng €N tal que
2] <€, |ynl <€, n>ng (2.2)

Entonces de 2.1 y 2.2 se sigue que
—e<zW <zl™ <2* <y, <e n>ng, meN,

Por lo tanto
|zt <€, |25 <€, n>ng, meN (2.3)

Elegimos my € N tal que

2" — 23| <& m>mo, n=1,2,...,ng (2.4)

Entonces de 2.3 y 2.4, tenemos

|2 — 2% || = sup |2 —zX| < sup |2 — 2|+ sup [2™]+ sup |2%| < 3e, m > my.
n n=1,2,...,ng n>ng n>ng
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Por lo tanto '™ — x* y X, es reqular.
Ahora probaremos que X, no es completamente reqular.

Sea z(M = (zém m € N donde

))nEN’

0 st n>m

Se comprueba facilmente que lim,, ng) =0, m € N. Por lo tanto 2™ € ¢y, m € N.

Notemos que para m € N
Hz(m)H =1y 2! <D< <M<

Es decir (z(m)) es una sucesion en X creciente y acotada. Sin embargo, como Hz(m“) —
2| =1, la sucesion (z(m)) no es de Cauchy y por lo tanto no converge en X . Concluimos

entonces que X, no es completamente reqular.

Dados los ejemplos anteriores, surge la pregunta: ; Bajo qué condiciones los conceptos
de completamente regular, regular y normal, coinciden? El siguiente teorema, el cual
presentamos sin demostracion, dan respuesta a dicha cuestién. El lector interesado en la

demostracién puede consultar [8] de la bibliografia.

Teorema 2.8. Sea X, un cono ordenado en un espacio de Banach X. Si X es débilmente
secuencialmente completo, entonces son equivalentes:

1. X, es normal.

2. X, es reqular.

3. Xy es completamente regular.

Observacion 2.3. Todo espacio de Banach reflexivo es débilmente secuencialmente com-

pleto, asi que el teorema previo se cumple también si X es reflexivo.
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CAPIiTULO 3

INTEGRACION EN ESPACIOS DE BANACH

Si bien parte del objetivo de nuestro trabajo es estudiar teoremas de convergencia
mondétona para la integral de Henstock-Kurzweil, en el presente capitulo, ademas de dicha
integral, presentamos la integral de MacShane por estar estrechamente relacionada con la
integral de Henstock-Kurzweil. Empezaremos definiendo una serie de conceptos que nos
permitiran definir dichas integrales, para posteriormente pasar a desarrollar algunas de
sus propiedades y criterios que nos garantizan integrabilidad. La teoria de integracién de
Henstock-Kurzweil la desarrollaremos en espacios de Banach, asi que en lo sucesivo X
denotard un espacio de Banach, I = [a1, b1] X [ag,bs] X ... X [am, bn] € R™ un intervalo

compacto en R™, equipado con la medida de Lebesgue pu.

Para el lector interesado en un estudio sistematico de la integral de Henstock-
Kurzweil en el caso de funciones real valuadas se recomienda [1], [20], [14] y [7] de la

bibliografia. Para un estudio de integracién en espacios de Banach puede consultarse [18].

3.1 SISTEMAS, PARTICIONES Y CALIBRADORES

Sea I C R™ un intervalo compacto dado.

Un par (x,J) donde z € R™ y J es un intervalo compacto de R™ es llamado un

intervalo marcado; a x se le llama la marca de J.

Dos intervalos compactos J, L C R™ son llamados no traslapados, si intJ NintL = ().

Una coleccién finita {(x;, ;) : ¢ = 1,2...p} de intervalos marcados, no traslapados a

pares, es llamada un M-Sistema en [, si [; C I, parai=1,2,...,p.

Un M-Sistema en I, {(z;,[;) :i=1,...,p} parael cual x; € I;, i = 1,...,p es llamado

un K-Sistema en /.
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e Un M-Sistema en I, {(z;, ;) : i =1,...,p} es llamado una M-Particién del intervalo
I'sil=U, 1.
e Un K-Sistema en I, {(z;,[;) :i=1,...,p} es llamado una K-Particién del intervalo

Isil=U", L

Un calibrador sobre I es cualquier funcién positiva definida en I, 6 : I — (0, +00).

Dado un calibrador § sobre I, un intervalo marcado (z,J) se dice que es J-Fino si
J C B(xz,d(x)).

e Los M-Sistemas, K-Sistemas o M-Particiones, K-Particiones son llamados d-finos si

todos los intervalos marcados (z;, I;), ¢ = 1,...,p son d-finos respecto al calibrador
0.
Como notacién, si P = {(z;,[;) :i=1,...,p} es una M-Particién o K-Particién de

I'y f: I — X es una funcién dada, denotaremos por S(f, P) a la siguiente suma:

S(f, 1) = Z f (o) (L)

Nuestro primer resultado de este capitulo fue descubierto por el matematico P. Cousin
y publicado en 1895 en Acta Matematica [5]. Su utilidad para nosotros radica en que

prueba que la integral de Henstock-Kurzweil esta bien definida.
Lema 3.1. Dado un calibrador 6 : I — (0, +00), existe una K-Particion d-fina de I.
Demostracion.

Consideraremos R™ con la norma del méximo ||| - |||, (recordar que en R™ todas las

normas son equivalentes) donde

|z |||l=méx{|z; |:i=1,...,p}, z=(21,...,Tm)
Procederemos por contradiccién suponiendo que I = [ay, b1] X ... X [am, by,] no tiene una
K-Particién d-fina. Para cada k € {1,...,m}, dividimos [ay, by] en [ay,, 252%] y [2E b, ],

de tal modo que I es una unién de 2™ intervalos no traslapados a pares en R™. Como
I no tiene una K-Particién d-fina, entonces, alguno de los 2™ intervalos mencionados
antes, no tiene una K-Particién d-fina; llamemos a dicho subintervalo I;. Procediendo del
mismo modo, obtenemos una sucesion (1,,)7°; de subintervalos de I tal que las siguientes

condiciones se cumplen para todon € N :
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(1) ]n+1 C Iy;
(ii) I, no tiene una K-Particién d-fina;

(iil) méx{[|[t —s || t,se L= |lb—alll, a=(ar,...,am), b= (br,...,bn).

Por (i) y (i14) se sigue que (., I, = {to}. Como (ty) > 0, podemos elegir N € N
tal que 5i ||| b—a |||< 6(to), pero entonces, al tener ¢y € Iy, se sigue que Iy C B(to, 6(to))
y de aqui tenemos que {(to, In)} es una K-Particién J-fina de Iy, lo cual contradice (ii).

Concluimos por lo tanto que existe una K-Particion J-fina de I. 0

Con este resultado y los conceptos introducidos previamente, estamos listos para

definir las integrales de McShane y Henstock-Kurzweil.

3.2 DEFINICION DE LAS INTEGRALES DE MCSHANE Y
HENSTOCK-KURZWEIL

La integral de Henstock-Kurzweil es también conocida como la Integral Generalizada
de Riemann o la Integral Completa de Riemann. Para entrar en contexto, en primer lugar
presentaremos una de las formas equivalentes de definir la integral de Riemann y para tal
fin recordemos en primera instancia que si J = [a1, b1] X ... X [y, by es un intervalo com-
pacto de R™ llamamos anchura de J al nimero A(J) = max {by — a1, by — ag, ..., by — am },
y que si P = {(z;, ;) :i=1,...,p} es una K-Particién del intervalo compacto I C R™,

llamamos norma de P al nimero || P |[|= max{A([;) : i =1,...,p}.

Definicién 3.1. Una funcion acotada f : I C R™ — R se dice Riemann Integrable

sobre el intervalo compacto I, si existe un numero L € R con la siguiente propiedad:

Para cada € > 0, existe 6 > 0, tal que si P = {(x;, ;) :i=1,...,p} es una K-

Particion del intervalo I con || P ||< § entonces
|S(f,P)—L| <e.

St tal numero L existe, decimos que es la Integral de Riemann de la funcion f sobre el

intervalo I y se denota como
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L:(R)/If.

La integral de Henstock-Kurzweil consiste en un refinamiento de la integral de Rie-

mann. Se trata de hacer que § deje de ser una constante y pase a ser una variable (un
calibrador). Este pequefio cambio en apariencia insignificante, hace que la condicién de
integrabilidad sea mucho mas laxa, lo que permite ampliar la clase de funciones que son

integrables y da lugar a una teoria de integracién mucho més poderosa.

Sin mas preambulo, pasemos a definir en primer lugar la integral de MacShane y

enseguida la integral de Henstock-Kurzweil.

Definicién 3.2. Sea I un intervalo compacto en R™, X un espacio de Banach y f :
I — X una funcion dada. Decimos que f es McShane Integrable sobre el intervalo 1

st existe un vector x en el espacio de Banach X con la siguiente propiedad:

Para cada € > 0, eziste un calibrador § : I —» (0,00) en I tal que si {(t;, ;) : i =

1,2... ,p} es una M-Particion 6-Fina de I, entonces

< €.

> f(tou(r) —

El vector x se representa por (M) f] f y se le llama la Integral de McShane de f sobre I.

El conjunto de todas las funciones McShane integrables sobre I se denota por M(I).

Definicién 3.3. Sea I un intervalo compacto en R™, X un espacio de Banach y f :
I — X una funcion dada. Decimos que f es Henstock-Kurzweil Integrable sobre el
intervalo 1 (por brevedad, HK-Integrable sobre 1) si existe un vector x en el espacio de

Banach X con la siguiente propiedad:

Para cada € > 0, existe un calibrador 6 : I — (0,+00), tal que si {(ti,[i) D=

1,2... ,p} es una K-Particion 6-Fina de I entonces

p

> ftu(l) —

i=1

< €.

El vector = se representa por (HK) f]f y se le llama la Integral de Henstock-
Kurzweil de f sobre I. El conjunto de todas las funciones HK-Integrables sobre I se
denotard por HK(I).
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Observacién 3.1. Inicialmente J. Kurzweil definio su integral para funciones con valores
reales (véase [13]); posteriormente Cao [3] extiende la definicion de esta integral para
el caso de funciones que toman wvalores en un espacio de Banach. Se le llama integral
de Henstock-Kurzweil debido a que R. Henstock realizé aportaciones tmportantes a esta
integral. Otros nombres que usualmente se usan son “Integral en el sentido de Kurzweil”,
o “K-Integral”.

Si £ C I, launcion f: I — X se dice Integrable sobre el conjunto F, si la
funcién fxg : I — X es integrable sobre I y se define [ el = Il ; fxe. Este concepto se
aplica a ambas integrales.

Notese que al ser toda K-Particion una M-Particién, tenemos que toda funcién
McShane integrable es HK-Integrable y (M) [, f = (HK) [, f.

3.3 PROPIEDADES DE LA INTEGRAL DE
HENSTOCK-KURZWEIL

Nuestro primer resultado nos dice que la Integral de Henstock-Kurzweil de una

funcién es unica.

Teorema 3.1. Sea f: I — X una funcion dada. Si f € HK(I) entonces (HK) [, f es

unica.

Demostracion.
Supongamos que xg, r1 € X son integrales de Henstock-Kurzweil de f sobre el intervalo
I y sea ¢ > 0. Por definiciéon existen calibradores &g, 6; en I tales que si P y () son

K-Particiones de I, dp-Fina y d;-Fina respectivamente, entonces

€ €
|S(f, P) — o < R 1S(f,Q) — || < 3

Sea § : I — (0,+00) dada por 6(z) = min{dyp(x), d1(z)} y L una K-Particién de I,

0-Fina. Entonces L es dp-Fina y ¢;-Fina y tenemos

€

2

= €.

0 < lao — a1]| < |Jwo — S(F L[| + || S(F, L) — 2| < §+

Como € es arbitrario, concluimos que ||zg — z1|| = 0 y de aqui que xy = z;. O
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Como cabria esperar, toda funcién Riemann Integrable sera Henstock-Kurzweil Inte-
grable y sus integrales coinciden, tal como establece el siguiente teorema. Dicho resultado
no debe de sorprender en lo mas minimo, ya que la integral de Riemann es un caso par-

ticular de la integral de Henstock-Kurzweil al considerar un calibrador constante.

Teorema 3.2. Sea I un intervalo compacto en R™ y f : I — R una funcion dada. Si
f € R(I) entonces f € HK(I). Ademds

(R)/Ifz(HK)/If-

Sea € > 0. Por hipdétesis, existe dp > 0 tal que si P es K-Particién de I con ||P|| < do,

Demostracién.

entonces
HS(f, p) - (R)/fH <e
I
Definimos un calibrador § sobre I como §(z) = % para cada z € I. Sea Q =
{(ti, L)y:i=1,... ,p} una K-Particién é-Fina de I. Recordemos que lo anterior significa
que parai=1,...,p, I; € B(t;,d(t;)). Tomemos ahora un subintervalo cualquiera I} de

la particién y x, y € I;. Tenemos que

d | 0o
o=yl < llo = tull + s — ol < 2+ 2 = 5y,

Lo anterior nos muestra que [|Q| < &y, de donde se sigue entonces que || S(f,Q) —

(R) [, fll < e Porlotanto f € HK(I) y (HK) [, f = (R) [, f- O

El siguiente ejemplo muestra que la inclusién R(1) C HK(I) es propia.

Ejemplo 3.1. Sea Q el conjunto de los nimeros racionales y definamos una funcion
f:0,1] — R como

1 si z€]0,1]NQ
fx) =
0 si x¢]0,1]NQ.

Afirmamos que f € HK([0,1])\R([0,1]). Para verlo, sea (r,)5>, una enumeracion
de [0,1] N Q y € > 0. Definimos un calibrador ¢ sobre [0, 1] como
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€
2n+1

st x =1, para algun n € N
o(x) =
1 st z € [0,1\Q.

Si P es una K-Particion §-Fina de [0, 1], entonces

| S(f,P)—0]| = Z f)(v—u) Z f(t)(v—u)

(t,|u,v])eP (t,|u,v])eP
te@m[o 1] t€[0,1\Q
S
(t,[u,v])eP
teQm[O 1]

> €
<Zﬁ
k=1

=
Como € > 0 es arbitrario, concluimos que f € HK([0,1]) y (HK) f[o 1 f=0

Para ver que f ¢ R([0,1]) procedemos por contradiccion suponiendo que f € R([0,1]).
Como f € R([0,1]) € HK([0,1]) y (HK) f[0,1]f = 0,tenemos que (R) [, f = 0. Luego,

para € = 1 existe un calibrador constante 6, sobre [0, 1] tal que

|S(f,P1)‘ <1

para cada K-Particion Py de [0,1] que sea §1-Fina. Si q es un entero positivo tal que

g~ < &1, entonces

P2 = {((k)l — 1)(]_1, [(]{31 — 1)q_17k31q_1]) . ]{31 = 1, e ,q}

es una K-Particion 6;-Fina de [0,1]. Se tiene la contradiccion:

1> S(f,P) = Z ~1)g ') =1

k=1

Un resultado elemental de la teoria de integracién de Lebesgue establece que si
una funcién de valores reales es cero casi en todas partes en un subconjunto medible de
los reales, entonces dicha funcién es Lebesgue integrable sobre el conjunto y su integral

vale cero. Lo anterior sigue siendo vélido para la integral de McShane de una funcién
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que toma valores en un espacio de Banach. Como toda funcién McShane integrable es
Henstock-Kurzweil integrable y el valor de las integrales coincide, lo mismo se cumple

para la integral de Henstock-Kurzweil.

Teorema 3.3. Sea f : I — X una funcion dada. St f = 0 casi en todas partes en I,
entonces f es McShane integrable sobre I y (M) f[ f=0.

Demostracion.
Seae>0y E={xel: f(x)#0}. Para cada n € N definimos

E,={zeE:n—-1<|f(x)] <n}.

Noétese que sin #m, E, NE, =0y que UX | E, = E.

Por hipétesis tenemos que p(E) = 0y como E,, C E, entonces también p(E,) =0

para cada n € N. De lo anterior, para cada n € N, existe G,, abierto tal que

E, C —

Sit e FE, entonces t € E, para algin n € Ny como FE, C G, existe una bola con centro

en t contenida en (,,. Podemos entonces definir un calibrador d en I como:
dt)=1sitel—FE vy sitekFE, definimos §(t) tal que B(t,d(t)) C Gy.

Sea ahora P = {(t;,1;) : i =1,...,r} una M-Particién é-Fina de I. Queremos probar que
I Ft) ()] < e

En la suma anterior, solo nos interesan los t; tales que t; € E, puessi t; ¢ E entonces

f(t;) = 0. Definimos entonces para n € N

P, = {(tz,ll) eP:.tc En}

Noétese que P, N P, =0, si n # m, y que U2, P, C P. Tenemos entonces que

Zf(ti)ﬂ<]i)zz > )

n=1 (ti,Ii)ePn
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por lo que

Y s

n=1 t I[)EP

<Z > IFE)

n=1 (¢;,I;,)EP,

Ahora, si (t;,1;) € P, entonces t; € E, y entonces ||f(t;)|| < n. Ademds I; C
B(t;,d(t;)) € Gy, por lo que p(1;) < pu(Gr) < —5=. De lo anterior tenemos que

Z > lF)

n=1 (t;,,I;)EP,

SSNID B Z

n=1 (t;,I;)€P,

que es lo que se queria demostrar. O

Corolario 3.1. Si f : I — X es cero casi en todas partes en I, entonces f es Henstock-
Kurzweil integrable sobre I y (HK) [, f =0

El siguiente resultado nos dice que el conjunto de las funciones Henstock-Kurzweil

integrables tiene estructura de espacio vectorial.

Teorema 3.4. Sean f, g : I — X Henstock-Kurzweil integrables sobre I y ¢ € R.

Entonces:

1. ¢f es Henstock-Kurzweil integrable sobre I y (HK) f[ cf =c(HK) f]f

2. f + g es Henstock-Kurzweil integrable sobre I y (HK) [,(f +g) = (HK) [, f +
(HE) [, 9

Demostracién.

1. Si ¢ = 0 el resultado es claro. Supongamos entonces que ¢ # 0 y sea € > 0. Por

hipétesis existe un calibrador § sobre I tal que si {(t;,;) : i=1,2,...,} es K-
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Particién 0-Fina de I entonces

€
< —

el

> fwlt) — () [ 1

Como Y., cf(ti)u(L;) = ¢ i, f(t;)u(I;) tenemos que

r

> (e (et — ofHK) [ fH _ |

i=1

’<€.

> fntt) = (1K) [ 1

2. Sea € > 0. Por hipdtesis existen calibradores d; y d, sobre I, tales que si P es

K-Particién 6;-Fina de I y @ es K-Particién do-Fina de I entonces:
€ €
Istrp) ) 1] < v st - @) [of <5,
I I

Sea ahora d : I — (0, +00) un calibrador sobre I definido por 6(t) = min {d,(t), d2(¢)}.

Vemos entonces que si R es K-Particion de I que es d-Fina, entonces R es 6;-Fina

' _

y 0o-Fina, por lo que tenemos:

S () + g(t)] ) — (HK) / f — (HK) / g

(ti7[i)ER

€
< ‘<——|——=e.

> gtun) - (HK) [g

(ti,LL')ER I

> ftou) - (HK>/1fH 4

(ti,Ii)GR

Corolario 3.2. Sean f, g : I — X con [ Henstock-Kurzweil integrable sobre I. Si f = g

casi en todas partes en I entonces g es Henstock-Kurzweil integrable sobre I y

1K) [ o= 5 [ 1

Demostracion.
Sea h = g — f. Entonces h = 0 casi en todas partes en [ y por el Teorema 3.3, h es
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Henstock-Kurzweil integrable sobre I con (HK) [, h = 0. Ahora, aplicando el resultado

previo tenemos que g = h + f es Henstock-Kurzweil integrable sobre [ y ademas:

Jo=[wen=[n+[1=]s

U

El siguiente resultado nos da un criterio de integrabilidad para la integral de Henstock-
Kurzweil que es el dnalogo al criterio de integrabilidad de Cauchy para la integral de Rie-
mann. Este resultado tdmbien es conocido como el criterio de Cauchy en el presente

contexto y es particularmente 1til en los casos en que el valor de la integral es desconocido.

Teorema 3.5. Una funcion f : I — X es Henstock-Kurzweil integrable sobre I si y
solo si para todo € > 0, eziste un calibrador 6 : I — (0,+00) tal que para todas las
K-Particiones 0-Finas de I, {(t;,1;) i =1,...,p} y{(sj,J;) : 5 =1,...,1} se cumple:

< €.

- Zf(sj)M(Jj)

Demostracion.
(=) Supongamos que f es Henstock-Kurzweil integrable sobre I y sea € > 0. Por defini-
cién existe § : I — (0, +00), tal que si {(¢;, ;) : i =1,...,p} es una K-Particién J-Fina

de I, entonces tenemos:

(HK)

N)Im

Por lo tanto, si {(¢;, ;) : i =1,...,p} v {(s;,J;) : 7 =1,...,r} son K-Particiones
0-Finas de I, entonces:

<

- Zf(Sj)u(Jj)

2 2

) | fH H HK)/If—ilf(Sj)u(

Jj)‘<£+f<e.

(«=) Por Hipétesis, para todo k € N existe un calibrador é; : I — (0, +00) tal
que para todo par de K-Particiones 0-Finas de I, {(¢;,[;) : i =1,... ,p} yA{(s;,J;): j=
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1,...,7} se cumple:
p r
1
L) = fs)ulgy)| < 1
i=1 j=1
Podemos asumir que §; > 9o > ... > J, > ... ya que de no ser asi podemos

reemplazarlas por min{d; }, min{d, do}, min{dy, d2, d3} . .. respectivamente. Para todo k €
N tomamos una K-Particion Py, d,-Fina de I. Notemos que si j > k entonces 6; < Jy,
& < e Sii,j > ko
entonces 0; < dg, vy 0; < i, ¥ entonces P; y P; son dy,-Finas y de aqui que:

y entonces P; es 0p-Fina. Sea € > 0, entonces existe kg € N tal que

Hs(f,l%) ~ S(f, )

<1
— €.
ko

De lo anterior concluimos que (S (f, Pk))zozl es sucesion de Cauchy en X. Siendo X

espacio de Banach, existe xo € X tal que:

lim S(f, P.) = xo.
k—ro0

Tenemos que para k fijoy j > k:

| =

|20 = 5(f, Po)| = Jm [|5(f, B) — S(f Bo)|| <

Probaremos que la integral de Henstock-Kurzweil de f sobre I es zy. Sea ¢ > 0y
n € N tal que % < €. Tomamos el calibrador 9,, sobre I y vemos que si P es K-Particién

0,-Fina, entonces :

IS(f:P) = ol < |S(F, P) = S(fs o) + [|S(f: P) = 0| <

O

Cerramos esta seccion con dos propiedades mas de la integral de Henstock-Kurzweil.
La primer propiedad nos dice que si f es Henstock-Kurzweil integrable sobre un intervalo
compacto, entonces lo sera sobre cualquier subintervalo compacto, mientras que la segunda
establece que si I = J U K es un intervalo compacto, donde J y K son intervalos tales
que f € HK(J)NHK(K) entonces f € HK(I).
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Teorema 3.6. Si f : I — X es Henstock-Kurzweil integrable sobre I y J C I es un

intervalo compacto, entonces [ es Henstock-Kurzweil integrable sobre J.

Demostracién.
Sea ¢ > 0. Como f es Henstock-Kurzweil integrable sobre I, entonces por el criterio
de Cauchy, existe un calibrador 6 : I — (0,400) tal que si {(t;,;) : i = 1,...,p} ¥y

{(sj,J;) - j=1,...r} son dos K-Particiones J-Finas de I, entonces :

p

> ftopl) - Z f(s5)nJ;)

=1

< €.

Sean ahora {(7;, K;) : i = 1,...,q} y {(0;,L;) : 7 =1,...,s} dos K-Particiones
d-Finas de J. Notemos que I\ J puede ser expresado como una unién finita de intervalos

contenidos en I, digamos que :

INJ=NUN,U...UN,.

De cada uno de los intervalos Ny, N, ..., N; tomamos una K-Particién J-Fina M; =

{(pl(i), Ml(i)) :l=1,...,t;} parai=1,..., k. Vemos entonces que :

{(ri, K;) - i=1,...,q} U (U M;) y {(6j,L;): j=1,...,s}U (UF_ M)

son K-Particiones ¢-Finas de I. Luego, tenemos :

H (Z fauE) + 31 ) - (Z Fopu(zy) + X Fo ) H _

j=1 .l

S

Z f(m)pu(Ki) — Z floj)u(Ly)

J=1

< €.

Concluimos por el criterio de Cauchy que f es Henstock-Kurzweil integrable sobre
J. O

Si consideramos una fucncion f : [a,b] C R — X que es HK-integrable sobre [a, b],
entonces el teorema previo nos dice que para cada t € [a, b la integral (HK) fj f existe,
lo cual nos permite definir una funcién F' : [a,b] C R — X como F(t) = (HK) fat f. Esta

funcién es conocida como la HK-integral indefinida de f.
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Teorema 3.7. Sean J, K intervalos compactos en R™ tales que J U K es un intervalo
en R™. Si f: JUK — X es tal que f es Henstock-Kurzweil integrable sobre J y K,
entonces f es Henstock-Kurzweil integrable sobre JU K. Ademds, si los intervalos J y K

son no traslapados, se tiene :

HK) [ f=(HE) / [+ (HE) /K I3

JUK

Demostracion.
Solo probaremos el caso en que J y K son no traslapados. Sean entonces J y K intervalos
compactos no traslapados. Entonces F' = J N K es la cara comtn de ambos intervalos en
R™. Sea € > 0. Como f es Henstock-Kurzweil integrable sobre J y K, existen calibradores
01 y 09 sobre J y K respectivamente, tales que para toda K-Particiéon 6;-Fina de J,
P=A(t;,J;): 7=1,...,p}, tenemos:

Istrp) - i) [ 5] <

y para toda K-Particién d,-Fina de K, @ = {(s;, K;): j=1,..., ¢} tenemos:

€
< z.

7 =3

Istr.@ - amo |

K

Noétese que sit € (J\ F)U (K \ F), entonces t ¢ F, y como F' es cerrado entonces
dist(t, F') > 0. Para tales t tomamos 0,(t) tal que 0 < d,(t) < dist(t, F'). Podemos entonces

definir un calibrador § sobre J U K como:

[ min{s,(t),8,()} si teJ\F

0(t) = ¢ min{d;(t),0(t)} si teF

| min{da(t),0.(t)} si te K\F.

Sea R = {(t;,1;) : i = 1,...,r} una K-Particién §-Fina de J U K. Notemos que
si LNF # 0yt ¢ F entonces, para ¢ € I; N F tenemos que t; # ¢ y entonces como
c e I; C B(t;,0(t;)) tenemos:
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lo cual es una contradiccién, pues recordemos que dist(t;, F') = if{d(t;,z) :

r € F}.

Concluimos entonces que si I; N F # (), entonces t; € F.

Consideremos ahora los intervalos marcados (t;, ;) € R tales que I; N F # (). En-
tonces, (t;, I;NJ) es 6;-Fino y (t;, I; N K) es do-Fino. Ademds, para tales (;, I;), tenemos:

El sistema de intervalos marcados {(¢;, I;) € R: t; € J\F}U{(t;, ;NJ) :

() (1)

fE)p((LnJ)u(;NK))
fFE) I ) + (LN K) = p(L;0 F)]
f)u(LnJ) + ft)u(liN K) (3.1)

LNF # 0}

es K-Particién d;-Fina de J, mientras que el sistema de intervalos marcados {(¢;, ;) € R :

tie K\FYU{(t, ;N K):

que:

r

=1
trLEJ\F

T

>

=1
t,€J\F

lo que muestra que (HK) [, . f =

> fltiul

tiEF

+Zf

tEF

tiEF

L) + Z ftp(l) +

I;NF # 0} es K-Particién d»-Fina de K y tenemos entonces

(HK) /f HK fH

T

Z ft)pl) —

=1
tl'EK\F

) [ - (HK)/KfH -

r

p(LNT)+p(LNK)] + Z f(t;

tZ F

—(HK) /f HK fH

+Zf w(I; N J) — (HK) fH

tlEF

Z 1) - k) |

(HK) [, f + (HK) [ic f. O
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3.4 EL. LEMA DE SAKS-HENSTOCK

En la presente seccién demostraremos el Lema de Saks-Henstock y resultados re-
lacionados que consisten en otras formas de presentar dicho lema. Aunque en primera
instancia el lema no parece decir nada relevante, es sin duda uno de los resultados mas
importantes de la teoria de integracion Henstock-Kurzweil. Nosotros lo utilizaremos en el

siguiente capitulo para demostrar teoremas de convergencia mondétona.

La integrabilidad de Henstock-Kurzweil de una funcion f sobre el intervalo I requie-
re que dado € > 0 exista un calibrador § sobre I tal que si {(¢;,[;) : i =1...,p} es una
K-Particién 6-Fina de I entonces el valor de la integral se encuentra a una distancia de
la suma de Riemann menor que €. El lema de Saks-Henstock esencialmente afirma que el
mismo grado de aproximacién es valido para la diferencia entre cualquier subconjunto de
términos de esta suma de Riemann y la suma de integrales de f sobre los correspondientes

subintervalos.

Observacion 3.2. Aunque Henstock en [12] atribuye este resultado a S. Saks, su uso en

la integracion es mérito de él.

Lema 3.2. Sea f : I CR™ — X Henstock-Kurzweil integrable sobre I. Para cada € > 0,
existe un calibrador 0 sobre I tal que si M = {(t;, M;): i=1,...,q} es K-Sistema 0-Fino

de I, entonces

q

Z{f(tim(M» - [ f}

=1

<e

Demostracion.
Sea € > 0. Como f es Henstock-Kurzweil integrable sobre I, existe un calibrador ¢ sobre

I tal que si @ es K-Particién d-Fina de I, entonces

N J(@)uld) — (HK) / fH —e

(=, J)€Q

Sea M = {(ti, M;):i=1,... ,q} un K-Sistema é-Fino de I. Elegimos intervalos
no traslapados Ji, ..., J, tales que Ule Ji =1\ UL, intM;.
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Sean > 0. Como f € HK(I) y J; es un subintervalo de I, i = 1,..., k, entonces
feHK(J;),i=1,...,kyexisten, para i = 1,...,k, calibradores 9; sobre J;, tales que

si K; es K-Particién §;-Fina de J;, entonces

> F@)u(L) ~ (HK) / | fH <2

(xaL)EKi

Como 6;,72=1,...,k y d son calibradores sobre J;, por el Lema de Cousin, podemos

tomar una K-Particién de J; que sea min{J,J;}-Fina. Denotemos dicha particién por

Q; = {(t(i) Q(.i)) CJ = 1,...,m}, 1 =1,...,k. Entonces Q = M U [U::1Qi] es K-

Jj %y

Particion o-Fina de I. Nétese que

k

S(f,Q) = S(f, M)+ > S(f.Qi)

i=1
Y que

(HK)/Ifzg(HK)/Mng(HK)/Ji 12

Por lo tanto, tenemos

q k

S S (M) = S(f, M) = S(£,Q) - 3 S(/.Q)

i=1 i=1

Zj:(HK) /Mifz(HK)/If—é(HK)/J f

A

De lo anterior, tenemos finalmente que

Z{f(ti)u(Mi) - [ f}”

i=1

> ftu(i) - Y oK) [
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= ‘ {s<f, Q) — isu,@i)} - {(HK)/If - §<HK> f,f}
{S(f,@) —~ (HK)/If} = {;{S(ﬁ@) — (HK) /J f}}‘

k

3 [S(f, @) - ) | | f] H

=1

5(/.Q) - (HK) /I f

< HS(ﬁQ) - (HK)/IfH " f

(.00 - ) [ | fH
<6+/€%=€+77

Haciendo 7 tender a cero obtenemos <e U

{f(t»u(Mn ~ (HK) [, f}

Observacion 3.3. El lema previo es conocido como la version débil del lema de Saks-
Henstock. El prorimo lema, el cual estd planteado para funciones con valores reales, se
conoce como la version fuerte del lema de Saks-Henstock. La version fuerte del lema no
se cumple para funciones con valores en un espacio de Banach arbitrario, sin embargo,
como demostramos al final de la seccion, se cumple bajo la hipotesis de que el espacio de

Banach X es de dimension finita.

Lema 3.3. Sea f: I CR™ — R Henstock-Kurzweil integrable sobre I. Para cada € > 0,

existe un calibrador 6 sobre I, tal que si P es K-Sistema d-Fino de I, entonces

Z‘f HK/f‘<e

(t,.J)eP

Demostracion.
Seae>0y P={(t;,1;): i=1,...,q} un K-Sistema de I. Definimos

Pt = {(ti,ll-) € P f(t)u(l;) — (HK) /[‘f > 0}
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y
P~ =P\ P*.
Entonces
(ti, ;) € PT = ‘f(ti)ﬂ([i) - (HK)/I [ = ft)u(l;) — (HK) /I f
y

(ti, ;) € P~ = ‘f(ti):u(li) - (HK)/I f

. (f(tiw» - [ f)-

Ahora, por el lema anterior, existe un calibrador ¢ sobre I, tal que si ) es K-Sistema

de I é-Fino, entonces

€

<€<
-3 2

S {F(n() — (HK) / 1

(t,J)eq

Sea P entonces un K-Sistema -Fino de I. Tenemos

> |rwutn-a) [

(t,J)eP J

1= 3 Jromen—am [ e 32 frem-amg /1

(t,J)eP+ J)epP— J

_ <f(t),u(J)— (HK)/Jf) (f(t)u(J)—(HK)/Jf)

(t,J)eP~

(F(H)u(T) — (HK) / /)

J

+

(S0)(I) — (HE) f)'

(t,J)eP+
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O

Cabe mencionar en este punto que el lema anterior es lo que usualmente se presenta
como Lema de Saks-Henstock por muchos autores (es la version fuerte, valido solo pa-
ra funciones real valuadas) y que existen formas distintas de presentarlo usadas algunas
veces en la literatura. Ver por ejemplo [3] de la bibliografia. En realidad nosotros solo
haremos uso en el proximo capitulo del Lema 3.2 para probar los teoremas de convergen-
cia mondtona. Sin embargo, con la intenciéon de que la exposicion sea lo mas completa
posible, la versién que nosotros presentamos del Lema de Saks-Henstock (Version fuerte)
sera en el caso en que la funcién toma valores en un espacio de Banach X de dimension

finita. Para tal fin, necesitamos desarrollar atn algunos resultados adicionales.

Proposiciéon 3.1. Sea f : I C R™ — R"™ Henstock-Kurzweil integrable sobre I. Si
f="1-, fa) y (HK) flf = (x1,...,2,), entonces, para i = 1,...,n, f; es Henstock-
Kurzweil integrable sobre I y ademds (HK) [, f; = ;.

Demostracion.

Sea € > 0 y 0 calibrador sobre I tal que si P es K-Particion 6-Fina de I entonces

N F(tu()) — (HK) / fH —e

(t,J)eP

Si P={(t;,J;): i=1,...,r} es K-Particién é-Fina de I, entonces

€ >

iﬁ;fwuo - [ 4]

i=1 =1

> ij(ti)u(Ji) — x| paraj =1,...,n.
i—1
Por lo tanto, concluimos que para j = 1,...,n, f; es Henstock-Kurzweil integrable
sobre I y que (HK) [, f; = ;. -
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Lema 3.4. Sea f : I C R™ — R" Henstock-Kurzweil integrable sobre I. Para cada

e > 0, existe un calibrador § sobre I, tal que si P es K-Sistema 6-Fino de I, entonces

S (£ @u()) - (HK) / fl <

(t,J)eP
Demostracion.
Aqui, consideraremos a R™ con la norma || (x1,...,x,) ||=|x1 | +...+ | 2, | . Sea e >0
y hagamos f = (f1,..., fa), fI f = (xi1,...,2,). Por la proposicién anterior, sabemos que
fl fi = x;, para i = 1,...,n. Por lo tanto, existen calibradores §; sobre I, i = 1,... n,

tales que si P es K-Particién d;-Fina de I entonces

> ) —ai <~

(t,J)eP

Sea § = min{d,...,0,} y P, K-Particién de I ¢-Fina. Entonces P es ¢;-Fina para

1=1,...,n y tenemos

Hf(t)u(J) - ) | fH — (AORD) = 1, FalO) =22 |

=l LOp)) =z |+ [ faOplS) =2 |

Entonces

2.

(t,J)eP

() - ) [ fH = Y A —m 4t | ) 2
4 (

t,J)eP (t,J)eP

Lema 3.5. Sea f: 1 C R™ — X Henstock-Kurzweil integrable sobre I, donde X es un
espacio de Banach de dimension finita n. Si T : X — R" es isomorfismo y g =T o f,
entonces g es Henstock-Kurzweil integrable sobre I y fI g= T(f[ f).
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Demostracion.
Como T es isomorfismo entre X y R", existen constantes positivas k y K tales que para

cada x € X, se tiene

klle < Tz < K|z].

Sea € > 0 y 0 calibrador sobre I, tal que si P es K-Particion 6-Fina de I, entonces

S () - (HK) / <<

(t,J)epP I

Como

1 Y sout) - @) [ 1] H

(t,J)eP 1

3 1)) - T((HK> / f) H

~| = stouen -1 () [1)| <] ¥ sou - om0 [ 1] <
(t,J)EP y (t,J)EP I
tenemos el resultado deseado. O

Lema 3.6. (de Saks-Henstock) Sea [ : 1 C R™ — X Henstock-Kurzweil integrable
sobre I, donde X es un espacio de Banach de dimension finita. Para cada € > 0, existe

un calibrador 6 sobre I, tal que si P es K-Sistema 6-Fino de I, entonces

f

< €.

2

(t,J)EP

F(t)u()) - (HK) /

J

Demostracion.
Sea n = dim X. Entonces X es isomorfo a R". Sea T : X — R”" isomorfismo y g =
T o f. Por el lema anterior, g es Henstock-Kurzweil integrable sobre I, con (HK) [ 9=
T((HK) f] f). Sean k y K constantes positivas tales que para cada x € X, se tiene
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kel <[[Tef< Kz].

Sea € > 0. Por el Lema 3.4 aplicado a g, existe un calibrador ¢ sobre I, tal que si P

es K-Sistema d-Fino de I, entonces

2.

(t,J)eP

g(t)p(J) — (HK) / g

J

‘<€k.

Entonces

k‘Hf(t)u(J) - (1K) [ 1

‘ < HT[f(t)u(J) - (HK)[,f} H

- Hg@)w) - o) [

o
J

Por lo tanto

1 1
S rouen @ [ 1] <3 3 Jotonen - a0 [ of < o=
(t,J)eP J (t,J)eP J
que es lo que se queria demostrar. O

Observacion 3.4. Si bien en [18] se enuncia el Lema 3.6, solo se demuestra para es-
pacios de Banach de dimension 1. En la revision bibliogrdifica que hemos realizado no
encontramos una prueba para el caso de dimension n. Los resultados previos al Lema 3.6,
es decir, de la proposicion 3.1 al lema 3.5, asi como sus demostraciones son de nuestra
autoria.

El dltimo resultado muestra que si X es de dimension finita, entonces la HK-integral
cumple ambas versiones del Lema de Saks-Henstock (débil y fuerte, ver la observacién 3.3).
Lo anterior nos lleva a cuestionarnos si este hecho caracteriza a los espacios de Banach

de dimensién finita; la respuesta es afirmativa, tal como lo demuestra Solodov en [19].
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3.5 TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO

Una de las principales caracteristicas de la integral de Henstock-Kurzweil es su
capacidad para integrar toda derivada, es decir si f € HK([a,b],X) entonces f' €
HK([a,b],X) y (HK) f[a,b] f' = f(b) — f(a), algo que como es bien sabido, no cum-
plen la integral de Riemann ni la de Lebesgue. En la presente seccién presentamos la
demostracion del teorema fundamental del calculo para la integral de Henstock-Kurzweil.
La prueba sigue la demostracién dada por Swartz en [20] para funciones real valuadas.
Nosotros la hemos adaptado para funciones con valores en un espacio de Banach. En lo

que sigue [a, b] denotara un intervalo cerrado de los nimeros reales.

En el contexto de los espacios de Banach existen diferentes conceptos de diferenciabi-
lidad, tales como la derivada de Fréchet, la derivada de Gateaux, entre otros; sin embargo,
el concepto de diferenciabilidad que utilizaremos serd el de derivada fuerte (derivada de

Fréchet), el cual en el contexto real coincide con el concepto de derivada clésica.
Definicién 3.4. Una funcion f : [a,b] — X es fuertemente diferenciable en tq, €

[a,b] siy sdlo si existe x € X tal que

lim

h—0

f(to+h) — f(to)
h

_g;H:o.

Si tal x existe, es unico y lo denotaremos por x = f'(ty) y la denominaremos la
derivada fuerte de f en ty; ademds, sila derivada fuerte eziste para cadat € [a,b] entonces

diremos que f es fuertemente diferenciable en |a,b).

Pasamos ahora a demostrar el teorema fundamental del calculo para la integral de

Henstock-Kurzweil, pero antes requerimos del siguiente resultado.

Lema 3.7. (Straddle) Sea f : [a,b] — X fuertemente diferenciable en un punto t €
la,b]. Dado € > 0 existe 6.(t) > 0 tal que si u,v € [a,b] satisfacen

t—0:(t) <u<t<v<t+0(t)

entonces

1f(v) = fu) = F(O) (0 = u)l| < e(v—u).
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Demostracion:
Por la definicién de la derivada fuerte f’(¢) en el punto t € [a,b], dado € > 0 existe
de(t) > 0 tal que si 0 < |z —t| < 6(), z € [a,b], entonces

<e€

de aqui se sigue que
1f(z) = f(t) = f()(z = )| < e[z =1

para todo z € [a,b] tal que |z — t| < 6.(t). En particular, si elegimos u < ¢t < v con
u,v € [t — dc(t),t + 6.(t)], entonces tenemos que v —¢ > 0y t —u > 0. Restando y

sumando el término f(t) — f'(t)t, tenemos que
1f (v) = f () = f1(#) (v — )]

= [Ilf () = f(t) = f@O) (v = )] = [f(w) = f(t) = f'(t)(u— )]
< f(w) = f(&) = F ()@ = Ol + 1 () = f(2) = f()(w— 1)
<e€v—1t)F+e(t—u)=elv—u).

Por lo tanto || f(v) — f(u) — f'(t)(v — u)|| < e(v —u) 0.

Teorema 3.8. (Teorema Fundamental del Cdlculo) Si la funcion f : [a,b] — X

es fuertemente diferenciable en [a,b], entonces f' es Henstock-Kurzweil integrable sobre
[a, 0] y

b
HE) [ = 10) - f(0)
Demostracion:

Sea € > (. Para cada t € [a, b], existe por el lema previo, () > 0 tal quesiu <t <wvy
[u,v] C [a,b] N (t —d(t),t + 0()) entonces

1f(v) = fu) = FO) (0 —u)] <

Tenemos entonces definido un calibrador ¢ : [a,b] — (0,00). Si {(t;, ;) : @
0,...,n} es K-Particién 0-Fina de [a, b], entonces t; € I; = [z, x41] C (t;—9(t:), ti+6(L;))

y tenemos

an_l f/(ti)(il?wrl —x;) — [f(b) — f(a)}H _
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Lo anterior prueba que f' € HK ([a,b], X) y que (HK) fab 1= f(b) = f(a) O
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CAPITULO 4

TEOREMAS DE CONVERGENCIA
MONOTONA

Si se tiene una sucesién de funciones reales (f,), integrables en algin sentido, y que
converge a una funcién f, a cualquier teorema del tipo lim [ fn = | ;lim f,, se le suele
llamar “Teorema de Convergencia”. Es bien sabido que si las funciones f,, son Riemann
integrables, la funcién limite puede no serlo, y atin y cuando lo fuere, su integral de Rie-
mann puede no ser el limite de la sucesién de integrales ( /, I fn) En [1] se pueden encontrar
ejemplos de estos hechos. Una condicién suficiente para garantizar que la funcién limite
sea Riemann integrable es considerar la convergencia uniforme de la sucesién, algo que
es muy restrictivo. La principal ventaja de la integral de Lebesgue sobre la de Riemann
es que los teoremas de convergencia se cumplen bajo condiciones muy generales, siendo
el Teorema de Convergencia Mondétona y el Teorema de Convergencia Dominada los mas
celebres en este sentido. En el presente capitulo mostramos que teoremas del mismo tipo
se cumplen para la integral de Henstock-Kurzweil y mas atin, pues presentamos un teore-
ma de convergencia que no involucra la relaciéon de orden de los reales, algo que sera muy
provechoso al considerar el caso de funciones que toman valores en un espacio de Banach,

pues dichos espacios no tienen un orden natural.

Los comentarios previos nos muestran que la integral de Henstock-Kurzweil goza de
las mismas ventajas que tiene la integral de Lebesgue sobre la de Riemann, con el anadido
de que su formulacién conserva la simpleza que posee la integral de Riemann. Iniciamos
el capitulo presentando teoremas de convergencia para la integral de Henstock-Kurzweil
en el caso en que las funciones involucradas son de valores reales. Posteriormente pasamos
a generalizar dichos teoremas al caso en que las funciones toman valores en un espacio
de Banach. Dichos teoremas son de la autoria de Heikkild y pueden encontrarse en [9].
Teoremas del mismo tipo para funciones Henstock-Lebesgue integrables, que no fueron

incluidos en nuestro estudio, pueden encontrarse en [10].
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4.1 TEOREMAS DE CONVERGENCIA PARA FUNCIONES
REAL VALUADAS

Los teoremas que presentamos en esta seccién son meramente con fines comparativos
al caso en que las funciones toman valores en un espacio de Banach. Por tal motivo
omitimos las demostraciones de los resultados, remitiendo al lector interesado en ellas a
consultar [20], [7], [16] y [1] de la bibliografia.

4.1.1 TEOREMA DE CONVERGENCIA MONOTONA

En lo que sigue I = [a, b] denotard un intervalo compacto de los reales y H K ([a, b], R)

el espacio de la funciones Henstock-Kurzweil integrables definidas en [ y con valores en R.

En 1906 el matematico italiano Beppo Levi formula el importante teorema de conver-
gencia mondtona para la integral de Lebesgue. El siguiente resultado es una generalizacion

del mismo.

Teorema 4.1. (de Convergencia Mondtona) Sea (f,) una sucesion mondtona en
HK([a,b],R) que converge puntualmente casi en todas partes en [a,b] a la funcion f.
f € HK([a,b],R) siy sdlo si la sucesion (HK) [, f,) es acotada en R; en este caso

lfim (HK) / fo = (HK) / lim f,

4.1.2 TEOREMA DE CONVERGENCIA DOMINADA

Teorema 4.2. (de Convergencia Dominada) Sea (f,) una sucesion en HK ([a,b],R)
que converge puntualmente a la funcion f en [a,b]. Si existen funciones g+ € HK ([a,b], R)
tales que

g—(t) < fu(t) < g4+(t) para casi todat € [a,b], n € N

entonces [ € HK ([a,b],R) y

lim (HK) /1 fo = (HK) /I lfm f,.

n—o0 n—oo
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4.1.3 TEOREMA DE EQUI-INTEGRABILIDAD

Los teoremas de Convergencia Mondénotona y Convergencia Dominada prsentados
anteriormente, hacen uso del orden usual de los ntimeros reales, y de entrada, carecen
de sentido en el caso en que las funciones involucradas toman valores en un espacio
de Banach X. El proximo resultado que presentamos, a diferencia de los previos, no
hace uso de la relacién de orden en R, lo cual es importante al considerar funciones con
valores vectoriales. Dicho resultado hace uso del concepto de equi-integrabilidad, el
cual definimos en primera instancia. Esencialmente dicho concepto tiene que ver con una
coleccion de funciones HK-integrables y tales que para cada ¢ > 0 existe un calibrador o
que satisface los requerimientos de la definicién de la HK-integral para cada funcion en
la coleccion. Otro nombre que se le da al teorema de equi-integrbilidad es “Teorema de

Convergencia Uniforme”, tal como lo hace Swartz en [20].
Definicién 4.1. Una coleccion § C HK ([a,b],R) es equi-integrable sobre [a,b] si y sdlo

si para cada € > 0 existe un calibrador ¢ sobre |a,b] tal que si P es cualquier K-Particion
d—Fina de [a,b] y f € § entonces

< €.

> Feulh) - (HK) / ’

I

Teorema 4.3. (de Equi-integrabilidad) Si (f,) C HK([a,b],R) es una sucesion equi-
integrable sobre |a,b] que converge puntalmente a la funcién f en |a,b], entonces f es

Henstock-Kurzweil integrable sobre |a,b] y

lim (HK) /1 fo = (HK) /I lfm f,.

n—o0 n—oo

En [16], McLeod prueba que el Teorema de Convergencia Monétona y el Teorema
de Covergencia Dominada son consecuencias del Teorema de Equi-integrabilidad; Gordon

por su parte demuestra en [6] el mismo hecho usando resultados de Teoria de la Medida.
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4.2 TEOREMAS DE CONVERGENCIA MONOTONA PARA
FUNCIONES VECTOR-VALUADAS

En la presente seccion establecemos los correspondientes teoremas de convergencia

para la integral de Henstock-Kurzweil andlogos a los que se tiene para el caso real.

Los teoeremas de convergencia monoénotana y convergencia dominada presentados
en la seccion previa, hacen uso de la realcion de orden usual en los reales, por tal motivo
no pueden ser extendidos sin més al caso de funciones que toman valores en un espacio
de Banach X, dado que en general en dichos espacios no se cuenta con una estructura de
orden. Es en este punto que entrara en juego la teoria de conos desarrollada en el capitulo
2. Asi pues, en lo sucesivo consideraremos espacios de Banach X ordenados por un cono

ordenado X .

[a, b] serd un intervalo cerrado y acotado de los reales y H K ([a,b], X) el conjunto
de todas las funciones HK-integrables definidas en [a,b] y con valores en el espacio de
Banach ordenado X.

Si identificamos a dos funciones en H K ([a, b], X') que son iguales casi en todas partes
de [a, b], podemos definir un orden parcial en H K ([a,b], X) via el cono ordenado X del

siguiente modo.

Definicién 4.2. Si f,g € HK ([a,b], X), decimos que f < g si y sdlo si f(x) < g(x) para

casi toda x € [a,b).

Ahora que disponemos de un orden parcial en H K ([a,b], X) cobra sentido hablar

de sucesiones mondétonas en dicho espacio.

Definicién 4.3. Sea (f,) una sucesion en HK ([a,b], X).Decimos que:

1. La sucesion (f,) es creciente, si para cadan € N, f, < fui1.
2. La sucesion (f,) es decreciente, si para cadan € N, f,11 < f,.

3. La sucesion (f,) es mondtona si es o bien creciente o bien decreciente.

Dada una sucesion (f,,) en HK ([a,b], X), para cada x € [a,b] tenemos la sucesién

(fn(x)) en X que puede estar acotada en orden o en norma. Para nosotros sera de interes
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el caso en que (f,) esté acotada puntualmente en norma casi en todas partes de acuerdo

a la siguiente definicion.

Definicién 4.4. Sea (f,) una sucesion en HK ([a,b], X). Se dice que la sucesion (f,) es
puntualmente acotada casi en todas partes, sisup, || fu.(x) ||< 0o, para casi toda

x en [a,b].

Para el caso de funciones reales f, g es bien sabido que si f < g, entonces se puede
integrar en ambos lados y se conserva la desigualdad. El siguiente resultado, el cual juega
un papel relevante en la teoria de las funciones Henstock-Kurzweil integrables en espacios

de Banach ordenados, nos dice que lo mismo se cumple en el presente contexto.

Lema 4.1. Si f, g € HK([a, b],X) y f < g, entonces, para cada J, subintervalo cerrado

de |a,b], se tiene

1K) [ £< 1) [ o

Demostracion:
Sea h = g — f y supongamos que f(z) < g(z) para cada z de [a,b]. Entonces h(z) € X,
para cada x en [a, b]. Como f y g son HK-Integrables sobre [a, b], entonces, por el Teorema
3.4, h es HK-Integrable sobre [a, b]. Sea J = ¢, d] un subintervalo cerrado de [a, b]. Como

h es HK-Integrable sobre [a, b], entonces lo es también sobre J (Teorema 3.6).

Por la definicién de la integral de Henstock-Kurzweil, para cada n € N, existen
calibradores 9,, sobre .J y particiones {(t§”>,1§”)) ci=1,...,p,} de J que son §,-Finas

(Lema de Cousin), tales que

Pn
1
> ulr) - (HK) [ n] <
i=1 I n
Sea y, = >.’", h(tl(-n))p(li(")), n € N. Notese que para cadan € N, y, € X, y

tenemos

1
< —.
n

Jm) [ =,

Por lo tanto y, — (HK) [, h, y como X es cerrado, concluimos que (HK) [, h €
X,.
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Finalmente, si f(z) < g(x) para x € [a,b] \ A, donde A C [a,b] es de medida
cero, entonces (g — f)xac = g — f para casi toda x en [a,b] ¥y (g — f)x% € X4 para
cada x € [a,b]. Tenemos entonces que (g — f)xac es HK-Integrable sobre J y por lo
probado antes (HK) [,(g— f) = (HK) [,(g— f)xa- € X4, de donde se obtiene el resultado
deseado. 0

4.2.1 PRIMER TEOREMA DE CONVERGENCIA MONOTONA

En la presente subseccion presentamos el primer teorema de convergencia monoto-
na que puede considerarse una generalizacion del teorema 4.1 para el caso de funciones
vector-valuadas. Con la finalidad de facilitar la lectura del primer teorema de convergencia

mondtona presentamos previamente algunos lemas que seran usados en la demostracion.

El siguiente resultado, aunque es elemental y consecuencia de los conceptos previos,

es de nuestra autoria.

Lema 4.2. Si (f,) es sucesion en HK([CL, b],X), creciente y puntualmente acotada casi

en todas partes, entonces, para casi toda x € |a, b, (fn(x)) es creciente y acotada.

Demostracion:
Como f, < fui1, n € N, entonces existe A,, C [a,b] con u(A,) = 0, tal que para cada
z € [a,b]\ Ay, fu(z) < for1(z), n € N. Como también (f,) es puntualmente acotada casi
en todas partes, existe entonces B C [a, b], con u(B) = 0, tal que para cada x € [a, b \ B,
existe M, > 0 que cumple || f,(z) [|[< M,, n € N.

Sea F' = |J A,,. Tenemos por la subaditividad de u, que p(F) =0, y si x € [a,b] \ F,
entonces f,(z) < fni1(z), para cada n € N. Sea ahora A = F'U B, entonces u(A) =0y
iz € [a,b]\ A, entonces para n € N, fo(2) < funa(x) ¥ || fule) [I< M,. .

Lema 4.3. Sea X un espacio de Banach ordenado por un cono completamente regular
Xi. Si(fn,) € HK([a,b],X) es una sucesion mondtona y acotada puntualmente casi en

todas partes, entonces

lim f, ()

n—oo

existe para casi toda x € [a, b].

Demostracion:
Supongamos que la sucesion es creciente. Como la sucesién es puntualmente acotada

casi en todas partes, por el Lema 4.2, para casi toda = € [a,b], (f.(x)) es creciente y
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acotada. Como X es completamente regular, entonces lim,_,, f,(x) existe para casi
toda x € [a, )] O

Lema 4.4. Sea X un espacio de Banach ordenado por un cono completamente regular
Xi. 8 (fn) € HK([a,b], X) es una sucesion mondtona, acotada puntualmente casi en
todas partes, y la sucesion de integrales (HK) f[a 0 fn estd acotada, entonces para cada

[c, d] subintervalo cerrado de [a,b]

Im (HK) | f.

n—oo [C,d}

existe.

Demostracién:
Supongamos que ( f,,) es creciente. Si I = [c, d] es un subintervalo cerrado de [a, b], tenemos
para cada n € N que

0< (K) [(f,— ) < (110 [

T [a,c]

(fa— f1) + (HK) /

[c,d]

(fa— fi) + (HK) / o= 1)

[d.b]

~ (HK) /[ (£

Como X es completamente regular, entonces es normal, y tenemos por la desigual-
dad anterior que

[CSYITES

<N [ (-

[a,]

donde N > 1 es la constante de normalidad.

De la desigualdad anterior tenemos que

| [ 1,

< H(HK>/If1

< H(HK)/Ifl +H<HK)/I(f”_f1)

+N|uw) [,

[a,b]

o) [ p

[a,b]
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Como por hipétesis, la sucesion de integrales (HK) f[a b fn es acotada, se desprende
de la desigualdad anterior que la sucesién de integrales (HK) [ 7 fn, también es acotada.
Como ademés f,, < fo41, n € N, tenemos por el Lema 4.1 que (HK) [, f, < (HK) [} fos1.

Se sigue entonces que la sucesién (HK) [, ; fn es creciente y acotada. Al ser el cono

X, completamente regular, concluimos que lim,,_,(HK) [; f, existe. O

Teorema 4.4. (Primer Teorema de Convergencia Mondtona, Heikkild, [9])

Sea X un espacio de Banach ordenado por un cono completamente reqular X, (f,) una
sucesion en (HK) ([a, b},X), mondtona y puntualmente acotada casi en todas partes. Si la
sucesion de integrales (HK) f[a,b] fn, estd acotada, entonces, existe [ € HK([a, b],X) tal
que f(x) =1im, oo fu(z), para casi toda x € |a,b] y lim,,_,. (HK) f[a’b} fn = (HK) f[a’b} .

Demostraciéon:

Supongamos que la sucesién (f,,) es creciente. Denotemos por Z, la coleccién de todos los
subintervalos cerrados de [a,b] y hagamos F,(I) = (HK) [, fo, I € Z. Por el lema 4.4
podemos definir F': 7 — X como

F(I)= lim F,(I), (4.1)
n—o0
F' es una funcién de intervalos, que por las propiedades de la integral, resulta ser aditiva.

Sea € > 0 dado. Como X, es completamente regular, entonces por el teorema 2.7

X, es normal y existe N > 1 tal que
si0 <z <y = |[[z] <Nyl

Como lim,,_,, F,[a,b] = Fla,b], podemos elegir n. € N tal que

€

sin > n. entonces || Fla, b] — F,[a,b]|| < N

(4.2)

Por el lema 3.2, para cada n € N, existe un calibrador §,, sobre [a,b], tal que si
D ={(z;,1;): i=1,...,p} es K-Sistema 0,-Fino de [a, b], entonces

Por el lema 4.3 sabemos que lim, ., f,(z) existe para casi toda x € [a,b]. Sea

S {hul@n() = F(1)}| < (4.3)

(2

€
on’

A =A{z € [a,b] : f.(x) diverge}. Tenemos que, para casi toda = € [a,b], faoxac = fn
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Y [aXae converge para cada x € [a,b]. Ademés (HK) f[a o foXae = (HK) f[a y fn- Por lo
tanto, podemos suponer que la sucesién (f,,), converge para cada = € [a, b].

Sea f: [a,b] — X, definida por

f(z) = lm f,(z), x € [a,].

n—oo

Para cada z € [a, ] fijo, podemos entonces elegir n(z) € N, tal que

sin > n(x) entonces Hf(x) - fn(x)H <e. (4.4)

Definimos a continuacién un calibrador § sobre [a, b] como

0(2) = Omaxfn(z),n} (T), = € [a,b]. (4.5)

Sea D = {(z;,J;) : i=1,...,p} una K-Particién §-Fina de [a,b]. Parai=1,...,p
y n; = Max {n(xl), ne}, tenemos

flx)p(fi) = F(J;) = (4.6)
(f(ai) = f (@) (i) + fo, () u(J5) — Foi (i) + Fo (i) — F(J5).

Si denotamos por k = min;{n;}, m = max;{n;} y sumamos ambos lados de la
igualdad anterior sobre las ¢ = 1,..., p, obtenemos

Z [f<x1>M<Jz) - F(Jz)] = (4.7)

7

> (fl@) = @) ulT) + DD (sl (i) = Fu (i) + Z (Fo(Ji) = F ().

A n==k n;=n

Noétese que, como la sucesion (f,,) es creciente y n; > n,, entonces f,, > fn.y
entonces Fy,(J;) > F,_(J;). Por lo tanto

F(J;) = Fo,(J;) < F(J;) — Fo (J;).
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Sumando la desigualdad anterior sobre ¢ = 1,...,p y usando el hecho de que F' es

aditiva, obtenemos

0< Z (F(Jz) — Fn(Jz)) < Z (F(Jz) - Fn(Jz)) Fla,b] — F, [a,b].

Usando la normalidad del cono, la desigualdad anterior y la ecuacion 4.2, obtenemos

que

< NHF a,b] — Fne[a7b]H <e (4.8)

Ahora, si n es tal que £ < n < m y n; = n, entonces {(xl, JZ)} es un K-Sistema
de [a, b] que es 0;-Fino, pues como D es é-Fino, entonce J; C B(q:i, 5(@)), donde §(z;) =

Por lo tanto, de la ecuacion 4.3 tenemos

Y (fuilwn( L) = Fo( )

n;=n

Se sigue entonces de 4.4, 4.7, 4.8 y 4.9 que

— Fla,b)|| = ) (f(z:)u(L) —F(Jz))H

i

< St i+ SIS Gateanin - 20|

n;=n

+Z‘ Fo(J)) — F(J,)

Se(b—a)—l—zzin—l—e<€(b—a)+26+6:e((b—a)+3).
n=~k

Lo anterior prueba que f es Henstock-Kurzweil integrable sobre [a, b] y que (HK) f[a o
Fla,b]. Ademés

lim (HK) [ f, = lim Fyfa,b] = Fla,b] = (HK) / f

n—o0 [a,b} n—oo [a,b]
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Finalmente, si la sucesion (f,,) es decreciente, puntualmente acotada casi en todas
partes y la sucesién de integrales (HK) f[a’b] fn es acotada, entonces la sucesion (—f,) es
creciente, puntualmente acotada casi en todas partes y la sucesién de integrales (HK) f[a,b] (—fn)
es acotada. Aplicando lo que acabamos de probar, vemos que el resultado también se cum-

ple en este caso. 0

Ejemplo 4.1. (Heikkild, [9]) Consideremos el espacio

1
lQ(N X N) = {Z’ = (.Ti’j);?;:o c Ty S R7 (Z ‘$i,j|2> < OO}

,j=0

1
2
equipado con la norma ||x|s = (2;)3:0 |x”|2> :

El conjunto X, = {x = (%i5)%=0 : Tij =0, (4,5) € Nx N} es un cono ordenado
normal en l;(N x N). Como (I,(N x N), || - ||2) es reflezivo, entonces es débilmente se-
cuencialmente completo (véase [17], pdg.251) y por el teorema 2.8, X, es completamente

reqular.

El cono X, induce sobre l3(N x N) el orden puntual

T = (Tij)i5—0 <Y = Wij)ig=o Sty solo siz;j <y;; para todo (i,j) € NxX N

Las funciones caracteristicas e;; de los conjuntos unipuntuales {(i,j)} en N x N

forman una base ortonormal para ly(N x N). Definimos funciones g; : [0,1] — lo(N x N),

1 € N, por
(0)25_g si t=0
go(t) =
(g (2t cos() + Fsin()))55— si ¢ € (0,1]
y
e, L<t<d4s i=12...,5=0,...,2-1
gi(t) =

0 en otro caso.
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Las funciones f, : [0,1] — (N x N), n € N, definidas por

Zgl €[0,1], neN

forman una sucesion creciente de funciones HK-integrables. Ademds

H(HK) / %
[0,1]

72 cos(1)
6

2

<1, paran=1,2,....
2

H (HK) /01]ng ds

Por lo tanto la sucesion de integrales (HK) f[O,I] fn es acotada. La sucesion (f,) es
también puntualmente acotada casi en todas partes. Por el teorema previo 4.4, existe una
funcion HK-integrable fo : [0,1] — [o(N X N) tal que fo(s) = lim, o fn(s) para casi toda
s € [a,b] y lim, o (HK) f[O,l} fn=(HK) f[o,l] fo-

4.2.2 SEGUNDO TEOREMA DE CONVERGENCIA MONOTONA

En el teorema 4.2 se asume que la sucesién (f,,) converge puntualmente a una funcién
f en [a,b]. En el teorema que presentamos a continuacién no se asume lo anterior, pero

se pide que la sucesién (f,,) sea monétona.

Teorema 4.5. (Seqgundo Teorema de Convergencia Mondtona, Heikkild, [9])
Sea X un espacio de Banach ordenado por un cono reqular X, (f,,) una sucesion mondto-
na en HK([a,b],X) y f, 9 € HK([a,b], X) tales que, para cada n € N, f < f, < g.
Entonces, existe una funcion h € HK ([a,b], X), tal que h(x) = lim,_,o fn(2), para casi
toda x € |a,b] y lim,_, . (HK) f[a,b] fn = (HK) f[a,b] h.

Demostracion:
Por las hipétesis dadas y el lema 4.1, tenemos que, para cada subintervalo cerrado I de

a,b|, la sucesién de integrales (HK) [, f,,, es mondtona y
I
1K) [ £< 0K) [ <00) [ nen
I I I
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Como el cono X es regular, entonces la sucesién de integrales (HK) || ; Jn converge,
y como la sucesién ( fn($)) es mondtona y acotada en orden para casi toda z € [a,b],
entonces lim,,_,, fn(z) existe para casi toda x € [a,b]. A partir de aqui, el resto de la

prueba es exactamente la misma que la del Teorema anterior. [l

Cerraremos el capitulo presentando la version del Teorema de Equi-integrabilidad

(Teorema 4.3) para el caso de funciones vector valuadas.

4.2.3 TEOREMA DE EQUI-INTEGRABILIDAD

El concepto de una familia equi-integrable de funciones se formula de la misma
forma que en la definicion 4.1, simplemente se reemplaza el valor absoltuto por la norma
del espacio X. Para la comidad del lector, enunciamos la definicién correspondiente al

caso de funciones vector-valuadas.
Definicién 4.5. Una coleccion § C HK ([a,b], X) es equi-integrable sobre [a,b] siy sdlo

si para cada € > 0 existe un calibrador ¢ sobre |a,b] tal que si P es cualquier K-Particion
d-Fina de [a,b] y f € F entonces

<€

> sttt - (HE) [ 1

El teorema de equi-integrabilidad 4.3, al no hacer uso de la relacion de orden usual
de los niimeros reales, puede ser formulado sin mas al caso de funciones que toman valores
en un espacio de Banach. Dicho toerema se sigue cumpliendo para el caso de funciones
McShane integrables (ver [18], donde ademds se pueden encontrar criterios que garantizan

que una famila de funciones sea equi-integrable).

Teorema 4.6. (de Equi-integrabilidad, Schwabik,[18]) Si (f,) C HK (|a,b], X) es una
sucesion equi-integrable sobre [a,b] que converge puntualmente a la funcion f en [a,b],

entonces f es Henstoc-Kurzweil integrable sobre [a,b] y

lm (HE) [ f, = (HK) / lim £,

n—oo [a,b} [a,b} n—o0

Demostracién:

Probaremos primero que lim,,_,,(H K) f[a . fn existe.
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Sea € > 0y d un calibrador sobre [a, b] que cumple los requerimientos de la definicién
de equi-integrabilidad para la sucesion (f;,).

Para cada n € N tenemos

€

<
4

> fultutr) — () |

[a,b

Jo
]

para toda K-Particién {(¢;, ;) : i = 1,...,p} de [a,b] que sea J-Fina.

Fijemos la particién o-Fina {(¢;, ;) : i = 1,...,p} de [a,b]. Como la sucesién (f,)

converge puntualmente a f tenemos que
p
lim Zl Faltp(ls) = 3 f(t:)n(h)

Sea Ny € N tal que si n > Ny entonces

| 2 futtntry = 3 fnth)|| < |
Tenemos entonces que
tiu(l) — (HK n
> sien(t) - )/Mf

para n > Nj.

De lo anterior tenemos que si n, m > Ny entonces

H(HK> fu — (HE) / i

[a,b]

[a,b]

Homero Alejandro Escamilla Rocha



CAPITULO 4. TEOREMAS DE CONVERGENCIA MONOTONA 67

— (HK) /[a,b] fn

lo cual muestra que la sucesiéon ((H K) f[a ) fn> es de Cauchy en X. Por lo tanto,

al ser X de Banach, debemos tener que el siguiente limite existe

im (HK) [ fo=z€X. (4.10)

n—oo [a,b]

Ahora probaremos que f es HK-integrable sobre [a, b] y que lim,,_,.(HK) f[a . fn =
(HK) f[

ab]

Sea € > 0y J el calibrador sobre [a, ] tal que, para cada n € N, se cumple que: si
{(t;, ;) i =1,...,p} es K-Particién d-Fina de [a, b] entonces

(HK) fn
[a,b]

Por (4.10), existe N € N tal que, para n > N se tiene

€
< .

H(HK) fon—x 3

[a,b]

Sea {(t;,I;) :i=1,...,p} K-Particién -Fina de [a, b]. Como (f,,) converge puntual-

mente a f, existe ny > N tal que

<€
3.

DIEAOICARD SRS

Por lo tanto, tenemos
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p
IS st — (HE) /[ o | EE [ ] <
i=1 a,b ab
Concluimos que f es HK-integrable sobre [a, b] y que
(HK) [ f=xz=1lim(HK) [ f.
[a,b] nree [a,b]
O
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CAPITULO 5

APLICACIONES

La integral de Henstock-Kurzweil a sido utilizada en estudios recientes como tutil
herramienta para la solucién de problemas diversos. Por ejemplo en [21], Talvila la utiliza
para dar una forma modificada del Teorema de Taylor y estimar el residuo; en [4], Chew
emplea la integral de Henstock-Kurzweil para tratar el problema de existencia y unicidad
de soluciones al problema de Cauchy para una ecuacién diferencial parcial cuasi lineal
de primer orden, encontrando mejoras sustanciales a resultados clasicos que emplean la
integral de Lebesgue. Los resultados clasicos imponen condiciones de diferenciabilidad y
continuidad sobre los coeficientes de las derivadas en la ecuacién. Empleando la integral
de Henstock-Kurzweil, se muestra que dichas condiciones pueden ser relajadas. Por otra
parte en [15], Le6n Velasco utiliza el método de elemento finito para encontrar soluciones
aproximadas a ecuaciones diferenciales. En dicho estudio, se muestra que los métodos
clasicos de aproximacién numérica de integrales, fallan para funciones altamente oscilantes

y se propone una nueva metodologia utilizando la integral de Henstock-Kurzweil.

En este tultimo capitulo, nosotros presentamos dos aplicaciones de la integral de
Henstock-Kurzweil. La primera de ellas, a la teoria de espacios de Banach, caracterizando
a los espacios de Banach de dimensién finita a través de la teoria de integracion. La
segunda, emplea los teoremas de convergencia monétona desarrollados en el capitulo 4

para garantizar la existencia de soluciones a una ecuacion integral.

5.1 APLICACION A LA TEORIA DE ESPACIOS DE BANACH

A finales de 1950 J. Kurzweil y R. Henstock, de manera independiente, proponen dos
teorias de integracion que, en el caso de funciones real valuadas, resultan ser equivalentes.
Para el caso de funciones que toman valores en un espacio de Banach X, las integrales
de Henstock y Kurzweil ya no resultan ser equivalentes; lo son sin embargo si el espacio
de Banch es de dimensién finita. En esta seccion, mostramos que este hecho caracteriza a

los espacios de Banch de dimension finita. Dicho resultado es autoria de Solodov y puede
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encontrarse en [19].

La definicién de la integral de Kurzweil es la que nosotros hemos presentado en el
capitulo 4 y que hemos llamado integral de Henstock-Kurzweil. A continuacion, damos la
definicién de la integral de Henstock para funciones con valores en un espacio de Banach.

En lo sucesivo, [a, b] denotard un intervalo cerrado de los niimeros reales y X a un espacio
de Banch.

Definicién 5.1. Una funcion f : [a,b] — X se dice Henstock integrable sobre [a, b],

si existe una funcion F : [a,b] — X con la siguiente propiedad:

Dado € > 0, existe un calibrador 6 sobre [a,b] tal que si {(z;, [ti-1,t;]) i =1,...,p}

es cualquier K-Particion 0-Fina de [a,b], entonces

p

>

=1

fmm@wﬁﬂm—Fm4w<e

La integral de Henstock de la funcion f sobre el intervalo I = [a,b] se denota por
(H) [, f o por (H) f;f y se define como F(b) — F(a); es decir (H) f;f = F(b) — F(a).

El espacio de las funciones de [a,b] a X que son Henstock integrables, serd denotado
por H([a,b], X).

Observacion 5.1. A la integral de Henstock también se le conoce como “Integral Vara-

cional”, “Integral Fuerte de Henstock-Kurzweil”, o la “Integral HL”.

Como se mencioné antes, las integrales de Henstok y Kurzweil no coinciden para
funciones vector-valuadas, sin embargo, el siguiente resultado nos dice que H ([a,b], X) C
HK([a,b], X).

Teorema 5.1. Si f € H([a,b],X), entonces f € HK ([a,b], X) y el valor de las integrales

coinciden.

Demostracion:
Sea € > 0, como [ es Henstock integrable, existe un calibarador 0 sobre [a,b] tal que si
{(zs, ;) i =1,...,p} es K-Particién 6-Fina de [a, b], entonces

[F@oulL) = F(t) + F(t-a)

< €.

p
i=1
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Sea {(z;,I;) : 1 =1,...,p} una K-Particién -Fina de [a, b]. Entonces

=1

<€

st~ [ =3

() = F(t) + F(ti)

Por lo tanto f es Henstock-Kurzweil integrable (Kurzweil integrable) sobre [a,b] y

(H) f[ayb}f: (HK) f[a,b} g OJ

Observacion 5.2. Los teoremas 3.6 y 3.7 del capitulo 3 siguen siendo vdlidos tanto para
la integral de Henstock como para la integral de McShane. En la demostracion previa se

hizo uso del teorema 3.7 para la integral de Henstock.

Por la observacion previa, al igual que para las funciones Henstock-Kurzweil inte-
grables, podemos definir las integrales indefinidas para las funciones Henstock integrables
y para las McShane integrables como F'(t) = (H) fj fyF(t)=(M) fj f respectivamente,
donde t € [a, b].

Veremos a continuacién que si el espacio de Banach es de dimensién finita entonces

las integrales de Henstock y Henstock-Kurzweil coinciden.

Teorema 5.2. Sea X un espacio de Banach de dimensidon finita. Si f € HK([a,b], X)
entonces f € H([a,b], X).

Demostracion:
Como f € HK([a,b],X) y X es de dimensién finita, entonces por el Lema de Saks-
Henstock 3.6 se tiene que para cada ¢ > 0, existe un calibrador § sobre [a, b] tal que si

{(zs, ;) i =1,...,p} es K-Particién é-Fina de [a, b], entonces

Si hacemos F(t) = (HK) [} f, t € [a,b], vemos que F(t;) — F(t;1) = (HK) [" f.
Por lo tanto f € H([a,b], X) 0.
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Para poder probar que el hecho previo caracteriza a los espacios de Banach de dimen-
sion finita, necesitamos introducir los conceptos de variacién acotada y variacion acotada
generalizada, en sentido restringido, los cuales son bien conocidos en el caso real (vease

por ejemplo [7]).

Definicién 5.2. Sea f : [a,b] — X y P C [a,b]. Definimos la oscilacion de f sobre el

conjunto P como

w(f,P)=sup [[f(t) = f(s)]
t,seP
e Decimos que f es de vartacion acotada en el sentido restringido sobre un
conjunto E C [a,b] (o que f es BV* sobre E), si existe M > 0 tal que la desigualdad

n

Y wlf L)y <M

=1

se cumple para cualquier conjunto de intervalos cerrados no traslapados {I; :i=1,...,n}

con puntos terminales en E.

e Decimos que [ es de variacion acotada generalizada en el sentido restrin-
gido sobre un conjunto E C [a,b] (o que f es BVG* sobre E) si E puede ser expresado

como una union numerable de conjuntos tal que f es BV* sobre cada uno de ellos.

Las demostraciones de los siguientes dos resultados son un tanto técnicas y extensas,
por tal motivo no las presentaremos aqui. Invitamos al lector interesado en las mismas a

que consulta [19] de la bibliografia.

Teorema 5.3. Si f : [a,b] — X es Henstock integrable sobre [a, b] con integral indefinida
F :la,b] — X, entonces F' es BVG* sobre [a,].

Lema 5.1. Sea X un espacio de Banach de dimension infinita. Ezviste una funcion f :

[a,b] — X con las siguientes propiedades:

1. f es McShane integrable sobre |a, b].

2. La integral indefinida de f, F' : [a,b] — X no es una funcion BV G*.
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Por medio de los dos resultados previos, podemos ahora caracterizar a los espacios

de Banach de dimensién finita.

Teorema 5.4. Sea X un espacio de Banach. Las siguientes proposiciones son equivalen-

tes:

1. X es finito dimensional.

2. fe€ HK([a,b], X) si y solo si f € H([a,b], X).

Demostracion:

Que 1. = 2. ya ha sido probado en 5.1 y 5.2. Probaremos ahora que 2. = 1. Si X fuera
infinito dimensional, entonces por el lema 5.1 existe una funcién McShane integrable f :
[a,b] — X cuya integral indefinida no es BV G*. Como toda funcién McShane integrable
es Henstock-Kurzweil integrable (ver capitulo 4), tenemos que f € HK([a,b], X) y por
hipétesis f € H([a,b], X). Pero por el teorema 5.3, la integral indefinida de f debe ser
una funcion BV G*. Esta contradiccién nos muestra que X debe ser de dimension finita.
O

5.2 APLICACION A UNA ECUACION INTEGRAL

Las ecuaciones integrales funcionales de varios tipos aparecen en muchas aplicacio-
nes que surgen en los campos del analisis matematico, andlisis funcional no lineal, fisica
matematica e ingenieria. Una caracteristica interesante de las ecuaciones integrales fun-
cionales es su rol en el estudio de muchos problemas de ecuaciones diferenciales. Varias
técnicas diferentes han sido propuestas para estudiar la existencia de soluciones de ecua-
ciones integrales funcionales en un espacio de funciones apropiado. Aunque todas éstas
técnicas tienen el mismo objetivo, difieren en los espacios de funciones y en los teoremas

de punto fijo a ser aplicados.

Nosotros, en la presente seccién, aplicaremos los teoremas de convergencia monotona
desarrollados en el capitulo 4 para obtener resultados de existencia de soluciones minimas

y/o méximas de la ecuacién integral funcional

b
u(t) = h(t) + (HK)/ f(t,s,u(s),u)ds, t € |a,b (5.1)
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donde h € HK ([a,b], X) y f :]a,b] X [a,b] x X x HK([a,b], X) — X.

5.2.1 PRIMER TEOREMA DE EXISTENCIA

Al igual que en la seccién previa, X denotara un espacio de Banach ordenado y [a, 0]
un intervalo compacto en R.

Definicién 5.3. Decimos que una sucesion ( f,)22, en HK ([a,b], X), puntualmente acota-
da casi en todas partes, es HK-acotada si la sucesion de integrales (HK) fab fn(s)ds, n €
Ny es acotada.

Definicién 5.4. Decimos que u € HK ([a,b], X) es una solucion inferior de 5.1 si

u(t) < h(t) HK/ftsu s),u)ds, p.c.t. t€la,b (5.2)

Si la desigualdad inversa se cumple en 5.2 para casi toda t € |a,b], decimos que u es
una solucion superior de 5.1. Si la igualdad se cumple en 5.2 para casi toda t € [a,b],
decimos que u es una solucion de 5.1

Impondremos las siguientes hipdtesis sobre la funcién f:

(f0) Siw e HK([a,b],X), entonces f(¢t,-,u(-),u) € HK([a,b], X), para todo t € [a,b], y
(HK) [? [ (- 5,u(s),u)ds € HK ([a,], X).

(f1) Siu <wven HK([a,b], X), entonces f(t,-,u(-),u) < f(t,-,v(-),v), paratodat € |a,b].

(f2) Si (u,)32, es una sucesién mondtona en H K ([a,b], X), la cual converge puntual-
mente casi en todas partes a u € HK([a,b], X), entonces f(t,s,un(s),u,) —
f(t,s,u(s),u), para toda t € [a,b] y para casi toda s € [a, b].

(f3) Si (un)32, es una sucesién mondtona en H K ([a, b], X), entonces la sucesién de fun-
ciones (HK) fabf(-, S, Un(s), up)ds, n € Ny es HK-acotada.

A continuacién presentamos nuestro primer resultado de existencia para la ecuacion

integral 5.1.
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Teorema 5.5. (Heikkild, [9]) Asumimos que las hipdtesis (f0)-(f3) son vdlidas, y que el
cono ordenado de X es completamente reqular.

(a) Si 5.1 tiene una solucion inferior u_, entonces las aprorimaciones sucesivas:

Uny1(t) = h(t) + (HK)/ f(t, s,un(s),up)ds, t € [a,b], n € Ny, ug = u_ (5.3)

forman en [u_) = {u € HK([a,b],X) : u_ < u} una sucesion creciente (un)5>, que con-
verge puntualmente casi en todas partes a la minima solucion de 5.1 en [u_).

(b) Si 5.1 tiene una solucion superior uy, entonces las aproximaciones sucesivas:

b
Unt1(t) = h(t) + (HK)/ f(t,s,vn(s),v,)ds, t € la,b], n € Ny, vy = uy (5.4)

forman en (uy] ={u € HK([a,b], X) : u < uy} una sucesion decreciente (v,,)5, que con-

verge puntualmente casi en todas partes a la mdrima solucion de 5.1 en (uy].

Demostracién:
(a) Supongamos que u_ es una solucién inferior de 5.1. Si u,, € HK([a,b], X), por la
hipétesis (f0), (HK) f: f(ys,un(s), u,)ds € HK([a,b], X). Como también h € HK ([a,b], X),

entonces, al ser HK ([a,b], X) un espacio vectorial, concluimos que
b
i1 =+ (HK)/ £, tn(s), wn)ds € HE ([a, 8], X).
Como uy = u_ € HK([a,b], X), se sigue por induccién que u,, € HK ([a,b], X), n € Ny.
Para probar que la sucesién (u,) es creciente, nétese primero que

up(t) = u_(t) < h(t) + (HK)/ f(t, s,u_(s),u_)ds = uy(t).

Si suponemos ahora que u, < u,y1, por la hipétesis (f1), se sigue que:

vt e [CL, b}v f(t7 'aun(')vun) < f(t7 'aun—i-l(')aun—i-l)
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y de aqui, por el lema 4.1, tenemos:

b b
Yt € [a,b], / f(t,s,un(s),un)dsg/ Ft, 8, una1(8), Unyr)ds.

Concluimos entonces, después de sumar h(t) a ambos miembros de la desigualdad ante-
rior, que Vt € [a,b], un41(t) < unia(?).
Por lo tanto, se tiene por induccién que V¢ € [a,b], n € No, u,(t) < upi1(%).

Asi pues (u,)5%, es efectivamente una sucesién creciente en [u_).

Como (uy) es mondtona en HK([a,b], X), la hipétesis (f3) nos garantiza que la
sucesion g, = (HK) fabf(-, S, un(s), uy)ds es HK-acotada. De 5.3 tenemos entonces que
(un)e2, es HK-acotada. Por hipétesis, el cono ordenado de X es completamente regular,
y entonces el teorema 4.4 nos garantiza que existe u,, el limite puntual casi en todas
partes de (u,)5%,, y que u, € HK([a,b], X).

Como Vn € Ny, u, € HK([a,b], X), entonces, por (f0):
Vt € [a,b], n € Ny, f(t,-,un(-),u,) € HK(|a,b], X)
y como (u,,) es creciente, entonces, por (f1):
vt € [a,0], n.€ No, [t un(-),un) < F(E - tnga (o), tnga)-

Es decir, para todo t € [a, b] fijo, la sucesién f(t, -, u, (), u,) pertenece a HK ([a,b], X) y

es creciente. Ademés, u, = sup,, u, por ([11], Proposicién 1.1.3), de donde:

f(t’ '7u—(')7u—) S f(ta 'vun(')vun) S f(t’ 'vu*(')vu*)

Al ser el cono de X completamente regular, es regular, y el teorema 4.5 nos asegura que

Vt € |a,b], existe f; € HK([a,b], X), limite puntual casi en todas partes de la sucesiéon
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Ft, - un(-),un) y ademés (HEK) [ f(t, s, un(s),up)ds — (HK) [ fi(s)ds.

Como u,, es mondtona en H K ([a, b], X') y converge puntualmente casi en todas partes
au, € HK([a,b], X), la hipétesis (f2) nos dice que f(t,s,u,(s), u,) —> f(t, s, u(s), uy),
para toda t € [a,b] y para casi toda s € [a,b]. Pero también para cada t € [a,b],
f(t, - un(+), u,) converge puntualmente casi en todas partes a f;. Concluimos entonces

que fr = f(t, -, u.(-),us), Vt € [a,b]. Luego, tenemos:

b b
(HK) / (5,1 (5), 1 )ds —> (HEK) / F(t, 5, ua(s), u)ds, t € [a,b].
Al pasar al limite cuando n — oo en 5.3, obtenemos:
b
wlt) =h(e) + (HE) [ f(t.5.0.(5),u)ds, t € fa.1].
Es decir, u, es solucién a 5.1 en [u_).

Para probar que u, es la minima solucién de 5.1 en [u_) tomamos u € [u_) solucién
de 5.1 y observamos en primera instancia que ug = u_ < wu. Si suponemos que u, < u,

entonces, por (f1), tenemos:
vt € [(I, b]7 f(ta '7un(')7un) S f(ta '7U('), U)
lo cual implica que:

wm/fwwwmmwswm/owww&

Por lo tanto u,.; < u y se sigue por induccién que para cada n € Ny, u, < u. Al ser

u, = sup,, u, debemos tener que u, < u 'y entonces u, es la menor solucién a 5.1 en [u_).

(b) Por un razonamiento similar se puede demostrar que si u; es una solucién su-

perior de 5.1, entonces la sucesién (v,) definida en 5.4 es decreciente, y converge pun-
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tualmente casi en todas partes a una funcién u* € HK([a,b], X), y que u* es la mayor

solucién de 5.1 en (u4]. O

5.2.2 SEGUNDO TEOREMA DE EXISTENCIA

En la presente subseccién reemplazaremos la hipétesis (£3) por la siguiente hipotesis:

(lu) La ecucién 5.1 tiene una solucién inferior u_ y una solucién superior uy, y u_ < u,.

Si asumimos que el cono de X es regular, tenemos el siguiente resultado:

Teorema 5.6. (Heikkild, [9]) Asumamos que las hipétesis (f0)-(f2) y (lu) son validas y

que el cono ordenado de X es regqular. Sea
u_,uy] ={ue HK([a,b], X) :u_ <u<wui}

donde ux son como en (lu). Se tiene que:

(a) Las aproximaciones sucesivas u,, n € Ny definidas por 5.3 forman en [u_, u,]
una sucesion creciente (u,)>, la cual converge puntualmente casi en todas partes en [a, b]

a una funcion u, € HK ([a,b], X) que es la minima solucion de 5.1 en [u_,u].

(b) Las aprozimaciones sucesivas v,, n € Ng definidas por 5.4, forman en [u_, u,]
una sucesion decreciente (v,,)5, la cual converge puntualmente casi en todas partes en

[a,b] a una funcion u* € HK([a,b], X) que es la mayor solucion de 5.1 en [u_,u.].

Demostracion:
(a) Sea u,, n € Ny definida por 5.3. En el teorema 5.5 se probé que u,, € HK([a,b], X)
para toda n y que u,(t) < u,41(t) para todan € Ny y t € [a,b]. En dicha prueba no se
hizo uso de la hipétesis (f3) y asi sigue siendo valida en el presente contexto. Probaremos
ahora que u, < u, para cada n.

Si suponemos que u,, < uy, entonces por (f1) tenemos

Ft un(-),un) < f(t,-,uy(-),uy) para toda t € [a, ]

y entonces
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(HK) / F(ts (), ) < (HE) / St () us).

Despues de sumar h(t) a ambos miembros de la desigualdad anterior, obtenemos que
un+1(t) < uy(t) para casi toda t € [a,b]. Como uy = u_ < uy, se sigue por induccién que

u, < uy para cada n.
Tenemos entonces que (u,)2, es sucesion creciente en [u_, u, |.

Como el cono ordenado de X es regular, se sigue del teorema 4.5 que el limite pun-

tual casi en todas partes u, de (u,) existe y pertenece a HK ([a,b], X).

Las hipétesis (f0),(f1) y (lu) implican que para casi toda t € [a,b] la sucesién
(f(t, ~,un(~),un)):;0 pertenece a H K ([a,b], X) y que

f<t7 '7u—(')=u—) < f<t7 '7un(')=un) < f<t7 '7un+1(')7un+1) < f(t7 '7u+(')7u+)7 n € Np.

En vista de lo anterior y el teorema 4.5, existe para casi toda t € [a, b] una funcién
fi € HK([a,b], X) tal que

ft,s,un(s),u,) — fi(s) para casi toda s € |a, b

Y que

(HK)/ f(t, s, un(s), uy)ds — (HK)/ fi(s)ds.

Como (u,,) es mondtona y u,, — u, puntualmente casi en todas partes de [a, b], entonces
por (f2)
f(t s un(s), un) — f(E,5,u.(s), us).

Concluimos entonces que f; = f(,-, u.(+), u.), y por lo tanto

b b
(HK)/ ft, s, un(s), uy)ds — (HK)/ f(t,s,us(s),us)ds para casi toda t € [a,b].
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Si ahora en 5.3 hacemos n — 00, obtenemos que u, es una soluciéon de 5.1.

Sea ahora u cualquier solucién de 5.1 en [u_, uy]. Queremos probar que u,, < u para

toda n.

Como u € [u_,u], entonces uy = u_ < u y el resultado se cumple para n = 0. Si

suponemos que u,, < u, entonces por (f1)

f(t? '7un(')=un) < f(ta '7u<'>7u)

y despues de integrar y sumar h(t) a ambos miembros de la desigualdad anterior obtene-
mos que u,41(t) < u(t). Se sigue por induccién que u, < u para cada n y por lo tanto

Uy = Sup,, U, < u, y u, es la minima solucién de 5.1 en [u_, u,].

(b) Por un razonamiento similar se puede probar que la sucesién (v,) definida por
5.4 es decreciente y converge puntualmente casi en todas partes a la maxima soluciéon u*
de 5.1 en [u_,uy] .

Consideremos ahora la siguiente hipdtesis:
(f4) Existen fy € HK([a,b], X), f- < f; tales que

b
fo < (HK)/ fys,u(s),u)ds < fi paratoda u e HK([a,b], X).

Tenemos como consecuencia del Teorema 5.6 el siguiente resultado.

Corolario 5.1. Si el cono ordenado de X es regular y las hipdtesis (f0), (f1), (f2) y
(f4) se cumplen, entonces la ecuacion integral 5.1 tiene soluciones minima y mdzima para
toda h € HK([a,b], X).

Demostraciéon:

Sea h € HK (|a,b], X). Si uyx = h + fi, entonces uy € HK([a,b], X) y por (f4) tenemos

que

b
f < (HK) / £ (s), s )ds < f
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y sumando h en ambos miembros de las desigualdades anteriores, obtenemos

u_ <h+ (HK) /b flys,use(s),us)ds < uy.

Es decir, u4 son soluciones superior e inferior respectivamente de 5.1. Por lo tanto se cum-
ple la hipédtesis (lu) y entonces las hip6tesis del Teorema 5.6 son validas y concluimos que

la ecuacién 5.1 tiene soluciones minima y maxima u, y u*, respectivamente, en |[u_, u, |.

Sea u solucién de 5.1. Por (f4) tenemos

/- < (HK) / £ 5 u(s), w)ds < [

Sumando h a ambos miembros de las desigualdades anteriores, tenemos
U <u < Uy
Por lo tanto, toda solucién de 5.1 pertenece a [u_, u,]. En particular u, y u* son la menor

y mayor solucion, respectivamente, de todas las soluciones de 5.1. 0

Homero Alejandro Escamilla Rocha



CONCLUSIONES

El objetivo general de este trabajo de tesis fue desarrollar las bases matematicas
necesarias para iniciar el estudio de la integral de Henstock-Kurzweil y de sus teoremas
de convergencia para funciones definidas en un intervalo compacto de los ntimeros reales
y con valores en un espacio de Banach, haciendo énfasis en algunas propiedades algebrai-
cas, en el teorema fundamental del calculo, los teoremas de convergecia y algunas de sus

aplicaciones.

En el capitulo 3 se demostrd una versién del teorema fundamental del calculo para la
integral de Henstock-Kurzweil. La segunda versién del teorema fundamental del calculo,
la cual esencialmente establece que, bajo ciertas condiciones, la derivada de la integral
indefinida coincide con la funcién, se cumple para la integral de Henstock (definicion 5.1)
y no asi para la integral de Henstock-Kurzweil. En las demostraciones consultadas de
dicho teorema para la integral de Henstock, se hace uso de la versién fuerte del lema
de Saks-Henstonck (lema 3.6), sin embargo desconocemos si dicho lema es una condicién

necesaria para demostrarlo, lo cual abre la posibilidada de un futuro trabajo.

Al no cumplirse la segunda versién del teorema fundamental del cdlculo para la
integral de Henstock-Kurzweil, surge de manera natural el preguntarnos cuales son las
condiciones bajo las cuales este teorema es vélido, o si es posible formular alguna version

analoga a él. Esta es otra posibilidad de trabajo futuro.

Como enfatizamos en el capitulo 4, en un espacio de Banach no necesariamente se
tiene una estructura de orden, por lo que el teorema de convergencia mondétona 4.1 y el
teorema de convergencia dominada 4.2 para el caso real, no pueden ser extendidos sin
méas al caso de funciones que toman valores en un espacio de Banch. Por tal motivo fue
en este punto que entro en juego la teoria desarrollada en el capitulo 2. Se vidé que existe
una version del teorema de convergencia mondtona para la integral de Henstock-Kurzweil
analogo a 4.1 para el caso de funciones vector-valuadas. Sin embargo, en la revisién bi-

bliografica que realizamos, no encontramos un teorema de convergencia dominada para la
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integral de Henstock-Kurzweil analogo a 4.2, lo cual nos lleva a pensar que dicho teorema

no existe. Por otra parte, si se tiene el teorema 4.5 para esta integral.

El teorema de equi-integrabilidad, al no emplear la relacién de orden en los reales,

se tiene de manera directa para la integral de Henstock-Kurzweil.

En el ultimo capitulo se presentaron dos aplicaciones de la teoria de integracién
Henstock-Kurzweil. Una a la teoria de espacios de Banach, caracterizando los espacios
de Banach de dimensién finita y otra a la obtencién de resulatados de existencia de
soluciones a una ecuacion integral. Siempre queda abierta la posibilidad de encontrar

nuevas aplicaciones de la teoria.

Homero Alejandro Escamilla Rocha
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