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OZET

L-zayif ve M-zayif Kompakt Operatorler igin Merkezin incelenmesi

E sirali vektor uzayi Uzerinde tanimli T operatoru 6zdeglik donusumunun bir
skalar kati olarak yazilabiliyorsa, yani her bir x eE" i¢in -ax < Tx <ax olacak bigcimde
bir a>0 skalar sayisi varsa, T 'ye merkez operatort denir. Tim merkez operatorleri
sinifi E 'nin merkezi denir ve Z(E) ile gosterilir. Ozellikle vektor érgilerinin merkezleri

Uzerine yapilan ¢ok sayida galisma arasinda, reguler operatorlerin gesitli siniflarinin
merkezlerinin tanimlama gabalari vardir. E ve F Banach oérgisii ve Z(E)©Z(F)

injektif tensér ¢arpim normu ile verildiginde Z(E)©Z(F) den Z(Lr (E,F)) icine bir

izometrik gdmme déniisiminin var oldugu verilmistir. Ustelik bu ve benzer gémme
doénusumlerine iliskin bazi yogunluk sonuglari da verilmistir. Ayrica, kompakt ve zayif
kompakt operatorler igin ilgili sonuglarda elde edilmistir.

Bu calismada, Banach orglleri arasinda tanimli regiler, kompakt ve zayif
kompakt operatorlerin merkezleri igin verilen sonuglari L-zayif ve M-zayif kompakt
operatorler baglaminda geniglettik. Ayrica, bir Banach o6rgusunun merkezindeki
kompakt operatorler ile L-zayif ve M-zayif kompakt operatorlerin gakistiklarini
ispatladik.



ABSTRACT

Investigating the Center of L-weakly and M-weakly Compact Operators

An operator T on an ordered vector space E, with positive cone E’, is called
central if it is bounded by a multiple of the identity operator, i.e., there exists some

scalar a>0 such that -ax <Tx <ax holds for all xeE". The collection of all central
operators on E is called the centre of E and denoted by Z(E). Amongst many works
on the centre, especially in the context of vector lattices, there have been attempts to

identify the centre of various spaces of regular operators. Some isometric results
were given showing that if E and F are Banach lattices then there is an embedding of

the algebraic tensor product Z(E)©Z(F) into Z(Lr(E,F)) which is an isometry when

Z(E)OZ(F) is given the injective tensor product norm. Furthermore, it is also given

some density results regarding this, and similar, embeddings. Also, some related
results are obtained for spaces of compact and weakly compact operators.

In this study we extend and modified known results concerning the centre of
spaces of regular (resp. weakly compact or compact) operators between two Banach
lattices to the setting of L-weakly compact and M-weakly compact operators. We also
show that the L-weakly compact, M-weakly compact and compact operators lying in
the centre of a Banach lattice coincide.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZziNi

Xvy
XAY
x, Tx

X ve y elemanlarinin supremumu
x ve y elemanlarinin infimumu
Yukari yonlendirilmig ve supremumu X olan x_, agi

Asgagi yonlendirilmig ve infumumu x olan x, agi

E uzayinin pozitif kismi
E uzayinin surekli duali

E normlu vektor 6érgusunun sira surekli kismi
S operatorinun adjointi
S ile T operatorlerinin bileskesi

E uzayindan F uzayina tanimli surekli operatorler
L(E,E)

E uzayindan F uzayina taniml pozitif operatorier
L(E’ E)+

E uzayindan F uzayina tanimli reguler operatorler
L (E, E)

E uzayindan F uzayina tanimli zayif kompakt operatorler

E uzayindan F uzayina taniml kompakt operatorler

E uzayindan F uzayina taniml M-zayif kompakt operatorler

E uzayindan F uzayina taniml L-zayif kompakt operatorler

W, (E,F)NL(E,F),
W, (E,F)nL(E,F),

W, (E,F) W, (E,F)+

+

WL(E,F) WL(E,F)+

-
X ile y elemanlarinin tensér ¢arpimi

E vektor 6rgisunun merkezi



Z(E)OZ(F) Eile Fin merkezlerinin cebirsel tensér carpimi
"] T operatorinin sira birim normu

T |A T operatdrinun A ‘ya kisitlanmasi

Vi



1. GIRIS

Proje calismamizin temel odak noktasi, Banach o&rguleri Uzerinde tanimh zayif
kompakt operatorlerin alt siniflari olan L-zayif ve M-zayif kompakt operatorler
sinifinin, ideal merkez kavrami agisindan irdelenmesidir. E sirali vektér orgusu
uzerinde tanimh T:E — E operatoru, eger 6zdeglik operatorunun bir skalar kati ile
sinirlandirilmig ise, bu operatore merkez operator adi verilir. Yani T:E—>E
operatorunun bir merkez operator olmasi igin gerekli ve yeterli kosul her x e E igin
+Tx < Ax olacak bigimde bir 4 >0 sayisinin olmasidir. E Gzerinde tanimli tim merkez
operatorlerin kimesine E 'nin merkezi denir ve Z (E) ile gosterilir.

Bir cok bakimdan Z(E) ‘nin yapisi E ‘nin yapisindan daha basittir. Bazi
durumlarda ise Z(E), E hakkinda bilgiler verir. Ornegin E topolojik sira birime
sahipse E ‘nin o -Dedekind tam olmasi igin gerekli ve yeterli kosul Z(E) ‘nin de o -

Dedekind tam olmasidir. Diger taraftan merkezin dnemli bir 6zelligi bileske islemi
altinda degismeli cebir olmasidir. Aslinda, bir vektor orgusunun merkezi, bir X

kompakt Hausdorff uzayi igin C(X) 'in yogun altcebirine izometrik izomorftur. Bu

izomorfizm ayni zamanda sirali vektor orgulerinin de izomorfizmidir. Eger E Uniform
tam ise Z(E) 'in géruntisu C(X) 'in tamami olacaktir. Bu 6zelliklerin cogu Buck 'a

aittir (Buck, 1961).

L-zayif kompakt ve M-zayif kompakt operatorler ilk defa (Meyer-Nieberg,
1974) tarafindan tanimlanmig ve bir gok 6zellikleri verilmistir. Daha sonralari (Dodds-
Fremlin, 1979), L-zayif ve M-zayif kompakt operatorlerin birbirleriyle ¢akistigi veya
kompakt operatorlerle gakistigi bazi durumlan gostermistir. (Chen ve Wickstead
1999), bu operatorlerin moddullerinin var oldugu durumlari ve bu operatoérler
yardimiyla Shur Ozelligine sahip Banach uzaylarinin karakterizasyonu ile ilgili
sonuglar elde etmigtir. Daha sonralari, bir ¢cok arastirmaci tarafindan, bu operatér
siniflarinin 6zellikleri veya diger operator siniflar ile iligkileri |ncelenm|§t|r Proje
ylrutiiclsu tarafindan da, bu operatérler tizerine bazi calismalar yapilmistir. Ornegin;
bu operator siniflarinin bazi durumlarda ki kompaktlik durumlar ve reguler
operatorler icinde cift tarafli ideal olma sartlari verilmistir (Tonyali ve Bayram 2011;
Bayram ve Wnuk, 2013). Ayrica, sira surekli norma sahip olmayan Banach orguleri
uzerinde tanimli ve herhangi bir L- veya M-zayif kompakt operator ile degismeli olan
tum sinirh operatdrlerin 6zdes olmayan kapali degismez alt uzaylara sahip oldugu
gosterilmigtir (Tonyali ve Bayram, 2011, 2013). Ayrica bu operator siniflarinin
Banach orgu yapisi hakkindaki ¢alisma proje yulruticlsu tarafindan yapilmistir
(Bayram ve Wickstead, 2017).

Reguler operatoérlerin gesitli uzaylarinin merkezlerinin 6zdeslestirme c¢abalari
(Buskes ve arkd. 1986) tarafindan vyapilan c¢aligsmalara dayanmaktadir.
Calismalarinda kullandiklari teknikler ise (dePagter, 1983; Aliprantis ve Burkinshaw,
1983) 'In pozitif operatorlerin komponentleri hakkindaki c¢alismalarinda ortaya
cikmistir. Fakat bu caligmalarin higbiri merkezlerle ilgili izometrik sonuglari elde
etmek icin degildir. Bu baglamda ilk sonu¢ (Jefferies ve Okada, 1996) tarafindan ¢ok



Ozel bir durum igin verilmistir. Bu 6zel durum igin verilen sonuglari, (Wickstead, 2002)
reguler operatorler, kompakt ve zayif kompakt operatorler igin genisletmigtir.

Bu proje kapsaminda ise Banach orguleri Gzerinde tanimli zayif kompakt
operatorlerin alt siniflari olan L-zayif ve M-zayif kompakt operatérler sinifi, Banach
orguleri i¢in verilen ideal merkez kavrami agisindan irdelenmistir. Bu konu iki ana
baglamda dusunilmuas ve Wickstead 'In sonuglari temel olarak alinmigtir. Bunlardan
ilki, reguler norm ile Banach 6rgusu olabilen pozitif L-zayif ve pozitif M-zayif kompakt
operatorler ile Uretilen operatdr uzayinin merkezinin ile ilgili injektif tensor ¢arpimi
yardimiyla bazi izometrik gdmme sonugclarinin elde edilmesidir. Ayrica bu gdmme
sonuglarinin uygun olanlari ile yogunluk sonuglari, dolayisiyla yaklagim sonuglari
elde edilmeye cahlsiimigtir. Arastirilan ikinci nokta ise, herhangi bir Banach
orgusunin merkezinde bulunan L-zayif veya M-zayif kompakt operatérlerdir. Bu tip
operatorler icin  kompakt merkez operatorlere benzer bir temsilin yapilip
yapillamayacagi arastiriimigtir.

Literatirde Banach orgulerin merkezlerinin Ozellikleri ve bazi operator
siniflarinin merkezlerinin temsilleri ile ilgili bircok ¢alismanin var olmasina karsin L-
ve M-zayif kompakt operatér siniflari ile ideal merkez arasindaki iliskileri veren
herhangi bir ¢alisma yapilmamistir. Calistigimiz proje ile literatirde ki eksik olan
kisim tamamlanmaya calisiimigtir. Ayrica, Banach orguleri teorisine ¢ok onemli
katkilari olan ve merkez operatorleri hakkinda bir ¢ok c¢alisma yapmis AW.
Wickstead (Queen's University Belfast, Pure Mathematics Research Center) ile
birlikte ¢galisma imkani bulunmustur.

Matematik alaninda yapilan c¢alismalarda, belli bir hedef dogrultusunda yola
cikilmasina ragmen, yapilan gozlemler veya karsilagilan zorluklar sonucu farkh
konularla iliskiler kurulup farkli sonuglar elde edilebildidi dogaldir. Bu proje
calismasinda da operator siniflarimizi daha iyi anlayabilmek adina, operator
Ozellikleri ve sira yapisi hakkinda calismalar da yapilmaya gayret edilmistir.
Operatorlerimizin reguler operatérler icinde band oldugu ve KB-uzay oldugu durumlar
igin bazi gozlemler yapilmistir.



2. GEREG ve YONTEM

Merkez operatdrler Uzerine her zaman yeni ¢alismalar yapilsa da, L-zayif ve M-zayif
kompakt operatorler ile ilgili bir calisma halen yapiimamigtir. Fakat regular
operatorler ve zayif kompakt operatorlerin ideal merkezlerinin temsilleri 6zellikle
Wickstead in calismalarinda verilmigtir. Dolayisiyla, bu ¢alismalarin L-zayif ve M-
zayIf kompakt operatérler igin de yapilabilirligini sorgulamak dogaldir. Bu baglamda,
proje yudruatucusunin onceden elde ettigi sonuglar da bu projenin alt yapisini
olusturmaktadir.

Bu bolimde, elde ettigimiz sonuglarin daha anlagilir olabilmesi adina
calismalarimizda kullandigimiz temel araglar, bagintilar ve hedeflerimizin c¢ikis
noktalari verilmeye calisilmistir. Bu bdlimii tic kisimda incelemeyi uygun bulduk. ilk
kisimda, projenin genelinde kullanilan temel kavramlar ve notasyon ayrintiya
giriimeden verilmig; ikinci kisim gerek ideal merke kavrami gerekse ele aldigimiz
operatorler ile ilgili literatirin kisa bir 0zetine ayrilmig; son kisimda ise
calismalarimizda izledigimiz metodoloji ve ¢ikig noktalarimiz ele alinmistir.

2.1. Temel kavramlar ve Notasyon

E gercel vektdr uzayi Uzerinde “ < ” bir siralama bagintisi olsun. Her x,y eE
igin,
e Herbir zeE igcin x<y iken X+z<y+z
e Herbir 0O<aeR igin x<y iken ax<ay

kosullar saglaniyorsa, E uzayina sirali vektor uzayi denir. E sirali vektor uzayinin
0<x O0Ozelligini saglayan x elemanina pozitiftir denir ve E ’nin tum pozitif

elemanlarinin kiimesi E* ile gosterilir. E sirali vektor uzayina, her bir x,y €E igin
xVy:=sup Xy €E ve xAy:=inf x)y €E kosullarini sagliyor ise vector 6rgusu
veya Riesz uzay! denir. E Riesz uzayi ve G c E alt vektor uzay! olmak dzere x,y G
iken xVyeG ise G'ye Riesz alt uzayi denir.

Her bir xe X" icin Tx €Y' olacak bicimdeki T:X — Y lineer donlisimiine
pozitif operatér denir ve T>0 (veya 0<T) ile gosterilir. Agiktir ki T:X—-Y
operatoru pozitif ise, x <y olacak bi¢cimdeki her x,y € X i¢gin Tx <Ty saglanir. E ve F
Riesz uzaylari olmak Gzere, T=R —S olacak bicimde R,S:E — F pozitif operatorleri

bulunabiliyorsa TeX£ E,F operatdriine regulerdir denir. E uzayindan F uzayina
tanimli tim reguler operatorler sinifi £, E,F seklinde gosterilir.

E Riesz uzayi olmak lizere, |x|<|y| olacak bigimdeki her x,y € E igin |x|<|y]|
saglaniyorsa, E (izerinde tanimlanan | .| normuna érgii normu denir ve E,|. |

ikilisine normlu Riesz uzayi denir. Eger, E normlu Riesz uzay! bu 6rgl normuna gore
tam ise, E uzayina Banach 6rgusu denir. Fonksiyonel analizde kullanilan klasik dizi
ve fonksiyon uzaylari (kendi bilindik normlarina gore) Banach o&rgulerinin tipik
ornekleridir.



Bir Riesz uzayi Uizerinde | .|| 6rgli normu tanimlansin. x, | 0 olacak sekildeki

her x, agi igin

kosulu saglayan normlu Riesz uzayina da sira surekli norma sahip normlu Riesz
uzay! denir. Ornek olarak 1<p<oo olmak Uzere, L* p fonksiyon uzaylari sira

X(X

10 saglaniyorsa, |.| normuna sira siirekli norm denir. Bu

surekli norma sahip Banach orguleri iken C[0,1], L™ p ve (_ uzaylari sira surekli
norma sahip olmayan Banach orguleridir.

E normlu Riesz uzayinin;
E*:= x€E: Her x, C[0,|x|] monoton dizisi norm yakinsak

seklinde tanimlanan kimesi, E i¢inde sira surekli norma sahip kapali maksimal
idealdir (Meyer, 1991). Bu ideal, E 'nin sira surekli kismi olarak ta adlandirilir. Eger E

sira slrekli norma sahip ise E*=E saglanir. Ornegin, (Lp[O,l])a:Lp[o,l]
(1S p<oo). Sira surekli norma sahip olmayan uzaylarda ise, E*=#E olur. Ornek

olarak, p 6lgli uzayi bir atom icermiyorsa (L, (1)) ={0} veya (¢, )" =c, dur.

E Banach 6rgistiniin bostan farkl bir alt kiimesi A olsun. Her (x,)csol A dik

Banach orgusu, X Banach uzayi ve T:X — E bir surekli operator olsun. T operatori
X uzayinin norm sinirl kimelerini E uzayinin L-zayif kompakt kumelerine
resmediyorsa, T operatdrine L-zayif kompakt operator denir. Tum L-zayif kompakt

operatorler WL(X,E) ile gosterilecektir. E Banach orgusu, X Banach uzayi ve

lim||Tx,||=0 kosulunu saglayan T operatériine de M-zayif kompakt operator denir.

Tum M-zayif kompakt operatorler W,, (X, E) ile gésterilecektir.

E® tim L-zayif kompakt kiimeleri kapsadigindan galismalarimizda her zaman
E*={0} kabuli olacaktir. Ciinkii, E*={0} olmasi durumunda, E Banach érgisii
uzerinde tanimh yegane L-zayif kompakt operatdr sifir operatdori olacaktir. Ayni
nedenle, M-zayif kompakt operatorler ile ilgili durumlarda (E')a;t{O} kabulu
olacaktir.

E reel veya kompleks Riesz uzayl uUzerinde tanimh T:E —E operatori,
Ozdeslik operatorunun bir skalar kati ile sinirlandiriimig ise, bu operatore merkez
operator adi verilir. Yani T:E — E operatorinun bir merkez operator olmasi igin
gerekli ve yeterli kogul her xeE igin £Tx<Ax olacak bigcimde bir 4 >0 sayisinin
olmasidir. E Uzerinde tanimli tim merkez operatorlerin kimesine E'nin ideal merkezi
veya kisaca merkezi denir ve Z(E) ile gdsterilir. Yani;

Z (E)={TeL(E) 34>0 sayis1 igin FT<AId(E)}.



E Riesz uzayi olmak Uzere, regller operatdrler uzayr L' (E) genelde Riesz
uzay! olamasa da Z(E) her zaman bir Riez uzayidir (Abramovich ve Aliprantis,
2002). Ustelik Z(E), reguler operatdrler icinde bir ideal yapisindadir. E Banach
Orgusu olmasi durumunda ise Z (E) 'nin

[Tl=] T} ||=inf {2>0:[T|<1d ()}
normu ile birimli AM-uzay oldugu Wickstead tarafindan goésterilmistir (Abramovich ve
Aliprantis, 2002). Dahasi E Dedekind tam Banach o6rglsu oldugunda ise merkez
L"(E) 'de 6zdeslik operatorii ile Uretilen banddir ve L (E)=Z(E)®Id(E)" esitligi
saglanir. Bu durumda bir P:L"(E)— Z(E) projeksiyonu tanimlanabilir ve Voight, bu
projeksiyon igin ||P| <1 oldugunu géstermistir (Abramovich ve Aliprantis, 2002).

E vektor érgustinin Archimedean olmasi durumunda Z(E) 'nin bir 6rgl yapisi
oldugu kadar bilegke islemi ile cebir yapisi da vardir. Clnkl, Kakutani-Krein temsil
teoremi ile bir tek kompakt Hausdorff uzayr K vardir ve Z(E) ile C(K) Riesz

izomorfiktir. Kuskusuz bu sonug E 'nin 0zel durumlarinda merkezin gok iyi temsil
edilmesini ortaya ¢ikarir. Ornegin E 'nin birimli AM-uzayi olmasi durumunda Z (E)=E

'dir. E, S topolojik uzayi Uzerinde genisletiimis reel degerli surekli fonksiyonlarin bir
orglsu olarak temsil edilebilirse E 'nin merkezi S tUzerinde tanimh sinirli surekli reel
degerli fonksiyonlarin uzay! ile O6zdeslestirilebilir. Ornegin; x Olgustu o -sonlu

oldugunda hemen hemen her yerde saglanan Tf (x)=¢(x) f (x) esitligini saglayan
pel” (y) icin

Z(LP(1))>T o gel”(u)
dontstimi ile Z(L"(u)) merkezi 1" («) ile zdeslestirilebilir. Benzer olarak, = lokal
kompakt Hausdorff uzay ise Z(CO(Z)) merkezi surekli sinirli fonksiyonlarin uzayi
C°(2) ile 6zdeslestirilebilir.

X, Y ve Z vector uzaylari olmak Uzere A:XxY —Z donusimul asagidaki
Ozellikleri saghyorsa bilinear olarak adlanirilir.

A(aX, + %, Y) = o A(X, Y )+, A(X,, Y)

A(X, .y, +@,Y,) = A(X, Y, )+ 2, A (X, Y,)
Bu sekilde tanimli tum bilneer donugumlerin kimesi B(X ><Y,Z) ile, Z nin scalar
cisim olarak alinmasi halinde ise kisaca B(X ><Y) ile gosterilir. X ve Y vector
uzaylarinin tensor ¢carpimi X ®Y , B(X ><Y) Uzerinde tanimli liner fonksiyonellerin bir

uzay! olarak insa edilebilir. xe X, yeY olmak uzere x®yeB(X xY)* asagidaki

bicimde tanimlanir.
x®y(A)=A(xY)

Boylece X ®Y de bir tensor x eX,y, €Y vedeR olmak Uuzere le,xi@@yi



formundadir. Dolayisyla X ve Y Banach uzaylarinin cebirsel tensor ¢carpimi X ©Y

nin ¢ elemani ¢5:Zxk ®y, formundadir ve injektif normu

k=1
= sup{

$x oy |=sun ¥ f (x )20 (w) f||,||g||s1}
k=1 k=1

seklinde tanimlanir. X ©Y injektif norm ile donatilmig ise X ©,Y ile, tamlanigi ise
X®,Y ile gosterilir.

feX',geY’,

Eger E sirali vektdr uzayi Arsimedyan ise Z(E) uzerindeki sira birim norm
IT|, =inf{aeR:—al, <T <al_}
seklinde tanimlanir.

2.2.  Onciil Galigmalar

Sirali vektdr uzaylarinin merkezleri hakkinda literatlirde oldugca fazla c¢alisma
gorulebilir. Hatta son yillarda Banach 6rgulerinin merkezleri ile baglantili olarak dolu
merkez, topolojik dolu merkez, topolojik zengin merkez gibi farkli tanimlamalar
yapiimis ve bir takim ozellikler verilmigtir. Kisim 2.1 de de deginildigi Uzere merkezin
Banach 6rgl yapisi oldugu kadar cebirsel yapisindan da bahsedilebilir. Bu ise

Arsimedyan Riesz uzaylarinin merkezlerinin bir C(K) uzayina Riesz izomorfik

olmasini gerektirir. ideal merkezin bu gibi fonksiyonel temsilleri merkezin kolayca
kavranmasini saglayan basit hesaplamalar yapilmasina olanak verir.

Merkez operatorler aslinda c¢arpim operatorlerin bir genellestiriimesi olarak
dusunulebilir. Agiktir ki 6zdeslik operatoru bir merkez operatorudur ve hem sira birim
hem de cebirsel birimdir. Diger taraftan merkez operatorler reguler operatérlerdir ve
ortomorfizmlerin 6zel bir sinifini olustururlar. Genelde band koruyan operatorler sira
sinirlh olmak zorunda olmasa da Banach orguleri igin bu durum farkhdir. CUnku
Banach orguleri tzerinde tanimli merkez operatorlerin, ortomorfizmlerin ve band
koruyan operatorlerin ayni olduklarint  Abramovich, Veskler ve Koldunov
gOstermiglerdir (Abramovich ve Aliprantis, 2002).

Bir Banach orgusunun merkezi hakkinda diger onemli bir soru ne kadar genis
olabilecegidir. Ornegin E asli projeksiyon 6zelligine sahipse merkez gok genis olabilir.
Zira band projeksiyonlari merkez operatorleridir ve onlar aslinda merkezin 6zdeglik
operatorunin bilesenleri olan idempotent elemanlaridir. Diger taraftan merkez
sadece Ozdeglik operatorinun skalar katlari olan operatorlerinden olusacak kadar dar
da olabilir. Bu durumun en basit 6rneklerinden birini (Zaanen, 1975) vermigtir.
Zaanen oOrneginde [0,1] Uzerinde tanimh reel degerli surekli pargali lineer
fonksiyonlarin olugsturdugu Banach 6rgusunu kullanmigtir. Bu durum igin bir diger
ornek Goullet de Rugy 'ye aittir (deRugy, 1972). de Rugy 6zdes merkeze sahip bir
AM-uzay ornegi vermis, Wickstead ise bu 6rnegi sadelestirerek tekrar vermistir.

Merkez operatorler hakkindaki birgok arastirma arasinda, operator siniflarinin
merkezleri hakkinda yapilan g¢aligmalar sinirhidir. Cunkl operator siniflari genelde
sirali vektdr uzaylari yapisinda degildirler. Fakat bazi ek sartlar altinda operator
siniflarinin merkezlerinin 6zdeglestirme calismalari vardir. Bu proje galismasinda



elde ettigimiz sonuglarin temel dayanagi Wickstead tarafindan verilen regller,
kompakt ve zayif kompakt operatorlerin merkezlerinin izometrik gomaltsleri ile ilgili
sonuglardir (Wickstead, 2002). Wickstead In bu sonuglar icerisinde bizim
calismalarimiz i¢in 6nemli olan bazilari agagida verilmistir.

Teorem 2.2.1: E ve F uniform tam vektor orguleri ve E nin sira duali E nin
noktalarini ayirsin. $eZ(E)OZ(F) tensori igin ®eZ (L (E,F)) dir. Ustelik

|®], =|l¢|, saglanir ve gémme déniisiimi; ayni zamanda cebir ve sira izomorfizmi de
olan

Z(E)®,Z(F)>Z(L (E,F))
izometrisine genigletilebilir.

Teorem 2.2.2: E Dedekind o -tam veya topolojik sira birime sahip Banach 6rgusu, F
Dedekid tam Riesz uzayr ve Kabul edelim ki F Uzerindeki sira surekli lineer
fonksiyoneller F in noktalarini ayirsin. Bu durumda

Wez(L(EF):0swer, |
~DIDI {®:¢eZ(E)®Z(F) ve 0<g<I. ®I}
esitligi saglanir.

Pozitif zayif kompakt operatorler tarafindan uretilen
W' (E,F)={T,~T,:T,T,eW(E,F)} operatér sinifi |T| =inf{|S|:+T <SeW'(E,F)}
normu ile Banach orgusudur.

Teorem 2.2.3: E ve F Banach orgileri igin E* sira stirekli norma sahip olsun Bu

durumda ¢eZ(E”)0Z(F) tenséri igin ®eZ(W'(E,F)) dir. Ustelik | =],

saglanir ve gdmme donlsumu; ayni zamanda cebir ve sira izomorfizmi de olan
Z(E")®,Z(F)>Z(W'(E,F))

izometrisine genigletilebilir.

Teorem 2.2.4: E ve F Banach orgiileri igin E” ve F sira slrekli norma sahip olsun.
Bu durumda

wez(uU(EF)0sw=l,, |

=DIDI {®:$eZ(E)®Z(F) ve 0<g<I_.®I|
esitligi saglanir. Dolayisiyla {®:4eZ(E”)®Z(F) ve 0<g<I_.®I.}, Z(W'(E,F))
icinde 7 -yogundur.

Yukaridaki son sonu¢ kompakt operatorler igin dustnuldiginde daha guglu bir
sonug elde edilir.

Teorem 2.2.5: E ve F Banach orgiileri igin E” ve F sira slrekli norma sahip olsun.



Bu durumda {®:¢e Z(E")®Z(F) ve 0<g<I.®I.}, Z(K'(EF)) iginde gigl
operator topolojisine gore yogundur.

Literatirde L-zayif ve M-zayif kompakt operatorler ile merkez kavrami
arasindaki baglantilari kuran herhangi bir ¢galisma yapiimamistir. Bunun bir nedeni

W, (E,F) (hatta W, (E,F)nL(E,F) ve W, (E,F)nL(E,F)) genelde vektor
orgusu olmadiklarini gosteren ornekler verilmesidir (Chen ve Wickstead, 1999c).

Dolayisiyla merkezlerinden bahsedilemez. Fakat dnceki proje ¢alismamizda daha
dar bir sinif olarak, pozitif L-zayif ve pozitif M-zayif kompakt operatorler ile Uretilen

W' (EF)={T,-T,:T,T,eW, (EF)} ve W', (EF)={T,-T,:T,T,eW, (EF) alt
uzaylari digunulmus ve bu siniflarin Riesz uzaylari olduklari, norm olarak reguler

norm alindiginda da Banach érgusu olduklarina dair, merkezlerinin temsillerinde de
kullanacagimiz agagidaki sonuglar elde edilmistir (Bayram ve Wickstead, 2017).

Teorem 2.2.6: W' (E,F) Dedekind tam Riesz uzayidir. Diger taraftan, eger F
Dedekind tam ise W', (E,F) 'de Dedekind tam Riesz uzayidir.

Sonug 2.2.7: (W' (E,F),|,) Dedekind tam Banach érgiisiidir. Eger F Dedekind
tam ise (W', (E,F),||,) Dedekind tam Banach 6rgiisiidr.

Teorem 2.2.8: Kabul edelim ki F*#{0}. Bu durumda, W' (E,F) Uzerinde regliler

normun sira surekli olmasi igin gerekli ve yeterli kogul dual uzay E’ 'nun sira surekli
norma sahip olmasidir.

Teorem 2.2.9: Kabul edelim ki (E')* # {0} . Bu durumda, W",, (E,F) Uzerinde regler

normun sira surekli olmasi igin gerekli ve yeterli kosul dual uzay F '‘in sira surekli
norma sahip olmasidir.

Proje calismamizdaki amagclarimizdan digeri bir Banach érgtisunun merkezinde
bulunan L-zayif ve M-zayif kompakt operatorlerin Ozelliklerini vermekti. Benzer
calisma yine Wickstead tarafindan merkezdeki kompakt operatérlerin karakterize
edilmesidir (Wickstead, 1976). Bu makalede merkezil operatorin kompakt olmasi igin

gerek ve yeter sartin E* nin tim atomlarinin gerdigi kapali uzayda degder almasi
oldugu kanitlanmistir. Kanitta, topolojik sira birime sahip Banach 6rgilerinin c” (k)
'da sira ideal olarak temsil edilebilir oldugu kullaniimistir. Burada, K kompakt
Hausdorff uzay ve c”(k) ise K 'nin yogun bir alt kiimesinde sonlu olan sirekli,
genisletilmis reel sayilarda deger alan fonksiyonlardir. Ustelik Banach érgiisiniin sira

birimine, K Gzerinde 1 sabit degerini alan fonksiyon karsilik gelir. Bu temsil (Davies,
1969) 'a aittir.



2.3. Metodoloji

Bu calisma esas olarak modern analizin sirali vector uzaylari, Banach orguleri ve
bunlar arasinda tanimh lineer operatorler teorisinin tekniklerini, araglarini ve
metodlarini kullanir. Proje baslangicinda, temel kavramlara ve literaturde elde edilen
sonuglara asina olabilmek amaciyla bazi makale ve kitap bolumleri incelenmis ve
analiz edilmistir. Ozellikle 6nceki kisimda da belirtildigi Gizere Wickstead in Sirali
vektor uzaylarinin merkezleri hakkinda elde ettigi sonuglar projemiz igin temel
olmustur.

Kullandigimiz énemli bir ara¢ operatorlerimiz arasindaki dual iligkidir. Bir sinirli
operatorun L-zayif (M-zayif) kompakt olmasi icin gerekli ve yeterli kosul dual (adjoint)
operatorunin M-zayif (L-zayif) kompakt olmasidir. Dolayisiyla bir operator sinifiigin
elde edilen bazi 6zellikler bu dual iligki yardimiyla digeri icin de verilebilmektedir.

Projenin ortaya ¢ikmasina yardimci olan en dnemli nedenlerden birisi dnceki
proje calismasinda s6z konusu operatdr siniflarinin Banach 6rgl yapisi hakkinda
elde ettigimiz sonuclardir (Bayram ve Wickstead 2017). Bu operator siniflarinin
genelde vektdr 6rgust olmadigini gosterir drnekler verilmistir (Chen ve Wickstead,
1999c). Fakat, pozitif L- ve M-zayif kompakt operatorlerin Urettigi sinifin regtler norm
ile Dedekind tam Banach orgusu oldugunu ve bazi sira oOzelliklerini ispatladik.
Dolayisiyla merkezlerinin 6zdes olmadigi hemen gorular.

Diger taraftan W_(E,F) ve W, (E,F) genelde cift tarafli ideal degildir

(Bayram, Wnuk 2013). Dolayisiyla Wickstead in sonuglarinda verilen ¢ = ZUk ®V,
k=1

tensorune karsilik gelen <I)(T):ZVkTUk operatorinin L- veya M-zayif kompakt
k=1

operator olamayacadi ve bunun sonucu olarak goémme dontsumlerinin
tanimlanamayacagdi digindlebilir. Ancak, bir cok operator sinifinin aksine W, (E, F)
ve W, (E,F) nin baskinlik 06zelligine sahip olmasi operatorlerin merkezleri
hakkindaki ispatlarimizda kullandigimiz 6nemli 6zelliklerden birisi olmustur. Yani,
UeZ(E),VeZ(F)veTeW, (EF)ise VTU eW', (E,F) olur. Gergekten, x e E,
olmak uzere

NTUX <V, [TUx <V, T (1], x) =V, W], T

saglanacagindan
VI, W[, T <vTU <V U], T

olur. Bu esitsizlik ile birlikte baskinlik 6zelligi dusunuldugunde VTU e Z(W;M (E, F))

oldugu gorulur. Boylece,
Z(E)OZ(F)a¢>deZ(W/, (EF))



donislimi  tanimlanabilir.  Burada U, eZ(E), V,€Z(F) olmak {zere

¢= Zn:Uk ®V, e Z(E)OZ(F*) tenstriine karsilik gelen operatér
k=1

oW, (E.F) W/, (E.F),(T)=YV,TU,
k=1
seklinde tanimlanmaktadir.

Fakat bu donligum elde etmek istedigimiz sonugclar i¢in yine uygun olmadigi
gOrulmustir. Burada karsilasilan sorun ise yukarida tanimlanan déntsimun izometri
olup olmamasi ile ilgilidir. Bu dogrultuda bir érnek verilmistir. Bu yuzden tanim ve
goruntd uzaylarina ek kosullarin getiriimesi zorunlulugu ortaya c¢ikmistir. Dogasi
geregdi L-zayif kompakt operatorler F Banach érgusunun sadece sira surekli kisminda
degerler aldigindan goérunti uzayl daha dar alinmis ve dénisim yeniden formile
edilmistir. Ayni durum M-zayif kompakt operatorler igin de gegerli oldugundan, dual
iliski sonucu tanim uzayinin duali Uzerinde bir kisittamaya gidilmigtir. Benzer sekilde
operatorlerin tanimlandigi Banach orguleri Gzerine sira sureklilik sarti getirilerek farkh
izometri dontsumleri elde edilmigtir. Bu dontusumlere iligskin ispatlarda kullandigimiz
en 6nemli arag (Wickstead, 1976) 'in verdigi asagidaki denklik olmustur.

“E Banach orgusunun sira surekli norma sahip olmasi igin gerekli ve yeterli kosul
{T*:TeZ(E)} =Z (E*) esitliginin var olmasidir"

Farkli gdomme donusumlerinin yapilmasinin nedeni yogunluk ve yaklagim
sonuglarinin elde edilmesidir. Uygun olmayanlar igin 6rnekler de verilmistir. Bu
sonuglar icin kullandigimiz ara¢ ise (Buskes e ark., 1986) tarafindan verilen

asagidaki teoremdir. E vektdr érgisinin bir alt kimesi A olmak Uzere; D(A), A dan

alinan azalan ailelerin tim infumumlarini, I(A) ise A dan alinan artan ailelerin tim
supremumlarini ifade etmektedir.

Teorem 2.3.1. E Dedekind o -tam veya topolojik sira birime sahip Banach 6rgusu, F
Dedekind tam Banach orgusu olsun. Eger F Uzerinde tanimh sira surekli lineer
fonksiyoneller F i noktalarina ayiriyorsa asagidaki esitlik gecerlidir.

wez(U(EF)0sw<l,, |

=DIDI {®:$eZ(E)®Z(F) ve 0<¢<I.®I.}

Operatorlerimizin merkezleri igin temsil sonuglarinin elde edilmesinden sonraki
sure¢ ise herhangi bir Banach drgusunun merkez operatorlerinin L-zayif ve M-zayif
kompakt olanlarinin incelenmesi olmustur. Buna benzer bir ¢calisma onceki kisimda
da belirttigimiz Wickstead in ispatladigi diskret elemanlar yardimiyla kompakt merkez
operatoérlerinin  karakterizasyonudur. Genelde kompakt operatorler ile L-zayif
kompakt ve M-zayif kompakt operatorler arasinda bir iligki yoktur. Fakat bir Banach
orgusunudn sira surekli kisminin tim atomlari igerdigi ve L-zayif kompakt operatorlerin
bu kisimda degerler aldigi gercegi, kompakt operatorlerin karakterizasyonun L-zayif
kompakt operatorler icin de yapilabilecegini gagristirmistir. Dual iligskilerinden dolayi
M-zayif kompakt operatorler icin de aynisi gecgerli olmustur. Sonug¢ olarak bu
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dogrultuda dikkate deger bir calisma yapilarak merkez operatorleri i¢in bu Ug¢
kompaktlik ¢esidinin denk oldugu ispatlanmistir.

Her ne kadar proje konumuz ile birebir iligkili olmasa da, elde edilen sonuglarin
farkh versiyonlarinin elde edilmesi adina operatdor siniflarimizin sira yapisinin

incelenmeside miimkiin olmustur. Bu minvalde W_(E,F) ve W,, (E,F) nin L' (E,F)
icinde KB-uzayi ve band olmasina dair bazi sonuglarda elde edilmigtir.
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3. BULGULAR

Bu bdlimde, sadelik olmasi agisindan aksi belirtimedikce E, F, G Banach
orguleri; X, Y, Z Banach uzaylari olarak kabul edilecektir.

3.1. L-zayif Kompakt Operatorlerin Merkezi

Z(L'(E,F)) ve Z(W'(E,F)) tzerinde sira birim norm ve Z(E)©Z(F) Uzerinde
injektif norm tanimli olmak tzere

Z(E)OZ(F)>¢>deZ(L (EF))
ve

Z(E)OZ(F)>¢>DeZ(W'(EF))

gémme donusumlerinin  izometri  olduklari  (Wickstead, 2002) tarafindan
ispatlanmistir. Ancak

Z(E)OZ(F)>¢g>deZ(W (EF))
GoOmme donugumu izometri olmayabilir.

Omnek 3.1.1: E={0} ve F=C([0,1])®c, ve feC([0, ) ve xec, olmak iizere
V:F—>FV(f x)=(f,0) olsun. Bu durumda F?={0}

V eZ(F) olur. Diger taraftan ¢=I1g ®V eZ(E)@Z(F) tensoriine karglllk gelen
operator ®:T —V oT ol =0 operator igin |[®| =0 elde edilir. Halbuki ||g], =0 dr.

.=0 ve

Dolayisiyla bazi kisitlamalar getirmek gereklidir. Bu yluzden sz konusu
operator siniflari icin gdmme donusumua ayni alinmasina karsin daha kugik Banach
orguleri dusunulmustar.

Teorem 3.1.2: ¢eZ(E)OZ(Fa) tensorll  icin cI)eZ(W[(E,F)) dir. Ustelik
|®], =|l¢|, saglanir ve gémme déniisiimii; ayni zamanda cebir ve sira izomorfizmi de

olan
Z(E)®, Z(F*)>Z (W, (E.F))
izometrisine genisletilebilir.

Yogunluk sonucunu vermeden once yukaridaki teoreme benzer iki sonu¢ daha
verilebilir. Fakat bunlar igin gédmme dénusumu farkli sekilde tanimlanacaktir. Kabul

edelimki ¢ = Zn“uk ®V, eZ(E")oZ(F*) tensoril igin
k=1

®:W/(E,F)>W/(E,F), :[ZVT Uy, j

olsun.
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Teorem 3.1.3: ge Z(E*)OZ(F"‘) tensorii icin @ e Z(WJ(E, F)) dir. Ustelik
|®], =|l#|, saglanir ve gémme déniisiimi; ayni zamanda cebir ve sira izomorfizmi de

olan
Z(E)®, Z(F*)>Z(W/ (E.F))
izometrisine genigletilebilir.

Verilen sonuglardaki gomme dondsimi yogunluk sonuglarini elde etmek igin
uygun degildir. Ornegin; E 6zdes merkeze sahip sonsuz boyutlu Banach 6rgusu ve

F=R alinirsa, Z(E)©Z(F*) bir boyutlu olmasina karsin Z (W' (E,F))=Z(E)

sonsuz boyutlu olacaktir. Bu nedenle géomme doénustUmleri farkh bir bicimde
tanimlanmalidir.

E" dual uzayi sira surekli ise {T* T eZ(E*)}:Z(E**) oldugu bilinmektedir. O
halde E" Gzerine sira slreklilik sartinin konulmasiyla birlikte
Z(E™)®, Z(F*)>Z (W (E,F))
yogunluk sonuglari igin daha uygun bir donlsim olacaktir. Kabul edelimki

¢=Zn:Uk ®V, eZ(E**)GZ(Fa) tensord igin
k=1

CD:WLf(E,F)—>WLf(E,F),@(T):(ZH:VKT**UK|EJ
k=1
olsun.
Sonug 3.1.4: E” dual uzay sira siirekli norma sahip olsun. ¢eZ(E™)oZ(F°)
tensorl icin @ e Z(WLr (E, F)) dir. Ustelik ||@| =|¢||, saglanir ve gémme doniistimi;
ayni zamanda cebir ve sira izomorfizmi de olan
Z(E")®, Z(F*)>Z (W (E,F))
izometrisine genisletilebilir.

Sonug 3.1.3 kullanilarak asagidaki yogunluk sonucu elde edilir.
Teorem 3.1.5: E” dual uzay! sira suirekli norma sahip ise
{W eZ(W, (E,F)):0<W < |W,(E,F)}
=DIDI {®:$eZ(E)OZ(F?) ve 0<g<I_.®I_}

esitligi saglanir. Bu durumda {(D:¢e YA (E"*)QZ (Fa)} guclu operator topolojisine gore
(W, (E,F)) iginde yogundur.
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3.2. M-zayif Kompakt Operatorlerin Merkezi

L-zayif kompakt operatdrler sinifina benzer olarak, Z(WhjI (E, F)) uzerinde sira birim

normve Z(E)©®Z(F) Uzerinde injektif norm tanimli olmak Gzere
Z(E)OZ(F)24—®eZ (W, (EF))

gbmme dénusimu izometri olmayabilir.

Ornek 3.2.1: F={0} ve F:Ll([o,l])@f1 ve feLl([O,l]) ve xe(, olmak lizere

U:F—>FU(f,x)=(f,0) olsun. Bu durumda U~ - =0 saglanirken 0=V eZ(F)

olur. Boylece ¢=U®I_.eZ(E)OZ(F) tensoérine karsillk gelen operator
®:T > 1.oToU=ToU olacaktir. Her bir M-zayif kompakt T operatori icin adjoint

operator L-zayif kompakt olmasi sebebiyle T*(F*)g(E*)a olur ki bu da

QD(T)* =U"-T" =0 olmasini gerektirir. Yani ||#|, # 0 olmasina karsilik |®| =0 dir.
Diger operator sinifi i¢in yapilanlara benzer olarak operatorlerin tanimlandigi

uzaylari kugultelim. Bu durumda gdbmme donusumlerini tekrar tanimlanmasi gerekir.

Kabul edelimki ¢:zn:Uk ®V, € Z((E*)a)OZ(F) tensori igin
k=1

@:W,, (E,F)—>W,, (E,F),@(T)=(ZHJVKTHUE|E)

olsun.

Teorem 3.2.2: ¢eZ((E*)a)®Z(F) tensori  icin @eZ(Wh;(E,F)) dir. Ustelik

|@], =[¢|, saglanir ve gdmme doniisiimii; ayni zamanda cebir ve sira izomorfizmi de
olan
Z((E7))®, 2(F) >z (Wi (E.F))

izometrisine genisletilebilir.

M-zayif kompakt operatorlerin merkezleri icin yogunluk sonuglarinin elde
edilebilmesi icin iyi bilinen *z(E*)={T*:Tez(E*)}cz(E’*) esitligi kullaniimistir.
Fakat gdmme dontsimuU yukaridaki teoremden farkli olarak

2((&) )0z (P 2w (£.F)
seklinde tanimlanabilir. Bu goémme doénisimi ¢:Zuk®vke*z((E*)a)®z(F)

k=1
tensorinu
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® Wy, (E, F) >W (E, F)ﬂ(T){iVJ”UklE]

operatorune donustirmektedir. Bu durumda asagidaki sonu¢ Teorem 3.2.1 den
hemen elde edilir.

Sonug 3.2.3: ¢E*Z((E*)a)®Z(F) tensori icin CDGZ(W,J,(E,F)) dir. Ustelik

|®], =|l#|, saglanir ve gémme déniisiimi; ayni zamanda cebir ve sira izomorfizmi de
olan
Z((E )@, Z(F)m> 2 (Wy (E.F))

izometrisine genigletilebilir.
Sonug 3.2.2 kullanilarak asagidaki yogunluk sonucu elde edilir.

Teorem 3.2.4: F sira surekli norma sahip ise

twez(w;(EF)0sw=i, |

_ DIDI {®:¢e*z[(E*)""j92(F) ve 0<g<l ®|F}

esitligi saglanir. Bu durumda {(D:qﬁe*z [(E*)aJQZ(F)} guclu operator topolojisine

gére Z(W, (E,F)) iginde yogundur.
3.3. Merkezil L-zayif ve M-zayif Kompakt Operatorler

E Banach orgusu quasi-interior nokta e yi igeriyorsa bir C*(K) uzayinin ideali olacak
sekilde bir temsili vardir (Davies, 1969). Ustelik bu temsilde e noktasi K izerinde
sabit 1 degerleri alan 1, fonksiyonu ile temsil edilebilir. Bu temsilde K kompakt
Hausdorff uzayi olmak Gzere

C°°(K):{f : K —[—o0,0]: f, Kninagik ve yogun bir alt kiimesinde sonlu}
seklinde tanimhdir. Diger taraftan (Wickstead, 1976) merkezil kompakt operatorleri

temsil etmis ve bir merkezil operatérin kompakt olmasi igin gerek ve yeter sartin E*
nin tim atomlarinin gerdigi kapali uzayda deger almasi oldugunu ispatlamistir.

Bilindigi Uzere kompakt operatorler, L-zayif ve M-zayif kompakt operatorler
genelde farkh siniflardir. Fakat proje g¢alismasinin konusu olan operator siniflarinin
kompakt operatorler icin yapilan temsillere benzer temsillerin olabilecegi
dusundldugunde asagidaki dnemli sonug elde edilmigtir.

Teorem 3.3.1: T eZ(E) operatorunin kompakt olmasi igcin gerek ve yeter sart L-
zayIf kompakt (veya M-zayif kompakt) olmasidir. Yani
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Z(E)nK(E)=Z(E)nW, (E)=Z(E)nW, (E).
3.4. L-zayif ve M-zayif Kompakt Operatérlerin Bazi Ozellikleri

Genel anlamda asagidaki kapsamalar dogrudur.
W/, (E,F)cW,_, (E,F)nL(E,F)cW,_, (E,F)

Uztelik kapsamalarin 6z olabildigi 6rnekler de verilebilir. Asa@idaki 6zellik ise
kapsamalarin esitligine donustugu bir durumu belirtir.

Onerme 3.4.1: TeW,_ (E,F) igin [T| moddilii var ve [T|eW, (E,F) olmasi igin gerek
ve yeterli kosul asagidaki esitliklerin var olmasidir.
W, (E,F)=W, (E,F)nL (E,F)=W, (E,F).

Bu 6nermenin benzeri M-zayif kompakt operatorler icin ekstra sart ile mumkundur.

Onerme 3.4.2: F sira tam ve T eW, (E,F) olsun. Bu durumda [T| moddlii var ve

|T| eW, (E, F) olmasi i¢in gerek ve yeterli kosul agagidaki esitliklerin var olmasidir.
Wy, (E,F)=W,, (E,F)nL (E,F)=W, (E,F).

Sonu¢ 3.4.3: Asagidaki dnermelerden birisi dogru ise W[(E,F) Dedekind vektor

orgusidir ve W' (E,F)=W_(E,F)nL"(E,F)=W, (E,F)esitligi saglanir.

a. E bir AL-uzayina orgu izomorftur.
b. F bir AM-uzaydir.

Sonug 3.4.4: Asagidaki dnermelerden birisi dogru ise W,, (E,F) Dedekind vektor
orgusidir ve Wy, (E,F)=W,, (E,F)nL (E,F)=W, (E,F)esitligi saglanir.

a. F glgll birime sahip Dedekind tamdir.

b. E bir AL-uzaydir.

Onceki calismalarda ispatlandigi tizere F Dedekind tam oldugunda W[(E, F)
ve Wy, (E,F) L' (E,F) iginde idealdirler. Fakat band olmak zorunda degildir. Ornegin;
W', (c,) da aliman T, :c, —>c,T,(4)=(4 4. 4,0,0,..) operator dizisi igin
T, T1d(c,) saglanmasina karsin 1d(c,) W, (c,) olur.

Teorem 3.4.5: E guglu birime sahip AM-uzayl ve F sira sureklinorma sahip ise
W/ (E,F) ve Wy (E,F), L'(E,F) iginde banddir.

Bu operator siniflarinin ne zaman KB-uzayi olduklarini ispatlamak igin
asagidaki lemma kullaniimigtir.

Lemma 3.4.6: (E*)a #1{0} = F* ise agagidaki nermeler saglanir.

a. E', W' (E,F) icine pozitif sekilde gémiilebilir.
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b. E’ sira sirekli norma sahip ise E*, Wy, (E,F) igine pozitif sekilde gémiilebilir.
c. F, W, (EF) icine pozitif sekilde gdmdilebilir.
d. F sira siirekli norma sahip ise E*, W, (E,F) igine pozitif sekilde gémiilebilir.

Teorem 3.4.7: (E*)a #{0} = F* ise agagidaki dnermeler birbirine denktir.
a. E" ve F, KB-uzaylari ve W/ (E,F), L' (E,F) iginde banddir.
b. F sira strekli norma sahip ve W/ (E, F) reguler norma gore KB-uzayidir.

Teorem 3.4.8: (E*)a # {0} =F*® ise asagidaki 6nermeler birbirine denktir.
a. F KB-uzayi ve Wy, (E,F), L'(E,F) iginde banddir.
b. Wy, (E,F) regiler norma gére KB-uzayidir.
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4. TARTISMA ve SONUG

Calisma kapsaminda, Banach oérguleri arasinda tanimh zayif kompakt operatérlerin
alt siniflar1 olan L-zayif ve M-zayif kompakt operatorler ¢alisiimistir. Proje, ele alinan
operator siniflari ile ideal merkez kavrami arasindaki iligkileri daha iyi anlama
noktasinda basarili olmustur. Hedefleri tek tek inceledigimizde de, hedeflenen
amaglarin hepsi icin bir takim sonuglarin elde edildigi gorulur. Aslinda, one ¢ikan en
onemli hedef, L-zayif veya M-zayif kompakt operator siniflarinin sirali vektor uzayi
oldugu durumlarda merkezleri ile ilgili birtakim izometrik gomulme sonuglarinin ve
yaklasim durumlarinin ifade edilmesidir.

Bu dogrultuda, reguler operatorler, kompakt ve zayif kompakt operatorler igin
(Wickstead, 2002) ‘de verilen Z(E)©Z(F) tensér carpiminin Z (L' (E,F)) icine

izometrik olarak gdmulme sonuglari L-zayif ve M-zayif kompakt operatorler icin elde
edilmistir. Tabiki bu sonuglar operatorlerimizin ozelliklerine gore tanim ve goruntu
uzaylari Uzerine kisitlamalar getirilerek elde edilmigtir. Bazi durumlarda ise hig
kisittamaya gidilmeksizin izometrik sonuglar elde edilmistir. Ayrica yogunluk
sonuglarinin elde edilmesi icin farklh gomme donusumleri tanimlanmigtir. Diger
doénusimlerin yogunluk sonuglar i¢cin neden uygun olmadiklarina dair érnekler de
verilmigtir.

incelenen konulardan bir digeri de herhangi bir Banach drgisiiniin merkezinde
bulunan L-zayif ve M-zayif kompakt operatorlerdir. Merkezde bulunan kompakt
operatorler hakkinda literatirde bulunan karakterizasyona benzer bir karakterizasyon
calistigimiz operatorler icin de yapilmigtir. Bu karakterizasyona baktigimizda ise
dikkate deger bir sonug elde edilmistir. Bilindigi Uzere kompakt, L-zayif kompakt ve
M-zayif kompakt operatérler genelde birbirinden bagimsiz siniflardir. Fakat merkez
operatorler igin bu U¢ kompaktlik gesidinin denk oldugu gozlenmistir.

Ulagilan bulgular sonucu hem L-zayif ve M-zayif kompakt operatorler icin
literaturdeki bir bosluk dolduruimus hem de calismalarimizi daha ilerletmek adina
fayda saglanmistir. Elde edilen sonuglar makale formatina donustiurulerek indekste
bulunan bir dergiye géonderilmigtir.

Ustelik, cahstigimiz operatér siniflarini daha iyi anlayabilmek adina bu
operator siniflarinin sira yapisi hakkinda da bazi incelemeler yapiimigtir. Sonug
olarak operator siniflarimizin regular operatérler icinde band olma ve KB-uzay olma
durumlarina dair bir takim bulgular elde edilmistir. Fakat bu sonuglar gelistiriimeye
intiyag¢ duydugundan, proje bir anlamda baska c¢alismalara da zemin
hazirlamistir.Dolayisiyla bu proje kapsaminda yapilan arastirmalar ile hedefledigimiz
amaglarin elde edilmesinin yani sira farkh ¢alisma alanlari igin énemli veriler elde
edilmistir. Bu sayede projenin 6zgln degeri baglangic asamasinda hedeflenenden
daha Ust bir seviyeye tasinmistir.
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