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Wireless communication is present everywhere in the society. As the amount of transferred
data increases, the quality of data transfer becomes vital. In communications engineering, the
accuracy of data transfer can be evaluated through statistical means by using the tail function of
the normal distribution, that is, the Gaussian distribution: the Q-function. The Q-function is utilized
in calculating the symbol and bit error probabilities of data transfer so that the signal-to-noise
ratio, SRN, is multiplied by different coefficients depending on the digital modulation and the mod-
ulation constellation used. As the signal-to-noise ratio increases, the error probability of the data
transfer decreases, and practical design work is reaching a compromise to achieve a sufficient
signal-to-noise ratio and a low enough probability of error for data transfer.

Despite its usefulness, the Q-function is a mathematically complex integral function, the values
of which can only be solved numerically using computing software. For analytical treatment, se-
veral approximations based on different approaches have been developed of the Q-function that
allow solving the values of the Q-function with sufficient accuracy. This study presents the most
useful approaches in telecommunications engineering: approximations based on bounds, appro-
ximations based on exponential function, approximations based on polynomial exponential func-
tions, and approximations based on different functions.

The research problem is further development of a certain minimax-approximation based on
exponential function. In the approximation, coefficients of the exponential function are obtained
by minimizing the global error resulting from the absolute and relative error of the approximation
by solving numerically systems of nonlinear equations that describe the errors using Newton’s
method. This study presents an analytically solved Jacobian matrix for absolute error that allows
avoiding unnecessary computing complexity when using the method. An analytically solved Ja-
cobian matrix can later be coded into a suitable computing language that reduces the processing
power and time required in the approximation and possibly facilitates obtaining the initial guess
required by Newton’s method. At the end of the study, ideas for further research are presented.

Keywords: Q-function, approximation, normal distribution, Gaussian distribution,
communications engineering, symbol error probability, bit error probability, SER, BER, signal-to-
noise ratio, SNR, AWGN, AWGN channel, fading channel, noise, ideal receiver, signal,
modulation, amplitude modulation, phase modulation, constellation, PAM, QAM, PSK, Newton’s
method, Jacobian matrix, system of nonlinear equations, minimax, absolute error.
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ALKUSANAT

Tieteellisen tutkimuksen julma sivuvaikutus on ymmarrys siita, kuinka vahan tietaakaan.
Kun aloin tehda tatd matematiikkaa kasittelevaa kandidaatinty6ta sinansa tutusta tieto-
likennetekniikasta, lilan nopeasti aloin kasittaa, etta paljon on vield opittavaa. Kenties
satunnainen lukija 16ytaa tasta tydsta oivalluksia, joilla jAsentaa vuosien varrella kerattyja
tiedonmurusia, tai jopa kokonaan uusia tiedonmuruja. Matemaattinen osaaminen on
luonteeltaan kerroksellista, ja pinnallisesti tuttujen asioiden syvallisempi tarkastelu tuo
toisinaan palkitsevia hetkia, kun tiedon palaset loksahtelevat paikoilleen. Englantilaisen

1200-luvun filosofin Roger Baconin sanoin: "Matematiikka on ovi ja avain tieteisiin."

Haluan esittaa sydamelliset kiitokseni Taneli Riihoselle, jonka tarkka ja karsivallinen oh-

jaustyod ja tiivis, aina kannustava yhteydenpito on ollut korvaamatonta.
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1. JOHDANTO

Tietoliikenne ja langaton tiedonsiirto ovat 1asna kaikkialla yhteiskunnassa, ja niiden mer-
kitys kasvaa entisestaan siirrettyjen datamaarien kasvaessa ja tiedonsiirtoyhteyksien no-
peutuessa. Tiedonsiirron nopeuden, tiedonsiirtojarjestelmien kantokyvyn ja jarjestelmien
suorituskyvyn rinnalla oleellista on kuitenkin tiedonsiirron virheettémyys. Langallisia siir-
toteita on perinteisesti kasitelty Iahes virheettémina, ja tietoliikenteen virheiden onkin kat-
sottu syntyvan langattomalla radiotiella, jolla signaalin kantoaallon siirtymiseen vaikutta-
vat radioaaltojen monitie-etenemisen aiheuttama interferenssi, ymparistén kohina ja sig-

naalin vaimeneminen siirtotiella eli haipyma.

Digitaalisessa bindarimaailmassa tiedonsiirtoa voidaan arvioida informaatioteorian tarjo-
amin tilastollisin keinoin laskemalla bittivirhe- ja symbolivirhetodennakoisyyksia seka sig-
naali-kohinasuhdetta. Signaali-kohinasuhdetta, kuten myods satunnaista kohinaa, voi-
daan kasitelld satunnaismuuttujana (Tanash & Riihonen 2020, s. 6514). Erityisen kayt-
tokelpoisen tydkalun tallaisen satunnaismuuttujan tilastolliseen tarkasteluun ja todenna-
koisyyslaskentaan tarjoaa normaalijakauman eli Gaussin jakauman hantafunktio,
Q-funktio.

Kayttokelpoisuudestaan huolimatta Q-funktio on matemaattisesti hankala kasiteltava.
Sen saamien arvojen ratkaiseminen onnistuu laskentaohjelmistolla numeerisesti, mutta
Q-funktio on perusmuodossaan epdoleellinen integraali ja muokattunakin sellainen in-
tegraalifunktio, jota ei voi palauttaa suljettuun muotoon alkeisfunktioiksi (Tanash & Rii-
honen 2020, s. 6514). Kasittelyn helpottamiseksi Q-funktiosta onkin muodostettu useita
erilaisia matemaattisia approksimaatioita, joilla voidaan saavuttaa riittdvan tarkkoja tu-
loksia kohtuullisella laskentateholla. Approksimaatioiden kayttokelpoisuutta voidaan ar-

vioida vertailemalla approksimaatioilla saatuja tuloksia Q-funktiolla saatuihin tuloksiin.

Tassa tutkielmassa esitellaan erilaisia lahestymistapoja approksimaatioiden muodosta-
miseen, mutta tutkimuskysymyksena tarkastellaan Tanashin ja Riihosen (2020) esitta-
maa, eksponenttisummiin perustuvaa minimax-approksimaatiota, jossa approksimaa-
tion kertoimet maaritetdaan muodostamalla ja ratkaisemalla epalineaarinen yhtaloryhma.
Alkuperaisessa tutkimuksessa epalineaarinen yhtaloryhma ratkaistiin numeeriseen in-

tegrointiin kaytetylla Newtonin menetelmalla, jossa myos menetelman kayttamat para-



metrit ratkaistiin numeerisesti. Parametrien numeerinen kasittely tuo kuitenkin muka-
naan tarpeetonta laskennallista raskautta, silla laskentaohjelman kayttamat liukuluvut ei-

vat kasittele nollia nollina vaan darettéman pienina liukulukuina.

Merkittavampi ongelma on kuitenkin tutkimuksessa kaytetyn laskentaohjelma Matlabin
rajallinen, kayttajasta riippumaton kapasiteetti liukulukujen kasittelemiseen. Kun approk-
simaation termien lukumaara kasvaa, approksimaation eksponenttikertoimet pienenevat
lopulta niin, etta laskentaohjelma kasittaa ne nolliksi. Jotta jo laadittua approksimaatiota
voidaan hyodyntaa entista laajemmalla kayttdalueella, laskennan siitdminen pienempia
eksponenttikertoimia paremmin kasittelevaan ymparistéon on valttdmatonta. Tarkoituk-
seen sopii ohjelmakoodi Python ja sen koodikirjasto mpmath, jossa liukuluvun esitystark-
kuutta rajoittaa vain kayttojarjestelman muistin koko. Jotta koodausympariston vaihdok-
sesta saadaan kaikki hyoty, Newtonin menetelman parametrinaan kayttama Jacobin
matriisi ratkaistaan analyyttisesti. Taman tyon tarkoitus onkin esittaa sellainen analyytti-
sesti ratkaistu Jacobin matriisi approksimaation absoluuttiselle virheelle, jota voidaan
myodhemmin hyddyntaa approksimaation Python-kooditoteutuksessa. Sen avulla app-
roksimaation laskentaan tarvittavaa aikaa ja siten laskennan tarvitsemaa prosessointite-
hoa voidaan mahdollisesti vahentaa ja approksimaation vaatiman alkuarvauksen saa-

mista helpottaa.

Luvussa 2 kasitellaan tietoliikennetekniikassa yleisesti kaytdssa olevaa kanavamallia ja
tiedonsiirron symboli- ja bittivirhetodennakoisyyksien laskemista Q-funktion avulla. Lu-
vussa 3 esitellddn Q-funktiolle kehitettyja approksimaatioita. Luvussa 4 kasitelldadn mini-
max-lahestymistapaan perustuvaa eksponenttiapproksimaatiota ja esitetddn olemassa
olevan tutkimuksen tueksi analyyttisesti ratkaistu Jacobin matriisi. Luvussa 5 kootaan
yhteen tutkielmassa esitellyt havainnot ja esitetddn mahdollisuuksia kasitellyn approk-

simaation jatkotutkimusta varten.



2. Q-FUNKTIO TIETOLIIKENNETEKNIIKASSA

Tassa luvussa kasitelldaan tietoliikennejarjestelmien siirtotien mallintamiseen kaytettya
kanavamallia ja siirtotien aiheuttamia hairidita tiedonsiirtoon. Siirtotien aiheuttamien hai-
rididen todennakoisyytta arvioidaan matemaattisilla todennakoisyyksilla, joiden laskemi-

seen kaytetaan Q-funktiota.

2.1 Symbolivirhetodennakoisyys AWGN-kanavassa

Yleinen matemaattinen malli tiedonsiirtojarjestelman siirtotien eli kanavan kuvaamiseen
on AWGN-kanava (Additive White Gaussian Noise), jossa lahetettyyn signaaliin yhdistyy
siirtotien ja vastaanottimen kohinaa. Tyypillisia kohinan lahteita ovat sahkoisten kompo-
nenttien tuottama lampokohina ja radioaaltojen interferenssi langattomalla siirtotiella.
Tallaista stokastista eli sattumanvaraista kohinaa voidaan kasitella Gaussin jakaumaa
noudattavana satunnaismuuttujana. AWGN-kanavan signaalimalli voidaankin esittaa

kaavalla

y(@) = h*x(t) +n(t), (1

jossa signaalin y(t) todennakdisyysjakauma ajanhetkellda ¢ milld tahansa x(¢):n arvolla
saadaan signaalin vaimenemista ilmaisevan vakiokertoimen 4 ja kohinaa ilmaisevan sa-
tunnaismuuttujan n(t) avulla. (Proakis 2000, s. 11) Ekvivalisoinnin jalkeen signaalista
poistetaan kanavan vaikutus ja saatu signaali tulkitaan demodulaatiossa joksikin symbo-

liksi. Ekvivalisoitu signaali y(t) voidaan esittaa kaavalla

y@) = x(t) + 7(t), (2)
jossa myos kohinaa ilmaiseva satunnaismuuttuja 7i(t) on ekvivalisoitu.

Symboli- ja bittivirhetodennakdisyydelld voidaan arvioida tiedonsiirron laadukkuutta.
Symbolivirhetodennakdisyyden laskemista voidaan havainnollistaa yksinkertaiselle
AWGN-kanavan kautta valitetylle signaalille, jossa symboli voi saada kaksi mahdollista
arvoa, M = 2. Kahdenarvoisia yksinkertaisia modulaatioita ovat amplitudimodulaatio
2-PAM eli bindarinen PAM (Binary Pulse-Amplitude Modulation) ja vaihemodulaatio
BPSK (Binary Phase-Shift Keying). Tallaisen modulaation konstellaatiokuvio on esitetty

kuvassa 1.



Kuva 1. Yksinkertainen ldhetetty konstellaatio, jossa M = 2. Konstellaation symbo-
liarvot ovat -a ja a.

Oletetaan, etta signaalin vastaanotin on ideaalinen ja etta vastaanotettavat symboliarvot
{-a, a} ovat yhta todennakdisia. Koska siirtotie on kaavan (2) mukainen AWGN-kanava,
vastaanotetut signaalit ovat satunnaismuuttujia, jotka noudattavat Gaussin jakaumaa.
Tilannetta havainnollistetaan kuvassa 2, jossa yhta todennakdisten symboleiden paa-
toskynnys (decision threshold) asettuu kohtaan nolla. Tassa tilanteessa paatdéskynnys
on paatdsalueiden (decision region) puolivaliin sijoittuva raja-arvo, jonka avulla vastaan-
otin paattelee, tulkitaanko lahetetty signaali x(z) symbolina a vai -a. Kun vastaanotetun
symbolin arvo on negatiivinen, vastaanotin tulkitsee symbolin arvoksi -a, x= -a. Kun vas-
taanotetun symbolin arvo on positiivinen, vastaanotin tulkitsee symbolin arvoksi a, x = a.
(Proakis 2000, s. 257)

L Im

Kuva 2. Havaittujen symbolien todennékdisyys vastaanottimessa ekvivalisoinnin
Jélkeen. Pééatdsalueiden raja on merkitty punaisella katkoviivalla. Virheellisen
havainnon todennékdisyytté on havainnollistettu pystyviivalla symboliarvolle -a

ja vaakaviivalla symboliarvolle a.

Mikali Iahetetty symboli olisi -a mutta vastaanotetun symbolin arvo olisi positiivinen, vas-

taanotin tulkitsisi vastaanotetun symbolin virheellisesti arvoksi a. Samoin jos lahetetty



symboli olisi a mutta vastaanotetun symbolin arvo olisi negatiivinen, vastaanotin tulkitsisi
vastaanotetun symbolin virheellisesti arvoksi -a. Todennakoisyys, jolla vastaanotettu
arvo tulkitaan vastaanottimessa vaarin, on siten symbolivirhetodennakoisyys tai bittivir-
hetodennakdisyys. (Proakis 2000, s. 258)

Kuten kuvassa 2 on havainnollistettu symbolille -a, symbolivirheen todennakoisyys eli
todennakdisyys sille, etta lahetetty symboli tulkitaan vaarin symboliksi a, ilmaistaan
Gaussin jakauman hantafunktiolla eli Q-funktiolla. Toisin sanoen Q-funktion arvo Q(x)
on todennakoisyys sille, ettd satunnaismuuttuja X saavuttaa suuremman arvon kuin x.
Siis P(X > x) = Q(x). (Barry et al. 2004, s. 63) Siten Q-funktio on normaalijakauman
X~ MO,1) tiheysjakauman kertymafunktion komplementti. Matemaattisesti Q-funktio il-
maistaan integraalilausekkeella (Barry et al. 2004, s. 63; Tanash & Riihonen 2020,
s. 6514) siten, etta

Q(x)=P(X>x)=1—Fx(x)=\/%fme_§dt,kunx20 3

tai edellisesta johdetulla Craigin kaavalla (Craig 1991, s. 572; Tanash & Riihonen 2020,
s. 6514) siten, etta

Q) = ;f e 2sin?20” d6@, kunx = 0. 4)
0

Perusmuodossaan Q-funktio on epdaoleellinen integraali ja muokattunakin sellainen in-
tegraalifunktio, jota ei voi palauttaa suljettuun muotoon alkeisfunktioiksi (Barry et al.
2004, s. 63; Tanash & Riihonen 2020, s. 6514). Q-funktion arvo ja siten AWGN-kanavaa
kayttavan tietoliikennejarjestelman symbolivirhetodennakdisyys voidaan ratkaista nu-
meerisesti laskentaohjelmalla, mutta approksimaatioita kayttdmalla voidaan paasta riit-
tavaan laskentatarkkuuteen matemaattisesti yksinkertaisemmilla lausekkeilla. Eri Iahes-

tymistapoja Q-funktion approksimointiin kasitelldan luvussa 3.

Kuvan 2 mukaisessa tilanteessa, jossa kahdella vastaanotetulla symboliarvolla on yhta
suuri todennakdisyys, voidaan esittda ehdollinen todennakdisyys symbolivirheelle tilan-
teessa, jossa havaitaan symboli a, kun ensin on lahetetty symboli -a. Sama todennakoi-
syys patee symmetrian vuoksi myds tapauksessa, jossa havaitaan symboli -a, kun on
ensin lahetetty symboli a. Kayttaen hyvaksi konstellaation symboleiden euklidisia etai-
syyksia ja tiedonsiirtosignaalin voimakkuutta, voidaan todennakoisyys virheellisen sym-

bolin havaitsemiseen lopulta ilmaista kaavalla

P
P(virhe)Z—PAM,BPSK =0 é = Q(VSNR): (5)



jossa signaalitehon Psja kohinatehon Pysuhde voidaan ilmaista signaali-kohinasuhteena
SNR (Signal-to-Noise Ratio) (yksityiskohtainen johto Proakis 2000, s. 258-260). Tarkas-

tellaan naiden suureiden maaraytymista vield lahemmin.

Digitaalisen, kvantisoidun signaalin Iahetysteho P, saadaan signaalin x(%) itseisarvon ne-

lion odotusarvona siten, etta

P = E(Ix(®)1%). (6)

Kohinateho Py maaritelldan vastaavasti kohinan n(t) itseisarvon nelidon odotusarvona si-

ten, etta

Py = E(In(O)|?), (7)

ja signaaliteho Ps vaimenemiskertoimen 4 ja lahetetyn signaalin x(?) tulon itseisarvon

nelion odotusarvona siten, etta
Ps = E(Jh x x(D)]?). ®
Yhdistamalla kaavat (6) ja (8) signaaliteho voidaan maaritella siten, etta
Ps = |hIPE(Ix()|?) = |hI?Py, 9
jolloin signaali-kohinateho voidaan kaavojen (5) ja (9) avulla maaritelld suhteena

Ps _ |hI*R,
NR == . 1
SNR = 5= —p- (10)

AWGN-kanavan tapauksessa signaali-kohinasuhteelle saadun yhtalén tehojen suhde
saadaan siis odotusarvojen suhteena, kun vaimennuskertoimen itseisarvon nelié on jo-
kin vakioarvo. Signaali-kohinasuhteen laskemiseen AWGN-kanavan ulkopuolella pala-

taan luvussa 2.2.

Signaali-kohinasuhde voidaan esittda tehojen suhteena symbolia tai bittia kohden. Nai-
den valinen suhde ilmaistaan seuraavasti: modulaatiokoolla M voidaan ilmaista kahden
potenssi kbittid. Siis M= 2%, Bittiarvoinen signaali-kohinasuhde saadaan kertomalla sym-
boliarvoinen signaali-kohinasuhde modulaation bittien karvolla, SNRsymboi = £*SNRyit. Bit-
tien kayttaminen on hyodyllistd etenkin silloin, kun vertaillaan digitaalisia modulaatioita.
(Proakis 2000, s. 262). Kaytannon tiedonsiirtojarjestelmien suunnittelu onkin kompromis-
sien hakemista riittdvan signaali-kohinasuhteen ja konstellaatiokoon valilla (ibid., s. 263;
Chen & Beaulieu 2009, s. 126).

Edelld on esitetty tiedonsiirtojarjestelmien symbolivirhetodennakoisyyden maaraytymi-
nen reaaliarvoisessa bindarimuotoisessa modulaatiossa, kun tiedonsiirrossa kaytetaan
AWGN-kanavaa ja ideaalista vastaanotinta. Q-funktiolle parametrina annetun signaali-

kohinasuhteen kasvaessa Q-funktion arvo ja samalla tiedonsiirron virhetodennakdisyys



pienenevat. Kun kasvatetaan konstellaatiokokoa, muutetaan modulaatiomenetelmaa tai
yhdistelldan eri modulaatiomenetelmia, kuten vaihe- ja amplitudimodulaatioita, symboli-
ja bittivirhetodennakdisyyden maarittamisessa hyddynnetdan edelleen Q-funktiota, vain

funktion parametrien kertoimet muuttuvat (Proakis 2000, s. 257-282).

Esimerkiksi PSK-vaihemodulaatiossa tarkka symbolivirhetodenndkoisyys voidaan il-
maista silloin, kun konstellaation koko on nelja, M= 4 (Proakis 2000, s. 271-272). Kons-
tellaatiokuvio tallaiselle 4-PSK- eli QPSK-modulaatiolle (Quadrature Phase-Shift Keying)

on esitetty kuvassa 3.

. Im

Kuva 3. Modulaation QPSK konstellaatiokuvio.

Modulaatiolle QPSK symbolivirhetodennakoisyys voidaan laskea kaavalla
1
P(virhe)ypsx = 2Q(V2SNR) [1 - EQ(\/ZSNR)] = 2Q(VSNR) — Q?(VSNR). (11)

Kun konstellaation koko kasvaa, PSK-modulaatiolle kaytettdvaa kaavaa joudutaan in-
tegroimaan numeerisesti, jolloin symbolivirhetodennakdisyyden maarittava lopullinen
kaava on jo itsessaan approksimaatio, jossa tehdaan oletuksia signaali-kohinasuhteen
SNR tasosta ja modulaation vaihekulmasta (Proakis 2000, s. 272-273). Konstellaatioku-
vio tallaiselle 8-PSK-modulaatiolle on esitetty kuvassa 4. Modulaatiolle on mahdollista

esittdd myos suorakulmainen konstellaatiokuvio tai eri vaiheessa oleva ympyrakuvio.
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Kuva 4. Modulaatioiden 8-PSK (vasemmalla) ja 16-QAM (oikealla) konstellaa-
tiokuvio.

Modulaatiolle 8-PSK symbolivirhetodennakdisyys voidaan approksimoida kaavalla
(Proakis 2000, s. 280)

P(virhe)g_ps ~2Q (VZSNR sin (g)) ~20Q(V0.293SNR. (12)

Esimerkki QAM-amplitudimodulaatiosta (Quadrature Amplitude Modulation) on 16-QAM.
QAM-modulaation symbolivirhetodennakoisyys voidaan laskea PAM-modulaation kaa-
valla, silla PAM-muotoisista kantoaalloista rakentuva QAM-signaali voidaan demodulaa-
tiossa palauttaa PAM-muotoon. Tama kasittelyn helppous patee suorakulmaisiin kons-

tellaatiokuvioihin, jollainen kuvassa 4 on esitetty. (Proakis 2000, s. 280)

Modulaatiolle 16-QAM symbolivirhetodennakdisyys voidaan laskea kaavalla (Proakis

2000, s. 280)
. 1 o [
P(Ulrhe)16_QAM = 3Q gSNR - ZQ ESNR . (13)

Digitaaliseen tiedonsiirtoon valittu modulaatio, symboliaakkoston M koko ja modulaation
konstellaatiokuvio vaikuttavat siihen, millaisella signaali-kohinasuhteen arvolla haluttu
tiedonsiirron virhetaso voidaan saavuttaa. Mita suuremman maaran bitteja symboli valit-
taa, sitd suurempi on jarjestelmalta vaadittu signaali-kohinasuhteen taso. Signaali-kohi-
nasuhteen ja konstellaatiokoon suhdetta on havainnollistettu kuvassa 5, johon on koottu
kaavoissa (5) ja (11)—(13) esitettyjen modulaatioiden symbolivirhetodennakoisyys sig-
naali-kohinasuhteen funktiona. Todellisissa tiedonsiirtojarjestelmissa siirtotien eheytta
haittaa kohinan lisdksi myds signaalin vaimeneminen eli hdipyva kanava, mita kasitel-

ladn seuraavana.
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Kuva 5. Symbolivirhetodennékdisyys signaali-kohinasuhteen funktiona eri modu-
laatioilla.

2.2 Haipyvan kanavan vaikutus symbolivirhetodennakoisyy-
teen

Kun AWGN-signaalimallissa (kaava (1)) huomioidaan myds signaalin vaimeneminen ja
monitie-eteneminen, signaalimalli muuttuu (Proakis 2000, s. 280). Vaimenemiskerroin A,
joka AWGN-kanavamallin yhteydessa on vakio, korvataan monitie-etenemisen stokas-
tista luonnetta ja signaalin vaimenemista kuvaavalla satunnaismuuttujalla 4(%), jolloin

signaalimalliksi saadaan

y() = h(t) * x(t) + n(?). (14)

Tallainen haipyvaa kanavaa kuvaava, satunnaismuuttujien summasta muodostuva sig-
naalimalli on itsekin luonteeltaan satunnaismuuttuja. Haipyvassa kanavassa kaavalla
(10) maaritellystd signaali-kohinasuhteesta SNR tulee niin ikdan satunnaismuuttuja,
jonka kayttaytymista kuvataan erilaisilla haipymaa kuvaavilla malleilla. Tietoliikennetek-
niikkassa usein kaytetty haipymamalli on Nakagami-m, jossa m on jokin kokonaisluku.
Tunnettuja monitie-etenemisen haipymamalleja ovat Rayleigh’n jakauma (Nakagami-1)

ja Ricen jakauma.
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Yhdella tietylla ajanhetkella otetussa signaalin arvossa vaimenemiskerroin 4 on vakio ja
kaavalla (10) maaritelty signaali-kohinasuhde patee hetkellisesti myds haipyvalle kana-
valle. Tietylle ajanhetkelle voidaan talldin laskea symbolivirhetodennakoisyys (SEP,
Symbol Error Probability) tai siita saatu bittivirhetodennakoisyys (BER, Bit Error Proba-
bility), kuten (5) ja (11)—(13) on esitetty. Kun haipyvaa kanavaa tarkastellaan pidemmalla
aikavalilla ja niin vaimenemiskerrointa A(¢) kuin signaali-kohinasuhdettakin kasitellaan
jatkuvina satunnaismuuttujina, on tarpeen tarkastella keskimaaraista symbolivirhetoden-

nakoisyytta (ASEP, Average Symbol Error Probability).

Keskimaarainen symbolivirhetodennakoisyys P saadaan ottamalla odotusarvo symboli-
virhetodennakdisyydesta (Chiani et al. 2003, s. 843). Jos keskimaarainen symbolivirhe-

todenndkdisyys esitetdan kaavalla (5) maaritellylle 2-PAM-modulaatiolle, saadaan
P = E(P(virhe)) = E(Q(VSNR)). (15)

Odotusarvo jatkuvalle satunnaismuuttujalle maaritelldan diskreetin muuttujan x ja ti-
heysfunktion fx(x) (probability density function, p.d.f.) tulosta otettuna integraalifunktiona

siten, etta

EX) = f_ xfyx(x)dx. (16)

Yhdistamalla kaavat (15) ja (16) saadaan haipyvan kanavan laskemisessa tarpeellinen
keskimaarainen symbolivirhetodennakdisyyden kaava tietylle modulaatiolle ja konstel-
laatiolle. Jos odotusarvon laskemiseen kaytetaan kaavalla (4) esitettya Craigin kaavaa,

keskimaaraiselle symbolivirhetodennakdisyydelle saadaan

ez 1,
P=Ef f e 2sin?0" £, (y)dOdy, (17)
—00J0

jossa tiheysfunktion £-satunnaismuuttuja y merkitsee signaali-kohinasuhdetta SNR.

Kaavasta (17) selvida, miksi Q-funktio on niin hankala kasiteltdva matemaattisesti. Sym-
bolivirhetodennakodisyyden laskeminen edellyttdad tuplaintegraalin laskemista, silld odo-
tusarvon sisalla myds Q-funktio on integraalifunktio kaavan (3) tai (4) mukaisesti. Tup-

laintegraalin laskeminen on vaikeaa, joten Q-funktion approksimointi on tarpeen.
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3. Q-FUNKTION APPROKSIMOINTI

Q-funktion approksimaatioita on kehitetty useilla eri I1ahestymistavoilla. Approksimaatioi-
den tyypillinen ongelma on niiden rajattu soveltuvuusalue, kuten myds tasapainon etsi-
minen matemaattisen kompleksisuuden ja tarkkuuden valilla. Tassa esiteltava katsaus
keskittyy tietoliikennetekniikassa hyddynnettaviin approksimaatioihin. Katsauksen poh-
jana on Aggarwal (2019), joka jaottelee approksimaatiot seuraavasti: rajoihin perustuvat
approksimaatiot, eksponenttifunktioon perustuvat approksimaatiot, polynomieksponent-
tifunktioon perustuvat approksimaatiot ja eri funktioihin perustuvat approksimaatiot. Ku-

takin approksimaatiotyyppia kasitellaan seuraavassa.

Tarkeitd matemaattiseen approksimointiin liittyvia kasitteita ovat approksimaation abso-
luuttinen virhe ja approksimaation suhteellinen virhe. Absoluuttinen virhe on funktion tar-
kan arvon ja approksimaation erotus. Suhteellinen virhe on absoluuttisen virheen ja tar-
kan arvon suhde. Erilaisia approksimaatioita erottaa toisistaan Iahestymistavan lisaksi

myds valittu virheenminimointistrategia tai sellaisen puuttuminen.

3.1 Rajoihin perustuvat approksimaatiot

Karagiannidis ja Lioumpas (2007) esittdvat Q-funktiolle approksimaation, joka pohjautuu
integraalifunktion ylarajan muokkaukseen. Tall6in kaavalla (3) esitetty epaoleellinen in-
tegraali muokataan rajoitettuun muotoon. (Karagiannidis & Lioumpas 2007, s. 644)

Saatu approksimaatio esitetaan kaavalla

%2
Q( ) ae—bx2 (1- e—cx) 6_7(1 _ e—1,4x) 18)
X) = =
X 1,135V 2mx

jossa kertoimet a = 1/1,135v2m = 0,03515, b = 1/2 ja ¢ = 1,400 saadaan minimoimalla
approksimaation absoluuttista virhettéa (Karagiannidis & Lioumpas 2007, s. 645; Aggar-
wal 2019, s. 2199).

Approksimaatiota ovat edelleen kehittaneet Tanash ja Riihonen (2021), joiden tutkimuk-
sessa kertoimet saadaan ratkaisemalla yhtaloryhmia, joilla minimoidaan approksimaa-
tion absoluuttista ja suhteellista virhetta seka kokonaisvirhettd (Tanash & Riihonen 2021,
s. 1468). Ratkaisussa approksimaation kertoimiksi saadaan a = 0,32, »=0,4703 ja c=
1,5625 ja approksimaation absoluuttista virhettd ja kokonaisvirhettd pienennetdan mer-
kittavasti (ibid., s. 1471). Tanash ja Riihonen ovat hyddynténeet vastaavaa minimax-a-

hestymistapaan ja yhtaléryhmien ratkaisuun perustuvaa lahestymistapaa myds Chianin,
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Dardarin ja Simonin (2003) eksponenttifunktioon jatkokehityksessa (Tanash & Riihonen

2020), jota kasitellaan tarkemmin luvussa 4.

Karagiannidisin ja Lioumpaksen (2007) rajoihin perustuvaa approksimaatiota ovat edel-
leen kehittdneet myds Isukapalli ja Rao (2008), jotka esittdvat jakajassa olevan argu-
mentin x Taylorin sarjan avulla (Aggarwal 2019, s. 2201). Saatu approksimaatio esite-

taan kaavalla

Q) =

x? N
e 2 (_1)n—11'4nxn—1
P (19)
n=1 '

1,135V2m
jossa summalausekkeen termien maara N maarittdd approksimaation tarkkuuden. Ter-
mien maaran on oltava vahintaan 8, N = 8, jotta alkuperaisen approksimaation muodos-

tamisesta aiheutunut ylimaarainen virhe mitatoityy. (Isukapalli & Rao 2008, s. 670; Ag-
garwal 2019, s. 2201)

3.2 Eksponenttifunktioon perustuvat approksimaatiot

Eksponenttifunktion summaan perustuvat approksimaatiot voidaan esittaa kaavalla

N
00 = ) ane™, (20)
n=1

jossa esiintyvat kertoimet a, ja b, etsitdan eri tavoilla approksimaatiosta riippuen.

Chianin, Dardarin ja Simonin (2003) tutkimuksessa kertoimet maaritetdan Gaussin ja-
kauman virhefunktion (erf function) kautta tarkastelemalla parillista virhetodennakai-
syyttd PEP (Pairwise Error Probability) tietylle signaalin modulaatiolle ja tietylle haipy-
malle (Chiani et al. 2003, s. 840, 843). Tutkimuksessa approksimaatiota kaytettiin vain

approksimaation kolmelle ensimmaiselle termille, N = 3.

Pronyn sarjaan perustuvassa approksimaatiossa (Loskot & Beaulieu 2009) kertoimet
saadaan minimoimalla approksimaation suhteellista virhetta, jolloin suhteellisen virheen
funktiosta tulee tiettyjen raja-arvojen valilld oskilloiva kuvaaja. Menetelman pohjana
oleva Pronyn sarja eli Pronyn approksimaatio on sovelletun data-analyysin alue, jossa
mittausdata — tdssa tapauksessa havaittu signaali — esitetddn vaimenevien eksponent-
tien sarjana (Loskot & Beaulieu 2009, s. 1269-1270; Aggarwal 2019, s. 2201). ltse
Q-funktion approksimaatio saadaan Gaussin jakauman virhefunktion avulla, kun funktio
muotoillaan tietylle desibeliarvoiselle oletushaipymalle (Aggarwal 2019, s. 2201-2202),
kuten Chianin, Dardarin ja Simonin (2003) lahestymistavassa edelld. Tutkimuksessa

Pronyn approksimaatiota kaytettiin approksimaation 50 ensimmaiselle termille, ¥ = 50.
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Olabiyin ja Annamalain (2012) tutkimuksessa kertoimet saadaan hyédyntamalla kaan-
teisapproksimointia (invertible approximation), jolla approksimaation ja Q-funktion ero-
tuksen valinen virhe minimoidaan logaritmisesti. Lahestymistapa ei siten maarita approk-
simaation kertoimia minimoimalla approksimaation absoluuttista virhettd tai keskinelio-
virhettd (MSE, Mean Squared Error). (Olabiyi & Annamalai 2012, s. 544; Aggarwal 2019,
s. 2202) Keskinelidvirheeseen pohjautuvia painotuksia on kuitenkin kaytetty tutkimuk-
sessa esitetyn Gaussin jakauman virhefunktion muotoilemiseen (Aggarwal 2019,
s. 2203). Tutkimuksessa Olabiyin ja Annamalain approksimaatiota kaytettiin enimmillaan

approksimaation kolmelle ensimmaiselle termille, ¥ < 3.

Sadhwanin, Yadavin ja Aggarwalin (2017) kehittdma approksimaatio perustuu numeeri-
sen integroinnin puolisuunnikassadantdon (trapezoidal rule), jolla alkuperaisen integraalin
approksimaatio muodostetaan ratkaisemalla osavalien hajotelma (Sadhwani et al. 2017,
s. 547). Toisista eksponenttifunktioihin perustuvista approksimaatioista poiketen lahes-
tymistavassa ei pyritd minimoimaan approksimaation suhteellista tai absoluuttista vir-
hettd, vaan ratkaisu perustuu yksinomaan puolisuunnikassdannon soveltamiseen (Ag-
garwal 2019, s. 2203).

Tanashin ja Riihosen (2020) tutkimuksessa kertoimet maaritetdan minimoimalla approk-
simaation absoluuttisen ja suhteellisen virheen tuottamaa kokonaisvirhetta (Tanash &
Riihonen 2020, s. 6414-6515). Virhefunktioista muodostetaan epalineaarinen yhtalo-
ryhma, jonka ratkaisuna kertoimet saadaan Newtonin menetelmalla. Tutkimuksessa
approksimaatiota kaytettiin approksimaation 25 ensimmaiselle termille, ¥ = 25. (ibid.,
s. 6518) Tata suuremmalle maaralle termeja alkuperaisessa tutkimuksessa kaytetyn
Matlabin esitystarkkuus ei riitd kerrointen b, kasvaessa nopeasti suuriksi kerrointen a,
samalla pienentyessa (ibid., s. 6519). Ongelman aiheuttaa laskentaohjelman rajallinen
kyky kasitella liukulukuja, jollaisia approksimaation tuottamat eksponenttifunktion kertoi-

met a, ja b, ovat.

Liukulukujen desimaalien esittdmiselle on laskentaohjelmissa nimittain kayttajasta riip-
pumattomia rajoitteita. Matlabissa osa tuloksen esittamiseen kaytetyista biteista on jaettu
lukuosalle, osa eksponenttiosalle. Kun eksponenttiosa kasvaa lilan suureksi negatii-
viseksi arvoksi, ohjelma esittda sen nollana. Ratkaisu tdhan on vaikkapa koodikieli Pyt-
hon ja sille tarjottu vapaan lahdekoodin kirjasto mpmath, jolla liukuluvun tyyppi esitetdan
arbitrary-precision-tyyppisena, mielivaltaisen tarkkuuden liukulukuna, jonka esitystark-
kuutta rajoittaa vain kayttojarjestelman muistin koko. Approksimaation toimintaa ja ana-
lyyttista jatkokehitysta, jota tulevassa Python-kooditoteutuksessa hyodynnetaan, kasitel-

laan tarkemmin luvussa 4.
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3.3 Polynomieksponenttifunktioon perustuvat approksimaatiot
Polynomieksponenttifunktioon perustuvat approksimaatiot voidaan esittda kaavalla
Q(x) = AeP™, (21)

jossa A4 on vakiokerroin ja P(x) jokin polynomi. Kun polynomina kaytetaan toisen asteen
yhtaléa, polynomin kerrointen maarittdminen approksimaation virhettd minimoimalla
edellyttda funktion arvosta x riippuvan virhefunktion kayttamista. (Aggarwal 2019,
s. 2203) Polynomin asteen kasvaessa yli kahden yhtalo ei ole enaa ratkaistavissa ana-
lyyttisesti, mitd Aggarwal pitda esteena approksimaation laajemmalle hyddyntamiselle
tietolikennetekniikan virhetodennakdisyyksien laskennassa (ibid., s. 2204). Kokonaisuu-
tena voidaankin arvioida, etta polynomieksponenttiapproksimaatioiden kaytto tietoliiken-

netekniikassa on toistaiseksi vahaista.

3.4 Eri funktioihin perustuvat approksimaatiot

Eri funktioihin perustuvat approksimaatiot voivat olla yhdistelmia polynomi- ja eksponent-
tifunktioista, sinisarjasta, kahden potensseista tai useamman asteen polynomeista. Nain
muodostettuja approksimaatioita ei yleisesti voi esittda suljetussa muodossa, eivatka ne
matemaattisen kompleksisuutensa vuoksi juuri sovellu tietoliikennetekniikan virhetoden-

nakoisyyksien laskemiseen. (Aggarwal 2019, s. 2204)

Esimerkki eri funktioihin perustuvasta approksimaatiosta on Chenin ja Beaulieun (2009)

johtama, polynomeihin perustuva kaava

)(m+p) g

3G =1- Z_Z o m), (1”2) G-m) wule- [ (G-m)| @

jossa non approksimaation suhteellista virhettd minimoiva polynomin aste ja U on yksik-
kdaskelfunktio (Aggarwal 2019, s. 2204—-2205). Approksimaatio kyllakin tuottaa tarkkoja
tuloksia funktion arvon ollessa enimmilladn 2, x < 2, mutta tietoliikennetekniikan virhe-
laskentaan soveltuvia, yksinkertaisempia approksimaatioita on jo olemassa (ibid.,
s. 2205). Annetusta kaavasta on kuitenkin mahdollista edelleen muokata yhtalo, joka
huomioi signaalin modulaatiokonstellaation koon ja approksimaation logaritmisen hajon-
nan ja keskihajonnan. Saadulla yhtal6lla sovitetaan toisiinsa tiedonsiirtojarjestelman kes-
kimaarainen symbolivirhetodennakoisyys ja jarjestelman suunnitteluparametrit, jolloin

jarjestelman optimointi suunnitteluvaiheessa helpottuu. (Chen & Beaulieu 2009, s. 126)
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4. EKSPONENTTIFUNKTIOON PERUSTUVA APP-
ROKSIMAATIO

Q-funktion approksimointi eksponenttifunktioiden summana mahdollistaa tarkkojen las-
kennallisten tulosten saavuttamisen matemaattisesti yksinkertaisten yhtaléiden avulla.
Tassa esiteltdvan minimax-approksimaation eli tasaisen approksimaation kertoimet saa-
daan ratkaisemalla epalineaarinen yhtaléryhma. Approksimaation toimintaa, epalineaa-
risen yhtaléryhman muodostamista ja ratkaisemista seka approksimaation jatkokehitysta

kasitelladn seuraavassa.

4.1 Epalineaariset yhtaloryhmat

Tanashin ja Riihosen (2020) approksimaatio perustuu Q-funktion esittamiseen ekspo-
nenttifunktioiden summana kaavan (20) mukaisesti. Lahestymistapa yksinkertaistaa
Chianin, Dardarin ja Simonin (2003) approksimaatiota. Eksponenttifunktioiden kertoimet
ratkaistaan virhefunktioiden aariarvokohtia kuvaavista yhtaldistd minimax-lahestymista-
valla siten, ettd absoluuttisen ja suhteellisen virheen tuottama kokonaisvirhe saadaan
mahdollisimman pieneksi (Tanash & Riihonen 2020, s. 6414—6515). Tallainen minimax-
tavalla optimoitu virhefunktio tuottaa symmetristen aariarvokohtien, absoluuttisen mak-

simivirheen arvojen dp.xja -dmax, Valilla oskilloivan kuvaajan kuvan 6 mukaisesti.

Akd

d max |

-d max

Kuva 6. Absoluuttisen virheen aériarvokohtien valilla oskilloiva virhefunktio.
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Summattavien eksponenttifunktioiden ja sitd myoten ratkaistavien kertoimien lukumaara
kasvaa sitd mukaa, kuinka monta approksimaation arvoa lasketaan. Tanashin ja Riiho-
sen tutkimuksessa Q-funktion approksimaatiolle laskettiin Matlabia kayttaen 25 termia
ennen kuin luvussa 3.2 kuvattu ongelma laskentaohjelman liukulukujen esittdmisessa
teki valttamattomaksi vaihtaa bittimaaraa rajoittamattomaan Python-koodiin kerrointen
b, kasvaessa liian suureksi ja kerrointen a, vastaavasti pienetessa (havainnollistettu Ta-
nash & Riihonen 2020, s. 6519). Eksponenttifunktion kertoimien lisaksi tulee ratkaista
joko absoluuttisen tai suhteellisen virheen maksimiarvo kussakin aariarvokohdassa. Rat-
kaistavia yhtaloryhmia kullekin approksimaation Ntermille saadaan siten 2N+ 1 kullekin

aariarvopisteelle. Tassa tarkastelussa keskitytdan absoluuttisen virheen laskemiseen.

Absoluuttisen virheen minimointia ja Q-funktion approksimointia varten muodostetaan
epalineaarinen yhtaloryhma, jossa tuntemattomia muuttujia on yhta monta kuin yhtaloita.
Yhta aariarvopistettd kohden muodostetaan kaksi yhtaloa, joista toisella lasketaan ab-
soluuttisen virheen arvo ja toisella virhefunktion derivaatta kyseisessa kohdassa. Abso-
luuttisen virheen arvo d saadaan approksimaation ja Q-funktion (kaava (3)) erotuksena

siten, etta

N
4@ = ()~ Q) = ) ane™** = Q(), (23)

n=1

ja absoluuttisen virheen derivaatta puolestaan approksimaation ja Q-funktion derivaatan
erotuksena siten, etta
N
’ A 1 —b,, x2 1 —lx2
d(x)=Q(x)—Q(x)=—22anbnxe Xt ——e 27, (24)
~ V2m

Absoluuttisen virheen arvo aariarvokohdissa on yhta suuri kuin maksimivirheen dpax
arvo. Derivaatan arvo virhefunktion aariarvokohdissa puolestaan on nolla. Naiden tieto-

jen pohjalta muodostetaan epalineaarinen yhtaléryhma

( d'(x1) =0
d(x1) —dipax =0
d'(x;) =0

d(x;) + dpax =0

; 400) = 0 (25)
d(x) — (_1)(K+1)dmax =0
N

1
an—§+dmax=0

n=1
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jonka ratkaisuna saadaan approksimaation kertoimet a, ja b, yhtalon aariarvokohdat xi
ja absoluuttisen virheen maksimiarvo d.... (Tanash & Riihonen 2020, s. 6517-6518)
Kaavassa (25) alin rivi on absoluuttisen virheen ratkaisuun kaytetty kaava. Tarkastelu-
valin aloituspiste on sama kuin Q-funktion analyyttisesti tunnettu arvo nollakohdassa ja
samalla sama kuin -dn.x arvo. Epalineaarinen yhtaloryhma on mahdollista ratkaista New-

tonin menetelmalla.

4.2 Newtonin menetelma

Newtonin menetelma eli Newtonin—Raphsonin menetelma on iteratiivinen, numeerinen
menetelma jatkuvasti differentioituvan funktion aariarvokohtien ratkaisemiseen (Kreys-
zig 2011, s. 801). Epéalineaarinen yhtaléryhma voidaan ratkaista Newtonin menetelmalla,
kun kaytdssa on kyllin hyva alkuarvaus (ibid., s. 803). Epatarkalla alkuarvauksella me-
netelman tuottamat tulokset ovat epatarkkoja, eivatka tuota hyodyllisia tuloksia (Pitka-
ranta 2015, s. 371).

Newtonin menetelmassa funktiota tietyssa pisteessa approksimoidaan pisteeseen piir-
retyn tangentin avulla. Toisin sanoen yhtalérynmaa f linearisoiva approksimaatio pis-

teessa x;, alkuarvauksella x, esitetaan kaavalla

fx) +J(x)(x —x) =0, (26)

jossa J(xx) on Jacobin matriisin arvo pisteessa x;. Jacobin matriisi jollekin funktiolle f{x)
maaritellaan siten, etta funktiosta muodostetaan osittaisderivaatta kunkin muuttujan suh-

teen. Yhtaléryhmalle Jacobin matriisi voidaan esittda kaavalla

df1 0f1
I[a_xl(x) C,)—XH(;C)]I

]f(x)=laf afs , (27)
[a—xnll(x) a—;:(x)J

kun yhtaldryhman muodostavat yhtalot f1(x) ... £a(x), joissa esiintyvat muuttujat x; ... x;,
(Pitkaranta 2015, s. 799).

Yhtaléryhman ja kaavan (25) ratkaisua iteroiva kaava esitetdan muodossa
Xir1 = X —J )7 (), (28)

jossa yhtalon ratkaisua x on merkitty xx.; (Pitkdranta 2015, s. 800). Yhtaléryhman rat-
kaisu on loydetty, kun ratkaisu suppenee, toisin sanoen tarkemman alkuarvauksen kayt-

tdminen ei muuta saatua ratkaisua halutulla tarkkuudella.
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Yhtaléryhmaa ratkaistaessa Newtonin menetelma kuitenkin vaatii kaavan (28) mukai-
sesti kdanteismatriisin laskemista, mika on laskennallisesti raskas toimenpide. Lasken-
taa hidastaa entisestdan se, etteivat laskentaohjelman nollat ole numeerisesti nollia,
vaikka ohjelman pydristamistarkkuus ne sellaisena esittaisi. Tama tarpeetonta lasken-
nallista raskautta aiheuttava ongelma voidaan kiertaa kayttamalla ohjelman numeerisesti
laskeman kaanteismatriisin sijaan analyyttisesti ratkaistua Jacobin matriisia, jossa nolla-
arvot on yksiselitteisesti maaritelty nollaksi myos laskentaohjelmalle. Jacobin matriisin

analyyttinen ratkaisu approksimaation absoluuttiselle virheelle d esitellaan seuraavassa.

4.3 Jacobin matriisi

Jacobin matriisia hyddynnetdan koordinaatistomuunnoksissa ja numeerisen matematii-
kan sovelluksissa, joissa Jacobin matriisia kayttden voidaan muodostaa epalineaariselle

funktiolle lineaarinen approksimaatio annetussa pisteessa (Pitkaranta 2015, s. 800).

Jacobin matriisi saadaan muodostamalla kustakin ratkaistavan yhtaléryhman yhtaldsta
osittaisderivaatta kunkin tuntemattoman muuttujan suhteen kaavan (25) mukaisesti. Ja-

cobin matriisi absoluuttiselle virheelle d voidaan esittda lohkomatriisien avulla siten, etta

Ja=1a v Jx Jamar) (29)
jossa
ad'(x,) ad'(x;)
doa, day
a(d(xl) — dmax) a(d(xl) — dmax)
da, day
ad' (x ' od'(x
da, day
a(d(xK) - (_1)(K+1)dmax) a(d(xl() - (_1)(K+1)dmax)
doa, day
1 1
3(24\{:1 an — 7 + dmax) a(Z‘i’Y:l an — 7 + dmax)
da, day
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ad'(xq) ad'(xq)
db, by
a(d(xl) — dmax) 6(d(x1) — dmax)
db; dby
ad' (x ad'(x
]b — ( K) ( K) ) (31)
dby dby
d(d(xg) — (_1)(K+1)dmax) d(d(xg) — (_1)(K+1)dmax)
db, dby
1 1
a(Zﬁﬂ an — 7 + dmax) a(Zﬁ:l an — ? + dmax)
db, dby
ad'(xq) ad' (x)
dxq Oxg
a(d(xl) - dmax) a(d(xK) - dmax)
d0xq dxy
od’' .x od’' .x
]x — ( K) ( K) ) (32)
axl axK
d(d(xg) — (1) *Vd,40) 9(d(xg) — (=DE*Vd, )
dxq Oxy
1 1
a(Zﬁ:l an — 3 + dmax) a(Zﬁ:l an — 3 + dmax)
0x, Oxg
ja
ad'(xq)
0dmax
a(d(xl) - dmax)
ad,.nax
9d(x)
J = (33)
dmax 0d, o
a(d(xl() - (_1)(K+1)dmax)
0dmax
1
a(2g=1 an — 2 + dmax)
0dmax

Absoluuttisen virheen ratkaisuun kaytetyn Jacobin matriisin analyyttinen ratkaisu sa-

moilla lohkomatriiseilla ilmaistuna saadaan siten, etta

[ —2b,x,e

e—b1xi

_ 2
—2b, xy e P1¥k

e —b1xi

—byx%

e—bNxf

_ 2
—2byxe PNk
2
e—bNxK

1 1

—hrx?
—2byx e bN¥1

, (34)
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[—2a,x,e7 0% (1 — byx?) ... —2ayxge N¥k(1— byx2)]
—aq x2eb1xi —a,\,xlz(e_bl\"‘l‘2<
J, = : : ) (35)
b —2a,xge 0%k (1 — byx2) .. —2ayxge PN¥k(1— byx2)
—aq x2e bk —ayx2e bnxk
0 0
fi 0
J1 0
Je=|, at (36)
Sy
0 Ik
Lo 1]
jossa
N
—bx? X L2
fk=—22anbne k(1 —2bpxy) ——e 2%, kunk =1,..,K 37)
— VA
n=1
ja
N
2 1 _le
gk = —2 Z ay, bpxe n¥k + —— e "2, kunk=1,.., K (38)
V2m
n=1
seka
[0
o
Jamax =| ¢ | (39)
{—1/1 *‘
1

*-1,kun K=13,5...ja1,kun K=2,4,6 ...

Vaikka Jacobin matriisin kooditoteutus rajattiin tdman tutkielman ulkopuolelle, sen laati-
minen tulee ajankohtaiseksi, kun minimax-approksimaation tutkimus jatkuu. Kooditoteu-
tukseen kaytetdan Pythonin mpmath-kirjastoa, joka sallii riittdvan tarkkuuden liukuluku-
muotoisten eksponenttien esittdmiseen, kun eksponentit pienenevat approksimaation
termien lukumaaran kasvaessa. Kooditoteutuksen tulee skaalautua ratkaistavien ter-
mien lukumaaran mukaan, mika toteutetaan for-silmukkarakenteilla. Kunkin silmukkara-
kenteen alku- ja lopetusehto paatelldan laskettavien termien lukumaarasta. Mikali koo-
ditoteutusta kaytetaan alkuperaista 25 termia suuremmalla maaralle, olennaiseksi tulee
myos Newtonin menetelman vaatimien alkuarvausten entistakin tarkempi maarittely,

missa toimiva kooditoteutus mahdollisesti auttaa.
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5. YHTEENVETO

Tassa tutkielmassa kasiteltiin langattoman tiedonsiirron symboli- ja bittivirhetodennakoi-
syyksien laskemista ja esiteltiin laskemisessa kaytetty Gaussin jakauman osa, Q-funktio.
Samoin esiteltin Q-funktion parametri, tietolikennetekniikan jarjestelmissa keskeinen
signaali-kohinasuhde SNR, jonka saamia kertoimia muunnellen voidaan eri modulaati-
oille ja konstellaatioille laskea tiedonsiirron symbolivirhetodennakdisyys. Vaikka Q-funk-
tion arvo voidaan ratkaista numeerisesti laskentaohjelmalla, Q-funktio on matemaatti-
sesti hankala integraali. Analyyttistd kasittelya helpottamaan onkin kehitetty approk-
simaatioita, joiden avulla voidaan saavuttaa riittadvan tarkkoja laskentatuloksia suhteelli-
sen yksinkertaisilla matemaattisilla yhtaloilla. Lisaksi esiteltiin approksimaatioiden muo-
dostamisen lahestymistapoja, joista eksponenttiyhtaldiden summaan perustuvan app-

roksimaation analyyttinen jatkokehitys muodostaa tutkielman tutkimuskysymyksen.

Tanashin ja Riihosen (2020) tutkimuksessa eksponenttifunktioon perustuvan approk-
simaation kertoimet saatiin minimoimalla approksimaation absoluuttista tai suhteellista
virhetta siten, ettd virhettd kuvaavan virhefunktion aariarvokohtia kuvaavista yhtaloista
muodostetaan epalineaarinen yhtaldéryhma, joka ratkaistaan Newtonin menetelmalla Ja-
cobin matriisia hyédyntden. Kun alkuperaisessa tutkimuksessa laskenta suoritettiin nu-
meerisesti, tdssa tutkielmassa absoluuttisen virheen laskemiseen tarjotaan analyyttisesti
ratkaistu Jacobin matriisi. Analyyttisesti ratkaistua Jacobin matriisia voidaan kayttaa
myOdhemmassa kooditoteutuksessa nopeuttamaan laskentaa ja vahentdmaan Newtonin

menetelman vaatimaa prosessointitehoa.

Jotta kandidaatintutkielmalle sopivassa laajuudessa pysyttiin, taman tutkielman ulkopuo-
lelle rajattiin vastaava analyyttinen toteutus approksimaation suhteellisen virheen Jaco-
bin matriisista ja molempien kooditoteutus, joka olisi toteutettu ohjelmointikieli Pythonin
mpmath-kirjastoa kayttden. Python-ohjelmointikielen etuna usein kaytettaviin laskenta-
ohjelmiin — kuten Matlabiin — ndhden on se, ettd mpmath-kirjaston avulla liukuluvun eks-
ponenttiosan pituus kasvaa tarvittaessa, kun taas Matlabissa liukuluvun esitystarkkuu-

teen ei kayttaja voi vaikuttaa.

Langattoman tiedonsiirron tarkeys korostuu siirrettdvien datamaarien kasvaessa. Sa-
malla tiedonsiirron virheettomyyden merkitys kasvaa entisestaan. Tiedonsiirron laadun
analysoimiselle on tarvetta enenevassa maarin, ja tydkalun laadun arvioimiseen tarjoaa
Q-funktio. Hyodyllisen mutta hankalasti kasiteltdvan funktion approksimoimiseen ja en-

tistd parempien approksimaatioiden kehittdmiseen on tarvetta jatkossakin.
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