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Resumen

Sea (X, 7) un espacio topologico, los subespacios CL(X), K(X), F(X) y CS(X) dotados con
alguna topologia, se le conoce como hiperespacio.
Se define la topologia hit-and-miss en CL(X) con respecto a A, denotada por TZ, donde
A C CL(X) tal que A es cerrada bajo uniones finitas y que contiene a los conjuntos singulares.
Dada la relacion entre los subespacios CL(X), K(X), F(X) y CS(X), se tomara a K(X), F(X) y
CS(X) como subespacios de (CL(X),71). La topologia hit-and-miss es una generalizacién de las
topologias de Vietoris y Fell denotados como 7y y 7F respectivamente.
Las propiedades que se definen en este trabajo de tesis, toman la coleccién de cubiertas abiertas
O de un espacio topologico X. Los cuales son:

1. Propiedad de Rothberger S; (O, O).

2. Propiedad de Menger Sy;, (O, O).

3. Propiedad estrella Rothberger S7(O, O) (SR).

4. Propiedad estrella de Menger S%. (O, 0) (SM).

5. Propiedad fuertemente estrella Rothberger SS7(O, O) (SSR).
6. Propiedad fuertemente estrella Menger SS%,, (O, 0)(SSM).

Se prueba que al tomar colecciones de cubiertas abiertas O, es equivalente como si toméramos
colecciones de cubiertas abiertas conformado por basicos Oy.

Para poder caracterizar las propiedades, se define el concepto de ma(A)-red de X, donde
A C CL(X) y A C CL(X), donde A es cerrada bajo uniones finitas y ) ¢ A. Se tiene que
la definicion 7a (A)-red de X es una generalizacion de las nociones de my-red y mp-red en X.
Ademas, se prueba que si A = K(X) y A = CL(X), entonces la nocion de wa(A)-red de X
coincide con la definicion de mp-red de X y si A = A = CL(X), entonces:

1. Cada wa(A)-red de X induce una my-red de X

2. Si ¢’ es una my-red de X, entonces ¢ = {(Niey V& Vi, ..., V) + (Vi,..., V) € ('} es una
wa(A)-red de X.

Posteriormente se prueba el Lema 2.8, que dice:
Sea X un espacio topologico. Una familia ¢ = {(B;Vi,..., Vi) : (Vi,..., Vi) € U} es una
ma(A)-red de X siy solo si la familia
U= {(Vl, V)b (B VA, Vi) € C} es una cubierta abierta de (A, 7).
Este es de gran ayuda para las pruebas de las caracterizaciones tanto para las propiedades de
Rothberger y Menger.

En la seccion de Rothberger, primero se prueba el Teorema 2.9, que dice:
Sea (X, 7) un espacio topologico, las siguientes condiciones son equivalentes:
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X1V Resumen

(1) (A,7%) tiene la propiedad de Rothberger;
(2) (X, 1) satisface S1(ITo(A), IIa(A)).

Este es la caracterizacion de la propiedad de Rothberger.

Posteriormente se mencionan los Corolarios 2.11, 2.12 y 2.13. Tomando a A y A como CL(X),
K(X), F(X) o CS(X).

Se definen los principios S§,(IIa(A), IHA(A)) y Sr(ITA(A),IIA(A)) (Def. 2.19 y 2.14). Con estos
conceptos se prueban los Teoremas 2.20 y 2.15, que dicen lo siguiente:

i) Sea (X, 7) un espacio topolégico. Supongamos ademas que por cada z € X, {z} € A. Las
siguientes condiciones son equivalentes:

(1) (A, 7X) es SR;
(2) X satisface S (IIa(A), IIA(A)).

ii) Sea (X, 7) un espacio topologico. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) (A, 71) es SSR;

(2) (X, ) satisface Sp(ITa(A),IIA(A)).
Estos son las caracterizaciones de la propiedad estrella y fuertemente estrella de Rothberger,
respectivamente.

De igual manera se mencionan los Corolarios 2.21, 2.22, 2.23, 2.16, 2.17 y 2.18. Tomando a Ay A
como CL(X), K(X), F(X) o CS(X).

En la seccion de Menger, primero se prueba el Teorema 2.24, que dice:
Sea (X, 7) un espacio topologico, las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) (A,7%) tiene la propiedad Menger;
(2) (X, 7) satisface S i (ITa(A), IIA(A)).

Este es la caracterizacion de la propiedad de Menger.

Posteriormente se mencionan los Corolarios 2.26, 2.27 y 2.28. Tomando a A y A como CL(X),
K(X), F(X) o CS(X).

Se definen los principios, S}, (ITa(A),IIA(A)) v Sar(ITa(A), IIA(A)) (Def. 2.34 y 2.29), con estos
principios, se prueban los Teoremas 2.35 y 2.30, que dicen lo siguiente:

i) Sea (X, T) un espacio topologico. Supongamos ademas que por cada x € X, {z} € A. Las
siguientes condiciones son equivalentes:

(1) (A, 7X) es SM;
(2) X satisface S%,(IIa(A), ITa(A)).
ii) Sea (X, 7) un espacio topologico. Las siguientes condiciones son equivalentes:
(1) (A, 7X) es SSM;
(2) (X, 7) satisface Sps (IIaA(A), IIA(A)).

Estos son las caracterizaciones de la propiedad estrella y fuertemente estrella de Menger, respecti-
vamente. De igual manera se mencionan los Corolarios 2.36, 2.37, 2.38, 2.31, 2.32 y 2.33. Tomando
a Ay A como CL(X), K(X), F(X) o CS(X).
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Por ultimo tomamos a D como la familia de todos los subconjuntos densos de cualquier es-
pacio topologico X, se define el concepto ca(A)-cubierta de X (Definicion 2.41). Se muestra la
relacién existente entre las nociones kp-cubierta y cy-cubierta de un espacio topolédgico X.

Se prueba el Lema 2.44, que dice:

Sea (X, ) un espacio topoldgico. Una familia & C A€ es una ca (A)-cubierta de X si y solo si U°
es un subconjunto denso de (A, 75).

Ya que es de mucha utilidad para demostrar los Teoremas 2.46 y 2.50, que dicen lo siguiente:

i) Sea (X, 7) un espacio topologico. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) (A,TX) satisface S1(D, D);
(2) (X, ) satisface S1(Ca(A),Ca(A)).

ii) Sea (X, 7) un espacio topologico. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) (A, 71) satisface Syin (D, D);
(2) (X, ) satisface Syin(Ca(A),Ca(A)).

Estos son las caracterizaciones de Sy (D, D) y Syin(D, D) respectivamente.
Posteriormente de cada teorema, se dan los Corolarios 2.47, 2.52; 2.53, 2.51, 2.52 y 2.53. Tomando
aAy A como CL(X), K(X), F(X) o CS(X).

Palabras clave: Hiperespacios, Topologia hit-and-miss, Propiedad de Rothberger, Propiedad
de Menger, Propiedad estrella de Rothberger, Propiedad estrella de Menger, Propiedad fuertemente
estrella de Rothberger, Propiedad fuertemente estrella de Menger, Principio de seleccién S1(D, D),
Principio de seleccién Sy (D, D).






Introduccion

En este trabajo de tesis caracterizamos la propiedad de Rothberger, Menger y los principios
de seleccion estrella y fuertemente estrella de Rothberger, Menger, en los hiperespacios CL(X),
K(X), F(X) y CS(X), con la topologia hit-and-miss.

Para caracterizar el principio estrella y fuertemente estrella, presentamos un par de principios tan-
to para Rothberger y Menger que hemos denotado por Sg(ITa(A), IIa(A)), Sam(ITa(A), IIa(A)),
Sp(Ha(A),Ha(A)) y Si(Ha(A), HA(T)).

Ademas, damos una equivalencia del principio de seleccion Si(D, D) y Syin(D, D) en los mismos
hiperespacios, utilizando ca (A)-cubierta de un espacio.

Los Autores Borel [2], Menger [13], Hurewicz [7], Rothberger [16] iniciaron el estudio de los prin-
cipios de seleccion a principios del siglo XX. De hecho, Scheepers [21] inici6 una investigacion
sistematica sobre los principios de seleccién, que condujo a una gran cantidad de investigacién so-
bre los principios de seleccién y sus aplicaciones. Una de las lineas de investigaciéon generadas por
los principios de seleccion son los principios de seleccion estrella. En 1999, [8] inicié un importante
estudio sobre estos principios. Actualmente, muchos autores han trabajado con estos conceptos
para obtener resultados en hiperespacios. Ademas, esta teoria tiene ahora aplicaciones en varios
campos de las matemaéticas, por ejemplo, teoria de conjuntos, espacios funcionales e hiperespacios.
Por otro lado, la teoria del hiperespacio comenzé con los trabajos de D. Pompeiu [15], F. Hausdorff
[6], L. Vietoris [32] y E. Michael [14].

Recordamos que dado un espacio topolégico X, CL(X) denota el conjunto de todos los subcon-
juntos cerrados no vacios de X. El conjunto CL(X), dotado de alguna topologia, generalmente se
conoce como hiperespacio de X.

Se han estudiado ampliamente numerosas relaciones entre las propiedades del espacio X y sus
hiperespacios. En particular, muchas propiedades topologicas se definen o caracterizan en términos
de los principios de seleccion clasicos ([4, 10, 3, 19]).

Se ha mejorado el estudio de las relaciones entre los principios de seleccién y los hiperespacios.
Por ejemplo, en [4] los autores usan 7-red para caracterizar espacios topologicos cuyo hiperespa-
cio, dotado de la topologia Fell, satisface la propiedad de Rothberger. Mas tarde, Li defini6 los
conceptos de mp-red ([12, Definicion 3.7]) y my -red ([12, Definicién 3.11]) para un espacio X.
Con estas nociones, Li, caracteriza las propiedades de Rothberger y Menger para (CL(X),7r) y
(CL(X),7v), respectivamente. Posteriormente, Casas de la Rosa ([34]) generalizan la nocién de
mp-red y my-red e introducen principios de seleccién que les permiten caracterizar las propiedades
estrella y de Rothberger y Menger. Ademas la propiedad fuertemente estrella de Rothberger y
Menger . En esta tesis, presentamos la nocién genérica de ma(A), que generaliza 7p-red my-red ,
definida por Li en [12]. Ademés, usamos este concepto para obtener:

A) En los teoremas 2.9 y 2.24 hay una caracterizacion de la propiedad de Rothberger y Menger,
respectivamente en el hiperespacio CL(X) y algunos subespacios de éste, con la topologia
hit-and-miss. Ademas, en el teorema 2.9 y 2.24 obtenemos una generalizacién comin para
[12, Teoremas 4.6, 4.7].

B) Un par de principios de seleccién genéricos, que hemos indicado con los simbolos
Sr(Ia(A), A (A)) y SRTIA(A), A (A)) , Sar(TIa(A), A (A)) v Si, (Ta(A), A (A)) (ver
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XVIII Introduccion

Definiciones 2.14 , 2.19 2.29 y 2.34), respectivamente para caracterizar las propiedades de
Rothberger y Menger en CL(X) y algunos subespacios de la misma, dotados con la topologia
hit-and-miss (ver Teoremas 2.15 ,2.20,2.30 y 2.35).

Nuevamente, siguiendo las ideas de Li, cerramos la tesis con los Teoremas 2.46 y 2.50, del cual se
sigue [12, Teoremas 4.2 y 4.4], como casos particulares.

Cuando X es un espacio de Hausdorff y paracompacto, Ko ¢ inac mostré que las propieda-
des de Rothberger, Menger, principio etrella y fuertemente estrella de Rothberger y Menger son
equivalentes [8, Teorema 2.8]. La figura 1 proporciona relaciones entre las propiedades definidas
previamente. Estos se derivan inmediatamente de las definiciones y no son reversibles.

SR SM

T I

SSR ——— SSM

T I

Rothberger == Menger

Figura 1: Relacion de las propiedades Rothberger, Menger, principio estrella y fuertemente estrella
de Rothberger y de Menger. [34]

Como mencionamos anteriormente, los principios de seleccién son muy ttiles en la teoria de los
hiperespacios. En este trabajo de tesis vamos a suponer que todos los espacios son no compactos
de Hausdorff e incluso, no paracompactos.



Capitulo 1

Preliminares

El material que se requiere para la lectura del presente trabajo de tesis, es bastante bésico,
lo cual no lo lleva a un grado de trivial, simple o evidente. De modo que cualquier persona que
posea conocimientos béasicos de topologia, podra leer el contenido de esta obra. No haremos una
exposicién minima sobre topologia, el lector interesado puede encontrar en cualquier texto de
topologia las nociones empleadas aqui.

La existencias de trabajos que exponen ampliamente, en la teoria de hiperespacios nos permite
presentar aqui, brevemente, las nociones que emplearemos a lo largo de este trabajo de tesis.

Nota 1.1. Dado un espacio topoldgico (X,7), denotamos CL(X), K(X), F(X) y CS(X), a la
familia de todos los subconjuntos cerrados no vacios, la familia de todos los subconjuntos com-
pactos no vacios, la familia de todos los subconjuntos finitos y la familia de todas las sucesiones
convergentes de X respectivamente.

Dado un espacio topologico de Hausdorff (X, 7), todo conjunto finito es un conjunto compacto,
es decir F(X) C K(X). Ademas tenemos que todo conjunto compacto en un espacio de Hausdorff
es un conjunto cerrado, entonces F(X) C K(X) C CL(X). Ademas tenemos que toda sucesion
convergente con su punto de convergencia en un conjunto cerrado, es decir que CS(X) C CL(X).
En el siguiente ejemplo mostraremos que estas contenciones son propias.

Ejemplo 1.2. Tomemos X = R; con su topologia usual.

1. Los intervalos cerrados [a,b] son conjuntos compactos en R. Entonces [0,1] € K(R), como
todo conjunto compacto en R es cerrado, se tiene que [0,1] € CL(R).

2. Los conjuntos unitarios {a} son finitos en R. Entonces {8} € F(R), como todo conjunto finito
en R es cerrado, se tiene que {8} € CL(R).

3. Las sucesiones de la forma {2£}7° son convergentes en R. Entonces {2}3° € CS(R), como
toda sucesion convergente en R es cerrado, entonces {2}5° € CL(R).

Por la relacién dada anteriormente en algunos casos hablaremos solo de CL(X).
A continuacion vamos a definir las topologias en los espacios antes mencionados, pero antes, vamos
a introducir la notacién que usaremos a lo largo de este trabajo.

Definicién 1.3. Para un subconjunto U C X y una familia U de subconjuntos de X, escribimos:

U- ={AeCL(X): AnU # 0};
Ut ={Ae€CL(X): ACU};
Ue = X\U;

ue = {Ue: U e U}.
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Dos de las topologias definidas para hiperespacios son la topologia de Vietoris y la topologia de
Fell, estas topologias se definen de la siguiente manera.

Definicién 1.4. (Topologia de Vietoris), tiene por base a la familia

{{U1,...,U,) :neNyU,...,U, CX son abiertos de X},
donde (Uy,...,U,) denota al conjunto:

{AcCL(X): AC Ui, ANU # 0 parai € {1,...,n}}.
=1

En el presente trabajo nos referiremos a (Uy,...,U,) como Vietérico.

Definicién 1.5. (Topologia de Fell), tiene por base a la familia

{({Uh,...,U) 5 :n€NyU,...,U, C X son abiertos de X},

donde B es un compacto en X y (Un,...,Uy,) % denota al conjunto:
{AeCL(X):ACB®, y AnU; # 0 parai € {1,...,n}}.

Nos referimos a (U, ...,U,)} como Felérico.
En algunos textos se emplean las notaciones siguientes:

» El vietorico (Uy,...,U,); se denota como: (U, U;)™ N (Niz, U;).

» Es usual denotar al felorico (Uy, ..., Un)g por (B;Uy,...,Uy,) o
(B N (M= Up)-

Una de las cuestiones naturales en la teoria de espacios topolégicos es comparar las diversas to-
pologias definidas sobre un mismo conjunto, la topologia que introducimos a continuacién es una
generalizacion de las dos topologias definidas anteriormente.

Definicién 1.6. Sea A C CL(X) una familia de CL(X) cerrada bajo uniones finitas y que contiene
a los conjuntos singulares, entonces la topologia hit-and-miss en CL(X) con respecto a A, denotada
por TK, tiene como base, la familia

{(U,....Un)f:BeAyV,eT conie{l,...,m}}.
donde (Vi,..., V)5 denota al conjunto:
{AeCL(X):ACB® y ANV, #0 paraie€{l,...,m}}.

Notemos que si A = K(X), la topologia dada en la definicion anterior es justamente la topologia
de Fell.
Por otro lado, si A = CL(X), entonces obtenemos la topologia de Vietoris. En efecto solo basta
tomar a B =(,_, Vi°.
En la literatura existen varios topologias que se pueden definir en K(X), F(X) y CS(X), a lo largo
de este trabajo de tesis las consideraremos como subespacios de (CL(X),71).
Vamos a ilustrar las topologias definidas anteriormente con el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.7. Tomemos a X = R con su topologia usual. Sean A = {1,3,5,9}, B ={1,3,11}, C =
{1,3,6} y D =[0,1,1]U{3,5,8}. Tenemos que, A, B,C,D € CL(R). Recordemos, ademds, que los
conjuntos finitos, los intervalos cerrados y las sucesiones convergentes y su punto de convergencia
son conjuntos compactos en R.
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1. Tomemos el vietorico (bdsico en la topologia de Vietoris)
U ={(0,2),(2,4),(4,8),(7,10)). Ahora veamos qué ocurre con los puntos A, B, C y D y el
Vietorico U.

a) A € U. Efectivamente, {1,3,5,9} C (0,2) U (2,4) U ( 8) U (7,10) y también
{1,3,5,9}n(0,2) # 0, {1,3,5,9}N(2,4) # 0, {1,3,5,9}N(4,8) # 0 y {1,3,5,9}N(7,10) # 0.
Esto es:

{1,3,5,9} € ((0,2),(2,4), (4,8), (7,10)).

b) B ¢ U. Lo cual ocurre por el hecho de que
{1,3,11} € (0,2) U (2,4) U (4,8) U (7,10).

c) C ¢ U. Si bien {1,3,6} C (0,2) U (2,4) U (4,8) U (7,10), pero no ocurre que
1,3,6} N (7,10) # 0.

{
d) D € U, puesto que [0,1,
(

1] U {3,5,8} C (0,2) U (2,4) U (4,8) U (7,10) y también
0,1,1]U{3,5,8})N(0,2) # 0, ([0,1,1]U{3,5,8})N(2,4) # 0, ([0,1,1]U{3,5,8}) N (4,8) # 0
y ([0,1,1] U {3,5,8}) N (7,10) # 0. Esto es: ([0,1,1] U {3,5,8}) € ((0,2),(2,4), (4,8), (7,10)).

2. Consideremos un bdsico en la topologia de Fell
V= ([-1,0];(0,2),(2,4), (4,8), (7, 10))?‘71,0]. Ahora veamos qué ocurre con los puntos A, B,
C y D vy el felorico V

,0))¢ y también

a) A € V. Efectivamente, {1,3,5,9} C ([-1,0]
4)#0,{1,3,5,9}N(4,8) #0 y {1,3,5,9}N(7,10) # 0.

{1,3,5,9}N(0,2) # 0, {1,3,5,9}N(2,
FEsto es:
{1,3,5,9} € ([-1,0];(0,2), (2,4), (4,8), (7, 10))[ 1,0]°

b) B ¢ V. Porque si bien es cierto que {1,3,11} C ([-1,0])¢, y también ocurre que
{1,3,11} N (0,2) # 0, {1,3,11} N (2,4) # O, pero no ocurre que {1,3,11} N (4,8) # 0.

c¢) C ¢ V. Esto se debe a que si bien es cierto que {1,3,6} C ([-1,0]))¢, y también
ocurre que {1,3,6} N (0,2) #0, {1,3,6}N(2,4) #0 y

{1,3,6} N (4,8) # 0, pero no ocurre que {1,3,6} N (7,10) # 0.

d) D € V, dado que ([0,1,1] U {3,5,8}) C ([-1,0])¢, ademds se tiene que
( (0.1, 1]U{3.5.8)) 1 (2.4) # 0, (0.1, 11U{3,5,8}) 1 (4,8) # 0

[0,1,1}u{3,5,8}) 0,2) # 0, ([
y ([0,1,1] U {3,5,8}) N (7,10) # (. Esto es:
([0’17” U{3a578}) € ([ 1 0}7( 32)7( ) (478) (7 10))[ 1,0]"

3. Consideremos un bdsico en la topologia de hit-and-miss
= ({552 U{03:(0.2), (2,4), (4,8). (T.10)) o -
Ahora veamos qué ocurre con los puntos A, B, C' y D y el bdsico W

a) A € W. Efectivamente, {1,3,5,9} C ({=L}5° U {0})¢ y también

{1,3,5,9}n(0,2) # 0, {1, 3,5, 9}0( 4) # 0, {1,3,5,9}N(4,8) # 0 y {1,3,5,9}N(7,10) # 0.
Esto es:

1,8,5,9) € (1) U (0}:(0,2), (2,4), (4,8), (110) o)

b) B ¢ W. Porque si bien es cierto que {1,3,11} C ({=1}5° U {0})¢, y también ocu-
rre que {1,3,11} N (0,2) # 0, {1,3,11} N (2,4) # 0, pero no ocurre que {1,3,11} N (4,8) # (.
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c) C ¢ W. Esto se debe a que si bien es cierto que {1,3,6} C ({=2}%° U {0})°, y
también ocurre que {1,3,6} N (0,2) #0, {1,3,6}N(2,4) #0 y
{1,3,6} N (4,8) # 0, pero no ocurre que {1,3,6} N (7,10) # 0.

d) D € V, dado que ([0,1,1] U {3,5,8}) C ({1} U {0})°, ademds se tiene que

([0,1,1]U{3,5,8})N(0,2) # 0, ([0,1,1]U{3,5,8})N(2,4) # B, ([0,1,1]U{3,5,8})N(4,8) #
y ([0,1,1] U {3,5,8}) N (7,10) # 0. Esto es:

(04,170 (3.5,8) € ({52} 01015 0,2), (2.0, (4.8), (110D o

Finalmente definiremos los principios de seleccion con los que trabajaremos en el capitulo
siguiente, el cual es el principal objetivo de este trabajo.

Definicién 1.8.
Sean X un conjunto infinito, & y B colecciones de familias de subconjuntos de X.

» Si(,B) denota el principio: Para cualquier sucesion {A, : n € N} de elementos de <,
hay una sucesion {A, : n € N} tal que para cada n € N, A, € A, y {4, : n € N} es un
elemento de 4.

v Stin(, AB) denota el principio: para cualquier sucesion {A,, : n € N} de elementos de </
hay una sucesion{F, : n € N} tal que F,, es un subconjunto finito de A,, para cadan € N y
Unen Fn € 8.

Para concluir los preliminares, recordemos que la notacion [A]<¥ denota la coleccion de todos
los subconjuntos finitos del conjunto A. Ademas si X es un espacio toplogico, una familia ¢ de
subconjuntos de X se llama cubierta de X si [ JU = X. Como es usual, una cubierta abierta de X,
es una cubierta cuyos elementos son conjuntos abiertos en X.

Denotamos por O a la coleccién de cubiertas abiertas del espacio topolégico X. Si en la definicién
anterior consideramos el caso particular &/ = % = O los principios Si(<7, B) y Syin(o/,HB) son
conocidos como propiedad de Rothberger y la Propiedad de Menger, respectivamente. Esto es, la
propiedad de Rothberger es el principio S;(O, O) y la propiedad de Menger es S, (O, O).

Como en muchas propiedades de cubiertas abiertas, como la compacidad por ejemplo, las propie-
dades Rothberger y Menger se satisfacen, si estas son validas en términos de bésicos. Para verlo,
denotamos O a la coleccién de cubiertas abiertas del espacio X, formadas por abiertos basicos del
espacio.

Proposicion 1.9. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Las siguientes condiciones son equivalentes.
(1) X satisface S;in(O,0) (51(0,0)).
(2) X satisface Syin(Op, Op) (S1(Op, Op)).

Demostracion.

Haremos la demostracién para la propiedad de Menger.

[(1) = (2)] Sea {U, : n € N} una sucesion de cubiertas abiertas conformada por bésicos, para
cualquier n € N, se tiene que U,, € O, es decir que la familia, {,, : n € N} es una sucesiéon en
O, por (1), existe para cada n € N, V,, C [U,]<“ tal que J{V,, : n € N} es una cubierta abierta,
ademés conformada por béasicos.

Por lo tanto X satisface Stin(Op, Op).

[(2) = (1)] Sea B una base arbitraria para la topologia de X y consideremos una sucesiéon de
cubiertas abiertas, {U, : n € N}, de X. Ahora, para cada n € N, definimos la coleccién U/, como
sigue: Sea z € X, puesto que U, es cubierta de X, fijamos U} € U,, y Bl € B de tal manera que
x € B C U Entonces U], es la coleccion formada por los BY asi construidos. Claramente, para
cada n € N, la coleccion U, es una cubierta abierta de X formada por abiertos basicos. Aplicamos
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(2) a la sucesion {U), : n € N}, para obtener, para cada n € N, V/, € [U)]<¥, de tal forma que
U{V/, : n € N} es una cubierta abierta de X. Ahora bien, notemos que por cada B? € V! tenemos
Ul € U, tal que B} C U}. Denotemos V), a la colecciéon formada por los U}’ correspondientes a los
elementos de V). Es claro que V,, € [U,|< y que la coleccion |J{V,, : n € N} es cubierta abierta
de X.

Por lo tanto X satisface S, (O, O). O

Ko¢inac introdujo en [8] algunos principios de seleccion usando el operador estrella St; hoy en
dia, esta &rea se conoce como teoria de los principios de seleccién de estrellas. El operador estrella
St se define de la siguiente manera.

Definicién 1.10. Sean X un espacio topologico, A C X y una coleccion U de subconjuntos de X,
la estrella de A con respecto a U se denota por St(A,U) y definido como el conjunto | J{U € U :
UnNA=#0D}.

Escribimos St(z,U) en lugar de St({z},U),siz € X
. En la definicién siguiente recordamos las versiones estrella y fuertemente estrella para los princi-
piOS Sl(&{, %)) y Sfln(ﬂ,c%})

Definicién 1.11.
Sean X un conjunto infinito, o7 y B colecciones de familias de subconjuntos de X.

v Si(,PB), si para cualquier sucesion {A, : n € N} de elementos de o/, hay una sucesion
{4,, : n € N} tal que para cada n € N, A,, € A,, y {St(A,, A,) : n € N} es un elemento de
B.

. S}m(ﬂ,%’), si para cualquier sucesion {A, : n € N} de elementos de <7, hay una sucesion
{Fn :n € N} tal que para cada n € N, F,, € [A,]<¥ y {St(UFn, An) : n € N} € A.

v SSi(, AB), si para cualquier sucesion {A, : n € N} de elementos de o7, hay una sucesion
{zn :n € N} en X tal que {St(x,, A,) : n € N} es un elemento de A.

» SS},,(, %), si para cualquier sucesion { A, : n € N} de elementos de </, hay una sucesion
{F,, : n € N} de subconjuntos finitos de X tal que {St(F,,U,) : n € N} es un elemento de
B.

Los casos particulares generados por la definiciéon anterior para cuando
o =% = O; esto es, S{(0,0), S},,(0,0), SS1(0,0) y SS},,(0, 0), se conocen como propie-
dad estrella Rothberger (SR), propiedad estrella de Menger (SM ), propiedad fuertemente estrella
Rothberger (SSR) y la propiedad fuertemente estrella Menger (SSM), respectivamente.
Igual que en el caso de las propiedades Rothberger y Menger, las propiedades estrella y fuertemen-
te estrella que inducen Rothberger y Menger se verifican si estas se satisfacen para cubiertas de
abiertos bésicos.

Proposicion 1.12. Sea X un espacio topoldgico. Las siguientes condiciones son equivalentes.
(1) X satisface S§,;,(0,0) (S7(0,0)).
(2) X satisface S%,,(Op, Op) (S7(Ob, Os)).

Demostracion.

Haremos la demostraciéon para la propiedad estrella Menger.

[(1) = (2)] Sea {U,, : n € N} una sucesion de cubiertas abiertas conformada por basicos, para
cualquier n € N, se tiene que U,, € O, es decir que la familia, {U,, : n € N} es una sucesion
en O, por (1), hay una sucesion {V, : n € N} tal que, para cada n € N, V, € [U,]“w ¥y
{St(UneN Vo,Uy) i € N}, es una cubierta abierta, ademéas conformada por bésicos.
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Por lo tanto X satisface S%,,, (Op, Op).

[(2) = (1)] Sea B una base arbitraria para la topologia de X y consideremos una sucesion
de cubiertas abiertas, {U,, : n € N}, de X. Ahora, para cada n € N, definimos la coleccion U],
como sigue: Sea x € X, puesto que U, es cubierta de X, fijamos U} € U,, y B2} € B de tal manera
que z € B C U. Entonces U], es la coleccion formada por los BY asi construidos. Claramente,
para cada n € N, la coleccion U/, es una cubierta abierta de X formada por abiertos basicos.
Aplicamos (2) a la sucesiéon {U, : n € N}, para obtener, para cada n € N, V! € [U,]<¥, de tal
forma que {St(U,cy Vi Uy,) :n € N} es una cubierta abierta de X. Ahora bien, notemos que
por cada B} € V), tenemos Ul € U™ tal que B C U. Denotemos V,, a la coleccién formada
por los U correspondientes a los elementos de V!. Es claro que V,, € [U,]<¥ y que la coleccion
{St(U, ey VosUn) : 1 € N} es cubierta abierta de X.

Por lo tanto X satisface S¢;, (O, O). O

Proposiciéon 1.13. Sea X un espacio topoldgico. Las siguientes condiciones son equivalentes.
1 X satisface SS%,;,(0,0) (SS1(0,0)).
2 X satisface SS%,,(O, Op) S(ST(Op, Op)).

Demostracion.

Haremos la demostraciéon para la propiedad fuertemente estrella Menger.

[(1) = (2)] Sea {U,, : n € N} una sucesion de cubiertas abiertas conformada por basicos, para
cualquier n € N, se tiene que U,, € O, es decir que la familia, {{,, : n € N} es una sucesion en O,
por (1), existe {V,, : n € N} tal que para cada n € N, V,, € [X]|<¥ y {St(Va,U,,) : n € N}, es una
cubierta abierta, ademés conformada por basicos.

Por lo tanto X satisface SS57%,, (O, Op).

[(2) = (1)] Sea B una base arbitraria para la topologia de X y consideremos una sucesion de
cubiertas abiertas, {U, : n € N}, de X. Ahora, para cada n € N, definimos la coleccién U], como
sigue: Sea x € X, puesto que U, es cubierta de X, fijamos U} € U, y B} € B de tal manera
que z € B C U. Entonces U], es la coleccion formada por los BY asi construidos. Claramente,
para cada n € N, la coleccién U/, es una cubierta abierta de X formada por abiertos bésicos.
Aplicamos (2) a la sucesion {U), : n € N}, para obtener, para cada n € N, V! € [X]|<¥, de
tal forma que {St(V/,U]) : n € N} es una cubierta abierta de X. Ahora bien, notemos que por
cada B € V) tenemos U) € U, tal que BY C U!. Denotemos V,, a la coleccion formada por
los U correspondientes a los elementos de V). Es claro que V,, € [U,]<“ y que la coleccion
{S5t(Vn,Uy,) : n € N} es cubierta abierta de X.

Por lo tanto X satisface S5, (O, O). O




Capitulo 2

Resultados principales

Como mencionamos anteriormente el principal objetivo de este trabajo de tesis es caracterizar las
propiedades de seleccion de tipo Rothberger y Menger, asi como las versiones estrella y fuertemente
estrella de estas en los hiperespacios CL(X), K(X), F(X) y CS(X). Para ésto, a o largo de este
trabajo y a menos que digamos lo contrario, tomaremos una familia A C CL(X) la cual supondre-
mos que es cerrada bajo uniones finitas y ) ¢ A. Evidentemente las familias CL(X), K(X), F(X)
y CS(X), satisfacen esta condicion.

Recordemos que Li define la nocién de my-red y mp-red en X como veremos a continuacion.

Definicion 2.1.

Sea la familia (={(V1,..., V) : V1,...,V, son abiertos en X, n € N}.

Entonces ¢ es una my -red para X, si para cada U abierto en X conU # X, si existen (V1,...,V,) €
¢y Fe[X]<¥ tal que:

1. ﬂ?ﬂ ‘/ch U:'
2. FNV; #0 (1 <i<n)
3. FNnU=0.

Definicion 2.2.

Sea la familia ¢ = {(B;V1,...,V,) : Be K(X) , Vi,...,V, son abiertos en X, n€ N y
VinB#0 (1<i<n)}.

Entonces ¢ es una mp-red para X, si para cada U abierto en X con U # X, si ewisten
(B;Vi,..., Vo) € Ceon B C U y F € [X|< tal que FNU = 0 y para cada i € {1,...,n},
FnV; #0.

Las familias de todas las wp-redes y las my-redes se denotan mediante IIp y IIy, respectiva-
mente.

La definiciéon que introducimos a continuacién es una generalizacién de las nociones de my -
red y mp-red en X.

De ahora en adelante, mientras no se diga lo contrario, ¢ denota a la familia de la forma :
¢={(B;W,...,V,,) : Be A, Vq,...,V, son abiertos en X, n € Ny

VinBe#0 (1 <i<n)}.

Definicién 2.3. Una familia ¢ se llama wa(A)-red de X, si para cada U € A°, existen
(B;Vi,..., Vo) € Ceon B C U y F € [X|<¥ tal que FNU = 0 y para cada i € {1,...,n},
FNV;#0. La familia de todas las redes wa(\)-red se denota como TIa(A).
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Demostraremos a continuacién la relacién existente entre las nociones definidas por Li y la dada
en la definicién anterior.

Proposicion 2.4.
Si A =K(X) y A= CL(X), entonces la nocion de wa(A)-red de X coincide con la definicion de
wr-red de X

Demostracion.

Es inmediato ya que al tomar cada U € A€ se tiene que U es un abierto en X con U # X, ademés
aplicando la hipdtesis, existe (B; Vi,...,V,) € (y F € [X]<¥ que satisfacen la Definicion 2.3. Los
mismos (B;Vi,...,V,) y F satisfacen la Definicion 2.2. O

Proposicién 2.5.

Si A=A =CL(X), entonces:
1. Cada wa(A)-red de X induce una my-red de X

2. 8i (" es una my-red de X, entonces ¢ = {(=y V&V, ... Va) : (Vi,...,Vy) € ('} es una
ma(A)-red de X.

Demostracion.

1. Sea ¢ una wa(A)-red de X y consideremos

¢ ={(BVi,...,Vy) : (B;Vi,...,V,,) € ¢}. Afirmamos que ¢ es una my-red de X. Para
verlo, sea U un subconjunto abierto de X tal que U # X. Entonces U¢ € CL(X) = A; luego,
U € A¢. Dado que ¢ una ma(A)-red de X, existen (B;Vi,...,V,) € ( y F € [X]<¥ tales que
BCU,FNU =0 yparacadai€ {1,...,n}, FNV; # (. Con esto obtenemos que U® C By
F C U°¢, entonces F' C B¢. Ahora como (B;Vi,...,V,) € ( se tiene que B € A = CL(X) es
decir que B¢ es un abierto en X, entonces (B¢, V1,...,V,) € (l. Claramente (), VNB C U,
en resumen tenemos que:

a) N, VENBCU;
b) FNV; 0 (1<i<n),y FN B #0
c) FNnU =10.

Por lo tanto ¢ = {(B,V1,..., V) : (B;V4,...,V,) € (} es una my-red de X.

2. Es inmediato, solo basta tomar a B =(_, V;* y ademas al tomar cada U € A° se tiene que
U es un abierto en X con U # X y coincide con la Definicién 2.1.

O

Una cuestion natural, derivada de la definicién anterior y su nota es: ;Son iguales las nociones
ma(A)-red y mp-red o my-red?. En los ejemplos siguientes se muestra que la respuesta a esta
interrogante es negativa.

Ejemplo 2.6. Sea X = (0,1) U (3,00) como subespacio de R y denote Q@ = NN (3,00). Sea A la
familia formado con los A C X que satisfacen que A es compacto en X y A C (0,1) U Q. Para
cualquier © € X, consideramos V, = {(z— 1,2+ )NnX:neN} yV =U{V, : € X}. Sea
A la coleccion cuyos elementos son B C X tal que B C (0,1) y B compacto. Finalmente, sea
C={(B;V,...,Vin) : BE AV1,..., Vi €V y m € N}. Entonces tenemos:

w ¢ es una red wa(A)-red de X. Si U € A°, entonces U¢ € A; Luego, existen A C (0,1) y
Q' € [Q]<Y tal que A es un subconjunto compacto de X y U = AU{z : z € Q'}. Como
A es compacto, existen Vi,...,V, € V tales que A C |J;_, Vi y para cada i € {1,...,n},
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ANV; # 0. Ademds, dado que Q' es un subconjunto finito, podemos renumerar Q' como
Q ={znt1,...,Tm}. Para cada z; € Q', j € {n+1,...,m}, fijamos V; € V de manera que
z; €V; y ANV, =0. Como A es un conjunto compacto en X, existe p € (0,1) \ A. Observe
que ({p},V1,..., Vi) € (. Ahora, para cualquier i € {1,...,n}, tomamos z; € ANV, y
ponemos F = {x; : i € {1,...,n}} UQ'. Claramente, F € [X]|<¥. Ademds se tiene que
{p} CU, FNV; # 0, para cualquier i = {1,...,n} y FNU = 0. Por lo tanto, concluimos
que ¢ es una red wa(A)- deX.

» ¢ no es una red wp-red en X. Pues no existe (B;Vi,...,V,,) € ¢ tal que B C (3,00).

Ejemplo 2.7. Sean X, Q, A y V como en el ejemplo anterior. y consideremos a ( =
{N¥, Vic;Vl,...,Vm)a,_n_lV_c Vi, ., Vi €V ym e N}

u ( esuna wa(A)-red de X. En efecto, tome cualquier U € A°. Ezisten A C (0,1) y Q' € [Q]<¥
tales que A es un subconjunto compacto de X y U = AU{z : z € Q'}. Como A es compacto,
existen Vy,...,V, €V tales que A C|J;_, Vi y para cadai € {1,...,n}, ANV, # 0. Ademds,
dado que Q' es un subconjunto finito, podemos renumerar Q' como Q' = {Tpi1,...,Tm}-
Para cada zj € Q', j € {n+1,...,m}, fijemos V; € V de manera que z; € V; y ANV, = 0.
No es dificil demostrar que U¢ € (V,...,Vy,). Observe que (i Vi Vi, ..., Vm)ﬁ?il ve € C.
Por otro lado, para cada i € {1,...,n}, tomamos x; € ANV; y ponemos F = {xi': i €
{1,...,n}}UQ’. Claramente F € [X]|<¥, FNU =0 y para cada i € {1,...,m}, FNV; # 0.
Ademds, dado que U¢ C |J", V;, tenemos que ()~ Vi C U. Por lo tanto, ¢ es una my (A)-red
de X.

» ¢ no es una 7y - red de X. Para verlo, sea U = (0,1). Estd claro que U¢ & A. Supongamos
que i, V€ C U, por algunos (V1,..., V) € ¢. Por lo tanto, (3,00) C Ui~ Vi, lo cual no

es posible.
En los resultados siguientes tomaremos cubiertas abiertas de basicos en el espacio (A, TZ); es
decir, los elementos de cada cubierta abierta, van a estar representados por abiertos (V71, ..., Vm)g.

El lema siguiente serd de gran ayuda en diversas pruebas.

Lema 2.8. Sea X un espacio topoldgico. Una familia ( = {(B;V1,..., Vi) : (Vi,..., Vm); eU}
es una wa(A)-red de X si y solo si la familia

U= {(Vl,...,Vm)Jé C(ByVa,.., V) € C} es una cubierta abierta de (A, 7).

Demostracion.

[=]: Si U € A entonces U¢ € A¢. Puesto que ¢ es una 7a (A)-red para X existen (B;V1,...,V,,) €
¢y F € [X]<¥ tales que, B C U¢ Luego U C B¢. Ademas FNV; 20 (1 <i<m)y FNU*={.
Es decir que F C U, entonces U NV; # () (1 <4 < m). Concluimos que U € (V4,..., V)5, por lo
cual U € JU. Por lo tanto U es una cubierta abierta para (A, 71).

[<]: Sea U € A° entonces U¢ € A. Dado que U es una cubierta para (A,7X), existe
(Vl,...,Vm)E e JU tal que U* € (Vl,...,Vm)g, entonces U C By U°NV; #0 (1 <i<m),
por lo cual BCU y B°NV; # 0 (1 <4 < m), por lo tanto, se tiene que (B;Vi,...,Vy) € C.
Paracadai € {1,...,m}, tomemos un punto x; € U°NV; y consideremos F = {x; : i € {1,...,m}}.
Claramente F es Finitoy FNV; # 0 (1 < i < m). Ademas F C U¢ por lo cual se tiene que F N
U = (). Por lo tanto ¢ es una wa(A)-red para X.

O

2.1. Rothberger

En esta seccién presentamos tres resultados (genéricos); a saber, Teorema 2.6, Teorema 2.11 y
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Teorema 2.16, que tienen como consecuencias las caracterizaciones de las propiedades Rorthberger,
fuertemente estrella Rothberger y estrella Rothberger, respectivamente en diversos hiperespacios;
particularmente en CL(X), K(X), F(X) y CS(X), dotados con la topologia hit-and-mis.

Teorema 2.9. Dado un espacio topoldgico (X, T), las siguientes condiciones son equivalentes:
(1) (A, 7%) tiene la propiedad de Rothberger;
(2) (X,7) satisface S1(IIa(A),TIA(A)).

Demostracion.

[(1) = (2)]: Sea {J, : n € N} una sucesién en IIa(A). Denotemos, para cada n € N,
U, ={(V{, ..., V;;);gn S (B™ V., V) € J, ). Por el Lema 2.8, tenemos que, para cada n € N,
U, es una cubierta abierta de (A, 7). Luego, aplicando (1) a la secesion {Ll :n € N}, hay, para ca-
daneN, (V... Vﬁn)gn € U, tal que la coleccion U = {(V{", ...V, )}. : n € N} es una cubier-
ta abierta de (A, 7). Por el Lema 2.8, la coleccién J = {(B™; V", ... ,Vgn) c(VP, VR Y e €U}
es una ma(A)-red de X. Ademéas notemos que para cada n € N, (B™; V*, ..., Vgn) € J Por lo
tanto, (X, 7) satisface S;(IIa(A),IIa(A)).

[(2) = (1)]: Sea {U, : n € N} una sucesion de cubiertas abiertas de A. Sin pérdida de ge-
neralidad, podemos suponer que, para cada n € N, la cubierta abierta ,, consta de subconjuntos
basicos abiertos. Denotemos para cada n € N, J,, = {(B%; V/,..., V)« (V{, ..., V). € Uy}
Por el Lema 2.8, tenemos que, para cada n € N, J,, es una 7a(A)-red de X. Aphcando (2) a

la sucesion {J, : n € N}, hay, para cada n € N, (B” Vit,..., V) € Jy tal que la coleccion
J = {B"V,.. Ve ) o no€ N} es una ma(A)-red de X Por el Lema 2.8 la coleccion
u={0y,....vpe )B,L : (B™V{",..., V2 ) € J} es una cubierta abierta de (A,7%). Ademas

notemos que para cada neN, (V... V" )Bn € U,. Por lo tanto, (A, 7)) tiene la propiedad de
Rothberger. O

Li caracterizo la propiedad de Rothberger en el hiperespacio C'L(X), dotado de las topologias de
Fell y Vietoris, usando S;(Ilg,IIr), S;(Ily, IIy) respectivamente. Como veremos a continuacion,
el Teorema 2.9, es una generalizaciéon comin a los resultados de Li. Pero antes demostraremos el
siguiente resultado.

Proposicion 2.10. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Si A = CL(X) = A, entonces las siguientes
condiciones son equivalentes.

(1) (X, 1) satisface S;(TIa(A), IIa(A)).
(2) (X,7) satisface S;(Iy (A), ITy (A)).

Demostracion.
[(1) = (2)] Sea {J, : n € N} una sucesion en IIy(A). Entonces para cada n € N, J, =
{(vV,..., Ve ) = s € Sy}, Denotemos para cada n € N, J), = {(N;" (V)5 V', ..., Vit ()

s € Sp}. Por la Proposicién 2.5 se tiene que, para cada n € N, J) es una ma(A)-red de X.
Aplicamos (1) a la sucesion {J/, : n € N}, entonces hay, (" (V) Vg0 Vin o) € J5, tal

1,80 M ,S0
que la coleccion {(;"*° (V) Vg e Vgso’so) 80 € Sy } es una WA(A)—red de X. No es dificil
verificar que, por la Proposwlon 2.5 la coleccion {(Viy,, -, Vin o)) : S0 € Sn} es una my (A)-red

de X. Por lo tanto (X, 7) satisface Sy (IIy (A), Iy (A)).

[(2) = (1)] Sea {J, : n € N} una sucesion en IIan(A). Entonces para cada n € N,
Jy, =BV, ...,V 5) + s € Sp}. Denotemos para cada n € N, J,, = {((B")%, V{,..., V;y o)
s € S,}. Por la Proposicion 2.5 se tiene que, para cada n € N, J, es una my(A)-red de X.

10
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Aplicamos (2) a la sucesion {J, : n € N}, entonces hay, ((B")%, V" ,...,Vjh ) € Jn, tal que

7 T M5S0
la coleccion {((B™)%, Vi, - -, Vineyso) © S0 € Sy} es una my (A)-red de X. No es diffcil verificar
que, por la Proposicion 2.5 la coleccion {(B™; V" .. '7an50,50) : 80 € Sy} es una wa(A)-red de
X. Por lo tanto (X, 7) satisface S (ITy (A), Iy (A)). O

Corolario 2.11. Sea (X,7) un espacio topoldgico. Si A = Cl(X) y A = K(X), entonces las
siguientes condiciones son equivalentes:

(1) (CL(X),7F) tiene la propiedad Rothberger.
(2) (X, 1) satisface S1(Up(CL(X)),p(CL(X))).

Corolario 2.12. Sea (X,7) un espacio topoldgico. Si A = A = CI(X), entonces las siguientes
condiciones son equivalentes:

(1) (CL(X),1y) tiene la propiedad Rothberger.
(2) (X,7) satisface S1(Iy (CL(X)), Iy (CL(X))).

Demostracion.

[(1) = (2)]: Sea {J,, : n € N} una sucesion en Il (CL(X)), por la Proposicion 2.5, se tiene que para
cada n € N, J,, induce una 7a(A)-red de X digamos J),, luego la sucesion {J), : n € N} CIIa(A).
Por (1) y aplicando el Teorema 2.9, se tiene que para cada n € N existe A, € J/ tal que la
coleccion {4, : n € N} es una mwa(A)-red de X. Como cada A/ € J) induce una A, € J,,
para cada n € N. Aplicando la Proposicion 2.5 se tiene que la coleccion {A, : n € N} es una
7wy (CL(X))-red de X. Por lo tanto (X, 7) satisface S;(Ily (CL(X)), Iy (CL(X))).

[(2) = (1)): Sea {U,, : n € N} una sucesion de cubiertas abiertas de (A,71). Sin pérdida
de generalidad, podemos suponer que, para cualquier n € N, la cubierta abierta U,, consta de
subconjuntos bésicos abiertos.

Por (2) y aplicando la Proposicién 2.10, se tiene que (X, 7) satisface

S1(IIa(A),IIA(A)). Aplicando el Teorema 2.9 existe para cada n € N, U, € U, tal que la coleccion
{U, : n € N} es una cubierta abierta para (CL(X),7y). Por lo tanto (CL(X),7y) tiene la
propiedad Rothberger. O

En el corolario siguiente tenemos otra consecuencia del Teorema 2.9

Corolario 2.13. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Si A es cualquiera de los hiperespacios CL(X),
K(X), F(X) o CS(X). Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) (A, 7X) tiene la propiedad Rothberger.
(2) (X,7) satisface S1(Ta(A),TIA(A)).

Por las Proposiciones 2.4 y 2.5 se desprenden, de este Corolario 2.13 caracterizaciones para la
propiedad de Rothberger en los hiperespacios K(X), F(X) y CS(X) dotados con la topologia de
Vietoris y Fell, en términos de las propiedades S;(I1,,11,) y S1(Ilg, IIr) respectivamente.

A continuacién daremos una propiedad para caracterizar a la nocién fuertemente estrella
de Rothberger. Antes de eso, definimos otro principio relacionado con 7 (A) - redes de X.

Definiciéon 2.14. Sea (X,T) un espacio topoldgico. Decimos que (X, T) satisface el principio
SrR(IIA(A),IIA(A)), si para cualquier sucesion {J, : n € N} C TIa(A), existe una sucesion
{Vh :n € N} C A tal que

J = UneN{(Bg;Vl’?S,...,Vﬁs’s) € Jyn 2 BY C Vo,V ¢ Vo1 <i< mg)} es un elemento de
IIA(A).
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Como veremos en el siguiente, el principio de seleccion dado en la definicién anterior permite
caracterizar a la propiedad fuertemente estrella de Rothberger.

Teorema 2.15. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Las siguientes condiciones son equivalentes:
(1) (A, 7%) es SSR;
(2) (X,7) satisface SR(IIa(A),IIA(A)).

Demostracion.
[(1) = (2)]: Sea {J, : n € N} una sucesion de IIo(A) de X. Denotemos, para ca-
dan €N, J, = {(Bs V...,V ) + s € Sp}. Por el Lema 2.8, para cada n € N,

ms,s
+

un = {(Vf}sa ceey VTZS,S)B;L

sucesion {U,, : n € N}, existe, para cada n € N, A, € A, tal que la sucesion {St(A,,U,) : n € N}

es una cubierta abierta de (A,7f). Denotemos, para cada n € N, V, = (4,)°. Entonces,

{V, : n € N} C A°. Afirmamos que la coleccion:
T = Unen {(B?; Vi oo Vi ) €Jn s B CVp, VL € V(1 <0 < ms)}, is a ma(A)-red de X.

1S € Sn} es una cubierta abierta de (A,7X{). Aplicando (1) a la

En efecto, sea U € A°, luego U® € A y, por lo tanto, existe ng € N tal que U° € St(A,,,Un,)-

Entonces existe (fo;?u, cees VJ;‘:O)SO);%) € Uy, tal que {U°, A} C (Vl’f;’o, cey Vnﬁgo)so);:(?. Como
Ay, € (V{f;’o, cee V,ZSU’SO);O, se tiene que BL C (Ap,)¢ = Vi, y para cualquier i € {1,...,mg,},
Ve N Ay, # 0, es decir queSOV;-fLS‘J0 Z (Any)¢ = V-

Por tanto, obtenemos (BQOO; |2 P Vm"fjo_’So) eJ.

Dado que U€ € (V{fgo, e Vg?ox%);gﬁ podemos tomar x; € UCHVZLSOO, paracadai € {1,...,ms,},

y consideramos F' = {z; :i € {1,...,m,}}. Claramente F' € [X]|<“ y cumple que F'NV;"2 # 0,
para cada i € {1,...,mg,}. También, dado que F C U® obtenemos que F N U = (). Finalmente,
como U® C (Bg0)¢, tenemos que BL° C U. Asi, J es una ma(A)-red de X. Por lo tanto (X,7)

satisface Sp(IIa (A), IIA(A)).

[(2) = (1)): Sea {U,, : n € N} una sucesion de cubiertas abiertas de (A,71). Sin pérdida
de generalidad, suponemos que, para cada n € N, U, consta de conjuntos abiertos bésicos

y U, = {(Vlr}sv s Vrgs,s);?
to de X con V% N (By)° # (), para cada i € {1,...,ms}. Ahora, para cada n € N, sea
Jn = {(BH; V..., Vjn ) i s € Sp}. Por el Lema 2.8, tenemos que para cada n € N, J,, es una
ma(A)- red de X. Luego, por la condicion (2), aplicada a la sucesion {J,, : n € N} C IIa(A), existe
una sucesion {V,, : n € N} C A€ tal que la colecciéon

T = Unen {(B?; Vi oo Vi ) €Jn i B CVp, VL € V(1 <0 < ms)} es una ma (A)-red de X.

:seSn}, donde By € A y V', es un subconjunto abier-

S

Denotemos para cada n € N, A,, = (V,,)¢. Por lo tanto, {A, : n € N} C A.
Claramente {St(A,,U,) : n € N} es una cubierta abierta de (A, 7{). En efecto, sea A € A, ya que

J es una wa(A)-red de X y A¢ € A°, existe (B"O'V”0 S, Yo ) € J (con ng €N, sg € Sy,)

so? "1,807 Msq,50
y F € [X]<“ de tal manera que F NV;"? # ), para cada i € {1,...,my,}, ademéas BJ® C A°y
FnAc=0. ’
De esto obtenemos que A C (By°)¢ y, para cada i € {1,...,mg}, V"0 N A # (. Es decir,

i,SU
no +
ng
Ae (Vl,so,...,vmso,so)ng.

Finalmente, como (B”U' Ve oL, Vo ) € J, se tiene que B C V,,, y V;" ¢ V,,, para cada

sp? V1,807 ? T My 580 1,50

i € {1,...,ms,}, entonces Ap, = (V;,,)° C (BI2)°y V"o N Ay, # 0, para cada i € {1,...,ms, };
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S0 Msq 5,80

+
luego, AnOG(V1° S, Vo >B,l‘00'

+
En conclusion se tiene que {4,,, A} C (V"O e, Vo )Bno C St(An,,Un,). Esto muestra
0

1,507 Msy,S0 -

que la sucesion {St(A,,U,) : n € N} es una cubierta abierta de (A,71). Por lo tanto (A,71) es
SSR O

A continuacién mostraremos este resultado a diferentes elecciones de las familias A y A,los
cuales obtenemos los siguientes casos particulares.

Corolario 2.16. Sea (X,7) un espacio topoldgico. Si A es cualquiera de los hiperespacios
CL(X), K(X), F(X) o CS(X). entonces (A, 7{) es SSR si y solo si X satisface el principio
Sr(Ia(A), A (A)).

Corolario 2.17. Sea (X,7) un espacio topoldgico y sea A = K(X). Si A es cualquiera de los
hiperespacios CL(X), K(X), F(X) o CS(X), entonces (A, 7r) es SSR si y solo si X satisface el
principio Sk x)(A), Hkx)(A)).

Corolario 2.18. Sea (X, 7) un espacio topoldgico y sea A = CL(X). Si A es cualquiera de los
hiperespacios CL(X), K(X), F(X) o CS(X), entonces (A, 7y) es SSR si y solo si X satisface el
principio Sr(Herx)(A), Hernx)(A)).

Ahora, damos una caracterizacion de la propiedad estrella de Rothberger para CL(X) y sus
subespacios dotados de la topologia hint-and-mis. Antes de eso, definimos otro principio relacionado
con A (A) - redes de X.

Definicién 2.19. Sea (X,7) un espacio topoldgico. Decimos que (X,T) satisface el prin-
cipio SH(IIA(A),IIA(A)), si para cada sucesion {J, : n € N} C IIA(A), con J, =
{(B&; V..., Vin ) s €S}, hay una sucesion {s(n) : n € N}, con s(n) € Sy, para cada
n € N, tal que

j:UneN{(BQ;V{}S,...,VQS,S)GJn: hay U € A° tal que (B} UB?,\) CU, V", €U(1 <i <

s(n)

ms) y Vj’;(n) FU1<j< ms(n))} es un elemento de IIa(A).

Como veremos en el siguiente, el principio de seleccién dado en la definicién anterior permite
caracterizar a la propiedad estrella de Rothberger.

Teorema 2.20. Sea (X,7) un espacio topoldgico. Supongamos ademds que por cada x € X,
{z} € A. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) (A, 7%) es SR;
(2) X satisface SH(Ta(A), IIa(A)).

Demostracion.
[(1) = (2)]: Sea {J, : n € N} una sucesiéon de ma(A)-redes de X. Denotemos para cada
neN, J, = {(B:sV/,...,Vn ):s €Sy}, por Lema 2.8, obtenemos que la sucesion, U, =

{(fos, cey Vﬁas);” RS Sn} es una cubierta abierta de (A, 71{), para cualquier n € N. Aplican-
: N
do (1) ala sucesion {U, : n € N}, elegimos para cadan € N, V,, = (Vlns(n)’ NN A0 . S(n)> €U,
b s(n)» B;]
tal que {St (V,,,U,) : n € N} es una cubierta abierta de (A, 7).
Consideremos la sucesion {s(n) : n € N} y J como en la Definicién 2.19. afirmamos que J, es una
7a(A) - red de X. En efecto, dado cualquier W € A°, se deduce que W*¢ € A, por lo tanto existe
ng € N tal que W€ € St (V,,,,Up,). Por lo tanto, existe (V"O ...,V£273)27L0 € Uy, tal que:

1,s>
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+
(a) Wee (Vfg,...,vgg,s)Bno; y

(b) (V0 V10 ) o (Vi # 0.

+
Notemos que V,,, = (Vlng(no)7 ey Vnzi(no),s(no))Bn(o ; De (b) y la hipotesis de A, podemos tomar
s(no
(0] 0 0 +
n no n n
(V9 Ve ) o 0 (V% ""Vmsmo»s(no))gqo [0
s(no
Denotemos U = E° Entonces U € A°. Ahora como E € (V{'0,..., Vo g) N
+
no no

<V1 o(no)’ ...,Vms(%),s(no))Bn(o )

0
Se tiene que F C (BM)y E C (BS(“n ))C, ademas ENV/ # 0y EN V;nso 'n,[)) 7& (), para cada
i€{l,....ms}yj€e{l,..., My} Entonces (By* UB, |) CU, V]9 ¢ZUyV o) ¢ U para
cadaie {l,...,ms}yj€ {1 Mg(ny) }- EN conclusion se tlene (B”0 Vi, Vi, s.) eJ.
Ahora, por (a ) podemos tomar z; € Wen V', para cada i € {1,...,ms}. Denotemos a

F = {x; :i € {1,...,ms}}. Por lo tanto, F € [X]|<“ y satisface F N V"O 0y FNW = 0.
Ademas, B C W. Concluimos que J € ITxo(A). Por lo tanto X satisface S* L(ITA(A), IIA(A)).

[(2) = (1) Sea {U, : n € N} una sucesion de cubiertas abiertas de (A, 7X).
Suponemos que para cada n € N, U, consta de subconjuntos baésicos, es decir,
Uy, = {(V{lg,,Vm" 5) 15 € Sn}, donde By € Ay V. es un subconjunto abierto de X
con V", N (BY)¢ # 0, para cada i€ {1,...,ms}. Del Lema 2.8, tenemos que cada para cadan € N
In = {(B” Vi Vi ) (V0 5,...,V$S’S)J};n GZ/In} es una ma(A)- red de X. Aplicamos la

condicion (2) a la sucesion {J,, : n € N} C HA(;\), entonces hay una sucesion {s(n) : n € N}, con
s(n) € Sy, para cada n € N, tal que

j:UneN{(B"VlS,...,Vﬁms)EJn: hay U EACtalque(B?UB" JCUVEZUQ<i<

5( v Va8 = =
ms) y Vi U1<j< ms(n))} es un elemento de ITa (A).

+
Denotemos a V,, = (Vl,s(n)7 R Vm5<n> s(n)>Bn( ).
Afirmamos que {St (V,,,U,) :n € N} es una cubierta abierta de (A,7X). En efecto sea 4 € A.
Como J es una ma(A)-red de X y A¢ € A€, existen

(B”O | VA R VAL ) € J, (conng €N, 89 €8,,)y F € [X]<¥con FNV" £ () para

sp? V1,807 Mg, 80 1,80
ied{l,... 7msO}. Ademas BJ® C A°y FNA®=0.
Por eso, A C (B;’")C y para cada i € {1,...,ms,}, ANV # (). Como consecuencia, tenemos
+
Ae (V1 PP Vm”‘j SO)Bno' Ahora, por definicién, para (B;‘(f, VI";’U, .. Vn’}LS 50> , existe U € A°

S0

tal que <B"0 UB™ ) CU, V™ ¢UYy Vji‘;(no) CU,paraic{l,...,ms}tyje{l,....,mymy}

s(no) 2,50

Entonces tenemos que

+ +
Ue IS <V1 PP ‘/7220750)32? N <V17g(n0), ey Vm(;(no),s(no))B;? - En conclusion
70
{St(V,,,Uy,) : n € N} es una cubierta abierta de (A, 71). Por lo tanto (A, 71) es SR. O

Considerando algunos casos particulares para las familias A y A, obtenemos los siguientes
corolarios.

Corolario 2.21. Sea (X,7) un espacio topoldgico. Si A es cualquiera de los hiperespacios
CL(X), K(X), F(X) o CS(X), entonces (A,7X) es SR si y solo si X satisface el principio
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SHIA(A), TIA(A)).

Corolario 2.22. Sea (X,7) un espacio topoldgico y sea A = K(X). Si A es cualquiera de los
hiperespacios CL(X), K(X), F(X) o CS(X), entonces (A,7r) es SR si y solo si X satisface el
principio S (g x)(A), Tk x)(A)).

Corolario 2.23. Sea (X, 7) un espacio topoldgico y sea A = CL(X). Si A es cualquiera de los
hiperespacios CL(X), K(X), F(X) o CS(X), entonces (A,7y) es SR si y solo si X satisface el
principio Si (e x)(A), Horx)(A))-

2.2. Menger

En la presente seccion emplearemos la nocion de 7a(A)-red , para caracterizar propiedades de
seleccién de tipo Menger en hiperespacios.

Teorema 2.24. Dado un espacio topoldgico (X, 7), las siguientes condiciones son equivalentes:
(1) (A, 7X) tiene la propiedad Menger;
(2) (X, 1) satisface Sy (IIaA(A), IIA(A)).

Demostracion.

[(1) = (2)]: Sea {J, : n € N} una sucesion en IIa(A). Denotemos, para cada n € N,
U, ={(",..., Vm)'g 2 (B;Va,..., Vi) € Jp}. Del Lema 2.8, tenemos que para cualquier n € N U,
es una cubierta abierta para (A, 71). Aplicando (1) a la sucesién {U,, : n € N}, podemos elegir,
para cada n € N, V,, € [U,]<“ tal que la coleccion V = [J{V,, : n € N} es una cubierta abierta de
(A, 7X).

Denotemos para cualquier n € N, J;L ={(B;Vi... Vi) : (Vi,...Vin, )5 € V}. Notemos que para
cualquier n € N,.J, € [J,,]<¥.

Afirmamos que | J{J,, : n € N} es una ma(A) — red de X. En efecto, sea A € A°, entonces
A¢ € A, por ser V una cubierta abierta de (A,7), existe ng € N tal que A° € V,,, entonces
existe (V7,... ano)g € Vi, tal que A° € (V74,. ..ano)g,es decir, A° C B¢y A°NV; # () para i
€ {1,...,my,}. Entonces, se tiene que BNV, # ) para i € {1,...,my,} y B C A. Por lo cual se
tiene que (B; Vi,... Vi, ) € J;m.

Definamos a F={x; : 2; € A°NV; coni € {1,...,my,,}}, entonces F es un conjunto finito en X
tal que FNV; # 0 parai € {1,...,mu,} y F NA = 0.

Por lo cual (J{J, : n € N} es una ma(A) — red de X y por lo tanto (X,7) satisface
Syin(Ma(A), TTA(A)).

[(2) = (1)]: Sea {U, : n € N} una sucesién de cubiertas abiertas de (A,7), para cual-
quier n € N, la cubierta abierta U, consta de subconjuntos basicos abiertos, es decir, para cada
neNU, ={(Vi,...,Vy)p :m €N}

Para cada n € N, denotemos J,, = {(B; Vi,..., Vi) : (Vi,...,Vin); € Uy, }. De Lema 2.8 se sigue
que para cada n € N, 7, es una wa(A)-red de X. Aplicando (2) a la sucesion {7, : n € N}, es
posible elegir, para cadan € N, J/ € [7,,]<% tal que la sucesion J = |J{J, : n € N} es una wa(A)
-red de X.

Denotemos, para cadan € N, U, = {(Vi ... Vi )5 : (B;Vi... Vi, ) € T}

Notemos para cualquier n € N U, € [U,]<¥

Afirmamos que |J{U,, : n € N} es una cubierta abierta para (A, 71).

En efecto, sea A € A, entonces A° € A¢, por ser J una wa(A) — red de X, existe F € [X]<¥
y (B;Vi...Vi, ) € J;LO con ng € Ny J;LO € J. Tal que B C A° entonces A C B¢, ademaés
FNVi#Oconie€{l,...Vy, }y FNA° =0, con esto se tiene que I C A, entonces ANV; # ()
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conie{l,...Vy, }.
Por lo cual se tiene que A € (V1... ano>§' Entonces A € U,

o> PoI lo cual U{U,, : n € N} es una
cubierta abierta para (A, 74).

Por lo tanto (A, 7)) tiene la propiedad Menger O

Li caracterizo la propiedad de Rothberger en el hiperespacio CL(X), dotado de las topologias
de Fell y Vietoris, usando S¢;,(Ilp,I1r), Sfin(IIy, IIy) respectivamente. Veremos a continuacion,
que el Teorema 2.24, es una generalizacién comun a los resultados de Li. Pero antes demostraremos
el siguiente resultado. ¢

Proposicion 2.25. Sea (X, 1) un espacio topoldgico, si A = CL(X) = A, entonces las siguientes
condiciones son equivalentes.

(1) (X, 1) satisface Sy (Ta(A), A (A)).
(2) (X, ) satisface Sy (Ily (A), Iy (A)).

Demostracion.

[(1) = (2)] Sea {J, : n € N} una sucesién en Iy (A). Entonces para cada n € N, J, =
{7, ...,V ) = s € S,}. Denotemos para cada n € N, J), = {(N;" (V)% V..., Vi o)
s € S,}. Por la Proposicion 2.5 se tiene que, para cada n € N, J/ es una mwa(A)-red de X.
Aplicamos (1) a la sucesion {J/, : n € N} , entonces hay, una sucesion {F,, : n € N}, tal que
F), € [J;]<¢, para cada n € Ny (J,cyFy, es una ma(A)-red de X. Denotemos para cada n € N,
Fo =AWVl Vi ) = (N (V)5S V.. Vi ) € Fp}. Entonces F, € [J,]<%. Ademas no
es dificil verificar que, por la Proposicién 2.5 la coleccion | J,, o Fn es una 7y (A)-red de X. Por lo

tanto (X, 7) satisface St (I (A), Iy (A)).

[(2) = (1)] Sea {J, : n € N} una sucesion en IIan(A). Entonces para cada n € N,
Iy, =BV, ...,V )+ s € Sp}. Denotemos para cadan € N, J,, = {((B")%, Vi, ..., V;n o)
s € Sp}. Por la Proposicién 2.5 se tiene que, para cada n € N, J, es una 7wy (A)-red de X.
Aplicamos (2) a la sucesion {J,, : n € N}, entonces hay, una sucesion {F, : n € N}, tal que
Fn € [Ju]=%, para cada n € Ny |,y Fn €s una my (A)-red de X. Denotemos para cada n € N,
Fr=A(B" Vg, ...,V ) (BM) VY, -, Vi ) € Fu}. Entonces F;, € [J}]<*. Ademads no es
dificil verificar que, por la Proposicién 2.5 la coleccion J,, oy F,, es una ma(A)-red de X. Por lo

tanto (X, 7) satisface S f;n (IIa (A), IIA(A)). O

Corolario 2.26. Sea (X,7) un espacio topoldgico. Si A = K(X) y A = CL(X), entonces as
siguientes condiciones son equivalentes:

(1) (CL(X),7F) tiene la propiedad Menger.
(2) (X, ) satisface Sy (HIp(CL(X)),IIp(CL(X))).

Corolario 2.27. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Si A = CL(X) = A, entonces las siguientes
condiciones son equivalentes:

(1) (CL(X),1v) tiene la propiedad Menger.
(2) (X, 1) satisface Sy (Iy (CL(X)), Iy (CL(X))).

Demostracion.

[(1) = (2)]: Sea {J,, : n € N} una sucesion en Iy (CL(X)), por la Proposicion 2.5, se tiene que para
cada n € N, J, induce una 7a(A)-red de X digamos J),, luego la sucesion {J] : n € N} CIIA(A).
Por (1) y aplicando el Teorema 2.24, se tiene que para cada n € N, hay F), € [J,]<% tal que J] F},
es una 7a(A)-red de X. Como cada A}, € F) induce una A,, € J,,, para cada n € N, denotemos a
F={A, : A, € F'}, entonces F, € [J,]<¥. Aplicando la Proposicién 2.5 se tiene que la coleccion
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U7 Fo es una 7y (CL(X))-red de X. Por lo tanto (X, 7) satisface S;(Ily (CL(X)), Iy (CL(X))).

[(2) = (1)): Sea {U,, : n € N} una sucesion de cubiertas abiertas de (A,71). Sin pérdida
de generalidad, podemos suponer que, para cualquier n € N, la cubierta abierta U,, consta de
subconjuntos bésicos abiertos.

Por (2) y aplicando la Proposicién 2.25, se tiene que (X, 7) satisface

Stin(IIa(A),IIA(A)). Aplicando el Teorema 2.24, hay para cada n € N, U, € [U,]<% tal que
U7 U, es una cubierta abierta para (CL(X), 7y ). Por lo tanto (CL(X),7y) tiene la propiedad
Menger. U

Como hemos visto en lo corolarios anteriores el Teorema 2.24 generaliza a los resultados obte-
nidos por Li, pero ademas permite obtener caracterizaciones de la propiedad de Menger en otros
hiperespacios

Corolario 2.28. Sea (X, 7) un espacio topoldgico.
Si para cada A en {K(X),F(X),CS(X)},entonces:
(A, 7X) tiene la propiedad Menger si y solo si (X, T) satisface S pin(IIa(A),TIa(A)).

A continuacién daremos una propiedad para caracterizar a la nocién fuertemente estrella de
Menger.

Definiciéon 2.29. Sea (X,7) un espacio topoldgico. Decimos que (X, T) satisface el principio
Sy (TIA(A),TIA(A)), si para cualquier sucesion {J, : n € N} C TIa(A), existe una sucesion
{Vn, :n e N} C[A]<Y, con V,, # 0 para cada n € N, tal que

J = Unen {(B;L; Vi s Vi §) € Jn @ eziste V €V, con BY C'V,

VAgvasism))
es un elemento de IIa(A).

A continuacién, usamos el principio Sy (IIa(A),IIa(A)) para caracterizar, como un caso parti-
cular, la propiedad fuerte estrella de Menger para CL(X) y sus subespacios dotados de la topologia
hit-and-miss.

Teorema 2.30. Sea (X, 7T) un espacio topoldgico. Las siguientes condiciones son equivalentes:
(1) (A, 7%) es SSM;
(2) (X, 1) satisface Spr(IIa(A), TIA(A)).

Demostracion.
[(1) = (2)]: Sea {J, : n € N} una sucesion de IIa(A) de X. Denotemos, para cada
n €N, J, = {(B:V,...,Vin.s) s € Sp}. De Lema 2.8, para cada n € N, la coleccion

» Ymg,s

U, = {(Vf}s,... \7AK )Jr :sESn} es cubierta abierta de (A,7{). Ahora, aplicando (1) a

? "ms,S B;’
la sucesion {U, : n € N}, elegimos A, € [A]<¥, para cualquier n € N, tal que la coleccion
{St(A,,U,) : n € N} es una cubierta abierta de (A,7X{). Denotemos, para cada n € N,
Vo = {A°: A € A,}. Entonces, {V,, : n € N} C [A°]<“. Demostremos que si J es la coleccion

J =Unen {(BQ; Vi, Vi ) € Jp rexiste V€V, con BY CV,

v & V(I < i < ms)}, entonces J es una wa(A) - red de X. Sea U € A°, lue-

go U° € Ay, por lo tanto, existe ng € N tal que U® € St(Ay,,Un,).- Luego, existe
+ +

A€ Ay (V"O Vo )Bno € U,, de modo que {U¢, A} C (V"° L, Vo )B
50

1,507 » Ym0 1,507 » VYmsg S0
50
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1,50 » Ymgq ;S0

+
Como A € (V”” IR VA )B"O’ se deduce que Bf® C A° € V,, y para cualquier
&
i€ {1,...,ms}, Vl”s(’0 ¢ Ac. Por tanto, obtenemos (B;EJU,VI";’O,...,VQS 30) € J. Ademss,
para cada i € {1,...,ms, }, tomamos x; € U NV"? . Ponemos F = {x; : i € {1,...,ms,}}. Porlo

4,80 "

tanto, F' € [X]<°" con FNV" (. Ademas, dado que U € ((B20)°)*, obtenemos que B} C U.

1,80

Finalmente, FF N U = (), y concluimos que J € ITa(A).

[(2) = (1)]: Sea {U, : n € N} una sucesiéon de cubiertas abiertas de (A,7%). Para cada
n € N, la cubierta abierta U, = {(V1 sy V0 ) 1S € Sn}, donde BY € Ay V™ es un

) mes,S

subconjunto abierto de X con V", N (BY)¢ # (), para cada i € {1,...,ms}.
Denotemos para cualquier n € N, J,, = {( sVl Vi ) HENS Sn}. Entonces, de Lemma 2.8,

i ms,S
tenemos que cada para cualquier n € N J,, es una ma (A)- red de X. Aplicamos la condicién (2) a

la sucesion {J,, : n € N} C IIx(A) para obtener una sucesion {V,, : n € N} C [A]<“ tal que la co-
leccion J = U, en {(B;L; Vit s Vin ) € Jy rexiste V€V, con B CV, V" € V(1 <i< ms)}

? 2,8

es una ma(A) - red de X. Para cada n € N, sea A, = {V¢ : V € V,}. Por lo tanto,
{A, : n € N} C [A]<¥. Demostremos que la coleccion {St(A,,U,) : n € N} es una cu-
bierta abierta de (A,7X{). Sea A € A, ya que J es una ma(A)red de X y A° € A°, hay

(B"O | VA S VALY ) € J (conng €N, 89 € 5y,,)y F € [X]<¥con FNV" £ (), para

sp? V1,807 ? UM, S0 1,80
cualquier i € {1,...,m,,}, tal que Bi® C A°y FNA® = (). De esto, obtenemos que B C A° € V,,,
y para cada i € {1, N L ¢ Ac. Significa que A C (B(?()“)C y, para cada i € {1,...,m4,},

A¢ (VJZ"O)C Finalmente, como V,,, # 0, existe U € V,,, y por lo tanto A,, = U® € A, es tal
+
que A,, € (V”O \AK )Bno. Por otro lado, como A C (B;loo)c y F'NA° = (), obtenemos que

1,807 """ Ymgg,80
50

+
ANV £ () para cualquier i € {1,...,mg,}. Asi, A € (V”O RN VACH ) ., ¥ por lo tanto,

1,50 1,s0° Mg ,S0
s0

A € St(An,,Un,)- Esto muestra que la coleccion {St(A,,U,) : n € N} es una cubierta abierta de
(A, 75)- O

Para diferentes elecciones de las familias A y A, obtenemos los siguientes casos particulares.

Corolario 2.31. Sea (X,7) un espacio topoldgico. Si A es cualquiera de los hiperespacios
CL(X), K(X), F(X) o CS(X), entonces (A,7%) es SSM si y solo si X satisface el principio

Corolario 2.32. Sea (X,7) un espacio topoldgico y sea A = K(X). Entonces, para cual-
quier A en {CL(X),K(X),F(X),CS(X)}, (A,7r) es SSM si y solo si X satisface el principio
Sn(Hk(x)y(A), Tk x)(A))-

Corolario 2.33. Sea (X,7) un espacio topoldgico y sea A = CL(X). Entonces, para ca-
da A en {CL(X),K(X),F(X),CS(X)}, (A,7v) es SSM si y solo si X satisface el principio
(A))-

Sm(Iernx)(A), Horx)

A continuacién, damos una caracterizacion de la propiedad estrella de para CL(X) y sus subes-
pacios dotados de la topologia hit-and-miss. Antes de eso, definimos otro principio util relacionado
con 7 (A)-redes de X.

Definicién 2.34. Sea (X,7)un espacio topoldgico. Decimos que (X,7) satisface el princi-
pio Si,(IIa(A),IIa(A)), si para cada sucesion {J, : n € N} C Ia(A), con J, =
{(Bm vy Y Vin ) s € S,}, existe Dy, € [S,]<*, para cada n € N, tal que

’ ms,S

2 VMg, ’ s

J = UneN{ (BesVi, ...,V ) € Jn : existe Ue A° y s’ € D, tal que (B UBL) C UV, ¢
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Ul<i<mg)yVy, U (1<j5< ms/)} es un elemento de TIa(A).

Teorema 2.35. Sea (X,7) un espacio topoldgico. Supongamos ademds que por cada x € X,
{z} € A. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) (A, 7X) es SM;
(2) X satisface Sh;(TIa(A),TIA(A)).

Demostracion.

[(1) = (2)]: Sea {J, : n € N} una sucesion de ma(A) - redes de X. Denotemos, para cada n € N,
In = {(B;L;st,...,vgﬁs) 15 €Sy}

Por Lema 2.8 obtenemos que para cada n € N la coleccion

Un = {(Vis o VL),

(1) ala sucesion {U,, : n € N}, elegimos para cada n € N,
Y, = {(Vf}s, . Vrﬁs)s);n (s € Dn} en [U,]<“ tal que la coleccion

{St (UVn,Uy) : n € N} es una cubierta abierta de (A, 71).

Demostremos que la coleccion J, establecida como en Definicion 2.34, es una wa(A) - red de X.

Dado cualquier W € A€, se deduce que W¢ € A, por lo tanto existe ng € N tal que W€ €
+
St (U Vig s Uny ). Por lo tanto, existe (V;}go, o Vn’;gg,SO)Bno € Vny ¥ (V100 V0 ) bo € Uy, tal
50
que :

: s € S, p es una cubierta abierta de (A,71). Por lo tanto, aplicando

(i) Wee (V'e,..., Vo );?U;

Ms,s

+
. +
(i) (V2o V0 ) e O (Vi Vi ) g 70
50

De (ii) y la hipotesis de A, podemos tomar

+
Ee|(V",..., Vg‘g,s);go N (Vf?f;o, ce VTQSWSO)B"O} N A. Denotemos U = E°. Por lo cual se tiene
que U € A, (BJ* UB) CU, V"> ¢ Uy V"o LU, parai € {l,...,ms}yj€{l,....,mg}
Por lo tanto, (BQ%V{?Q,...,V&’S) € J. Ahora, por (i), podemos tomar z; € W°n Viflso, para
cada i € {1,...,ms}. Denotemos a F' = {x; : i € {1,...,m,}}. Claramente F € [X]<“ y satisface

Fn VZ-’,LSO £0y FNW = 0. Ademés, B C W. Concluimos que J € IIa(A).

[(2) = (1)]: Sea {U, : n € N} una sucesién de cubiertas abiertas de (A,7). Supongamos
que, para cadan € N, U, = {(Vﬁg,...,V” )+ 1S € Sn}, donde By € Ay V/; es un subcon-

mg,S n
5:8) B

junto abierto de X con V", N (BY)° # 0, para cada i € {1,...,ms}. Del Lema 2.8, tenemos que
paracadan € N J, = {(BQ; Vi Ve ) (Vs Vi );n € L{n} es una A (A) - red de X.

» Ymg,s

Aplicamos la condicién (2) a la sucesion {J,, : n € N} CIIa(A) para obtener D,, € [S,]<“, n € N,
tal que: J = U,en { (BysVi,..., Vi ) € Jn: existe U € A°y s’ € D, tal que (B} UBL) C

UVI, UM <i<mg)y

s Vi,s

¢ U(l < j < my)p es un elemento de IIo(A). Denotemos

n
3,8’

+
para cadan € NV, = {( FLTI AL s,) 18’ € Dn}, para cualquier. Demostraremos que
’ s B7L

s/

{St(UVn,Uy,) : n € N} es una cubierta abierta de (A, 71).

Sea A € A. Como J es una wa(A)-red de X y A° € A°,
existen (B”O'V"O oo, Vo ) € J (conng € Ny sg € Spy) y F € [X]¥ con FNV™ £ ),

so? "1,80 ? UMy ,80 4,50

para i € {1,...,ms}. Ademas B]° C A°y FFNA° = (). Por eso, A C (B?OO)C y para cada
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;807 7 T Msq,S0

+
i€{l,...,mgs}, ANV # (). Como consecuencia, tenemos que A € (Vln0 R VA ) .
b B;lo
Como (Bu; V'S, Ve ) € J. existe U € A° y &' € D, tales que (B UBJ) C U,

Vie €Uy Vs €U, parai € {1,...,ms}y j € {l,...,my}. Entonces, tenemos que:

1,80

+ +
vre (V{jgo, o Vg?ovso)egg) N (V{}g,, aa Vﬂgfus/)g",o :
Por lo tanto, {St (U Vs, Uy) : n € N} es una cubierta abierta de (A, 71). O

Considerando algunos casos particulares para las familias A y A, obtenemos los siguientes
corolarios.

Corolario 2.36. Sea (X,7) un espacio topoldgico. Si A es cualquiera de los hiperespacios
CL(X), K(X), F(X) o CS(X), entonces (A,7) es SM si y solo si X satisface el principio
Si(Ia(A), A (A)).

Corolario 2.37. Sea (X,7) un espacio topoldgico y sea A = K(X). Entonces, para cual-
quier A en {CL(X),K(X),F(X),CS(X)}, (A,7r) es SM si y solo si X satisface el principio
S (i x) (A), I x) (A))-

Corolario 2.38. Sea (X,7) wun espacio topoldgico y sea A = CL(X). Luego, por ca-
da A en {CL(X),K(X),F(X),CS(X)}, (A,7v) es SM si y solo si X satisface el principio
Si(Merx)(A), Hepx)(A)).
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2.3. Equivalencias del principio de seleccion S;(D,D) y
Stin(D, D)

Denotamos por D a la familia de todos los subconjuntos densos de cualquier espacio (X, 7).
Veremos a continuacién las definiciones de Li de los conceptos de kp-cubierta y cy-cubierta de un
espacio X para caracterizar los principios S1(D,D) y Syin(D,D) en (CL(X),7r) v (CL(X),Tv)
respectivamente.

Definicién 2.39. Sea (X,7) un espacio topoldgico. Una familia U C X (X ¢ U) se llama kp-
cubierta de X, st para cualquier subconjunto compacto K de X y conjuntos abiertos Vyi,...,V, de
X, con V; N K€ # () para cada i € {1,...,n}, eriste U €U y F € [X]|<¥ tales que F N'V; # () para
cadai€{l,....n} , KCUyFNU=1

Definicién 2.40. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Una familia U C X (X ¢ U) se llama cy -
cubierta de X, si para cualesquiera conjuntos abiertos Vi, ..., V, de X, existe U e U y F € [X]<¥
tales que FNV; # 0 para cada i € {1,...,n}, i, VEFCU y FNU =0

Las familias de todas las kp-cubiertas y todas las cy-cubiertas se denotan como Kp y Cy,
respectivamente.
Realizamos una modificaciéon a estos conceptos en la siguiente definicion para caracterizar los
principios S1(D, D) y Sfin(D, D) en (CL(X), 7). Requerimos la siguiente notaciéon. Para B € A
y Vi,...,V,, subconjuntos abiertos de X, Denotemos

(m,...,vm)};h: [(Vl,...,vm)g} nA

para denotar subconjuntos abiertos relativos del subespacio A C CL(X).

Definicién 2.41. Sea (X, T) un espacio topoldgico. Una familia U C A° se llama ca(A)-cubierta
de X, si para cualquier B € A y conjuntos abiertos Vy,...,Vy, de X, con BNV, # () para cada
i€{l,...,m}, eristen U €U y F € [X]|<¥ tales que BC U, FNU =0 y para cadai € {1,...,m},
FNV; #0. Denotamos por Ca(A) a la familia de todos los ca(A) -cubiertas de X.

Demostraremos a continuacién la relacién existente entre las nociones definidas por Li y la dada
en la definicién anterior.

Proposicion 2.42. Si A = K(X) y A = CL(X), entonces la nocién de ca(A) - cubierta de X
coincide con la definicion de kp -cubierta de X.

Demostracion.

Es inmediato ya que al tomar la familia &/ C A€, una ca(A)-cubierta de X, entonces X ¢ U,
ademas aplicando la hipotesis, para cualquier K € K(X) y Vi,...,V, abiertos en X, obtenemos
UeclUyF e [X]<¥ que satisfacen la Definicion 2.41. Los mismos U y F' satisfacen la Definicion
2.39. O

Proposicion 2.43. Si A = A = CL(X), entonces U es una ca(A)-cubierta de X si y solo si U
es una cy-cubierta de X.

Demostracion.

[=]: Sea U C A una ca(A)-cubierta de X, entonces X ¢ U. Sea Vi, ..., V,, subconjuntos abiertos
de X. Aplicamos la hipétesis a los conjuntos B = (., V¢ € CL(X) y Vi,...,V,, para obtener
UeclUyF e [X]<¥ que satisfacen la Definicion 2.41. Los mismos U y F' satisfacen la Definicion
2.40.

[<]: Sea U una cy-cubierta de X. Sean B € CL(X) y Vi,...,V, conjuntos abiertos tales

que B° NV, # 0, para cada i € {1,...,n}. Consideramos los conjuntos abiertos no vacios
V1N B, ..., V, N B Por hipotesis, existen U € U y F € [X]|<¥ que satisfacen la Definicion 2.40.
Los mismos U y F satisfacen la Definiciéon 2.41. O
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Lema 2.44. Sea (X, T) un espacio topoldgico. Una familia U C A° es una ca(A)-cubierta de X si
y solo si U es un subconjunto denso de (AJX).

Demostracion.
[=]: Sea la familia & una ca(A)-cubierta de X. Sean B € A y Vi,...,V, subconjuntos
abiertos en X de manera que [(Vl, .. .,Vm)E}A # (), tenemos que probar que la interseccion

[(%,...7Vm)E]A N U° es distinta del vacio. Por hipotesis, existen U € U y F € [X]<¥ tales

que, B C U, Fn = () y por cada i € {1,...,m}, FNV; # 0. Sea A = U®, como U € A°,
se tiene que A € Ay A € U°. Ademaés se tiene que A C By ANV; # 0 coni {1,...,m}.

Entonces A € [(Vl, RN Vm)g] Amw. Por lo tanto, concluimos que U¢ es un subconjunto denso de A.

[<]: Sea U° un subconjunto denso de A. Probaremos que U es una ca(A)-cubierta de X.
Claramente U C A°. Sean B € A y Vi,...,V,, subconjuntos abiertos de X tales que BN V; # ()

para cualquier ¢ € {1,...,m}. Por hipdtesis, tenemos que [(Vl,...,Vm)E}A NUc # (. Sea
De {(Vl, A Vm)E}A NU°. Entonces D¢ € U, ademas DC B¢ y para cualquier i € {1,...,m} se
tiene que D N'V; # (), entonces B C D€, Ahora, dado que para cada i € {1,...,m}, DNV; # 0,

podemos considerar, para cualquier ¢ € {1,...,m}, x; € DNV;. Sea F = {z; : i € {i,...,m}}.
Claramente, F' € [X]<¥, FN D¢ =0 y para cada i € {1,...,m}, FNV; # ). Por lo tanto, U es
una ca (A)-cubierta de X. O

Ejemplo 2.45. Sea X = {0} U {% ‘n € N} U (3,00), como subespacio de R, dotado de la topologia
usual. Considere A = A = [{% 'n € N}] < yU = A°. Tenemos:

w U es una ca(A)-cubierta de X. De echo, dado cualquier conjunto abierto V en A se tiene
que VN A # D, entonces A =UC es un conjunto denso, aplicando el Lema 2.44, se tiene que
U es una ca(A)-cubierta de X.

= U no es una kp-cubierta de X. En efecto, noptemos que K = {0} U {% in € N} es compacto
en X y no puede existir un conjunto U € A° tal que K C U, pues de lo contrario, tendremos
que U C K¢ = (3,00), lo cual es imposible.

Teorema 2.46. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Las siguientes condiciones son equivalentes:
(1) (A, 7%) satisface S1(D,D);
(2) (X,7) satisface S1(Ca(A),Ca(A)).

Demostracion.

[(1) = (2)]: Sea {U,, : n € N} una sucesion de ca(A)- cubiertas de X. Denotemos, para cada
n € N, A, = US. Del Lema 2.44, obtenemos que, para cada n € N, A, es un subconjunto denso
de (A, 71). Por lo tanto, aplicando (1) a la sucesién {A,, : n € N}, obtenemos que para cualquier
n € N, existe A/, € A, tal que la sucesion A = {4, : n € N} es un subconjunto denso de (A, 7).
Denotemos, para cada n € N, U}, = (A},)°, entonces se tiene que U, € U,. Por el lema 2.44,
tenemos que la coleccion {A°: A € A} € Ca(A). Por lo tanto (X, 7) satisface S1(Ca(A), Ca(A)).

(2) = (1)]: Sea {D,, : n € N} una sucesi6n de subconjuntos densos de (A,7/). Denotemos,
Para cada n € N, U,, = D¢. Se sigue del Lema 2.44 que, por cada n € N, U,, es una ca (A)-cubierta
de X. Por lo tanto, aplicando (2) a la sucesion {U, : n € N}, existe U}, € U,, para cada n € N, tal
que U = {U], : n € N} es una ca(A)-cubierta de X. Para cada n € N, denotemos D), = (U,,)°,
entonces para cualquier n € N se tiene que D!, € D,,. Por el Lema 2.44, tenemos que la coleccion
{U°¢:U € U} es un conjunto denso de (A, 7X). Por lo tanto (A, 7X) satisface Sq(D, D) O
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Corolario 2.47. Sea (X,7) un espacio topoldgico. Si A es cualquiera de los hiperespacios
CL(X), K(X), F(X) o CS(X), entonces (A,7%) satisface S1(D,D) si y solo si X satisface
S1(Ca(A),Ca(A)).

Corolario 2.48. Sea (X, 7) un espacio topoldgico y sea A = K(X). Entonces
1. (CL(X),7F) satisface S1(D,D) si y solo si X satisface S1(Kp,Kp).

2. Para cada A en {K(X),F(X),CS(X)}, (A, 7r) satisface S1(D, D) si y solo si X satisface
S1(Cxr(x) (M), Cx(x) (A)).

Corolario 2.49. Sea (X, 7) un espacio topoldgico y sea A = CL(X). Entonces
1. (CL(X),1v) satisface S1(D, D) si y solo si X satisface S1(Cy,Cy).

2. Para cada A en {K(X),F(X),CS(X)}, (A, 7v) satisface S, (D, D) siy solo si X satisface
S1(Cerx)(A), Corix)(A))-

Teorema 2.50. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Las siguientes condiciones son equivalentes:
(1) (A, 7%) satisface Syin(D,D);
(2) (X, 1) satisface Syin(Ca(A), Ca(A)).

Demostracion.

[(1) = (2)]: Sea {U,, : n € N} una sucesion de ca(A)-cubiertas de X. Denotemos, para cada
n € N, A, = US. Del Lema 2.44, obtenemos que, para cada n € N, A, es un subconjunto denso
de (A, 71). Por lo tanto, aplicando (1) a la sucesién {A,, : n € N}, obtenemos que para cualquier
n € N, existe A, € [A,]<“ tal que la sucesion A = (J{A!, : n € N} es un subconjunto denso de
(A, 7X). Si para cualquier n € N, U/, = (A,)¢, entonces para cualquier n € N, U}, € [U,]<.
Demostraremos que la coleccion U = |J{U), : n € N} es una ca(A)-cubierta de X. En efec-
to, sean B € Ay Vi,...,V,, subconjuntos abiertos de X con B°NV; # () para cualquier

i € {1,...,m}. Por ser A un conjunto denso en (A.71) se tiene que [(Vl,...,Vm)E R nA#0.

Sea D € |(V4,.. .,Vm)E}A N A. Con esto obtenemos que D € A, entonces existe ng € N tal

que D € A}, , entonces D¢ € U, = (A}, )¢, con esto obtenemos que D¢ € U. Ademas D C B¢
y para cualquier i € {1,...,m} se tiene que D N'V; # (), entonces B C D°. Ahora, dado que
para cada i € {1,...,m}, DNV, # 0, podemos considerar, para cualquier i € {1,...,m},
x; € DNV;. Sea F = {x; : i € {i,...,m}}. Claramente, F' € [X]<¥, F N D¢ = () y para cada
i€ {l,...,m}, FNV; # 0. En conclusion, U es una ca(A)-cubierta de X. Por lo tanto (X, 1)
satisface Sy (Ca(A), Ca(A)).

[(2) = (1)): Sea {D,, : n € N} una sucesién de subconjuntos densos de (A, 7X). Para cual-
quier n € N, denotemos U, = D¢. Se sigue del Lema 2.44 que para cada n € N, U,, es una
ca(A)-cubierta de X. Por lo tanto, aplicando (2) a la sucesion {U, : n € N}, para cada n € N
existe U], € [U,]<* tal que U = |J{U, : n € N} es una ca(A)-cubierta de X . Para cualquier n € N,
denotemos D], = (U,)¢, entonces para cualquier n € N se tiene que D] € [D,]<“. Probaremos
que la coleccion A = J{D,, : n € N} es un subconjunto denso de (A, 7). En efecto, sean B € A

y Viconi{l,...,m} subconjuntos abiertos en X de manera que [(Vl, ceey Vm)g R # (), tenemos

que probar que la interseccién {(Vl, cee Vm)g] R N A es no vacio. Como U es una ca (A)-cubierta,

existe U e U y F € [X]<¥ tales que, BC U, FNU =0 y por cadai € {1,...,m}, FNV; # 0.
Sea A = U°, como U € U, existe ng € N, tal que U € U], , entonces se tiene que se tiene que
A e (U),,)* = Dy, , entonces A € A. Ademas se tiene que A C B°y ANV, coni {1,...,m}.

no?

Entonces A € [(Vl, cee Vm)E]A N A. Concluimos que A es un subconjunto denso de (A, 71).
Por lo tanto (A, 7S) satisface S ¢, (D, D) O
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Resultados principales
2.3 Equivalencias del principio de seleccion S (D, D) y Syin(D, D)

Generalizamos estos resultados, obtenidos por Li, y proporcionamos caracterizaciones a la pro-
piedad Sy, (D, D) para otros hiperespacios.

Corolario 2.51. Sea (X,T) un espacio topoldgico. Si A es cualquiera de los hiperespacios
CL(X), K(X), F(X) o CS(X), entonces (A7) satisface Syin(D,D) si y solo si X satisface
Srin(Ca(A), Ca(A)).

Corolario 2.52. Sea (X, 7) un espacio topoldgico y sea A = K(X). Entonces
1. (CL(X),7r) satisface Syi(D, D) si y solo si X satisface S jin (K, Kp).

2. Por cada A en {K(X),F(X),CS(X)}, (A, 7r) satisface Sy, (D, D) si y solo si X satisface
Srin(Crix)(A), Cr(x)(A)).

Corolario 2.53. Sea (X, 7) un espacio topoldgico y sea A = CL(X). Entonces
1. (CL(X),71v) satisface Sy (D, D) si y solo si X satisface Sy (Cy,Cy).

2. Por cada A en {K(X),F(X),CS(X)}, (A, 7v) satisface Sy (D, D) si y solo si X satisface
Sfin(Corix)(A), Corx)(A)).
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