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第 1章

序論

1.1 はじめに

本論文では，ヨセフスの問題という数学パズルを扱う．古典的なヨセフスの問題は，次

のように表現される．はじめに，n人の兵士 0, 1, · · · , n− 1が円状に並んでおり，兵士 0

だけが剣を持っている．剣を持っている兵士は，自分から数えて k 人先の兵士を処刑し，

その次の兵士に剣を手渡す．処刑された兵士は，円から取り除かれる．この処刑プロセス

は，全ての兵士が処刑されるまで繰り返される．ここで，古典的なヨセフスの問題とは，

nと k が与えられた状況で，最後に処刑される兵士を答える問題のことである．例えば，

n = 7, k = 3の状況では，図 1.1に示すように，(3, 0, 5, 4, 6, 2, 1)の順番で処刑が行われ

る．したがって，この問題に対する答えは 1 である．古典的なヨセフスの問題について

は，漸化式を用いた O(n)時間のアルゴリズムが知られている [12]．

古典的なヨセフスの問題は，これまで様々な変種が考えられてきた．Ruskey ら [10]

は，兵士に体力 ℓを持たせ ℓ回斬られるまでは死亡しないという変種，体力つきヨセフス
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図 1.1 n = 7, k = 3の場合の処刑の様子．
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の問題 (The Feline Josephus Problem) を提案した．Matsumotoら [7]は，兵士を円形に

並べる代わりに直線上に並べ，一端に到達したら方向転換して数えるという変種を提案し

た．Sullivanら [11]は，k 人おきに 1人の兵士を処刑する代わりに，1人おきに連続する

k 人を処刑するという変種を提案した．

本論文では，古典的なヨセフスの問題において，最後に処刑される兵士ではなく，兵士

が処刑される系列 Jn,k に着目する．系列 Jn,k のことをヨセフス順列と呼び，ヨセフス順

列を求める問題のことをヨセフスの問題と呼ぶことにする．

Dowdy ら [3] は，任意の n に対して，lcm(1, 2, · · · , n) 個の異なるヨセフス順列が

存在し，Jn,k = Jn,k+lcm(1,2,··· ,n) を満たすことを示した．ここで，lcm(1, 2, · · · , n) は

{1, 2, · · · , n}の最小公倍数である．Knuth [4]は，ヨセフスの問題に対する O(n log n)時

間のアルゴリズムを２つ提案した．１つは，平衡二分探索木を構築し，次に処刑する兵士

を O(log n)時間で計算するアルゴリズムである．もう１つは，ヨセフス順列の転倒に着

目した分割統治法のアルゴリズムである．Lloyd [5]は，ヨセフスの問題に対して，k < n

の場合に動作する O(n log k) 時間のアルゴリズムを提案した．⌈n/k⌉ 個の完全二分木を

構築し，次に処刑する兵士を O(log k)時間で計算するアルゴリズムである．

本論文では，ヨセフスの問題に対する O(n)時間のアルゴリズムを提案する．ただし，

このアルゴリズムは，O(n log n)ビットのビット列に対する論理演算および算術演算を定

数時間で処理できるという仮定のもとで動作する．また，ヨセフスの逆問題を新たに定義

し，同一の仮定のもとで O(n)時間で動作するアルゴリズムを提案する．さらに，体力つ

きヨセフスの問題について，関連するいくつかの課題を考え，取り組んだ結果について述

べる．

1.2 構成

本論文の構成は次のようになっている．第 2章では，ヨセフス順列の定義や，提案手法

で使用するデータ構造の導入を行う．第 3章では，ヨセフスの問題に対する線形時間アル

ゴリズムを提案する．第 4章では，ヨセフスの逆問題に対する線形時間アルゴリズムを提

案する．第 5 章では，体力つきヨセフスの問題に関連するいくつかの課題について述べ

る．第 6章では，まとめと今後の課題について述べる．
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第 2章

準備

定義 1 (モジュラ逆数). 整数 a, bが互いに素であるとき，ax ≡ 1 (mod b)を満たす整数

x ∈ {0, 1, · · · , b− 1}を，bを法とした aのモジュラ逆数といい，(a)−1
b と表記する．

命題 1. 整数 a, b が互いに素であるとき，(a)−1
b は O(logmin(a, b)) 時間で計算可能で

ある．

証明. 拡張ユークリッドの互除法 [2]により，整数 a, bが互いに素であるとき，ax+by = 1

を満たす整数 x, y は O(logmin(a, b))時間で計算できる．ここで，xは ax ≡ 1 (mod b)

を満たすので，(a)−1
b = x mod bは O(logmin(a, b))時間で計算可能である．

集合のワード符号化

集合のワード符号化 (Word-encoded sets) [6] とは，正整数の有限部分集合 S をビ

ット列に符号化して管理する手法である．S の最大要素を m とすると，集合 S は

O(m logm) ビットのビット列として符号化される．より具体的には，S の各要素を

⌈log2(m + 1)⌉ + 1ビットの二進数で表記し，大きい順に連結することで，S を符号化す

る．例えば，S = {1, 3, 6}のとき，S のワード符号は，(0110 0011 0001)2 である．

この手法では，集合に対する操作を，ビット列に対する論理演算および算術演算の組み

合わせで表現する．ビット長 x のビット列に対する論理演算および算術演算の計算時間

の上界を T (x)とすると，集合 S に対する次の４つの操作を T (m logm)時間で実行する

ことができる．
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1. rank(a, S): |{x ∈ S | x < a}|を返す．

2. unrank(r, S): rank(a, S) = r を満たす a ∈ S を返す．

3. insert(a, S): S を S ∪ {a}に更新する．

4. delete(a, S): S を S \ {a}に更新する．

ただし，a ∈ S および r ∈ {0, 1, · · · , |S| − 1}である．

それぞれの操作の実装方法について述べる．ただし，自然数 m を集合 S の要素にな

りうる最大の自然数，自然数 b を ⌈log2(m + 1)⌉ + 1，ビット列 a を集合 S のワード符

号とする．また，ビット列 a の右端から数えて i ビット目の値を a[i] と表し，ビット列

a[j − 1]a[j − 2] · · ·a[i]を a[i, j]と表記する．さらに，自然数 aを二進数表記したビット

列を (a)2 で表す．例えば，a = 38 のとき，(a)2 = 100110 であり，(a)2[0, 3] = 110 で

ある．

まず，ビット列 a[0, j]は，aと 2j − 1との AND演算を計算することで得られるので，

T (m logm)で計算可能である．また，ビット列 a[i, j]は，aを右に i回シフトしたビッ

ト列を bとして，b[0, j − i]と表されるので，同じく T (m logm)時間で計算可能である．

unrank(r, S)は，集合 S の要素の中で r 番目に小さい要素 aを返す操作である．要素

aはビット列 aの右端から数えて，rbビット目から (r+1)b− 1ビット目に格納されてい

るので，a[rb, (r + 1)b]を計算することで得られる．

insert(a, S)は，集合 S に要素 aを追加する操作である．この操作は，次のようにして

T (m logm)時間で rank(a, S)に帰着される．r = rank(a, S)とすると，ビット列 aの右

端から数えて，rbビット目の直前に，(a)2 を追加すればよい．ゆえに，自然数 aを追加

した後のワード符号は，次の３つのビット列の算術和として得られる．

1. a[0, rb]

2. a− a[0, rb]を左に b回シフトしたビット列

3. (a)2 を右に rb回シフトしたビット列

delete(a, S) は，集合 S から要素 a を削除する操作である．この操作は，次のように

して T (m logm) 時間で rank(a, S) に帰着される．r = rank(a, S) とすると，要素 a は

a[rb, (r + 1)b]に格納されている．ゆえに，要素 aを削除した後のワード符号は，次の２

つのビット列の算術和として得られる．
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1. a[0, rb]

2. aを右に (r + 1)b回シフトした後で左に rb回シフトしたビット列

rank(a, S)は，a未満である S の要素の個数を返す操作である．まず，x ≤ a < 2b ⇔

2b ≤ 2b + a− x < 2b+1 であるから，a < 2b の条件下で，自然数 xが a以下であること

と，(2b + a − x)2[b] = 1 であることは同値である．そこで，(2b + a)2 を |S| 回連結し

たビット列 c を考える．このとき，自然数 r に対して a ≥ unrank(r, S) であることと，

(c− a)[(r + 1)b] = 1であることは同値である．したがって，a以下である S の要素の個

数は
|S|−1∑
r=0

(c− a)[(r + 1)b]と計算できる．以上の議論において，aを a− 1に置き換える

ことで，rank(a, S)が得られる．

最後に，上述の rank(a, S)の計算が T (m logm)時間で実行できることを示す．まず，

ビット列 c は，((2b + a)

|S|−1∑
i=0

2ib)2 と表すことができる．次に，c − a と (

|S|−1∑
i=0

2ib)2 と

の AND演算を計算すると，
|S|−1∑
r=0

(c− a)[(r + 1)b] · 2(r+1)b が得られる．これを 2b − 1で

割った余りとして
|S|−1∑
r=0

(c− a)[(r + 1)b]が得られる．ここで，
|S|−1∑
i=0

2ib =
2|S|b − 1

2b − 1
であ

るから，以上の演算は全て T (m logm)時間で実行できる．

本論文では，{0, 1, · · · , n − 1} の部分集合を管理するために，この手法を利用する*1．

このとき，符号の大きさは O(n log n)ビットであり，これはヨセフスの問題の出力サイズ

やヨセフスの逆問題の入力サイズに等しい．本論文全体を通して，T (n log n) = O(1)を

仮定する．この仮定から，{0, 1, · · · , n− 1}の部分集合に対して，上記の４つの操作は定

数時間で実行可能である．

ヨセフス順列・ヨセフスの問題・ヨセフスの逆問題

兵士 0, 1, · · · , n− 1が円形に並んでいる．兵士 0から始めて，全ての兵士が処刑される

まで，k 人おきに兵士を処刑していく．処刑された兵士は円から取り除く．i番目に処刑

される兵士を si として，Jn,k = (s0, s1, · · · , sn−1)のことをヨセフス順列と定義する．例

*1 実際は，{1, 2, · · · , n}の部分集合を管理し，全ての i ∈ {1, 2, · · · , n}に対して iを i− 1とみなして扱

う．
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えば，n = 7, k = 3のとき，Jn,k = (3, 0, 5, 4, 6, 2, 1)である（図 1.1を参照）．ヨセフス

の問題とは，自然数 n, k から Jn,k を求める問題のことである．ヨセフスの逆問題とは，

{0, 1, · · · , n− 1}の順列 π から Jn,k = π を満たす自然数 k を求める問題のことである．
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第 3章

ヨセフスの問題

本章では，ヨセフスの問題に対する線形時間アルゴリズムを提案する．

はじめに，Jn,k = (s0, s1, · · · , sn−1)を用いて，ランク列Rn,k を定義する．兵士 si−1の

処刑後，まだ処刑されていない兵士の集合 Siは Si = {0, 1, · · · , n−1}\{s0, s1, · · · , si−1}

と表される．ここで，Si に属する兵士に対して，昇順で 0から n− i− 1の番号を割り当

てることを考える．特に，次に処刑される兵士 si は番号 ri = rank(si, Si)が割り当てら

れる．ここで，ランク列 Rn,k = (r0, r1, · · · , rn−1)を以下のように定義する．
r0 := s0

ri := rank(si,
n−1⋃
j=0

{j} \
i−1⋃
j=0

{sj}) (i = 1, 2, · · · , n− 1)
(3.1)

例えば，n = 7, k = 3のとき，Rn,k = (3, 0, 3, 2, 2, 1, 0)である（図 3.1を参照）．

次に，ri−1 と ri の関係について考える．兵士 si−1 は，処刑される直前において，ri−1

と番号付けされている．したがって，その 1 人先の兵士 t は，si−1 の処刑の直後には，

ri−1 mod (n − i)と番号付けされることになる．兵士 si は兵士 tから数えて k 人先の兵

士であるから，ri = (ri−1 + k) mod (n− i)が成立する．以上のことから，次の漸化式が

導かれる． {
r0 = k mod n

ri = (ri−1 + k) mod (n− i) (i = 1, 2, · · · , n− 1)
(3.2)

ここで，この漸化式を満たす数列 (r0, r1, · · · , rn−1) をランク列 Rn,k であると再定義す

る．このとき，性質 (3.1)を利用して，次のようにヨセフス順列 Jn,k = (s0, s1, · · · , sn−1)
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図 3.1 ランク列 R7,3 導出の様子．J7,3 = (s0, s1, · · · , s6)とすると，左から順に兵士
s0 = 3, s1 = 0, s2 = 5が処刑される瞬間の様子を表している．また，兵士 si が処刑さ

れる直前において生き残っている兵士の集合 Si に対して，昇順で 0から n− iの番号

を割り振り，その一部を赤字で示している．

を形式的に定義しなおすことができる．
s0 := r0

si := unrank(ri,
n−1⋃
j=0

{j} \
i−1⋃
j=0

{sj}) (i = 1, 2, · · · , n− 1)
(3.3)

最後に，ヨセフス順列 Jn,k を高速に計算する手法について述べる．

定理 1. ヨセフスの問題は Algorithm 1によって，O(n)時間で解くことができる．

証明. Jn,k = (s0, s1, · · · , sn−1)かつ Rn,k = (r0, r1, · · · , rn−1)とする．次の３つの手順

によって，(ri, Si, si)から (ri+1, Si+1, si+1)を計算できる．

1. 漸化式 (3.2)を用いて，ri から ri+1 を生成する．

2. 集合 Si から要素 si を取り除くことで，集合 Si+1 を得る．

3. 式 (3.3)を用いて，ri+1 と Si+1 から si+1 を得る．

集合 Si をワード符号化して管理することで，上記の計算は定数時間で実行可能である．

ここで，r0 = k mod n，s0 = k mod n，S0 = {0, 1, · · · , n− 1}とすると，上記の計算

を繰り返すことで，Jn,k = (s0, s1, · · · , sn−1)を O(n)時間で計算できる．
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Algorithm 1 ヨセフス問題に対する線形時間アルゴリズム
Require: 自然数 n, k

Ensure: ヨセフス順列 Jn,k

1: s0 := k mod n

2: r0 := k mod n

3: S := ∅

4: for i = 0 to n− 1 do

5: insert(i, S)

6: end for

7: for i = 1 to n− 1 do

8: ri := (ri−1 + k) mod (n− i)

9: delete(si−1, S)

10: si := unrank(ri, S)

11: end for

12: return (s0, s1, · · · , sn−1)
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第 4章

ヨセフスの逆問題

4.1 特殊な連立一次合同式

本節では，ヨセフスの逆問題を解く際に現れる特殊な連立一次合同式を，高速に解く

ための方法について述べる（補題 3）．この補題を証明するために，中国剰余定理を利用

する．

命題 2 (中国剰余定理 [8]). a1, a2, · · · , an を整数，b1, b2, · · · , bn を対ごとに素な正整数

とする．連立一次合同式

x ≡ ai (mod bi) (i = 1, 2, · · · , n)

はただ一つの解

x ≡
n∑

i=1

ai
M

bi

(
M

bi

)−1

bi

(mod M)

を持つ．ただし，M :=
∏n

i=1 bi である．

次に，b1, b2, · · · , bn が必ずしも対ごとに素でない状況を考える．

補題 1. a1, a2, · · · , an を整数，b1, b2, · · · , bn を正整数とする．連立一次合同式

x ≡ ai (mod bi) (i = 1, 2, · · · , n)

は L := lcm(b1, b2, · · · , bn)を法として高々一つの解を持つ．

証明. ２つの解 x0, x1 を持つとすると，

x0 ≡ ai ≡ x1 (mod bi) (i = 1, 2, · · · , n)
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が成り立つ．これは，x0 − x1 が Lの倍数であることを意味している．すなわち，

x0 ≡ x1 (mod L).

である．

次に，特に (b1, b2, · · · , bn) = (1, 2, · · · , n)である状況を考える．

補題 2. a1, a2, · · · , an を整数とする．連立一次合同式

x ≡ ai (mod i) (i = 1, 2, · · · , n) (4.1)

は高々一つの解

x ≡
∑
p∈P

ap
L

p

(
L

p

)−1

p

(mod L) (4.2)

を持つ．ただし，L := lcm(1, 2, · · · , n) =
∏m

i=1 pi
ei かつ P = {p1e1 , p2e2 , · · · , pmem}で

あり，p1, p2, · · · , pm は n以下の異なる素数である．

証明. 式 (4.1)から一部分を抜き出した連立一次合同式

x ≡ api
ei (mod pi

ei) (i = 1, 2, · · · ,m)

を考える．命題 2 より，この連立一次合同式はただ一つの解 (4.2) を持つ．さらに，補

題 1 より，連立一次合同式 (4.1) が解を持つとすると，その解は必ず解 (4.2) に一致す

る．

最後に，解 (4.2)が O(n)時間で計算できることを示す．

補題 3. a1, a2, · · · , an を整数とする．連立一次合同式 (4.1) は，Algorithm 2 により，

O(n)時間で解くことができる．

証明. 解 (4.2)の右辺を O(n)時間で計算できることを示せばよい．

まず，集合 P は次のようにして計算できる．

1. n 以下の素数の集合 {p1, p2, · · · , pm} を計算する．これは O(n/ log log n) 時間で

計算できることが知られている [1]．

2. p1 の冪乗を n以下の範囲で列挙する．それらの最大値が p1
e1 である．
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3. 同様にして，p2
e2 , p3

e3 , · · · , pmem を得る．列挙される数は相異なる n以下の自然

数であるから，O(n)時間でこの処理を終えることができる．

また，命題 1から，任意の p ∈ P に対して，
(

L
p

)−1

p
はO(log n)時間で計算可能である．

以上のことから，解 (4.2) は O(n +m log n) 時間で計算できる．ここで，n > 1 のと

き，n 以下の素数の個数 m に対して，m < 1.25506 n
logn が成り立つことが知られてい

る [9]．ゆえに，O(n)時間で解 (4.2)を計算することができる．

4.2 アルゴリズム

本節では，ヨセフスの逆問題を O(n)時間で解くアルゴリズムについて述べる．

まず，ヨセフス順列 Jn,k からランク列 Rn,k を計算することから始める．

補題 4. ヨセフス順列 (s0, s1, · · · , sn−1)が与えられたとき，ランク列 Rn,k を O(n)時間

で計算できる．ここで，k は Jn,k = (s0, s1, · · · , sn−1)を満たす．

証明. 集合 S をワード符号化して管理し，{0, 1, · · · , n − 1} で初期化する．集合 S に対

する２つの操作 deleteおよび rankは，定数時間で行うことができるので，ランク列 Rn,k

は式 (3.1)にしたがって O(n)時間で計算できる．

次に，ヨセフスの逆問題の解 k は，ある連立一次合同式の解であることを示す．

補題 5. Rn,k = (r0, r1, · · · , rn−1)とすると，次の式が成り立つ．{
k ≡ r0 (mod n)

k ≡ ri − ri−1 (mod n− i) (i = 1, 2, · · · , n− 1)
(4.3)

証明. 漸化式 (3.2)を変形することで得られる．

ここで，k は未知数であるから，式 (4.3)は k についての連立一次合同式であると捉え

ることができる．この連立一次合同式は補題 3が適用できる形をしている．したがって，

次の定理が成立する．

定理 2. ヨセフスの逆問題は O(n)時間で解くことができる．
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Algorithm 2 連立一次合同式 (4.1)を解く線形時間アルゴリズム

Require: 正整数 nおよび整数 a1, a2, · · · , an
Ensure: 連立一次合同式 x ≡ ai (mod i) (i = 1, 2, · · · , n)の解

1: P := the empty set

2: L := 1

3: Generate primes p1, p2, · · · , pm less than or equal to n

4: for i = 1 to m do

5: p := pi

6: while p× pi ≤ n do

7: p := p× pi

8: end while

9: Insert p into P

10: L := L× p

11: end for

12: x := 0

13: for p ∈ P do

14: x := x+ ap × L
p ×

(
L
p

)−1

p

15: end for

16: if x ≡ ai (mod i) for all i ∈ {1, 2, · · · , n} then

17: return x

18: else

19: return null

20: end if

証明. {0, 1, · · · , n− 1}の順列 π が与えられたとき，順列 π をヨセフス順列とみなして，

補題 4の手順により，数列 Rを得る．次に，数列 Rをランク列とみなして，連立一次合

同式 (4.3)を解く．このとき，次の２つを示すことができる．

I. 連立一次合同式 (4.3)の解 k が存在するならば，π = Jn,k である．

II. 連立一次合同式 (4.3) の解が存在しないならば，π = Jn,k を満たす k は存在し
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ない．

（Iの証明）数列 Rが解 k に対して連立一次合同式 (4.3)を満たすことから，数列 Rは

式 (3.3) を満たす．すなわち，R = Rn,k である．また，数列 R は補題 4 の手順にした

がって生成されているので，
r0 = π0

ri = rank(πi,
n−1⋃
j=0

{j} \
i−1⋃
j=0

{πj}) (i = 1, 2, · · · , n− 1)

を満たす．これを変形して，
π0 = r0

πi = unrank(ri,
n−1⋃
j=0

{j} \
i−1⋃
j=0

{πj}) (i = 1, 2, · · · , n− 1)

を得る．ヨセフス順列 Jn,k の定義式 (3.3)と比較すると，π = Jn,k である．

（IIの証明）対偶を示す．すなわち，π = Jn,k を満たす k が存在するならば，連立一次

合同式 (4.3)は解を持つことを示す．π = Jn,k を満たす k が存在するとき，補題 4より，

R = Rn,k である．したがって，補題 5より，連立一次合同式 (4.3)は必ず解を持つ．

以上のことから，補題 3より，連立一次合同式 (4.3)を O(n)時間で解くことにより，

ヨセフスの逆問題を解くことができる．
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第 5章

体力つきヨセフスの問題

本章では，体力つきヨセフスの問題 (The Feline Josephus Problem) [10] について述べ

る．体力つきヨセフスの問題では，兵士が処刑のプロセスにおいて，ℓ 回斬られるまで

死亡しないという拡張を考える．ヨセフスの問題と同様に，i 番目に死亡する兵士を si

として，順列 Jn,k,ℓ = (s0, s1, · · · , sn−1)を定義する．また，i番目に斬られる兵士を hi

として，数列 Hn,k,ℓ = (h0, h1, · · · , hnℓ−1) を定義する．例えば，n = 6, k = 3, ℓ = 2

のときの処刑の様子を図 5.1に示した．H6,3,2 = (3, 1, 5, 3, 1, 0, 0, 2, 4, 5, 5, 4, 2)であり，

J6,3,2 = (3, 1, 0, 5, 4, 2)である．

5.1 (n, k, ℓ)から Hn,k,ℓ および Jn,k,ℓ を計算するアルゴリズム

本節では，(n, k, ℓ)から Hn,k,ℓ および Jn,k,ℓ を計算する問題について述べる．Ruskey

ら [10]は，この問題を解く O(n2)時間アルゴリズムの存在を論文中で示している．本節
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図 5.1 H6,3,2 および J6,3,2 導出の様子．左から順に兵士 3, 1, 5, 3 が斬られた瞬間を

表しており，♡は兵士の残り体力を表す．
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では，l < nの条件下で Ruskey らのアルゴリズムよりも高速に動作する O(nℓ)時間のア

ルゴリズムを提案する．提案するアルゴリズムは，ヨセフスの問題を解く線形時間アルゴ

リズムを自然に拡張したアルゴリズムである．

定理 3. (n, k, ℓ)が与えられたとき，Hn,k,ℓおよび Jn,k,ℓをAlgorithm 3によって，O(nℓ)

時間で計算することができる．

証明. 全ての要素が ℓである長さ nの配列 Aを用意する．要素 A[i]は，現時点の兵士 i

の残りの体力を管理している．また，集合 {0, 1, · · · , n− 1}のワード符号を S とする．S

は，現時点で生き残っている兵士の集合を管理する．

Hn,k,ℓ の要素を，逐次的に生成していく過程で，Jn,k,ℓ を計算する．斬られる兵士を x

とすると，A[x] から 1 を引くことで配列 A を正しく更新できる．要素 A[x] を更新し，

A[x] = 0となった場合に，集合 S から要素 xを取り除くことで，S を正しく更新できる．

集合 S から取り除いた要素を，取り除いた順番に並べることで，Jn,k,ℓ が得られる．

以下は，配列 Aおよび集合 S が上記の手順によって，正しく更新されている前提のもと

で考える．また，i番目の処刑で hiが切られる直前の配列AをAi，集合 S を Siと表記す

る．兵士 hi および rank(hi, Si)が既知であるときに，兵士 hi+1 および rank(hi+1, Si+1)

が定数時間で計算できることを示す．

i 番目の処刑で兵士 hi が切られる直前において，hi の 1 つ先の兵士を t とすると，

rank(t, Si+1)の値は，Ai[hi]の値によって分岐する．Ai[hi] = 1のとき，hi は斬られると

死亡するので，rank(t, Si+1) = rank(hi, Si) mod (n− i)である．Ai[hi] > 1のとき，hi

は斬られても死亡しないので，rank(t, Si+1) = (rank(hi, Si)+1) mod (n− i)である．い

ずれの場合も，兵士 tの k人先が次に斬られる兵士 hi+1 であるから，rank(hi+1, Si+1) =

(rank(t, Si+1)+k) mod (n− i)である．最後に，hi+1 = unrank(rank(hi+1, Si+1), Si+1)

より hi+1 が得られる．

h0 = rank(h0, S0) = k mod nから始めて，上記の計算を繰り返すことで，Hn,k,ℓ およ

び Jn,k,ℓ を O(nℓ)時間で計算できる．
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Algorithm 3 (n, k, ℓ)から Hn,k,ℓ および Jn,k,ℓ を計算する O(nℓ)時間アルゴリズム

Require: 正整数 n, k, ℓ

Ensure: 数列 Hn,k,ℓ, 順列 Jn,k,ℓ

1: A := (ℓ, ℓ, · · · , ℓ)︸ ︷︷ ︸
n 個

2: J := ()

3: S := ∅

4: for i = 0 to n− 1 do

5: insert(i, S)

6: end for

7: h0 := k mod n

8: r0 := k mod n

9: for i = 0 to nℓ− 1 do

10: A[hi] := A[hi]− 1

11: if A[hi] = 0 then

12: ri+1 := (ri + k) mod (n− i)

13: delete(hi, S)

14: append hi to J

15: else

16: ri+1 := (ri + k + 1) mod (n− i)

17: end if

18: hi+1 := unrank(ri+1, S)

19: end for

20: return (h0, h1, · · · , hnℓ−1), J

5.2 Jn,k,ℓ に関する数え上げ

本節では，Jn,k,ℓ に関する数え上げについて述べる．ヨセフスの問題では，任意の n

に対して |{Jn,k | k ∈ N}| = lcm(1, 2, · · · , n) であることが知られている [3]．ただし，

lcm(1, 2, · · · , n)は {1, 2, · · · , n}の最小公倍数である．
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表 5.1 f(n) :=
∣∣{Jn,k,ℓ | k ∈ N, ℓ ∈ Z+}

∣∣
n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 2 6 12 60 69 429 908 2738 3501

表 5.2 g(n, k) :=
∣∣{Jn,k,l | l ∈ Z+}

∣∣
n

k
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

1 1

2 1 1

3 1 1 1 1 1 1

4 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 1 1

Jn,k,ℓ についても，同様の数え上げを行うことを考える．以下の 3 つの場合について考

察したが，いずれの場合も閉じた式は得られなかった．

• f(n) := |{Jn,k,ℓ | k ∈ N, ℓ ∈ Z+}|

• g(n, k) := |{Jn,k,ℓ | ℓ ∈ Z+}|

• h(n, ℓ) := |{Jn,k,ℓ | k ∈ N}|

それぞれの場合について，n, k, ℓを固定して，実験的に計算した値を表 5.1, 5.2, 5.3に

まとめる．

5.3 Jn,k,ℓ から (n, k, ℓ)を計算するアルゴリズム

本節では，体力つきヨセフスの問題の逆問題を考える．より正確には，順列 π が与えら

れたときに，Jn,k,ℓ = π を満たす (n, k, ℓ) を返す問題を考える．

表 5.3の ℓ = 1の行と表 5.1とを比べることで，ある順列 π について，Jn,k,ℓ = π であ

るが Jn,k = π を満たす (n, k) が存在しないことが分かる．例えば，π = (3, 1, 0, 4, 2, 5)

とすると，J6,27,2 = π だが，Jn,k = π を満たす (n, k) は存在しない．したがって，この

逆問題は単にヨセフスの逆問題を解くだけでは答えることはできない．

具体的に，逆問題を解くアルゴリズムを与えることはできなかった．
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表 5.3 h(n, l) := |{Jn,k,l | k ∈ N}|

l

n
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 1 2 6 12 60 60 420 840 2520 2520

2 1 2 6 11 59 50 410 662 2166 2183

3 1 2 6 11 59 48 408 633 2028 1999

4 1 2 6 11 59 48 408 622 1998 1941

5 1 2 6 11 59 48 408 622 1992 1934

6 1 2 6 11 59 48 408 622 1992 1934

7 1 2 6 11 59 48 408 622 1992 1934

8 1 2 6 11 59 48 408 622 1992 1934

9 1 2 6 11 59 48 408 622 1992 1934

10 1 2 6 11 59 48 408 622 1992 1934
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第 6章

まとめ

本論文の主な成果は以下の２点である．

1. ヨセフスの問題に対する O(n)時間のアルゴリズムを提案した．

2. ヨセフスの逆問題を提案し，O(n)時間のアルゴリズムを提案した．

ただし，O(n log n)ビットのビット列に対する論理演算および算術演算を定数時間で処

理できるという強い仮定が必要である．より弱い仮定のもとで，O(n)時間のアルゴリズ

ムを提案することが今後の課題である．

また，体力つきヨセフスの問題についても，処刑された兵士を順番に並べた順列 Jn,k,ℓ

を考え，Jn,k,ℓ に関連する次の研究課題を設定したが，いずれも未解決である．

• (n, k, ℓ) から Jn,k,ℓ を計算する O(n)時間のアルゴリズムを提案すること．

• 次の種類数を数え上げること．

– f(n) := |{Jn,k,l | k ∈ N, l ∈ Z+}|

– g(n, k) := |{Jn,k,l | l ∈ Z+}|

– h(n, ℓ) := |{Jn,k,l | k ∈ N}|

• 順列 π から Jn,k,ℓ = π を満たす (n, k, ℓ) を返す問題に対する効率的なアルゴリズ

ムを提案する．
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