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Resumen
Se realiz6 un estudio de estimacion de estados sobre modelos con ruido en sistemas de control considerando el
disefio del observador y la realimentacion de estados. Para esto, se consider6 el ruido sobre el modelo de espacio
de estados del sistema y se realizo el disefio del mejor observador posible, es decir, el que mejor rechaza el efecto
del ruido. Estos observadores suelen llamarse estimadores; en este trabajo se desarrolld un estimador conocido

como el filtro de Kalman.
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Abstract

A study of state estimation was performed on models with noise in control systems considering the observer
design and the state feedback. For this purpose, noise on the state space model of the system was considered, and
the best possible observer was designed: that is to say, the one that better rejects the noise effect. These observers

are usually called estimators. In this work an estimator known as the Kalman filter was developed.

Keywords: quadratic control; objective function; optimization.

1. Introduccion

Cuando se analiza el desempefio de los sistemas de
control, en la mayoria de los casos, no se tiene en
cuenta el efecto que presentan las perturbaciones y el
ruido, los cuales resultan ser muy importantes para
aspectos como la estabilidad del sistema [1]. Todos
los sistemas, de alguna manera, estan siempre sujetos
a ruido o perturbaciones que pueden originarse en

dinamicas no modeladas, sefales de entrada no
deseadas, alinealidades en las entradas no modeladas,
entre otros [2]. A continuacién, se presenta la
deduccion y formulacion de las ecuaciones que rigen
los estimadores de estado para sistemas en tiempo
discreto y se obtiene la estimacion para el modelo de
espacio de estados de una planta hidraulica.
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2. Modelamiento de sistemas con ruido

En las ecuaciones 1 y 2 se considera el modelo de
espacio de estados de un sistema en tiempo discreto
con ruido [3]:

X, =Ax,+Bu, +Gv, €))
Y, = Cx, tw, 2)
Epviv]=V 3)
E[vav/] =0 @)
E[v]=0 5)
Elvv]=0 (6)

para todo j, k
Donde:

- La entrada v, es el ruido de la planta o del
proceso, y la entrada w, es el ruido en la medicion
que actiia sobre la salida del proceso.

- La funcioén E [-] denota la media estadistica

E {(J‘o ~E[x ) (%o~ # [XOJ)T} ts, D

Se asume que x, no estd correlacionada con las
variables v, y w,. La Figura 1 presenta un ejemplo de
dos sefales contaminadas con ruido.

3. Filtro de Kalman discreto

Se desea obtener la matriz de ganancia del observador
del sistema (L), la cual debe elegirse de forma que se
obtenga la mejor estimacion de estados del sistema,
de tal manera que rechace cualquier ruido presente en
el proceso (v, y w) [3].

4. Filtro de Kalman discreto

Para el caso del sistema en tiempo discreto, la
ecuacion que define el observador de estados esta
dada por la ecuacion 8:

X = A%, +Bu, + L(y, —C%,) (8)

Las sefiales de entrada v, y w, que se relacionan en
el anterior modelo hacen referencia a ruido blanco
estacionario con media cero y no estan correlacionadas
entre si, lo que significa que presentan las siguientes
propiedades [4].
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E[wkij] =W 9)
E[wkTw/.] =0 (10)
Ew]=0 (11)

Inicialmente, se considera el sistema sin ruidos. Se
realiza una modificacion del observador separando el
proceso de observacion en dos etapas [5]:

- Prediccion del estado estimado en k£ + 1 con base
en datos de k.

X, = Ax, +Bu,

(12)

- Correccion de la estimacion en k + 1 con los datos
medidos en k + 1.

Xy =X +L (J/k+1 - ka+1) (13)
En observadores deterministicos, la ganancia del
observador L es seleccionada para asignar la dindmica
del error de estimacion.

El filtro de Kalman optimiza el proceso a través de la
estimacion de estados y la minimizacion del efecto que
producen los ruidos en el sistema. Dicha optimizacion
surge de minimizar el error de estimacion a posteriori
(e, = x,—x,). Como e, estd afectado por ruido, y por
lo tanto depende de variables aleatorias, su valor en
un instante dado puede no ser representativo de las
bondades de la estimacion. Se busca, entonces, tratar
de minimizar su valor “en promedio” para todo el
conjunto de ruidos posibles [6]. Se define entonces

la covarianza a posteriori S,=2E [eke[ J Cuanto
menor sea la matriz de covarianza S,, menor sera la
variabilidad del error de estimacion debida a ruidos, y
mejor sera el rechazo de estos. El estimador con todas
las consideraciones puede simplificar la ecuacion,
x,,, es el estado siguiente, el cual solo depende del
estado anterior (proceso de Markov) [7] [8].

Ry, = AR, +Bu, + L(,,, —C (4%, + B, ))
(14)
=(A-LCA)%, +(B-LCB)u, +Ly,.,

Para el observador discreto mostrado anteriormente,
la dinamica del error estd dada por:

R = (A-LCAR, (15)
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Figura 1. Sefales contaminadas con ruido

Si la matriz 4 es de rango completo, el rango CA es
el mismo que el de C, por lo que se puede considerar
C =CA como una nueva matriz de salida y asignar
los autovalores de (A—LC), como se hace en tiempo
continuo.

5. Estructura del observador

Se usa la ecuacion presentada para el “observador
actual” para derivar el filtro de Kalman [9]. La mejor
prediccion de estado que se puede hacer cuando hay
ruido es el valor esperado.

X = E[AR, + Bu, +Gv,]

(16)
=AX, + Bu,

debido a que E[v,] = 0

Se denomina estimacion a priori, puesto que se realiza
antes de medir la salida. Una vez que se dispone de la
salida en £+ 1, se termina de construir el observador
y se actualiza y obtiene la estimacion a posteriori:

=

v = N T L D Gx L] (17)
Se utiliza la ganancia del observador variante en el
tiempo. L es seleccionada para asignar la dinamica
del error de estimacion y ademas para minimizar el
efecto de los ruidos.

6. Criterio de optimizacion

El filtro de Kalman es optimo en el sentido de que
da la mejor estima del estado y al mismo tiempo
minimiza el efecto de los ruidos. Su derivacion surge
de minimizar el error de estimacion a posteriori [10].

e, =X, —X, (18)

La variable error se encuentra afectada por ruido,
por lo cual depende de variables aleatorias, y su
valor podria no ser representativo en un determinado
instante de tiempo por lo que se busca minimizar su
valor “en promedio” para todo el conjunto de ruidos
posibles. Se define entonces la covarianza a posteriori
[11].
S, éE[eke,ﬂ (19)

Cuanto menor sea la norma de la matriz S,, menor
sera la variabilidad de error de estimacion debido a
ruidos, y menor, el rechazo de estos.

Se pretende determinar L
variabilidad  del

para minimizar la
estimacion  [12].

k+1
error de

2
; o T
mm”E[e,Hl ]H =min E[ekﬂe,m]
Liy Ly

=min £ [tr (ekTHek+1 )]

Lk+l

(20)

7 T 7
=mintr £ [e,me,ﬁ1 ] mintr E'S, |
L/r+1 L/r+1
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Para obtener una expresion para S se deriva la

k+1°
dindmica del error.

€ = X — Xy
= Ax, + Bu, + Gv, — AX, — Bu, —
L., [ka+1 TWey— Cj&kﬂ] @h
= Ax, — A%, +Gv,— L, [C[ Ax, + Bu, +
Gv, |+w,,, —C| 4%, + Bu,]]
=[4-L,,CA]e,+[G-L,,CG]v, -
Lk+lwk+l

Entonces,

AP [I _LkHC][Aek +Gv, ] —Liw, (22)

+T
7. Determinacion de la ganancia de estimacion
optima

Para determinar el valor de la ganancia L, que
minimiza el criterio de optimizacion [13]:

trS,, =tr[ AS, A" |+t GVGT |+ (@)
| L,,Cl 45,47 +GVG" |C L],
=2 L, C[ 48,47 +GVG" ||+
tr[ L, WL, |

Derivando con respecto a L, _ ,, se obtiene:
0
0=—"#sS,,
k+1
24
-or, C[4s, 4" +GraT]c - @Y

2 48, 4" +GVG" |CT + 2L, W

Entonces,
+1

L, =] 48,47 +GVG" |C (25)

[Cas, 4" +GVG" |C +w |
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la cual se conoce como ganancia de Kalman, que al
depender de S, es inestacionaria [ 14].

El algoritmo para computar el proceso anteriormente
mostrado es:

- Calcular la estima a priori del estado.

- Calcular la ganancia de Kalman (Z, | ).

- Calcular la estima a posteriori.

- Calcular la matriz de covarianza para la
siguiente iteracion.

8. Aplicacién

El sistema de control es la conexion de dos tanques;
la idea es disefiar un controlador que mantenga las
especificaciones de nivel en los tanques [15] (Figura

7).

1 1
A=4,=2,R =—, R, =—
1 2 1 3 2 4 (26)
q(t)
Py \41
A
hi(t) RO | gy
%1 ql(t) (1)
%ﬁ

Figura 2. Planta hidraulica.

Donde, A es el area, g es el flujo, /4 es la altura y R son
las valvulas.

Se considera el sistema de espacio de estados en
tiempo discreto para una planta hidraulica mostrado
a continuacion:

0,7756229 —0,1325538
= X
110,0441846  0,9965460 | ¢

0,0441846

+ u, (27)

0,0011513

0,0476386

+ Vv

~0,0487899

y= [1 O]Xk +w, (28)



Estimador de estado 6ptimo en tiempo discreto

Para la planta propuesta, se desea construir un
estimador en tiempo discreto para evaluar la evolucion
del estado del sistema cuando se aplica una entrada
sinusoidal con un periodo de muestreo 7. A partir de
esto y de las ecuaciones anteriormente planteadas
para el disefio del estimador [16], se obtienen los
resultados expuestos a continuacion.

La Figura 3 muestra la salida del sistema, la cual se
encuentra al igual que los estados, perturbada por el
ruido que presenta el sistema.

Con la simulacion del sistema en tiempo discreto,
se obtiene la estimacion de los estados con la ayuda
del observador y el filtro de Kalman, los cuales
se muestran en la Figura 4, donde se observan la
evolucion de los estados del sistema y los estados
estimados por el filtro de Kalman inestacionario [17].
Puede verse como las variables ruidosas son filtradas
por el estimador.

Figura 3. Salida del sistema contaminada con ruido

Figura 4. Estimacion de estados
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Finalmente, con la estimacion de estados obtenida,
se calcula la ganancia L para el disefio del filtro de
Kalman [18].

| —0,0440485

~1 0,0536555 (29)

9. Conclusiones

El control 6ptimo es una técnica que requiere una
formulacion matematica un poco mas estructurada
que las técnicas clésicas, debido a la bisqueda de
una funcion en un espacio de dimension infinita, de
tal forma que se encuentra una trayectoria sobre un
dominio y no un punto sobre dicho dominio, tal como
lo hacen las técnicas clasicas.

El documento presenta el disefio y simulacion de
un filtro de Kalman en tiempo discreto para la
estimacion de los estados en sistemas lineales e
invariantes en el tiempo con salidas corrompidas con
ruido blanco estacionario con media cero. Se presenta
una simulacion numérica del FK para el control de un
sistema de tanques comunicantes.

Ademas del control 6ptimo LQ, con el filtro de
Kalman también pueden calcularse soluciones
estacionarias de la ecuacion diferencial de Riccati, la
cual determina la matriz de covarianza. La solucién
encontrada sera aproximadamente optima y unica si
(A", C7) es estabilizable y (47, T" ) detectable, donde
GCGT = TT". La diferencia con el caso LQ es que la
determinacion de la matriz de covarianza se realiza
hacia adelante, con lo que el filtro de kalman puede
implementarse en su forma estacionaria en tiempo
real.

El filtro de Kalman puede obtenerse también en
tiempo continuo, aunque raramente es usado en la
practica, ya que casi siempre se implementa en una
computadora digital, por lo que la version discreta es
mas natural. La derivacion de las ecuaciones es similar
al caso continuo y lleva a una ecuacion diferencial de
Riccati, dual al caso de control LQ.
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