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Resumen

Este Trabajo Fin de Master desarrolla el problema de la trayectoria de fotones en
un campo gravitatorio generado por un cuerpo en el marco de la relatividad general, una
teoria geométrica donde la gravedad se explica a partir de la curvatura del espacio-tiempo.
Esta situacion es importante porque ha sido la base de las recientes fotografias del agujero
negro supermasivo en el centro de la galaxia M87 [3] por la Colaboracién del Telescopio
Event Horizont (EHT).

Plantemos la solucion al problema de manera general en funcion de parametros fisica-
mente interesantes. Los escalares geométricos obtenidos imponiendo una tétrada en el
formalismo 143, describen la fuente y los parametros de energia y momento angular, la
6rbita de los fotones alrededor de la fuente.

A través de nuestro nuevo enfoque con estos parametros, podemos primeramente clasificar
y parametrizar todas las geodésicas de una manera sencilla, para posteriormente compro-
bar que obtenemos los resultados ya conocidos. Por tltimo, se introducen nuevos casos no
conocidos que abren lineas de investigacién sobre otros tipos de geodésicas nunca antes
vistas.



Abstract

This Master’s thesis develops the problem of the photons trajectory in a gravitational
field generated by a source within the framework of general relativity, a geometric theory
where gravity is explained from the curvature of space-time. This situation is important
because it has been the basis for recent photographs of the supermassive black hole at
the center of the galaxy M87 [3] by the Event Horizont Telescope Collaboration (EHT) .

Let us present the solution to the problem in a general way based on physically interesting
parameters. The geometric scalars obtained by following a tetrad in 143 formalism des-
cribe the source and the energy and angular momentum parameters describe the photon
orbits around the source.

Through our new model with these parameters, we can first classify and parameterize all
possible geodesics in a simple way. After that, we check that we obtain the already known
results. Finally, new unknown cases are introduced that open lines of research on other
types of geodesics never seen before.
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Introduccién y contexto del trabajo
desarrollado

Un problema crucial en la astrofisica relativista es la naturaleza de los candidatos a
agujeros negros.
Recientemente la Colaboracién del Telescopio Event Horizont (EHT) fotografié por pri-
mera vez un agujero de negro supermasivo con masa de M = (6,7 +0,7) x 10°M y un
pardmetro de spin adimensional a = 0,94 [4] en el centro de la galaxia M87 [3] consistente
con la sombra producida por un agujero negro de Kerr. Por esta razén, las medidas de
EHT son de gran importancia, porque los resultados pueden ser usados para restringir
la métrica de fondo y son complementarios con las trayectorias medidas de estrellas al-
rededor de objetos compactos dadas por la colaboracion GRAVITY [2] y LIGO/VIRGO
detecciones de ondas gravitacionales, asociadas a la dindmica del espacio-tiempo [1].
Aunque las imagenes del EHT descartan algunas alternativas de agujeros negros, no hay
evidencia o prueba para afirmar que lo son, los cuales normalmente descritos por los
espacio-tiempos de Schwarzschild o Kerr [16],[6]. Ademé&s de estas relevantes soluciones
astrofisicas a la relatividad general, hay otras soluciones sin un horizonte de sucesos que
pueden imitar la firma electromagnética de un agujero negro [18], haciendo dificil la iden-
tificacion del objeto compacto a partir de las observaciones iniciales. De hecho, segiin
[15], cualquier objeto con una esferafoténica puede producir sombras muy similares a los
agujeros negros. Algunos ejemplos de imitadores de agujeros negros sin singularidades
en la curvatura son estrellas de fotones [13],[14] cuyas sombras son muy similares a las
obtenidas con las soluciones de Kerr [19].
Adicionalmente, se ha mostrado que empezando desde condiciones razonables fisicamente
es posible colapsar un fluido a un objeto compacto con una singularidad en la curvatura,
pero sin un horizonte de sucesos. Estos sistemas son llamados singularidades desnudas, en
cuya definicién no se incluye el horizonte de sucesos [16],[7],[8]. Estos resultados violan la
no comprobada conjetura de censura césmica [17],[5] la cual dice que no es posible formar
una singularidad sin un horizonte de sucesos|[12], por lo tanto estas singularidades abren
la posibilidad de estudiar y observar fendmenos gravitacionales en el régimen ultra-fuerte,
es decir, en la vecindad de una singularidad en la curvatura[16]. De aqui la importancia
de obtener imagenes de singularidades desnudas para determinar las diferencias con las
iméagenes de agujeros negros.

A raiz de las imédgenes del EHT han surgido distintas propuestas de simular estas
imdgenes a partir de las ecuaciones de Einstein més complejas [14]. Estas fotos son el
impacto de los fotones desviados por un campo gravitacional muy fuerte que se mueven



por geodésicas nulas. La desviacion que sufren estos fotones depende de la fuente. Por
consiguiente, se va a poder obtener informacion de la fuente dependiendo de la desviacion
que sufra la luz que nos llega. La informacién que se va a poder obtener de estas imagenes
es si la fuente tiene rotacion o no o si la fuente es un agujero negro, un objeto compacto o
una combinacién de ambos. Al tener una desviacion netamente gravitacional se tiene en
cuenta los efectos de la materia oscura. La materia oscura se cree que es la responsable
de este efecto gravitatorio de curvatura de la luz alrededor de un objeto masivo situado
entre el objeto emisor y receptor.

En este trabajo se propone seguir el articulo [14] pero bajo un formalismo equivalente a
las ecuaciones de Einstein que ha probado ser mds util [9],[11],[10]. Esto nos permitird
encontrar soluciones a las ecuaciones geodésicas nulas (trayectorias de fotones) a partir
de los escalares generados por las proyecciones del tensor de Riemann.



Capitulo 1

Planteamiento del problema y
objetivos

Lo que se quiere estudiar en este trabajo son las geodésicas luminosas dentro del for-
malismo de cantidades escalares y compararlo con los resultados ya obtenidos. Por lo
tanto, el problema principal planteado es como resolver la trayectoria de fotones en rela-
tividad general utilizando el formalismo de escalares qué se desarrollara con detalle en los
préximos capitulos.

Una vez que se tenga resuelto el problema principal de las geodésicas luminosas, se formu-
la la siguiente pregunta de investigacién: ;jse puede sacar informacién de las propiedades
fisicas de la fuente a partir de las trayectorias de fotones?. Para resolver esta pregunta
planteada se utilizaran dos casos particulares, el caso de la métrica de Schwarzschild ob-
tenida resolviendo las ecuaciones de Einstein en el vacio para un cuerpo masivo esférico
estatico con simetria axial y estacionario. Luego, se estudia el caso de la métrica de Kerr
que tiene rotaciéon, por lo tanto, es una métrica no estatica pero como en Schwarzschild
es invariante respecto de t e independiente de ¢, es decir, estacionaria y con simetria
axial. Por ultimo, se compararan los resultados obtenidos en ambas métricas viendo que
se obtienen trayectorias luminosas distintas.

1.1. Objetivo general

El objetivo general del trabajo es encontrar la formulaciéon méas general que permita la
clasificacién de todas las trayectorias de los fotones en el marco de la relatividad general.
1.2. Objetivos especificos

= Plantear las ecuaciones de las geodésicas para fotones en término de los escalares
geométricos a;, ;v Ji.

= Identificar las cantidades que parametrizan los distintos tipos de geodésicas.



= Aplicar este formalismo y los distintos tipos de geodésicas luminosas en el caso de
Kerr y Schwarzschild.



Capitulo 2

Marco teodrico

En este capitulo se presenta un desarrollo amplio de los conceptos utilizados para
explicar el problema planteado. Es decir, las herramientas qué necesitamos para resolver
este problema, el marco tedrico del trabajo.

En todo el trabajo vamos a utilizar unidades geometrizadas, en las que la velocidad de la
luz y la constante de la gravitaciéon valen la unidad. En la teoria general de la relatividad
el espacio, el tiempo y la masa estan relacionados, por lo que puede usarse la misma
unidad para las tres.

2.1. Gravitacion

Los modelos sobre gravitacion son teorias que pretenden describir un fenémeno fisico:

la gravedad. La gravedad es la unica fuerza de la naturaleza que actia en todas partes;
controla los efectos de todas las demads fuerzas donde quieran que actien. Regula las
orbitas de los planetas asi como la vida de las estrellas. La gravedad gobierna incluso los
lugares més violentos del Universo- quasares, pulsares, supernovas - y los mas tranquilos -
agujeros negros, la radiacion de fondo de microondas. La gravedad explica la uniformidad
del Universo a escalas muy grandes y su increible variedad en escalas pequenas. Si enten-
demos como funciona la gravedad, entonces empezaremos a comprender el Universo, de
ahi la importancia que tiene la gravitacion.
En este capitulo vamos a explicar como Newton entendia la gravedad, una teoria feno-
menolégica, basada en la descripcién de la interaccion a distancia entre cuerpos masivos.
A continuacién, la gravitacion segun Einstein, una teoria matematica para la descripcion
de un fenémeno fisico y por ultimo las teorias modificadas a la teoria de Einstein que han
surgido recientemente debido a los grandes avances en astronomia.

2.1.1. Gravitaciéon newtoniana

La ley de la gravedad de Newton es simple y convincente: La fuerza gravitacional
entre dos cuerpos es proporcional al producto de sus masas e inversamente proporcional
al cuadrado de la distancia entre ellos. La fuerza gravitacional de Newton entre cuerpos
es una fuerza instantanea: no importa qué tan lejos estén los dos cuerpos, la fuerza entre
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ellos respondera instantaneamente a cualquier cambio en su separacién, por lo tanto es
explicada con el concepto de fuerza a distancia.

En lenguaje alternativo, la teoria gravitacional newtoniana establece que la aceleracion
a (la tasa de cambio de la velocidad v) impartida por la gravitacién en una particula de
prueba esta determinada por el potencial gravitacional ¢

a=—dv/dt = —V¢ (2.1)

y el potencial esta determinado por la distribucién de masa circundante p por la ecuacién
diferencial parcial de Poisson
A¢p = 4nGp (2.2)

Esta formulacion es completamente equivalente a la ley de gravitacién de Newton. Debido
a que la aceleracion de una particula de prueba depende solo del potencial generado por
la materia en el entorno, la teoria respeta el principio de equivalencia débil: el movimiento
de una particula es independiente de su estructura o composicion interna .

Para calcular la trayectoria de particulas con masa en el espacio newtoniano partimos de
la conservacion de la energia total de la particula

1 GM 1 1 . GM
B = cmv? — == m_ Smi S — == m (2.3)
y teniendo en cuenta la conservacién del momento angular:
L =mr¢ (2.4)
Sustituimos esta en la anterior
1 L? GMm
E = —my? — 2.5
" + 2mr? r (25)
Se define el potencial efectivo:
L? GMm
V. = — 2.6
o (r) 2mr? r (2:6)
quedando la anterior de la forma
1
E = Smr + Vegr(7) (2.7)

Si nos fijamos en la funcién Vg (r) vemos que los puntos de corte con la recta E nos dan
puntos de retorno, ya que en ellos %mf’Q = 0.

. ., <2 . 2
A continuacién, representamos la funcién Veg () en rojo, 2751—73 en azul, —GMT’” en negro
y la energia total en linea discontinua. Se distingue cuatro situaciones dependiendo del
valor de E:

1. La energia corta en el minimo del potencial y la érbita seria de radio constante, una
circunferencia.
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2. Dos puntos de corte y la érbita estard ligada entre el valor de los dos radios en que

corta la energia con el potencial efectivo. La orbita corresponde a una elipse.

3. Energia cero, con un sélo punto de retorno y la particula se va para en el infinito.

Es una trayectoria parabdlica.

4. Enmergias positivas, en el que hay un solo punto de retorno y la érbita es no ligada,

coincidiendo con una hipérbola.

Velear

Figura 2.1: Se representa en rojo el potencial efectivo Newtoniano frente a r y los dos térmi-
nos del potencial efectivo. En lineas discontinuas se representan tres valores de energia:
negativo, nulo y positivo. El caso B-B corresponde con trayectorias elipticas, el A con

parabolas y el C con hipérbolas.

Para obtener la ecuacion diferencial que gobierna las trayectorias partimos de la energia

dr __ dr d¢

y del potencial efectivo y teniendo en cuenta G = G

dr\? L2 L2 GMm
E= + -
2mrt  2mr? r

d$
que con el cambio de variable u = 1/r

dr  d(1/u) 1 du

do ~  do  w2do

De modo que la energia pasa a tener la siguiente forma:

du\® L?  L*u?
E = - GM
(d(b) 2m N 2m GMmu

Ahora derivando respecto a ¢
dud’v I? dul?u du

Godim @ dgCMm =0

12
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(2.8)

(2.9)

(2.10)

(2.11)



Supondremos que las trayectorias no son circulares y trayectorias con momento angular,
no rectas, por lo que podemos dividir L2, La ecuacién diferencial que se obtiene es la
conocida ecuacion de Binet clésica:

du
do-

d*u GMm?
Ecuacion inhomogénea de féacil solucién analitica:
GMm? GMm?e
u(p) = 72 + 72 Cos o) (2.13)
siendo e la excentricidad de la orbita y con las siguientes condiciones iniciales:
w(0) =0
GMm2(1 +e) (2.14)
u(O) = T = Umax
Deshaciendo el cambio de variable y definiendo % = G]‘LJQmQ, tenemos:
p
S 2.15
(@) 1+ ecos¢ ( )
con
7(0) =0
r(0) = 1L%ie = rmm (perihelio) (2.16)
r(m) = % = Imax (afelio)
La ecuacién de 7(¢) es una candnica en polares en la que distinguimos:
e =0 — Circunferencia
e <1 — Elipse
P (2.17)

e =1 — Parabola
e > 1 — Hipérbola

2.1.2. Relatividad General

Hasta Einstein, la gravedad fue pensada como una simple fuerza. La relatividad ge-
neral de Einstein es una teoria geométrica donde la gravedad se explica a partir de la
curvatura del espacio-tiempo. En presencia de cualquier tipo de materia la geometria del
espacio-tiempo no es plana sino curva. Einstein también reemplazé la ley newtoniana del
movimiento por la afirmacién de que las particulas de prueba libres se mueven a lo largo
de las geodésicas, las curvas mas cortas de la geometria del espacio-tiempo.

Einstein formuld sus ecuaciones de campo usando el lenguaje de la geometria diferencial,
a través del calculo tensorial, no sélo son unas ecuaciones compactas sino que tienen una
simetria muy profunda: tienen exactamente la misma forma en cualquier sistema de coor-
denadas. Esto es el principio general de covariancia.

Las ecuaciones de campo en este caso son

1
Raﬁ — ERgag = 87TTaﬁ (2.18)
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En el caso relativista buscamos la geodésica de la métrica de Schwarzschild para com-
pararla con el caso newtoniano visto anteriormente.
La energia en este caso viene dada por

1., 1[-GM 1* GMI?
L 1 LT LM 2.1
£ 22" + c? [ r + 2r2 c2r3 (2.19)
Definiendo Ey = mc?€ y L = ml
1 —GMm L? GML?
En = —mr? — 2.20
N=gm * [ r * 2mr? mc%ﬁ} (220

Al calcular las geodésicas en esta teoria se obtiene una expresion para la energia de las
orbitas con una correccién a la teoria newtoniana que aparece reflejada en el ultimo
término de la anterior expresion.

Dependiendo de los valores de [ y M tendremos un tipo de potencial efectivo, y el valor
de £ nos dara el tipo de érbita posible, como en Newton.

La deduccién de la ecuacion de las geodésicas en este marco relativista se vera en el
capitulo siguiente en profundidad.

2.1.3. Modificaciones de la Relatividad General

Las modificaciones de la relatividad general son alternativas que intentan describir el
fenémeno de la gravitacion.
Son intentos de construir una teoria ideal de la gravedad. Existen alternativas sencillas a
la relatividad general, que no involucran la mecéanica cuantica o la unificacién de fuerzas.
Unas teorias intentan construir una teoria utilizando los principios de la mecanica cuantica
conocidas como teorias de la gravedad cuantica. Otras intentan explicar la gravedad y
otras fuerzas al mismo tiempo, conocidas como teorias clasicas de campo unificado. Por
ultimo, las méas ambiciosas que intentan explicar tanto la gravedad en término de mecanica
cuantica como unificar fuerzas; las teorias del todo.
Estas alternativas no han ganado mucha aceptacién y siguen siendo objeto intenso de
estudio en la fisica tedrica.

2.2. Relatividad General

En nuestro trabajo estudiaremos las geodésicas en un campo gravitatorio creado por
un cuerpo en el marco de la relatividad general en el que pasamos de trabajar con fuerzas
y vectores (gravedad newtoniana) a geometria y tensores. La relatividad general es la que
goza de mayor aceptacién entre la comunidad cientifica de todas las teorias propuestas
para explicar la interaccién gravitatoria.

2.2.1. Métrica

Lo revolucionario de la relatividad general es la identificacion de este campo gravi-
tatorio con la métrica, un objeto matematico que describe las propiedades geométricas
del espacio-tiempo, son soluciones a las ecuaciones de Einstein que veremos mas adelante.
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Consideramos campos gravitatorios creados por fuentes estacionarias y con simetria axial.
Para estas el elemento de linea de la forma mas general se puede escribir como

ds* = —A*dt* + B*dr® + C?d0* + R*d¢* + 2wsdtdo (2.21)

2.2.2. Tensor de Riemann

El tensor de Riemann, es el tensor que define completamente la curvatura del espacio-
tiempo y usualmente se escribe de la siguiente manera

1 1
Rpoa,é’u = Cpaﬁ# + §Rg;gw — éRO‘Bé,Z
1 1 1
+ iRau(SZ = §RZga5 — 6R<5ggau ~ Gapdl)) (2.22)

El primer término, a la derecha del signo igual, es el tensor de Weyl y los demas son
términos que contienen el tensor y escalar de Ricci. Debido al importante papel de éstas
cantidades tensoriales en nuestra investigacion, seran detalladas a continuacion. Para los
calculos del tensor de Riemann se utilizaron los simbolos de Christofell o coeficientes de
conexion que se utilizan siempre que se deban realizar célculos tedricos que implican geo-
metria, pues permiten efectuar calculos muy complejos sin confusion; éstos representan la
variacion de los vectores base usados para describir el espaciotiempo y expresan, de forma
general, una medida de su curvatura por lo que localmente valen cero ya que siempre exis-
te un sistema de referencia inercial local. Los simbolos de Christofell se definen como sigue

F,/)v = (1/2)9/\0 (OuGov + Ougop — O Guv) (2.23)

Donde 0, es la derivada parcial 6%. El tensor de Riemann en funcién de los simbolos de
Christofell
RZ/BM = 0pl%, — 0.l 5 + Fgﬂrgﬁ =20y, (2.24)

2.2.3. Tensor de Ricci

El tensor de Ricci viene dado por la contraccién de indices del tensor de curvatura de
Riemann:

Ra, =R’ (2.25)

aBu
Si se realiza una ultima contraccién sobre los dos indices del tensor de Ricei se obtiene la

curvatura escalar dada por:
R = g*"R,, (2.26)

2.2.4. Ecuaciones de Einstein

Las métricas se obtienen al resolver las ecuaciones de Einstein

1
Gag = Rag — §R9a5 = 87TTa5 (2.27)
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donde G, es el tensor de Einstein. = R,3 y R son contracciones del tensor de Riemann
R’ b éste expresa la curvatura del espaciotiempo y esta relacionado con derivadas de
la métrica hasta segundo orden. El tensor de Riemann posee simetrias en la contraccion
sobre ciertos pares de indices que conllevan a la simetria de G,3. Ademads el tensor de
Einstein tiene divergencia por construccion

V.G =0 (2.28)

donde V, es la derivada covariante, ésta lleva informacién del cambio en las componentes
de los cuadrivectores y en sus vectores de base.

En el lado derecho de la ecuacion el tensor de esfuerzo energia, expresa la generalizacion del
tensor de esfuerzo de mecénica clasica y es simétrico. Las componentes de T},3 contienen
informacion de la relacién entre los vectores de momento y flujo de energia en algiin marco
de referencia. Por las leyes de conservacion de la energia tiene divergencia nula

o1
ox™

—0 (2.29)

donde o = 0 es la conservacién de la energia y a = 1,2, 3 se refiere a la conservacién del
momento.

La divergencia 8% es generalizada a espacios curvos como la cuadridivergencia V,,, pero
ahi no hay conservacién de cuadrimomentos en general, sino que V,7*? = 0 implica como
la materia ha de moverse. Lo que propuso Einstein es que ctiimulos de masa o fuentes de
energia deforman el espaciotiempo y a la vez éste dicta como moverse en él. Es por ello
que estas ecuaciones son acopladas, para resolverlas y encontrar las componentes de la
métrica, uno debe hacer suposiciones del tensor 7%, es decir, intuir ciertas caracteristicas

de la materia o la energia contenida en esa region del espaciotiempo.

2.2.5. Tensor de Weyl

Al igual que el tensor de Riemann, el tensor de Weyl expresa la fuerza de marea que
siente un cuerpo cuando se mueve por una geodésica, pero este no transmite informacion
del cambio del volumen del cuerpo, sino solo como la forma del cuerpo es distorsionado por
la fuerza de marea. Se recuerda al lector que la fuerza de marea es un efecto gravitacional
que estira un cuerpo a lo largo de la linea hacia el centro de masa de otro cuerpo debido a
un gradiente en el campo gravitacional del otro cuerpo. La curvatura de Weyl es la tnica
parte de la curvatura que existe en el espacio libre y gobierna la propagacién de las ondas
gravitacionales.

El tensor de Weyl se puede descomponer en una parte eléctrica y otra magnética

E.sg = CoppsVV° (2.30)
Huys = *ConpsV VO (2.31)

Donde Cyqp5 es el tensor de curvatura de Weyl y *Cl,35 es su dual. El tensor de Weyl se
dice que es puramente eléctrico si H,g = 0 y puramente magnético si E,z = 0
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2.3. Formalismo 143

La congruencia temporal es uno de los temas principales de la relatividad general
debido a que las particulas materiales siguen geodésicas temporales. Por lo tanto, el estudio
de los aspectos cinematicos y geométricos de las curvas temporales es fundamental para
analizar la evolucién de fluidos autogravitantes y aqui es comtn el uso de un marco basado
en el bien conocido formalismo 1+3. En este formalismo, cualquier cantidad tensorial
puede simplificarse en sus componente a través de un vector tangente a una congrugencia
temporal V y las componentes totalmente ortogonales a ella. Por lo tanto V sera el vector
tangente a la congrugencia temporal y hag = gas + V,V3 €l proyector al espacio ortogonal
a V.

2.3.1. Tétrada

Las ecuaciones de la relatividad general que se obtienen a partir de las funciones
métricas son ecuaciones muy complicadas, ecuaciones diferenciales de orden dos y no
lineales, se hace necesario buscar formas para simplificarlas. Una de ellas es escribir la
métrica en términos de una tétrada con la que conseguimos reducir a primer orden este
conjunto de ecuaciones y escribirlas en términos de los escalares cinematicos y las j; que
salen al hacer la derivada covariante de los vectores de la tétrada. Este es el camino que
llevaremos para hacer las ecuaciones méas manejables.

En este caso la tétrada satisface las relaciones estandares:

VoV, = —KKy = —L%Ly = —S5%S, = —1
VaKa = VaLa = Vozsa = KaLa = LaSa =0 (232)

La tétrada para esta métrica se puede escribir como sigue:

Ve = (%,0,0,0), Va:(—A,0,0,%)

Ko = \/All_A(O,Al,O,O)

Lo = ﬁ(O,O,AQ,O)

Se = \/2_2(%,0,0,,4) (2.33)

donde A, A; and A, son
A = A’B*C*R* + B*C*uw;
A = A2CPR* + C?w3, Ay = A’R* + 4
Ahora usando que A; = C%?Ay vy que A = B2C?A, entonces la tétrada se puede escribir
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como sigue

Ve = (%,0,0,0), Va:(—A,0,0,%)

Ko — (0%,0,0)

I — (0,0,%,0)

So = \/2_2(%,0,0,14) (2.34)

Con la tétrada definimos los operadores derivada direccional

fo=Ve.f; fl=K0.f v f'=L.f (2.35)

2.3.2. Derivada covariante de la tétrada

La derivada covariante se denota por ; y viene dada por

Xop = Xap — X, (2.36)
donde X, 5 es la derivada parcial 9X,,/0z".

La derivada covariante de V| en el formalismo 1+3, se puede escribir como sigue:
1
Vaig = —aaV + 0ag + Qap + 5Ohag (2.37)

con las variables cineméticas

an = V., V'R (2.38)
1
Oas = Viwhahs = 0ap + Qap + 3Ohas (2.39)
y

an = @K, + asly + asS, (2.40)
0ap = 01K Kg+ 09LoLg— (01 4 02)5,53 (2.41)

Qo = N(K.Lg— KgLy) 4+ Qa(KaSs — KgSa)
+ Q3(Lasﬁ — ngsa) (242)
Qo = WK, — L, + S, (2.43)

La derivada covariante K, en el formalismo 1+3, puede escribirse como:

1

Ka;ﬁ = —auK“VaVﬁ + Va(O'l,ﬁ + Ql,/g + 3

Oh,s)K* — alVs + J&) (2.44)
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con

a® = KV =al Lo +al s,

Jo(c];’) = hgthu;u = (J1Kp+ Jj2Ls + j358) La

+ (JaKs + J5Ls + 7655)Sa

(2.45)

(2.46)

La derivada covariante de los vectores espaciales K L S, en el formalismo 143 se escribe

COImMo:

eg;)ﬁ = ViV Be(i)“ — &S)Vg + Jo(fﬁ)
al) = htel) V" = Qqpett?
T = egeld

2.3.3. Escalares geométricos

(2.47)
(2.48)
(2.49)

Los escalares geométricos que salen al hacer las derivadas covariantes de los vectores

de la tétrada son :

s La cuadriaceleracion:

Ay = Va;BVﬁ =wmkK, + ayLy + a3S,

a; = a K= a;ﬁvﬂKa

as = a.L” = Va;ﬁvﬁm

a3 = aaS® = VygVP5”

s La vorticidad:

Qa/g = ( Vg o T aaV5 — CLﬂVQ)
Q= (V, BK"‘LB)
Qg = ( 5KO‘55)
Qs = (Vapl®S?)

= Los escalares j;:

jl = Ka;BLaK/B j2 = Ka;BLaLB j3 = Ka;BLaSﬁ

Ja =

KopS*KP  js = KopSLP  jo = KupS*S”

j? = La;BSaK/B j8 = La;BSaL/B j9 = La;ﬁsasﬁ

(2.58)

De momento a los escalares j; no se les ha dado un significado fisico como a los otros.
En el apéndice final (5) se puede consultar la forma de estos escalares para la métrica de
Schwarzschild, Kerr y una métrica més general con rotacién y simetria axial y temporal.
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2.4. Soluciones de vacio

El estudio de las geodésicas se hace en el campo gravitatoria afuera de la fuente que crea
ese campo, por lo tanto es solucién en vacio. La parte del tensor de Riemann relacionado
con el tensor de Ricci se hace cero porque al irnos a las ecuaciones de Einstein, el tensor
de energia-impulso se hace cero (7,5=0) en el vacio.

El tensor de Riemann en el vacio es simplemente el tensor de Weyl :

Rogw = Capuw (2.59)
Eaﬁ = Oa'yﬁzsv’yvé (260)
Huyp = *ConpsV VO (2.61)

Ahora reescribimos la parte eléctrica del tensor de Weyl en términos de la tétrada:

Eaﬁ - ElKaKg + EQLQLB - (El + E2>SaSﬁ
+ E3K(oLg) + E4K(a55) + E5L(a55) (2.62)

E.zs = aqap+ h’(ah,’é)aw“ + QQhag — WoWg (2.63)
y la parte magnética del tensor de Weyl descompuesta en términos de la tétrada:

Hys = HiK Kg+ HyLoLg — (Hy + H2)8055
+ HgK(aLg) + H4K(a55) + H5L(a55) (264)

Ha,@ = QW(QCLB) + hflahg)w,,m - auw”haﬁ (265)

Tenemos la expresion de la parte eléctrica y magnética del tensor de Weyl en el vacio.
Ahora bien, el campo que genera el objeto estd determinado por la parte eléctrica y
magnética del tensor de Weyl, si uno conoce estas partes, conoce el campo exterior. To-
dos los fotones que se mueven alrededor del objeto van a estar controlados por ambas
partes del tensor de Weyl.

2.4.1. Dos Killing

Estas ecuaciones para las dos partes del tensor de Weyl siguen siendo complicadas y
vamos a imponer mas restricciones para poder integrarlas. A mayores de estar en el vacio
le imponemos ciertas simetrias, simetria temporal y simetria axial.

En relatividad general la métrica es el tensor que nos importa y nos determina todo
lo que nos interesa. Entonces las simetrias que nos van a interesar son aquellas que dejan
invariante a la métrica.

Cabe recordar que los difeormorfismos ® : M — M que dejan invariante a un tensor

forman un grupo y los campos de vectores V' que dejan invariante al tensor forman un
algebra de Lie de dicho grupo.
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En efecto, un difeomorfismo que deja la métrica invariante (Agpg = ®*g — g = 0) se
llama isometria. El campo de vectores 1% que deja invariante a la métrica (Lpg = 0) se
les llama campo de vectores de Killing. El conjunto de vectores de Killing forman una
algebra de Lie, que son transformaciones infinitesimales del grupo de isometrias.

Ecuacién de Killing

LxGap = gaﬁX,% + gBJXfB + GapsX b (2.66)
= Xaop+ Xpa =0
Xopp = RopusX’ (2.67)
= Killing Temporal
7% =(1,0,0,0) =7V =71=A (2.68)
» Killing Axial
504 = (07 07 Oa 1) = fova + 635@ (269)
w3 Ay
= = 2.70
b= -2 &= (270
= Identidades para los vectores de Killing
Ta;8 + T = 0 TuTa;B;,u =0 (271)
504%5 + 56;04 =0 guga;,@;u =0 (272)

2.4.2. Escalares de Weyl

Tanto para la parte eléctrica como magnética del tensor de Weyl los tnicos escalares
que sobreviven son Fy, Fo, F5 y Hyi, Hy, H3 respectivamente que obtenemos al reescribir
el tensor en términos de la tétrada.

2.4.3. Caracterizacion en término de los escalares

Estas imposiciones nos llevan a ciertas restricciones que nos permitirian escribir las
ecuaciones de una manera méas simple. La parte eléctrica y magnética del tensor de Weyl
quedan exclusivamente en términos de nuestros escalares cinematicos y j;, ya tenemos
claro la fuente que tenemos.

Las escalares de Weyl en término de los escalares

B = dl —asji+a?+ Q3 (2.73)
By = —FE) —ayjs— azjo — Q5 — O (2.74)
By = —df 4+ ajay — agjs + Q03 (2.75)
H = —Qg — (ag + 71)Q — a1 (2.76)
Hy = QL+ (2a2+ ji — jo)Qa + j6Qs (2.77)
Hy = —Qf — j2Q — 20593 (2.78)
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2.5. Geodésicas

En la relatividad general, una geodésica generaliza la nocion de linea recta al espacio-
tiempo curvo. Una particula que se mueve o cae libremente lo hace a lo largo de una
geodésica. Como ya mencionamos en la relatividad general, la gravedad puede considerarse
como una consecuencia de una geometria espaciotemporal curva donde la fuente de la
curvatura es el tensor de tension-energia. Asi, por ejemplo, la trayectoria de un planeta
que orbita una estrella es la proyeccién de una geodésica de la geometria del espacio-tiempo
curvado de cuatro dimensiones alrededor de la estrella sobre un espacio tridimensional.
Las particulas se mueven a lo largo de geodésicas temporales; las particulas sin masa como
el foton siguen en cambio geodésicas nulas, siendo estas nuestro objeto de estudio en este
trabajo.

2.5.1. Ecuaciones de las geodésicas

La técnica mas utilizada para obtener la ecuacion de una geodésica es con las ecua-
ciones de Euler-Lagrange del principio de minima accién.
Si consideramos la prametrizaciéon de una curva en el espaciotiempo por un parametro u,
de manera que el tiempo propio es reescrito como

o, dx™dz’f 9

= ————q,sdu 2.79
entonces el intervalo de espaciotiempo entre dos eventos a y b seria
b 1
b :/ (gapi®i®)? du (2.80)
Lo dx®
con % =

Usando el principio de maximo envejecimiento que nos asegura que el tiempo propio
es un extremal, de manera similar a la Mecanica Clésica donde el lagrangiano extremiza
la accion, el integrando anteior debe extremizar el tiempo propio. Las curvas que cumplen
esto se las llama geodésicas:

B dzx® dx”? 2 B
ds =10 ——— ) du=29$ Fdu = 2.81
S /A (gag T du) U /,4 u=0 (2.81)

dx®
du
Asi se puede trabajar con el método tradicional para obtener las ecuaciones de Euler-
Lagrange del principio de minima accién.

BrorF ., OF _,
68—/A (%61‘ —I—%(Sx)du (283)

donde

a3

F= (gagx T )% y %= (2.82)

integrando por partes la segunda integral

K@fax) du = Kgf)/‘”d“]i‘/ff{(/““)%(?f)hﬂ s
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el primer término de la derecha desaparece pues la variaciéon de x® entre los extremos es

nula. Entonces

B
53:/ [8F _i(&F)] dzdu = 0
A4 [Ox*  du \ 01

lo que hay entre los corchetes es cero y por lo tanto

F F
9 _i<3):0

or® du \ 0%°

asi F' es el lagrangiano buscado

L= \/gagiai‘ﬁ

(2.85)

(2.86)

Entonces segtn el principio de Hamilton, encontramos que la ecuacién de Euler-Lagrange

€S

d(OLN 0Lt datde?
d\ \ Oz orr d\2 BAN dN
d dzt B 1 dx® dxP?
X \ T ax ) T 2R N
con las cantidades conservadas
dz® dz®
—=F — =1
Jdao d)\ Ja3 d)\

23
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Capitulo 3

Metodologia seguida

Primeramente planteamos las ecuaciones de las geodésicas en funcién de los escalares
de estructura. Para ello, en vez de usar las ecuaciones de Euler-Lagrange directamente,
seguiremos un enfoque basado en la definicién de lo que es la geodésica, determinada por
un vector tangente que es paralelo asi mismo. De la propia definicién de geodésicas obte-
nemos un conjunto de ecuaciones. Ademas usando que es un vector de médulo constante,
obtenemos otro conjunto de ecuaciones. Con estos dos conjuntos de ecuaciones clasifica-
mos los distintos tipos de geodésicas.

Los vectores de Killing y las cantidades conservadas para garantizar una fuente esta-
cionaria con simetria axial

dz“
“Zo=F, &Z,=L 7%=— 3.1
r ; ” (31)
donde el vector que determina las geodésicas se define como

Za = ZoVa + ZlKa + ZgLa + ZSSa (32)
dt 20 Z3Ws3
- = D04 2 3.3
D AT AUn, (3:3)
dr 21
= - =4 3.4
d\ B (34)
df z9
= - = 3.5
d\ C (35)
d A
@ _ = (3.6)

D) VA,

El producto escalar de los dos vectores de Killing por el vector Z, es una constante y el
moédulo también es constante. Para estos tres casos vemos que sale al imponer que son
constantes:

1. Primer Killing
Zom" = Cte =  ZapT"+ ZaTz =10

20,00 = —Z(]alKa—(IQZOLa
E,
= = 3.9
=0 A (3:9)
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2. Segundo Killing

Z,8% = Cte = Zopl® +ZoE =0 (3.10)

2300 = (22092 - j623>Ka + (22093 — ngg)La (311)
AL, + E,

- + Snts (3.12)

AAZR? + )2

3. Mdédulo Constante

Z,Z4% = Cte = ZypZ*=0 (3.13)
27+ mal = jers — 22020 — a1z (3.14)
22 + 22 = oz — 2202380 — 22 (3.15)

Ya tenemos el primer conjunto de ecuaciones que sale al imponer la condicién de médulo
constante y el otro conjunto que sale de la propia definicién de curva geodésica, vector
tangente que es paralelo a si mismo es

ZlZI + 222? = Jiz120 — 2202300 — @125 + jo2s + jo2i (3.16)
22+ mdh = —jormizs — 220230 — a0zl — 127 + jo2k (3.17)

Una vez que tenemos las ecuaciones de las geodésicas luminosas en términos de nuestros
escalares pasamos a la clasificacién y parametrizacion de las érbitas luminosas.

Clasificacion: 4 Casos

A partir de las ecuaciones de (3.14) - (3.17) restando la primera a la tercera y la
segunda a la cuarta se obtienen estas dos ecuaciones

22 — 20+ jiz 4 jaz) = 0 (3.18)
az =2 +jia + o) = 0 (3.19)
Estas dos ecuaciones son clave y son el nticleo de nuestro trabajo. Encontramos una for-
ma de clasificar las geodésicas. Estas dos ecuaciones se deben cumplir siempre, porque no
hemos impuesto nada sobre las geodésicas. Por lo tanto, son todas las geodésicas para una

fuente con simetria axial y simetria temporal, todas se van a clasificar a partir de estas dos
ecuaciones. Existen estos 4 posibles casos que salen para que se cumplan ambas ecuaciones

Todos los casos posibles
1. 20 =0y 2; = 0 = Son todas las érbitas circulares y cooplanarias.

2. 2zp =0y 2% = jiz1 = Son todas las 6rbitas cooplanarias no circulares.

3. 21=0y zg = —js2o = Son todas las dérbitas circulares y no cooplanarias.

4. z; — zf + J121 + j222 = 0 = Como veremos méas adelante es el caso mas general que

contiene a los tres casos anteriores.

Estos son los 4 criterios para poder decir cuales son todas las geodésicas que existen.
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Capitulo 4

Resultados parciales y discusion

Como aplicacién vamos a estudiar los distintos tipos de érbitas luminosas en el caso
de Schwarzschild y Kerr.

La métrica de Schwarschild en coordenadas polares

2m ! 2
ds* = <1 - _m) dr? + r? sen® 0d¢* + r*df* — (1 - _m) dt* (4.1)
r r
La métrica para Kerr
2 4 in? 6 2 2 2sin? 6
05 = - (1 - m) a? — AU s Py g ( fa m—) sin? 0d?
p p A
J
a=—
m
0> =12+ a’cos?
A=7r?—2mr+ad*
(4.2)
El conjunto de ecuaciones que salen en cada caso son:
Caso A: 20=02z=0
En este caso, el conjunto de ecuaciones que sale es
jGZ?% - 22’02392 - alzg =0 (43)
jgzg - 2202393 - CLQZS = 0
etz—2z =0 (4.5)
Caso B: 29 =0 zf = 121
En este caso, el conjunto de ecuaciones que sale es
jgzg — 2202?393 - (lgzg - jlzf =0 (46)
€+z—2s—27 = 0 4.7

9 .
21 —jiz1 = 0
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Caso C: z; =0 zg = —J929

En este caso, el conjunto de ecuaciones que sale es

jgz§ — 220230 — alz(z) +jaz2 = 0 (4.9)
et+z—2—2 = 0 (4.10)
4oy = 0 (4.11)

Caso D: zg — zf + J121 + Joze =0

En este caso, el conjunto de ecuaciones que sale es

27 + 22 — jors + 22050 + azz) = 0 (4.12)
d—A 4zt = 0 (4.13)
€et+zi—2—2s—2z2 = 0 (4.14)
Dado que
FO= =T+ (4.15)

para cualquier funcién escalar arbitraria, la solucién de la ecuacién (4.13) puede ser escrita
como

2= f1 29 = f° (4.16)

y de la ecuacion (4.14) conseguimos que
(2 + () =e+25— 2 (4.17)

Este caso contiene a los anteriores,es decir: El caso A, es un caso particular, cuando
f = cte, el caso B, es un caso particular de D, cuando f = f(r), el caso C, es un caso
particular de D, cuando f = f(#). Al imponer sélo una condicién tenemos la libertad de
elegir la funcion f.

Todas las posibilidades de geodésicas, para ese tipo de fuentes, que existan se clasifican
primero asi. Vamos a aplicarlo a geodésicas nulas en los casos de Schwarzschild y Kerr
para ver que nuestro método funciona y salen los resultados conocidos. Nuestro enfoque
es mucho més simple, primero para clasificar geodésicas y luego para integrarlas y pintar.

4.1. Schwarzschild

Caso A: z0=0 2 =0

Esta familia de geodésicas luminosas con z, = 0 = % = 0 son cooplanarias (9 =0)y
ademds como z; = 0 = % = 0 son érbitas circulares (7 = 0). Es decir, aqui vamos a
tener el conjunto de érbitas cooplanarias circulares con radio constante que para el caso
de Schwarzshild valdrd r = 3m (4.3 y 4.5). Ademas del conjunto de ecuaciones que tiene
que cumplir esta familia se saca también que son érbitas situadas en el plano ecuatorial
0 = m/2 (4.4) y existe una relacién entre la energia y momento angular que se cumple
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siempre E? = 257%22 (4.3 y 4.5).
Del conjunto de ecuaciones que tiene que cumplir esta familia y haciendo uso de (3.3)-(3.6)
asi como de la definicion de zy y 23 se llega a que la ecuacién de la geodésica luminosa

con r = 3m en este caso es

dp Ly,

dt — 27E,m?
La energia del sistema que orbita viene dada por por la suma de la energia cinética mas el
potencial efectivo con el que interaccionan mutuamente el sistema que érbita y la fuente,
este sélo depende de la distancia r al origen. En esta familia de geodésicas luminosas de
radio constante (7 = 0), esto implica que fo = E2. De (4.5) se obtiene la expresién para
el potencial efectivo

(4.18)

L2 (r —2m)
2 m
‘/eff = T (419)
Para analizar el movimiento de los fotones utilizamos:
oV?2 212 (r — 3
or r4
' oV?2 2
L —4

or? rd
De la primera sacamos que se hace cero cuando r = 3m lo que habiamos obtenido del
conjunto de ecuaciones de esta familia, ese serd el radio constante del foton.
Sustituyendo ese valor del radio en la derivada segunda del potencial efectivo, se obtiene
que esa expresion es negativa. Esto implica que la 6rbita con radio » = 3m es inestable,
independientemente del valor del momento angular.

Caso B: 2o =0 zf = 12

En este caso tenemos que las geodésicas de la luz son cooplanarias z2 = 0 entonces % =0
(0 = 0). De (4.6) se obtiene que son 6rbitas contenidas en el plano ecuatorial § = /2.
Las curvas caracteristicas usando la condicién de médulo constante y la propia definicion
de zy y 23 son

L2 (2m —
2= E§+% (4.22)
6 = 0 (4.23)
. Lm
. E,
t = o (4.25)

r

Estas ecuaciones podemos agruparlas usando (3.3-3.6). Obteniendo la ecuacién de la tra-
yectoria porque tengo 7 en funcion de ¢

2m 3/2 E,% L2
dr (1 - 7) 1-2m T g2 (4.26)
dt E, '
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do _ L(=2m +7)

4.27
dt E,r3 ( )

Juntando las dos tultimas ecuaciones obtengo r en funcién de ¢, es decir, la 6rbita
dr /(2m —r)rL2, + E2rt (4.25)

do Lum

Es el caso clasico que todo el mundo conoce, érbitas cooplanarias en Schwarzschild con
un radio que varfa al que hemos llegado de una manera sencilla con nuestro enfoque a
través de los escalares.

El potencial efectivo, teniendo en cuenta lo que anteriormente mencionamos: la energia
de la orbita viene dada por la suma de la energia cinética menos el potencial efectivo de
(4.22) despejamos el potencial efectivo:

L% (2m —r)
3

Verr = (4.29)
Podemos calcular también directamente con nuestro nuevo enfoque el potencial efectivo.
Teniendo en cuenta la definicién de 7 = 2 y que 7* menos una constante (energia) es el
potencial efectivo
21\ 2 L2 (2m —r
(—1> — En= % (4.30)
T

Llegamos a la misma expresién para el potencial efectivo de d6rbitas para fotones coopla-
narios con un radio que varia.

Dependiendo de los valores de L,, tendremos un tipo de potencial efectivo y el valor de

la energia nos dara el tipo de érbita posible, de forma andloga a Newton. Cabe recordar
que si la energia es menor que el minimo del potencial, no existe movimiento posible.
Cuando la energia es igual al minimo del potencial, la trayectoria es una circunferencia
de radio constante, que no nos interesa en este caso. Por lo tanto estudiaremos los casos
en que la energia es mayor que ese minimo.
Hay que tener en cuenta que al estudiar las trayectorias de fotones, por simplicidad r, L
y E estan adimensionalizados (L = L/m, r =r/m, E = E/my m = 1). L,, # 0 significa
que hay cambio de dngulo, un intento de orbitar ¢ # 0. En todos los dibujos el disco
negro representa la region acotada por el horizonte de eventos del agujero negro.

Estudiaremos dos posibilidades dependiendo de si la energia es positiva o la energia es
negativa:
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Energia positiva

-2L
Figura 4.1: El potencial efectivo para geodésicas nulas (fotones) cooplanarias con un radio

que varfa y L2, = 30. En rojo el V,;; y linea discontinua la energfa positiva.

Se ve que en este caso hay un punto de corte que se da cuando V.r; = En. Al integrar
de forma numérica (4.28) se van a distinguir dos casos segin el valor de r elegido para
una determinada energia positiva:

= Para valores de r a la izquierda del punto de corte:

Figura 4.2: Caso que corresponde a fotén que cae en la singularidad, el punto amarillo
corresponde a la posicion final del fotén
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= Para valores de r a la derecha del punto de corte:

Figura 4.3: Dentro del caso de energia positiva si r es mayor que el punto de corte,
movimiento dispersivo, es una parabola que se va al infinito.

Con energia positiva y con un r a la derecha del punto de corte hay posibilidad de escape
del foton llegando al ojo del observador. Por lo tanto, se obtienen imagenes de estas fuentes
cuando el foton es lanzado desde un punto a la derecha del punto de corte entre potencial
efectivo y energia positiva.

Energia negativa

-aL

Figura 4.4: El potencial efectivo para geodésicas nulas (fotones) cooplanarias con un radio
que varfa y L2, = 30. En rojo el V,;; y linea discontinua la energfa negativa.
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Se ve que en este caso hay dos puntos de corte que se dan cuando V.¢y = En. Al
integrar de forma numérica (4.28) se van a distinguir tres casos segun el valor de r elegido
para una determinada energia negativa:

= Para valores de r a la izquierda del primer punto de corte:

Figura 4.5: Caso que corresponde a foton que cae en la singularidad, el punto amarillo
corresponde a la posicion final del fotén

= Sir esta entre ambos puntos de corte:

Figura 4.6: Los fotones se mueven describiendo elipses pero con una precesion del perihelio
de la érbita.
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= Sir estd a la derecha del segundo punto de corte:

Figura 4.7: Son 6rbitas que consideramos de dispersién. Son las equivalentes a las 6rbitas
parabodlicas newtonianas.

Con energia negativa y con un r a la derecha del segundo punto de corte hay posibilidad
de escape del fotén y que puede llegar al ojo del observador. Por lo tanto, se obtienen
imagenes de estas fuentes cuando el foton es lanzado desde un punto a la derecha del
segundo punto de corte entre potencial efectivo y energia negativa.

Caso C: 21 =0 zg = —J229

En esta seccion estudiaremos un caso muy novedoso nunca antes analizado, fuera del
objetivo del trabajo ya que con el caso A y B conseguimos reproducir todos los resultados
conocidos con nuestro nuevo enfoque. El estudio con mas profundidad de este caso tanto
en Schwarzschild como en Kerr se deja abierto a lineas futuras de investigacion.

Esta familia de trayectorias luminosas son orbitas circulares ya que z; = 0 implica que
7 = 0, es decir, son orbitas de radio constante pero en este caso no son cooplanarias 0 #0
como pasaba en el caso A. Del conjunto de ecuaciones que tienen que cumplir esta familia
y haciendo uso de (3.3)-(3.6) asi como de la definicién de zg y 23 se llegan a las ecuaciones
caracteristicas

: E? L? csc?(0)
2 n _m
o= r(—2m +r) r (431)
: L,, csc?(6
b = Inc ) (4.32)
. E,
P (4.33)

Sélo varia el angulo 6 y el dngulo ¢.
Estas ecuaciones podemos agruparlas usando otra vez (3.3-3.6) y nos quedan de la si-
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guiente manera

d¢ L,, csc*(0)(r — 2m)

= 4.34
dt E,r3 ( )
m E2 L2, csc2(

df o (1 - 27) \/_ 2mr—r2 rd & (4 35)

d E, '

juntando ambas se llega a
9 .. 2 E2 L2 csc2(0)
do risin(0)y/ a— — T

Vet (4.36)

do L,
Tenemos 6 en funcion de ¢.

Ahora haciendo uso de (4.9) del conjunto de ecuaciones para este caso, podemos cal-
cular el radio constante de la érbita

Pyl o —3m) 0 (4.37)

(r —2m)?

El tnico radio que hay constante es » = 3m lo cual concuerda con el caso A. Con este
valor de radio constante voy a reescribir las ecuaciones caracteristicas

27TE2m? — L2, csc?(0)

0> = Sy (4.38)
- L,, csc?(0)
= 3E, (4.40)

Ahora reescribiendo la ecuacién (4.36) con nuestro radio constante se llega a la ecuacién
de la drbita

d§  sin®(0)\/27E2m? — L2, csc?(0)

— = 4.41
o I (4.41)
que definiendo el pardmetro o = 27?# llegamos a que la ecuacion anterior puede escri-
birse de una manera mas sencilla para su posterior integracion como
do
i sin(6)4/asin?(0) — 1 (4.42)

donde « es constante y la curva que describe el fotén sobre la bola de radio constante al
integrar la ecuacién anterior es

cos(#)

tan(@+ do(t)) = asin?(f) — 1

(4.43)

Esta ecuacién es interesante y de la que se puede sacar toda la informacién para el
caso C en Schwarzschild. Todo depende del parametro «.
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La primera conclusion que sacamos de la ecuacién anterior es que el denominador no
puede ser 0 o complejo. De aqui sacamos la condicion de que

asin®(9) > 1 (4.44)

Necesariamente ¢ # +m, esta curva no puede encontrarse en los polos de la esfera de radio
constante r = 3m. Analizando el parametro « se distinguen tres casos:

2

. L
» a = 1. En este caso se recupera el caso A, al imponer @ = 1 entonces E? = 3=y

el valor de 6 es fijo e igual a 7/2. En este caso tenemos una 6rbita inestable como
ya se estudio.

» o < 1. No hay movimiento posible.

= o > 1. Aqui si tenemos la posibilidad de drbitas que estudiaremos a continuacion.
La representacién grafica de (4.43)

@(rad)
2 -
II II
1L \\ \_\ — = 2
‘\-\ ",
N — a=3
=0
0 L T L1 L ‘\"}‘r«; L 1 L 1 8 (rad)
05 1.0 15 == 25 30 a=4

ﬂ.:c_\D
., "\-\_::H"Q:

a=5
\
\

Figura 4.8: Representacién en ejes coordenados planos de ¢ frente a 6 para distintos
valores de a.

Son curvas que atraviesan el eje horizontal en 7/2 y tienen dos asintotas verticales
en dos valores del dngulo 6 que viene dada por los ceros en el denominador de (4.43),
es decir,
1
6. = arcsin (—) (4.45)
Va

0. se refiere al angulo critico donde ¢ se hace infinito. Otra vez se ve la importancia
del pardmetro « pues no solo nos da una condiciéon para la energia sino que también
nos determina los angulos criticos 6. de las érbitas permitidas.

Por lo tanto, el movimiento orbital circular en 7/2 en la esfera a r = 3m es inesta-
ble como se vio en el caso A. Si vamos aumentando la energia, aumentando «, el foton
tiene dos posibilidades dependiendo de si L,, es positivo o negativo, irse a una orbita

asintéticamente circular sobre el plano cte. de valor . = arcsin <\/La> y rotando en sen-
tido positivo de ¢, o bien una érbita que asintéticamente serd un plano cte. de valor
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0. = m™ — arcsin (%) y rotando en sentido de valores negativos de ¢. Ambas contenidas

en la esfera de r = 3m.

4.2. Kerr

Caso A: 2,0 =02 =0

Ahora para la métrica de Kerr haremos un andlisis similar de esta familia de orbitas
luminosas con 25 = 0 = % = 0, son cooplanarias (0 = 0) y ademds como z; = 0 =
g—f\ = 0 son drbitas circulares (r = 0). Es decir, aqui vamos a tener el conjunto de 6rbitas

cooplanarias circulares con radio constante que para el caso de Kerr valdra (4.3 y 4.5)

o (Q/Qam (Va—mvya+m+a) —m3—|—m> 116)

€/2am(\/a—m\/a+m+a) —m3

Ademas del conjunto de ecuaciones que tienen que cumplir esta familia, se saca también
que son érbitas situadas en el plano ecuatorial § = 7/2 (4.4) y existe una relacién entre
la energia y momento angular que se cumple siempre (4.3 y 4.5)

VL2r2 (a2 +r(r —2m)) + 2aL,,m

E,=+ 4.47
a?(2m+r)+ 13 (4.47)
La ecuacién de la geodésica luminosa con ese radio constante es
d 2aF, Ly (r—2
¢ aE,m + Ly,(r — 2m) (4.48)

dt a’E,(2m +r) — 2aL,m + E,r3

En esta familia de geodésicas de radio constante se cumple que fo = E? como explicamos
para Schwarzschild y por lo tanto el potencial efectivo de (4.5) serd

2
(Lmr\/a2 +r(r—2m) + 2ame)
(a2(2m + 1) +13)?

Para analizar el movimiento de los fotones utilizamos:
8Ve2ff 2L3n (r\/aQ + r(r —2m) + 2am) (a27‘ (6m2 — 3mr + 7"2) + 6amr2\/a2 + r(r —2m) + 2a3my/a2 + r(r—2m) — 2a%tm + 7"4(7‘ - Sm))

vfff = (4.49)

or a2 + r(r —2m) (a2(2m+r)+'r3)3
(4.50)

Se hace cero cuando el radio vale

] 2
()

Q/Zam(\/a—m\/a—i—qua) —m?3

que es el radio esperado para que se cumpliera ese conjunto de ecuaciones y también para
r = 0 (origen de coordenadas) y para r = 2m se anula. No es posible que los fotones
se muevan con esos radios porque son singularidades de la métrica. Son horizontes en el
sentido de que la norma del vector de Killing temporal se anula para esos radios. Del
analisis de estabilidad no podemos concluir nada ya que esto dependerd de la masa y del
parametro a.
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Caso B: 2, =0 zf =121

En este caso tenemos que las geodésicas de la luz son cooplanarias 22 = 0 entonces
# =0 (0 = 0). En este caso de (4.6) se obtiene que son érbitas contenidas en el plano
ecuatorial # = 7/2 .Las curvas caracteristicas usando la condicién de médulo constante y
la propia definicién de zg y 23 vienen dadas por

2(—aE, + L,,)*m N (aFE, — Ly)(aE, + Ly,)

2 2
r* = E+ = > (4.52)
. 2aE,m — 2L,,m + L,,r
_ 4.53
¢ a?r — 2mr? +r3 ( )
; a’E,(2m +r) — 2aL,m + E,r? (4.54)

r(a?+r(r —2m))

Se ve facilmente que al imponer a = 0 se recupera el caso de Schwarzschild.
Estas ecuaciones podemos agruparlas usando (3.3-3.6). Obteniendo la ecuacién de la tra-
yectoria porque tengo r en funcion de ¢

dr  (a*+7r(r—2m))/2m(Ly, — aB,)? + r(aEy — Ly)(aE, + L) + E2r3

dr _ 4.55
dt Vr(a?E,(2m +r) — 2aL,m + E,r3) (4.55)

do 2aE,m + L, (r —2m) (4.56)
dt  a?E,(2m +r) — 2aL,,m + E,r3 ’

Juntando las dos tultimas ecuaciones obtengo r en funcién de ¢, es decir, la 6rbita

dr  (a®>+7r(r—2m)) \/2m(Ly, — aE,)? + r(aE, — Ly,)(aE, + Ly,) + E2r®
do Vr(2aE,m + Ly, (r —2m))

(4.57)

Es el caso clasico que todo el mundo conoce, d6rbitas cooplanarias en Kerr con un radio
que varia.
Se ve facilmente que al imponer a = 0 se recupera el caso de Schwarzschild.

El potencial efectivo, teniendo en cuenta lo que anteriormente mencionamos: la energia
de la orbita viene dada por la suma de la energia cinética menos el potencial efectivo de
(4.52) despejamos el potencial efectivo:

2(—aE, + L,)*m  (aE, — Ly)(aE, + L)
3 + 2

Verr = (4.58)
Podemos calcular también directamente con nuestro nuevo enfoque el potencial efectivo.
Teniendo en cuenta la definicién de 7 = 2 y que 72 menos una constante (energia) es el
potencial efectivo

2 2(—aF, + L)’ E,— Ly)(aE, + L
(5) —Bn= ok Ln)Jm (@B = L) (@B + L) (4.59)

73 r

Llegamos a la misma expresion para el potencial efectivo de érbitas para fotones coopla-
narios con un radio que varia.
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Ahora el potencial efectivo depende de la E,,, L,, y de a. Variando estos tendremos
un tipo de potencial efectivo y el valor de la energia nos daré el tipo de érbita posible, de
forma andloga a Newton. Por simplicidad r, L y E estdn adimensionalizados (L = L/m,
r=r/m, E=FE/mym=1).

Estudiaremos dos posibilidades dependiendo de si la energia es positiva o la energia es
negativa:

Energia positiva

Al estudiar como varia el V.¢; respecto de r/m se aprecia la influencia de la a de
manera que para una a # 0 hay un unico punto de corte entre una energia positiva y el
potencial efectivo, por lo tanto en este caso hay dos posibilidades, a la izquierda de ese
punto de corte la particula colapsa y a la derecha escapa.

a=3 a=-3

Figura 4.9: El potencial efectivo para geodésicas nulas (fotones) cooplanarias con un radio
que varfa y L,, = +v30, E, = 10, para distintos valores de a. En rojo el V.;¢ y linea
discontinua la energia positiva

A mayor a el punto de corte del potencial efectivo y la energia es mayor, es decir,
el radio para escapar del atractor tiene que ser mayor. Si a tiene el mismo modulo pero
distinto signo, el radio también es mayor para el caso de fuente con a negativo. El punto
de corte se da cuando V,.¢y = En. Al integrar de forma numérica (4.57) se van a distinguir
dos casos segun el valor de r elegido para una determinada energia positiva.

Al dibujar las trayectorias de los fotones para este caso de energia positiva con a = —3. En
todo momento L,, # 0 significa que hay cambio de dngulo, un intento de orbitar ¢ # 0.
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Se recuerda que en todos los dibujos el disco negro representa la regién acotada por el
horizonte de eventos del agujero negro.

= Para valores de r a la izquierda del punto de corte:

Figura 4.10: Caso que corresponde a foton que cae en la singularidad, el punto amarillo
corresponde a la posicion final del fotén

Aqui enfatizamos que las 6rbitas alrededor de un atractor Schwarzschild poseen una
simetria en la coordenada ¢ que no existe en el espaciotiempo de Kerr, debido a
la rotacion del atractor se rompe la simetria produciendo la ergorregion, zona a
partir de la cual la fuerza de arrastre sera tal que no habra ningtn sistema capaz de
mantenerse estatico respecto de un observador lejano y se vera obligado a acompanar
al agujero negro en su giro. Fotones incluso con momento angular negativo que
entran en la ergorregion deben rotar en sentido del momento angular del atractor.
El foton se ve arrastrado en sentido opuesto al original debido a la rotacién del
atractor y entonces cae al horizonte de eventos.

Como hemos visto llegamos a los resultados obtenidos por otros métodos con nuestro
nuevo enfoque de una manera sencilla.
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= Para valores de r a la derecha del punto de corte:

Figura 4.11: Dentro de energia positiva si r es mayor que el punto de corte, movimiento
dispersivo, es una parabola que se va al infinito.

Con energia positiva y con un r a la derecha del punto de corte hay posibilidad de escape
del foton llegando al ojo del observador. Por lo tanto, se obtienen imagenes de estas fuentes
cuando el foton es lanzado desde un punto a la derecha del punto de corte entre potencial
efectivo y energia positiva.

Energia negativa

En este caso para estudiar el potencial efectivo con una energia negativa viendo los
casos anteriores, tenemos que cambiar los valores de la energia (£, = —1) y del momento
angular (L,, = 10) para que la forma del potencial efectivo cambie y que haya puntos de
corte con la energia negativa, existiendo movimiento. Aumentando el valor del momento
angular y disminuyendo el de la energia lo logramos. A partir de ahi, dibujaremos las
trayectorias de los fotones con la integracién numérica de (4.57).
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a=-3 a=2.5

Figura 4.12: El potencial efectivo para geodésicas nulas (fotones) cooplanarias con un
radio que varfa y L, = +15, E,, = —1, para distintos valores de a. En rojo el V. y linea
discontinua la energia negativa.

A continuacién, se va a pintar las trayectorias de los fotones para este caso de energia
negativa con a = —3. En todo momento L, # 0 significa que hay cambio de angulo, un
intento de orbitar ¢ # 0.

En todos los dibujos el disco negro representa la regién acotada por el horizonte de eventos
del agujero negro.
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= Para valores de r a la izquierda del punto de corte:

Figura 4.13: Caso que corresponde a fotén que cae en la singularidad, el punto amarillo
corresponde a la posicion final del fotén

Vemos el efecto de errogacion de nuevo. El fotén se ve arrastrado en sentido opues-
to al original debido a la rotacién del atractor y entonces cae al horizonte de eventos.

= Para valores de r a la derecha del punto de corte:

Figura 4.14: Dentro de energia positiva si r es mayor que el punto de corte, movimiento
dispersivo, es una parabola que se va al infinito.

Con energia negativa y con un r a la derecha del punto de corte hay posibilidad de escape
del foton llegando al ojo del observador. Por lo tanto, se obtienen imégenes de estas fuentes
cuando el foton es lanzado desde un punto a la derecha del punto de corte entre potencial
efectivo y energia negativa.
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En ambos casos al no existir dos puntos de corte entre potencial efectivo y energia no
vemos érbitas en forma de elipse como pasaba en Schwarzschild, el fotén en una métrica
de Kerr o bien escapa o es atraido por el atractor siendo esta una importante diferencia
entre los dos tipos de fuente.

Caso C: 21 =0 zg = —J229

Este caso C queda fuera de los objetivos del trabajo. Es un caso totalmente novedoso
fuera de lo estudiado hasta ahora, siendo objeto de trabajos futuros con mas profundidad.
Introduciremos las ecuaciones caracteristicas de esta familia. El radio constante debera
cumplir (4.9) y aunque no se ha comprobado por similitud con Schwarzschild todo apunta
a que sea el del caso A.

Esta familia de trayectorias luminosas son orbitas circulares, ya que, z; = 0 implica
que 7 = 0, es decir, son érbitas de radio constante pero en este caso no son cooplanarias
(9 # 0) como pasaba en el caso A. Del conjunto de ecuaciones que tienen que cumplir
esta familia y haciendo uso de (3.3)-(3.6) asi como de la definicién de zy y 23 se llega a
que

E2 - (asz cos(0) cot(0)—2aE,mrsin(0)+ Ly, csc(O)(r72m)>2
2mr —z2m))(a“ cos T a“ cos r{(r—am
0-2 _ 1*m (a?+r(r—2m))(a? cos?(0)+r?)(a? cos?(0)+r(r—2m)) (460)

a? cos?(0) + r?

a® Ly, cot?(0) — 2aE,mr + Ly, csc?(0) (r — 2m)

¢ = (a® + r(r — 2m)) (a® cos?(0) + r?) (4.61)

(a*E,(2m + 1) + 2aL,m + E,r%)

b= r2(a? +r(r —2m)) (4.62)

Estas ecuaciones podemos agruparlas usando otra vez (3.3-3.6) y nos quedan de la si-
guiente manera

do (a2 cos(26) + a + 21"2) (a2Lm cot?(0) + 2a Epmr 4 Ly, r csc?(0)(r — 2m))
e _ (4.63)

dt (a,2 cos2(0) + r2) (azE" cos(20) (a2 +r(r— 2m)) + a2Epr(2m + 3r) + a*E, — 4aLymr + 2Enr4)

2
a2 + r(r — 2m)+y/a? cos(20) + a? + 2r2\/(a2 + 7(r — 2m)) (a?E2 cos(20) — 2L2, csc2(0)) + a? (E2r(2m + 3r) + 2L2,) + E‘L42 — 8aE,Lymr + 2 E"4
n

m —

ao

dat (a? cos?(0) + r2) (a2 Ey cos(20) (a2 + r(r — 2m)) + a?Epr(2m + 3r) + a*Eyp — 4aLyymr + 2E,r?)
(4.64)

Se comprueba en seguida que se llega al caso de Schwarzschild imponiendo que a = 0.
Juntando las dos ultimas e integrando tenemos como se mueven los fotones en la esfera
de radio constante.

Como trabajos futuros seria muy interesante hacer un estudio como en el caso de Sch-
warzschild, obtener el radio constante en el que tendremos 6rbitas que varian su angulo 6
y ¢ asi como algiin parametro que nos permita estudiar la existencia o no de estas érbitas
circulares no cooplanarias.
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Capitulo 5

Conclusiones y desarrollos futuros

En este trabajo hemos sido capaces de formular el problema de las geodésicas lumi-
nosas, es decir, las trayectorias de los fotones en el campo gravitatorio generado por un
cuerpo en el marco de la teoria de la relatividad general, en término de unos parametros
fisicamente interesantes. Por el lado de la fuente, los escalares que nos salieron a partir
de la derivada covariante del formalismo de tétrada que propusimos para simplificar el
conjunto de ecuaciones de la relatividad general que se obtienen a partir de las funciones
métricas. Cambiando los escalares que nos salen de la métrica podemos cambiar la fuente
de manera muy sencilla. En el caso de los fotones nos queda la energia y el momento
angular como parametros fisicamente interesantes para estudiar las érbitas.

La mayor contribucién en este trabajo es el desarrollo de un formalismo en el que plantea-
mos las ecuaciones de las geodésicas para fotones en término de los escalares geométricos
de la fuente a;, €2; y j;. En vez de usar las ecuaciones de Euler-Lagrange, nos basamos en
la definicion de lo que es una geodésica, determinada por un vector tangente que es para-
lelo a si mismo. Llegando asi al planteamiento de las ecuaciones en términos de nuestros
escalares de una manera sencilla.

Al identificar las cantidades que parametrizan los distintos tipos de geodésicas consegui-
mos hacer una clasificacién de todas las geodésicas posibles. Se analizaron los casos A y
B para fotones en una métrica de Kerr y Schwarzschild que son los que aparecen en todos
los trabajos publicados sobre geodésicas, obteniendo con nuestro enfoque de escalares los
resultados ya conocidos y validando el modelo planteado. En particular el caso C, es algo
nuevo que nunca antes se habia visto, geodésicas luminosas circulares no cooplanarias.
Este caso para una métrica de Kerr se ha dejado introducido para trabajos futuros.

Las imagenes recientes de la Colaboracién del Telescopio Event Horizont (EHT) de
un agujero negro supermasivo han abierto la posibilidad de entender las imagenes para
distintas fuentes. En [14] se simularon estas imdgenes a partir de las ecuaciones de Einstein
mas complejas. Con nuestro modelo hemos conseguido lo mismo siguiendo el formalismo
de escalares.

44



Desarrollos futuros

Con nuestro enfoque hemos sido capaces de clasificar todas las geodésicas para luego
aplicarlo en Kerr y Schwarzschild para el caso de geodésicas luminosas. Por lo tanto, esta
clasificacion se puede aplicar a cualquier métrica que sea simétrica axial y temporalmente,
dejando abierto un desarrollo futuro para otras métricas con esas propiedades.

Nuestro trabajo plantea investigaciones futuras muy interesantes que se han ido mencio-
nando durante el desarrollo del trabajo. Para el caso C, érbitas circulares no cooplanarias,
en Schwarzschild se ha conseguido sacar el radio constante de la esfera alrededor de la
fuente, una relacién de la energia con el momento angular que se tiene que cumplir siem-
pre y el descubrimiento de dos érbitas asintoticamente circulares en dicha esfera. Para
una métrica de Kerr todo esto se deja para desarrollarlo en un futuro, ya que queda fuera
de los objetivos de este trabajo .

Respecto al caso D, es muy interesante porque generaliza y contiene a todos los anteriores,
dejando este caso abierto a investigaciones posteriores.
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V4 L]
Apéndices
En esta seccion se presentan los escalares geométricos para distintas fuentes con si-

metria axial y temporal.

Escalares para la métrica de Schwarzschild

Los escalares para esta métrica

ay = _—
2
r24/1-21
. \/1-2m
Jo ="
. N1
Jo = ————
- cotl
Jo = =~

Escalares para la métrica de Kerr

Los escalares para esta métrica son

2v2mn/ a2 4r(r—2m) (a2 cos(20)+a2—2r2)

a; = —
1 (a2 cos(20)+a2+2r2)%/2 (a2 cos(20)+a2+2r(r—2m))
Paraa=0 = a=—%"—
1 r2y/1-2m
4+/2a?mr sin(20)
a9 =

B (a2 cos(20)+a2+2r2)>/2 (a2 cos(26)+a2+2r(r—2m))
Paraa=0 = ay;=0

V202 sin(26)
a? cos(20)+a2+2r2)

jl = ( 3/2

Paraa=0 = j5;=0

2v2r\/a24-r(r—2m)
a2 cos(20)+a2+2r2)3/2

J2 =
(
1—2m
Paraa=0 = j,= —
4a2r2(2r—5m)+at cos(49)(1‘—m)+4a27‘505(26)(a2+r(2r—37n))+a4(m+37‘)+87‘3(7‘—2m)2
V2\fa24r(r—2m) (a2 cos(29)+a2+27“2>3/2 <a2 cos(20)+a2+2r(r—2m))

= '——\’1_2Tm

Jo6 = —

Jje =

Paraa =0
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cot(0) (a4 cos(46)+4a? cos(26) (a2 +2r(r—2m) ) +8a?r24+3a*+8r3 (r72m))
V2(a2 cos(20)+a2+2r2)3/2 (a2 cos(20)+a2+2r (r—2m))

Jo =
Paraa=0 = jy= <

T

2v/2am sin(f) (a2 cos(26)+a? 727‘2)
(a2 cos(20)+a2+2r2)3/2 (a2 cos(20)+a2+2r(r—2m))

Q= —

Paraa=0 = Q=0

0. — 8v/2amr cos(0)4/ a2 +r(r—2m)
3= —

(a2 cos(20)+a2+2r2)3/2 (a2 cos(20)+a2+2r(r—2m))

Paraa=0 = Q3=0

En todos los casos los escalares de Schwarzschild se recuperan como esperabamos.

Escalares para una métrica general

Una métrica general con un término de rotacion ws(r, 6):

—A(r,0)? 0 0 ws(r, 6)
0 B> 0 0
0 0 C(re? 0
ws(r,6) 0 0 R(r,0)?

Los escalares para esta métrica general, usando esta funcién de cambio

W3 = AQ’QD
pueden ser escritos como sigue
o A,r o A,O
“T A T ac
By G
= BC J2 = BC
— (In(R? + A%Y?)),
Jo = 5B
— (In(R? + A%)?)) 4
Jo = 20
T )
? 2B/R? + A2y?
Q . A¢,9
3 =

2C\/R? + A%?
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