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Resumo

Esta Dissertagao de Mestrado trata do estudo da estabilidade local e das bifurcacoes de
Hopf genéricas de uma familia de equacoes diferenciais quadréticas em R? dependentes de
trés parametros reais negativos. Essa familia é oriunda de outra familia a trés parametros
de equacgoes diferenciais escalares quadraticas de terceira ordem. O estudo da estabil-
idade dos equilibrios ¢é feito utilizando—se o critério de estabilidade de Routh-Hurwitz.
Utilizamos ainda este critério para a determinacao da superficie de Hopf no espacgo de
parametros. Calculamos analiticamente as condigoes de nao degenerescéncia e transver-
salidade das bifurcacoes de Hopf genéricas. Aplicamos os resultados obtidos no estudo de

um caso particular conhecido em Teoria de Controle como sistema de Lur’e.

Palavras—chave
Bifurcacoes de Hopf, estabilidade local, primeiro coeficiente de Lyapunov, ciclos limites,

equacoes diferenciais quadraticas, sistema de Lur’e.
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Abstract

This work deals with the study of local stability and generic Hopf bifurcations of a family
of differential equations in R*® depending on three negative real parameters with only a
quadratic term. This family is from another family of three parameters of the scalar
quadratic differential equations of third order. The study of stability of equilibria is
done using the Routh-Hurwitz criterion stability. We use this criterion again for the
determination of the Hopf surface in the parameter space when studying the bifurcations.
We obtain analytically the nondegenerescence and transversality conditions for the generic
Hopf bifurcation. We apply our study in a particular system from the Control Theory

called Lur’e system.

Keywords
Hopf bifurcations, local stability, first Lyapunov coefficient, limit cycles, quadratic differ-

ential equations, Lur’e system.
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Capitulo 1

Introducao

Nesta dissertacao estudamos uma familia a trés parametros de equacoes diferenciais quadraticas
no espaco R3. Mais precisamente, as equacoes dinamicas desta familia a trés parametros
s * Y s

sao dadas por
ro=y,

Z = ar+by+cz+ 2

onde (z,y,2) € R? sao as variaveis de estado e a, b e ¢ sao parametros reais e negativos,
ou seja,

(a,b,c) € D={(a,b,c) ER*/ a<0,b<0,c<0}.

Esta familia (1.1) pode ser vista como oriunda de uma familia a trés parametros de

equacoes escalares quadraticas de terceira ordem, da forma

2" —cx’ —ba' —ax —2* =0,

através das definicoes das novas variaveis

Usaremos indistintamente os simbolos x’ ou & para as derivadas da fungao x com relagao

a variavel t.
A familia de equagoes diferenciais (1.1) possui dois pontos de equilibrio, denotados por

E, =(0,0,0) e By = (—a,0,0), para todos os valores dos parametros. Nesta dissertacao,

realizamos o estudo da estabilidade local dos equilibrios acima e o estudo das bifurcagoes de



Hopf genéricas. Aplicamos, posteriormente, estes estudos na anélise de um caso particular

da familia de sistemas (1.1), conhecido como sistema de Lur’e.
Destacamos os seguintes resultados obtidos nesta dissertacao.

Considere o conjunto de parametros D = D; U Dy U D3, onde
D, ={(a,b,c) € D/ bc > —a},

Dy = {(a,b,c) € D/ bc < —a},

D3 ={(a,b,c) € D/ a = ap, = —bc}.

Teorema 1.0.1 Considere a familia a trés parametros de equagoes diferenciais (1.1). As

sequintes afirmacgoes sao vdlidas:

1. Se (a,b,c) € Dy, entao o ponto de equilibrio Ey de (1.1) é hiperbdlico e é local e

assintoticamente estavel;

2. Se (a,b,c) € Dy, entao o ponto de equilibrio Ey de (1.1) é hiperbdlico e é localmente

instavel;

3. Se (a,b,c) € D3, entdo o ponto de equilibrio Ey de (1.1) é ndo hiperbdlico e é local
e assintoticamente estdvel. Mais precisamente, se (a,b,c) € Ds, entdo (1.1) tem um
ponto de Hopf de codimensdo 1 em Ey e para cada a < ay, mas prozimo de ay,, eviste

uma orbita periodica estavel proxima do ponto de equilibrio instavel Eq;

4. O ponto de equilibrio Ey € hiperbolico e é localmente instdvel para todos os valores

dos parametros em D.

Essencialmente, nesta dissertagao, fazemos uma demonstragao detalhada do Teorema
1.0.1. Para tanto, a dissertacao esta desenvolvida como se segue: no capitulo 2 sao apresen-
tadas as principais definicoes e resultados preliminares que serao utilizados nos capitulos
seguintes, destacando o estudo da bifurcacao de Hopf genérica, o método de projecao e os

diagramas de bifurcagao da forma normal da bifurcagao de Hopf genérica.

No capitulo 3, através da anélise linear, concluimos sobre a estabilidade dos pontos de
equilibrio F; e Es e mostramos que o equilibrio E; pode apresentar bifurcacoes de Hopf,
o mesmo nao acontecendo com o equilibrio Fy. Um estudo detalhado das bifurcagoes

de Hopf no ponto de equilibrio F; é feito ainda no capitulo 3, através da determinacao



analitica das condigoes de nao degenerescéncia e transversalidade das bifurcagoes de Hopf.
Ainda no capitulo 3, aplicamos os resultados obtidos para (1.1) a um caso particular de

grande interese na literatura: um sistema de tipo Lur’e.
No capitulo 4 apresentamos algumas simulagoes numéricas para (1.1), baseadas nos
resultados analiticos obtidos no capitulo 3.

Nos anexos A e B estao apresentados os resultados da implementacao computacional

de algoritmos aqui utilizados.

Figura 1.1: Retrato de fase do sistema (1.1) para valores de pardmetro a = —6, b = —2.92 e
¢ = —1.2. Intervalo de integracao: [0,150]. Condicao inicial: (x,y,z) = (0.6,0.8, —0.6). Quando
bc < —a o ponto E; = (0,0,0) é localmente instavel e, portanto, localmente repulsor. Os
autovalores da matriz Jacobiana sao: A\ = —1.64393, Ao = 0.221965 — 1.89757, A3 = 0.221965 +
1.8975:.

Cabe aqui, ainda, alguns comentérios sobre (1.1). A despeito de sua aparente sim-
plicidade, as equagoes (1.1) apresentam um comportamento dindmico muito rico, desde
solugoes estacionarias a solugoes periddicas e mesmo oscilagoes cadticas. Esse tltimo com-
portamento pode ser vislumbrado na Figura (1.1), a qual apresenta um dos possiveis
“atratores cadticos”do sistema (1.1) para os seguintes valores dos parametros: a = —6,

b=-292¢ec=—-1.2.



Outro ponto a se destacar é o seguinte: inicialmente nosso plano era estudar nao sé
as bifurcagoes de Hopf genéricas de (1.1), como também suas bifurcagoes de Hopf de-
generadas, baseado no artigo [11]. Neste artigo, os autores apresentam condigdes para
a existéncia destas bifurcagoes. No entanto, através de nosso estudo, concluimos que o
referido artigo esta errado, nao sendo possivel a existéncia de bifurcagoes de Hopf degen-

eradas para o sistema (1.1).



Capitulo 2

Preliminares

2.1 Consideracoes iniciais

A bifurcacao de Hopf é uma interessante e 1til ferramenta em matemaética aplicada quando
se trata do estudo do surgimento/desaparecimento de uma érbita periédica. O teorema
classico de Hopf fornece condigoes suficientes para a ocorréncia desta bifurcacao e ainda
fornece um algoritmo para o cdlculo da estabilidade do equilibrio correspondente, bem

como da estabilidade da orbita periédica bifurcante.

Existem varias vertentes mais ou menos distintas para o estudo das bifurcagoes de

Hopf genéricas e degeneradas [2], as quais sdo:
1. O método das formas normais de Poincaré—Birkhoff;
2. O método das constantes de Lyapunov;
3. O método da funcao sucessao;
4. O método de averaging;
5. O método do balan¢o harmonico;
6. O método de Lyapunov-Schmidt;

7. O método da projecao.

Neste capitulo, o objetivo principal é estudar as bifurcacoes de Hopf. Primeiramente
trataremos de sistemas bidimensionais onde o conceito de bifurcacao de Hopf é bastante

conhecido para, posteriormente, estuda—lo em um contexto mais amplo, para sistemas



n—dimensionais. As defini¢oes e o método de projecao que apresentaremos no corrente

capitulo foram baseados no livro de Kuznetsov [4] e nos artigos [6, 7, 8, 9, 10].

Além do estudo das bifurcacoes de Hopf, anunciaremos as principais defini¢coes que

serao utilizadas no decorrer do texto.

Utilizaremos a terminologia suave para nos referirmos as fungoes onde a classe de
diferenciabilidade é suficientemente grande, ou seja, f € C" com n suficientemente grande.
Quando acharmos necessario explicitar a classe de diferenciabilidade faremos mengao a

respeito.

A notagao f(x) = O(||x||") representard uma fun¢ao suave cuja expansao de Taylor

em X inicia—se com os termos de ordem n, ou superiores.

Consideremos a equacao diferencial

X = f(x,,u), (2'1)

onde x € R" e p € R™ sao, respectivamente, vetores que representam as variaveis de
estado e parametros. Assumimos que f seja de classe C*>° em R™ x R™. Suponha que
(2.1) tenha um ponto de equilibrio x = g quando p = pg e, denotando a varidvel x — e

também por x, escrevemos

F(x) = f(x, po)-

Seguem algumas definicoes que utilizaremos no decorrer deste e dos préximos capitulos.

Definigao 2.1.1 Um sistema dindmico € uma terna {T,S, o'}, onde T é um conjunto de
tempo, S é um espago de estados e ' : S — S é uma familia de operadores de evolugdo

parametrizados por t € T satisfazendo as sequintes propriedades:
1. ¢° =1id, onde id é a funcao identidade em S, id(z) = x, Vx € S;

2. @t = ol o ® isto €, ¢"5(x) = ¢ (p*(x)), Vo € S eVit,s € T, onde ambos 0s

membros desta equacgao estejam definidos.
Definicao 2.1.2 A orbita por xo € um subconjunto ordenado do espaco de estados S
O(xg) ={r €S :x=y'zy, t €T},

com a ordem induzida pelo conjunto de tempo T'.



Definigao 2.1.3 Um ciclo (ou uma drbita fechada) é uma drbita pericdica Lo, ou seja,
uma drbita de nao equilibrio de tal forma que, para cada ponto o, P 0xy = Y'xy, para

algum Ty > 0, para todo t € T.

Definicao 2.1.4 Uma orbita fechada isolada no conjunto de todos os ciclos é chamada

um ciclo limaite.
Definigao 2.1.5 [Estabilidade] Seja e € R™ um ponto de equilibrio de (2.1).

1. Um ponto de equilibrio eq € estdvel se, dado € > 0 existe § > 0 tal que para qualquer
solugao (orbita) x = p(t) de x = f(x) satisfazendo |p(0) — eg] < € = |p(t) — eo| <

0,V t > 0. Caso contrdrio, o ponto de equilibrio € dito instdvel.

2. Se além das condi¢oes do item acima sobre a estabilidade, temos limy .., p(t) = eq,

para toda solugdo com |p(0) — eo|, dizemos que ey € assintoticamente estdvel.

Defini¢ao 2.1.6 Um ponto de equilibrio ey do sistema (2.1) é chamado hiperbélico se
todos os autovalores de D f(eqg) tém partes reais diferentes de zero, onde D f(ey) representa
a matriz Jacobiana de f mo ponto eg. Se a parte real de algum autovalor for nula o

equilibrio sera dito nao—hiperbolico ou degenerado.

Definicao 2.1.7 Um ponto de equilibrio hiperbdlico eq € R™ do sistema (2.1), chama-se
no se D f(eg) possuir n autovalores reais com mesmo sinal. Se este for negativo chamare-

mos ey de no atrator e se for positivo de no repulsor.

Definigao 2.1.8 Um ponto de equilibrio hiperbélico eq do sistema (2.1) é chamado sela
se todos os autovalores de D f(ey) sao reais e pelo menos dois deles possuirem sinais
opostos. Utilizaremos, entao, a notacao sela n—p, para indicar uma sela com n autovalores

negativos e p autovalores positivos.

Definicao 2.1.9 Por abuso de linguagem, um ponto de equilibrio hiperbolico eq do sistema
(2.1) ainda serd chamado sela se todos os autovalores de D f(ey) tém partes reais diferentes
de zero e pelo menos dois deles possuirem partes reais com sinais opostos. Utilizaremos,
entdo, a motacdo sela n — p, para indicar uma sela com n autovalores com partes reais

negativas e p autovalores com partes reais positivas.



Definicao 2.1.10 Um ponto de equilibrio (eq, o) do sistema (2.1) com [ suave, x € R"
e p € R™, € chamado ponto de Hopf se a matriz Jacobiana D f(eq, po) possui um par de
autovalores imagindrios puros A2 = +iw, w > 0, e nao admite outros autovalores com

partes reais nulas.

Definigao 2.1.11 Um ponto de Hopf (eg, itg) € chamado transversal se os autovalores
complexos conjugados dependentes do parametro p interceptarem o eixo imagindrio com

derwadas nao nulas quando = .

Considere o seguinte sistema de equacoes diferenciais no plano dependendo do parametro

weR
T poo—1 T T
= + (27 + z3) : (2.2)
.17.2 1 % i) i)
Para qualquer 1 € R, o ponto (z1,z5) = (0,0) é equilibrio desse sistema com a matriz

Jacobiana dada por

-1
A=
L p
que possui autovalores \; = p+ i e Ay = p — ¢. Introduzimos aqui a variavel complexa
z = x1 + ixe. Como

. 2 2
T1 = ur1 —To £ 1 (ac1+x2),

To = T1 + pry £ 29 (:U%%—xg),

temos
Z =10y + ity = p (1 +ima) + i (x1 + ix2) £ (z1 +ix9) (2] + 23),

podemos entao reescrever (2.2) na sua forma complexa
= (u+i)z £ 2|z)% (2.3)
Usando agora a representacao z = pe’, obtemos
i = pe + pife'

e, portanto,

p'ew + piéew = pew (,u +i+ p2) .



Assim, podemos escrever a equagao (2.3) em sua forma polar

po= plpEp?),

. (2.4)
g = 1.

Da primeira equagao de (2.4) podemos perceber que p = 0 é um ponto de equilibrio
para qualquer valor de p (obviamente s6 consideraremos p > 0). Outro ponto de equilibrio
surgird para determinados valores de p, dependendo do sinal do termo ctibico em (2.4).
Suponha, por exemplo, o sistema

p = p(p = p?), (25)

0 = 1.
Entao, para 1 > 0, p(1) = /p ¢ um ponto de equilibrio que descreve uma érbita periédica
circular percorrida com velocidade constante. Este sistema sempre tem um equilibrio na
origem que ¢ um foco atrator se y < 0, um foco repulsor para p > 0 ou um foco atrator
“fraco” (um equilibrio nao linear e topologicamente equivalente a um foco atrator), para
o valor critico p = p. = 0. Para p > 0, a origem fica isolada por uma orbita fechada
(ciclo limite) que é tinica e atratora. Este ciclo é uma circunferéncia de raio p(u) = /.
Todas as orbitas externas ou internas a este ciclo, com exce¢ao da origem, tendem ao ciclo
limite quando t — 400. Veja Figura 2.1. Este fenomeno de surgimento/desaparecimento
de uma orbita periddica e a mudanca de estabilidade do foco a partir de uma pertubacao
no parametro u é conhecido na literatura como bifurcacao de Andronov—Hopf ou,
simplesmente, bifurcagao de Hopf. O mesmo sistema de (2.4), porém com sinal oposto

nos termos nao-lineares,

po= plp+p*),
1

(2.6)

pode ser analisado da mesma maneira. Teremos uma bifurcagao de Andronov—Hopf para
@ = 0, mas, ao contrario de (2.5), o ciclo limite, que surgird para p < 0, serd repulsor.
Para valores de 1 > 0 a origem é um foco repulsor e o sistema nao possui ciclo limite,
quando g = p. = 0 a origem serd um foco repulsor “fraco” (nao linear) e para p < 0, um
foco atrator. Neste tltimo caso teremos entao o ciclo limite repulsor dado por uma érbita
fechada cujo trago serd uma circunferéncia centrada na origem de raio p(u) = /—u. Todas
as oOrbitas iniciando externa ou internamente ao ciclo, com excecao da origem, tendem a
este ciclo quando ¢ — —oo. Em ambos os casos acima o ponto eg = (0,0) é um ponto de

Hopf para py = 0.



10

=0 p=0 H=0

Figura 2.1: Retrato de fase do sistema (2.5) ilustrando uma bifurcac¢ao de Hopf.

Definigao 2.1.12 Os sistemas (2.2), ou equivalentemente, (2.3) e (2.4), serao denomi-

nados formas normazis das bifurcacoes de Hopf.

A seguinte definicao serd usada na proxima secao, onde estudaremos a bifurcacao de
Hopf genérica.
Definicao 2.1.13 Dois sistemas

x=f(x,p), x€eR" pelR™, (2.7)

y=9y.¢), yeR", (eR", (2.8)

sao ditos localmente topologicamente equivalentes em torno da origem se existir uma
aplicagao (x, ) — (h,(x),k(p)), definida em uma vizinhanca V = Uy x Vi de (x,p) =

(0,0), contida em R™ x R™, satisfazendo:

1. k:R™ — R™ ¢ um homeomorfismo definido em Vy;

2. h, : R" — R"™ é um homeomorfismo para cada i, definido na vizinhanga Uy de
x = 0,ho(0) = 0, levando orbitas de (2.7) contidas em Uy em drbitas de (2.8) em

h,(Uy), preservando a dire¢ao do tempo.

2.2 Bifurcacao de Hopf Genérica

Nesta secao encontraremos condigoes para que um sistema seja localmente topologica-
mente equivalente a forma normal da bifurcagao de Hopf, que acabamos de definir acima.

Este resultado sera obtido no Teorema 2.2.1.
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Considere o sistema

x

=
|
—_

xr xr
— Pl -@ea) | T (2.9)
.fQ 1 1% T2 T2

que como definido no inicio do capitulo, representa a forma normal da bifurcacao de Hopf
cujo sinal dos termos cubicos é negativo e, conseqiientemente, apresentando uma orbita

periédica atratora para pu > 0.

Lema 2.2.1 O sistema

“ = wo—d o — (x2 + x2)
= 1 2
To 1 u T T2

Ty

+O(|I=II), (2.10)

onde x = (x1,79)" € R%, p € R e O(||x]|*) representa os termos de ordem j e superiores,
e depende suavemente de p, é localmente topologicamente equivalente em torno da origem

ao sistema (2.9).

Demonstracao 2.2.1 A prova serd dividida em duas partes.
Parte I: Existéncia e unicidade do ciclo.

Escrevendo (2.10) nas coordenadas polares (p, ), obtemos

po= plp—p?)+2(p,0),

. (2.11)
§ = 1+Y(p,0),

onde ® = O(|p|*) e ¥ = O(|p|?). Nao indicaremos a dependéncia em p dessas fungoes
para nao complicarmos a notagao. Uma érbita de (2.11), partindo de (p, #) = (po, 0), tem
a seguinte representagao (veja Figura 2.2): p = p(0; po), po = p(0; po) com p satisfazendo

a equacao
dp _ p(p—p*) + 2(p,0)
db 14+ U(p,0)

onde R = O(|p|*). Note que a transformagio de (2.11) para (2.12) é equivalente a uma

= p(p = p*) + R(p,9), (2.12)

reparametrizagao do tempo com # = 1, implicando que o tempo de retorno para o semi—
eixo # = 0 é o mesmo para todas as érbitas que partem desse eixo com py > 0. Como

p(0;0) = 0, podemos escrever a expansao de Taylor para p(6; py) da seguinte forma

p = ui(0)po + us(80)py +u3(9) g5 + O|pol*)- (2.13)
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M Fo P

Figura 2.2: Transformacao de Poincaré para a bifurcacao de Hopf.

Substituindo (2.13) em (2.12), obtemos

d

5w (6)po + ua6)p5 + ua(6)pf +..) =

= (u1(0)po + u2(0)p5 + us(0)pf + .. .)[1 — (w1 (8) po + u2(0)pg + us(0)pf + ...)*] + R(p, )
= u1(0) pop + u2(0) pip + uz(0) popr — ui(0)p + - .. + R(p, 0),

de onde vem as seguintes equacoes diferenciais lineares resultantes das correspondentes

poteéncias de py

du1 dUQ dU3 3
R — =u — = ugft — uj.
Como queremos para 6 = 0, p = pg, estabelecemos as condigoes iniciais u1(0) = 1,

u2(0) = u3(0) = 0, obtendo assim
u1(9> = eﬂe’ u2(0) = O7u3<9) = eu9_—

Note que essas expressoes sao independentes de R(p, ). Como na expressao de uz(2m)

vale a igualdade

271-“1 _62(27r),u B e27r,u (2(271-))2”2

e 3 = g L (2 s ) = —emizr + o),

podemos concluir que a transformacao de retorno ou de Poincaré

po — p1 = p(2m, po)

tem a forma

pr = €™ py — 2™ [2m + O () + O(py), (2.14)

para todo R = O(p*). A fungao (2.14) pode ser facilmente analisada para py e || sufi-

cientemente pequenos. Existe uma vizinhanca da origem onde essa funcao tem somente o
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n=0
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Figura 2.3: Ponto fixo da transformagao de Poincaré.

ponto fixo trivial para pequenos valores de y < 0 e um ponto fixo extra, pj = /u+ ...,
para pequenos valores de p > 0, veja Figura 2.3. Para verificar essa ultima afirmacao,

consideremos a fungao (2.14) escrita na forma

P1 = IOOS(IMa P0)> (215)

onde
S(us p) = ™(1 — 21 + O(w)]pg) + O(pp)-
Teremos, entao, a equagao dos pontos fixos, para pg > 0, dada por

S po) = 1
& ™M1 -2+ O(w)lpy) + Olpy) = 1
& 1-[2r+0()p; +e*™O0(pg) = e

& 1-[2r+0(wlpg +e*™O(py) — e = 0.
Seja
S(p,po) =1 = [2m + O(u)lpg + > O(pp) — e ™.

Aplicando o Teorema da Fungao Implicita na fungao S(u, po), para (i, po) = (0,0), com-

provamos a afirmagao. De fato, S(0,0) = 0e S,(0,0) = 27 # 0, o que nos permite escrever
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1 como funcao de pg numa vizinhanga de py = 0 e calcular

W (py) = —Seolpo1po)) _ 2Qm + OG0 + e*™O(pp)
Y Sulpo lpe)) (- )pE — 2me 2 O(p]) + 2me 2

Portanto, temos que

implicando, pela expansdo de Taylor em torno de p = 0, p(0) = 0, que

1(po) = po+ ..,

que é uma funcao injetora no dominio py > 0.
A estabilidade dos pontos fixos também ¢é obtida de (2.14). Derivando (2.15) com

relagao a pg, obtemos

dpl ~ ~
P S, po) + P0Spy (11, po)-
Po
Para provarmos a estabilidade de p{ basta mostrarmos que
dp1(pp) <1
dpo

De fato, como S(j, po) = 1 para py = pi, i1 = p(pt), resta vermos que Pogpo (u(ps), ps) €

negativo. Calculando ~
Siit.p0) = oo (1, o)
PO po \ s PO Poapo s P0),

obtemos
oS, (11, po) = pi [—2*™ (21 + O(p)] + O(po)],

que, para pequenos valores de pj > 0, u(pf) > 0, satisfaz o esperado.

Levando em conta que o ponto fixo positivo da fungao corresponde a um ciclo limite do
sistema, podemos concluir que o sistema (2.11), ou (2.10), com quaisquer termos O(|p|?),
tem um unico (e estdvel) ciclo limite bifurcando da origem quando p > 0 como no sistema
(2.9). Portanto, em outras palavras, os termos de ordem superior nao afetam o surgimento
do ciclo limite numa vizinhanga de (x1,23) = (0,0) com |u| suficientemente pequeno.
Parte II: Construcao dos homeomorfismos.

Estabelecida a existéncia e unicidade do ciclo limite, indicaremos agora como proceder
para se obter os homeomorfismos necessarios e concluir a equivaléncia topolégica dos
retratos de fase.

Fixemos 1 pequeno, mas positivo. Ambos os sistemas (2.9) e (2.10) tém um ciclo limite

em alguma vizinhanga da origem. Assuma que ja tenha sido realizada no sistema (2.10) a
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reparametrizagao do tempo, resultando num tempo de retorno constante 27, (veja Parte
I). Além disso, aplicamos um escalonamento linear nas coordenadas do sistema (2.10) de

modo que o ponto de intersecgao do ciclo e o semi—eixo horizontal seja z; = |/p.

(xy, x3) (x1, X5)
[ S [ 8

—

\Tﬂ \\TG
\ \'
Po \ Po

Figura 2.4: Construc¢ao do homeomorfismo préximo a bifurcacao de Hopf.

Defina a func¢ao x — X do seguinte modo: pegue o ponto x = (x1, x2) e encontre valores
(po, 7o), onde 19 é o tempo minimo que uma drbita do sistema (2.9) leva para alcangar o
ponto x partindo do semi—eixo horizontal com p = pg e construa uma orbita do sistema
(2.10) no intervalo [0; 79| partindo desse ponto. Denote o ponto resultante por X = (771, 72),

veja Figura 2.4. Assuma que X = 0, para x = 0.

A fungado construida é um homeomorfismo que, para p > 0, leva 6rbitas do sistema
(2.9), em alguma vizinhanga da origem, em orbitas de (2.10), preservando a diregao do
tempo. O caso p < 0 pode ser considerado da mesma forma com uma nova mudanca de

coordenadas. [ ]

Considere o sistema
x=f(x,pn), x= ($1,ZE2)T S RZ, e R,

com f suave, tendo para ; = 0 o equilibrio ey = 0 com autovalores \;» = +iw,w > 0.
Pelo Teorema da Funcgao Implicita, como A = 0 nao é um autovalor da matriz Jacobiana,
o sistema tem um tnico equilibrio eg(u) em alguma vizinhanga da origem para todo |yl
suficientemente pequeno. Podemos entao, através de uma mudanca de coordenadas, levar
este equilibrio para a origem. Portanto, vamos assumir, sem perda de generalidade, que

ep = 0 é ponto de equilibrio do sistema para |u| suficientemente pequeno.
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Entao, o sistema pode ser escrito como

x = f(x,p) (2.16)

onde f ¢ uma funcao suave com componentes fi 2, tendo expansao de Taylor em x iniciando
com os termos de primeira ordem, f = O(||x||). A matriz Jacobiana A(u) = fx(0, uo)

possui dois autovalores
M) = M), Aa(p) = Ap),
onde

) = v(u) +iw(p),

e a condicao para a bifurcacao de Hopf é

e seja p(u) € C? autovetor da matriz transposta AT () correspondente ao autovalor A(y),

AT()p(p) = Ap)p(p).

E sempre possivel normalizar p com respeito a ¢, tal que

(p(p), q(p)) = 1,

onde (p,q) = piq1 + P2ge ¢ o produto escalar usual em C2. Qualquer vetor x € R? pode

ser representado unicamente, para todo p pequeno, como

para algum complexo z. Temos, entao, a seguinte férmula explicita para se determinar z
2= (p(n),x). (2.17)
Para verificar esta férmula, notemos que
(p,x) = (. 20 + 2q) = (p, 2q) + (p, 20)

& (p,x) = 2(p,q) + Z(p, 7).
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Como (p, q) = 1, basta vermos que (p,q) = 0. De fato,

(p,q) = <p, %Aq‘> = %(ATP, q) = §<p, q)

@(1—%)@, =0,

Como A # A, pois para |u| suficientemente pequeno temos w(u) > 0, concluimos que

<p7 >_0

Lema 2.2.2 O sistema (2.16) pode ser escrito, para |p| suficientemente pequeno, na forma

= AMuz+g(2, 2, 1),

onde g = O(|z]?) € uma fungdo suave de (z,z, 1), dada por
9(z, 2, ) = (p(p), F*(zq(p) + Zq(1), p))-
Demonstracao 2.2.2 Em (2.16) temos x = f(x, 1), de onde podemos fazer
% = Ax + O(|x]|2),

sendo A = f,(0, 10) e O(||z||*) representando a expansao de Taylor em x iniciando com os
termos quadraticos (no minimo). Temos, assim, que f(x) — Ax = O(||x||?), porém, para
simplificar a notagao tomemos F*(x) = O(]||x||?). Assim, de (2.17) temos que a varidvel

complexa z satisfaz a equacao

o= (p(n),%)
= (p, Ax + F*(x))
= (p, Ax) + (p, F"(x))
= (p, Alzq + 2q)) + (p, F"(2q + 2q))
(p; A(zq)) + (p, A(Zq)) + (p, F"(2q + 7))
= Az(p,q) + A2(p, Q) + (p, F" (2q + 20))
), F

= M)z + (p(p), F*(zq(p) + 24(p1), 1)),
(2.18)

obtendo, entdo, a forma (2.18), como querfamos. [ |
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Escrevendo g em série de Taylor nas duas variaveis complexas (z e Z), temos
- 1 k=l
9(2727“) = Z ngl(lu“)z Z,
k+1>2

onde

i) = oo o). £z + zati). )|

z=0
parak+10>2 k 1=0,1,....

Suponha que, para p = 0, a fungao f(z, u) em (2.16) seja representada na forma

1
E(x,x,x,%,%) + O(|x]),

1 1
f(x,0) = Ax+2B(x X) + = C(XXX)+ D(xxxx)—i—120
(2.19)

24

onde A = fx(0,10) € B(x,y¥),C(x,y,2), D(x,y,z,u) e E(X,y,z,u,V) sdo fungdes multi-

lineares simétricas de x, y, z, u, v € R% Em coordenadas, temos

2
Fi 9
Bi(x,y) = w X;Yks (2.20)
Sk 10Nk
2
P Fy(n,0)
Ci(X7Y7 ) — XiYiz,
o Oniomom|
_0'Fi(n,0)
D; (X Y,z u XjYiZi U,
A k,z: 0m377k6m<977m T
2
0°Fi(n, 0)
Ei(x,y,z,u,v) = ’ XY LZ Uy Vo,
( - mz Oy OmOmonmny| " ’
para 1 =1,2.
Entao,

B(zq+ 2q,2q + 2q) = 2°B(q,q) + 222B(q,q) + 2°B(q, q),

onde ¢ = ¢(0),p = p(0), e os coeficientes de Taylor gy, k + | = 2, dos termos quadraticos

em ¢g(z, z,0) podem ser expressos, agora, pelas férmulas

goo = <p7 B(Qa q)>7 g1 = <p7 B(q7 Cj)>a Jo2 = <pa B(Qa g»
Calculos similares com C, D e E nos dao
930 = (0, C(¢: 4, 9)), 921 = (p,C (4,4, 7)),

gi12 = <p7 C(Qa CL Q)>7 Joz = <p7 C(Qa Cj7 Q)>’
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ga0 = <p7D(q7Qaq7q)>a g31 = (p,D(q,q,q,Q», g22 = <p7D(q7QaQ7 Q)>a
g13 = <p7D<Q7q_7 (77 q_)>7 do4 = <p7D(CY7 q_a (ja q>>7

950 = <p7 E(Q7q7QJq7Q>>7 ga1 = <p7 E(Q7q7q7QJq_>>7 g32 = <p7 E(Qqu(L(ja q>>7

Lema 2.2.3 A equacdo

z2=Az+ 9;02 + g112Z + %z + O(|2]*), (2.21)

onde X = X(p) = v(p) +iw(p),7(0) = 0,w(0) = w > 0,e gi; = gi;(1), pode ser transfor-

mada, pela mudanca de coordenada complexa

h h
z=w+ %w + hjww + ;271727

para |u| suficientemente pequeno, na equagao sem termos quadraticos
W = Aw + O(Jw]?).

Demonstracao 2.2.3 A mudanca de variavel inversa é dada pela expressao

h ho
w—z—%zQ—hnzz—72 +O(|2]%).

Assim sendo,
w = z-— hgoZi — hn(iz' + ZZ) — hogzg + ...
= )z + (g;() )\hgo)22 + (911 - )\hn - Xhll)zf + (932 )\hog)Z =+ .

1 - 1 _
= \w+ 5(920 — /\h20>w2 + (911 — )\hn)ww + 5(902 — (2/\ — )\)hog)wQ + (’)(|w|3)

Escolhendo, entao

Y20 g1 o2
h Jh =
AT T TR T

eliminamos os termos quadraticos de (2.2.3). Essas substitui¢bes sdo sempre possiveis,

hQO

pois, para || suficientemente pequeno, os denominadores nunca se anulam, afinal A(0) =

w com w > 0. |

Lema 2.2.4 A equacdo

P= Azt ggo 2+ ggl 227+ 952 2+ %23 +O(|2]Y, (2.22)
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onde A = A(p) = y(p) +iw(p),7(0) = 0,w(0) = w > 0 e g;; = gi(1), pode ser transfor-
mada, pela mudanca de coordenadas complexa

h h h h
2w+ o + 2w + =i

FEwWE 2 2 6

para |p| suficientemente pequeno, na equag¢ao com apenas um termo cubico

W = Iw + cow?w + O(|w|?),
onde c1 = c1(p).
Demonstracao 2.2.4 A transformagao inversa é

W=z——F—=2 Z— —R2ZZ — —/—Z

h30 3 h21 2 _ h12 _2 h03 -3 4
5 5 ° 5 5 + O(|z]%).

Temos entao,

h h . h . hoz .
W =i — %z% - %(2222’ + 223) — %(z% +2273) — gz% ...
Ah A Mo <
gos 03>_3
<_6 5 At S

1 1 - 1 _
= /\w + 6(930 - 2/\h30)w3 + 5(921 - ()\ + /\)hgl)QUQQI) + 5(912 — 2)\h12)ww2—|—

1 _
6<903 + (A = 3X)hoz)w* + O(Jw|*).

Fazendo, portanto,
g30 g12 gos
h _- h = — h = —
30 ZA’ 12 2)\7 03 3)\_)\7

eliminamos todos os termos ciibicos com excecao do termo w?@, que seré tratado sepa-

radamente. As substituicoes sao validas, pois, os denominadores envolvidos sao diferentes

de zero, para todo |u| suficientemente pequeno.

Uma tentativa de eliminar o termo w?@ seria escolher

Isso é possivel para p # 0 pequeno, mas quando p = 0 o denominador se anula, pois A(0)+
A(0) = iw —iw = 0. Para obtermos entdo uma transformacao que dependa suavemente de

1, escolhemos ho; = 0, no que resulta

2

O termo w*w é chamado de termo ressonante. Note que o seu coeficiente é o mesmo

2

coeficiente do termo cibico z°Z na equacgao (2.22).
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Lema 2.2.5 A equacdo

) 940 4 , 931 3_ , 922 2o, 913 _3 | o4 _4 5
J13 J04 29
P = A\z+ 2% 4 2°Z + 274 + 2Z° + Zt 4+ O(2)), (2.23)

onde A = AMp) = v(p) +iw(p),7(0) = 0,w(0) = w > 0 e g;; = g45(1), pode ser transfor-

mada, pela mudanca de coordenada complexa

h h h h h
Ot 4 2t + Zwte? + Rwd® + 2ot

=Wt 6 1 6 21

para |u| suficientemente pequeno, na equagao sem termos de quarta ordem
w = Aw + O(Jw]?).

Demonstracao 2.2.5 A transformada inversa ¢é

h hay - h h h
S04 TBlsy 722252 T3 53 044 O(]z]5)

Y R 1 6 24

Assim sendo,

h h .. h .. h .. h .
W = i— 28— (322554 285) — % (22725422%2%) — %(23%32222) - %23%. y

6 6

_ @_@>4 (@_@ _@> 35 <@_@ _@) 252
—)\z+(24 DNt (B A - TN e (B2 - TR - )

g13 his hizs <\ goa hos <\ _
———A——A) 3 <———/\>4
+< 6 6 ¢ ) T \ar TN

1 1 - 1 _
= \w + ﬁ<g40 - 3)\h40)w4 + 6(931 — (2)\ + A)hgl)w?’u_) + Z<922 - ()\ + 2)\)h22)w2w2+

1 - 1 _
6(913 — 3)\h13)ww3 + ﬂ(go4 - (4)\ — )\)h04)w4 + (9(|w|5)

Fazendo, portanto,

g0 g31 g22
h = — h = — h —_= =
REE) S YWD S WS
913 go4
h = — ]’L — —
13 3/\7 04 4)\_/\7

eliminamos assim, todos os termos de ordem quatro. Temos que estas substituig¢oes sao
sempre possiveis uma vez que, para |u| suficientemente pequeno, os denominadores nunca

se anulam, afinal A(0) = iw, com w > 0. [ |
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Lema 2.2.6 A equacao
1
2= Az + Z k—gklzkil +O(]2]%), (2.24)

onde A = A(p) = y(p) +iw(p),7(0) = 0,w(0) = w > 0,e g;; = gi;(1), pode ser transfor-

mada, pela mudanca de coordenadas complexa

hao hoa ., haso hia hos o hao hs1 o _
- 20 h 2 w3 D2 e w w3
zhw—ir 2wh—|— nww;— 5 ];k 6 2— 5 2— 6 +%4 + — 6h w
2 02002 03 04 54 W’ whio + 2230203 4 ot 05 w°,
Tt +6 wh v +120 +24 W Wt W og W

para |p| suficientemente pequeno, na equagdo com apenas um termo cibico e um termo
de ordem 5

W = \w + cow’ + cw?w? + O(jw|%), (2.25)
com ¢y = c1(p) e ca = co(p).

Demonstracao 2.2.6 Obviamente a suposicao das transformacoes definidas nos lemas

anteriores nos levam a este resultado. As transformacoes

hag h
z = w+ 5 20,2 + hjww + ;2’2
h h h h h
s = w4 —Q‘X’w“ T —g’luﬁw + —42210212}2 T —é3w >+ —Q‘Z‘w“,

(2.26)

com

920 g1 go2
hog = == h h
20 N 1= N 02 = X\

Y40 - 931_ _ 922_ 913 h _904
TS WD SR WD S S S ) W

definidas nos Lemas 2.2.3 e 2.2.5 anulam os respectivos termos, mas também alteram

hao =

outros termos. Os coeficientes ga1/2 € g32/12 dos termos 227 e 2372, respectivamente, na

equagao (2.24) foram modificados pelas transformagoes de (2.26). Os termos de ordem 6
ou maiores, afetam somente O(|w|®) e podem ser truncados. [

Seguem entao os lemas.

Lema 2.2.7 O coeficiente ¢1(p) da equagao (2.25), para p =0, é dado por

7 1
—<g20911 —2|gu1]* — §|902|2> + <2y (2.27)

al0) =35 2
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Demonstragao 2.2.7 Diferenciando a primeira expressao de (2.26), obtemos
2 =1 + hoowtir + hy1 (W + W) + hewi.
Substituindo 1 e seu complexo conjugado w, usando (2.25), obtemos
2 = Aw + Ahgow? + (A + N hjwd + Mg + cywo + .. . .

Por outro lado, na equagao (2.24),
1

: 1 2 > 2 1 5,1 2. L RN

Z=Az+ 59207 + 91122 + 59027 + 5907 + 59217°% + 591222 + 5037 +...0,
se substituirmos z e z, dados pela primeira expressao de (2.26), escrevemos apenas o0s
termos que nos interessam, temos

Z = \w + 2()\}120 + 920)11) -+ (/\hn + gn)ww + 2()\}102 + gog> +

h - h
(920h11 + 911 (% + h11> + 9022—02 + %)wzu_) + ...

Comparando, entao os coeficientes do termo w?w nas duas equacoes obtidas, utilizando

os valores encontrados para hog, h11 € hoo,

Y20 gu Yoz
h20 hll h02 )

DY 2\ 2\
temos
_ @ <920 @) 902902 921
@ = e TNt ) Ty T 2
920911 A+ N) | gu? |02/ 921
= 22t
@ 2N N 22— 2

Essa féormula nos d& a dependéncia de ¢; em relacao a p, lembrando que A e g;; sao

fungoes suaves do parametro. No valor de bifurcacao p = 0, a dltima equacao se reduz a

21w — iw 2 2
920911 ( )+ 911 I |90z _{_@

0) =
1(0) 2w? iw 2(2iw —iw) 27

concluindo, finalmente o resultado

) 1
v 9|2 — = 2)
5 (920911 911 3 lg02|” ) +

921

c1(0) =

Lema 2.2.8 Considere a equacao

% = (v(1) + iw(p)w + er(wlw]* + O(Jwlh),
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onde y(0) =0 e w(0) = w > 0. Suponha v'(0) # 0 e Re ¢;1(0) # 0. Entao, a equagdo acima
poderd ser transformada, por mudancas de coordenadas, na equag¢ao
du

7k (X+i)u+su|u|2+0(|u|4), (2.28)

onde u € a nova coordenada complexa, 6 e x sdo, respectivamente, 0s novos tempo e

parametro e s = sinal(Re ¢1(0)) = +£1.
Demonstragao 2.2.8 Introduzindo o novo tempo 7 = w(u)t, que preserva a diregao, pois,
w(p) > 0, para todo |p| suficientemente pequeno, obtemos

dw _ () i)l e oy

dr— w(p) w(p)

d
o %o (vt iw + di)wlwl? + O(w]b),

dr
onde
V(1) c1(p(x))
X = x() = L dy = S
U= T )
Podemos considerar y como um novo parametro, pois
7'(0)
0)=0,x'(0) = 0
x(0) = 0,x'(0) w(())# 7

e, portanto, o Teorema da Funcao Inversa nos garante a existéncia local e suave de pu como
funcao de y.
Vamos agora reparametrizar o tempo ao longo das érbitas com a nova mudanga de
tempo 6 = 6(r, x), onde
46 = (1 + e () [wl?)dr.

com e1(x) = Im di(x). Essa mudanga é préxima da identidade numa pequena vizinhanca
da origem. Usando esse valor de tempo definido, obtemos
dw

B = (v + i+ h(wlel + 0w,

onde l1(x) = Re di(x) — xe1(x) é real e

(2.29)



25

De fato,
dw dw
—_ = — : l 2
do (1+€1< >| |2)d7' (X+Z)w+ 1(X)U)|U)| +
dw

(1 + ex()w]) [(x + 2w + L ()whwl* + .. ]

(x + D)w + [ () + e () (x + )]w|wl* +

= (x+9)w+ [Re dy — xey + xer +ielJw|w|* + ...
(x +i)w + [Re dy + ilmd |w|w|* +

(x + D)w + di (x)w|w]* +

Finalmente, introduzindo a nova variavel complexa u

u
‘ZI(X)’,
que é possivel, pois Re ¢1(0) # 0 e, portanto, [;(0) # 0.

A equacao toma, entao, a forma
2

1 U
Wik IR by e by

d” L(x) 2 4y _ : 2 4
= 5 = O+ Dt Pl + O(ul) = -+ D+ sul?) + Ol
com s = sinal(l1(0)) = sinal(Re ¢1(0)). |

Definigao 2.2.1 A funcdo l1(x) € chamada de primeiro coeficiente de Lyapunov.

O que a equacao (2.29) nos diz é que o primeiro coeficientes de Lyapunov, para x = 0,

pode ser calculado pela féormula

1 :
1(0) = Q_MQR‘?(ZFDOQH + wga1). (2.30)

Observagao 2.2.1 O wvalor de 11(0) dependerd da normaliza¢ao dos autovetores q e p,
enquanto que seu sinal € invariante pela escolha de q e p, obviamente considerando a

normaliza¢do (p,q) = 1.

Podemos agora resumir os resultados obtidos nos seguintes teoremas.

Teorema 2.2.1 (Teorema da bifurcagao de Hopf genérica) Qualquer sistema dinamico
da forma (2.1), onde f é suave, x € R? e u € R, tendo para todo |u| suficientemente pe-

queno, o equilibrio eg = 0 com autovalores

Ar2(p) = y(p) £ iw(p),

onde v(0) = 0,w(0) = w > 0, satisfazendo:
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1. 1:(0) # 0 (condigdo de nao degenerescéncia);

2. 4'(0) # 0 (condig¢ao de transversalidade),

€ local e topologicamente equivalente, em torno da origem, a uma das sequintes formas

normais

Y1 ¢ —1 U1
= + (vi +v3)
Y2 1 ¢ Yo Y2

Demonstragao do Teorema 2.2.1 Utilizando os Lemas 2.2.3, 2.2.4, 2.2.6, 2.2.7 ¢ 2.2.8,

U1

transformamos o sistema (2.1) na equagao (2.28) e entao pelo Lema 2.2.1, concluimos o
resultado. ]

Portanto, o Teorema 2.2.1 nos garante que um sistema em duas dimensoes que possui
autovalores imaginérios puros e satisfaz as condigoes (1) e (2) desse mesmo teorema, possui

uma bifurcagao de Hopf.

2.3 Meétodo da projecao

Foi estudada a bifurcacao de Hopf em sistemas de duas dimensoes, o objetivo agora
¢ obter um método para estuda—la em sistemas de n—dimensoes. Tal método baseia—se
em transformar o sistema, escrevendo—o em uma base formada pelos seus autovetores.
Porém, somente autovetores correspondentes aos autovalores criticos (responséaveis pela
bifurcagao) sao usados para se projetar o sistema e restringi-lo ao caso bidimensional.

Primeiramente faremos um resumo de alguns resultados de Algebra Linear que serao
utilizados nesta secao.

Seja A uma matriz quadrada e A um autovalor de A com multiplicidade algébrica m,

com vy, vs,...,v;, 1 <1 <m, autovetores linearmente independentes correspondentes a .
Para cada autovetor v;, existe uma escolha maximal de vetores wy ), wéj ), e ,w,(j ), onde

k =Ek(j) € N, tal que

Aw1 = )\wl,
Aw2 = )\ZUQ + wq,
Awk = )\wk + Wr_1.

Note que podemos escolher o vetor w, = w%ﬂ ) como sendo o préprio autovetor v;.
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()

Definicao 2.3.1 Os vetores w;”’, com 1 > 2, sao chamados autovetores generalizados de

A correspondentes ao autovalor \.

Os autovetores generalizados ng ), wéj ), e ,w,(j ), relativos a um autovalor A sao sempre

linearmente independentes e o subespaco
X={xeC"':x= alng) + Odg'ng) +...+ akw,(gj),ai € C}

é A—invariante.

O estudo das formas normais de Jordan nos garante que o espaco C" pode ser decom-
posto em subespacos A—invariantes correspondentes aos autovalores de A e gerados pelos
respectivos autovetores e autovetores generalizados. Esses subespacos sao chamados de
autoespacgos generalizados de A. Se a matriz A é real, esses subespacos A—invariantes
do R" serao gerados pelos autovetores e autovetores generalizados de A, correspondentes
aos autovalores reais e as partes reais e imaginarias dos autovalores complexos com, por

exemplo, parte imagindria positiva. Ver Kuznetsov [4] e Pontryagin [5].

Seja eg um ponto de equilibrio nao—hiperbdlico de
x = f(x,0), xe€R", (2.31)

onde f(x,0), dada por (2.19) é uma fungao suave, A = f,(0, 119) corresponde a parte linear
do sistema e possui um par de autovalores imaginarios puros A = iw e A = —iw,w > 0 e
nao admite outro autovalor com parte real nula. Seja ¢ € C™ o autovetor correspondente

a A. Entao
A(po)a(po) = iwq(po),  Alp0)q(po) = —iwq(po).

Introduzindo agora o autovetor adjunto p € C com a propriedade

AT (o)p(po) = —iwp(po), AT (1o)p(po) = iwp(po),

e satisfazendo a normalizacao
(p(0), q(10)) =Y Pilpo) s (o) = 1,
i=1

onde AT () é a matriz transposta de A(ug) e (p(po), q(io)) é o produto escalar padrao
em C".

Considere o autoespaco real T°, correspondente a A e A\. T¢ tem dimensdo dois e é
gerado por {Re ¢,Im q}. O autoespago real generalizado T*", corresponde a todos os

outros autovalores de A, tem dimensao n—2.
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Sempre podemos decompor x € R™ em
X =2q+ 24+ Ysu,
onde 2z € C,zq+ z2qg € T e ys, € T°*, uma vez que T°* ¢ T¢ = R".
Lema 2.3.1 Sejay € R". y € T*" se, e somente se, (p,y) = 0.

Demonstracao 2.3.1 Parte I (y € 7" = (p,y) = 0).

Sejam vy, vy, . .., v, 0os autovalores reais de A e ny, 115 M2, D25 -5 Nk, Nk, 08 autovalores
complexos (ndo reais) de A, diferentes de A e .

Seja T, o autoespago generalizado correspondente ao autovalor v; e T, 7. 0 autoespago
real generalizado correspondente aos autovalores 7;, 7;.

Temos, entao, que

" = 1,0T,0...0 TVz ® Tn17ﬁ1 2 T?72J72 ©...0 Tnkyﬁk'
Como T, sao espagos generalizados, é fato que para cada 7 existe um N,, € N, tal que,
sey €T, entdo (A — v;1,)Miy = 0. Portanto,

0 = (p,(A—wil,)"iy) = (AT —wL,)™ip,y) = (A= 7)Vip,y)

= (A =n)"(py)

e, como \ # v;, temos que
(p,y)=0.

Do mesmo modo, como T;, 7 sao espagos generalizados, para cada j existe um N, € N,

tal que, se y € T}, 5, entao (A — njln)N”j (A— ﬁjfn)N”jy = 0. Portanto,

P, (A =)™ (A — i 1,) o y)
(AT — ;1) Yip, (A — ;1) y)
(AT — ;L) (AT — ;1) Vi, y)
(

A=)V (X =n;)Nup,y)

e como A # n; e X # 1);, temos que
(p,y) =0.
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Portanto, para qualquer y € T*%, como podemos escrever

l k
Y=Y Yu+ > Yu.
i=1 j=1

comy, €T, parai=1,....l ey, €T, 5 paraj=1,...,k podemos concluir entao

que

0y = PYu+ - FYu+Yn + V)

= ®yu)t. 0y OV Y
- 0.

Parte II ((p,y) =0,y e R" =y € T*%).
Seja y qualquer, tal que y € T%* @ T¢ C R". Portanto, podemos escrever

Y =¥su 1Yo
com yg, € T°" ey. € T¢ Como T¢ é gerado por ¢, 7, mas y. € R",
Ye = aq + aq,

com « € C, concluimos que
Y = You T g+ Qaq. (2.32)
Queremos mostrar aqui y,. = 0, serd mostrado que o = 0.

Da hipétese, temos

0=(p,y) = (D, Ysu+Ye) = (D Ysu) + (D, Ve)-

No inicio do Lema 2.3.1 (Parte I), temos que (p,ys,) = 0. Portanto,

<p7yc> =0
= (p,ag+aq) =0

= alp,q) +a(p,q) =0

= a=0,
pois (p,q) =1 e (p,q) = 0. De fato,

(ATp,q) = < (p. @),

>l =
>l >~

(p,q) =<p, %Aq>=
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de onde
A
1— :) 3) = 0.
( SWALKL
Como A ndo é real, temos A # \ e, portanto, {p, ) = 0. [ |

Usando o lema anterior, podemos agora explicitar z e y com relagao a x. Sendo
Xx=z2q+2z27+y € R",

com

zq+z2qg €T ey e T,

vale que
(p,x) = (p,2q + 24 +y) = (p, 2q) + (p, 2q) + (P, y)-

Como (p,y) =0, pois y € T** (Lema 2.3.1),

(p,x) = (p,2q) + (p, 2q) = 2{p, q) + Z(p, Q),

e lembrando que (p,q) = 1 e (p,q) = 0, como visto na decomposi¢ao do Lema 2.3.1 (Parte

IT), concluimos que

@ = X, (2.33)

y = x—(px)q—(p,x)q
Teorema 2.3.1 (Teorema da Variedade Central) Localmente, existe um conjunto in-
variante W€(0) de (2.31) que € tangente a T¢ em ey = 0. Tal conjunto € o grdfico de uma
aplicacao suave, cujas derivadas parciais de todas as ordens sao unicamente determinadas.
Se Y denota o fluro associado a (2.31), entdo existe uma vizinhanga U de eq = 0, tal
que se Y'x € U, para todo t > 0 (t < 0), entdo P'x — W<¢(0) para t — +oo (t — —00).
Ver Kuznetsov [4].

Definicao 2.3.2 W€ é chamado de variedade central do ponto de equilibrio eq.

Considere uma variedade central W€ que tenha a mesma classe de diferenciabilidade
(finita) que f (se f € CF para algum k finito, W¢ é também uma variedade de classe C*)
em uma vizinhanca U de e¢g. Contudo, quando k — oo, a vizinhanca U pode diminuir,
podendo resultar na nao—existéncia de uma variedade W¢ de classe C'*°, para algum sistema
c.

Assim, o sistema
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x = f(x), xeR",
pode ser escrito como

z = Bz+yg(zy),

' (2.34)
y = Cy+h(zy),

onde z € T¢ y € T**, B é uma matriz 2 x 2 formada pelos autovalores com partes reais
nulas e C' é uma matriz (n — 2) X (n — 2) formada pelos autovalores com partes reais nao
nulas. As funcoes g e h tém a expansao de Taylor comecando com os termos quadraticos.

A variedade central W¢ do sistema (2.34) pode ser localmente representada como um

grafico de uma fungao suave

We={(zzy):y=V(z2)}

Veja Figura 2.5. Aqui, V' : T¢ — T*", e devido a propriedade de tangéncia de W€,V (z, z) =
O(|21?).

Qualquer vetor z € T pode ser representado como z = wq + wq, onde w = (p,z) € C.
A variedade central bidimensional pode ser parametrizada por w,w por meio de uma
imersao da forma x = H(w,w), onde H : C*> — R" tem sua expansio de Taylor da forma

1 .
H(w,w) = wq +wq + E Tk'hjkwju_)k—i—O(\w\G), (235)
2<j+k<5 7T

A A

Figura 2.5: Variedade central como um gréfico de y = V(z, 2).

com hj, € C" e hj = hg;. Substituindo (2.35) em (2.31), obtém-se a seguinte equagio
diferencial

H,w' + Hyw' = f(H(w,w)), (2.36)
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onde f é dada pela expansao (2.19). De acordo com a férmula (2.25), temos que o campo
restrito & variedade central pode ser escrito na forma

1
—gzwlw]* + O(Jwl°), (2.37)

w’:z'ww—i—lg w|w|* +
972! 12

com g;; € C. Em outras palavras, o que estamos fazendo é projetar o campo de vetores
sobre a variedade central. Assim, sobre a variedade central, a equacao diferencial se
comporta como no plano.

Temos

1 1 1 1- 1
Hw =q + hgow + huw + §h30w2 + hglwu_) + 5]11211_)2 + 6h40w3 + §h31w2u7 + §h22ww2

1 1
+6h13’u_13 + Zh32w27j)2 + ...,

1 1 1 1 1
qu) = (j + hnw + h(]QU_) + h12wu_) + 5]12111)2 + 5]2031[)2 -+ 5]113’(1)11_)2 -+ §h22w2ﬂ_J + 6h31w3+

1 1
6]104@3 + 6h32w3w + ...

Aplicando H,,, Hgz,w',w" em (2.36), obtemos

1
Hyw' 4+ Hpt' = qiww — Giwd + hogiww? — hgaiww? + §h30iww3+

1 1 1 1
<2qg21 + = h212w>w w + (5@21 - §h122’w> ww? — Ehogiwwg + ghmiww‘l—i—

1
92111 + = go1 hn) ww?+

1 1
<—g21h20 + h312w>w W + (5 5

2

1
4932 + = ga1hai+

1 1. 1
< hogggl — —h132w> w3 — 6h04zww4 + <12 5

2

1 1
Ehggiu) + Z—lhmggl)w?’ﬁﬂ + ...

Por outro lado,
1

F(H(w, 0)) = Ay + A@0 +0? (5 Ba,0) + 3 Alha)) +22 (5 B0.0) + 5 A(hoa) ) +

1 1 1 1
ww (B(q, q) + A(hn)> +w? (gC(q, 4,q) + §B(hzo, q) + aA(h30)> + w2w<50(@, q,9)+

1 1 1 1 1
B(hyy, Q)+§B(C7, h20)+§z4(h21)>+ww2 (50(97 q,q)+B(h11, Q)+§B(qa h02)+§z4(h12)) +
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1 1 1 1 1 1
Y ST ST af 2 - Z
(50, 0,0)+ 5 Blho D45 Alhos) )+ ( 55D(0,0. 0,047 C o, 0.0)+ 5 Blho, )+

1 1 1 1 1 1
gB(hzoa q, Q>+ﬂA(h40)> —HU?’?I/(ED(@ q, 9, Q)+§O(h11, q, Q)+§C(@ hao, Q)+§B(h217 q)+

1 1 1 1 1
§B(h11, h20)+63(@ h30)+6A(h31)> +w?w? (ZD(@ 4,9, Q)"‘ZC(hO% ¢,9)+C(q, hi1, q)+

1 1 1 1 1 1
§B(h12; q) + §B(h11, hi1) + ZC(@ qd, hao) + ZB(hom hao) + 53(@ ha1) + 1A<h22)>+

1 1 1 1 1
wt (ﬁDOj’ 4,9, q_) + ZLC(hO% q 67) + 68(}103, (j) + éB(hOQ’ h02) + ﬁA<h04)>+

1

_D(Q7 Qa Q7

wws <
6

1 1 1 1 1
)+§C(h11, q, §)+§C(q7 ho2, Q)+§B(h12, Q)JFEB((L ho3)+§B(hoz, hi1)+

)

1 1 1 1 1
EA(hlii)) +’UJ3'U_J2 (_E(q_7 677 q,4, Q)—i_ED(h‘O% q,4, q)+§D<q_7 hlly q, Q)+_D(Q7 q_7 h207 Q)+

4
1 1 1 1 1 1 o
Zo(hm, q, (])+§C(h11, hi, Q)+Zc(h02, hao, q)—|—§C(q, ha, (])+§O(q, hi, h20)+EC(q, q, hso)+

1 1 1 1 1 1
ZB(hzm q) + ZB(hI% hao) + §B(h11, ha1) + EB(h()z, hso) + EB(CZ hs1) + EA(h:ﬁ)).

Aplicando H,w' + Hgpw' e f(H(w,w)) em (2.36), temos

.

qivw = Alg),

qiw = —A(q),

hyo = (2iwl, — A)~'B(q,q),

hi = —AT(B(¢,9)), (2.38)

h02 = <_27/wjn - A)_lB(Cja 6)7
h30 = (BZWITL - A)_1<C(q7 q, Q) + 3B(h207 Q))7
hos = (=3iwl, — A)7H(C(q,q,q) + 3B(he2, 7)),

\
onde I, é a matriz identidade n x n.

Obtemos um sistema singular para o termo hg;
(iwly, — A)har = C(q,¢,q) — ga19 + 2B(h11, q) + B(q, hao), (2.39)

que possui solugao se, e somente se,

(r,C(q,9,9) — 9219 + 2B(h11,q) + B(q, hao)) = 0.
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Sendo assim,
921 = <p7 C(Q7 q, q_> + QB(hlla Q) =+ B<q_7 h20>>7

onde hi; e hgg sdo dados por (2.38).

O primeiro coeficiente de Lyapunov, conforme equagao (2.29), é dado por

1
h= LY = —Re g1,
w 2w
ou seja,
1
b= 5 Rel(p,C(a,¢,9)) +2(p, Bl @) + (9, B(G; hen))]- (2.40)

Podemos encontrar o valor de ho; resolvendo o sistema

iwl, — A q ha1 B C(q,q,q) — 9219 + 2B(h11, q) + B(q, hao) (2.41)

P 0 S 0

tal que (p, ho1) = 0.

Lema 2.3.2 O sistema (2.41) € nao singular e se (9,r) € solucao, tal que (p,v) =0, ¥ €
solugdo de (2.39).

Demonstracao 2.3.2 Escrevamos R" = T° @ T"%, onde T° e T*" sao, respectivamente,
autoespaco generalizado de A correspondente aos autovalores com parte real nula e au-
tovalores com parte real nao nula, ambos invariantes por A. Pelo Lema 2.3.1, temos que
¥ € T se, e somente se, (p, ) = 0.

Defina

v=0C(q,q,q) — Ga1q + 2B(h11,q) + B(q, hao).

Seja (¥,7) a solucao da equagao obtida a partir de (2.41). Equivalentemente,

(iwl, —A)d+rq = 0,
(p,¥) = 0. (2.42)

Da segunda equagao de (2.42) segue que ¥ € T*", e conseqiientemente, (iwl, — A)J € T*".
Portanto (p, (iwl, — A)J) = 0.

Agora, do produto interno de p com o primeiro termo de (2.42), vem

(p, (iwl, — A)Y +rq) =0,
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de onde

(p, (iwl, — A)9) +1r(p,q) = 0.

Como (p,q) =1 e (p, (iwl, — A)J) = 0, temos
r{p,q) =0<r=0.
Substituindo r = 0, na primeira equacao de (2.42), temos que
(iwl, — A)Y =0,
de onde
v = ag, (2.43)

a € C. No entanto,
0= (p,Y) = (p,aq) = a(p,q) = a,

que em (2.43), nos fornece ¥ = 0. Portanto, (J,7) = (0,0). Logo, o sistema (2.41) é nao

singular.

Seja agora (1, 1) solucao de (2.41). Entao, temos
(iwl, — A)Y +1rq=v,(p,9) = 0. (2.44)
Da segunda equagao de (2.44), segue que v € Ty,, e que
(iwl, — A)Y € Ty,

o que implica que

(p, (iwl, — A)Y) = 0.

Fazendo o produto interno de p com a primeira equacao de (2.44) temos que
(p, (iwly, — A)0 +rq) = (p,v)

o que implica que
(p, (wly, = A)0) +1(p,q) = (p,v).
Como (p,v) =0,(p,q) = 1, (p, (iwl, — A)J) = 0, segue que r = 0. Substituindo r = 0 na

primeira equagao de (2.44) obtemos

(iwl, — A)Y = v.
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Logo, ¥ é solugao de (2.39). [ |

Consideremos novamente a equagao diferencial (2.1) tal que as condigdes definidas na
pagina 6 sejam satisfeitas. Temos que f(x) é uma fungao de x suave com respeito a p,
com sua expansao de Taylor dada por (2.19) e A(u) = fx(0, o) corresponde a parte linear

do sistema com um par de autovalores complexos

M) = M), Ao () = M),

onde
Alp) =v(p) + 1w (p),

satisfazendo a condicao de Hopf para u =0
7(0) =0, w(0)=w>0.

Um ponto de Hopf ey é um ponto de equilibrio de (2.1) onde a matriz Jacobiana
A = fx(eg, pto) tem um par de autovalores imagindrios puros A\; 2 = +iw,w > 0, e nao
admite nenhum outro autovalor com parte real nula. No ponto de Hopf, uma variedade
central de dimensao dois estd bem definida e é invariante pelo fluxo de (2.1) podendo
ser continuada com uma classe de diferenciabilidade suficientemente grande para valores
dos parametros tomados suficientemente préximos. De fato, é conveniente definir uma
série de Taylor infinita da variedade central, bem como de sua continuagao, com duas
destas variedades tendo contado com uma arbitraria e suficientemente grande classe de

diferenciabilidade.

Um ponto de Hopf é chamado transversal se os autovalores complexos que dependem
do parametro interceptam o eixo imaginario com derivadas nao nulas. Em uma vizin-
hanga de um ponto de Hopf transversal - ponto H1 - com [; # 0 a dinamica do sistema
(2.1), reduzido a uma familia parametro dependente de variedades centrais, é orbitalmente

topologicamente equivalente a seguinte forma normal complexa

/

w' = (7 4 iw)w + Lww|?,

w € C,v,w e l; sao fungoes a valores reais possuindo derivadas de ordens arbitrariamente
grandes, as quais sao continuagoes de 0, w e o primeiro coeficiente de Lyapunov no ponto
H1. Veja [4]. Quando l; < 0 (I; > 0) uma familia de érbitas periddicas estaveis (instaveis)
podem ser encontradas nesta familia de variedades, reduzindo a um ponto de equilibrio

em HI.
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O préximo teorema nos mostra como verificar a condicao de transversalidade para a

bifurcacao de Hopf genérica.

Teorema 2.3.2 (Condigao de transversalidade para a bifurcacao de Hopf genérica)
Considere o sistema (2.1), cuja matriz Jacobiana A(u) possui um par de autovalores ima-

gindrios puros para 1 =0, Ao =vy(p) £iw(p), 7(0) =0, w(0)=w > 0. Entdo,
7'(0) = Re(p, A'(0)q),
onde p,q € C" satisfazem
A(0)g =iwg, A'(0)p=—iwp, (p.q)=1

Demonstracgao 2.3.2 Derivando ambos os membros da equacao

com relagao a u, obtemos

A'(p)g(p) + A(p) g (1) = N ()a(p) + Mp)d' (w)-

Aplicando, agora, o produto escalar por p em ambos os membros, temos

(0, Alq+Ad) = (p.Ng+ )
= (p, Aq) + (p, A¢") = (p,Nq)+ (p.\)

= (p,A'q) + (ATp,q") = N(p,q) + Xp,q).

Para u =0, A"p = —iwp, portanto

(0, A'(0)g) +iwlp,q) = (v'(0)+1iw'(0))(p,q) + iw(p,¢)

= (p,A'(0)g) = (7'(0) +i'(0))(p,q)

e, finalmente, como (p,q) =1,

|
Teorema 2.3.3 (Bifurcacao Hopf de codimensao 1 ou genérica) Qualquer sistema

d
d—’t‘ — f(x,p), XxER", peR™, (2.45)
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com f suave, tendo para todo |p|| suficientemente pequeno, o equilibrio x = 0 com auto-

valores criticos
Aa(p) = v(p) £iw(p),

onde v(0) = 0, w(0) =w > 0, e os demais autovalores com partes reais diferentes de

zero, satisfazendo as sequintes condicoes:
1. 1:(0) # 0 (condigdo de nao degenerescéncia),
2. 7'(0) # 0 (condicao de transversalidade),

por introdugao de uma varidvel complexa, aplicada a transformagoes de coordenadas suaves
e inversiveis que dependem suavemente dos parametros, e realizando uma mudanca suave
dos parametros do tempo, o sistema pode ser reduzido a sequinte forma complexa sobre a

continuacao da variedade central
2= (x+1i)z+sz|z]* + O(z]h),
com s = sinal(l1(0)) = sinal(Re ¢1(0)).

Sob as hipéteses do teorema acima, o sistema possui uma bifurcacao de Hopf de codi-
mensao 1.

Veja agora a Figura 2.6 ilustrando o diagrama da bifurcacao de Hopf genérica em R".

Figura 2.6: Diagrama da bifurcacao de Hopf genérica em um sistema tridimensional.



Capitulo 3

Analise da estabilidade local e das

bifurcacoes de Hopf

3.1 Dinamica geral local

Neste capitulo, o objetivo é estudar a estabilidade local e as condigcoes para as quais a
familia a trés parametros de equagoes diferenciais (3.1) apresenta bifurcagoes de Hopf.

As equagoes dinamicas da familia estudada aqui sao dadas por

ro=y,
Z = ar+by+cz+ 2

onde (z,y,2) € R? sao as varidveis de estado e a, b e ¢ sdo parametros reais negativos.

Assim, para nosso estudo, iremos considerar o conjunto de parametros
D = {(a,b,c) €R*/ a<0,b<0,c<0} (3.2)

A familia de equagdes diferenciais (3.1) tem dois pontos de equilibrio F; = (0,0,0) e
Ey; = (—a,0,0) para todos os valores dos parametros. Para o estudo da estabilidade dos
pontos E; e E, faremos uso do Lema 3.1.1 a seguir, conhecido como critério de Routh—

Hurwitz, cuja demonstragao pode ser encontrada em Pontryagin [5], pagina 59.

Lema 3.1.1 Considere o polinomio p(A\) = A + as\? + a1\ + ag. As raizes de p(\) tém

partes reais negativas se, e somente se,
as >0, a3 >0, ay>0, asa; > ag.

39
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A matriz Jacobiana de (3.1) calculada em F; é dada por

010
Dfg, =0 01 [. (3.3)

a b c

O polindmio caracteristico de D fg, é dado por
p(A) = det(A — Dfg,) = X3 —cA? — b — a. (3.4)

Como os coeficientes de (3.4) sao positivos, segue que este polinémio nao tem raiz real
positiva. Assim, (3.4) tem pelo menos uma raiz real negativa A;.
Pelo Lema 3.1.1, E; = (0,0, 0) é assintoticamente estével se, e somente se, as seguintes

condigoes sao satisfeitas:

bc+a > 0.

Vamos agora encontrar as raizes do polinomio caracteristico (3.4). Considere A3 —cA\? —
bA —a = 0, a equacao caracteristica.

Substituindo A = p + ¢/3 na equagao caracteristica, vem

1+ pip+aq =0, (3.5)

onde
c? 2 4 bc

——— _} - _fB_=_
D1 y Q1 270 3 a

= (8 ()

Onde A; > 0 a equagao algébrica (3.5) tem uma tnica raiz real 7; e um par de raizes

Considere

complexas conjugadas p; + iw; da forma

T = f/—%+\/A1+ ¥ —%— VAL,

1
pL=—5 (i’/_%‘i‘\/Al‘i‘ Y —%—\/Al),
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=2 (-2 vEm-i-L-va).

Conseqiientemente, se A; > 0, as trés raizes do polinomio caracteristico (3.4) sao

c c c
)\1:§+’71, )\2:§+P1+iw1, )\3:§+P1—iw1,

onde ¢ = v/—1. Os autovalores da matriz Jacobina D fg, satisfazem
AA2Az = a, (3.6)

)\1+)\2+/\3:CJ

c
Al =X =A\3 = 3
Para a condicdo (3.6), onde A3 = g, temos A XA = Ai|A2|?> = a. Como, por hipétese,
a < 0, segue que A\; é um nimero real negativo.

Usando o Lema 3.1.1 temos que, se Re(\y) < 0, entdo bc + a > 0, de onde concluimos
que E; é um foco estavel e se Re(\2) > 0, entdo be + a < 0 de onde concluimos que F; é

um foco—sela instavel. Para garantir que a parte real de Ay seja positiva e que o ponto de

equilibrio seja um foco—sela, é necessario requerer que

2
i/_%_’_\/AI—'— 3—%—\/A1<§C. (37)

A matriz Jacobiana de (3.1) calculada em Ey = (—a,0,0) tem a forma

0 1 0
Dfg, = o o0 1 |. (3.8)
—a b c

A equacao caracteristica de D fp, é igual a
det(\ — Dfp,) = X\ —cA?> —bA+a = 0. (3.9)

Pelo Lema 3.1.1, F5 é instavel para todos os valores dos parametros, pois a < 0.
Vamos estudar as raizes do polinémio caracteristico que aparece em (3.9). Escrevendo

A= p+c/3,(3.9) tem a forma

1+ papr+ g2 =0, (3.10)
onde
L2y 25 Ly + +2 (3.11)
= ——c° — =——c — =bc+a= a. .
D2 3 y 42 o7 3 q1
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Considere
©\%2 | (P2\?
Ay = (—) (—) . 3.12
2 5 + 3 (3.12)
Onde Ay > 0, a equagao algébrica (3.9) tem uma tnica raiz real 75 e um par de raizes

complexas conjugadas p, + iws da forma

72=§/—%+\/A2+ ‘ —%—\/Az,

1 /.
,02:—5 (i/—%-i-\/Ari- ¥ —%—\/A2>,

=2 (-2 4 vE- -2 - VE).

Conseqiientemente, se Ay > 0 as trés raizes da equagao caracteristica (3.9) sao

)\1=§+’Y2, )\2:§+P2+iw27 )\3:§+02_W2- (3.13)

Os autovalores da matriz Jacobiana D fg, satisfazem

)\1/\2>\3 = —a, (314)
)\1 + )\2 + /\3 =C, (315)
M=o = Ay = g (3.16)

Para a condigao (3.14), onde A3 = Ay, temos A Aoz = M| Ao|?> = —a > 0. Assim, \; é
um nimero real positivo. Isto significa que o ponto de equilibrio Fy = (—a, 0,0) é instével.
Para garantir que a parte real de Ay seja negativa e que Ey é um foco—sela, requeremos

que

2
i’/—%—i—vAg—i- ’ —%_\/AQ > §C- (3.17)

3.2 Bifurcagoes de Hopf no sistema (3.1)

3.2.1 Bifurcacao de Hopf de codimensao 1

O polinémio caracteristico da matriz Jacobiana do sistema (3.1) no ponto de equilibrio

E; =(0,0,0), como vimos, pode ser escrito da forma

p(A) = A* —cA? — bX —a,
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cujas raizes, os autovalores da matriz dada em (3.9), sao

c N /263 + 9be + 27a + 3v/3v/—4b3 — 202 + 18ach + 4acd + 2742

>\:
1 3 3\?/§

V2 (—c® — 3b)
33/263 + 9be + 27a + 3v/3v/—4b3 — 202 + 18ach + 4ac® + 27a2

c (1 — @\/5) \3/203 + 9be + 27a + 33V —4b3 — 2b? + 18ach + 4ac® + 27a? N

Ao — — —
(1+iv3) (= —3b)
322/33/2¢% 4 9bc + 27a + 3V/3V—A4b — 6 + 18ach + 4ac® + 27a2.
¢ (1+4V/3) V/2e3 + 9be + 27a + 3v/3v/—4b — 0% + 18ach + dac® + 27a?

(1 —iv3) (—c* — 3b)
322/33/2¢3 + 9be + 27a + 3v/3v/—47 — 0% + 18ach + 4ac® + 27a?
A condicao necessaria para a ocorréncia de uma bifurcacao de Hopf é que os autovalores

2,3 sejam complexos conjugados com partes reais nulas, isto é, Ay 3 = +iw, com w maior

do que zero. Agora,

)\1 + )\2 + )\3 = C. (318)

Assim A\ = ¢, o qual substituido no polindémio caracteristico, resulta em 0 = p(c) =
—(a + be), isto é,
a = a, = —bc. (3.19)

Substituindo Ay e a; em (3.4), obtemos

w?(—iw + ¢) + b(—iw + ¢) = 0,
de onde
w=+v—b. (3.20)
Definimos os seguintes subconjuntos Dy, D, e D3 do conjunto de parametros D definido
em (3.2):
D = {(a,b,c) € D/bc > —a},
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Dy ={(a,b,c) € D/bc < —a},
D3 = {(a,b,c) € D/bc = —a}.

Portanto, se (a, b, ¢) € Dy, entao E; é localmente assintoticamente estével. Veja Figura

3.1.

Figura 3.1: Conjunto D; do espaco de parametros onde E; é localmente assintoticamente

estavel.

Se (a,b,c) € Dy, entao E; é instavel. Veja Figura 3.2.

Nosso conjunto de bifurcacao, denominado aqui de superficie de Hopf, é determinado
por D3. Veja Figura 3.3, com a superficie de Hopf a;, = —bc.

Para valores de parametros em D — D3 os trés autovalores da matriz Jacobiana no
ponto E; tem partes reais nao nulas e isso nos permite determinar o comportamento local
de uma solugao préxima do ponto F; = (0,0,0), uma vez que, nestes casos, tal equilibrio

¢ hiperbdlico. Sintetizamos estas andlises no seguinte teorema.

Teorema 3.2.1 Para valores dos parametros em D — Ds, os autovalores A\, \g e A3 de

Dfg, tem partes reais nao nulas. Logo, o equilibrio Ey € hiperbolico.

Passemos, agora, a uma analise do ponto F5, do ponto de vista das bifurcagoes.
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Figura 3.2: Conjunto D, do espago de parametros onde F; é localmente instével

Teorema 3.2.2 Nao ha bifurcagio de Hopf no ponto de equilibrio Es = (—a,0,0).

Prova: Suponha a possibilidade de uma bifurcacao de Hopf no ponto de equilibrio Ej.
Entao, o polindmio caracteristico A*> — cA?> —bA+a de D fg, deve ter duas raizes complexas
conjugadas da forma Ay 3 = +wi, para algum w # 0 real. A soma das raizes deste polinomio
ctibico é A\j + Xg + A3 = ¢. Assim \; = ¢. Daf substituindo em \*> — cA\? — b\ + a, resulta
em p(c) = —bc+ a = 0, isto é, a = be. Isto contradiz a hipdtese de que a < 0, b < 0 e
¢ < 0. Portanto, nao hé bifurcagao de Hopf no ponto Fj. |

Para estudar o comportamento do ponto de equilibrio F; na superficie de Hopf Ds,

precisamos determinar o primeiro coeficiente de Lyapunov. E o que passamos a fazer.

3.2.2 Encontrando o primeiro coeficiente de Lyapunov

Nesta segao aplicaremos os métodos apresentados em (2.3) para estudar a ocorréncia de
uma bifurca¢ao de Hopf no ponto de equilibrio Fj.

Lembramos que, para valores dos parametros sobre a superficie de Hopf D3, a matriz
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Figura 3.3: Superficie de Hopf D3, onde a = a; = —bc.

Jacobiana A = D fp, tem um par de autovalores imagindrios puros da forma g3 = +wi,
com w > 0. Considere ¢ € C3 um autovetor associado ao autovalor \,. Entdo, segue que
Aq = M\oq = iwq. Por outro lado, o autovetor adjunto p € C? satisfaz A"p = —iwp, com a
condi¢ao de normalizagao (p,q) = 1.

O primeiro coeficiente Lyapunov da familia de equagoes diferenciais (3.1) no ponto E;

para valores dos parametros em D3 tem a forma

li(ap) = %Re(@, C(q,4,9)) — 2(p, B(q, A"'B(q, 7)) + (p, B(q, (2iwl — A)~'B(q,q)))),

como visto em (2.30).

Sobre a superficie de Hopf a matriz Jacobiana de (3.1) em E; tem a forma

0 10
A= o 01 |- (3.21)
—bc b c

Em seguida, calcularemos os correspondentes autovetores p e g. O autovetor complexo

q = (q1, G2, q3) da matriz Jacobiana A associado ao autovalor complexo Ay = iw, w = v/—b,
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¢é dado por Agq = iwq. Escrevendo

0 10 a1 q1
001 || e |=()] el
e b )\ u @

obtemos as seguintes equacgoes
g2 = 1V —bqy,
q3 = 1V —bqa,
—beqr + bga + cq3 = i/ —bgs,
das quais resulta o autovetor
a=(1iV=b0), (3.22)
e seu conjugado

q= (1, —iv/=b, b) : (3.23)

Consideremos, agora, o autovetor adjunto p = (p1, p2, p3) da matriz AT associado ao

autovalor A3 = —iw. Assim,
0 0 —bc
A= 10 b
01 ¢

é a matriz transposta de A. Fazendo o mesmo processo anterior, obtemos o autovetor

adjunto da forma

—b —iv/—=bc i/ —b
=1 3.24
p= (17 ). (3:24)
e seu conjugado
5= (1, —b+2\/—bc,_2\/—b . (3.25)
be bc

A normalizacao do autovetor adjunto p com respeito ao autovetor ¢ é feita utilizando
se a equacao pN = up, onde pN é o autovetor normalizado e u é o fator de normalizacao,

dado por
c

U= —r,
2c + 21/ —b

resultando em

pN = (2< ¢ “boiv_he VoD ) . (3.26)

¢+ +/=bi) 2b(c+/=bi)’ 2b(c + /—bi)
Observemos que pN verifica a equagao (pN,q) = 1. Para facilitar usaremos a letra p
para representar o autovetor adjunto normalizado pN, isto é, p = p/V.

Temos o seguinte Lema.
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Lema 3.2.1 (Normalizagao) Se p = (p1,p2,p3) € (p,q) = pr1q1 + P2q2 + P3qs = k entao
tome pN = k~'p = (k™'py, k™ 'py, k~1ps), onde k=1 = d. Entdo (pN,q) = 1.

Prova: Escrevendo

(pN,q) = (dp1)q1 + (dp2)q2 + (dps)qs = dprqy + dp2qs + dpags = d[p1g1 + Page + Pags),

obtemos
1
k=1
k
|
Consideremos, novamente, o sistema (3.1), o qual pode ser escrito da forma
x = Ax + F(x),x € R?, (3.27)

onde F(x) = O(||x||?) é uma fungao suave, a qual pode ser expandida da forma

F(x) = 5 B0x%) + £C0x %) + O],

onde B(x,x) e C(x,x,x) sao fungoes bilineares e trilineares simétricas, respectiva-

mente. O sistema (3.1), onde a = —bc, resulta em
T 0 10 x 0
gy =1 0 01 y [+ o |, (3.28)
z —bc b c z x?
onde
0 1 0
A= 0 01
—bc b c

¢ a matriz relativa a parte linear e

Fx)=1| o

¢ a funcao relativa a parte nao linear de (3.28).

Lema 3.2.2 As fungoes multilineares simétricas B(x,y) e C(x,y,z), onde X,y ez € R3,

para o sistema dado em (3.1) sio da forma

B(x,y) = 0 , (3.29)
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C(x,y,z) =0,

respectivamente, onde X = (x1,22,%3) ",y = (y1,%2,93) " €z = (21, 22, 23) .

Prova: Temos, para = 1,2, 3,

0*F;(n,0)
Bi(x,y) = ’ T
3
9’ Fi(n,0)
Ci(x,y,z) = — 7 TiYpZ
oD = 2 Goomom|

Para o calculo de By, consideramos Fj(x) = 0. Assim,
By(x,y) =0.

O mesmo se repete para By, pois, Fy(x) = 0. Assim,
By(x,y) =0.

Para o cdlculo de Bs(x,y), consideramos F3(x) = x? e calculamos

OF; OF; OFy

3 _9 73 _ g3

Ox © oy 0 0z 0

2 2 2
8F3:27 8F3:O, 8F3:07
Ox? 0xdy 0x0z

2 2 2
8F3:O7 8Fg:O7 8Fg,:O7
Oyox 0y? Oy0z

2 2 2
(91173:07 (‘91173:07 8F3:0'
0z0x 020y 0z?

Portanto,

Bs(x,y) = 22191 + 021y + 021y3 + 022y1 + 022y2 + 022y3 + 0x3y1 + 0x3y2 + 0x3y3 = 221y

Agora, escrevemos
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Observe que o sistema (3.1) nao possui termos de terceira ordem nem superiores. Desta
forma,
C(x,y,z) =0.
Assim, concluimos a demonstracao do lema. |
Dos resultados do lema acima, temos
0
B(x,x) = 0 , C(x,x,x)=0.
22121
Da matriz Jacobiana A no ponto E; para a = a;, dado em (3.19), da fungdo B(x,x)

acima, de ¢ = (1,iv/—b,b), dado em (3.22) e de seu conjugado em (3.23), obtemos

0
Blg.g)=| 0 |, (3.30)
2
0
B(g.9)=| 0 |, (3.31)
2
e
1 1 _ 1
c b be
AY=11 0 o (3.32)
01 O
Escrevendo hy; = A™'B(q, @), segue que
0
4
be
Conseqlientemente,
2iv/—b
(p, B(g,hn)) = (3.34)

© B2c(c — /—bi)
Escrevendo hyy = (2iwl — A)"'B(q,q), onde w = v/—b e I é a matriz identidade 3 x 3,

obtemos
2

610/ —b — 3bc
4i/=D
61bv/—b — 3bc
b

610/ —b — 3bc

hao =



o1

Portanto,
0
B(q, hao) = 0 : (3.35)
4
6bi/—b — 3bc
Logo,

B 4ir/—b
18b2cy/—bi — 6b2c2 — 1263

Notemos que o valor C(q,q,G) é nulo, uma vez que o sistema em estudo nao possui

<p7 B<q’ h20)> =

(3.36)

termos de terceira ordem ou superiores.
Conseqilientemente, o primeiro coeficiente de Lyapunov do sistema (3.1) no ponto

de equilibrio E; = (0,0,0) tem a forma

2
hibc) = 4b3c1—6b5b20230+ 6c>

Como 160 —2c? < 0 e 4b3c — 5b%c3 +6¢° > 0, segue que 11 (b, ¢) < 0, para (ay, b, c) € Ds.
Portanto, a bifurcagdo de Hopf correspondente é nao—degenerada, pois [; # 0. Entao,
para valores dos parametros (a, b, ¢) sobre a superficie de Hopf a = a, = —bc o ponto de

equilibrio F; é localmente assintoticamente estavel e, portanto, localmente um atrator.

Sintetizamos as andalises acima no seguinte teorema.

Teorema 3.2.3 (Teorema da nao degenerescéncia) Considere a familia a trés parametros
de equagoes diferenciais (3.1). O primeiro coeficiente de Lyapunov associado ao ponto de
equilibrio Ey € dado por

16b — 22

Wb ¢) = G s+ 60 (3:37)

Como l1(b,c) # 0, para todos os valores de b < 0 e ¢ < 0, o sistema (3.1) tem uma

bifurcacao de Hopf nao degenerada no ponto de equilibrio Ey para a = ay,.

Entao, através, do Teorema 3.2.3 mencionado acima, é possivel justificar o erro ocorrido
no artigo [11], comentado na Introdugao desta dissertagao, o qual os autores apresentam

condigbes para a existéncia das bifurcagoes de Hopf degeneradas para o sistema (1.1).

3.2.3 A condicao de transversalidade

De acordo com o Teorema 3.2.4 podemos verificar a condigao de transversalidade para a

bifurca¢ao de Hopf genérica para o sistema (3.1).
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Teorema 3.2.4 (Condicao de transversalidade para a bifurcacao de Hopf genérica)
Considere a familia a trés parametros de equagdes diferenciais (3.1). A condigao de

transversalidade para as bifurcagoes de Hopf no ponto de equilibrio Ey é dada por

1

' (an)

Como 7'(ap) # 0, para todos os valores de b < 0 e ¢ < 0, o sistema (3.1) tem uma

bifurcacao de Hopf transversal no ponto de equilibrio Fy para a = ay,.

Prova: Considere o caso onde a matriz A = D fg, relativa a parte linear do sistema (3.1),

vista como dependente do parametro a, calculamos

0A

! [
Alan) = Oa ’
a=—bc

de onde
000
Ala)=10 0 0 |- (3.39)

1 00

Resolvendo, agora, v'(ay) = Re(p, A'(—bc)q), obtemos

|
/ —
v = 35

e, portanto, 7'(ay) # 0, como querfamos. [ |
Concluimos que para os pontos de Hopf com parametros da forma a = a; as condigoes

de nao degenerescéncia e transversalidade sao satisfeitas.

3.3 Caso particular: sistema de Lur’e

Nesta segao, aplicaremos os resultados obtidos até aqui para o sistema (3.1) num sistema
mais simples, mas que apresenta grande interesse na literatura. Este sistema é conhecido
como sistema de realimentagao do tipo Lur’e e pode ser encontrado em [4], p. 178.
Como ja comentado na Introducao, a familia a trés parametros de equagoes diferenciais
(3.1) pode ser obtida a partir da familia a trés parametros de equagoes escalares de terceira

ordem

2" —cx” — b’ —ax —2* =0, (3.40)

bastando, para isso, definir y = 2’ e z = 2.
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Em (3.40), tomando a = —1, b = —( e ¢ = —a, obtemos a familia dois parametros de

equacoes diferenciais

r =1y,
y = z (3.41)
Y = —az—fy—z+ 2

onde (z,y,2) € R3e (o, ) € G = {(a,8) € R*/a > 0,3 > 0}.

Para todos os valores de (a, ) € G, o sistema (3.41) tem dois pontos de equilibrio
B = (0,0,0) e By = (1,0,0).

Iremos analisar a estabilidade do ponto de equilibrio Fy = (1,0,0). A matriz Jacobiana

de (3.41) calculada em E5 = (1,0,0) tem a forma

01 0
oo 1 |- (3.42)
1 -3 —«

O polinémio caracteristico de (3.42) é dado por
A 4ol + A — 1. (3.43)
Pelo Lema 3.1.1, o ponto Ey = (1, 0,0) é estavel se as seguintes condigdes sao satisfeitas:

a > 0,
g > 0,
-1 > 0,
af+1 > 0.
Como a terceira condigdo nao pode ser satisfeita, Fy = (1,0,0) ¢é instavel.

Iremos, agora, analisar a estabilidade do equilibrio na origem. A matriz Jacobiana de

(3.41) calculada em E; = (0,0,0) tem a forma

0 1 0
o o 1 |- (3.44)
1 -8 -a

O polindmio caracteristico de (3.44) é dado por

det(AM — Dfg,) = A* + aX? + A + 1. (3.45)
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Para o estudo da estabilidade do equilibrio E; faremos uso do critério de Routh—
Hurwitz, Lema 3.1.1. Assim, o ponto E; é assintoticamente estdvel quando a@ > 1/5 > 0
e instavel quando 0 < av < 1/(. Para a = 1/ a anélise linear é falha.

Para encontrarmos uma relacao entre v e 3 correspondente a bifurcacao de Hopf no
ponto F4, substituimos A = 2w na ultima equacao. Isto mostra que o polinomio carac-
teristico tem um par de raizes imaginarias Ao 3 = £ iw, w > 0, se

1
a=a.(f) = Bv

Logo, a origem ¢ estavel se a > a, e instavel se 0 < o < ... A transi¢ao na estabilidade

3> 0. (3.46)

é causada por um simples par de autovalores complexos conjugados com intersecao com o
eixo imagindrio da forma A = & iw, onde w? = 3. Assim, podemos ter uma bifurcaciao de
Hopf para estes valores dos parametros.

Para analisar esta possibilidade de bifurcacao, temos que calcular o primeiro coeficiente

Lyapunov do sistema (3.41) relativo aos valores dos parametros criticos definidos pela curva

de Hopf

glz{(a,ﬁ)eg:a:ac:%}.

A matriz A = D fg, relativa a parte linear do sistema de Lur’e no ponto de equilibrio

FE, é dada por

0O 1 0

A= 0O 0 1
1
-1 -8 —=
g

E simples verificar que os vetores

q= (12\/3 —ﬁ) . p= (1,ﬂ+ %2\/5) (3.47)

sao autovetores de A e A" associados aos autovalores Ay = iw e A3 = —iw, respectivamente.
A normalizacao do autovetor p com respeito ao autovetor ¢ é feita utilizando se a

equacao pN = up, onde pN é o autovetor p normalizado e u é o fator de normalizacao.

SRR
PR =\ opr a3 253212 )

Agora, existe somente um termo nao-linear, termo quadratico, em (3.41). Conseqiiente-

Assim, obtemos
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mente, a fungao bilinear simétrica B(x,y), definida em (2.20), pode ser expressa como

0
B(x,y) = 0 |
221
enquanto que C(x,y,z) = 0. Segue que
0
B(g,q) = B(¢,q)= | 0
2
Portanto,
0
hiy = A7'B(q,q) = 0 (3.48)
-2
e
2
6?2 — 3
, - 4/
hao = (2iwl — A)"'B(q,q) = : 3.49
20 ( w ) (Q7 q) 3i — 663/2 ( )
8
3i — 63%/2
Aplicando (3.48), (3.49) em (2.40), o primeiro coeficiente de Lyapunov é escrito da forma
2(80° + 6)
li(ae) =1 =

E simples verificar que o coeficiente de Lyapunov acima é negativo para todos os valores

de (3 positivos. Assim, a bifurcacao de Hopf é nao—degenerada pois [, # 0.

Sintetizamos a andlise acima no seguinte teorema.

Teorema 3.3.1 (Teorema da nao degenerescéncia) Considere a familia a dois parametros
de equagoes diferenciais (3.41). O primeiro coeficiente de Lyapunov associado ao ponto
de equilibrio E4 € dado por

2(86° + (?)

hiae) =hL(B) = VI

(3.50)

Como 11(B) # 0, para todos os valores de 3 > 0, o sistema (3.41) tem uma bifurcacdo de

Hopf nao degenerada no ponto de equilibrio Ey para o = a..
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3.3.1 A condicao de transversalidade

De acordo com o Teorema 3.3.2 podemos verificar a condi¢ao de transversalidade para a

bifurcagao de Hopf genérica para o sistema (3.41).

Teorema 3.3.2 (Condicao de transversalidade para a bifurcacao de Hopf genérica)
Considere a familia a dois parametros de equagoes diferenciais (3.41). A condi¢do de
transversalidade para as bifurcagoes de Hopf no ponto de equilibrio Ey é dada por

63

55 re (3.51)

V() =

Como +'(a.) # 0, para todos os valores de 3 > 0, o sistema (3.1) tem uma bifurcagdo de

Hopf transversal no ponto de equilibrio E1 para o = a..

Prova: Considere o caso onde a matriz A = D fg, relativa a parte linear do sistema (3.41),

vista como dependente do parametro «, calculamos

, 0A
A(ac>_8_oz
a=1/p
de onde
00 O
Ala)=100 0 |- (3.52)
00 -1

Resolvendo, agora, 7'(a.) = Re(p, A'(1/3)q), obtemos

ﬁ3
2B+ 2

e, portanto, 7' (c.) # 0, como queriamos. [ |

v(ae) =

Concluimos que para os pontos de Hopf com parametros da forma o = «.. as condicoes

de nao degenescéncia e transversalidade sao satisfeitas.



Capitulo 4

Simulacoes Numéricas

Neste capitulo, verificamos numericamente a estabilidade do sistema (3.1) nos pontos
E, e FE5, dependente dos parametros a, b, ¢ (reais e negativos). Para isto, utilizaremos os
resultados analiticamente obtidos no capitulo 3.

Todos os célculos a serem apresentados foram feitos com o auxilio do software MATH-
EMATICA 6.

Aqui fixamos b = —2.92 e ¢ = —1.2, variando o parametro a, obtemos os seguintes
retratos de fase. A bifurcacao de Hopf ocorre no valor critico a;, = —3.504. A ocorréncia

da bifurca¢ao de Hopf no sistema (3.1) é mostrada em Figura 4.5.

o7
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a) Retratos de fase do sistema (3.1) no ponto de equilibrio Fj.

Figura 4.1: Retrato de fase do sistema (3.1) para valores de parametro a = —2, b = —2.92
e ¢ = —1.2. Intervalo de integracao: [0,35]. Condigao inicial: (z,y,z) = (—2,0.5,2).
Quando bc > —a o ponto E; = (0,0,0) é local e assintoticamente estével e, portanto,
localmente atrator. Os autovalores da matriz Jacobiana D fg, sao: \; = —0.772295, A\ =

—0.213853 + 1.59498¢, A3 = —0.213853 — 1.59498:.

1
1UU 1§L/ BT 25 30 35

-0ns -

-0

=015 ¢

Figura 4.2: Projecao da soluc¢ao no eixo x(t) em fungao do tempo de integra¢ao no sistema
(3.1) para valores de parametro a = —2, b = —2.92 e ¢ = —1.2. Intervalo de integragao:

0,35]. Condicao inicial: (z,y,z) = (—2,0.5,2).
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Figura 4.3: Projecao da solucao no eixo y(t) em func¢ao do tempo de integracao no sistema
(3.1) para valores de parametro a = —2, b = —2.92 ¢ ¢ = —1.2. Intervalo de integracao:

0, 35]. Condigao inicial: (z,y,z) = (—2,0.5,2).
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Figura 4.4: Projecao da solugao no eixo z(t) em func¢do do tempo de integracao no sistema
(3.1) para valores de parametro a = —2, b = —2.92 e ¢ = —1.2. Intervalo de integragao:

0,35]. Condicao inicial: (z,y,z) = (—2,0.5,2).
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Figura 4.5: Retrato de fase do sistema (3.1) para valores de parametro a = —3.504,
b= —-292¢ec= —12 Intervalo de integragao: [0,250]. Condicao inicial: (z,y,z) =
(—2,0.5,2). Quando bc = —a o ponto E; = (0,0,0) é local e assintoticamente estével e,
portanto, um atrator fraco. A bifurcacao de Hopf ocorre no valor critico a, = —3.504. Os

autovalores da matriz Jacobiana D fg, sao: A\ = —1.2, \y = 0+ 1.70887, A3 = 0 — 1.7088:.
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Figura 4.6: Projecao da soluc¢ao no eixo x(t) em fungao do tempo de integracao no sistema
(3.1) para valores de parametro a = —3.504, b = —2.92 e ¢ = —1.2. Intervalo de integragao:

[0,250]. Condigao inicial: (z,y,z) = (—2,0.5,2).
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Figura 4.7: Projecao da solucao no eixo y(t) em func¢ao do tempo de integracao no sistema
(3.1) para valores de parametro a = —3.504, b = —2.92 e ¢ = —1.2. Intervalo de integracao:

0,250]. Condigao inicial: (z,y,z) = (—2,0.5,2).
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Figura 4.8: Projecao da solugao no eixo z(t) em func¢do do tempo de integracao no sistema
(3.1) para valores de parametro a = —3.504, b = —2.92 e ¢ = —1.2. Intervalo de integragao:

0,250]. Condicao inicial: (z,y,z) = (—2,0.5,2).
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Figura 4.9: Retrato de fase do sistema (3.1) para valores de parametro a = —4, b = —2.92
e ¢ = —1.2. Intervalo de integragao: [0, 150]. Condigao inicial: (x,y,z) = (0.2,0.3, —0.2).
Quando bc < —a o ponto E; = (0,0,0) é localmente instavel e, portanto, localmente
repulsor. Os autovalores da matriz Jacobiana D fg, sao: Ay = —1.30716, Ay = 0.0535792+
1.74849i, A3 = 0.0535792 — 1.74849;.

Figura 4.10: Projegao da solucao no eixo x(t) em fungao do tempo de integragao no sistema
(3.1) para valores de parametro a = —4, b = —2.92 ¢ ¢ = —1.2. Intervalo de integragao:

[0,150]. Condigao inicial: (z,y,z) = (0.2,0.3, —0.2).
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Figura 4.11: Projegao da solucao no eixo y(t) em fungao do tempo de integragao no sistema
(3.1) para valores de parametro a = —4, b = —2.92 ¢ ¢ = —1.2. Intervalo de integracao:

0, 150]. Condigao inicial: (z,y,z) = (0.2,0.3, —0.2).

Figura 4.12: Projegao da solugao no eixo z(t) em func¢ao do tempo de integragao no sistema
(3.1) para valores de parametro a = —4, b = —2.92 e ¢ = —1.2. Intervalo de integragao:

[0, 150]. Condicao inicial: (z,y,z) = (0.2,0.3,—0.2).
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a) Retratos de fase do sistema (3.1) no ponto de equilibrio FEs.

Figura 4.13: Retrato de fase do sistema (3.1) para valores de parametro a = —6, b = —2.92
e ¢ = —1.2. Intervalo de integragao: [0,5.5]. Condigao inicial: (z,y, z) = (6.01,0.01,0.01).
Quando be < —a o ponto Fy = (—a,0,0) é localmente instavel e, portanto, localmente
repulsor. Os autovalores da matriz Jacobiana D fg, sao: Ay = 1.10054, Ay = —1.15027 +
2.03193¢, A3 = —1.15027 — 2.031935.

Figura 4.14: Projegao da solugao no eixo z(t) em fungao do tempo de integracao no sistema
(3.1) para valores de parametro a = —6, b = —2.92 e ¢ = —1.2. Intervalo de integragao:

[0,5.5]. Condi¢ao inicial: (x,y,z) = (6.01,0.01,0.01).
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Figura 4.15: Projegao da solucdo no eixo y(t) em func¢ao do tempo de integragao no sistema
(3.1) para valores de parametro a = —6, b = —2.92 e ¢ = —1.2. Intervalo de integragao:

0,5.5]. Condi¢ao inicial: (x,y,z) = (6.01,0.01,0.01).
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Figura 4.16: Projegao da solucao no eixo z(t) em func¢ao do tempo de integragao no sistema
(3.1) para valores de parametro a = —6, b = —2.92 ¢ ¢ = —1.2. Intervalo de integracao:

[0,5.5]. Condi¢ao inicial: (x,y,z) = (6.01,0.01,0.01).

23222120
X
Figura 4.17: Retrato de fase do sistema (3.1) para valores de parametro a = —20,
b= —-292 ¢ c = —12. Intervalo de integracao: [0,3]. Condicdo inicial: (z,y,2) =

(20.01,0.01,0.01). Quando bc < —a o ponto Ey = (—a,0,0) é localmente instével e,
portanto, localmente repulsor. Os autovalores da matriz Jacobiana D fg, sao: A\ =

2.0673, Ay = —1.63365 + 2.646827, \3 = —1.63365 — 2.64682:.
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Figura 4.18: Projegao da solucao no eixo z(t) em fungao do tempo de integracao no sistema
(3.1) para valores de parametro a = —20, b = —2.92 e ¢ = —1.2. Intervalo de integracao:

0,3]. Condicao inicial: (z,y,z) = (20.01,0.01,0.01).
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Figura 4.19: Projegao da solucao no eixo y(t) em fungao do tempo de integragao no sistema
(3.1) para valores de parametro a = —20, b = —2.92 e ¢ = —1.2. Intervalo de integracao:

0,3]. Condicao inicial: (z,y,z) = (20.01,0.01,0.01).
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Figura 4.20: Projecao da solugao no eixo z(t) em func¢ao do tempo de integragao no sistema
(3.1) para valores de parametro a = —20, b = —2.92 e ¢ = —1.2. Intervalo de integragao:

0,3]. Condigao inicial: (z,y, z) = (20.01,0.01,0.01).



Conclusoes

Neste trabalho estudamos analiticamente e numericamente o comportamento dinamico
do sistema tipo (1.1), o qual é um sistema quadrético tridimensional nao-linear dependente
de parametros a, b e ¢ reais negativos.

O sistema (1.1) possui dois equilibrios F; = (0,0,0) e Ey = (—a,0,0), para o con-
junto de parametros D = {(a,b,c) € R*/ a < 0,b < 0,¢ < 0}. Se, (a,b,c) € D; =
{(a,b,c) € D/bc > —a}, entdo E; é localmente assintoticamente estavel. Se (a,b,c) €
Dy = {(a,b,c) € D/bc < —a}, entdao E; é instavel. Mostramos que o sistema apresenta
bifurcagoes de Hopf na origem, o qual ocorre no conjunto D3 = {(a,b,c) € D/bc = —a}.
Como o primeiro coeficiente de Lyapunov é negativo, E; é localmente assintoticamente
estavel e, portanto, localmente um atrator e os ciclos limites bifurcantes sao atratores.

A superficie de Hopf, que fornece o lugar geométrico no espaco de parametros para o
qual o sistema apresenta bifurcacoes de Hopf, foi determinada para o equilibrio na origem
utilizando o critério de estabilidade de Routh—Hurwitz.

Concluimos que as bifurcacoes de Hopf em E; sao de codimensao 1, visto que as
condigbes de nao degenerescéncia (veja Teorema (4.0.3)) e transversalidade (veja Teorema

(4.0.4)) sao satisfeitos.

Teorema 4.0.3 (Teorema da nao degenerescéncia) Considere a familia a trés parametros
de equagoes diferenciais (3.1). O primeiro coeficiente de Lyapunov associado ao ponto de
equilibrio Ey € dado por

16b — 22

h(b,c) = Ab3c — 5023 + 660 (1)

Como l1(b,c) # 0, para todos os valores de b < 0 e ¢ < 0, o sistema (3.1) tem uma

bifurcacao de Hopf nao degenerada no ponto de equilibrio Ey para a = ay,.

Teorema 4.0.4 (Condicao de transversalidade para a bifurcagao de Hopf genérica)

Considere a familia a trés parametros de equacoes diferenciais (3.1). A condigdao de
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transversalidade para as bifurcacoes de Hopf no ponto de equilibrio Ey é dada por

1

Y (an) = o 92" (4.2)

Como +'(an) # 0, para todos os valores de b < 0 e ¢ < 0, o sistema (3.1) tem uma

bifurcacao de Hopf transversal no ponto de equilibrio Ey para a = ay,.

Assim, também, podemos observar que o Retrato de fase da Figura 1.1, exposto na
Introducao desta dissertacao apresenta um dos possiveis “atratores caodticos”do sistema
(1.1) para os seguintes valores dos parametros: a = —6, b= —2.92 ¢ ¢ = —1.2.

Foi feito um estudo da dinamica local para o caso particular do sistema (1.1) con-
hecido como sistema de Lur’e (3.41), que segue o mesmo estudo analitico e sistemdtico
desenvolvido no sistema (1.1).

Como proposta para trabalhos futuros podemos citar:
1. Estudar a estabilidade global do sistema (1.1);
2. Estudar a existéncia da érbitas homoclinicas no sistema (1.1);

3. Apresentar um tratamento mais rigoroso das “oscilagbes cadticas”apresentadas no

sistema (1.1) para determinados valores dos parametros.
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Anexo A

B Sistema (3.1)

hlr—y-,z] =y,

folr—y,z] =1,

Blr,y 2z ]=axx+bxy+cxz+a2

B Equilibrios

e = Simplify[Solve[{ fi[r,y, 2] == 0, folz,y, 2] == 0, fslz,y, z] == 0}, {z,y, z}]].
{{y — 0,z - 0,2 = 0},{y — 0,2 = 0,2 — —a}}.

Equilibrio origem (e)

eo = {w,y,2} /. e[[1]].

{0, 0, 0}.

Equilibrio = = —a
er ={z,y,2} /. e[[2]]
{-a,0,0}.

B Parte linear do campo — matriz Jacobiana A
Dfffay= ) ={

{Derivative[l,0,0][f1][x, y, 2],

Derivative|0, 1, 0][ f1][z, y, 2|, Derivative[0, 0, 1][f1][z, y, 2]},
{Derivative[l,0,0][f2|x, y, 2], Derivative|0, 1, 0] f2][x, y, 2],
Derivative|0,0, 1][ fo][z, y, 2]}, { Derivative[1, 0, 0][ f3][z, y, 2],
Derivative|0, 1, 0][ fs][z, y, 2], Derivative|0, 0, 1][f3][z, y, 2]} }.
A{z_,y-, z-}] := Df[{z,y, z}].

Matriz Jacobiana A

Al{z,y, 2}].

{{0,1,0},{0,0,1},{a + 2z,b,c}}.

MatrixForm[A[{x, y, z}]]

0 10
0 0 1
a+2x b ¢

B Matriz Jacobiana aplicada na origem (e)

A = Aleg).
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{{0,1,0},{0,0,1},{a,b,c}.
MatrixForm/[A]
010

0 01

a b c
B Polindémio caracteristico calculado na origem e,

p[A\_] := Det[A — X\ x IdentityMatriz[3]].
Reduce[p[A]].
p(A) = A3 —cA? — D) —a.

Autovalores A

N /263 + 9be + 27a + 3v/3v/—4b3 — 202 + 18ach + 4acd + 27a2
ﬁ — —
1773 39/2
V2 (—c® — 3b)

33/263 + 9be + 27a + 3v/3v/—4b3 — 202 + 18ach + 4ac® + 27a2

¢ (1—14V3) V263 + 9be + 27a + 3v/3V/—4b3 — 0% + 18ach + dac® + 27a?
Ay = o — 3 +
3 6v/2
(1+4v3) (—c* = 3b)

322/33/9263 1 9be + 27a + 3v/3vV—40% — 202 + 18ach + 4ac® + 27a2

c (1 + 2\/3) {3/203 + 9bc + 27a + 33V —4b3 — 202 + 18ach + 4ac® + 27a?
/\3 — — — 3 +
3 6v/2

(1 —iv3) (—c* —3b)

322/3 {’/203 + 9bc + 27a + 33V —4b3 — 202 + 18ach + 4ac® + 27a2

Metédo de Cardano
Escrevendo A = p + g, vem

Simplify p[\] = X3 — cA? — b\ — a.
<§+u>3—c(§+u>2—b<§+u> —a.
= ) (o) () e
Expand[R].
23 uc®  be 3
—5—7—34—11 —a — bu.
2

C
=Sy,
P="3

Equacgao caracteristica
u? 4+ pu+q = 0.
A =(q/2)* + (p/3

.
L@ N 2 ke Y
27 3 4 27 3 '



)
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B Superficie de Hopf

Superficie de bifurcagao

a = —bc.

—be.

Reescrevendo a matriz Jacobiana
A = FullSimplify[A].

{{0, 1, 0}, {0, 0, 1}, {-be, b, c}}.
MatrixForm|[A]

0 1 0
0 0 1
—-bc b ¢

Reescrevendo o polindmio caracteristico

p1[A] := Det[A — X x IdentityMatriz|3]].

Simplify[pi[A]]-

—bc+ A(b+ (c— A)A).

d==bc+ Ab+ (¢ — AM)A).

Factor[d].

=A%+ cA? + b\ — be.

BAutovetores da matriz A- autovalores e respectivos autovetores

AV=FullSimplify[Refine[Eigensystem[A],b € Reals && b < 0 && ¢ € Reals && ¢ < 0]].
—iv—b v/ —b c

oot (oot Tt
b’ /—b’ b /=b 2’ c’
1=c.
Aoz = +iv/—b.
+iv/—b.
w = +v/—=b.
B Autovetor complexo q, satisfazendo Aq = iwq
q={1,iv/—=b,b}.
{1,iv/=b,b}.
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B Reescrevendo o autovetor complexo q
q={1,iw,b}.

{1,iw, b}.

B O conjugado do vetor g-(qc)

qc= FullSimplify[Refine[Conjugate[q],b € Reals && b < 0]].

{1, —iw, b}.

B Confirmando o vetor q
w = +/=b.
FullSimplify[A.q — iwq].
{0,0,0}.

B Matriz transposta de A(AT)
AT=Transpose[A].

{{0,0, —bc},{1,0,0},{0,1,c}}.
MatrixForm (AT)

0 0 —bc

1 0 b

01 ¢
B Autovalores de AT - autovalores e respectivos autovetores
AP=FullSimplify[Refine[Eigensystem[AT],b € Reals && b < 0 && ¢ € Reals && ¢ < 0]].
—iv/—b v/ —b c
{i\/ —be, —c — i/ —b, 1} {—i\/—bc, iv—b—c, 1} {-b,0,1}
B Autovetor adjunto p, satisfazendo ATp = —iwp
w= b
—b—1icyv/—b i/ —b
p - {17 b b
C be
] —b— v —bc iv/—b
’ be " obe
B Reescrevendo o autovetor adjunto complexo p

—b —idcw iw
p { ) bc 7 bc}

] —b —wc E
’ be  be |’

B O conjugado do vetor p(pc)
pc =FullSimplify[Conjugate[p], b € Reals && b < 0 && ¢ € Reals && ¢ < 0 && w > 0].

Jw 1w
b ¢ be’

BConfirmando o vetor p

w = /=b.

}.




FullSimpli fy[AT.pc — i w pc].
{0,0,0}.
B Normalizagao de p com respeito a q
Fator de normalizagao u
w = /—b.
Produto interno (< pc,q >) =n
n = FullSimpli fy[pc.q|.
2 — 2i\/—_b.
’ 2iv/—b

n—=2— .
c

E= FullSimplify[Conjugate[n], b € Reals && b < 0 && ¢ € Reals && ¢ < 0].

2t/ —b

u = FullSimpli fy[1/E)].
c

2¢ + 2iv/—b
Bl Reescrevendo u em termo de w
c

“ :c 21w + 2¢
2¢ + 2iw
B Normalizando p(pN) pN = u; *p
c —b—iv/—bc iv—b
2c+2iv/=b" b (2c+2iv/=b)" b(2c+2iv/-b) |
w=+—b.
B Conjugado de pN(pNa)
c —b+iv/—bc iv/—b
2¢ — 2iv/—=b" b (2c—2ivV=b)" b (2c—2ivV=b) |

B Confirmando a normalizacao (< p,q >=1)

pNa =

w = —b.
FullSimplify[Refine[pNa . q]].
1.

B Matriz inversa de A(AI)
AT = Simplify[Inverse[A]].
(o g b 10,0}, {0,1,0}}
MatrixForm/[Al]
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b be
0 0
0 1 0

Simplify[A . Al].

{1,0,0},{0,1,0},{0,0,1}}.
B As fungoes multilineares B,C,D e E

S

Defini¢ao da fungao B(x1,x2,x3)
Bi[{z1_,22_,23_},{yl_,y2_,y3_}] :={0,0,2z1yl}.
MatrizForm[B;[{z1, 22, 23}, {y1, y2, y3}|]

0

0

2x1y1
Bilg, q] :={0,0,2}.
MatrizForm|B|q, q]]

0

0

2
Bi [q7 qc] = {07 07 2}
MatrizForm|B;|q, qc]].
0

0

2
Defini¢ao da fungao C(x1,x2,x3)

Cil{x1_, 22,23}, {yl_,y2_,y3_},{z1_,22_,23_}] := {0,0,0}.
MatrizForm|[Ci[{x1, 22, 23}, {y1,y2,y3}, {21, 22, 23}]].

0

0

0
Defini¢ao da fungao D(x1,x2,x3)

Di[{x1_,22_,23_},{yl_,y2_,y3_},{21_,22_,23_,{ul_,u2_,u3_}] :={0,0,0}.
MatrizForm[D;[{x1, 22,23}, {yl,y2,y3}, {21, 22, 23}, {ul, u2, ud}]]

0

0

0
Definigao da fungao E(x1,x2,x3)
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Ei{zl_,22_,23_} {yl_,y2_,y3_}, {z1_,22_,23_,{ul_,u2_,u3_},{vl_,v2_,v3_}] :={0,0,0}.
MatrizForm[E;[{x1, 22,23}, {y1,y2,y3}, {21, 22, 23}, {ul, u2,u3d}, {vl, v2, v3}]]

0

0

0
B Determinando o niimero complexo (o,

Os vetores complexos hi; e ho

2
hy1 = FullSimplify[Al.B;[q, qcl] {_b_c’ 0, 0}.
MatrizForm[hy]

B 2
bc
0
0
hoo = Inverse[2iwldentityMatriz[3] — A].B;[q, q|.
{ 2 4iv/—b 8b }
6i/—bb — 3bc’ 6iv/—bb — 3bc’ 6iv/—bb — 3bc )
MatrixForm/hq)
2
61v/—bb — 3bc
4in/—b
6iv/—bb — 3bc
8b
67v/—bb — 3bc
As fungoes Bilineares B;[qc, hag| € Bi[q, hi1].
4
Bilqe, ool == {0,0, ———
e o) = 10,0, e
MatrixForm|B;[qc, ha]]
0
0
4
6iv/ —bb — 3bc

—4
Bilq, hi1] = -
Z[Q7 11] {070’ bC}
MatrixForm|B;[q, h11]]
0

0
4

~be
B Componentes de Go;

C1 = Simplify[pNa.Ciq, q, qc] |-
0.
P1 = FullSimplify[pNa.B;[qc, ha].



B 2iv/—b
b (c — iv/=b) (6iv/—bb — 3bc)
P2 = —2pNa.B|q, h11].
4

b2c — i/—b be?’

B Determinando Gy

Go1 = FullSimplify|P1 + P2 + C1].
21 4
+ .
3(=b)3/2 (2b+ ¢ (¢ — 3iv/=b))  b*c —iv/—b bc?

B Determinando 1,

Ly = Simplify|Refine[Complex Expand|Re|Ga]],b < 0 && ¢ < 0 && w > 0]].

16b — 2¢2
bcd — 5023 + 4b3c’
B Condicao de Transversalidade
A= {{0,1,0},{0,0,1},{a,b,c}}.
{{0,1,0},{0,0,1},{a,b,c}}.
DIA, a).

{{1,0,0}, {0,0,0},{0,0,0}}.
DI[A,a] /. a — —bec.

{{1,0,0},{0,0,0},{0,0,0}}.
q = {1,i/—b,b}.
{1,i/—b,b}.

f=(D[A,a] /. a — —bc). q.
{0,0,1}.

Na— { c iv/—bc—b B iv/—b }
P = 90 2 2iv/=b 2be — 2i/—bb" 2be — 2in/ Db )
{ c iv/—bc—b B iv/—b }

2¢ — 2iv/—b’ 2bc — 2i\/—bb’ 2bc — 2in/—bb |
N(=bc) =pNa. f.

Wb
2bc — 2i\/—bb’

v = FullSimpli fy[Re fine|Complex Expand[Conjugate[Re[N]]]], b < 0&&c < 0].

1
2b — 2¢2°
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Anexo B

Sistema de Lur’e

Alz—y- 2] =y,

fle—y- 2] =z,

By, 2] = —az— By —x + 22
B Equilibrios

e = Simplify[Solve[fl]z,y, 2] == 0, f2[x,y,2] == 0, f3[z,y,2] == 0,z,vy, 2]].

{{y— 0,2 = 0,2 - 0},{y = 0,2 — 0,2 — 1}}.
Equilibrio origem (e)

eo = {z,y,2} /. €[[1]]

{0, 0, 0}.

Equilibrio x =1

er ={z,y,2} /. e[ [2] ].

{1,0,0}.

B Parte linear do campo - matriz Jacobiana A
DF,o[{z-,y-,2-}] :={

{Derivative[l,0,0][f1][x, y, 2],

Derivative(0, 1, 0][ f1][z, y, 2|, Derivative[0, 0, 1][f1][z, y, 2]},
{Derivative[l,0,0][f2|x, y, 2], Derivative|0, 1, 0] f2][x, y, 2],

82

Derivative|0,0, 1][ fo][z, y, 2]}, { Derivative[1, 0, 0][f5][x, y, 2], Derivative|0, 1, 0] f5][x, v, 2],

Derivative[0,0, 1][fs][z, y, 2]} }.
Alfe_,y_ 2 Y == Dfl{z,y, 2}
Matriz Jacobiana A
Al{z,y, 2}].
{{0,1,0},{0,0,1},{2z — 1, -3, —a}}.
MatrixForm[A[{x, y, z}]]

0 1 0

0 0 1

2r—1 —f0 —«
B Matriz Jacobiana aplicada na origem (e)

A = Ale0].



{{0,1,0},{0,0,1},{—1, -5, —a}.
MatrixForm/[A]

0 1 0

0 0 1

-1 -8 —«
B Polin6mio caracteristico calculado na origem e,
p[A_] := Det[A — X\ x IdentityMatriz|3]].
Reduce[p[A]].
p(A) = X3+ a)\? + A + 1.
Polinémio
A3+ aA? + BN+ 1.
B Superficie de bifurcacao de hopf

Superficie de bifurcagao
1

a=—.
5]

1

5

Reescrevendo a matriz Jacobiana

A = FullSimplify[A].

{{0,1,0},{0,0,1}, {~1,~5, —%}}.
MatrixForm[A]
0 1 0

0 0 1
1

-1 -8 3

Reescrevendo o polindmio caracteristico
p1[A] := Det[A — X x IdentityM atriz|3]].

Simpli fy[p1[A]].
BN N AL
3 .

B Autovetores da matriz A- autovalores e respectivos autovetores

83

AV=FullSimplify [RefineEigensystem[A],5 € Reals && 3 > 0 && o € Reals && a > 0]].

_% —iVB iV

o () (o

B Autovetor complexo q, satisfazendo Aq = 1wq
{17 Z\/BJ _6} .
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B O conjugado do vetor q(qc)
qc= FullSimplify[Refine[Conjugatelq], 5 € Reals && 5 > 0]].

{17 _Z\/B7 _B}

B Confirmando o vetor q
w=+/B.

FullSimplify[A.q — iwq].
{0,0,0}.

B Matriz transposta de A(AT)
AT=Transpose[A].

{{0707_1}7{1707_6}7{0717_%}}
MatrixForm (AT)
0 0 —1
1 0 —p
1
01 ——
5

B Autovalores de AT - autovalores e respectivos autovetores

AP=FullSimplify[Refine[Eigensystem[AT],5 € Reals && 3 > 0 && a € Reals && a > 0]].
1

3 —i/B i/
11 1 1
0,1 ——,=—1 1 —,1 —1
{ﬁ? Y } { /67/8 /L\/B’ } {\/B?Z\/B+ 57. }
B Autovetor adjunto p, satisfazendo ATp = —iwp
w=+/p.

p= {16+ﬁ1\/ﬁ}

{1,6+ \/Bz\/ﬁ}

B O conjugado do vetor p (pc)
pc =FullSimplify[Refine[Conjugate[p], 8 € Reals && > 0 && « € Reals && a > 0 &&

w > 0].
i

17 6 - T A _Z\/B}
(-5
B Confirmando o vetor p
w=+/p.
FullSimplify[AT.pc — i w pc].
{0,0,0}.

B Normalizagcao de p com respeito a q

Fator de normalizagao u



w=+/p.

Produto interno (< pe,q >) = n.

n = FullSimplify[pc.q|.

2i33/% + 2.

E= FullSimplify[Conjugate[n], 8 € Reals && 3 > 0 && a € Reals && a > 0).
2 — 2i3%/2.

u = FullSimpli fy[1/E].
1

2 — 2

B Normalizando p(pN)

pN = ul % p.

Simpli fy[pN].
1 i VB3
2 —2iB%2 2\ /3  2B%2 1 2 }
B Conjugado de pN(pNa)

pNa =FullSimplify[Conjugate[pN], 5 € Reals && [ > 0 && a € Reals && o > 0].

1 1 1
2332 +2 2B 20 93
V3

B Confirmando a normalizagao (< p,q >=1)
w=+/p.
FullSimplify[Refine[pNa.q|].
1.
B Matriz inversa de A(AI)
Al = Simpli fy[Inverse[A]].
1
{{_ﬁa _Ba _]-}7 {1a 07 0}7 {07 17 O}}
MatrixForm/[Al]
1
-3 —= -1
&)
1 0 0
0 1 0
Simplify[A.AIl.
{1,0,0},{0,1,0},{0,0,1}}.

B As fungoes multilineares B,C,D e E

Defini¢ao da fungao B(x1,x2,x3)
Bil{zl 22,23}, {yl ,y2_,y3_}] := {0,0,221yl}.
MatrizForm|[B;[{z1, 22, x3},{y1, y2, y3}]].
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0
0

2x1y1
Bilq,q] = Bilq,qc] := {0,0,2}.
MatrixForm|B;[q, q] = Bi[q, qc]].
0

0

2
Defini¢ao da fungao C(x1,x2,x3)

Cil{zl_,22_,23_}, {yl_,y2_,y3_},{21_,22_,23_}] := {0,0,0}.
MatrizForm|C;[{z1, 22,23}, {y1, y2,y3},{#1, 22, 23}]].

0

0

0
Defini¢ao da fungao D(x1,x2,x3)

Di[{x1_ 22,23 _},{yl_,y2_,y3_},{z1_,22_,23_ {ul_,u2_,u3_}] :={0,0,0}
MatrizForm|[D;[{x1,22, 23}, {yl,y2,y3}, {21, 22, 23}, {ul, u2, ud}]].

0

0

0
Definigao da fungao E(x1,x2,x3)

Ei{xl_ 22 ,23_},{yl_,y2_,y3_},{21_,22_,23_ {ul_,u2_,u3_},{vl_,v2_,03_}] :={0,0,0}
MatrizForm[E;[{x1, 22,23}, {yl,y2,y3},{z1, 22, 23}, {ul, u2,ud}, {vl,v2,v3}]].

0

0

0
B Determinando o niimero complexo (G

Os vetores complexos hi; e ho
hy1 = FullSimplify[Al.B;[q, qc].
{-2,0,0}.
MatrixForm|[h]

-2

0

0
hoo = Simpli fy[Inverse[2iwldentityMatrixz[3] — A].Bi[q, q]].



p 4/3 8
—6i32 — 3 3i — 6332 3i — 6352 |
MatrixForm/[hqy)
2

62 — 3
4VB
3i — 672
8if3
3i — 64972
As fungoes Bilineares B;|qc, ha] € Bi[q, hi1]

, 4
BZ[(]C, hgo] = {O, 0, m}
MatrixForm|B;[qc, hy]].

0
0
4
—6i33/2 — 3
Bl-[q, hll] = {07 07 _4}
MatrixForm|B;[q, hi,]]
0

0

—4
B Componentes de Go;

C'1 = Simpli fy[pNa.Cilg, q, qc].
0.

P1 = FullSimplify[pNa.B;[qc, ha].
2i/B

—63% +9i3%2 4+ 3

P2 = —2pNCLBZ[q, hll]-
8

21 ’

2y

NG B

B Determinando Gy

Go1 = FullSimplify[P1 + P2 4+ C1].
10i+/3 — 24/3?
633 — 9i33/2 — 3’
B Determinando L,
Ly = Simplify[Refine[Complex Expand|Re[Ga]], b < 0 && ¢ < 0 && w > 0]].
_2(88°+ %)
466 +53 +1°
B Condicao de Transversalidade
A= {{07 17 0}7 {07 07 1}7 {_17 _67 —Oé}}

{{07 17 0}7 {O’ 07 1}7 {_17 _ﬁa _a}}'
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DI[A, a].

{{0, 0, 0}, {0, 0, 0}, {0, 0, -1}}.
DIAa] /. a — 1/p.
{{0,0,0},{0,0,0},{0,0,—1}}.

{1,iv/B,-8}.

f=(D[Aa] /. a—1/8). q

{0,0, 3}.

Na = 1 — ! — \/B }
PRO=2ipr 2 " 2y3 202 —2i )

1 i VB
{2@53/2 127 2yB 2037 — 22'}‘
v (1/8) = pNa. f.

53/2
232 —
ﬁ3/2

(S
2035/2 — 24

e = FullSimpli fy|Complex Expand[Conjugate[Re[t]]], b < 0 && ¢ < 0].
3

__r
233 +2°
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