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COEFICIENTES POLINOMIALES PARA FUNCIONES LIMITE DE SERIES DE
POTENCIAS, UNA ANALOGIA CON EL TRIANGULO DE PASCAL.

Polynomial coefficients for functions of power segs limit,
an analogy with Pascal's Triangle

RESUMEN

OSCAR FERNANDEZ S.

En este trabajo se muestra un resultado sobreokficientes de las funciones Licenciado en Matematicas, M. Sc.
polinémicas hacia las cuales convergen cierto tiposeries infinitas. Dicho Profesor Asistente

resultado esta relacionado con una forma encontpea@ hallar estos Universidad Tecnolégica de Pereira
coeficientes y la demostraciéon de su validez. Lalagia que se pretende oscarf@utp.edu.co

mostrar tiene que ver con la forma como estos deeties se distribuyen en un

triangulo numérico, a la manera como los coefiggiitinomiales lo hacen en el

triangulo de Pascal.
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ABSTRACT

In this work is shown a result on the coefficieotghe polynomial functions
toward which they converge certain type of infirdtgies. It is relationate with
a form that was found to find that coefficients ahé demonstration of its
validity. The analogy that intends to show hasdtowith the form as these
coefficients are distributed in a numerical triaagto the way like the binomial

coefficients do it in the Pascal’s triangle.

LORENZO MARTINEZ H.
Licenciado en Matematicas, Mg.
Profesor Asistente

Universidad de Caldas

limarti69 @hotmail.com

ALVARO SALAS S.

Matematico, M. Sc.

Profesor Asistente

Universidad de Caldas

Profesor Asociado

Universidad Nacional de Colombia
asalash2002@yahoo.com

KEYWORDS: Polynomial coefficients, infinite series, numeritiéngle.

1. INTRODUCCION

En algiin momento del curso de matematica fundamenta
se estudia el desarrollo del binoniin+ a}™ y en ese
desarrollo se encuentran ciertos coeficientes lm®a
coeficientes binomialedos cuales se denotan cor:'r{p],

que en realidad es una manera de representar los
cocientes—=_ parak = 0, 1,...,n, lo cual se puede
kliin—kM

expresar simbdlicamente como
(x+ a)" = Z (")x*a-%. Ahora, esos coeficientes
r=a

forman un triangulo numérico conocido en el amii¢o

la Matemética como el Tridngulo de Pascal, en hahor
matematico y filésofo francés Blaise Pascal (1622 —
1662), cuyas primeras filas, aparecen enseguidé en
figura 1.
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Fig. 1 Triangulo de Pascal generado por los caeftels
binomiales y la suma de sus filas

Cada fila k del triangulo es obtenida con los téaomide

la fila anterior k—1 asi: Cualquier nimero la filaes la
suma del niumero situado encima de él y el queaka
izquierda de éste en la fila k-1, por ejemplo laseros

de la fila 7 correspondientes a los coeficientesekn
desarrollo de (x + &son 6 =5+ 1; 15 = 10 + 5; 20 = 10
+ 10; 15 =5 + 10; 6 = 1 + 5. En general se puede

demostrar usando la definici(’fr]n] = ——— el hecho
K

Kiin=x

que
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En este trabajo se demuestra la validez de una&sgpr
similar a la que se utiliza para el desarrollo ldabmio
mencionada antes, se obtiene una férmula para
determinar los coeficientes asociados de manera
explicita, asi mismo se muestra que estos coefiasen
forman un triangulo numérico.

2. CONTENIDO

2.1 Series de potencias y funcidn generatriz
Sea {a@} una sucesion de numeros reales y sea la serie de

potencias g(z) :Zanz”, si resulta que ésta serie
n=0
converge absolutamente en cierto intervalo (-R,yR)
ademas se conoce la expresion de g(z), entongrsede
evaluar la funcion y cualquiera de sus derivadas en
valores de z que satisfagan |z| < R. A la funci@ sg le
conoce como funcién generatriz de la sucesigp Ya
esta funcion define la transformada geométrica de a
denotada Z[gd = g(z). Un ejemplo clasico que sirve de
base para obtener otras series de potencias agmgus
derivadas es la funcibn generatriz o transformada
geométrica de la sucesion)fa= {1, 1, 1, 1, 1,...}. Esto
es,

g(2) = ZZ = ||msz_ |II’T;Io

n- oo

n+1 1 1
C1-7

Se tiene entonces el siguiente resultado basico

S o= 1 . sipg<1 1)
n=0 1-

Se puede obtener la funcidbn generatriz para otras
sucesiones a partir de esta simplemente derivando ¢
respecto a z y luego multiplicando por z a ambdedale

la igualdad. Asi, si se deriva (1) y se multipliGambos
miembros por z, se obtiene,

oo Z ;sifz| <1 2)
2" =
Al derivar (2) y multiplicar por z,
inzz": 42 5ijz| < 1. (3)
1-2°

n=1

Si se deriva (3) y se multiplica por z,
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inazn :w si fz] < 1. (4)
n=1 (l_ Z)

Derivando (4) y multiplicando por z,
Z”:n o = 2 +112° +112° + z . siz| < 1. (5)

=1 1-2°

A partir de los resultados (1) a (5) se puede torge
una férmula genérica para las funciones generatiiee
la forma {a.} = {n'}, es decir una férmula genérica para

la expresion Z nkz" de la forma:
n=1

- n 1 m
e @- z)k+12akm i k=1,2;silzl<1. (6)

Los coeficientes 84,8,,/\,3, constantes a

determinar explicitamente.

son

2.2 Coeficientes polinomiales y un triangulo numécio

Teorema La serie inkznconverge para |z]| < 1 a
n=1

k = 1, 2,... con

- Z)mZakm z"

8y = (k= m+1)a(k—1)(m—1) MGy gy
Demostracion Consideremos la expresion béasica (1):

. = 1 ;8i|z] <1

507 2SI

Al derivar y multiplicar por z ambos lados de esta

expresion, se obtiene que la seﬂgun converge para |z|
n=1

<la 1

-2 ?

Supongase que la ser'?nk-lzn converge para |z| <1 a
n=1

k1 . Es decir

2 Za(“

ink—lzn —

= L
Al derivar con respecto a z ambos lados de esta
expresion, se obtiene

o

z (1 Z)Zk(( -2 zma(k -ymZ zm +k(l- Z)k 1za(k -ymZ j

n=1
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Se cancela(l—2)*" y se multiplica por z a ambos
lados de la igualdad, para obtener

k-1

k,n _ 1 m & m+1
nkz" = o - Z)Z ma 2" + kZ Ag1ym Z
m=1 m=1

;
M
3

Se efectla el producto para obtener

©

l k-1 k-1 k-1

k — 1 1

2Nz = pre} [Z My 2™ = D My yn 2™ + KD 8 gymZ™
(l_ Z) m=1 m=l m=L

n=1

Ahora por la invarianza ante una traslacion seetien
< k ,n 1 & m S m < m
Zln z :W[Z;meh—nmz _Z;(m_l)a(k—n(nﬂ)z +kz;a(k—1)(nr1)z )

Si se tiene qued; ;o = .y =0, la expresion
anterior queda
S kn _ 1 L k_ m
Zn z = P Z(( M+D a4 4y mry + MBx-gym) Z
(l_ Z) m=1

n=1
Se hacea, = (k- M+Da, py gy + My, PATA concluir

que la serie » nz'converge para |z| < 1 a
n=1

1 &, myk=1,2,....
(1_Z)k+1 éakmz D

Los coeficientesa,,, obtenidos mediante la expresion
(k=m+Day g + My, PAIA los polinomios de z en

los numeradores del lado derecho de la igualdaa var
que se deriva y se multiplica por z forman un giflo
numérico a la manera del triangulo que forman los
coeficientes binomiales en el Triangulo de Pascal

Qg1 Oz Gz s D

Fig. 2 Triangulo numérico generado por los coefitds A,

Cada fila k del tridngulo es obtenida con los téoside
la fila anterior k=1 asi: En la fila k hay k+2 n(mog
incluyendo los ceros de los extremos y en la filalkay
k+1 nameros de la forma

Q=101 Bk-nys Ao N Apeenyeeny By Y S€ UENe que
&, = (K-m+Da, .y + Mg, ,, Param= 1, 2,....,kcon

Qoo = B = 0. Por ejemplo si se quieren obtener
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los coeficientes de la quinta fila el procedimieeto el
siguiente: Los términos de la fila 4 sep, =1, a,, =11

a,; =11 a,, =1.Con estos se obtiene los términos de la

fila 5 considerando que,, = a,; = 0.De modo que

a;; = (6-1+1a,, +a, =50)+1=1,

a;, = (5-2+1Na,, +2a,, = 41 + 2(11) = 26,
a,, = (5-3+1a,, +3a,, = 30D + 301 =66,
ag, = (5-4+1a,; +4a,, = 2011 + 4(1) = 26,
ag; = (5-5+1)a,, +5a,; = 11) +50) =1.

3. CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

Se ha logrado hacer una analogia con dos heclamnfig

al desarrollo de la potencia n-ésima de un binoEstos
hechos son, primero, la generacién de los coefiseen

el desarrollo del binomio mediante una expresion;
segundo, los coeficientes asi generados confornman u
triangulo numeérico llamado el Triangulo de Pascal.

Las analogias correspondientes a cada hecho en
particular se enuncian a continuacion. Primeratgavo

la forma de los coeficientes de la funcion a lalcua
converge una sucesion infinita convergente de tmdo

Shtz la cual expresa una féormula genérica para las

n=1

funciones generatrices de la forma){= {n'}, es decir

una férmula  genérica para la  expresion

) 1 k . = Tew H <

Snig = Ya,m k=0,1, 2", si|z] <1 yse
(1_ Z) m=1

n=1

demostré su validez.

Segundo, se mostro que los coeficienieg generados
con la formulaa, =(n-k +1)a, 0y + Ky CON
a,, =a,, =1 conforman un triangulo numérico.
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