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ALGORITMO PARA REDUCIR LA COMPLEJIDAD COMPUTACIONAL EN LA
CONVERSION DE AFNDs. A AFDs.

Algorithm to reduce the computational Complexity Converting an NFA to a DFA

RESUMEN

Al convertir un Autdmata Finito No Deterministico (AFND) a un
Autémata Finito Deterministico (AFD) los algoritmos descritos en la
mayoria de la documentacion presentan una complejidad computacional
del tipo exponencial (O(2"), lo cual no es deseable. Esto se debe a las
multiples combinaciones que se dan al hallar los posibles estados
equivalentes entre autdmatas. El presente trabajo propone un algoritmo
que reduce dicha complejidad.

PALABRAS CLAVES: AFD, AFND, Autémata, Complejidad
Computacional, Estados.

ABSTRACT

When converting a non deterministic automata to a deterministic
automata the algorithms described in most papers have an exponential
computational complexity (O(2"), which is no desired. This is due to the
multiple combinations that are possible to find equivalent states between
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automatas. This paper proposes an algorithm that reduces this

complexity.
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1. INTRODUCCION

Un problema que se presenta, cuando se realizan
transformaciones de Autématas Finitos No Deterministas
(AFNDs.), a Automatas Finitos Deterministas (AFDSs.),
concretamente en su equivalencia computacional, es que
en dicha transformacion, se presenta una alta complejidad
de tipo computacional: O(2"), debido a que el algoritmo
que se propone en toda la bibliografia revisada y
referenciada [1], [2], [3]. [4], [5], [6], [7]. [8] ¥ [9], tiene
en cuenta todas las posibles combinaciones de los estados
del AFND, al realizar dicha transformacion.

Cuando se trata de pequefios AFNDs, es decir cuando el
nimero de estados es pequefio (no mayor que de 4), la
complejidad computacional de la transformacion no suele
ser impactante y se puede recurrir al algoritmo propuesto
en la antes mencionada bibliografia.
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Lo anterior se debe, a que el algoritmos que establecen la
equivalencia computacional entre AFNDs. y AFDs.,
basan su fundamento, en que un conjunto de estados en
un AFND es equivalente a uno en el AFD:

3(1,0) =Uger A(q,0), dondet € Q,qeQ y geZ (1)

En este articulo, proponemos un algoritmo, que reduce la
complejidad en el caso promedio, en la conversion de un
AFND a AFD.

2. ALGORITMO PARA DETERMINAR LA
EQUIVALENCIA COMPUTACIONAL ENTRE
AFNDs. Y AFDs.

2.1 Definiciones Béasicas

Definicién: Sea un AFD, M = (Z, Q, s, F, 8) donde X es
el alfabeto, Q el conjunto de estados, s=q, el estado
inicial, F el conjunto de estados de aceptacion, y o es la
funcion de transicién &: Q x £ — Q, y dicha funcién


mailto:jirios@utp.edu.co
mailto:huhumor@utp.edu.co
mailto:a3udeloz@utp.edu.co

148 Scientia et Technica Afio X111, No x, Mes de 200x. Universidad Tecnoldgica de Pereira.

extendida, 0’ : Q x ¥ — Q, la cual queda definida
recursivamente asi:

0'(q w) =

K si w= A

4 0(0°(g,x),0) sim=x-g, (2)
k xeX*, o€l

Por lo tanto un lenguaje aceptado por un AFD cualquiera,
esta definido, por:

LM)={o|o e X" A (q, ) € F} ©)

De forma analoga a lo anterior, se tiene para los AFNDs.,
la siguiente definicion:

Definicion: Sea un AFND, definido como M’ = (Z, Q, s,
F, A) donde A es la relacion de transicion A: Q x T — Q,
y dicha relacion extendida, A": Q x £* — Q, la cual
queda definida recursivamente asi:

|{{q} Si w= A
A’ '(D = ' 4
(q ) { UDEA,(Q.X) A(p; U) Siw=Xx"-0, ( )
XEX, 0EX

Por lo tanto, y de manera similar que en el AFD, el
lenguaje de aceptacion, de un AFND, es:

LIM)={o|oeZ* A A (4, o) NF#T} (5)

De lo anterior, es facil determinar que si los dos
lenguajes (4) (7) son iguales, los dos autdmatas son
equivalentes: AFD = AFND.

2.2 Equivalencia Computacional entre AFDs. y
AFNDs.

La equivalencia y por lo tanto, el algoritmo para
determinarlo, entre dos autdmatas uno AFND y otro
AFD, pasa por la demostracion del anterior teorema.

Segun [5] [6] y [8], se debe definir el AFD en funcion del
AFND asi: M’ = (%, Q’, s>, F°, 8), donde:

¥ : Alfabeto

Q’ : Coleccién de los subconjuntos de Q: P(Q)
S’

F7

{ao}

: Coleccion de subconjuntos de Q, que contienen
estados de F, esdecir F’= {P € Q' |PnF #J}
& : Funcion de transicién' Q’x £ — Q’, donde:

1 - . .
d ahora es una funcién que operara sobre colecciones de estados

(® siP=0

8(P.0) = {qup A(q,0) siP = (©)

Es facil colegir, que el nuevo conjunto de estados (Q),
sera la nueva coleccién de posibles subconjuntos de los
estados del AFND, es decir 2™ estados.

Por lo tanto, si Q = {do, q1, . ..., qn}, €NtONCES:

Q={{1 {8} {Gu}-- ., {Un}--{Go a3 {0o A}
400,02}, - { Qo A1, An}} U]

Al realizar las transiciones del nuevo AFD equivalente, el
orden de complejidad seria:

m-2"™'=0(2", donde |Q] =n+1, |Z]|=m (8)
2.3 Ejemplo 1:

Con el fin ilustrar cémo funciona el algoritmo, y
determinar su complejidad, proponemos el siguiente

ejemplo.

Seaun AFND M’ = (%, Q, s, F, A) donde:

o X={ab}

* Q={do, G, g2}

® S= (o

o F={a:}

e Relacion A (definida en la Tabla 1)
do {a,} %
a, {a,} {a,a,}
q, %) {a,}

Tabla 1. Relacion A de transiciones del AFND

La representacion grafica del AFND (Figura 1) es:

a,b

Figura 1. Diagrama de transicion del AFND propuesto

En el resto del articulo de forma indiferente se utilizara el simbolo &
o el par de llaves sin elementos {} para representar el conjunto vacio.
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Aplicando (6) y (7), se obtiene el siguiente AFD M** =
(Z,Q’, s’, I, 8), equivalente:

o YX={ab}

e s’ ={do}

o Q=P(Q={{}{do}.{a:} {02} {doa1} {0},
{91.92}.{d0, 01, 923}

o F={{02},{00,92}, {d1,92}.{0os A1, 923}

e Funcién & (definida en la Tabla 2)

o 2 a b
{ { {3
{90} {a,} O
{a,} {a,} {a1,92}
19,} 0 {a,}
{qa1} {a,} {a1,92}
{02} {a,} {a,}
{91,92} {a,} {g1,92}
{90, 91, G2} {a,} {a1,a2}

Tabla 2. Funcidn & de transiciones del AFD equivalente

La representacidn grafica del AFD equivalente (Figura 2)
es:

Figura 2. Diagrama de transicion del AFD equivalente

Eliminando los estados inalcanzables® {q.}, {0o.0:} .
{00,92} Y {90,01, 92} (en la figura 2 aparecen con circulos
punteados), y renombrando los estados del mismo,

obtenemos el siguiente AFD M = (Z, P, s, F, 3), donde:

o T={ah}

3 Un estado se define como inalcanzable, cuando a partir del estado
inicial (qo), de manera directa o a través de otros estados accesibles
desde o, dicho estado no es accesible, para ningin simbolo del
alfabeto.

e P ={po, p1, P2, 3}, donde P < Q’ y po = {00},
pr={a,} p2={dy a2} yps = {}

® S =po

e F={p}

e Funcién o: P x £ — P, (definida en la tabla 3)
Po P, Py
P, P, P,
P, P, P,
Py Py Py

Tabla 3. Funcién & de transiciones del AFD depurado

La representacion grafica del AFD depurado (Figura 3)
es:

a a
a b
»O © Q b
pl pz
b
) Py
a,b

Figura 3. Diagrama de transicion del AFD depurado

2.4 Propuesta de un nuevo Algoritmo para reducir la
complejidad

Como se puede observar, el nuevo AFD (con diagrama
de transicién Figura 2), cuando se realiza la ejecucion de
(6) y (7), como parte del mismo del mismo algoritmo,
aparecen ocho estados (2% = 2°), de los cuales, cuatro
son inalcanzables, desde el estado inicial. Esto es parte
inherente de la transformacion, donde se tiene en cuenta
todos los posibles subconjuntos del conjunto de estados
del AFND. La magnitud, de este nuevo conjunto, es de
orden 2",

La generacion de la funcién o, para el AFD equivalente,
cuando el ndmero de estados es alto en el AFND, la
complejidad computacional de esta generacion se vuelve
del orden exponencial. Por ejemplo un AFND con
cuarenta estados, generaria, en primer lugar, un conjunto
de 2*° (1°099.511°627.776) subconjuntos de estados, que
multiplicados por el nimero de simbolos del alfabeto,
nos daria el total de transiciones del nuevo AFD
equivalente.
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Obsérvese también, que en la generacidn de los nuevos
estados del AFD, aparecen estados inalcanzables, lo cual
agrega un calculo computacional innecesario, tal como se
puede observar en el diagrama de transicion del AFD del
ejemplo propuesto (Figura 2).

Para resolver la anterior problemética, partimos del
concepto de estado alcanzable, es decir a partir del estado
inicial s = {qo}, en la aplicacion del algoritmo solo
tendremos en cuenta aquellos estados que se alcancen
con cada uno de los simbolos del alfabeto.

Algoritmo para transformar AFND en AFD:
1. Inicializar I' = {{qo}}

2. Paratodoterl

3. Paratodo ce X

4, Sit=0

5. d(1,0) =

6. Sit#J

7. T =Uger A(q,0)
8. r=rurfT

9. 8(t,0) =T

Aplicando nuestro algoritmo al ejemplo anteriormente
propuesto, se obtiene lo siguiente:

e 7= {qo}

r a b

@ @) 0

Tabla 4. Paso a paso construccion funcion &

r= {{qo}.{q:3. {3}

¢ 1= {ql}

Fz : |
{qo} (a3 0
w {q.} {91, 92}
{3

Tabla 5. Paso a paso construccion funcion o

I = {{qo} {a:} {3 (a1, 423}

c =0
FZ a b
- {q:} {}
@ {q.} {91,923
0 . |
91,92}

Tabla 6. Paso a paso construccién funcién &

r = {{CIO}, {Ch}, { }! {ql! qZ}}

e 7= {q1,q}

FE a b
{q0} {q.} {}
{q.} {q.} {91, 92}
{} {} {}

{q1, 92} {q.} {q1, 92}

Tabla 7. Paso a paso construccion funcién &

1—' = {{%}, {(h}, { }! {qlﬂ qZ}}

Renombrando los estados como, po = {do}, p: = {a,}.

P2 ={01, q2} y ps = {3}, el nuevo AFD M = (%, P, s, F, 9),
donde:

o Y ={ab}

e P ={po, P, P2, P}

® S =po

o F={p}

e La funciéon 6. P x ¥ — P, representada por la
siguiente tabla:

po pl P,
| pl P,
p2 : P,

P, ; p3

Tabla 8. Funcién o del ADF equivalente

La tabla anterior (No 8) nos muestra que llegamos al
mismo AFD que obtuvimos cuando aplicamos el
algoritmo tradicional. En nuestro algoritmo no se tienen
en cuenta todos los subconjuntos de estados (29, si no
Unicamente los que son accesibles desde el nuevo estado
inicial {qo}, lo cual descarta los no accesibles y
obviamente sus transiciones.

2.5 Ejemplo 2:

Con este ejemplo se deja en evidencia que no todas las
veces se economiza trabajo con nuestro algoritmo de
transformacién de AFND a AFD versus el algoritmo
tradicional.

Seael AFND M’ = (%, Q, s, F, A) donde:
o Y ={ab}

e Q={qo a1, 92}
® 5=
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F={0.}

Relacion A (definida en la Tabla 9)
9o {q.} {q.}
q1 {q0, 9.} {}
92 {91, 92} {90,923

Tabla 9. Relacion de transiciones A del AFND

Apl

icando nuestro algoritmo al AFND anterior, tenemos:
r= {{CIO}}x T= {qO}

T =Uger A(q,0) = A(q, @) = {q1}
r=rut = {{go}} Ui} = {{ao} {a:}}
d(z,0) = 8({%}, a) =T= {‘h}

T =Uger A(q,0) = A(qo, b) = {q2}
r=rurT= {{QO}, {‘h}} Uiq,} = {{QO}: {q.}, {QZ}}
8(z,0) = 8({g,},b) = T = {a,}

r

a b

W @) (@)

Tabla 10. Paso a paso construccion funcién &

r= {{%},{‘h},{‘h}}: T= {ql}

T =Uger A(q,0) = A(q1,a) = {q0,q1}

r=rut = {{qo}{a:}. {a2}} U {90, 91}
= {{QO}, {q13.{q2}, {QO"h}}

6(r,0) = 6({‘11}' a) =T= {qo'ql}

T =Uger A(Q,U) = A(Qpb) = {}

r'=rur-= {{QO}, {21}, {a2}. {q0, ‘h}} u{}
= {{ao}. (a1} {923, {q0, 423, {13}

d(t,0) = 8({q1}, b) =T={}
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r= {{CIO}, {1} {223 {q0, 013 { 3 {q, CIZ}} U {q0,q2}
= {{q0} {01}, {923, {90, 413, (3. {41, 923, {90, 023}
8(r,0) = 8({a,}.b) =T = {a,.0,}

FE a b
{q0} {9} {9}
{q.} {9091} {
{9} {91,923} {90,923

Tabla 12. Paso a paso construccion funcion &

o I'= {{CIO}, {ql}’ {qZ}' {qO‘ ql}l { }l {ql‘ qZ}l {q0' qZ}}l
7= {qo, q:}

T =Uger A(q: o) = A(QO: a)u A(QL a)
={a:1} V{q0, 91} = {40,413
r= {{QO}x {a1}. {23490, 913 { 1. {1, 923, {q0, QZ}}
U {qo0,q1}
= {{%}: {a1}3.{a2}.{q0, 913, { 3. {q1, 923, {90, QZ}}

5(r,0) = 8({ay q,}.a) = T = {q,,q,}

T =Uger A(q: o) = A(QOJb) u A((h'b)
={q} u{}={q.}
r= {{QO}x {a1}.{a23.{q0, 013 { 3. {1, 923, {q0, QZ}}
U{q.}
= {{%}: {a1}3.{a2}.{q0, 913, { 3. {q1, 923, {90, QZ}}

8(z,0) = 8({ay a,}b) = T = {q,}

FZ a |
{qo } {ql } {CI2 }
w {90,913 {3

Tabla 11. Paso a paso construccion funcion &

r= {{CIO}' {ql}l {CIZ}' {CIo' Ch}' { }}7 T= {CI2}

T =Uger A(q,0) = A(q2,a) = {q1, 92}

I'=rur-= {{%}, {q1} {921 {q0, 01 1. { }} U{q., a2}
= {{%}, {a1}, {923 {90, 013, { 3. {91, QZ}}

8(r,0) = 8({(]2}, a) =T= {ql'qz}

T =Uger A(gq,0) = A(q2, b) = {q0, 92}

{q0} {q.} {q.}

{q.} {90,913 {}

{q.} {91,92} {90,923
{90,913 {90,901} {92}

Tabla 13. Paso a paso construccion funcién &

o I'= {{QO}:{Q1}:{Q2}:{QO'CI1}'{}'{Ch'%}'{%:%}}n

= {}
8(r,0) =8({},a) = {}
8(r,0) =8({},b) = {}

FE a b
{q0} {q.} {2}
{a.} {90,901} {1
{q:} {91,923} {90,923

{90.9:} {q0.9:} {92}
{} {} {1

Tabla 14. Paso a paso construccién funcién 6

o I'= {{CIO}' {ql}' {qZ}' {qO! ql}! { }! {ql! qZ}! {qO' CIz}}:

= {q1,q2}
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T =Uger A(q,0) = A(q1, @) U A(qz, @)
= {40, 913 Y {41, 92} = {40, 91, 42}
r= {{CIO}; {01} {a23{q0, a1}, {3 {91, 923 {q0, qZ}}

U {40, 91,42}
— {{qo}, {ql}l {QZ}; {qO' ql}' { }' {‘h' qZ}’ {qO' qZ}l}

{q0, 91, 423
S(T, O') = 6({q1, qz}; a) =T= {qoﬂ ql' qz}

T =Uger A(q,0) = A(qy,b) U A(qy, b)
={}V{q0, 92} = {40, 92}
I = {{%}' {ql}' {qZ}' {qO' ql}' { }' {qlﬂ qZ}' {qO' qZ}'}

{q0, 41, g2}

6(r,0) = 6({q1'q2}' b) =T= {qo' qz}
FE a b

{%} {9.} {92}

{q.) {90,913 {}

{q,} {q1,.92} {90, 92}
{909, {9091} {a:}

{} {3 {3}

{41,923 {9091, 92} {90, 92}

Tabla 15. Paso a paso construccion funcién &

Ya en estos momentos I contiene todos los posibles
subconjuntos de estados de @, lo que indica que todos los
subconjuntos de estados hardn parte del AFD equivalente
al AFND.

La funcién & completa se presenta a continuacion (Tabla
16):

{q0} {a.3 {q2}
{q1} {90,913 {}
{q,} {91, 92} {90.92}
{90, 91} {90, 13 {92}
{3} {3 {}
{91,423 {90, 91, 92} {90,923
{q0, 92} {91,923 {90,923
{90, 91, 023 {90, 91, 923 {90,923

Tabla 16. Funcion & completa para el AFD equivalente

Con el ejemplo anterior se evidencia que nuestro
algoritmo en el peor de los casos genera la misma
cantidad exponencial de estados que el algoritmo
tradicional, donde podemos garantizar que todos estos
son alcanzables desde el estado inicial.

3. CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

En el algoritmo tradicional que consiste de la ecuaciones
(6) y (7), las complejidades en el mejor y en el peor de
los casos son de orden exponencial (®(2")). El algoritmo
propuesto presenta una mejora sustancial mejorando el

mejor de los casos, obteniéndose una complejidad de
orden lineal (O(n)) y el caso promedio se aproxima a una
cuadratica (O(n?)).

En un préximo articulo se determinara analiticamente la
complejidad del caso promedio.

4. BIBLIOGRAFIA

[1] Ding-Zhu Du, Ker-I Ko, Problem Solving in
Automata, Languages, and Complexity, John Wiley
& Sons, INC., Capitulo 2, paginas 23-53, 2001,
ISBN 0-471-43960-6

[2] Rodrigo De Castro Korgi, Teoria de Ia
Computacién, Lenguajes Autdmatas y Gramaticas,
Universidad Nacional de Colombia, Facultad de
Ciencias, UNIBIBLOS, Bogotd D.C, Capitulo 2,
paginas 25-42, 2004.

[3] Dean Kelley, Teoria de Autématas y Lenguajes
Formales, Editorial Prentice-Hall, ISBN 0-13-
497777-7, Espafia, Capitulo 2, paginas 53-69, 1995.

[4] John E. Hopcroft, Rajeev Motwani, and Jeffrey D.
Ullman, Introduction to Automata Theory,
Languages, and Computation, Second Edition,
Addison-Wesley, ISBN 0-201-44124-1, United
States of America, Capitulo 2, paginas 45-63, 2001.

[5] Pedro Garcia, Tomas Pérez, José Ruiz, Encarna
Segarra, José M. Sempere, y Manuel Vasquez de
Parga, Teoria de Automatas y Lenguajes Formales,
Alfaomega, ISBN 970-15-0661-8, México, Capitulo
2, paginas 32-44, 2001.

[6] Rafael Cases Mufioz y Lluis Méarquez Villodre,
Lenguajes Graméticas y Autématas, Curso Basico,
Alfaomega, ISBN 970-15-0775-4, México, Capitulo
4, péginas 74-88, 2002.

[7] Pedro Isasi, Paloma Martinez y Daniel Borrajo,
Lenguajes Gramaticas y Automatas, Un enfoque
Practico, Addison-Wesley, ISBN 0-201-65323-0,
Espafia, Capitulo 3, paginas 63-81, 1997.

[8] Raul Gomez Marin y Andrés Sicard, Informatica
Tedrica. Elementos Propedéuticos, Fondo Editorial
Universidad EAFIT, Seccidn 4.4, paginas 145-150,
2002.

[9] Juraj Hromkovic, Theoretical Computer Science.
Introduction to  Automata, Computability,
Complexity, Algorithmics, Randomization,
Communication, and Cryptography, Spinger Verlag,
Berlin, Capitulo 3, paginas 55-87, 2004.



