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Kongruenzen auf Klons und vollinvariante Kongruenzen relativ 
fraier Algebren II 

Sei �• (A,F) eine Algebra, VA die von � erzeugte Varietät und 
T(�) · di� Menge aller mittels aer Superposi tionsoperationerf !; , 

t(,1:,., M aus F und der Projektion ef erzeugbaren_ Funktionen über 

der Menge A. Dia Algebra � :• (T(A). �, 7:, 6., M, ef )' heißt 
Klon bzw •. Funk Uonenalgebra über A. 
o. Schweigert machte in /23/ darauf aufmerksam, daß jede Kon­
gruenzrelation auf. dem Klon T(�) eindeutig einer vollinvarian­
ten Kongruenz auf der freien Algebra abzählbaren Ranges der Va­

.rietät VA entspricht und (bis auf eine Ausnahme) umgekehrt. Im 
vorliegenden Artikel soll dieser Zusammenhang ( nach der Aufli-, 
stung einiger Grundbegriffe und elementarer Eigenschaften von 
Kongruenzen auf Klons) ausführlich dargestellt und dazu benutzt 
werden, aus bekannten Resultaten über Kongruenzen auf Klons 
solche der Universalen Algebra über Untervarietäten auf - wie 

wir meinen - einfacherem Wege zu erhalten. Außerdem werden wir 
mit Hilfe des beschriebenen Zusammenhangs unter Berufung auf 
Ergebnisse über Varietäten ein Beispiel eines endlich erzeugten 
Klons über einer 3-elementigen Menge mit überabzählbar vielen 
Kongruenze� angeben sowie sämtliche Kongruenzen auf Klons, die 
eine dreistellige Funktion d_ mit d(x,x,y) • d(x,y,x) • d(y,x,x) 

• x und sämtliche Konstanten enthalten, bestimmen. Für die bei­

den letztgenannten Resultate sind uns - trotz einiger Bemühun­
gen - keine Beweise "innerhalb" der Funktionenalgebrentheorie
bekannt.

1; Grundbegriffe und Bezeichnungen 

Sei,A·nachfolgend stets eine nichtleere 

aller n-stelligen Funktionen über A und 
4 

Menge, Pin) die Menge 

PA :• \Jpi
n).
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Zur Kennzeichnung der Stellenzahl (Arität) einer Funktion f aus 

schreiben wir statt f oft fn und für n auch af. Die durch 

sj(x1,... ,xn) « (1* n) und ca(xi*> •• >xn^ “ a (aeA) de¬ 

finierten Funktionen e" und c” aus nennen wir Projektionen 

bzw. Konstanten. Wie in /15/ führen wir g.T, А, x als Opera¬ 

tionen über Рд ein, die für beliebige fn, дЯ£ РД durch 

^f e p^") . Tf e P^"), Af e p(ma*(l.n-l)) f ^ ggpj>+n-l) und 

( ^ s ^ (x2 * *3 * * * • *1) ' 

( ^ f * * # * * = ^ (X2 * X1 * *3 * • # • * xn^ * 

( Af )(x^.xn-l) e ^ (xi»xi * x2# •e • * xn-l) für n 4 2 und 

5 f = *Lf =» Af » f für n ■ 1, 

(f * 9)(*1.xn+m-l) - f(9(x!.X.)'X.+1.xB+n-l> 

(x1,,..,xntn_1£A) definiert sind. 

Eine Funktion f, die sich aus Funktionen einer Menge F (S рд) 

und der Projektion e^ durch endliche Anwendung der Operationen 

£, Г, А, ж erzeugen läßt, heißt Superposition über F. Die Menge 

aller Superpositionen über F bezeichnen wir mit [F]. Offenbar 

gehören alle Projektionen über А zu [F] und jede n-stellige 

Funktion fm( f , f22,... . fmm) , die durch 

f(*l.f.)(xl.xn)= »(f1(x1..-...Xni).f.(xi'""%))' 

falls f, f]_>••• -fme [F] und n := max n^, definiert ist. 

Eine Teilmenge F G Рд heißt Klon (über A), wenn [F]= F bzw. 

F := (F, T , Д , X, ef) eine Algebra vom Typ (1,1,1,2,0) 1st. 

Für die Algebra A := (A,F), FS Рд, bezeichnen wir den Klon Tf] 

auch mit T(A) ("Termfunktionen von A") und den Klon 

£f u{cg|ae a}] mit P(A) ("Polynomfunktionen von A"). 

Eine Äquivalenzrelation ä£ auf einem Klon F nennen wir wie üb¬ 
lich eine Kongruenz(relation) von F, wenn F mit x, £ , T, Д kom¬ 

patibel ist, d. h.. wenn für beliebige f, g, s, teF aus 
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(f,g). (s,t) e ae stets (f N s, g и t) 6 ae und (otf, ag) e % für 
ct€{f,T,Ai folgt. Für die Erläuterung weiterer Begriffe und 

Bezeichnungen sei auf /9/ und /22/ verwiesen. 

2. Kongruenzen auf Klons 

Auf Jedem Klon F über А gibt es nach /15/ mindestens drei Kon¬ 

gruenzen Sq, aea, (die sogenannten trivialen Kongruenzen): 

(f,g) e aeQ :<s==*{f,g\ £ f Л f = g, 

(f,g) e aea :ФФ If.g) 6 f а af = ag, 
(f,g)ea£1 {f.g) £ F, 

Die Menge aller Kongruenzen auf F sei mit Con F bezeichnet. 

Kongruenzen ae e Con F mit ЭС £ acg nennen wir Aritätskongruenzen 

und fassen sie zur Menge ConaF zusammen. ae^n^ bezeichnet die 

Menge ae Л (F(n)xF(n)). 
Zunächst sine Zusammenstellung einiger grundlegender Eigen¬ 

schaften von Kongruenzen. 

Lemma 2.1(/3/): Sei X eine nichttriviale Kongruenz des Klons F 

über A. Dann gilt 

(а) эе0 с X с aea, 

(b) ae (IAI ) 

<c) ae(n) / für alle n & 2. 

Beweis: (a) Angenommen, es gelte Xg. Dann gibt es Funktio¬ 

nen fn, ga£ F'mlt n > m und (f,g)£ ae. Folglich haben wir 

(ѳ^ к ( An”2f), e" M (Дп"2д)) - (e^J, e[J)eae für beliebiges 

n k 2 und (А 8g, Asg) » (e|, e*) £ ae, woraus sich unmittelbar 

(<. ej) £ ae für alle r * 1 ergibt. Sei nun h* eine beliebige 

Funktion aus F. Wegen (e|, ej) £ ae ist (e2 и h, ej м h) 

“ ®t+l^£ae und deshalb auch (h, ej) £ ae. Also gilt ae - Э?± 
im Widerspruch zur Voraussetzung Xfl (aeQ, гед, . 
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(b) Wogen (а) gibt es zwei verschiedene ^-kongruente Funktionen 

fn, gn in F. Durch Anwenden der Operationen erhält man offenbar 
I AI -stell! ge Funktionen f, g' mit (f'.g')eÄ und f' / g1. 
Folglich gilt (b). 
(c) Es genügt, die Behauptung für n = 2 zu beweisen. Angenom¬ 

men, = ae^2). Dann ist ( e2) £ ae. Hieraus folgt für be¬ 

liebiges fn e F (A (C(f " e2)), A(f(f к e2))) - (f ,e") e Ж und 

damit ae - aea im Widerspruch zur Voraussetzung, а 4 
Betrachtet man anstelle von Klons F « (F,f ,Т,Д, *, e2) Alge 
bren der Form F' :» (F', g , T, Л, *) oder 
F" :» (F",^",T,A, х, V ) ( V : Hinzufügen fiktiver Stellen; 
siehe /15/ oder /22/), so gilt Lemma 2.1, (a) nicht mehr. In 
/3/ ist ein Beispiel einer Algebra JF* , auf der unendlich viele 
Kongruenzen X mit dt $ de^ existieren, angegeben. Für Algebren 
der Form F" läßt sich dagegen zeigen, daß stets nur endlich 
viele Nlchtaritä tskongruenzen auf treten können(/17/). 
Mit Hilfe einer beliebigen Kongruenz ae aus CongF lassen sich 
zwei weitere Kongruenzen definieren: 

(f(fl.fp) '9(9i.9p)) e agM) 

(/4/), die durch vollständig bestimmt sind. Aus den Defi¬ 
nitionen dieser Kongruenzen bzw. aus /4/ folgt 

Lemma 2.2: Sei 3£ e CongF und [Fj « F. Dann gilt 

(c) de - П 5ГГ □ 
räi r'it 
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Eine Folgerung aus diesem Lemma und Lemma 2.1 ist 

Lemma 2.3: Für jede Aritätskongruenz X eines Klons F über A 

gilt 

*0 c AI ,ae s X s ^2 ,X c ^a* D 

Falls А endlich 1st, gibt es für 6^ ^ und (ae e Con^F) 

nur endlich viele Möglichkeiten. Eine Folgerung aus Lemma 2.3 

ist damit 

Satz 2.4: Der Verband der Aritätskongruenzen eines Klons F über 

einer endlichen Menge hat stets nur endlich viele Atome und 

Dualatome. □ 

Wir nennen eine Äquivalenz relation p auf F ([F] = F, eine 

n-Kongruenz, wenn eine Kongruenz relation X € Con^F mit ■ p 

existiert. 

Lemma 2.5: Sei F ein Klon und p eine Äquivalenzrelation auf 

F^. Dann ist p genau dann eine n-Kongruenz, wenn folgende Be¬ 

dingung erfüllt ist: 

Vf e F V(u0,v0),.,.,(un,vn),...,(um,vro) ep: (1) 

(f(ui.V'f<vi.£ F- 

A(«0(“l.unb v0(ul'*”’un>> £ P* 

Beweis: Falls p eine n-Kongruenz ist, gilt offenbar (1). 

p erfülle (1). In /4/ wurde gezeigt, daß die Äquivalenzrelation 

: (fr.gS) 6 : ФФ r = s л ( V (Uj.Vj^),... ,(ur,vr) 6 p: 

(f("l.ur),g(v1,...,vr)) 6 fi) 

eine Kongruenzrelation von F mit = p ist. Damit ist p eine 

n-Kongruenz von F. □ 

Mit Hilfe von Lemma 2.1 beweist man leicht den 

Satz 2.6 (/4/): Ein Klon über A, IAI » k, besitzt genau dann 

nur triviale Kongruenzen, wenn und die einzigen 

k-Kongruenzen von F sind. □ 

Ein Verfahren, mit dem man feststellen kann, ob eine Äquiva¬ 

lenzrelation eine n-Kongrüenz eines Klons ist, sowie weitere 
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Kriterien dafür, daß auf einem Klon nur triviale Kongruenzen 

existieren, entnehme man /4/ - /7/. Konkrete Beispiele für 

Klons F mit Con F = {a^Q, afg, ae^J findet man z. B. in /15/, 

/12/, /7/, /16/, Beispiele für Klons mit nichttrivialen Kon¬ 

gruenzen in /3/, /8/, /11/, /12/, /15/ - /17/. In den zitierten 

Arbeiten werden zwar anstelle von Klons £= (F,£" .f,A, x, e^) 

Algebren der Form £' = (F' ,f , f, ü, x) , oder 

F" = (F", f , T, Д, V, x) (F, F * , F" S Рд) betrachtet, jedoch 

lassen sich die dortigen Ergebnisse leicht auf Klons übertra¬ 

gen. Falls ej e F” gilt, gibt es bez. Kongruenzen keine Unter¬ 

schiede zwischen F" und F. 

Den bisherigen Ausführungen ist zu entnehmen, daß es auf einem 

Klon über einer endlichen Menge mindestens 3 bzw. 2 (falls 

= a'-j) und höchstens kontinuum-viele Kongruenzen geben kann. 

Für den Fall I Al =2 kann man der Arbeit /3/ von V. V. Gorlov 

entnehmen, daß jeder Klon über А höchstens 4 Kongruenzen be¬ 

sitzt (siehe auch /12/). Für |A| ä 3 sind in /12/ Beispiele für 

Klons Fa über А mit | Con F|= cL [aL e IN\{0,1] U {K q , £■} ) angege¬ 

ben. Die Beispiele für Klons mit abzahlbar unendlich bzw. kon- 

tinuum-vielen Kongruenzen aus /12/ sind solche ohne endliche 

Basis. Daß auch endlich erzeugte Klons unendlich viele Kongru¬ 

enzen besitzen können, zeigt der folgende Satz, womit wir auch 

ein Gegenbeispiel (!) zum Theorem 3.6 aus /12/ angeben. 

Satz 2.7: Sei mfePjo^l 2} unc* 

Xx, falls (xx,x2) 6((1,2),(2,1),(2,2)}, 

Oer Klon M := [{m}] besitzt unendlich viele Kongruenzen. 

Beweisi Für fn£M bezeichnen wir mit X(f) die Menge aller Tupel 

а aus {0,1,2}" mit f(ji)e{l,2}. Weiter sei 

und Kr := \J К<">. In /19/ wurde folgende Eigenschaft der Funk- 
r n—1 r 

tlonen aus M bewiesen: 

Vf" £ M Зі : а € %(f) f(a) = а±. (2) 
'9 



( 
Von der Äquivalenzrelation pp (r*l) auf M 

(fn,gm) e jur : Ф» n » mA(f = gv{f,g} G 

soll gezeigt werden, daß sie eine Kongruenz auf M ist. Bezeich¬ 

nen dazu fn, gn, pm, q“ gewisse Funktionen aus M mit (f,g), 

(p,q) e jur. Offenbar gilt dann (ccf.ttg) e /ur für OL 6 { if, X . A] . 

Für den Nachweis von (f м p, g к q) c ^ genügt es zu zeigen, 

daß 

(f£ КгVp £Kp)Л(f hangt wesentlich von der ersten Stelle 

ab) f и p fc Kr (3) 

für beliebige f, ptM gilt. Sei also die erste Stelle der Funk¬ 

tion f wesentlich. Wir unterscheiden zwei Fälle: 

1. Fall: f e Kr. 

Saian 2-1.2S 6 X(f * P). l-s6r, a,j = (8ji.aj,n,+«-ib 

j ■ 1,...,3, p(8j^.ajm) = bj. Wegen fe Kr ist entweder 

bj■ ... = bg = 2, oder es existiert ein u ä m+1 mit . 

®lu “ * *•= asu= 2' Falls bj» ...= b8 = 2 ist, so gibt es nach 

(2) ein V mit l^vG m und avi " ... * avg • 2. Folglich gehört 

f*pzuKp. 

2, Fall: p £ Kr. 

Da laut Voraussetzung die erste Stelle von f wesentlich ist, 

kann (fn и рШ)(£), а e{0,1,2}п+ш-1, nur dann Werte aus {1,2} 
annehmen, wenn p{a1.am)e{l,2} gilt. Folglich haben wir 

* P) s {a 6{0>l,2}n,+n-1|(a1,...,a1I1) € %(p)j , woraus sich 

f * p 6 Kp ergibt. Damit ist (3) bewiesen und pp für beliebiges 

г ^ 1 eine Kongruenz auf dem Klon M. Die Verschiedenheit all 
dieser Kongruenzen p.p kann man sich wie folgt überlegen: 

Die Funktionen tn und sn, die durch 
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"(Xj^ ,x2) 

s(Xi 

(((••• ((x^( XgX^ ) ) ( XjX^) ) *..(x^X^) ) ( XgXg))».. 

für X £.[(1,2.2),(2,1.2.2).(2.2 

sonst, 

»: x^Xg und 

Xn) - t(m(x1,x1).m(xn,xn)) 
2 für X. 

0 sonst 

,1).(2,.. .,2 )| , 

... = xn» 2, 

definiert sind, gehören zu M, und es gilt (tn,sn) e sowie 

(tn,sn) £ fj-n für beliebiges пИ. Folglich gibt es auf dem 

Klon M unendlich viele Kongruenzen, n 

3. Der Zusammenhang zwischen Klonkongruenzen auf T(A) und den 

vollinvarianten Kongruenzen der freien Algebra abzahlbaren 

Ranges aus Ѵд 

Bezeichne A = (A,W), W £ Рд, eine Algebra, Ѵд die durch А er¬ 

zeugte Varietät und F(X) (:= (F(X),W)) die freie Algebra ab¬ 

zählbaren Ranges aus Ѵд. Für F(X) benutzen wir folgendes Modell: 

X * ^x^.Xg,...^, 

F(X) U (f(x .X ) |f €т(п)(А), I x, .xt ) = X 
nai( X1 n 1 11 1n' 

(F(X) besteht also aus allen Termen über dem Alphabet X und den 

Funktionssymbolen aus T(A) = [w]), und für beliebiges wn £ W und 

beliebige fA(xü••••<xim .) £ F(x)< i=l....,n+l, gelte 

f1(x11,... ,xlnli) = f2(x21...:.X2m2) 

:<s=* Ѵаіг>... ,a2m2£ A :fl<all.alm1) = f2(a21.a2m2) ' 

"(fl(xll.xlmJ.Vxnl.Xnen» (4) 

= fn+2(xn+l,l’""xn+l,mn+1) 

:<f=^Va1:1.an+l,mn+1eA :w(fi(all.alm1)'-"fn(anl"**'anm )) 

an+l,mn+1)- , = fn+l(an+l.l 
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mit = а1к4=фх1;) = xlk (/9/). 

Uns interessieren hier die vollinvarianten Kongruenzen von F(X) 

(d. h. diejenigen ÄquivalenzrelatIonen auf F(X). die nicht nur 

mit den Operationen der Algebra F(X). sondern auch mit Jedem 

Endomorphismus von F(X) kompatibel sind), da der Verband die¬ 

ser Kongruenzen antiisomorph zum Verband der Untervarietäten 

von Ѵд ist (/9/). Der nachfolgende Satz ist ein bekanntes Re¬ 
sultat1 der-Kategorientheorie, der sich aus der Darstellung ei¬ 

ner Varietät durch die algebraische Theorie (einer besonderen 

Kategorie) ergibt. Ausführliche Informationen zu diesem kate¬ 

gorientheoretischen Hintergrund findet man in /26/. 

Satz 3.1 (/23/): Durch 

(t(Xi.xnbu(x1.xn)) £ (t ,u) e ae 

(t, u £ T(A) , n= 1,2,...) (5) 

wird jeder binären Relation aep auf F(X) (£ Ѵд) eine Relation 

X £ <*a auf T(A) zugeordnet und umgekehrt. Eine binäre Relation 

5Cp über F(X) ist genau dann eine vollinvariante Kongruenz von 

F(X), wenn die Relation ae über T(A) eine AritätsKongruenz von 

T(A) ist, d. h., der Verband der vollinvarianten Kongruenzen 

von F(.X) ist isomorph zum Verband der Arltätskongruenzen von 

T(A) bzw. antiisomorph zum Untervarietätenverband von Ѵд. 

Beweis; Da zu T(A) , falls f €T(A), auch alle Funktionen gehören, 

die sich von f nur durch fiktive Stellen unterscheiden, ist Je¬ 

de binäre Relation über F(X) wegen (4) durch die Tupel 

(t(%l.xn),u(x1,...,xn)) (t, ueT(n)(A), n = 1,2,...) voll¬ 

ständig charakterisiert, womit (5) eine Bijektion zwischen bi- - 

nären Relationen über F(X) und Aritätsrelationen über T(A) be¬ 
schreibt. 

Sei ajs aeg eine Kongruenz relation über T (A) und aep die nach 

(5) definierte Relation über F(X). Wegen 

(w(t1,...,tr),w(u1,...,ur)) 6 ae für (t^,u^) £ ae. i= 1,2.r, 

und beliebige w£W ist dfp mit den Operationen aus W kompatibel, 

d. h. , dep ist eine Kongruenz relation von F(X). Vollinvariant 

wäre aep, wenn zusätzlich für jeden Endomorphismus ф auf F(X) 
12 



aus (t(xt.*n) .u(Xj_;... .xn)) ¢. deF stets 

((p(t(Xi.xn)) , g?(u(x1.x^))) € jgp folgte. Sei cp ein En¬ 

domorphismus von F(X) mit <p[x±) • t^Xj^... ,xr ), 1 =1.2. 

und (t(x1.xn).u{x1,...,xn)) e aeF. Dann gilt 

(gp(t(x1>... ,xn)), дэ(и(х1.xn)))=» (t(99(x1),...,j)(xn)) ,u(5?(x1). 

...•9>(xn))) = (t(t1(x1.xr^).Іп(хх.xrn)}' 

u(t1(x1.X ) .... .t^Xj.Xrn>>) e ^F' 

weil (t(t1.tn) ,u( .. •. . tn)) 6 гг aus (t,u)e<X folgt. 

Daher ist a?F eine vollinvariante Kongruenz auf F(X). falls X 

eine Kongruenz von T(A) ist. 

Sei aeF eine vollinvariante Kongruenz von F(X) und (fn,gn), 

(um,vm) e X. Wir haben (f x u, g * v) £ je und (ocf.ag) e X für 

tx.6[g, T, Д} nachzuweisen. Offenbar läßt sich Jede Abbildung 

von X in F(X) zu einem Endomorphismus auf F(X) fortsetzen. Wir 

betrachten hier die Endomorphismen .... ,(^ mit 

= x2' 9l(xz) = x3. 9Mxn-l> = xn' ?l<xn> “ X1' 

9^2(xl) “ x2' 972^X2^**X1' ^2(Хз) “ x2.?2^xn) “ xn' 

?3(xl) “ ?3(x2) - xl' ?3<X3> = x2.9з<хп) = xn-l' 

94(xi) ■ u(xi.xm)' ^4(x2) = xm+l.9Vxn> = xm+n-l" 

Da nach Voraussetzung (f(x^.xn)'9(xi•••.-*n)) 6 a?F gilt 

und aep vollinvariant ist, gehört für i = 1,2,3,4 das Tupel 

(<Pi(f(xl.xn))' Pi(9(xl.xn>>> 

= (f(?i(xi).9»t(xn) ---9¾. (xn > > ) 

f(f(Xg * #» »'xn'X1)'9(x2 ***** Xn * )) fur 1 « 1, 

I ( f (Xg • xi ,x3 , • • • >xn) ,g(x2 < Xj^ ,Xj ,. . . < xn) ) für i 3 2, 

= / ( f ( x^ , Xj^, Xg I . . . > xn_i) * 9 (x^ »x^ , Xg, . . . , xn-1)) für 1 = 3, 

(f(u(x1,...,xm),xm+1.xm+n-l)' 

V 9(U(X1.xm)'xm+l.xm+n-l>> für 1 " 4 

zu Xp und demnach (£f, ? g), (T f . Tg), (А f , Ag) . ( f * u , g x u) 

zu af. Da Xp außerdem mit den Operationen aus W kompatibel ist, 
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haben wir (wegen (u(x^,...,x^),v(x^.x^)) € dep) 

(g(u(x1,...,x|||) <xm+i>*»«»xm+n_i) '9(v(xi.xm ) . 

xra+l.xm+n-l^ 6 aF 

und (wegen Transitivität) auch 

(f("(xl.xm) "xm+l.xm+n-l>'9<v(xl.x.) ' 

xro+l.xm+n-l)) C XF" 

Somit gehört (f * u, g м v) zu ae, womit * eine Kongruenz von 
T(A) ist. Die restlichen Aussagen sind offensichtlich bzw. er¬ 

geben sich aus bekannten Sätzen der Universalen Algebra.n 

Analog zum obigen Beweis und unter Verwendung^ von Lemma 2.5 be¬ 

weist man 

Satz 3.2: Sei F(n) die freie Algebra mit n Erzeugenden aus Ѵд. 

Durch (f(x1,...,xn),g(x1.xn)) e fiF(n) (f , g) e Ц 

(f, g e (A)) wird jeder vollinvarianten Kongruenz von F(n) 

eindeutig eine n-Kongruenz von T(A) zugeordnet und umgekehrt.О 

Aus den Sätzen 3.1, 3.2 und Abschnitt 2 lassen sich eine Reihe 

von Folgerungen ziehen. Zunächst eine Folgerung aus 2.4, die 

ein bekanntes Resultat von 0. Scott aus /25/ enthält: 

Satz 3.3: Der Verband der Untervarietäten von Ѵд hat für Jede 

endliche Menge А stets nur endlich viele Atome und Dualatome. □ 

Man nennt eine Algebra А gleichungsmaximal, wenn Ѵд minimal 

ist, d. h. Ѵд nur triviale Untervarietäten besitzöazw. auf 

F(X) nur die-All- und die Nullkongruenz vollinvariant sind. 

Wegen 3.1 gilt 

Satz 3.4: Eine Algebra А ist genau.dann gleichungsmaxlmal, wenn 

c°naT(A) ist. 

Aus 3.2 und 2.6 folgt 

Satz 3.5: Eine Algebra А mit |A| - к 1st genau dann gleichungs¬ 

maximal, wenn die freie Algebra F(k) 6 Ѵд mit к Erzeugenden nur 

triviale vollinvariante Kongruenzen besiTzt bzw. wenn 

*0 die einzigen k-Kongruenzen von T(A) sind. О 

Mit Hilfe der von V. V. Gorlov angegebenen Methoden kann man 
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daher entscheiden, ob eine endliche Algebra gleichungsmaximal 

ist oder nicht. 

Wegen 2.7 gilt der 

Satz 3.6 (/20/): Die von der Murskij-Algebra ({0,l,2^,m) er¬ 

zeugte Varietät hat unendlich'viele Untervarietäten. □ 

Da in /21/ als Verschärfung von Satz 3.6 gezeigt werden konnte, 

daß zu der von der Mursklj-Algebra erzeugten Varietät sogar 

überabzählbar viele Untervarietäten existieren, erhalten wir 

nach /21/ 

Satz 3.7: Auf dem Klon [{ra}] (siehe 2,7) gibt es überabzählbar 

viele Kongruenzen. О 

Einige weitere Anwendungen von Satz 3.1 enthalten die Beweise 

des nächsten Abschnitts. 

4. Kongruenzen von T(A), die durch Kongruenzen auf А bestimmt 
sind__ 

Offenbar definiert jede Kongruenz as auf P(A) eine Kongruenzre¬ 

lation 9gg auf А durch 

(а,а‘ ) 6 G* : <=> (c^.c*.) 6 Эе (6) 

(а,а' £ А). 
Uns interessieren als nächstes diejenigen Kongruenzen von P(A) 

bzw. T(A), die durch die Kongruenzen aus Con А bestimmt sind. 
Sei Ѳ £ Con A. Die durch 

(fn,gm)eaee :4=> 

n - raA(V(a1.an)Un : (f(a^.a|1),g(a1.an)) £9) 

(f, g £T(A)) definierte Relation ist eine Äquivalenzrelation 

auf T(A), von der sich leicht nachprüfen läßt, daß sie mit den 

Operationen x, £ , T, Д kompatibel ist. Es gilt also 

Lemma 4.1 (/24/): Die Relation agg ist für beliebiges Ѳ £ Con A 
eine Kongruenz von T(A). О 

Mit Hilfe der Relationen und G^ wollen wir abschließend drei 

Sätze beweisen. 
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Eine unmittelbare Folgerung aus Lemma 4.1 ist 

Satz 4.2: Die Algebra А ist einfach, wenn P(A) nur triviale 
Kongruenzen besitzt. О 

Oie Bedingung aus Satz 4,2 ist nicht hinreichend für 
1Con P(А)1 ^ 3. So ist z. B. die Algebra L := ({0,1}.+,0.1), 
wobei + die Addition mod 2 bezeichnet, einfach, aber T(L) = P(L) 
hat nach /3/ eine nichttriviale Kongruenz 

3ec := [(f,g) fe P(L)2| За C (0,1} : f = a + g}. 

Satz 4,3 (/2/): Sei А eine einfache Algebra und seien 0 und 1 
zwei verschiedene Elemente aus A. Gibt es in P(A) eine zwei¬ 
stellige Funktion у mit cp(0,x) «= 0 und <p(l,x) = x für alle 
xeA, so gilt con p(a) • {aSg, asa, ae^}. 

Beweis; Angenommen, auf P(A) existiert eine nichttriviale Kon¬ 
gruenz nt., d. h. , nach 2.1. es gilt f äef Xg. Dann findet man 

in P(A) zwei ae-kongruente Funktionen fn, gn mit f/g. Folglich 

gibt es gewisse a^,...,a^ e A, für die а := f(aj,...,a ) 

ft g(a1,...,an) =: a' ist, woraus sich (са,,са)£Ж ergibt. Wegen 

а /а' ist die durch (6) definierte Kongruenz Ѳж von der Null¬ 
kongruenz verschieden. Da А einfach ist, kann also nur die 

Allkongruenz sein. Sämtliche Konstanten aus P^*^(A) sind damit 

untereinander ag-kongruent. Speziell haben wir (cj!j,cJ)£.ae und 

folglich (Л (y* Cg), Д (ф к cj)) = (Сд.е^)еае. Hieraus erhält 

man (Cg к f, ej * f) » (Cg,f) fe8e für eine beliebige Funktion 

fn E. P(A). Also gilt ie = £a, im Widerspruch zur Annahme. □ 

Satz 4.4.: Sei А « (A,W) eine Algebra und eine dreistellige 
Funktion d mit d(x,x,y) = d(x,y,x) - d(y,x,x) - x Element von 
P(A). Dann hat P(A) außer nur Kongruenzen der Form Жд, 
Ѳ e. Con A. 

Beweis; A+ * (A,W+) bezeichne die Algebra, die aus А durch Hin¬ 
zunahme aller Elemente von А als konstante Operationen zu den 
Operationen von W entsteht. Offenbar 1st T(A+) ■ P(A). Hieraus 
folgt nach einem Lemma von B. Oonsson (/10/) för die von A+ er- 
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zeugte Varietät Ѵд+ = IP^HS A+. Da A+ keine echten Teilalgebren 

hat, gilt Ѵд+ = IP^H A+. Die subdirekt irreduziblen Algebren 

von Ѵд+ stimmen also mit den homomorphen Bildern von A+ überein. 

Nach G. Birkhoff (vgl. /9/) erhält man alle Untervarietäten von 

Ѵд+, indem man alle Teilmengen der Menge der subdirekt irredu¬ 

ziblen Algebren von Ѵд+ bildet. Dabei gilt für zwei derartige 

Teilmengen Ш,, Ж mit Ш £ ffi stets 1Р3Ш £ IP^TK , d. h. V^ £ V.^ 

für die von Ж und Ж bestimmten Untervarietäten von Ѵд+. Weiter 

ist Id Э Id V^Y für die diese Untervarietäten charakterisie¬ 

renden Identitätenmengen. Zusammenfassend folgt aus den obigen 

Bemerkungen, daß der Verband der Untervarietäten von Ѵд+ anti¬ 

isomorph zu Con A+, dem Kongruenzenverband von A+, ist. Da an¬ 

dererseits der Verband der Untervarietäten von Ѵд+ antiisomorph 

zu ConinvFy + (X), dem Verband der vollinvarianten Kongruenzen 

der freien Algebra F„ (X) abzahlbaren Ranges aus V. + , ist, 
А - 

gilt Con A+ = ConinvFv + (X). Nach Satz 3.1 ist jeder Aritäts- 

kongruenz von P(A) (= T(A+)) durch (5) eine vollinvariante Kon¬ 

gruenz JCp von Fv +(X) eineindeutig zugeordnet. Der Kongruenz гер 

wiederum läßt sich wegen Con A+ = СопіпѵрѴд+^х) umkehrbar ein¬ 

deutig eine Kongruenz Ѳ auf A+ zuordnen durch 

(t(a^.an),u(a1.a^)) ь @ФФ( t(x^.xn),u( x1, ...,x^ ) £ йбр 

(,...,an в A+; t, ufeP(A+); n=l,2,...). 

Also gilt unter Verwendung von (5): 

(tn,un)6ae^ (t(ai.an),(u(a1,... ,an)) 6 Ѳ, 

(aj^,... ,an £ A+; t, u£P(A+); n = 1.2,... ). 

Die Kongruenz X ist damit von der Form □ 

17 

I 



Literatur 

/1/ Felscher, W. : Equational maps. In: Schmidt, H. A. , 

Schütte. K., and Thiele, Н.-Э. (Eds.) Contributions 

to Mathematical Logic. Proc. Logic Colloq., Hannover 

1966. 121 - 161, Amsterdam 1968 

/2/ Foster, A. L.: Generalized equational maximality and 

primal-in-the-small algebras. Math. Z. 79, 127 - 146 

(1962) 

/з/ Горлов, В. В.: О конгруэнциях на замкнутых классах Поста, 
МаТ. ЗамеТКИ 13, 725 - 734 (1973) 

/4/ Горлов, В. В.: О замкнутых классах к-значной логики, все 
конгруэнции которых тривиальны. Мат. Заметки 
22, 499 - 509 (1977) 

/5/ Горлов, В. В.: О замкнутых классах к-значной логики, все 
надклассы которых имеют только тривиальные 
конгруэнции. Докл. Акад. Наук СССР 234, 237-276 (1977) 

/6/ Горлов, В. В.: Достаточное условие, ири котором замкнутые 
классы к-значной логики имеют только тривиальные 
конгруэнции, Мат. Сборник ііо (192), 551 - 578 (1979) 

/7/ Горлов, В. В., и Лау, Д.: Об одном семействе М-классов 
к-значной логики и конгруэнциях на субмаксимальных 
классах Р3, Elektron. Informationsverarb. Kybernet. 
18, 669 - 686 (1982) 

/8/ Gorlov, V. V., and Lau, D.: Congruences on closed stes of 

selfdual functions in many-valued logics and on 

closed sets of linear functions in prime-valued lo¬ 

gics, Közl.-MTA Sz&mitästech. Automat. Kutadb Int. 

Budapest 29, 31 - 39 (1983) 

/9/ Grätzer, G.: Universal Algebra. Princeton (N.CJ. ) 1968 

/10/ Oonsson, B.: Algebras whose congruence lattices are 

distributive. Math. Scand. 21, 110 - 121 (1967) 

/11/ Lau, D.: Kongruenzen auf gewissen Teilklassen von P^ 

Rostock. Math. Kolloq. 3, 37 - 43 (1977) 

18 



/12/ Lau, D.: Congruences on closed sets of к-valued logic. 
Colloq. Math. Soc. 36nos Bolyai. 28, 417- 440 (1981) 

/13/ Lawvere, F. W. : Some algebraic problems in the context of 

functorial semantics of algebraic theories. In: 

MacLane, S. (Ed.): Report of the Midwest Category 

Seminar II. Lecture Notes in Math. 61^, 41 - 61, Berlin 

1968 

/14/ Linton, F. E. 0.: Some aspects of equational categories. 

In: Eilenberg, S. , ,et. al. (Eds.): Proc. Conf. 

Categorical Algebra, La Oolla 1965, 84-94,Berlin 1966 

/15/ Мальцев, А. И.: Итеративные алгебры и многообразия Поста. 
Алгебра и логика 5,5-24 (1966) 

/16/ Мальцев, И. А.: Конгруэнции и автоморфизмы на клетках 
V ' алгебр Поста. Алгебра и Логика іі, ббб - 672 (1972) 
/17/ Мальцев, И. А.: О конгруэнциях на подалгебрах итеративных 

алгебр. Методы Дискрет. Анализ. 29, 40 - 52 (1976) 

/18/ Мальцев, И. А.: Гомоморфизмы вполне ограниченных 
расширений итеративных алгебр Поста. Rostock. Math. 
Kolloq. 11, 85 - 92 (1979) 

/19/ Мугский, В. Л.: Существование в трехзначной логике 
замкнутого класса с конечным базисом, не имеющего 
конечной полной системы тождеств. Докл. Акад. Наук 
СССР 163, 815 - 818 (1965) 

/20/ OatesrWilliaras, S.: Murskii’s algebra does not satisfy 

Min. Bull. Austral. Math. Soc. 22, 199 - 203 (1980) 

/21/ Oates-Williams, S.: On the variety generated by Murskii's 

algebra. Algebra Universalis 18, 175 - 177 (1984) 

/22/ Pöschel, R., und Kaluznin, L. A.: Funktionen- und Rela¬ 

tionenalgebren, Berlin 1979 

/23/ Schweigert) О.: Clone equations and hyperidentities. Univ. 
Kaiserslautern, Preprint № 86 (1984) 

/24/ Schweigert, 0.: On varieties of clones. Semigroup Forum 

.26. 275 - 285 (1983) 

19 



/25/ Scott, D.: Equationally complete extensions of finite al¬ 

gebras. Indag. Math. 18, 35 - 38 (1956) 

/26/ Vogel, H. Э.: Kongruenzen auf Klons und vollinvariante 
Kongruenzen relativ freier Algebren I, in Vorberei¬ 

tung , . 

einqeqanqen: 09. 09. 1985 

Anschrift der Verfasser: 

Dr. K. Denecke Dr. D. Lau 

Pädagogische Hochschule Wilhelm-Pieck-Universität Rostock 
"Karl Liebknecht" Potsdam Sektion Mathematik 

Sektion Mathematik/Physik Universitätsplatz 1 

Am Neuen Palais DDR-2500 Rostock 

DDR-1500 Potsdam 

20 



Rostock. Math. Kolloq. �. 21 - 24 (1986) 

Roger Labahn 

On an interesting property of binomial coefficients 

In this paper we deal with the function 
k-1

f(n,k) := (�) - � (�). 
i=O 

05A10 

defined for natural numbers n � k � 1. We are interested in its 
row- or column-zetos,· i.e. in those values of n and k, for 
which f(n,k) and f(n,k-1) or f(n+l,k), respectively, have dif­
ferent signs. 
The main resul t has an "geomet rical" interpreta�on in Pascal" s 
triangle: Let "+" if f(n,k) > O and .. _ .. , otherwise be substituted 
for every (�). Then the -� .. -domain and the "-" -domain are 
connected and convex regions. Here convex as usual meens convex 
in every row n=const. and every column k=const. Hence the sign 
of f(n,k) looks like that of a monotoncius function, but f(n,k) 
is not monotonous. 
Table 1 shows the first part of "Pascal• s triangle" with f(n,k) 

instead of (�). 

The following theorem contains the exact result and bounds for 
the zeros

! 

Theorem: 
a) For every k � 1 there exists a number C(k) such that

f(n,k) ' 0� n ' C(k). 

lt holds k' C(k) '3k-2. 

b) For every n � 2 there exists a number R(n) such that

f(n,k) ' 0� k ilt R(n). 

lt holds l(n+1)/3J < R(n) ff n. 

Obviously C(k) and R(n) are unique, if they exist. 
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Tab. 1 f(n,k) for 1 £ к £ 6. H л < 15 

Proof of the Theorem 

Applying the usual rules for binomial coefficients we get for 

arbitrary natural n ь к ^ 1: 

f(n.k) - f(n,k+l) = (k+l)T ('Д^уГ (Зк+2-n). 

Hence it holds 

f(n,k) - f(n,k+l) > О n £ 3k+l, 

f(n,k) - f(n,k+l) < 0*=* n к 3k+3. 
(1) 

Assume now f(3k-l,k) Й 0. By f(3k-l,l) = 3k-2j>0 there exists 

a number 1 with 1 S 1 й k-1, f(3k-l,l)>0, f(3k-l,l+l) £ 0. 

That means f(3k-l,l) - f(3k-l,l+l)> 0 and because of (1) it 

follows the contradiction Зк-1 Й 31+1 £ 3k-2. Hence we have 

f(3k-l,k)> 0. 

On the other hand'it holds f(k,k) = 2 - 2k 6 o. Therefore at 

least one number p exists, such that к £ p £ 3k-2, f(p,k) £ 0, 

f(p+1,k) > 0. Let C(k) be the smallest of all those p's, i.e. 
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f(n,к) £ 0 for all n 4 C(k), 

but f(C(k)+l.k)> 0. 

Now let к be fixed arbitrarily and assume that there is a num¬ 

ber q > C(k) with f(q,k) £ 0. Then there also is an г with 

C(k) < r < q, f(r,k) > 0, f(r+l,k) 4 o. That means 

f(r+l,k) - f(r,k) < 0 and by the application of the usual cal¬ 

culating rules we get f(r,k-l) < 0 and thus f ( r, k-1) - f ( r, k)<0. 

Because of (1) it follows r a 3k, 

By f(r,l) = r-1 s о there is a number m with 1 s m ^ k-2 and 

f(r,m) a 0, f(r,m+l) < 0. This yields f(r.m) - f(r,m+l) > 0 and, 

again with (1) г й 3m+l £ 3k-5 in contradiction to the above 

inequality г а 3k. 

Therefore it holds f(q,k) > 0 for every q > C(k) and so C(k) 

ha§ the asserted property. 

We use this result to prove b) similarly. 

Because of n = 3((n+l)/3) -is 3 . L( n+l)/3j-1 > 3 [(n+l)/3j-2 

a C( L(n+1)/3')J ) it follows f (n. |_(n+l)/3j ) >0. We already men¬ 

tioned f(n,n) = 2-2n 6 o. Thus R(n) can be defined as the smal¬ 

lest number 1 with [(n+l)/3j < 1 - n, f(n.l-l) > 0, f(n,l) ^ 0, 

i. e. 

f(n,k) > 0 for all к < R(n), 

but f(n,R(n)) a 0. 

Now let n be fixed arbitrarily and assume that there is a num¬ 

ber m > R(n) with f(n,m) > 0. Then we find a ] with 

R(n) < j < m, f(n,j-1) й o, f(n,j) > 0. That means 

f(n,j-l) - f(n,j) < 0 and because of (1) n a 3j. But contra¬ 

dicting this we have 

3j 'a 3(R(n) + 1) > 3( [(n+l)/3ji+l) a 3((n+1 )/3) = n+1. Hence it 

holds f(n,k) й 0 for all к a R(n). q ѳ d 

Obviously C(k) and R(n) are not independent each from the 

other. It is easy to see that 

R(n) -кА R(n+1) a k+1 =^C(k) = n, 

C(k) — n A C(k+1) a n+1 =#R(n+l) = k+1. 

By these rules one function can be computed for special argu¬ 

ments if enough exact values of the other are known. It is more 

effective to start with C(k). 
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I found 

f3k-2 for к = 1, 

C(k) = I3k-3 for 2 6 к 4 5. 

(зк-4 for 6 ^ к ^ 46, 

but I do not know, whether this piecewise linear behaviour of 

C(k) continues and where the discontinuities are. It is also an 

open problem to find the exact coefficient c, for which C(k)~ck 

holds. By the unimodality of binomial coefficients and the 

above results we only have 2 4 c 4 3. 

An application of the results of this paper can be found in /1/ 

and /2/. 
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Rostock. Math. Kolloq. �. 25 - 28 {1986) 

Lothar Berg 

06005 
20M14 

Berichtigung der Arbeit "Distributive Verbände als relativ in­
vertierbare Halbgruppen" 

In der Arbeit /1/ wurde eine relativ invertierbare Halbgruppe 
konstruiert und behauptet, daß �e ein Beispiel zum Satz 3 der 
erwähnten Arbeit sei. V/ie Frau I. :Jagnow /2/ festgestellt hat, 
ist dies aber nicht der Fall. Im folgenden ·sollen daher der er­
wähnte Satz übersichtlich.er formuliert und das Beispiel rich­
tiggestellt werden. Zu diesem Zweck benötigen wir. die 

Definition: Es seien n,k zwei natürliche Zahlen mit k � n+l. 
Dir teilen die Menge der ganzen Zahlen in n+l 'Aquivalenzkla�sen 
E

0
, ... ,En ein, wobei jede der Klassen E

rn 
bei festem m e. to, ... ,nJ

die Zahl m enthält sowie alle Zahlen i der Form i = m ·• kl mit 
ganzzahligem l, sofern zusätzlich eine der folgenden beiden Be­
dingungen erfüllt ist: 
Entweder m > n-k und 1 > 0 
oder m < k und 1 < o. 
Gehören zwei Zahlen i, j derselben Äquivalenzklasse an, so nen­
nen wir sie zueinander kongruent und schreiben 

(1) 

�ie Zahlen 0,1, ••• ,n nennen wir die Repräsentanten der zugehö­
rigen Restklassen. 

Im Fall 2k � n bestehen die ili.qu:!..valenzklassen Em mi f k" m, n-k
nur aus der einzigen Zahl m, und im Fall 2k , n+l kann keine 
Zahl i > n-k zu einer Zahl j < k kongruent sein. Im Fall 
2k � n+2·sind die Äqu{vplenzklassen E

rn 
mit n-k+l "m "k-1 die 

üblichen Kongruenzklassen mod k, so daß (1) im Fall k,• n+l die 
Dbliche Kongruenz mod k ist. 

Für Repräsentanten lassen sich eine assoziative Addition und 
eine Subtraktion erklären, indem im Ring der ganzen Zahlen ge­
rechnet wird und die Ergebnisse gemäß ·(1) d�rch ihre Repräsen­
tanten ·ersetzt werden. Bezüglich der Addition entsteht. dabe.i 
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nach E. S. Ljapin /3/ eine zyklische Halbgruppe mit Vorperiode. 

Beispielsweise erhalten wir im Fall n = 4 mit к = 2 bzw. к « 3 

die Kongruenzen mod^k ' 

k=2: 4 s 6 s 8 

3 3 5 s 7 

1 s -1 s -3 

o 5 -2 E -4 

10 E ... 

9 3 ... 

-5 а ... 
-6 E ... 

k=3: 4 E 7 s 10 s 13 = ... 

3 5 5 = 9 E 12 E ... 

1=-2=-5=-8= ... 

0 E -3 E —6 E —9 E ...I 

wobei 2 im ersten Fall zu keiner anderen Zahl kongruent ist, 

dagegen im zweiten zu jeder ganzen Zahl x mit x s 2 mod 3, und 

die zugehörigen Verknüpfungstabellen lauten 

+ 01234 

0 12 3 4 

1 2 3 4 3 

2 3 4 3 4 

3 4 3 4 3 

4 3 4 3 4 

2 

0 

1 

2 

3 

4 

0 12 3 4 

0 10 10 

10 10 1 

2 10 10 

3 2 10 1 

4 3 2 1 0 

к 

+ 01234 

0 0 12 3 4 

1 1 2 3 4 2 

2 2 3 4 2 3 

3 3 4 2 3 4 

4 4 2 3 4 2 

= 3 

0 

1 

2 

3 

4 

0 12 3 4 

0 2 10 2 

10 2 10 

2)02 1 
3 2 10 2 

4 3 2 1 0. 

Um jetzt den erwähnten Satz aufzustellen, betrachten wir 1 ab¬ 

strakte Basiselemente a^,...,a^ sowie ihre Linearkombinationen 

а = otjSj + ... + a^a^, b = B^a^ + ... + (2) 

mit ganzzahligen Koeffizienten. Zu Jedem Basiselement am, 

m = 1,...,1, wählen wir natürliche Zahlen nm, km mit кл<пя +1 

und rechnen mit den jeweiligen Koeffizienten mod^ k^. In der 

Menge der Elemente (2) sei eine mit der Addition verträgliche 

Halbordnung erklärbar mit der Eigenschaft: 

1°. Für die Elemente (2) mit Koeffizienten aus den zugehörigen 

Repräsentantensystemen ist genau dann а 4 b, wenn für m = 1,..,,1 

stets ßm - 0tm durch km teilbar ist und wenn 

b = (aivßi)ai + ... + (<ѴѴт (3) 

gilt mit olvB = Max (a,ß). 

Die Halbordnung impliziert eine möglicherweise nichttriviale 

Gleichheitsrelation. Aus der Eigenschaft 1° ergibt sich für je¬ 

des Element b die Existenz einer Maximaldarstellung 

b = + ßiai im Sinne von 1° aus /1/. 
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1 noch folgen- Satz: Neben der Eigenschaft 1° sei für m • 1 

de Voraussetzung erfüllt: 

2°. Für die Summe der Elemente (2) gilt, falls a* + ß* für 

Zahlen und Repräsentanten denselben Wert hat, (<*m+ßn) + = + ß*. 

Dann, bilden die Elemente (2) eine relativ invertierbare Halb-' 

gruppe. 

□er Beweis dieses Satzes ergibt sich unmittelbar durch Zurück¬ 

führung auf Satz 3 von /1/, zumal die Voraussetzungen 2° in 

beiden Sätzen inhaltlich die gleichen sind und aus 1° auch die 

Eigenschaft 3° von /1/ folgt: Es ist stets 

während die Elemente pam für p 

element vergleichbar sind. 

(4) 

1.кд-i nicht mit dem Null- 

Bei dem Beispiel aus /1/ mit den Maximaldarstellungen 

a1 = aj, a3 « 2ад, b = a^ + 2a4 + 2ag 

gilt a^ + a3 ■ b, so daß die Voraussetzung 2° verletzt ist. 

Schränken wir Jedoch dieses Beispiel auf die ersten beiden Kom¬ 

ponenten ein, wobei a5 als Basiselement wegfällt, so haben wir 

neben den unzerlegbaren Basiselementen a^, a4 die Darstellungen 

a2 ■ + a2 = a2> a3 = 2ад, 

m » a^ + a2 + 2a4 = a2 + 2a4, b = a^ + 2a4, 

m’ - a1 + a2 + a4 = »2 + ад, b" = a^ + a4, 

wobei jeweils die ersten die Maximaldarstellungen sind. In die¬ 

sem Fall sind alle vorhergehenden Voraussetzungen erfüllt. 

Weiterhin wird im Fall 1=1 durch (4) stets eine relativ in¬ 

vertierbare Halbgruppe erzeugt, bei der die Darstellungen (2) 

mit Koeffizienten aus dem Repräsentantensystem eindeutig be¬ 

stimmt und damit automatisch Maximaldarstellungen sind. 

Entsprechendes ist auch bei beliebigem 1 der Fall, wenn außer 

den durch (4) erzeugen Halbordnungen keine weiteren Ordnungs¬ 

relationen und damit auch keine nichttrivialen Gleichheiterela¬ 

tionen auftreten. Als Beispiel betrachten wir den Fall 1=2 

mit n± » 4, k± ■ 2 und n2 ■ k2 • 3, d. h., wenn wir zur Verein¬ 

fachung a^ = а und a2 = b setzen, 
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a < За = 5a = 7a = ... , о < 4a = 6a = 8a = ... , 

b « 4b » 7b « , . , , 2b=5b=8b=..., о < 3b = 6b = 9b = . . . . 

Die Ordnungsrelationen für die 5*4 = 20 Elemente aa + ßb sind 

aus dem abschließend angegebenen Graphen zu entnehmen. Man kann 

versuchen, andere Elemente als Basiselemente auszuwählen und 

deren Vielfache zu benutzen, etwa 

c = a+ b, 6c = 4a+3b , d = a+2b , 6d = 6c , e = a + 3b . 

2c = 2a+2b , 7c = 3a+ b , 2d = 2a+ b , 7d = 5c • 2e = 2a+3b , 

3c => 3a+3b , 8c = 4a+2b , 3d = 3c , 8d = 4c , 3e = 3c , 

4c = 4a+ b, 4d = 8c , 4e = 4c , 

5c = 3a+2b , 9c = 3c , 5d = 7c , 9d = 3d , 5e = 3e, 

wobei 6c = 6d und 2e die positiven Elemente sind. Die alten Ba¬ 

siselemente a,b werden dann aber trotzdem benötigt. 

4a+3b 4a+2b 

b a + 2b 
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Rostock. Math. Kolloq. �. 29 - 32 (1986) O6A1O 
O5A17 

Ralf Mahnke 

Einige Beispiele für rcc-syametric chain Ordnungen 

Im vorliegenden Artikel werden spezielle Kettenzerlegungen der 
Verallgemeinerung E� des Booleschen Verbandes angegeben. wobei 
E� • l.!!. • (a1, .... an)lo 10a1' k-13 ist und (a1 ..... an)'(b1 .... bn)
genau dann gilt. wenn a1 , bi für alle 1 • 1.2 ••••• n 1st. ·Diese
Zerlegungen können bei der Erkennung monotoner Funktionen An­
wendung finden. Hierbei geht es-um folgendes ·Problem. Gegeben 
seien zwei partielle Ordnungen P und Q. Aus irgendeinem Zusam­
menhang sei bekannt. daß eine Funktion f von Pin Q monoton ist 
(x 10 y•impliziert f(x) , f(y). Die Funktionswerte von f seien

p ij • 
jedoch unbekannt. und es sei aufwendig. diese zu berechnen. 
Deshalb werden Algorithmen gesucht. bai denen in möglichst we­
nig Schritten die Funktionswerte bestimmter_Elemente von P be� 
rechnet werden und die Funktionswerte der restlichen Elemente 
von P·aus der Monotonieeigenschaft gefolgert werden können. In 
/1/ schlitzte Korobkov die notwendige Schrittzahl solcher Algo­
rithmen für den Booleschen Verband ab. Im Anschluß ermittelte 
Hansel in /2/ den -exakten Wert für die minimale Schrittzahl. In 
/3/ ist ein "bester• Algorithmus beschrieben. wenn Peine rcc­
symmetric chain Ordnung 1st. 

3edem Element.!� (a1 ••••• an) des E� ordnen wir den Wert

r(,!) • a
1 

+ ••• + an zu und bezeichnen diesen als Rang von .!•

Eina symmetrische Kette ist eine geordnete Menge (.Ec,•••••.!:.l)

von paarweise vergleichbaren Elementen des E�. so daß 
r(.!:.1+1) • r(,!:.i) + 1. 1 •O ••••• 1-1, und r(.!:.o) + r(,!:_1) • (k-1)n ist.

Dabei heißt l die Länge der Kette. Der E� ist nun eine r.cc-sym­
metric chain Ordnung genau dann. wenn er sich so in symmetri­
sche Ketten ze_rlegan läßt. daß folgende Ko■plementbedingung er­
füllt 1st: Für beJiebige Elemente .!o•••••.!3 des E�. die in

einer Kette der Länge l - 3 der Zerlegung aufeinanderfolgen. 
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gibt es ein Element ^ des e£, welches in einer Kette der Lange 

kleiner 1 der Zerlegung enthalten ist, so daß a^< b <a^ oder 

b <a3 gilt. 

Aus /3/ ist bereits bekannt, daß das karteeiche Produkt P * Q 

zweier rcc-symmetric chain Ordnungen wiederum eine rcc-eymme- 

trlc chain Ordnung ist. Offenbar gilt e£ = e£ ... x e£. Eben¬ 

falls wurde in /3/ bewiesen, daß E^ und damit auch Ej|n eine 

rcc-symmetric chain Ordnung ist. In derselben Arbeit wurde das 

Problem gestellt: Ist E^ auch eine rcc-symmetric chain Ordnung? 

Man beachte, daß im Falle einer positiven Antwort auch e£ für 

n > 1 und к * 1 eine rcc-symmetric chain Ordnung ist. Durch ta¬ 
bellarische Angabe von entsprechenden Kettenzerlegungen beant¬ 

worten wir die gestellte Frage für den Ед und e| positiv (die 
Fülle к «1,2,3 sind trivial). Weiterhin ungelöst bleibt das 
Problem für к > 5. In den beiden Tabellen sind unter den Elemen¬ 
ten der jeweiligen Ketten noch die entsprechenden Komplemente 

in Klammern aufgeführt. 

"4' 
Kette 
К 1 

К 2 

К 3 

К 4 

К 5 

К 6 

К 7 

К 8 

К 9 

К 10 

К 11 

К 12 

30 

Rang 8 9 

310 320 

013 113 / 

300 301 311 312 
(310) 

120 220 230 330 
(320) 

012 022 023 033 
(013) 

003 103 203 213 
(ИЗ) 

101 201 202 302 303 313 
(301)(203) 

020 030 130 131 231 232 
, (120) (230) 

011 021 031 032 132 133 
(022) (033) 

100 200 210 211 221 321 331 332 
(201) (311)(231) 

001 002 102 112 212 222 322 323 
(012)(202) (312) 

ООО 010 110 111 121 122 123 223 233 333 
(Oll) (112) (222) (323) 



Kette Rang 0123456789 10 11 12 
К 1 ' 420 

К 2 131 231 331 
К 3 104 204 304 
К 4 023 024 034 

400 410 411 421 431 
(420) 

220 320 330 430 440 
(420) 

211 221 222 232 332 
(231) 

103 203 213 214 314 
(204) 

022 032 033 043 044 
(023) (034) 

201 202 302 303 403 404 414 
(203) (304) 

120 130 230 240 340 341 441 
(220) (330) (440) 

021 031 041 042 142 143 243 
(032) (043) 

К 13 003 004 014 114 124 224 324 
(104) (214) 

К 14 110 210 310 311 321 322 422 432 442 
<, (211)(320) (421)(332) 

К 15 020 030 040 140 141 241 242 342 343‘ 
(130) (240) (341) 

К 16 002 012 013 113 123 223 233 234 334 
(003) (023)(213) (224) 

К 17 100 200 300 301 401 402 412 413 423 424 434 
(201) (302) (403) (414) 

К 18 010 011 111 121 122 132 133 134 144 244 344 
(021) (131)(123) (143)(234) 

к 19 000 001 101 102 112 212 312 313 323 333 433 443 444 
(002) (202) (213)022) (423X343) 

К 6 

К 7 

К 8 

К 9 

К 10 

К 11 

К 12 

\ 
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Roger Labahn 
Helmut Kanthack 

A special realisation of set-operations 

1. lntroduction

04-04
·10A05

Programs for computers should work fast and use only few sto­
rage. Often these two properties contradict each other, for in­
stance if one uses sets. In general, operations on this type of 
data-structures are very fast, but a set-variable takes a lot 
of storage. An expedient is to store the characteristical vec­
tor of a set bit-wise. If the used programming language allows 
a bit-wise processing, logical operations can ·be used effecti­
vely to carry out the original set-operations. But many of the 
higher programming languages do not allow this and (2-Byte) in­
tegers are the smallest units, which can be used. So there is 
the corresponding integer available instead of the characte­
ristical vector and the question arises, how to carry out the 
usual set-operations on these integer codes with arithmetical 
operations only. Obviously it �111 be very ineffective to 
translate them back into sets, to execute the·standard opera­
tion and to code the result. 
In this paper we propose a way using a modification of Euclid's 
algorithm to compute the code of th� intersection of two sets 
giving i� their- integer code only, On this base other opera-. 
tions can be executed easily. PASCAL-Procedures of our algo­
rithms are given, and in the last section we analyse some tests 
concerning the iength of them. 
This method can be applied, if one has to work with many set-
1ype_ variables on a (preferably small) finite base set. Graphs 
and other incidence ptructures are important examples for this 
situation. We used the method for the storage and_ the proces­
sing of spec.ial graphs in an algori thm, test_ing whether a given
attributed grammar is free of cycles. 
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2. Operations on sets 

For a fixed к we consider sets with elements lying in a k-ele¬ 
ment base set Nk. For sake of simplicity we choose / 

Nk = Let P(Nk) denote the power-set of Nk and 

let Bk := {o.2k-l}. As described in the introduction we use 

the code 

x(M) = У~ 21 
16 M 

instead of the set M€P(Nk). Obviously this mapping x is bi- 

jective and we denote its inverse mapping x"1 with 

m: Bk—>P(Nk). 

Furthermore, let p^.be the i-th prime-number in their natural 

order, l.e. p1 = 2, p2=3, ,,., and let be defined: 

Tk := Pi 1 ! ai^°'^}- 

Then it is a well-known fact that (P(Nk) , в ) and (Tk,/) 
- ordered by inclusion and divisibility, respectively - are 

isomorphic lattices, namely both are isomorphic to the Boolean 

lattice Ek. The concatenation of m and this bijection is 

q: Bk—>Tk, defined by 

-3-> q(x) 1 О ( a±e (0,1)). 

The following theorem shows, how all usual set-operations can 

be carried out using simple arithmetic operations on 8k, pro¬ 

vided that the intersection of two sets is given. But this is 

done in Tk, where it appears as the determination of the 

Greatest Common Divisor (G.C.D.). 
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Theorem 1: Let a,beBk (a&b) be given arbitrarily. Then it 

holds: 

(1) d := x(m(a)nm(b)) = (q(a) :q(b)) , where (r;s) denotes 

the G.C.D. of the integers r and s, 

(2) x(m(a)um(b)) = a-d+b, 

(3) x(m(a) \m(b)) = a-d, 

(4) x(m(a)Д m(b)) = a-d+b-d, 

(5) x(Cm(a)) = 2k-l-a, where C denotes the complement in , 

(6.1) m(b) S i(a)#4b = d, 

(6.2) m(b) 6 m(a)<=» q(b)|q(a). 

Proof: (5) and (6.1) are obvious, (6.2) is the isomorphism 

mentioned above and (1) is a direct consequence from this and 

the definition of the G.C.D. 

For x,yeBk m(x)nm(y) = 0 implies m(x)um(y) = m(x+y). (7) 

We have m(a)\m(b) = C((Cm(a))um(d)). Because of (5), (7) and 

(Cm ( a)) n m (d) = 0 .it follows 

m(a)\m(b) = C(m(2k-l-a+d)) = m(a-d), i.e. (3) holds. 

Applying (3) with d instead of b one gets (4): 

m(a)Am(b) = (m(a)\m(d)) vj (m(b)\m(d)) = m(a-d+b-d). 

Similarly (2) is proved with the help of (3) and (7): 

m(a)um(b) = (m( a)\m(d)) и m( b) = m(a-d+b). q.e.d. 

Analogously other operations can be executed. 

3. Computation of the intersection 

To apply Theorem 1 we have to give an effective algorithm for 

the computation of the code of the intersection. Using (1) we 

can do it by determining the G.C.D. in T^. In this part a ver¬ 

sion of Euclid's algorithm and estimations of its length are 

presented. 

Let r and s be natural numbers with r ^ s>0 and let x mod у 

denote the rest x-y *^j(y/0). We construct the sequence 

*1 != r' t2 := s 
tt := min (ti_2mod t^; t±_1-(ti_2 mod t^j (8) 

for i = 3,... 

until t^=0 occurs. 
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Theorem 2: The sequence {tjj is finite, i.e, there is a number 

j i 2 with tj = 0, and it holds t^ ^ = (r;s). 

Proof: An obvious property of the mod-operation is 

0 4 ti_2 mod t^_i < t._i. 

Because of (t._2 mod t^) + mod ^і_і)) = t±.l 11 
follows from (8): 

0 ~ tt ~ Ь. Гі-1 < li-l for 1 = 3* ••• * (9) 

Hence {tjj is strict decreasing and positive, i.e, finite. 

Because of the definition of {t^J in (8) a 0 must occur at the 

end. Let j be the index with t^ = 0. 

With v^ := j (8) implies for 1 = 3,4.j 

4 'e {4-2 - Vi-l: <vi +l)*i-i - 4-2} and 

Ч-2£(*і + Vi-r (vi +1)ti-l - 4}- 

Therefore every divisor of ti_2 and ti_1 divides t^ and every 

divisor of t^ and t^ divides t^_2. So we have (r;s)ftj_^ 

and tj_J(r:s). . q.e.d. 

The length L of this algorithm should be j-2, the number of the 

t^ which we have to determine. We will give an estimation for L 

now. ' 

From (8) ti-2 = t t^ mod t^ ^ follows and because of (9) 

t^_2 & min ^2ti_1+ti; 3ti_1-ti^ holds. But it is by (9) 

3ti-l-*i = 2гі-1+гі+(Ч-1-2гі) - 2ti-l+ti' 1-*- 

Let [ Fl} 1=1,2,... be defined by 

*i-2 ” 2ti-l+ti' 

F1 = 0, f2 = 1, 

"1+2 2F1+1 + F1 for 1=1,2, 

JFj^ is similar to Fibonacci's sequence and has the explicit 

representation 

FX = % VZ ((l + A/2)1-1 - (l-V?) 1-1 (1=1,2,,..), 

Because of t^_^ = (r;s), tj = 0 and the above formulas we can 
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conclude that F1=1 ,j-l doesn't exceed {jT7iyji=j 

t± 
This implies туггц i F^+1_^ and 

r & s=t2 * (r;s) Fj_i (10) 

and so we get an a-priori-estimation of L = j-2 since (r;s) H: 
L < max £h : Fh+1 £ sj. 

Now we restrict to the special case we are interested in. Let 
L(k) be the maximal length of a sequence (8) for some r,s e.T(<. 
Then it holds 

rs й rs 

( r ; s) ( r ; s) 

Because of r ^ s this means ^ r~ys') - anc* wit*1 (10) we have 

FL( k) +1 * * (1 
One can sharpen this estimation using the greatest number 

skeTk with sk - but the effort is very small. 

Using the explicit formula of F^ we find 

L(k) ^ § 1од(1+Ѵ2.)(8Рк)а([0.567 In P^ + l.lsj. 

By the same method we get [1.039 In Pk+ 1.672] as an upper- 
bound for the number of steps of the original algorithm of 
Euclid. 

4. PASCAL-procedures 

The following procedures realize the proposed algorithm. 813(1) 
generates the vector Q. which is the representation of the bi¬ 
section q (comp. 2.). After that GCD computes the G.C.D. using 
(8). The variables K,P,Q have to be declared before: 

VAR K: INTEGER: (* cardinality of the base set *) 

P: ARRAY [1..K] OF INTEGER; (* vector of the К first 
prime-numbers *) 

Q: ARRAY [0.. MAX] OF INTEGER; (* representation of q, 
<2Ш = q(i) *) 

(It is MAX = 2k-l, PflJ = Pl = 2, P[2] = p2 = 3.) 
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PROCEDURE BID (L: INTEGER); 

(* generates the bisection q *) 

VAR S,T:ARRAY Г0..К] OF INTEGER; 
I: INTEGER; 

BEGIN Sf0] := 0; T[0] := 1; 
FOR 1:= 0 TO 1 DO 

BEGIN S[Ll:= 2*S[L-1] + I; 

IF 1=1 

THEN T[L]:= T[L-1] *P[K+1-L] 

ELSE T[L]:= T[L-1J ; 

IF L=K 

THEN q[s[L]] := T[L] 

ELSE BID(L+1) 

END 

END; 

FUNCTION GCD (A,В: INTEGER) : INTEGER; 

(* computes the G.C.O. *) ' 

VAR Al.Bl.C: INTEGER; 
BEGIN Al:= Q[A]; 81:= Q[B]; (* translation into T^ *) 

C:= A1 MOD Bl; 

WHILE C>0 DO (* algorithms (8) *) 

BEGIN IF Bl-C < C THEN C:= Bl-C; 

' Als« Bl;'Bl:= C; C:= A1 MOD Bl 

END; 

C:»0; (* determination of the origin of Bl *) 

WHILE Q[C]OBl DO C:=C+1; 

GCD := C 

END; 

5. Remarks on the application 

к 
The number q(2k-l) = P, = "TT P. is the greatest integer used 

i = l 1 

in our algorithm. Since already P1(J > 232 we restrict the 

analysis to к 4 9, (The estimations of Section 3 can be used to 
make it more general.) 
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For к £ 9 ѵуѳ were able to determine the maximum length of the 
algorithm (8). Table 1 compares it with the estimation (11). 

Tab. 1 к_ 2 3456789 

exact_2_2_3_4_5___7_8_9 

by (11) 2 3 4 5 6 8 10 12 

One can expect that the method is faster in most of the cases. 

Table 2 shows the relative frequencies (in %, rounded) of se¬ 

veral values of L and the expectation T( k). For к = 2,3,..., 7 

we computed the exact values, for к = 8, 9 we analysed a random 

test of 10000 and 5000 examples, respectively. 

Tab. 2 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

90 10 

75 25 

60 34 

46 37 

35 

26 32 

19 26 

15 21 

6 

16 

35 25 

30 

33 

32 

1 

4 

9 

14 

17 10 

L(k) 

1.10 

1.25 

1.46 

1.73 

2.00 

2.31 

2.67 

2.82 

The proposed method can also be used if к>9. For a set M £ 

we divide the original characteristics! vector having more than 

9 components in 1 blocks having less than 9 components and car¬ 

ry out the algorithm on every block. This blocking can be done 

on the corresponding code x(M) in , for instance with the 

help of the operations MOD and DXV of PASCAL. If every block 

M., M0, ... contains t components, we determine their codes by 

t 

'1' ' 2' 

x(M1) 

x(M2) 

x(M3) 

and so on. 

x(M) MOD 2 

(x(M) DIV 2*) MOD 2t, 

(X(M) DIV 22t) MOO 2* 
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It also can be effective to use blocks if к < 9, The block-size 

к' depends on the special value of к and on the available sto¬ 

rage, because a bigger к' demands a longer vector Q. On the 

other hand a smaller k* demands more multiplicative operations 

as shown in Table 3 for к = 8. 

Tab, 3 lk' number of multiplicative operations 

maximal expectation (rounded) 

8 1 28 28 

4 2 20 17 

2 4 10 7 

18 8 3 

In general we need for 1 blocks of к' components no more than 

4(1-1) + 1 « L(k'), on average only 4(1-1) + 1*Г(к‘) multipli¬ 

cative operations. The case k' = 1 is the simple method mentio¬ 

ned in the introduction: translating back into sets, use stan¬ 

dard set-operations, code the result. It needs 4(lk‘-l) mul¬ 

tiplicative operations. But from Table 1 we have L(k') ^ k', 

i.e. 4(1-1) + 1.L(k') 441-4+lk' = 1( к'+4)-4<41k'-4 if k' a 2. 

Hence this simple method is indeed ineffective compared with 

our algorithm. 
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Klaus Markwardt 

Maß und Integral a�f einheitlicher·algebraischer Grundlage 

Einleitung 

28910 
06A12 

Wie in /11i ist der Ausgangspunkt eine spazielle halbgeordnete 
Struktur, die hier als Raum bezeichnet wird. Auf ihrer Grundla­
ge körnen Probleme, Definitionen, Sätze und Fortsetzungsprinzi­
�ien, die in der ge�öhnlichen Maßtheorie, in der Theorie der 
SpektralmaBe und.Booleschen Maße (B. Homomorphismen), in· der 
gewöhnlichen Integrationstheorie, in der Theorie der Spektral­
integrale und'bez. Rieszscher Homomorphismen eine Rolle spie­
len, vereinheitlicht warden. Im Vergleich zu /13/ werden stär­
kere aigebraische Voraussetzungen bez. der Ausgangsstruktur ge­
macht, die eine unmittelba·re Auslegung bez. der in der Maß- und 
Integrationstheorie wesentlichen Strukturen und "Funktionale" 
gestatten. Die diesbezüglich .größte Ähnlichkeit hinsichtlich 
dar algebraischen Vereinheitlichung besteht zu der Arbeit /5/ 
von s. Br,hmer. Gemeinsamkeiten und Unterschiede hinsichtlich 
Struktur und Anwendungsmöglichkeiten wurden in /11/ herausgear­
beitet. Die ersten Anregungen erhielt ich durch L. Berg 
(vgl. /1/ und /3/). 

Um die Darstellung hier gegenüber /11/ knapper und übersichtli­
c_her zu gestalten, wurden das Postula! (7) zusätzlich aufgenom­
men, der Begriff Inhalt an eine weitere Forderung gebunderi so-· 
wie die Definitionen von "Maß" und "äußere� Maß" etwas abgeän­
dert. In der vorliegenden Arbeit geht es nur um derartige Fort­
setzungen von Funktionalen, die dem Satz von Lebesgue genügen. 

Weaent lfch ist, daß gegenüber /11/ eine Weite rant.wicklung in 
zweierlei Hinsicht erfolgte: 
In /7 /, s. 27, wird gezeigt, daß die monotone Hülle eines Boole­
schen Ringes einen 6'-Ring darstellt. Die Verallgemeinerung die­
ser Aussage auf den eigentlichen Raum (vgl. Satz 4) ist ein 
weiterer Schritt in Richtung einer vereinheitlichten M�ß- und 
Integrationstheorie, denn die Fortsetzung des Inhalts kann 
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jetzt unabhängig von der speziellen Auslegung des Raumes (Boo¬ 

lesche Algebra oder positiver Kegel) als Maß verifiziert werden 

(vgl. /11/, Satz 11.1, 11.5 und 12.3,und Satz 11 in dieser Ar¬ 

beit). Diese Maße hängen dann zwar stets mit gewissen Minimal¬ 

erweiterungen des Definitionsbereiches zusammen, vollständige 

Maße (vgl. Bemerkung 4) erhält man daraus jedoch mit äußerst 

geringem Aufwand. Der Vorteil derartiger Minimalfortsetzungen 

besteht auch darin, daß jetzt eine sinnvolle Verallgemeinerung 

des Satzes von Fubini möglich wird (vgl. /7/, § 35, und /6/, S. 

202 - 205). Im Rahmen von /11/, wäre dies mit starken Zusatzbe¬ 

dingungen und einem diffizilen Beweis verbunden gewesen. Die 

konkrete Ausführung des letzten Gedankens erfolgt hier nicht, 

um den Umfang in Grenzen zu halten. • 

Außerdem wird die in /11/ genutzte Regularitätsdefinition (die 

bez. des Bildraumes eine Rolle spielt, wenn hinsichtlich der 

Fortsetzung der Satz von Lebesgue gelten soll) vereinfacht und 

etwas spezieller gefaßt. Dabei bleiben bez. der spezielleren 

Strukturen alle Aussagen gültig.,0ies trifft auch auf die Ver¬ 

gleiche mit anderen Regularitätsde finit Ionen zu (vgl. /5/, /12/, 

/13/, /16/, /17/). 

1. Struktureiqenschaften 

Definition 1: Es sei L eine multiplikativ geschriebene Gruppe. 

Dann soll eine halbgeordnete Menge M ein Raum über L oder kurz 

ein Raum heißen, wenn die folgenden Bedingungen erfüllt sind: 

In M seien eine Addition ”+” und eine Subtraktion "\" derart 

erklärt, daß für beliebige a, b, C6M und ein Element 0 aus M 

stets 

a + b = b + a, . 

a + (b + c) = (a + b) + c, 

a + 0 = a 

gilt und 

(1) 
(2) 
(3) 

с < a + b äquivalent zu c\a 4 b (4) 

ist. Außerdem sei für beliebige a e L und beliebige aeM ein 

Produkt Даем definiert. Für das Einselement 1 von L und alle 
et,ß6L gelte dabei 
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Aus' a 4 b möge stets aa 4 ocb folgen. 

a(ßa) = (aß) а. 

Іа = а, 

ao = о. 

(5) 

(6) 

(7) 

(3) 

Bemerkung 1: Oeds halbgeordnete Struktur M(+,\ ), die den Ei¬ 

genschaften (1) bis (4) genügt, kann mit der Definition 

aa := a (Vot 6. L) bei beliebiger Gruppe L zu einem Raum über L 

gemacht werden. 

In /2/ wurde gezeigt, daß eine der Eigenschaft (4) genügende 

Subtraktion im Falle ihrer Existenz eindeutig durch die Addi¬ 

tion bestimmt ist und ein Kriterium für die Definierbarkeit ei¬ 

ner derartigen Subtraktion angegeben. Gegenüber /11/, Def. 5.1, 

wurde das Postulat (7) zusätzlich aufgenommen, um verschiedene 

Aussagen einfacher formulieren zu können. Der Boolesche Ring, 

also auch die Boolesche Algebra, der lineare geordnete Raum 

(die üblichen Verträglichkeitsbedingungen vorausgesetzt), der 

Rieszsche Raum,der positive Kegel des Rieszschen Raumes und der 

positive C-Verband (vgl. /5/, Def. 1 und 2) können als speziel¬ 

le Räume im obigen Sinne ausgelegt werden. Die in /11/, Bei¬ 

spiel 4.6,formulierte Aussage, daß ein C-Verband i. allg. 

nicht als Fastmodul aufgefaßt werden kann, wird dort unkorrekt 

belegt, da die Subtraktion nicht in der Definition des C-Ver- 

bandes enthalten ist. Sie bleibt jedoch prinzipiell gültig, wie 

an Hand des C-Verbandes R и {,+ ooj (vgl. /5/) mittels /2/, 

Satz 1,schnell zu erkennen ist. 

Die Beweise der beiden folgenden Sätze findet man in /9/, S. 5¾ 

bzw. in /11/, S. 17 und 18. 

Satz 1: In jedem Raum gelten stets die Relationen 

(a + b)\b 4 b, 

a 4 (а \ b) + b, 

а \ 0 = a , 

(a + b) \ (с + d) 4 (a\c) + (b\d), 

a\d 4 (a\c) + (c\d), 

a\(c + d) ■ (a\c)\d. 

(9) 

(10) 

(11) 

(12) 

(13) 

(14) 

Aus а 4' c und b 4 d folgt stets 

а + b 4 о + d und 

а \ d 4 c \ b. 
(15) 

(16) 
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Satz 2; Sind А, В und C Teilmengen von M, dann gilt 

und й sup C = sup (ОС С) (ЧА. 6 L) , 

sobald die linken Seiten dieser Gleichungen existieren. 

Bei verbandsgeordnetem Raum sind im Falle existierender 

linker Seiten die Gleichungen 

inf A + inf 8 = inf(A+B), 

sup С \ inf В = sup(C4B), 

OC inf В = inf (ct В) (Voc £ L) 

(17) 

(18) 

(19) 

(20) 

a + (bAc) = (a+b) л (a+c). (21) 

(22) 

(23) 

a \ (b л c) = (a\b) v (a\c) 

und (avb) \ c = (a\c) v (b\c) 

stets erfüllt. Außerdem folgt dann aus 0 4 а und 0 4 b stets 

a v b ^ a + b. (24) 

Eine Teilmenge А von M heißt beschränkt. wenn A in M sowohl 

eine obere als auch eine untere Schranke besitzt. Existieren 

inf А und sup A in M, so wird kurz von einer begrenzten Teil¬ 

menge gesprochen. 

Definition 2: Ein Raum, in dem jede monotone und beschränkte 

Folge begrenzt ist, soll eigentlich genannt werden, wenn aus 

sup В = inf А stets inf (А\ В) = О (25) 

und aus 

b ^ а stets а \ (а \ b) = b folgt. (26) 

Bemerkung 2: Der geordnete Modul der reellen Zählen R wird 

mit L = R+\ {0} und der derart eingeschränkten üblichen Multi¬ 

plikation ein eigentlicher Raum, Die Addition, die Subtraktion 

und die äußere Multiplikation können in eindeutiger Weise der¬ 

art auf # = [-со , +oo] fortgesetzt werden, daß ein Raum entsteht 

(vgl, /11/, S. 15 bzw. /10/, Beispiel 2). Dieser um die "unei- 

gentlichen" Elemente + oo und - oo erweiterte Zahlenbereich ge¬ 

nügt i. allg. weder (25) noch (26). 

Satz 3: Es sei M ein eigentlicher Raum, Dann gilt stets 

а \ а = 0. (27) 

und die Gleichungen 
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(28) inf Л \ sup 8 = inf(A \ B) 

sowie 

sup A + sup В = sup(A + B) (29) 

sind erfüllt, sobald die Grenzen auf den linken Seiten exi¬ 

stieren. Ist M außerdem verbandsgeordnet, so trifft die vo¬ 

rige Aussage auch bez. der Gleichungen 

sup А л sup В = sup(A Л В) (30) 

und 

inf A V inf В = inf(A V B) (31) 

zu. 

Beweis: Ober (11) folgt (27) mit b = 0 aus (26). Gilt für be¬ 

liebige aeA und be В stets x 4 a 4 b, so erhält man unter Ver¬ 

wendung von (13) und (15) 

X 4 (а \ inf A) + (inf А \ sup B) + (sup B\b). 

Aus (17) und (25) folgt x 4 inf A-\ sup B. Wegen (16) gilt damit 

auch (28). Die Gleichung (29) wird wie in /9/., Satz 5, über (4), 

(16), (12) und (25) verifiziert. Aus (22), (24) und (27) folgt 

(30) über (sup AAsup B) \ (a Ab) 4 (sup A\a) v (sup B\b) 

4 (sup A\a) + (sup В \ b) in analoger Weise. Ist x eine belie¬ 

bige untere Schranke von AvS, so kann über (4), (28) und (30) 

(X \inf А) л (X\inf B) 40 gezeigt werden. Nochmals (28) und 

(4) angewandt, liefert x 4 inf Avinf B, womit (31) gezeigt 

wäre. 

Definition 3: Eine nichtleere Teilmenge H eines eigentlichen 

Raumes M heißt monoton-abgeschlossen, wenn im Falle gn> hn& H 

(V n t N) aus gn f g 1 stets g £ H und aus h^ j, h stets h 6 H folgt. 

Definition 4: Ist H eine nichtleere Teilmenge eines eigentli¬ 

chen Raumes M, so wird die kleinste monoton-abgeschlossene Teil¬ 

menge von M, die H umfaßt, als Abschließunq von H bezeichnet 

und durch Hg- gekennzeichnet. 

Satz 4: Es seien G ein eigentlicher Raum und H ein Teilraum von 

G. Dann wird die Abschließung Hg ebenfalls ein Teilraum von G. 

1 isotone, ordnungskonvergente Folge in M 
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Beweis г Für Jedes g e G kennzeichnen wir mit K(g) die Gesamt¬ 

heit der Elemente e aus G, für die 

oce + Bg, ae\ßg,ag\ße£Hg (Vct ,ß £ L). (32) 

gilt. Aus Symmetriegründen sind die Relationen e £ K(g) und 

g e K(e) offensichtlich äquivalent. Da Hg monoton-abgeschlossen 

ist, folgt über (19). (20), (17), (18), (28) und (29), daß Je¬ 

des nichtleere K(g) eine monoton-abgeschlossene Teilmenge von G 

ist. Wegen H c Hg gilt nach (32) für jedes geH die Relation 

HcK(g). Da K(g), wie zuvor feetgestellt, monoton-abgeschlossen 

ist, wird auch HgCK(g) (VgeH) erfüllt. Aus Symmetriegründen 

folgt geK(e) für alle g & H und alle e e Hg, was HcK(e) 

(VeeHg) entspricht. Dedes derartige K(e) ist monoton-abge¬ 

schlossen, so daß HgcKfe) (Ve 6 Hg) und damit (32) für belie¬ 

bige e.geHg gilt. Mit Л» 6 ■ 1 folgt mittels (6) e + g, 

e \ g e Hg (Ve.geHg). Wegen (27) gilt Oe. Hg, so daß mit e = 0 

auf Grund von (7) und (32) stets ßg e Hg (VgeHg) erfüllt ist. 

Folgerung: Die Abschließung Hg stellt den kleinsten monoton-ab¬ 

geschlossenen Teilraum von G dar, der H umfaßt. 

Bemerkung 3: Ist G eine Algebra, beispielsweise eine Potenz¬ 

menge, und H ein Teilring von G, so wird die Abschließung von 

H ein бГ-Ring (vgl. /7/, S. 27 ff.). Enthält H das Einselement 

I von G oder existiert nur eine Folge hn aus H mit hnfl, so 

wird Hg eine in G grenzt reu eingebettete 6-Algebra (in /16/, S. 

78, als 8-regulär eingebettete Teilalgebra bezeichnet). Falls 

es sich bei G um einen halbgeordneten linearen Raum handelt, so 

wird die Abschließung eines Teilraumes ebenfalls ein Teilraum 

von G. Ist G der positive Kegel eines Rieszschen Raumes G und H 

ein Teilraum von G (das bedeutet jetzt, daß H positiver Kegel 

eines Rieszschen Teilraumes H von G ist). so wird Hg ein zu ei¬ 

nem monoton-abgeschlossenen Rieszschen Teilraum Hg gehöriger 

positiver Kegel. Daraus kann man insbesondere schlußfolgern, 

daß die Abschließung eines Rieszschen Teilraumes ebenfalls ein 

Rieszscher Teilraum ist. 

Dede nach unten gerichtete Teilmenge T eines Raumes F mit 

inf T= 0 soll hier als Nullmenoe von F bezeichnet werden. Mit 

Hilfe dieser Vereinbarung wird die folgende Regular!tätsdefi- 

nition eingeführt. 
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Definition 5; Ein Raum F heißt regulär. wenn er unter Beibehal¬ 

tung der Grenzen derart in eine halbgeordnete Menge F einbett¬ 

bar ist, daß die beiden folgenden Forderungen erfüllt werden: 

- Dede isotone Folge von Elementen aus F sei in F begrenzt. 
- Ist Fy eine beliebige Folge von Nullmengen (FyCFVVSN) und 

gilt in F für ein Element а aus F 

(Vfv6Fv), (33) 

so soll stets a^O folgen. 

Bezüglich dieser gegenüber /11/ vereinfachten und stärkeren Re¬ 

gularitätsbedingung bleiben die dortigen Sätze 9,1, 9.2 und 9.3 

gültig. Sie können jetzt in folgender Form ausgesprochen werden: 

Satz 4: Ein Raum F, in dem jede Isotone Folge nach oben be¬ 

grenzt ist, wird genau dann regulär, wenn mit F = F die Eigen¬ 
schaft (33) erfüllt wird. 

Satz 5: Ein verbandsgeordneter, eigentlicher Raum F wird genau 

dann regulär, wenn für jede Folge von Nullmengen Fy und Jedes 

f 6 F die folgende Bedingung erfüllt ist: 

n 

Gilt a 4 sup (f Л / f_) für beliebig ausgewählte f/eF,., so 
(n) vFT v 

möge stets а * 0 folgen. 

Beweis: Nach der Identifizierung von a e. F mit dem durch 
(fg(f) = f ла gegebenen Element aus (F( F, F) 1 wird der Beweis 

von Satz 9 aus /11/ übertragbar und sogar etwas zugänglicher. 

Satz 6: Ein Raum, dessen Ordnung im Sinne von McShane (vgl. 

/13/) normal ist, erfüllt das in Definition 5 angegebene Regu¬ 

la ritätskriterium.. 

Der Beweis kann hier ähnlich wie beim vorherigen Satz durch ei¬ 

ne entsprechende Deutung der Elemente als Funktionen übertragen 

werden. 

Die in /11/ abgeleiteten Regular!tätskriterien für Boolesche 

Algebren, Boolesche Ringe und Rieszsche Räume bleiben gültig. 

1 Gesamtheit der Funktionen von F in F 
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Die dort angeführten Beispiele erfüllen sämtlich die hier ange¬ 

gebene stärkere Regularitätsbedingung. 

2. Inhalte und Maße * 

Bezüglich der weiteren Betrachtungen sollen die folgenden Fest¬ 

legungen getroffen werden: 

- G sei ein positiver (0 ist das kleinste Element), eigentli¬ 

cher Raum über L. 

- F sei ein eigentlicher und regulärer Raum über der gleichen 

Gruppe L. In F" besitze jede nach unten gerichtete und von un¬ 

ten beschränkte Teilmenge eine untere Grenze. (Hieraus kann 

über (16), (18), (26) und (28) gefolgert werden, daß auch die 

entsprechende duale Behauptung gilt.) 

Satz 7: Ein positiver und eigentlicher Raum ist verbändegeord¬ 

net. In ihm gelten stets die Relationen 

a\(a\b) = aAb, (34) 

a\b = а )(алЬ) (35) 

und a ^ (a \ b) + (алЬ). (36) 

Deder Teilraum ist dann auch ein Teilverband von G. 

Beweisi Mit x als unterer Schranke von {а,Ц folgt unter Nut¬ 
zung von (26), (16), (11), (10) und (4) 

X £ a\(a\x) £ a\(a\b) & ^, womit (34) gezeigt wäre. 

Mit X als oberer Schranke von |a,b), beispielsweise mit 

X = а + b, gilt wegen (26) und (22) x\[(x\a) Л(х\Ь)] = а v b. 
G ist also ein Verband, und die Behauptung bez. des Teilverban¬ 

des folgt trivialerweise. Die Gleichung (35) entsteht unmittel¬ 

bar aus (22) und (27). Ausgehend von (35) wird (36) mittels 
(10) nachweisbar. 

Definition 6: Mit H als Teilraum von G wird eine L-homogene 

Funktion ja : H-» F hier ein Inhalt genannt, wenn für beliebige 
g, h e H stets 

Ді(Ь) i 0 (37) 

und 

A*(g\b) = ju(g) V ju(g л h) gilt und ,(38) 
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(39) im Falle hntH (VneN) aus h^ ф 0. stets jq(h^) ф 0 folgt. 

Geht aus h^6H (VneN) und hn ^ g stets g e H hervor, so soll 

der Inhalt fi ein Maß genannt werden. 

Satz 8: Bezüglich jedes Inhalts fJ, : H —> F gelten die Behauptun¬ 

gen: 

a) Unter der Voraussetzung von (37) und (38) ist (39) jeder der 

beiden folgenden Eigenschaften äquivalent: 

Mit h, hneH (VneN) folgt 

aus hnt h stets fi(hn)t/:(h) (40) 

bzw. aus hnl h stets jU(hn) ^ |U(h), (41) 

b) Es gilt jq(g л h) = p(g) \ ju(g \ h) (Vg, h tH), 

c) ja ist isoton und subadditiv. 

Oer nachfolgende Satz stellt eine Verallgemeinerung des Satzes 

von Lebesgue (ausgesprochen für Folgen nichtnegativer Funktio¬ 

nen) dar (vgl. /11/, Satz 8.2 und Def. 8.4). 

Satz 9: Oedes Maß p. : H —» F besitzt die Eigenschaft: 

Aus hn e H (VneN) und hn-^»g 1 folgt geH und ц(Ьп)-^*/и( g) , 

sobald für die Folge hn eine obere Schranke aus H existiert. 

Oefinition 7: Es sei H* ein Teilraum von G, für den 

aus h e H* und g £ h stets g e H* folgt. (42) 

Dann soll eine isotone, subadditive und L-homogene Funktion 

Ц* : H*—» F mit ju*(0) = 0 ein äußeres Maß heißen, wenn 

gntg und g e H* stets ju*( gn) {g) (43) 

zur Folge hat. 

Oie Fortsetzung eines Inhaltes zu einem Maß wird über die Kon¬ 

struktion eines äußeren Maßes erfolgen. Oabei wird benutzt, daß 

jede auf einem Teilraum von G erklärte, subadditive Funktion jm 

wegen (36) und (4) stets der Ungleichung 

^(9)\^(gAh) 6ju(g\h) (44) 

genügt. 

1 ordnungskonvergente Folge 
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(45) 

Satz 10: Seder Inhalt |Ц, : H —» F kann bei regulärem Raum F 

gemäß 

u*(g) :=> inf sup u(h ) 
Г 0(g) (n) ' 

zu einem äußeren Maß fl*: H*—> F fortgesetzt werden, wobei 0(g) 

die Gesamtheit der isotonen Folgen hn aus H darstellt, für die 

sup hn und sup ju,(hn) existieren sowie g * sup hn gilt. Aus geG 

folgt insbesondere genau dann g€H*, wenn eine derartige Folge 

hn existiert. Diese Fortsetzung ju.* besitzt die folgenden Eigen¬ 

schaften : 

a) Für beliebige ge H* und beliebige h£ H gilt stets 

juf(g \ h) = fi‘(g)\fi*(gAh). (46) 

b) Falls F verbandsgeordnet ist und bez. jU die Identität 

fj(g1vg2) = jU(g^) v |U(g2) gilt, so wird diese auf ju* über¬ 

tragen. 

Beweis: Da jetzt mit einer stärkeren Regularitätsbedingung ge¬ 

arbeitet wird und der Begriff äußeres Maß mit dem des (f)-ete- 

tigen äußeren Inhalts in /11/ übereinstimmt (vgl. /11/, Def. 

10.3), folgt der erste Teil aus /11/. Satz 12.3a) und c). 

Damit verbleibt der Nachweis der Eigenschaften a) und b). (In 

/11/, Satz 12.3d) wurde b) unter der Voraussetzung bewiesen, 

daß F ein vollständiger Rieszscher Raum ist.) 

Aus {hn)eO(g) und heH folgt 

supju(h^\h) = sup (U(hn) \ sup |u(hn л h). Hieraus entsteht über 

(45) die Ungleichung ju*(g\h) 6 sup |U(hn) \ |U*(g л h). 

Da diese für beliebige Oberdeckungen gilt, folgt 

|U*(g\h)*e jü*(g) 4 jU*(g А h), Wegen (44) ist demzufolge die Be¬ 

ziehung (46) richtig. Mit thin}t0(gi) erhält man unter der 

Voraussetzung von b) sup fi(hlnvh2n) = sup ju(hln)vsup jU(h2n), 

woraus sofort ju.*(g^ v g2) 6 inf {sup /i(bln) v sup (U(h2n)j ent¬ 

steht. Damit folgt aus (31) die Ungleichung 

^*(9i^92) 6 jU*( g%) V jU.* (g2), und wegen der Isotonie gilt die 

entgegengesetzte trivialerweise. 
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Satz 11: Seder Inhalt |U : H —» F kann bei regulärem Raum F zu 

einem Maß fXg : Hg —> F fortgesetzt werden. Gilt bez, p. die Iden¬ 

tität ju(g vh) = ju(g) v jj.(b) , so wird diese auf jUg übertragen. 

Beweis: Ausgehend von dem nach Satz 10 gebildeten äußeren Maß 

/u* : H*-»F, das fortsetzt, soll ein Element h aus G meßbar 

genannt werden, wenn (46) für beliebige geH* gilt. Die Gesamt¬ 

heit der meßbaren Elemente H* bildet eine monoton-abgeschlos¬ 

sene Teilmenge von G, denn aus h^€ H* und h f h bzw. hi h 

folgt wegen (42), (43), (16), (18), (28) und (30) die Unglei¬ 

chung ді* ( g \ h) 4 p*(g) \ju*(g Ah), und die entgegengesetzte 1st 

wegen (44) für das subadditive ju,*stets erfüllt. 

Nach Satz 4 und Satz 10a) ist damit die Relation Hg C H* für 

den kleinsten monoton-abgeschlossenen und H umfassenden Raum Hg 

gültig. Die Einschränkung von /а* auf Hg » Hg А H* liefert ein 

Maß, das die geforderten Eigenschaften besitzt. Bezüglich der 

letzten Aussage in Satz 11 ist Satz 10b) heranzuziehen. 

Bemerkung 4: Falls es darum geht, ein vollständiges Maß (d. h., 

aus ju(h) « 0 und h а g folgt stets, daß g zum Definitionsbe¬ 

reich des Maßes gehört) zu erhalten, so kann jUg in eindeutiger 

Weise als Maß auf die Gesamtheit der Elemente h aus G fortge¬ 

setzt werden, zu denen jeweils Elemente h‘, h" £ Hg mit 

h‘ 4 h 4 h" und jUg(h" \ h" ) = 0 existieren. 

Beispiel 1: Es seien G eine (э-vollständige und F eine vollstän¬ 

dige Boolesche Algebra (vgl. /16/, S. 77). Im Falle 

aa : = а ( Voi £ L) und I £ H (Einselement der Booleschen Algebra) 

wird H genau dann eine Teilalgebra von G, wenn H ein Teilraum 

von G ist. Der Begriff Inhalt ist unter diesen Umständen gleich¬ 

bedeutend mit der Definition des auf einer Teilalgebra H er¬ 

klärten (^-stetigen Booleschen Homomorphismus, dessen Werte in F 

liegen. Falls die Boolesche Algebra regulär 1st, so kann dieser 

gemäß Satz 11 zu einem auf einer (э-regulär eingebetteten Teil¬ 

algebra Hg von G erklärten und ^-stetigen Booleschen Homomor¬ 

phismus fortgesetzt werden (vgl. /16/, S. 78 und 131). Dabei 

ist jede im Sinne von Kantorovlc "reguläre" Algebra (vgl, /16/, 

S. 167 und 172 ) wegen Satz 4 auch regulär im Sinne von Defi- 
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nition 5. Für vollständige Boolesche Algebren stimmt der hier 

angegebene Regularltätsbegriff mit der von Matthes genutzten 

ft 0-Regulatität überein (vgl. /12/, S. 331). Derartige Boole¬ 

sche Maße (innerhalb der Analysis) gehen auf Sobolev zurück und 

wurden ausgehend von einer Spektralschar auf einer Booleschen 

Algebra in R konstruiert (vgl. /17/, S. 312 ff., und /11/, S. 

73 - 74). Die durch Vulich in /17/, S. 320, angegebene Regula- 
ritätsdefinitIon stellt ebenfalls einen Spezialfall von Defini¬ 

tion 5 dar, so daß die Resultate dort sich unmittelbar aus 

Satz 11 ableiten lassen. Falls L auf der Booleschen Algebra G 

eine Gruppe von Automorphismen vermittelt und der Inhalt p bez. 

dieser invariant ist, also stets p(och) « ju(h) gilt, so wird 

auch das gemäß Satz 11 konstruierte Boolesche Maß invariant. 

Letzteres wird offensichtlich, wenn wir die Boolesche Algebra F 

mit aa := а (VocgL, VaeF) per Definition zu einem Raum über L 
machen. 

Beispiel 2: Es sei G eine Potenzmenge (oder allgemeiner eine 

vollständige Boolesche Algebra) und F ein (verträglich) geord¬ 

neter Modul, in dem jede nach unten gerichtete und von unten 

beschränkte Teilmenge eine untere Grenze besitzt. Diese an F 

gestellten Eigenschaften sowie die in Definition 5 angegebene 

Regular!tätsdefinition werden insbesondere durch den linearen 

Raum der beschränkten selbstadjungleгtan Operatoren des Hil¬ 
bertraumes erfüllt (vgl. /11/, S. 44 und 78, /8/, S. 369 ff., 

bzw. /17/, S. 298). Mit p : H—>F liegt bei L * {1} genau dann 

ein Inhalt vor, wenn p eine auf einem Booleschen Teilring er¬ 

klärte, positive, disjunkt additive und bez. monotoner Folgen 

stetige Funktion ist. Diese kann bei regulärem F zu einem Maß 

"fortgesetzt werden. Damit können speziell reellwertige Inhalte 

(für die (39) gilt) und Spektralmaße "abgeschlossen" werden 

(vgl. /6/, S. 184). Diese Spektralmaße können übrigens stets 

auch als Boolesche Homomorphismen gedeutet werden (vgl. /11/, 
S. 81 und 82). 

Beispiel 3: Es sei G ein Rieszscher Raum (beispielsweise der 

Raum aller über einer Grundmenge X erklärten reellwertigen Funk¬ 

tionen) und F ein halbgeqrdneter linearer Raum (L«R+\{0)), 

der im obigen Sinne vollständig und regulär ist. Dann entspricht 
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jeder auf einem Rieszschen Teilraum H von G erklärten, isotonen, 

linearen und bez. monotoner Folgen stetigen Funktion ju : H—» F 

in eineindeutiger Weise ein Inhalt p : H —> F. Hierbei ist G der 

als Raum über L interpretierte positive Kegel von G (vgl. Be¬ 

merkung 1), H ein Teilraum von G und damit der positive Kegel 

von H. Oer Satz 11 gewährleistet die Fortsetzung von p zu einem 

Maß und damit auch eine Abschließung von p, für die der Satz 

von Lebesgue gilt. Bezüglich der Anwendungen sei hier auf die 

Abschließung reellwertiger Elementarintegrale,des auf einer 

reellen Verbandsalgebra erklärten, ^-positiven Spektralinte¬ 

grals (vgl. /6/, S. 163 ff.) und des damit zusammenhängenden 

Rieszschen Homomorphismus (vgl. /11/, S. 74 ff. und /17/, S. 324) 

hingewiesen. 

Unter den obigen Voraussetzungen wird p genau dann ein 

Rieszschen Homomorphismus, wenn p die im zweiten Teil von 

Satz 11 angegebene Identität erfüllt. Falls p ein im obigen 

Sinne eingeschränktes Spektralintegral ist, kann mittels 

Satz 11 sogar gezeigt werden, daß auch bez. der Fortsetzung die 

Identitäten 

Jf2 dp = ( ff dp) und jW dp = "\jjf dp 

gelten (vgl. /11/, S. 77 ff.). Hierzu muß L lediglich als die 

durch q : f —»f2 bzw. q : T—»T2 erzeugte Gruppe von Transfor¬ 

mationen und F als geeigneter zweiter Kommutant eines Systems 

von Operatoren angesetzt werden. Eine triviale Folgerung hier¬ 

aus wird die Aussage, daß die Fortsetzung von p multiplikativ 

ist. 

Vor kurzem erhielt ich Hinweise auf die mir bisher unbekannten 

Arbeiten /15/ und /18/. In /18/ geht es um additive Mengenfunk¬ 

tionen, die auf einem Körper von Teilmengen eines kompakten 

Raumes X definiert sind und deren Wertebereich im positiven Ke¬ 

gel eines Dedekind-vollständigen VektorVerbandes liegt. Regula- 

ritätsaussagen und die 6"-Additivität werden aus Eigenschaften 

des Bildraumes gewonnen, die mit Hilfe von VerbandsOperationen 

formulierbar sind. Der Autor hat die Arbeiten von Matthes (vgl. 

/12/) fortgeführt. Die Betrachtungen können im Sinne von Bei- 
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spiel 2 hier eingeordnet werden. 

Bezüglich /15/ wäre zu betonen, daß es ausschließlich um die 

Fortsetzung reellwertiger Maße und Integrale geht. Um hinsicht¬ 

lich des Oefinitionsbereiches von Maß und Integral einheitlich 

vorzugehen, arbeitet Rie&an mit einem relativ ^-vollständigen 

Verband H, der б-stetig ist. Letzteres bedeutet, daß 

mit a^fa stets auch а^лЬФалЬ , (47) 

und mit a^ J а stets auch a^ v b 1 а v b (48) 

gelten soll. 

In H wird weiter die Existenz einer Addition "+" und einer Sub¬ 

traktion vorausgesetzt und diesbezüglich eine große Anzahl 

von Eigenschaften postuliert (vgl. ebenda S. 223 - 224, 227 und 

229). Hinsichtlich des komplizierten .Systems auf S. 229 ist in 

/15/ selbst die Rede von einer großen Zahl von Eigenschaften, 

die wenig elegant sind. Bezüglich der beiden grundsätzlichen 

algebraischen Systeme auf S. 223 - 224 und auf S. 229 können 

die bei RiecSan formulierten Postulate vollständig aus der durch 

(1) bis (4) und Definition 2 erklärten Struktur abgeleitet wer¬ 

den, wenn 0 als kleinstes Element vorausgesetzt wird. Im Unter¬ 

schied zu /15/ werden in /5/, /11/ und hier die benötigten Ei¬ 

genschaften nicht nur aufgelistet, sondern innerhalb einer re¬ 

lativ einfachen verallgemeinerten algebraischen Struktur deduk¬ 

tiv gewonnen. 

Für wertvolle Anregungen und die anhaltende Unterstützung 

möchte ich Herrn Prof. Dr. L. Berg recht herzlich danken. 
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Rostock. Math. Kolloq. 29, 57 - 60 {1986) .35A35 
35F15 

Iris Grinda 

Zur Anwendung eines Ergebnisses der Potentialtheorie auf ein 
Differentialgleichungssystem erster Ordnung 

Aus der Potentialtheorie ist folgendes Resultat bekannt: 
Sei G ein glatt berandetes, beschränktes Gebiet im Rn und S 
eine glatte Fläche innerhalb G. Wir betrachten die Funktionen-

menge 
Lv(G) = u: Au·= 0 in G, ul3G = geC ' {3G), g=O auf aG\V ,

{ 
· llt 

} 
wobei V ein Teilstück des Randes mit einem nichtleeren Inneren
ist. Lv{S) sei der Raum der Einschränkungen von Lv{G) aufs.
Unter diesen Voraussetzungen liegt L�{S) dicht in CJS), d. h,, 
jede auf S gegebene stetige Funktion kann gleichmäßig durch die 
Einschränkungen harmonischer Funktionen aus Lv{G) approxim_ie.rt
werden (s. G. Wildenhain /3/). Erstmalig wurde eine solch·e 
Problematik von H. Beckert in /1/ betrachtet. 

Wir werden dieses Resultat benutzen, um stetige Funktionen auf 
Mannigfaltigkeiten im innern einer Kugel durch Lösungen des Sy­
stems 

div�= o 
rot '1' + grad v 

O = O

zu approximieren. Zunächst geben wir Randbedingungen an,·die 
die Lösung eindeutig definieren. 
Dazu schreiben wir das System in etwas anderer Gestalt auf, in­
dem wir zwei reelle Variable bzw. Funktionen zu einer komplexen 
zusammenfassen. Wir bekommen so 

2 
owl - Öw2 

= O, 
az· ot 

ow2 ÖW1 
2 -- + -- = 0, 

Öz at 

wobei sich die komplexen Differentiationen darstellen als 

...2.. 
3z 

1 a a a ... {- - i -) -
"' ox 8y ' az* 

1 < a 
+ i i, .2 ax Öy 

(1) 
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Satz 1: Das System (1) ist immer und eindeutig lösbar bei Vor¬ 

gabe folgender Randwerte auf der Kugel G um den Ursprung: 

Wg aus C1,0C(8G). 0 < <x < 1, 

Re w^ aus <:*( 9gq) , 

Im Hj in P£ 9gq. 

Gq bezeichnet dabei die Projektion von G auf die Ebene t ■ 0. 

Die Lösung w > (w^,Wg) gehört zur Funktionenklasse Crt(ü) Л C°°(G). 

Beweis: Da jede Lösung von (1) harmonische Komponenten besitzt, 

1st *2 bereits durch die Randwerte eindeutig bestimmt; Wg er¬ 

gibt sich als Poissonintegral und gehört zu л C00(G). 

Die zweite Gleichung des Systems liefert dann 

} 9wp 
w1(z,t) » - 2 j —- dt + F(z,z*). 

0 32 

Das Integral auf der rechten Seite gehört zu c“(5)rtC°°(G), wie 

eine 'leichte Rechnung zeigt. 

Setzen wir diesen Ausdruck in die erste Gleichung ein, ergibt 

sich 

dF 

9z* 
- 4 / 

' A. 
9z9z 

dt 
3Wg 

9t 

Berücksichtigen wir, daß 4 

ist, so folgt weiter 

; 92w, 

Ws* 

Sz9z* 

a2 q2 
——iy + — "ту und daß Л w0 = 0 
3x2 3y2 2 

3f 

8z 
dt 

3Wg 

9t 
und schließlich 

9F 

9z* 

1 ^2 

^ 9t t»o 

Durch Anwendung des T_ - Operators aus der Theorie der komple¬ 
xe 

xen Funktionen erhalten wir 

F(z,z*) 
1 3w2 

t-o. 
+ H(Z) 
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mit t_ [f](z) -*/ 
) 

?- z 
df dtj, C = Jf + i-ri* 

Гі a"2 
*эГ 

t=0. 

ist aus C1,a(ÜT) n C00 (G ). H(z) stellt eine in 

Gq holomorphe Funktion dar. Insgesamt haben wir bis jetzt für 

w1 erhalten: 

9w„ r 
w^(z.t) = - 2 j —£ dt + T( Г1 3w2 

t=0 

+ H(z). (2) 

Die bereits bekannten Terme auf der rechten Seite gehören zu 

C^G) лС® (G), Außerdem sind uns noch Re w^ auf 9Gq (aus 

C^(3Gg)) und Im w^ in P e 9Gq bekannt. 

Wir können daraus Re H auf 9Gq (aus Cix(9G0)) und Im H in P e 9Gq 

berechnen. Aus diesen Randwerten erhalten wir eindeutig die ho¬ 

lomorphe Funktion H, wobei H zur Klasse Ca(ü^) gehört' (s. W. 

Tutschke /2/). 

Wir haben also aus den gegebenen Randdaten einen eindeutig be¬ 

stimmten Vektor w = (w^Wg) £ c“(G) n C00 (G) erhalten. Wie eine 

leichte Nachrechnung zeigt, ist w auch tatsächlich Lösung von 

(1). 
Dieses Ergebnis verwenden wir jetzt, um stetige Funktionen auf 

gewissen Mannigfaltigkeiten zu approximieren. Dazu sei !'(Re Wj.Wg): w = (w^ ,Wg) Lösung von (1) in G,’ 

w2|9g = geC1'“(9G), g = 0 auf 9G\v, I . 

Re w. I • h« C a( 9g ) , h - 0 auf 9G \ V 
. 49Go 0 o\ о j 

wobei V und VQ Teilstücke von 9G bzw. 9Gq mit nichtleerem In¬ 

nern sind. und S2 äelen glatte Flächen in G und SQ eine 

glatte Kurve in G^. Mit K(Sq,S1,S2) bezeichnen wir alle dieje¬ 

nigen reellen Funktionentripel, die sich aus den Elementen von 

K(G) ergeben, indem man Re w^ auf S^, Re w2 auf und Im w2 

auf S2 einschränkt. Es gilt folgende Aussage: 
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Satz_Z^_ K(S0,S1(S2) liegt dicht in C(S^) X C(S^) X C(S2X, d. h. , 

jedes Tripel von reellen stetigen Funktionen, dessen erste Kom¬ 

ponente auf SQ und dessen andere Komponenten auf bzw, S2 er¬ 

klärt sind, kann gleichmäßig durch die Einschränkungen von 

Funktionen aus K(G) approximiert werden. 

Beweis: Die auf SQ, und S2 gegebenen Funktionen seien h, g^ 

bzw. g^. Da LV(G) in C(Si), 1=1,2, dicht liegt, kann g so ge¬ 

wählt werden, daß 

sup I Re w2 - g^j < E und sup|Im w2 - g^| < £ 

S1 S2 

gilt für beliebig kleines £ > 0. Aus dem so bestimmten w2 er¬ 
gibt sich zunächst w^ nach der Gleichung (2) mit noch unbekann¬ 

ter holomorpher Funktion. H(z). 

Anstelle von (2) schreiben wir der Kürze halber 

w1(z,t) = f(z,t) + H(z), f 6 C*(G). 

Aus Re t aG = h € Ca( 9Gq) , h = О auf 3Gq\ Vq erhalten wir 

R® HI3go " h - Rs fI3G0 bzW* (Re H - u>!8G0 ° h' 

wenn u die in Gq harmonische Funktion mit den Randwerten 

Re fIgG bezeichnet. Da Ly (GQ) in C(SQ) dicht liegt, kenn h so 

gewählt werden, daß 

sup I (Re H - u) - (h - ul- - Re flQ ) I = suplRe w. - hj< 6 
S öo 1Эо I S I I о о 

gilt für beliebig kleines 6 > 0. 

Literatur 

/1/ Beckert, H.: Eine bemerkenswerte Eigenschaft der Lösungen 
des Dirichletschen Problems bei linearen elliptischen 
Differentialgleichungen. Math. Ann. 139, 255 - 264 
(1960) 

/2/ Tutschke, W.: Partielle Differentialgleichungen. Teubner- 
Texte zur Math., Band 27, Leipzig 1983 

/3/ Wildenhain, G.: Eine Bemerkung zur gleichmäßigen Approxima¬ 
tion durch Lösungen elliptischer Gleichungen. 
Rostock. Math. Kolloq. 24, 63 - 70 (1983) 

elnqeqanqen: 13. 02. 1985 Anschrift der Verfasserin: 

Dipl.-Math. I. Grinda 
Martin-Luther-Universität 
HaIle-Wittenberg Sektion Mathematik 
Universitätsplatz 6 
D0R-4010 Halle 

60 



Rostock. Math. Kolloq. �. 61 - 77 (1986) 

Gert Wanka 
Johanns Wanka 

35J25 

35A35 

Approximationsprobleme bei Randkontaktaufgaben I (elliptische 
Probleme) 

Die hier zu betrachtende Problemstellung gehört in diejenige 
Gruppe von Approximationsproblemen der mathematischen Physik, 
die erstmalig 1960 von H, Beckert in das Interesse mathemati­
scher Untersuchungen gerückt worden ist. In physikalisch-anschau­
licher Formulierung geht es dabei .beispielsweise um die Aufga­
benstellung, eine längs einer Fläche im Inneren eines Körpers 
vorgegebene bzw. gewünschte Temperaturverteilung im Sinne einer 
geeigneten Metrik durch die sich längs der Fläche einstellende 
Temperatu�verteilung bei Veränderung der lemperatur an der Kör-· 
peroberfläche (etwa in einem gewissen Teilgebiet der Oberflä­
che, einem "Steuerfenster") zu approximieren. Diese unter ge­
wissen Voraussetzungen für das Dirichletproblem elliptischer 
Differentialgleichungen zweiter Ordnung von H. Beckert in der 
Arbeit /2/ behandelten App.roximationsaufgaben - mit dem Resul­
tat: beliebig genaue Appr.oximierbarkei t von längs der nicht ge­
schlossenen Fläche r vorgegebenen L2(r)

-;:
Funktionen in der Metrik

des L2(r), also Dichtheit in L2(r) - wurden in der darauffol­

genden Zeit von verschiedenen Autoren in unterschiedliche� 
Richtungen verallgemeinert betreffs etwa Art der Randwertpro­
bleme (unterschiedliche Differentialgleichungen und Randbedin­
gungen) und deren Lösungsverhalten, Art der auf r betrachteten 
Fünktionenräume sowie Gestalt der Fläche r (das Gebiet n des 
Randwertproblems zerlegend oder nicht, Glattheit). Hierzu seien 
folgende Autoren und eine Auswahl von Arbeiten genannt: 
Göpfert /4/, /5/, Anger /1/, l'lildenhain /13/, /14/, /15/, 
G, Wanka /8/, /11/. 
Zwecks umfassenderer Intormation sei auf die Arbeit von 
Göpfert, J, und G� Wanka /6/ verwiesen, welche eine ausführli-
ehe Literaturzusammenstellung zum betrachteten Problemkreis ent­
hält. 61 



Während den bisherigen Betrechtungen Randwert- bzw. Randen¬ 

fangswert problems zugrunde gelegt wurden, sollen in dieser Ar¬ 

beit derartige Approximationsprobleme bei sogenannten Randkon¬ 

taktproblemen untersucht werden. Als physikalischer Hintergrund 

können dabei Randwertprobleme für Körper mit stückweise kon¬ 

stanten Materialkonstanten angesehen werden, also etwa Wärme¬ 

leitungsprobleme für Medien mit stückweise konstanten Wärme- 

lei tkoeffizien ten. An den Trennflächen der homogenen Teilkörper 

mit den unterschiedlichen Materialeigenschaften treten physika¬ 

lisch bedingte Obergangs- oder Kontaktbedingungen auf; beim 

Problem ddr Wärmeleitung sind dies etwa der stetige Durchgang 

der Temperatur sowie des Wärmeflusses durch die Trennfläche. 

Die unterschiedlichen Wärmeleitkoeffizienten beiderseits der 

Trennfläche haben dann einen Sprung der Normalableitung der 

Temperatur auf der Trennfläche zur Folge. Ähnliche Probleme 

treten bei stückweise homogenen Körpern etwa in der Elektrosta¬ 

tik oder der Elastizitätstheorie auf. Im folgenden betrachten 

wir ein allgemeines Randkontaktproblem für eine allgemeine el¬ 

liptische Differentialgleichung zweiter Ordnung. Nach der Defi¬ 

nition des Randkontaktproblems im ersten Abschnitt und der Zu¬ 

sammenstellung der nachfolgend für die Approximationsuntersu¬ 

chungen benötigten Resultate im zweiten Abschnitt, gehen wir in 

dritten Abschnitt zur Untersuchung der Approximationsprobleme 

selbst über. 

In einem Teil II werden wir in einer weiteren Arbeit auf Rand- 

anfangskontaktprobleme und entsprechende Approximationseigen¬ 

schaften bei parabolischen Gleichungen eihgehen. 

1, Randkontaktproblem (RKP) 

Gegeben sei ein beschränktes offenes Gebiet DQ C Rn, m ä 2, ln 

welches eine endliche Anzahl von beschränkten offenen Gebieten 

0^.Dq eingebettet sei (vgl. Abb. 1): 

s 

D - U D, и T mit D. П Dj m fl für i / j, 
.1-0 1 1 3 

s 
T - 3d. n 3d , T - U T,. 
J J ° J-l J 
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Weiter werde gesetzt 

s 

0 » KJ Dit Ё5 = D u3D, R± = 3D пЭо^, i « 0,...,3, und 
i=o V 

\ s 
es sei 3D, r> 3D . » 0 für i, j / O, i jf ], R ■ KJ R. * Эо. 

1 J i»o 

Sämtliche auftretenden Randflächen Rj und Tj (bzw. Kurven im R2) 

seien aus der Klasse C^2'^ (LJapunovf lächen). Oie Normalen ü 

auf 3D bzw. Tj seien bez. 0 bzw. 0^ äußere Normalen. 

Wir betrachten die elliptische Differentialgleichung 

Lu 
iTFl lk 9xi3xk T?T 1 3x± 

+ cu = f , f tC (O.A) (D±), (1) 

in D±, i m o. s, wobei aik6C 
.(2,A) 

, b±6C(1,Ä), c & C (o.A) 

0<A 4 1, im Abschluß Ü von 0 sein mögen; u werde in 0^ mit u^ 

bezeichnet. 
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Hinzu kommen die Dirichletschen Randbedingungen 

ul3D=(?' фбс(1'^)(8П) , 

sowie die Kontaktbedingungen 

(7ouo - ■7juj)Tj - Vy Vj£c(1’A)(Tj)- 

Эи Эи. 

Yj4 V j S, 

Tj ec(°'H(Tj), 

(2) 

(3) 

(4) 

m 3a 
Э. = (b. - ——) £ 1 '*) (D), V äußere Konormale auf T. 
1 1 k^T Эх. J 

mit i^o, rj j > О und konstant auf T ^ , fo, J> ^ > О . 

¥0. 7j eC^fiVj), (u1>|, 0</u2 £ 1- 

Эа_іі 

Kk 

bez. Оj. Die Grenzwerte von uQ bzw. Uj auf T^ mögen mit (uQ)T 

bzw. (4j)T bezeichnet werden. so daß die Bedingung (3) ' 

eigentlich i]0(uo)T -,*?J^Uj^T • lautet, wir aber vereinba¬ 

ren wollen, sie in der obigen Form zu schreiben. In analogem 

Sinne sei (4) zu verstehen, wobei noch entsprechende Grenzwerte 

der Konormalenableitungen beiderseits der Trennflächen T. auf- 
2 _ 3 

treten. Wir betrachten Lösungen u^ £ C (D^) n C(D.). 

i, Yj' V 

Bemerkungen: 

a) Für Lu = Ди = О, tjo » rjj 

/0‘ /j jeweils konstante Wärmeleitkoeffizienten in DQ bzw. 

Dj, beschreibt das Randkontaktproblem (1) bis (4) eingangs 

erwähntes stationäres Wärmeleitungsproblem für elnep Körper D 

mit stückweise konstanten Wärmeleitkoeffizienten. 

b) Bei den angekündigten Approximationsproblemen wird es im 

3. Abschnitt um Approximation von Funktionen längs Flächen 

im Gebietsinneren durch Variation der Inhomogenitäten 

und 5Tj in den Kontaktbedingungen (3), (4) gehen. 
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2. Lösbarkeit, adjungiertes Randkontaktproblern und Lösungsdar- 

stellunq_ 

Existenz und Eindeutigkeitsaussagen bezüglich des zugrunde ge¬ 

legten RKP gewinnt man auch unter schwächeren als den gemach¬ 

ten GlattheitsVoraussetzungen (vgl. /9/) an die auf tretenden 

Funktionen (Koeffizienten der Differentialgleichung und in den 

Kontaktbedingungen) bzw. Gebietsränder. Für die Lösungsdarstel¬ 

lungen bzw. den Nachweis der Existenz entsprechender Greenscher 

Funktionen bzw. die Behandlung sogenannter adjungierter RKP er¬ 

weisen sich aber vorerst stärkere Glattheitsvoraussetzungen als 

erforderlich. Bevor wir eine Greensche Lösungsdarstellung no- 

tierän, mit der wir dann im dritten Abschnitt arbeiten, soll 

unserem RKP ein sogenanntes adjungiertes RKP zugeordnet werden, 

mit dessen Hilfe wir eine Greensche Funktion definieren. Dieses 

homogene RKP besteht im Auffinden einer Funktion v aus den Be¬ 

dingungen: 

3 

Эх. ik -І 
Эх, i=T Эх 

-(b^v) + cv =0 in 0. (5) 

"Л = 0, 

(-8.1½ 
lo 3v 

3v a 

Ъ Эѵ 0. 3 1,..., s. 

(6) 

(7) 

mit 
3' 

vI3d ~ 0 (''i«c2(Di)nc(0.)). (8) 

Dabei sei wieder v = in 0^. i = 0,..., s, definiert, und in 

den Kontaktbedingungen treten wie oben die Grenzwerte von v 

bzw. — beiderseits der Trennfläche T , d. h. bezüglich der Ge- 
3v> J 

biete Dq und Oj, auf und sind mit den entsprechenden Indizes 

versehen. 
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Weiterhin seien die Funktionen а und b auf Tj durch 

,S‘£r -*k “•("■■‘k»21 *]*•' 
Einheitsnormalenvektor auf 

Tj, cos (•H,xk) Richtungskosinus von U bezüglich der Koordina- 

m 

tenachse x^, bzw. b = /* ^ e^ cos(n.x^) definiert. 

Oie adjungierten Kontaktbedingungen sind gerade so definiert 

worden, daß bekannte Zusammenhänge zwischen Randwert- und ad- 

jungiertem Randwertproblem möglichst erhalten bleiben (vgl. 

/10/). Bezüglich genauerer Untersuchungen dieser Zusammenhänge 

bzw. der Lösbarkeit insbesondere dieses adjungierten RKP vgl. 

ebenda. 

Im weiteren setzen wir die eindeutige Lösbarkeit des RKP 

(1), ..., (4) voraus. Insbesondere fordern wir für die Eindeu¬ 

tigkeit, daß das homogene RKP zu (1), .... (4) nur die triviale 

Lösung u = О besitzt. Für c 4 o, Aj 4 о ist dies erfüllt. An¬ 
dernfalls gibt es einen Eigenraum der Dimension n 4 0. Oie Exi¬ 

stenz einer Lösung von (1), .... (4) ist z. B. dann gesichert, 

wenn das Dirichletproblern bezüglich des Gebietes Dq oder die 

s Dirichletproblems bezüglich 0^,. . ., Dg eindeutig lösbar sind 

in der Klasse der Funktionen u £ C2(Di) П C(ß^) (vgl. /10/). 

Unter unseren GlattbaitsvoraussetZungen an das Gebiet 0 sowie 

die Koeffizienten der Differentialgleichung existiert für den 

formal-adjungierten Differentialoperator L* eine Fundamental¬ 

lösung y(x,y) bez. у in S, welche bez. у hölderstetig differen¬ 

zierbar auf 90 fortsetzbar ist (vgl. /10/). 

Für die Greensche Funktion machen wir nun den Ansatz 

G(x.y) = iji lp(x,y)-R(x,y) , X 6 0, y6D1, i * 0,. . . , s, (9) 

mit dem mittels folgender Definition der Greenschen Funktion 

zu bestimmenden regulären Anteil R(x,y): 

L* G(x,y) = О, x £ 0, yen, X / у, 

G(x.y)|8D ■ X € D, у £ 3D, 

(10) 

(11) 
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Эѵу 
к e □, у ет 

(12) 

(13) 

У 

Dabei ist G(x,y) = G^( X ,y) für x£D, у £ D^ , i = 0,..., s. Der 

Index у bei L* soll kenntlich machen, daß es sich um die Anwen¬ 

dung von L* bezüglich у handelt. Ferner sei V die Konormale im 

Punkt у 6 T^, und die auf tretenden Ableitungen in dieser Rich¬ 

tung mögen sich ebenfalls auf у beziehen. 

Aus den Bedingungen und der gestellten Eindeutigkeitsforderung 

ergibt sich mittels potentialtheoretischer Überlegungen (vgl. 

/10/) die Existenz der Greenschen Funktion. Mit deren Hilfe ge¬ 

winnt man unter Benutzung der Greenschen Formeln eine Lösungs¬ 

darstellung für Lösungen aus der Klasse C^(D^)n C^(ß^) von 

(1), (4) in der Form 

u(x) - i-(/G(x,y)f(y)dy + / a(y) (p(y)dB(y) 

11 lo 3d Эѵу 
S 

Tj 
b(y)G0(x,y)) 

_ „ 1 3G (x,y) 

5T *)<*> -1 -Sr— (14) 

yj(y)d6(y)]]. X £0^, 

3. Approximation 

Bezüglich der Lage der Fläche Г, auf der vorgegebene Funktionen 

approximiert werden mögen, sind bei Randkontaktproblemen im Ge¬ 

gensatz zu Randwertproblemen verschiedene Konstellationen mög¬ 

lich. Г kann im Gebiet Do liegen, aber auch in den Einschlüssen 
0Х. DQ, bzw. bei geschlossenem Г kann diese Fläche ver¬ 
schiedene Einschlüsse umschließen. Wir wollen Г Л T = 0 anneh¬ 
men. Wir betrachten ein beliebiges offenes Teilgebiet 
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к möge von keiner geschlossenen Fläche aus 

(bez. der auf T induzierten Euklidischen Topologie des R1 ) 

V c. T^. Bezüglich der Approximations flächen Г wollen wir fol¬ 
genden konkreten Fall vor Augen haben (der die wesentlichen 

Möglichkeiten beinhaltet): T = и Tg и n Г2 ft Г-j = 0, sei 

aufgebaut aus einer Fläche Г^, welche geschlossen ist und Rand 

teile Rq sowie Einschlüsse D^, i = 1. s, etwa 01 umfaßt; 

Г sei eine nicht geschlossene Fläche in Oq; in einem Ein¬ 

schluß, etwa Dg, sei die geschlossene Fläche Г2 enthalten. Alle 

einzelnen Bestandteile von Г seien (m-1)-dimensionale Flächen 

und aus der Klasse C^\ Auf den Flächen von Г sei eine Nor¬ 
male vorgegeben, die bei geschlossenen Flächen äußere Normale 

sei (vgl. Abb. 1). T 

dem System Г eingeschlossen werden 

Durch Variation der Kontaktbedingungen und JTj auf V im Rah¬ 

men der Voraussetzungen soll eine längs Г vorgegebene quadrat- 

integrable Funktion bezüglich der L2-Norm approximiert werden. 

Das innerhalb gelegene Teilgebiet von D werde mit be¬ 

zeichnet, analog das von Pg umschlossene Teilgebiet mit ilg. 

Das homogene adjungierte RKP (5), ..., (8) für das Gebiet 

anstelle von D habe genau n^ linear unabhängige Eigenlösungen 

VI . V 1 mit vj = V1 in □i und v* eC2( n Di) n C1( 7Tj~öÜ~) 

Entsprechend habe das homogene adjungierte Dirichletproblem fü 

1 tip 
fi2 genau n2 linear unabhängige Eigenlösungen w ..... w , für 

welche dann auf Grund der Glattheitsvoraussetzungen an Pg bzw. 

8 Лg und an die Koeffizienten der Differentialgleichung 

w* e C2(fig) n C1(JT’g) gilt (/7/). Wir fassen Lg(P) als Produkt¬ 

raum Lg(Г) = (Lg(P1), Lg(Pg), Lg(P^)) auf. Der von den Konorma 

lenableitungen der Eigenlösungen 

8v 

Эр 

mit Hp 

8v_ 

9v 
aufgespannte n^-dimensionale Raum besitzt ei 

ПГі) -<« 
Эѵ_ 

дѵ 
Ѳvj 
Эѵ 

bezeichnetes ortho- 
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gonales Komplement. Analog sei Hp =І_2(Г2)-^а 
9wx 
ЭР 

Эѵѵ * 
3v )r, 

.das orthogonale Komplement des von а 3wx 3w 

Эр Эр 
spannten n2-dimensionslen Unterraumes von L2(P2). 

aufge- 

Satz 1: Unter den voranstehend aufgeführten Voraussetzungen 

liegen die auf Г eingeschränkten Lösungen des Randkontaktpro¬ 

blems (1), (4) bei Variation der Kontaktvorgaben . 

längs eines beliebigen offenen Teilgebietes Vcdicht im Hil¬ 

bertraum HpCL2(f) mit Hp fp2: L2(r3)). 

Bemerkung: Oer Satz gilt sinngemäß für eine beliebige endliche 

Anzahl von einzelnen Flächenstücken von Г. Innerhalb einer ge¬ 

schlossenen Fläche des Systems Г sei keine weitere Fläche von 
Г enthalten. Falls sich das Variationsgebiet V der Kontaktvor¬ 
gaben innerhalb einer geschlossenen Fläche Г* von Г befindet 
(war oben ausgeschlossen worden), so können innerhalb Г* noch 
weitere Flächen von Г auftreten, jedoch nicht außerhalb Г*. Die 
nicht geschlossenen Flächen aus Г können auch glatte Flächen 
der Dimension d<m-l (vgl. /2/) sein. Ebenfalls kann man die 

GlattheitsvorausSetzungen zumindest für Teile von Г des Types 
Г2 und Г3 noch wesentlich abschwächen. Weiterhin können die 

Resultate noch bezüglich gleichmäßiger Approximation stetiger 

Funktionen längs P verschärft werden. Die Vorgehensweise hier¬ 

für orientiert sich an /8/ bzw. /6/. Ein entsprechender Satz 

kann ebenfalls für die Approximation durch Variation der Rand¬ 

bedingungen bewiesen werden. 

Beweis: Es genügt, die Kontaktvorgaben und V 3 .s, 
außerhalb V c T^ gleich Null zu wählen und ebenfalls die rechte 

Seite f der Differentialgleichung und die Randvorgaben (f iden¬ 
tisch Null anzunehmen (Linearität und Superpositionsprinzip). 

iCp sei die bei Variation der Kontaktbedingungen entstehende 

Linearmannigfaltigkeit der auf Г eingeschränkten Lösungen. Ge¬ 

mäß unserer Behauptung machen wir den Ansatz 
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(15) О = < h , u> н =/ 
Г Г 

h(x) u(x)d6(x), и к £r 

und haben das Verschwinden von h in Hp zu zeigen (bzw. hsHp 

bezüglich L2(P)). 

«Vir setzen in (15) für u die Greensche Lösungsdarstellung (14) 

unter Beachtung der obigen Bemerkungen bezüglich , STj, 

f und ein: 

/ h(x)j- =- / G (x,y) ВІХІ- ЗГ (y)dÄ(y) 
иГ, V ІО ° ?_(y) k 13 Vo V 

0G (x,y) 
b(y)G0(x,y)) Jj>k(y)d6(y)jd6(x) 

/ h(x) {" Щ / Go<X'V> 

« 

- b(y)G0(x,y)) i^k(y)d6(y)|d6'(x). 

V 

3Gn(x,y) 

Nach Vertauschung der Integrations reihenfolge und geeignetem 

Zusammenfassen und Umformen entsteht 

° / *k(Y){ #4yT [" Ф" / G„(*.y)h(x)d6(x) 
V 10 /o Г1 u r3 

1- / G0(x,y)h(x)d^(x)]Jd^(y) 

гЬ“у> 
/ 

fc0(x.y) 

dV 
b(y)G0(x,y)h(x)d6(x) 

72 
( a (У) 

3G0(x,y) 

"ävT b(y)G0(x.y) )h(x)d6'(x) ']j d6(y). (16) 
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□а ТГ. und Yk unabhängig voneinander beliebig variieren, so 

müssen die Ausdrücke in beiden geschweiften Klammern verschwin¬ 

den. Wir definieren ein Potential 

A(y) / 
Г, и 

G(x,y)h(x)d6(x) G(x,y)h(x)d6(x), (17) 

1-3 2 

wobei wieder mit der Bezeichnung A(y) = A±(y) für 

ytDj, 1 = O,... . s, gearbeitet werden soll. 

Dann bedeutet das Verschwinden des Ausdrucks in der ersten ge¬ 

schweiften Klammer von (16) gerade 

A0(y) = О für у £ V. (18) 

Den Term in der zweiten geschweiften Klammer formen wir nach 

Multiplikation mit tjo noch etwas um; 

О m a(y) -U- 1- f 
Эр L 1. _ J % 

ГіиГз 

Go(x.y)h(x)dg(x) 1_ 

?2 
/Go(x.y)h(x)d6(x)] 

- b(y) / 
riurj 

G0(x,y)h(x)d6(x) 'kl G0(x.y)h(x)d6(x)] 

За (у) 
= a(y) —-b(y)A (у), ye V. 

awy 

Mit (18) gilt also 

ЭА*(У) 

Эѵ 
О für y£V. (19) 

Außerdem genügt wegen (10) A(y) der Differentialgleichung 

L*A(y) «0 für ycD\r. (20) 

Somit genügt A(y) einem Cauchyschen Anfangswertproblem längs V. 

Unter unseren Voraussetzungen gilt der Unitätssatz von Cordes 

/3/ und wir haben A(y) «0 in DQ \ (O^ и uFj). 

Aus der Darstellung (9) sieht man, daß A(y) ein Greensches Po¬ 

tential mit einer Fundamentallösung \p als wesentlichem Kernbe- 
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standteil ist. A(y) hat deshalb die wesentlichen Eigenschaften 

eines Potentials der einfachen Schicht, insbesondere genügen 

die Grenzwerte der Konormalenableitungen beiderseits der Bele¬ 

gungsfläche Г einer Sprungrelation, die sich unmittelbar aus 
derjenigen des EinfachSchichtpotentials ergibt (vgl. /7/): 

Fast überall auf Г3 gilt 

- о h(x)d<(x) 
Эѵ.. Г„ и Г, Эѵ, 

~ { aG^X,yJ h(x)dö(x). 
72 г 3v, 

(21) 

In "(І)" bedeutet das "+" den Grenzwert der Ableitung auf der 
Seite der Fläche Г, welche positiv orientiert ist, d. h., auf 

die man sieht, wenn man entgegen der vereinbarten Normalenrich¬ 

tung auf die Fläche schaut, "-" bezeichnet den Grenzwert auf 

der anderen Seite der Fläche. 

Wegen A(y) = 0 in einer Umgebung von F^ gilt auch 

() = O auf Г,. Aus (21) resultiert für die Differenz 

ЭѴУ 
der Grenzwerte 0 = (-А1.У-1) - У),) = ^(Y.) , 

Эру ЭѴу a(y) 

mithin resultiert für fast alle у e Fj wegen a(y)>0 

h(y) = O. (22) 

Nun betrachten wir A(y) in einer Umgebung der geschlossenen 

Fläche Г1C 0o. A(y) а О in Оо\(П1иГ1) impliziert 

(ІІ'М.У.)) = о für уеГ1. Auf Fj gilt ebenfalls (21) und folglich 
dv 

für fast alle у e F^ 

(Ѳа£ХІ) + 
Эѵ> 

о = 
2э(у) 

- / М*-.У.) h(x)d6(x) 
Ѵо Гі Эѵу 

- Іг /дріХ'У) h(x)d6-(x). 
ЭУу 
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Gleichung (23) ist als eine inhomogene schwach singuläre (wegen 

der Singularität von G) Integralgleichung auffaßbar. Das inho¬ 

mogene stetige Glied ist 

2a^d Г 3G(*orJ h(x)dS-(x). 

І2 Г2 ЗУу 
wenn man (23) noch mit 2a(y) multipliziert. 

Eine L2-Lösung von (23) ist dann insbesondere stetig. Damit 

geht A(y) stetig durch hindurch (vgl. Einfachschichtpoten¬ 

tial mit stetiger Belegungsdichte in /7/) und die Sprungrela¬ 

tion gilt überall auf : 

(A(y))~ = (A(y))+ =0, (24) 

(ЗЛЫ)" = (9AШ.)+ _ ЬЩ. = - МХІ . (25) 
Эр Эр а(у) а(у) 

Nun betrachten wir noch das Verhalten von A(y) auf den Trenn¬ 

flächen Tj , j = 1,. . . , s. Mittels (17) und der Definition der 

Greenschen Funktion (vgl. (9)-(13)) überzeugt man sich davon, 

daß für у e T j, J =1,..;, s, gilt: 

w 
A0(y) - TXT) AJ(y) 

!VV) _ a^ ^£y) + 3 
Эѵ T). 3v J 

Aj(y) 0. 

(26) 

(27) 

Somit genügt A(y) bezüglich des von Г- eingeschlossenen Teilge¬ 

biets von D einem homogenen adjunglerten Randkontaktproblem 

(vgl. (20), (24), (26), (27)). Für A(y) gilt 

A(y) £ C2 (O1n0i) ЛС1 (n^ n D^), wobei bei der von uns gewähl¬ 

ten Gebietskonstellation i ■ 0,1 ist und speziell A = 

gilt. 

Dies sieht man folgendermaßen: Durch Iteration der zunächst 

oben als stetig nachgewiesenen Lösung der Integralgleichung 

(23) ergibt sich, daß h sogar hölderstetig ist, da das Integral 

über Г% mit stetiger Dichte h(vgl. /7/) diese Eigenschaft hat 

und das inhomogene Glied ebenfalls hölderstetig ist als Konor- 
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malenableitung eines Greenschen Potentials mit Belegungsfläche 

P2 auf einer Ljapunovf lache (P^ £ '^)) im Regular!tätsgebiet 

dieses Potentials. Wegen des Satzes (vgl. /7/), daß ein Poten¬ 

tial der einfachen Schicht mit hölderstetiger Dichte auf die 

Belegungsfläche stetig fortsetzbare erste Ableitungen beider¬ 

seits der Belegungsfläche besitzt, trifft dies offensichtlich 

auch auf A(y) nach (17) zu. Für die übrigen Randteile von 

: 9о n 30^, sowie für die Trennfläche T^ trifft diese stetig 

differenzierbare Fortsetzbarkeit von A(y) auf Grund dieser 

Eigenschaft der Greenschen Funktion (unter unseren Vorausset¬ 

zungen an das Randkontaktproblem) zu. A(y) ist folglich eine 

Linearkombination der vorausgesetzten n. Eigenlösungen 

1 nl - 
V ..... V des homogenen adjungierte RKP bezüglich Dj: 

nl 

A(y) = JT>p vp(y), yeO^ apfeR, 

(25) impliziert für у s Pj 

nl 

(9AL)d)" = У~ а ЭуР(У) , - І1Ы. 
ЭѴ р=Т Р Эѵ а(у) 

а р 
□а laut Ansatz (15) h £ Нр orthogonal zu а - auf P, ist (im 

Эѵ 
Sinne des Skalarproduktes von L2(ri)), folgt ap ■ 0, 

p = 1, .... n^, d. h. h s 0 auf P^.. 

Nun ist noch Ä(y) = - i- _/c(x,y)h(x)d6(x) in einer Umgebung 

Г2 

von P2 zu betrachten. Wegen A(y) »0 in Dq und (26) folgt 

3A2(y) 
A2(y) = 0 und aus (27) ..■■■ = 0 für ye.T2. Wir wenden erneut 

Эѵ 
den Unitätssatz für dieses Anfangswertproblem an und schließen 

auf A(y) =0 für y£D2\I72. Detzt können wir bezüglich der ge¬ 

schlossenen Fläche Г2 analoge Oberlegungen wie oben bei P^ 

durchführen und h а 0 auf P2 folgern, womit der patz bewiesen 
ist. 
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Abschließend soll noch nach der Möglichkeit der Approximation 

bei Variation nur einer Kontaktvorgabe gefragt werden. Nehmen 

wir also an, daß nur 7Tk auf VcTk variiert wird, während alle 

anderen Vorgaben einschließlich у^. j»l. s, o.B.d.A. iden¬ 

tisch verschwinden mögen. Wieder vom Ansatz (15) ausgehend er¬ 

hält man (16) mit yk=D, d. h., es resultiert nur (18), jedoch 

nicht (19). Die Gültigkeit von (18) allein reicht jedoch nicht 

aus, um wie oben auf A(y) s 0 in D0\ Pji/ Pj и Г3) zu schließen. 

Variiert man jedoch auf ganz T"k( V=Tk), so wird A0(y) » 0 auf 

Tk und mittels (26) auch Ak(y) ■ 0 für y&T^. Wir setzen nun 

noch О^лГ = 0 voraus. Wegen L*A(y) * 0 in und A(y) = 0 für 

yeRk (vgl. (11) und (17)) ist A(y) in Dk Lösung des homogenen 

adjungierten Dirichletproblems (mit den entsprechenden Glatt- 

heitseigenschaften bis zum Rand wie oben, d. h. 

*k(y)€ C^(0k)л (Пк)). Nehmen wir als weitere Voraussetzung 

die Eindeutigkeit des Dirchletproblems (und damit auch des ad¬ 

jungierten Dirichletproblems) bezüglich Dk an, so muß A(y) in 

Dk verschwinden. Auf Grund der Kontaktbedingungen (26), (27) 

ergeben sich (18) und (19), und der weitere Beweis verläuft wie 

bei Satz 1. Somit haben wir den 

Satz 2; Unter den Voraussetzungen von Satz 1, der Eindeutigkeit 

der Lösung des Dirichletproblems für Dk, sowie der Bedingung 

Dk л Г = 0 liegen die auf Г eingeschränkten Lösungen des RKP 
(1), .... (4) bei Variation nur der Kontakt vor gaben Я"к auf 
ganz T"k dicht in Hp. 

Bemerkungen: 

a) Unter einer gewissen Zusatzvoraussetzung betreffs der Eigen¬ 

lösungen des homogenen adjungierten Dlrichletproblems bezüg¬ 

lich Dk kann man sich bei Satz 2 von der Voraussetzung der 

Eindeutigkeit der Lösung des Dirchletproblems für Dk befrei¬ 

en. 

b) Ein dem Satz 2 entsprechender Satz kann auch gezeigt werden, 

wenn die andere Kontaktbedingung уk auf ganz Tk variiert 
und die übrigen Vorgaben, insbesondere 1Tk, verschwinden. 
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A(y) genügt dann bezüglich 0^ einem homogenen gemischten 

Problem mit dritten Randbedingungen auf und ersten Rand¬ 

bedingungen auf Rk. Unter der Voraussetzung der Eindeutig¬ 

keit der Lösung dieses gemischten Problems folgt dann wieder 

A(y) s 0 in und wie oben die Dichtheitsaussage gemäß 

Satz 2. 
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:Jürgen Roßmann 

46E35 
35:J40 

Ober zwei Klassen von gewichteten Sobolevräumen in ebenen Ge­
bieten mit Ecken und Anwendungen auf elliptische Randwertauf­
gaben 

'.l. Einleitung 

In der Theorie der elliptischen Randwertaufgaben in Gebieten 
mit konischen Ecken werden vielfach gewichtete Sobolevräume 
verwendet, In den Arbeiten /1/, /2/, /3/, /4/ z. s. werden zu-
ers� die Lösbarkeit und die Asymptotik der Lösungen ellipti­
sche\.. Randwertaufgaben in der Klasse der gewichteten Sobolev­
räume v1 

B(G) untersucht, Diese Klasse erithält aber i, allg. 
nicht di; gewöhnlichen Sobolevräume 1·1;(G}, und es ist i, allg. 

nicht trivial, die Ergebnisse von den Räumen v 1 
s(G} auf die 

p, 

Räume W�(G}.zu übertragen. Deshalb ist es von Interesse, den 

Zusammenhang zwischen den Räumen v1 

ß(G} und w1 

6(G} zu unter-
p, p, 

suchen, wobei w;,s<G} eine Klasse von gewichteten Sobolevräumen 

darstellt, die die gewöhnlich�n Sobolevräume w1(G} = w1 (G) P. p,o 
enthält •. 
Für ß = s-2/p (scl, ••• , 1-1) ist dieser Zusammenhang z.B. in 
/5/ untersucht. Im Fall p = 2 ist dort aber gerade der interes­
sante Fall ß =· o ausgesch.lossen. D,ie vorliegende Arbeit be­
schäftigt sich deshalb mit dem Zusammenhang zwischen den Räumen 

v;,s(G} und w�.s(G) für• B = s-2/p (s=l, ••• ,1-1).

1. Bezeichnungen, Definitionen

r,w seien Polarkoordinaten im R2 • Dann ist

K = K 
"'o

eher Keil mit der Ecke im Koordinatenursprung und den Seiten 

�• • {xc.R2 : w • w
0

}, a'- • [x€R2 :<.u= o}. 
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Wir definieren den Raum V^ ß(K) (l<p<oo, ß e R). als Vervoll¬ 

ständigung von C°°(K\£o}) bez. der Norm 

"tsm - </£, - 
1/P 

К 

‘1 „ Ä2 (D = D = D D , 0 = d/idxi) und den Raum ѴІГ R(K) als 
Л *2 J P |D 

Menge aller Funktionen aus x0C(K)- für die die Norm 

(K, ■ ‘К &Л'" d->VP 

existiert. Entsprechend definieren wir ß(R+) (R+=(°.o°)) als 
Raum mit der Norm 

||uUvVp ß(R+) - ( / ^PB II|DJru(r)|P dr)1^. 

Für 1^1 seien Vp"ß^P(y-) und Wp”ß^P(y*) wie üblich die Räume 

der Spuren von Funktionen aus VjJj g(K) bzw. Wjjj ß(K) auf den Sei¬ 

ten J+ bzw. J-, versehen mit den Normen 

l|u,|vJ;i/p(i>i) - inf (,v»vJiB(k) ' vfcVJ,ß(K>- vl7i = 

«иЩ/р(уі) “ inf [NwJ g(K) : v£Wp,ß(K)' v^ + “ u}' 

Oie Norm in Vp”^P(R+) 1st dabei äquivalent zur Norm 

I U f| ■ ('y JrP^ß-1+J)+1|u^)(r)|P dr 

P dr dg\l/P 

к 
/ /Ir“ „('-»(O-V „<l-»(e) 
R. ". |r-g|p 

(1) 

(s. /6/). Hierbei bezeichnet u^(r) die Funktion d^u(r). 
dr^ 
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ist äquivalent zur Norm Lemma 1: Die Norm ||.[|wl-l/p 
p ,ß (RJ 

1-1 1 

u = ( )> (J rpß+11 u^ ( r) | p dr + J rpß|u^’(r)|P dr) 
j=o О 

oo r 
(2) 

J J rpßg“Plu^1_1^(r+g)-u(1_:L'(r)|p dg dr)1/<p. 
О О 

Beweis : Der Beweis erfolgt ähnlich wie der von Satz 2.2 aus /7/. 

1. Es sei u t IVp ß(l<) und f die Spur von u auf Jf”. 

О. B. d. A. sei co0<jr/2. Dann ist für g<x^ 

f(xa) - fCXj+g) = u(x^,0) - u(xx, g tan too) 

+ u(x%. g tan loq) - u(xa + g. g tan o;0) 

+ u(X. + о, g tan ui) - u(x. + p,0). 
Dabei ist 1 о 15 

1 
u(x^,0) - u(Xj, g tan cuQ) = tan loq J Uj2(x1,sg tan u^) ds 

0 

(mit Vj j(x1#...,xn) bezeichnen wir die Ableitung der Funk¬ 

tion V nach der j-ten Variablen). Aus der Hölderschen Un¬ 
gleichung folgt damit 

X1 
{ J x1pß§"P|u(x1,0) - u(x1,g tan £00))P dp dxx 
R+ 0 

X1 1 
- c J J Xxpß у s^p-1^2|U|2(x1,sg tan o;0)| p'ds dg dxx 

R+ О 0 

x^tan 0)0 
s C J J rpß|u|2(x1,x2)|p dx2dxx, 

R+ 0 

denn in К ist Xj й г й xx (cos u>0)-1. Analog erhält man 

X1 j / X1P6§”PI u(*i'S tan ш0)-и(хх + p,g tanu,o)|p dp dxx 

й c||u,lwJ(B(K) und 
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У J x1pßg-plu(x1+ tan u0) - u(xx+ g,0)|r dg dx^ 

R+ ° 
~ с|ІиІІмЛ w\ I d. h. 

p.ß^ ' • 
X1 

/ f xipße-plf(xi) - f(xi+g)ip d9 dxi - cHw1 (к). 
R+ 0 P,ß 

Ferner ist 
1 1 x^tan Cl>o 

/ x1Pß+1| f (xi)l Pdxi = tan ül> ff xiP^l u(x^,0)| ''dxgdx^ 
0 ° 0 0 ^ 

1 x^tan u>o 
& c ( ( x1pß( I u(x1(x2)| p+ |u(x1(x2) - ufXj^.O)! p) dx 

'0 0 
1 x^tan (wo x2 

^ c /rpß|u|p dx +c Jxxpß J I J U|2(x^.t)dt|p d^dxx 
К 0 0 0 

^ c j rpß|u|pdx 
К 

1 x^tan ll>0 
+ c"ff x1pß((x1tan Lo0)p-tp)|ut2(x1,t)|pdtdx1 

0 0 

' c"lluliWp,s(K) 

und entsprechend 
oo oo tan u>0 

/ xlPß| f (xlH P dxl ° tärTÜT / / X1P 1 u(xi.°) I P dx2 dxi 
1 0 1 0 

oo tan u)Q 

& c f f xiPß(l u(xi>x2)l P +|U|2(x^.x2)|p) dx2 dxx 
1 0 

- C||u|1Wp_ß(K) ' 

d. h. , die Norm (2) von f läßt sich nach oben durch die Norm 
von u abschätzen. 
Oie entsprechenden Abschätzungen für 1>1 erhält man analog. 
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2. Es sei nun f 6 Dann definieren wir 

1 

u(xltx2) = lp( x2) f(x1+sx2) K(s) ds, 

0 

wobei К eine Funktion aus C^°(R) mit supp К ¢:(0,1), 
1 

Jk(s) ds = 1 und £C™ (R^) eine Ausschneidungsfunktion mit 

О 
supp фс[о,2) und ifJ = 1 in (0,1) seien. Dann ist 
oo min( 1 ,x^) 

f f x2"P xiPßIu(xi-x2^ - f(xi)lP dx2dxx 
0 0 

6 j f x2-p хар I j (f(x1+sx2) - f (x^)) K(s) ds|p dx2 dx^ 

0 0 

£ c ||f||pl-l/p,„-. , d. h. , f ist Spur von u auf f~. 
p,ß > 

Unter Ausnutzung der Beziehung 

3 oloU r 
— (|-s: / f(xi+sx2) k(s) ds> 

т/ 
0 

f (1-a.) -1 t_xl “2 t_xl 
(t) x2 (ng-) K<iq-'> dt 

/ (f(1"1)(t)-f(1-1)(x1))-i-(—(l-^i)a2 K(——i) 
t-X, 

Эх^ Xg Xg 
dt 

V 1 = (f(l~l)(xl4-sx2)-f(l-l)(x1))s<aK(V)(s) ds 

für lau = + a2 = 1-1 erhält man 

j rpßlo“u|p dx S c||f||pl-l/p(R j für 10.1 = 1. 
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Ferner ist 

J rpß|Dau|p dx 

T/A 

Й c dxi + / x^pß|f(j)(x^)|p dXj) 

0 1 

für Ifltl = 1-1. d. h. чб»рі6(КѴ4). 

Da sich jede Funktion u fc Wp 5(^/4) zu einer Funktion aus 

Wp ß(K u)0) fortsetzen läßt, ist Lemma 1 hiermit vollständig 

bewiesen. 

Lemma 2: Der Raum w£ ß+i/p(R+) ist stetig in den Raum 

Wp~g/P(R+) eingebettet. 

Beweis: Offenbar ist 

1-1 1 00 

^ ( f rpß+1|u^>(r)lP dr + f rpß|u(J)(r)]p dr) 

0 1 

Ä"u"sJ,ß+l/p(R+) * 

Ferner erhält man 

00 г 

0 0 

J J rpß|u^1-1^(r+g) - u^( г)Ipg-p dg dr 

00 r 1 

j J rpß|/ u^)(r+tg) dt|p dg dr 

0 0 0 

1 00 00 

6 c J f ( (r+tg)pß|u(1)(r+tg)Ip dr dg dt 

0 0g 
1 00 r/(t+l) 

ff f rpß|u(1^(r)|p dg dr dt ic|)u||pl 4 
0 0 0 / Wp,ß+l/p<V 

woraus die Aussage des Lemmas folgt. 
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Wir führen nun den folgenden Integraloperator X ein: 

2 

(Я g)(r) = / g(tr) K(t) dt, 
1 2 

wobei K£c“(R) eine Funktion mit supp K<t(l,2) und J^K(t) dt=l 

ist* oo 1 

Lemma 3: Ist 9 Wp~ß/P(R + ) • dann ist v - .Xg e. 0Wp*ß+1>+1/p(R+) . 

und es gilt 

IMUl+P ,R \ - c ||g!lwl-l/p ,R . für \>= 0,1,... sowie 
Wp,ß+V+1/P( +' P.ß 1 +’ 

f rp(ß"1)+1|v(r) - g( r)| P dr 6 c ||g||Pl-l/p,R .. 
6 P.B 1 +J 

к 00 к / 
Beweis: 1. Es ist — У^г1 = f q( t)^—rr (4 l<(4)) dt 

dr £ dr г r 

2f о 
= j (g(t) - g(г)) Ір. (I кф) dt für к i l, 

Г 0° к к 2 
denn es gilt f ~—г- (Ф K(^)) dt = ——r- f K( t) dt = 0, 

■> rlr dr ^ 

°a |~pr (7 K(f))| =)У^ aj tJ r_(k+i+^ K(3)(7)H c 

0 “'1 

к 

dr^ j=o 

für t £ 2r ist, erhält man nach der Hölderschen Ungleichung 

/ ,p(ß-l+k)+l| (k), 
00 2r 

|vW(r)|P dr ІС J J rP(ß_1) I g( t)-g( r) ] P dt dr 

0 r 

о / rpß / g(r+g) - g(r)lp dg dr für к а 1. 
О О 

2. Analog erhält man 

/ rp(ß~1) + 1|v(r)-g(r)|P dr 

0 00 2r 
= / rp(ß-1)+1| f (g(t) - g(r)) K(t) dt|P dr 

0 r 

CD Г 

- c J rPß J S~ Pl g( r+g)-g( r)| p dg dr, 
О 0 

34 womit das Lemma bewiesen ist. 



Bemerkung 1: Faßt man jtg als Funktion über К auf, indem man 

г = (x^ + xi;)1/2 setzt, dann ist Ige./^) Wp^y(K). 

2. Oer Zusammenhang zwischen den Räumen ß(K) und ß(K) 

Es sei u eine beliebige Funktion aus ß(K). Wir verwenden der 
Einfachheit halber den gleichen Buchstaben u für diese Funk¬ 
tion, wenn wir sie in Polarkoordinaten r, Co schreiben, und de¬ 
finieren 

co0 
u( r) = f u(r, со) d со. 

° о 

Lemma 4: Ist u6W^ß(K), dann ist ü £ ß+1/p( R+) C Ѵ\Л‘*/р( R+), 

und es gilt 

/ rp(ß_1)|u(x) - u(r)|p dx 6 cllutlPl ..... 
К VßW 

Beweis: Die Aussage utWp ß+jyp(R + ) folgt aus der Gleichung 

"“T = (y) (COS co)P (sin w) j-" -—- 
rJ V=o 3rJ V 

Ferner ist Jrp(ß-1)|u(x) - u(r)|p dx 

Эх^ Эх23“ѵ 

г cu0 
JrP(ß-l)|_l_ J- (u(г, со) - u(r, jp)) d<p|p dx 

/ / ° /-Р(В'1)+1|-^- /°( / ' У) d lf) dyj p dco dr 
0 0 о gs 3tp 

уУ"° d^dr . С- /rPSülP dx. 

к о 0 

2.1. Der Fall 1=1 

Nach Lemma 4 existiert zu jeder Funktion ueW^ ß(K) eine Funk¬ 

tion ü&wJiß+1/p(R + )cw£-£/p(R + ), so daß u - u e. vP(ß(K) ist. 
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wenn man u als Funktion über К auffaßt. Aus Lemma 3 folgt dann 

auch u - Jtü eVp ß(K). 

Wir führen nun folgende Äquivalenz relation im Raum (R +) 

ein: 00 

f ~ g fW» j rp^ß-1^ + 1| f ( r) - g(r)|p dr<oo. 

0 

Satz 1: Zu jeder Funktion u£W* ß(K) 

uoeWp"ß/P(R + )' 30 dsB 

existiert eine Funktion 

" g(K) 

ist, wenn man uKu^ als Funktion über К auffaßt. Oie Funktion uQ 

aus dieser Darstellung ist dabei eindeutig bestimmt bis auf die 

Äquivalenzrelation &. 

Beweis: Oie Existenz einer solchen Funktion uQ ist bereits 

nachgewiesen. Wir beweisen die Eindeutigkeit. Sind uQ und vQ 

zwei Funktionen aus Wp-ß^P(R + ) mit u - 2u^ 6 ß(K) und 

u -^vQfeVp ß(K). dann ist X(uo-vQ) e Vp ß(K) und damit nach 

oo 

Lemma 3 j rP()+1 ( r) - v^( r)l p drcoo, d. h. uj& vQ. Ist 

0 

andererseits u - jfuQeVp ß(K) und uQ& vQ, dann folgt aus Lemma 3 

auch u - JÜvQ£Vp ß(K), und der Satz ist bewiesen. 

Bemerkung 2: Wir betrachten den Raum der durch die Äquivalenz¬ 

relation B in Wp"ß^p(R^) gebildeten Äquivalenzklassen in den 

verschiedenen Fällen ß 6 -2/p, ßz-2/p + l, -2/p < 8 < -2/p+l und 

ß » -2/p+l. 

a) ß * -2/p oder ß э-2/p+l. 
Für 9eÄp~ß^P(R+) folgt dann aus der Hardyschen Ungleichung 

(s. z. B. /9/) 3?g eWp,ß+i/p(R+) c Wp,ß-l+l/p(R+) ■ woraus 

sich nach Lemma 3 J rP(ß-1)+1|g(r)|p dr<oo ergibt, d. h., 

es ist g А о. 0 
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Oer Raum der durch ~ gebildeten Äquivalenzklassen hat-also 

die Dimension 0, und man kann in Satz 1 die Funktion uQ 

durch 0 ersetzen. 

b) — 2/p < ß < —2/p+l. 

In diesem Fall existiert zu Jeder Funktion g £ Wp“j/P(R+) 

eine Konstante c = g(0) =• (l£g)(0), für die nach der Hardy- 

schen Ungleichung 

J rp(ß_1)+1l(5i;g)(r) - c|p drcoo 

0 
oo 

und damit nach Lemma 3 j rp(+1(g(r) - c|p dr < со. 

d. h. g ~ c ist. 0 

Der Raum der durch ß gebildeten Äquivalenzklassen hat also 

die Dimension 1, und man kann in Satz 1 die Funktion uQ 

durch den Wert von и an der Stelle x=0 ersetzen. 

c) 6 ■= -2/p+l. 
Der Raum der durch & in Wp”g/,^(R+) gebildeten Äquivalenz¬ 

klassen hat die Dimension oo, denn die Funktion 

^(r) - X(r) log |log r|, 

Ug(r) « %(e r) log log|log r|, 

u3(r) “ X(ee r) log log log |log r|. 

(X€C“(R+) ist hierbei eine Ausschneidungsfunktion mit 

supp %c[o.l). X • 1 in (0.|)) 

gehören zu verschiedenen linear unabhängigen Äquivalenzklas¬ 

sen. 

2.2. Der Fall 1 > 1 

Nach /5/ liegt für ß 4 -2/p oder ß> 1-2/p jede Funktion u aus 

Wpß(K) auch in Vpß(K). Für 3-2/p <ß <s+l-2/p (s»0,l.1-1) 

existieren Konstanten 

ciJ 

ist. 
5555 lx“° 

1—s—1 

(i+Jil-s-l), so daß u - cAJ jy-yf 6Vp.ß(K) 
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Wir betrachten nun den Fall ß = s-2/p mit s €.(1,...,1}. 

Für i+j й 1-s-l existieren dann nach /5/ die Werte 

ai+Ju I 
1^ 3x^ Эх^Ix=c 

Wie in 2.1 definieren wir 

"ijM r 
a1+^u 

Эх^ 3xJ 
du;. 

Lemma 5: Es sei u eVV_ 'piS_2/p(K) (se.fl.l}). Dann gilt für 

и + V € 1 stets 
. 1 -s-1-Д- V 

('rP(s-2/p-l+M+V)i 3^ Vu ^ 
J ІДѵЯ-ЯѵѴ frr- 

*1*2 

1 Эх^ Эх» “ иТ^Б І+Р"1+Ѵ TrTJ 

(ZS,. L/4. j + F ,(г)тт“з1|р d’“'<;,„.2/p(K) (3) 
i+j = l-s-|U-V 

(im Fall p+p>l-s entfallen die beiden Summen in (3)), 

Beweis: Aus u € wj s_2/p(K) folgt zunächst nach der Hardyschen 

Ungleichung u e Wp"jli/p('<) für 3 = l-*---s< d- h. , (3) gilt für 
fi + V > 1-s. 
Für fu+ V = 1-s gilt nach Lemma 3 und Lemma 4 

/ Г"ій-Ѵ 
dx JtÜjL. N Pi 

axlt 3,% "%.i_2/pC() 

Й ^""%.s-2/pW 

Wir nehmen nun dan, (3) sei für p+p = к (l<41-s) bewiesen, und 

beweisen diese Ungleichung dann für ц+p = k-1. 

Für ju+p = 1-s-l nimmt 

А *1 *2 
Эх£ Эх» ¢73=0 

ХИ, 4*2 
i+^l-s-ju-P i+M'J+» i! J 1 

an der Stelle x^ = x., = 0 den Wert 0 an. Nach der Hardys 

Ungleichung gilt dann 

j rP( s-2/p-l+p+P), д j p dxzc J rp(s-2/p-l+jU+P+l)l7Arp dx> 
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Aus der Induktionsvoraussetzung erhält man dabei unter Benut¬ 

zung von Lemma 3 

/ re<s-2/P-1+rv+1W|e dx < cdiunPi в_2/р(к) + ІІи|]Рі-з:і/п(1<)). 

d. h. / rP(s-2/P-i+rv)lA1p dx 6 c|uBpx І Wp.s-2/p(K) 

p,1-2/p' 

, womit das 

Lemma bewiesen ist. 

Satz 2; Es sei ueIVjJ s_2/p(K) (se{l.lj). Dann existieren 

Konstanten (i+j ^ 1-s-l) und Funktionen u.^ e Wp"l-2/p^R+^ 

(i+j=l-s) derart, daß 

1— Sr- 1 

u - c 
i+j = 0 

X1 x2 X1 X2 
lj ГГ1Т - .^_/^"ij)(r) TfTTfcVp,ß(K) 

us die 

9i+3u 

ist. Die Konstanten aus dieser Darstellung sind dabei ein- 

dxj^1 Ѳх2^ ^x=o 
), während die Funktionen deutig bestimmt (^ = ——j- 

u^^ eindeutig bestimmt sind bis auf die Äquivalenzrelation 

("ij ^ "ij)' 

Beweis: Die Existenz solcher Konstanten und Funktionen u^j 

folgt bereits aus Lemma 5. Um die Eindeutigkeit zu beweisen, - 

haben wir zu zeigen, daß die Funktion 

1-s_1 X1 *j - x* x^ 

i+j = o "lj iTjT ib 

mit uAj 6 Wp“^2/p(R+^ 9enau dann in VpjS_2/p(K) Hegt, wenn 

j = 0 und U±J 1^5/p 0 ist. Aus veVp s_2/p(K) folgt 

aP-+vu 

3x£ 3x2 
evp s_2/p(K) c Vp _2/p(K) für |U+V = 1—s. Unter Benutzung 

von Lemma 3 erhält man hieraus u^^^/P 0 für* |j.+v = 1-s und 

damit 5Z^(3Cuij)(r)YT-]f 6 Vj!; _ 8_2/p(K). 
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Mittels vollständiger Induktion kann man nun analog beweisen, 

daß für i+j й 1-s-l stets = 0 ist, falls v & V1 s_2/p(K) 

gilt. 

Aus cx j = 0 und uAj О folgt andererseits leicht 

v e V1 g_gyp(K). Der Satz ist damit bewiesen. 

3. Der Zusammenhang zwischen den Räumen der Randwerte 

Wir untersuchen jetzt den Zusammenhang zwischen den Räumen 

Vi~ß/PW*) und Vp"ß/P(yi) im Fan ß = s-2/p für s = 1,...,1. 

Es sei u£Wp”s-2/p(y+)* Dann existiert eine Funktion 

(K) mit V = u auf y+. Nach Satz 2 ist 

xp TT- x3 

. , о ТТЛ- - 1іяг.(Яѵц)<г> гітг * -- 

mit dj^j = const., vij 6 йр.і^2/р^й+^ 1 v’£ Vp,s-2/p(K)* d* h* 

V £ IV1 p. s-2/p' 

1-s-l 

1-s-l 

u( r) = v(r cos CO ,r Sin CD 
i+J = o 

i 

ij 
i 4 j ri+J 

cos CD SinJ LO о ггут 
r1+J 

+ (Äv. )(r) COS1 Cd0 sini CD0 YTTT + 
1+j=l-s J J 

1— s— 1 

ck FT + (Xui-s^r> '(T-s')T + v‘ (4) 

cos1 Co sin1-S_1 Cu , о о 

mit % = ^EI (i) di,k-i cos1 co0 sin 

ul-s ° ^ ( i } vi,l-s-i 

Satz 3 : Es sei u £ 'Лр_з^2/р^+^ (s£{.l.1}). Dann existieren 

Konstanten ci■••••9i_s_i und eine Funktion u1-ge Wp~i^2/p(R+) 
derart, daß 

u .¾1¾ гг (^"i_s)(F) ттйуг£ѵ;:в-2/р(«+) (5) 
K*0 ist 
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Die Konstanten aus dieser Darstellung sind dabei eindeutig 

durch u bestimmt (c^ = u^k^(0) für к = О,1,...,1-s-l), während 

die Funktion u^_g eindeutig bestimmt ist bis auf die Äquiva¬ 

lenzrelation (ui-s ü(1"e)). 

Beweis: Die Existenz der Konstanten und der Funktion u^_g 

ist bereits bewiesen, s. (4). Wir haben noch zu zeigen, daß aus 

(5) ck = u^k)(0) und u^_s et1"3) folgt. 

Aus (5) und (1) folgt zunächst 

j rp(s-l+k)-l|u(k)(r) 

-4r?\. A-..P 
drK ( cj JT + (Xul-sHr)jT=sTfJl dr<( 

(6) 

für к = 0,1.1-s. Unter Berücksichtigung von Lemma 3 erhält 

man hieraus für к » 1-s 

j r-1|u(1-s)(r) - ullg(r)|p dr < oo, d. h. Uj_g u^1-3^. 

0 

Für к <1-s folgt aus (£ 

j°rp(s-l+k)-l|u(k)(r). 

r-j-k dk r1"3 ,P 

Für к <1-s folgt aus (6) 

,p(s-l+k)-l|u(k)(r)_Ci 

° 1-s-l 

- jSici n=STT - 5? (Xül-sHr) ТГТГГІР dr<0°- 
1 

d. h. Гг-1-6|и<к)(г)-Ск|Р dr<oo, wobei £ eine genügend kleine 

0 

positive Zahl ist. Folglich ist u^k^(0) = ck, womit der Satz 

bewiesen ist. 

4. Gewichtete Sobolevräume in beschränkten ebenen Gebieten mit 

Ecken______ 

Es sei nun G ein beschränktes ebenes Gebiet mit stückweise 

«glattem Rand 3G. Die Ecken von G bezeichnen wir mit E1,...,E|1. 

91 



n 

Dann ist 9g\W E. Vereinigung von n glatten Kurvenbögen 
j = l 3 

.Уп. Dabei verbinde E^ mit Ei+1 für i = 1.n-1 bzw. 

En mit E^ für i « n. Der Winkel zwischen zwei benachbarten Sei¬ 

ten sei von О verschieden. Der Einfachheit halber setzen wir 

voraus, daß die Seiten in einer 6-Umgebung der Ecken E^ mit 

Geraden übereinstimmen. 

Analog zu 1. definieren wir den Raum vjj g(G) als Vervollständi¬ 

gung von C^°(G\UEj) bez. der Norm 

l!ullvJ.ß(G) (jy^x g?(ß-1+lal>|D“u|P dx) 1/P 

und den Raum wj &(G) als Menge aller Funktionen aus ioc(G)- 

für die die Norm 

,,U,'WJ,ß(G) 
= (/ 2Z ерВіЛір dx) 1/P 

kleiner als unendlich ist. Hierbei ist g = dlst(x, vj £j). 

vJ-Vp(y;j) und \Ѵр"і^р(у^) bezeichnen wieder die Räume der Spu¬ 

ren von Funktionen aus vj ß(G) bzw. «Л &(G) auf 'f у 

0. 3. d. A. sei Ej = 0. £ c“ (G) seien Ausschneidungsfunk¬ 

tionen mit ф^(х) = 1 für dist(x,Ei)<6/2, 

= 0 für diet (x,Ei) > £. Dann gelten folgende Sätze: 

Satz 2': Es sei u£Wj!j g(G) mit s-2/p <8 ^ s+l-2/p 

(s fe{0,1,. . . , 1-1} ) . Dann existieren Konstanten c^j und Funk¬ 

tionen 6 Wp”l-2/p(R+) derart, daß 

1—8 — 1 х* x^ 
Vlu ■ Vl °ij TT”jT eVp,ß(G) für s-2/p < ß < s+l-2/p bzw. 

ж?; xJ г—- X1 x2 1 

Vi” - ft tnf * 
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für В « s+l-2/p ist. Die Konstanten sind dabei eindeutig 

durch u bestimmt, während die Funktionen u^ eindeutig bestimmt 

sind bis auf die Äquvalenzrelation Ein entsprechendes 

Ergebnis gilt auch für die Funktionen ф2и••••< Уп"" 

Satz 3' : Es sei u mit s-2/p< ß £ s+l-2/p 

(se.{0,l.1-1}). Dann existieren Konstanten ck und eine 

Funktion u1.g_1«Wp’^2/p(R+) d0rart' daß 

bzw. 

Vily/ 

1-s-l 

iS ck гг£ѵ5;в/р(Уі) für s-2/p < ß s+l-2/p 

ѴіІУі (Äul-s-l>(r> 

für ß = S+1-2/P ist. Dabei sind c^ und wieder eindeutig 

bzw. eindeutig bis auf bestimmt. 

Wir geben nun zwei Anwendungen für elliptische Randwertaufgaben 

an. Gegeben sei die elliptische Randwertaufgabe 

Lu 

jq 

f in G, у a (x) aF*vu 
fern 1 Эх/Эх2- 

“ ■ V“1 збёг ■9» q 
U-1. ,n; q»l 

(7) 

(Ѳ) 

m). 

4: Die Funktion u£Wp+gm(G) sei Lösung der Aufgabe (7), 

und es gelte f£W^+k(G). 9jq£'%2m-m^_l/p^^_ Dal 

Beweis: Es genügt, den Satz für к ■ 1 zu beweisen. Durch voll¬ 

ständige Induktion erhält man die Aussage des Satzes dann auch 

für beliebiges k. Wir können uns ferner auf den Fall 

s-2/p<ß < S+1-2/P mit se{Ö,l.l+2m-l| beschränken, denn 
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für ß^-2/p und ß> l+2m-2/p ist Wp+ßm(G) * vlp2ß(G). und Satz 4 

folgt bereits aus /4/. 

Es sei zunächst ß « s+l-2/p. Nach Satz 2' haben ^ u und lp^ f 

die Gestalt 
l+2m_s_2 xi xJ - X1 XJ 

" • Ъ tfpö °» ТГІТ'Уі ,.^5=,./-4 TTJT * 

mit u4VpUs2"{G), “ij€<^/p(R+) “"«* 

xJ xd 

Vl" Щ -unf "P. *'4)(r> S-F*'- 

mit f4vJ*jtl(G), fij£Wp"l-2/p(R+)- Damit erhält man 

l+2m-s-2 xd 1 xd 
Lu ' l^“> * L“ft “4 ihr 'k тЬт> 

x* - x* xd 

■ Y,' * % <,5>4 iW * 

.1+1 
mit f”6Vp ß+i(G)« Hierbei sind d^j gewisse Konstanten, die 

sich aus den Koeffizienten c^j und a^v ergeben, und v^j sind 

Funktionen aus Лр-і^2/р^К+^* 0аЬѳі wurde berücksichtigt, daß 

alle Terme, die Ableitungen von Цenthalten, in der Umgebung 

der Ecken verschwinden und daß die Funktionen xJ x^ bzw. 

(3tuFp)(r) x* xd für 1+j » 1-s zu Vp*ß+J.(G) gehören. Unter Be¬ 

nutzung der Darstellung für Tp^f erhält man 

.1+1 

l-e-2 xf xd ij 

Lu‘ ' (i5o(cij+dij) T^ + i+5=T-i(3tfid+dld+Xvi3)TTTi) 

+ f + f”. 

Da Lu'-f-f" € Vp ß(G) 1st, muß nach Satz 2 c^ +d±1 • О für 
ij T“1J 

i+j 4 l-s-2 und fij +dij +vij О für 1+j я 1-s-l sein. 

Man erhält also Lu" C.V, 1+1 p.ß+1 (G). 
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Analog 1st В 
jq 

l+l+2m-m. -1/p 

u’£Vp.ß+l (%j), woraus nach /4/ 

u’6 Vp!ß+1 (G)• d* h* ¥lu6wp*ß+l fol9t* Entsprechend ist 

Vju ewlp^ß+l(G) für j - 2.n und damit auch u e Wp*ß*im(G). 

Der Beweis für den Fall s-2/p<ß< s+l-2/p verläuft völlig 

analog. 
1 

Wir untersuchen nun folgende Frage: 

Gegeben seien Funktionen gjq 6. ѴѴр_в1я"’1'/р(7 j) 

q=l.....m; l^max т^^+1). Welche Bedingungen müssen an diese 

Funktionen gestellt werden, damit eine Funktion u £Wjj| g(G) exi¬ 

stiert mit BjqU « g^q auf für j » l,...,n: q = 1.n. 

Dieses Problem ist lokaler Natur, es genügt elso, die Frage zu 

untersuchen, wann eine Funktion uewj ß(G) existiert mit 

-jq" - Vi 9jq auf ^ (q-1. .m), Biqu - % 9iq auf.Ti. Bj 

wobei Л sei (o.B.d.A. i * 1, j » n). 

Der Einfachheit halber beschränken wir uns auf den Fall, daß 

die Operatoren B^q nur aus ihren Hau))tteilen bestehen und ihre 

Koeffizienten konstant sind. 

Für ß £ -2/p und ß> 1-2/p brauchen nach /6/ keine zusätzlichen 

Bedingungen an die Funktionen g^ gestellt zu werden. 

Es sei nun ß = s+l-2/p (s e|0,1,... , 1-1}). Dann hat jede Funk- 
• I 

tion utWp ß(G) die Darstellung 

1\7~2 Xx x2 'sT- 1 X1 x2 

u " iSo c±a ^ + Ä (*UiJ)(r) ГГ7Т * “* 

mit u' 6 Vp g(G), u±^C Wp"i^2/p^R + ^* Bamit erhält man 

l-s-2-m 

^o Bjqu 
< 4' 

/U + Ѵя ’jqTT i 

(9) 

i + i .І-^ГІПГ™ _(u+£. bJqpVXui+p.l’ + v) ТГТЛ- + 
"jq ^»-jq jq 
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mit ujq£Vp“gjq(G) (ujq enthält auch solche Terme, in denen Ab¬ 

leitungen von als Faktoren auftreten). 

Schreibt man die Funktionen l^g^ und lpx9nq in der Form 

Vl9jq 

l-s-2-m . k 1-s-l-m. 

^ - 9^^(0) + *9jq"8"1"mjq) ѴТ-яГГГт-ГГ +9 
k=о (1-s-l-m^)! T aJq 

mit gjq6Vp gjq~ /p(), dann führen die Gleichungen 

Blqul-y1 " Yl alq und Bnqu| ^ ^ gnq (die Spuren auf Гі bzw. 

yn in einer Umgebung von E^ erhalt man, indem man in (9) x^ = г, 

x2 =0 bzw. x^ = r cos (ü0, x2 = r sin toQ setzt) nach Satz 3 zu 

einem linearen Gleichungssystem 

g£$h°) (k»0,l.l-s-2-mlq) , 

rV=mlq 
blqpv Ck+p.,V 

(10) 

nq 
nqpv (±) cos1 %sink_1 ci+(Uik_i+p = дЦ)(0) 

(k=0,1,...,l-s-2-mnq), 

1-2/p 

F+V^iq lqMV l-e-l-miqT'P " 9l4 

1—s—1—m 

2 

•nq 

1=0 

1-s-l-m, 

/J+V = nq 
Ьпд|Л> ( 

nq 
1-s-l-m 

(10' ) 

) COS CO0 sin 
nq 

Ji+p,l-s-l-mnq-i+V 
1-2/P 

(l-s-l-mnq) 

»nq 

(q=l....,m) mit den Unbekannten c^^ und u^ 

Als Verträglichkeitsbedingung zwischen den Funktionen glq und 

g erhält man also die Forderung, daß das Gleichungssystem 

(10), (10') lösbar ist. Im Fall s-2/p<ß <s+l-2/p stehen dabei 

anstelle von (10') Gleichungen der Form (10). Oie Vertraglich- 

keitsbedingungen lassen sich selbst wieder als lineare Bezie¬ 

hungen zwischen den Werten gjq^(0) (k=0,1,..., l-s-2-r>jq) bzw. 

den Funktionen gjq-S-1_mjq^ schreiben. Aus der Lösbarkeit der 
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Aufgabe B^u = g ^ auf (J=l.....n; q=l,...,m) in der Klasse 

der Räume &(G) (s. /6/) folgt, daß diese Bedingungen auch 

hinreichend sind. 

Beispiel: Gegeben seien die Funktionen 91 £ W?/2() und 

gn£w|^2(^n). Wir stellen die Frage, unter welchen Bedingungen 

eine Funktion u£W2(G) existiert mit 

du du 

3v = " 3x 
= 9i auf 71# 

Das Gleichungssystem (10), 

cr 

u = gn auf yn. 

(10‘) hat in diesem Fall die Gestalt 

"01 

9n(°). 

i 9i • 

U01 sln % "*10 003 % ^ 
Im Fall 0)Q f ЗГ/2, to'0 / 30Г/2 treten also keine Verträglich¬ 

keitsbedingungen auf, und im Fall to = Ti'/2 bzw. to = ЗЗГ/2 er¬ 

hält man die Bedingung g^ ~* g^ bzw. g^ 

tend ist mit 

-g^, was gleichbedeu- 

/ r"1|g1(r) - g^( r) 12 drtoo bzw. 
0 

cf 

j Г_11 9j( r) + g„(r)|2 dr < oo. 
0 

Hierbei ist S eine beliebig kleine positive reelle Zahl. 
Zu derartigen Ergebnissen gelangte auch P. Grisvard in /8/. 

Literatur 

/1/ Kondratjev, W. A.: Randwertaufgaben für elliptische Glei¬ 

chungen in Gebieten mit konischen oder Winkelecken, 

(russ. ) Trudy Moskov. Mat. Obsc. 26, 209 - 292 (1967) 

97 



/2/ Kondratjev, W. А., und Olejnik, 0. A.: Randwertaufgaben für 

partielle Differentialgleichungen in nicht glatten Ge¬ 

bieten. (russ.) Uspechi Mat. Nauk 38, 2 (230) (1983) 

/3/ Maz'ja, W. G., und Plamenevskij, B. A.: Ober die Koeffi¬ 

zienten in der Asymptotik von Lösungen elliptischer 

Randwertaufgaben in Gebieten mit konischen Punkten, 

(russ.) Math. Nachr. 76, 29 - 60 (1977) 

/4/ - , -: Abschätzungen in Lp und Hölderklassen und das Maxi¬ 

mumprinzip von Miranda/Agmon für Lösungen ellipti¬ 

scher Randwertaufgaben in Gebieten mit singulären 

Randpunkten, (russ.) Math. Nachr. 81.' 25 - 82 (1978) 

/5/ - Gewichtete Räume mit inhomogenen Normen und Randwert¬ 

aufgaben in Gebieten mit konischen Punkten, (russ.) 

Vorträge der Tagung "Elliptische Differentialglei¬ 

chungen", 10. - 16. 10. 1977, Rostock 1978 

/6/ -,-: Lp-Abschätzungen von Lösungen elliptischer Randwert¬ 

aufgaben in Gebieten mit Kanten, (russ.) Trudy Moskov. 

Mat. Ob*f. 37, 49 - 93 (1978) 

/7/ Za jaczkowski j , IV., und Solonnikow, W. A. : Ober das Neumann¬ 

problem für elliptische Gleichungen 2. Ordnung in Ge¬ 

bieten mit Kanten, (russ.) Sapiski naucnych seminarov 

LOMI 127, Leningrad (1983) 

/8/ Grisvard, P. : Boundary value problems in non-smooth domains. 

University of Maryland, Lecture notes 19 (1980) 

/9/ Kufner, A.: Weighted Sobolev spaces. Leipzig 1980 

einqeqanqen: 11. 09. 1985 

! 
Anschrift des Verfassers: 

Or. 3. Roßmann 

Wilhelm-Pieck-Universität Rostock 

Sektion Mathematik 

Universitätsplatz 1 

0DR-2500 Rostock 

98 



Rostock. Math. Kolloq. 29,_ 99 - 111 (1986) 

·Udo Lorz

60F05 

60655 

Sekundärgrößen Poieeonscher Punktprozesse - Grenzwertsitze und
Abschätzung der Konvergenzgeschwindigkeit

1. Poiesonsche Punktprozess·e

Sei (X,d) ein vollständiger separabler·metrischer Raum und� 
die 6-Algebra der Borel-Merigen von x. Mit cC' bezeichnen wir den 
Ring der beschränkten Mengen B € r. N sei die Menge der Maße A 
auf dem meßbaren Raum (X,�), die auf� endlich sind. Mit M 
bezeichnen wir die Menge der ganzzahligen Maße�� N. Weiterhin 
sei :tJ ,. {0,1,2, ••• } und � die klein�te 6'-Algebra von Teilmeri­
gen von M, so daß für alle B ctb die Abbildungen 

Pe : M ➔ lN mit P9(g>) • 9'(8) (1.1) 

meßbar sind. Ist P ain Wahrscheinlichkeits■aß auf de■ ■eßbaren 
Raum (M,'ffl.), so heißt der Wahrscheinlichkeitsraum (M,ßt-,P) 
Punktprozeß. Der meßbare Rau■ (X.�) wird als Phasenraum des 

_Punktprozesses (M,"ffl:,P) bezeichnet. 
Ein Punktprozeß (M,1lrt,PA) heißt Poissonscher Punktprozeß mit

· dem Intensitits■aß A€ N, falls fOr jedes B c.,l;- die Zufalls-
1größe p8 Poisson-verteilt ■it de■ Parameter A(B) ist und für
n • 1,2, ••• sowie beliebige disjunkte Mengen Bi1:cÖ'_. i a 1,; •• ·,n, 
die Zufallsgrößen p8 , ••• , p8 unabhingig sind.· Das Wahrschein-

, 1 n 
lichkeite■aß PA heißt Poissonschee Verteilungsgesetz ■it dem

Intensitlts■eß A •. 

2, Sekundärgrößen Poissonscher Punktprozesse 

Für einen ■eßbaren Reum (C, .G') sei L0( .C ) der Vektor rau■ der 
(.C, al.)-meßbaren Funktionen m : C ➔ � Ober dem Körper IR dar 
reellen Zahlen, wobei a?. die 6'-Algebra der Borel-Mengen von � 
bezeichnet. 
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Satz 2.1: Sei (М,Ш,1^) ein Poissonscher Punktprozeß mit dem 

Intensitätsmaß А auf dem Phasenraum (X,J£), und es gelte 

A(X) <oo. Dann wird durch 

[S(m)](Cp) := J m(x) y(dx) für meL0(J? (2.1) 

eine lineare Abbildung von 1.^( JC) in LQ( fflV) definiert, und die 

charakteristische Funktion von S(m) hat die Gestalt: 

fS(m)(t) и exp (/(e*P(it m(x)) -ljA(dx)). 

Beweis: Wegen A( X) < oo ist дэ( X) P^_ -f.s. endlich. Somit ist 

S(m) P^ -f.s. eine endliche Summe und die Definition von S kor¬ 

rekt. Die Linearität von S ist offensichtlich. 

Aus S(m) = pB e L0('55L) (vgl. (1.1)) für m * lg, В € , der üb¬ 

lichen Approximation, dem Satz von B. Levy und der Linearität 

von S folgt S(m)€ LQ(Wt) für alle meL0(3£'). Für m = I0, В 6 c&, 

ist S(m) = pB Po is son-verteilt mit dem Parameter A (B), und die 

charakteristische Funktion hat die Gestalt 

fS(m)(t) = exp(Л(В)(exp(it) - 1)) 

= exp (j (exp(i t IB (X)) - 1) Л (dx)), 

Sei nun m eine einfache Funktion, d. h. 

n 

m Sv lg mit bj £ IR und Bj € ofr für j = 1, ,n, 

und o.B.d.A. gelte für i Ф j В^ПВ^ ■ 0. Dann 1st 

n 

S(m) = У bj-Pg , d. h. Linearkombination unabhängiger Pols- 

son-verteilter Zufallsgrößen pQ mit deig Parameter Л ( Bj ), 

j = 1.n. Für die charakteristische Funktion von S(m) gilt 

somit: 
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n 

's(.)C) ' TT fpB (bjt) 
= ѳхр(> J (exp( itb.. • IR (X) - l)A(dx)) 

= exp[ J(expdt.r bj*Ig (X)) - 1) A(dx)). 

Sei nun m£Lg(3C) beliebig. Dann exisitert eine Folge 

£mn^ 00 £ L0(3£) einfacher Funktionen mit lim m^(x) = m(x) für 
n=l n-»oo 

alle X € X. Da S(m) -f.s. eine endliche Summe ist, gilt 

S(m) = lim S(mn) P^-f.s., und die Folge der Verteilungsgesetze 
n ->oo 

von S(mn) konvergiert für n -»oo schwach gegen da's Verteilungs¬ 

gesetz von S(m), Somit gilt für die charakteristische Funktion 

und aufgrund von |exp(it m^(x)) - l| £ 2 für alle x £ X und 

n * 1,2,... sowie A(X) < oo folgt mit Hilfe des Satzes von 

q.e.d, Lebesgue die Behauptung, 

Für meL0(.3?) wird S(m) als Sekundärgröße des Poissonschen 

Punktprozesses (M,3W,PA) bezeichnet. 

3. Unbegrenzt teilbare Verteilunqsqesetze 

Satz 3.1 (vgl. /3/): Ein Verteilungsgesetz P auf (Ш,%) ist 

genau dann unbegrenzt teilbar (u.t.), wenn seine charakteristi¬ 

sche Funktion in der Form 

(3.1) 

dargestellt werden kann, wobei c£ IR, G ein endliches Maß ist 

und 
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ltx 
g(t,x) - (exp(itx) 

t2 
g(t,0) :« - — . 

2 

1 - ltX g) V— gilt mit 
1 + X X 

Jedes u. t. Verteilungsgesetz P auf (IR , Ж) ist somit durch das 
Tupel (c,G) in eindeutiger Weise bestimmt. Das endliche Maß G 

auf (IR,%) wird als kanonisches Maß bezeichnet. Die Darstel- . 

lung (3.1) heißt Levy-Chintschin-Formel. 

Lemma 3.1: Für jedes meL0(JC) ist das Verteilungsgesetz der 

Sekundärgröße S(m) u. t. mit dem Tupel (c,G), wobei 

c = Jh(x) H(dx) und G(B) . J x.h(x) H(dx) (3.2) 

IR В 

für alle В e® gilt. Dabei ist 

h(x) я — — - — und H = A° m”^. (3.3) 
1 + *. 

Beweis: Wegen I h(x)| 6 1 bzw. |x«h(x)|* 1 für alle x e IR existie¬ 

ren die Integrale ln (3.2). Damit folgt die Behauptung unmit¬ 

telbar aus den Sätzen 2.1. und 3.1. q.e.d. 

Satz 3.2 (vgl. /3/): Sei Y eine reelle Zufallsgröße mit 

EfY2) < oo. Das Verteilungsgesetz P von Y ist genau dann u.t., 

wenn seine charakteristische Funktion in der Form 

f(t) exp(idt + / k(t,x) K(dx)) 

IR 

(3.4) 

dargestellt werden kann, wobei d €. IR , К ein endliches Maß ist 

und \ 

k(t,x) = (exp(itx) - 1 - itx) -Іу gilt mit (3.5) 

k(t,0) := - Д-р . (3.6) 

Ist das Verteilungsgesetz P einer Zufallsgröße Y mit E(Y2) <■ oo 

u. t., so ist P in eindeutiger Weise durch das Tupel (d,K) be¬ 

stimmt, wobei (vgl. /3/, S. 83) 
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(3.7) d = E(Y) und K(R ) - V(Y) 

ist. Das endliche Maß К auf (IR , 32 ) heißt wiederum kanonisches 
Maß, und die Darstellung (3.4) wird als Kolmogoroff-Formel be¬ 

zeichnet. 

Lemma 3.2: Für m6 I_0( JST) gelte E(S2(m)) <c go. Dann ist das u.t. 

Verteilungsgesetz der Sekundärgröße S(m) durch das Tupel (d,K) 

mit 

d = ^ X H(dx) und K(B) = J X2 H(dx) für alle В 6 & (3.8) 

IR В 

(vgl. (3.3)) eindeutig bestimmt. 

Beweis: Das kanonische Maß К aus der Kolmogoroff-Formel (3.4) 

berechnet sich (vgl. /3/, S. 83) durch 

K(B) m J (1+x2) G(dx) - JX2 H(dx) für alle В 6¾ 
В В 

aus dem kanonischen Maß G der Levy-Chintschln-Formel (3.1) für 

die Darstellung der charakteristischen Funktion von S(m). 

Insbesondere gilt in (3.7) 

E(S(m))= d = Jx H(dx) » jm(x) A(dx) «: e1(m) und (3.9) 

IR X 

V(S(m)) = K(IR) = /x2 H(dx)= jm2(x) A(dx) =: e2(m). (3.10) 
jR % q.s.d. 

Die Existenz von E(S2(m)) ist also äquivalent zur Existenz von 

®2(®J* 

4. Grenzwertsätze 

Als Grenzverteilung schwach konvergenter Folgen u.t. Vertei¬ 

lungsgesetze sind nur u.t. Verteilungsgesetze möglich. Das 

Verteilungsgesetz Sg auf (IR , 32), wobei wir für alle В e 32 
& (B) :« Iß(a) setzen, ist u. t. und durch das Tupel (c,G) » (a,0) 

charakterisiert. Dabei bezeichnet # das Nullmaß auf (IR, 32). 
Die Standard-Normalverteilung N(0,1) ist ebenfalls u.t. und 

durch (c,G) ■ (d,K) = (O.fß) eindeutig bestimmt. Mit dem Grenz- 

wertsatz für u.t. Verteilungsgesetze wird somit sowohl ein 
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schwaches Gesetz der großen Zahlen als auch ein zentraler 

Grenzwertsatz beweisbar. 

Für n = 1,2,... sei (Мп,Жп,РЛп) ein Poissonscher Punktprozeß 

mit den Intensitätsmaß Лр auf dem Phasenraum (X^, JE^), und es 

gelte jeweils ЛП(ХП) < oö. Die Sekundärgrößen Sn(mn) e L-0(®n) 

seien analog zu (2.1) für mn e LQ( je"n) , n = 1,2,..., definiert. 

Das u.t. Verteilungsgesetz Pn von Sn(mn) ist durch (cn,Gn) cha¬ 

rakterisiert, wobei cn und Gn analog zu (3.2) mit Hn=Лп ° m”1 

in (3.3) definiert sind. Weiterhin sei °° eine Folge re¬ 

eller Zahlen. Dann ist das u.t. Verteilungsgesetz von ansn(mn) 

durch (Cp,G^)' mit = Лр° (anmn)-1 bestimmt. 

Die folgenden Grenzwertsätze ergeben sich unmittelbar aus dem 

Grenzwertsatz für u.t. Verteilungsgesetze (/3/). 

Satz 4.1: Die Folge der Sekundärgrößen a^S^(m^), n = 1,2. 

konvergiert genau dann für n —* oo in Wahrscheinlichkeit gegen 

ein a £ IR , wenn gilt: 

lim c‘ = lim J h(a x) H (dx) = а und (4.1) 
п -»со n -»oo 

lim an J X h(anx) Hn(dx) =0. * (4.2) 
n-»oo K 

Satz 4.2: Die Folge der Verteilungsgesetze von anSn(mn) - c^, 

n = 1,2,..., konvergiert genau dann für n -> oo schwach gegen 

N(0,1), wenn gilt: 

lim а 
n-»oo 

n /% h(anx) 

IR 

Hn(dx) 1 und (4.3) 

lim а 
n-voo n / x 

(-00 .y) 

h(anx) Hn(dx) 
1(0 oo)(Y) für alle yfe3R* 

(4.4) 

Nun wollen wir uns einem wichtigen Spezialfall zuwenden und für 

mn6Lo(je'n) die Existenz von e2(mn) (vgl. (3.10)), n = 1,2. 

fordern. Somit ist Pn durch (dn,Kn) eindeutig bestimmt, wobei 
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dn und Kn analog zu (3.8) definiert sind. Wir setzen für 

n » 1,2,...: 
an •- (Kn(IR))"1/2 und Tn an(Sn(H.n) - d„). (4.5) 

Satz 4.3: Für n « 1,2,... und ran£ L0( J^n) gelte e2(mn) < oo. 

Dann ist für die schwache Konvergenz der Folge der u.t. Vertei¬ 
lungsgesetze Qn von Tn für n-»oo gegen N(0,1) und lim v(Tn) = 1 

П —> 00 
notwendig und hinreichend, daß für alle £\ > 0 gilt: 

lim a 
n ->co 

2 
n / X2 Hn(dx) = 0. 

(Ul > ~) 

(4.6) 

Beweis: Wegen 'S^(a^m^) - a„d^. ist Qn durch (d^-a^d^.K^) 

■ (0,K^) charakterisiert. Mit (4.5) ist für n« 1,2,... K^(IR)=1, 
und aus der Lindeberg-Bedingung (4.6) folgt aufgrund des Grenz¬ 
wertsatzes für u.t. Verteilungsgesetze bei existierendem zwei¬ 

ten Moment die Behauptung des Satzes. q.e.d. 

5. Eine Abschätzung des Abstandes der Verteilungsfunktionen 
eines u.t. Verteilungsgesetzes und der Standard-NormalVertei¬ 
lung_ 

Sei BLj,( IR ) der Vektorraum der beschränkten Lipschitz-stetigen 
Funktionen f : IR —> C über dem Körper der komplexen Zahlen C. 
Für f e BLj,(3R) setzen wir 

llfll := suplf(x)| und p,(f) := sup 
хек L x.y 6 К Y 

wobei II• 110o eine Norm und pL eine Halbnorm auf BLg(K) ist. 

Mit der Norm (vgl. /2/) 

llfll BL := l|f|l00 + f*L^ f) für feBLc(IR) 
wird (BLj,( ]R ) , II • IIbl) zu 0inem Banach-Raum. 

BL^(K) sei der duale Raum von BLj,(IR) und die Norm auf Bl£(3R) 
durch 

Ua||*L = inf [c>0:|<f,a>| & c. llfll BL für alle feBLc(JR)J 

für a e BLg(IR) definiert. 
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Dedes endliche signierte Maß ju auf (IR. TZ) erzeugt vermöge 

<f,a > := j f(x) p(dx) für f6BLc(XR) 
" IR 

ein Funktional a^eBLj(IR). Im folgenden werden wir mit dem 

erzeugenden signierten Maß p identifizieren. 

Lemma 5.1: Für die durch (3.5) und (3.6) definierte Funktion 

k(t,x) gilt für alle t £ IR : 

k( t,. ) £ BLj,( IR ) und II k( t, . ) || 6 + -Ц|1— . (5.1) 

Beweis: Sei t 6 IR. Dann gilt für x >0 

2?/ exp(itx) - 1 - itx = (it) j J exp(itz) dz dy 

0 0 
und analog für x<0: 

0 0 

exp(itx) - 1 - itx = (it)2 JJexp(itz) dz dy. 
X у 

Mit (3.6) folgt: 

sup Ik(t,x)I = -L-. 
X e IR 

Der Real- und Imaginärteil von k(t,x) sind partiell nach x dif¬ 

ferenzierbar, und es gilt für t e TR bzw. x > 0 

Э — Re(k(t,x)) = f ( z sin(tz) dz dy. 
Эх x° ' I 0 0 

Durch analoge Betrachtungen für x< 0 erhalten wir: 

suphi- Re(k(t,x))| й І1ІІ . (5.2) 
x e F1 Эх 1 6 

In gleicher Weise ergibt sich für t £ IR: 

.-supl-— Im(k( t,x)) I в ^ ^ . 
х€»1Эх 1 6 

(5.3) 

Seien nun t & IR und x.yeF mit x / y^beliebig. Dann können wir 

unter Verwendung des MittelwertSatzes und (5.2) bzw. (5.3) ab¬ 

schätzen: 
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I k(t,x)-k(t.y)| I X-y I 
6I Re(k(t,x))-Re(k(t,y)) I IIn(k(t,x))-Im(k(t,y)) 

x-y x-y 

■2. Re(k(t,z ))1 +|-2- Im(k(t ,2,)) 
dz I 19z 

q. e.d. 

Weiterhin gilt für jedes Wahrscheinlichkeitsmaß К auf (IR , Ж ) 
und jedes £.>0 die Abschätzung 

IIК - <£0IIqL * 2 K( I xI> £) + £. (5.4) 

Satz 5.1: F(x) bzw. f(t) seien die Verteilungsfunktion bzw. die 
charakteristische Funktion einer reellen Zufallsgröße Y mit 
E(YZ)< oo . die ein u.t. Verteilungsgesetz P besitzt, und es gel¬ 
te E(Y) = 0 sowie V(Y) « 1. P sei durch (O.K) mit K( IR ) » 1 be¬ 
stimmt. Weiterhin bezeichnen ф(х) bzw. y(t) die Verteilungs¬ 
funktion bzw. charakteristische Funktion von N(0,1). Dann gilt 
für И К - (J0||gL < 1 die Abschätzung 

sup|F(x) - §(x)| C||K-<fj|* L* C(||K -cJJ* ) mit (5.5) 
xe® u *- 

1 VTf" 16 
C(N) * Inf (— +i M im + ■ ' — ) 

N<a<.l ЗГ(1-а) Зй^І-а)^ ЗГт/ІІІР (a-N) 

für О ä N < 1. 

Beweis: Wir benutzen die grundlegende Abschätzung von Esseen 
(vgl. /7/, S. 297): 

sup 
xe IR 

IF(x) - $(X)I6 
2 7, 
5F J I , dt 

24 

urVIF T 
(5.6) 

für alle T>0 und schätzen unter Verwendung von (5.1) und der 
Ungleichung |exp(z) - 1| < |z| exp( | z | ) für alle zeC ab: 
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; 7 f(t) - y(t) 
dt 

/ 
T T 
Г GXp( - -g- ) 

|ѳхр( <k(t,. ) ,K- 6 у ) - 1 I dt 

IIK- ^qI\3l J ("Z"*"7") ѳхр(||к — if0||qL • (-^- + -^-)--^-) dt 
0 

r t t2 t2 
6 N « j + -y) exp( - Tg- (1-a)) dt für 

0 

N := IIК - II bl - 0 - N<e<l und T :« |(^-1) 

1 у ? 'if 
6 N • ('2'(T-ä') + 6'(1.a)V2) für 'а11ѳ a G(N.l). 

Nach Einsetzen in (5.6) ergibt sich die Behauptung des Satzes. 

Я • ® • d» 
In der folgenden Tabelle sind einige Werte der Funktion C(N) 

(aufgerundet) zusammengefaßt: 

0.1 0.05 0.01 0.005 0.001 0.0001 0.0 

C(N) 5.88 5.54 5.291 5.262 5.239 5.2332 5.23263 

Da die Funktion C(N) für N-»0 monoton fallend ist, kann in An¬ 

wendungen der Abschätzung ab einer bestimmten Stelle eine geeig¬ 

nete Konstante für sie gesetzt werden. So ist zum Beispiel die 

Abschä tzung 

•«P I F(X) -&(%)!< 5.88 ||K-<y£L für ||K - ^0|)bl ^ 0.1 

möglich. 

6. Ein Beispiel 

Für n » 1,2,... seien Рд Poissonsche Verteilungsgesetze auf 

(МП.ШП) mit den Intensitätsmaßen A± n, 1-1,2, auf den Pha- 
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senräumen (X Зе* ). Die Intensitätsmaße Л, _ und Л, seien 

äquivalent, und es gelte n(Xn)«;oo, 1 = 1,2. Dann sind auch 

P. und P. äquivalent (/4/), und die Dichte D von 
l.n 2,п n 

P bez. P hat die Gestalt (/1/) 
J1-l.n л 2 ,n 

°n(fn) = «p([s^(l^)] %) +Л2<П(ХП) -Л1іП(хп)). 

mit ln(x) = ln pn(x)£ L0( Jern) und pn(x) = .^1іД(х). Die Zu- 
2 ,n 

fallsgröße 

Ln ! (Мп'теп'РЛ.2 )-»<».■») mit Ln . ln Dn 

heißt Log-Likelihood-Quotient von PA bez. Рл . Das Ver- 
l.n 2,n 

teilungsgesetz Pp von Ln ist u.t. und durch (cn,Gn) mit 

cn - Jh(x) Hn(dx) +A2 n(Xn) -A1>n(Xn) 

3R 

x/(h(ln) + l-pn) dA2 n 

und Gn wie in (3.2) mit Hn = Л2 n ° lf)1 in (3.3) charakteri¬ 

siert. In /5/ wurde gezeigt, daß Ln nicht normalverteilt sein 

kann. Da Ln bis auf eine Konstante eine Sekundärgröße von 

(Мп'Жп,РА„ ) 1st, können die Grenzwertsätze 4.1. und 4.2. 
2,n 

/'ГТ7Г 1 -Pn) dA 2 ,n 

zur Anwendung gebracht werden. 

Um zu einem konkreten Anwendungsbeispiel sowohl des Satzes 4.3. 

als auch des Satzes 5.1. zu gelangen, wählen wir eine monoton 

wachsende Folge ^z^n=l s (0>°°) mit lim zn = oo und setzen 

für n = 1,2,... Xn = [-zn, +zn] bzw. XTn > Xnnffi. A2 n sei 

das Lebesgue-Maß auf (xn*36'n) und n durch die Dichte 

pn(x) = «P(x).Ix (x) bez. Л2 n gegeben. Somit sind P^ und 
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äquivalent und der Log-Likelihood-Quotient Ln hat die 

Gestalt 

Ln = W + 2zn - exP(=n) + exP(-zn>- 

Da e2(ln) gilt (vgl. (3.10)), ist das Verteilungsgesetz 

Pn durch das Tupel (dn,Kn) mit (vgl. (3.9)) 

dn=el(1n) + Л2,п<хп> -^1,n(Xn) = 2zn-exp(zn) + exp(-zn) 

und Kn wie in (3.8) gegeben. Setzen wir entsprechend (4.5) 

an = wz-V2 (w = Vir) . so ist die Lindeberg-Bedingung (4.6) er¬ 

füllt, und die Folge der Verteilungsgesetze Qn von Tn = an(Ln“c*n) 

konvergiert für n->oo schwach gegen N(0,1). Das Verteilungsge¬ 

setz Qn ist durch (0,K^) bestimmt, wobei wie in (3.8) mit 

=A2 n° (a^)-1 definiert ist. Insbesondere gilt stets 

K„(K) = V(Tn) - 1. Nach (5.4) gilt ||К' -<T0llgL * wz"1/2, 

wobei £n = wz”1^2 gewählt wurde. Somit sind die Voraussetzungen 

des Satzes 5.1. bez. Tn für alle n ^ nQ mit z^ >1.5 erfüllt. 

Sei F^(x) die Verteilungsfunktion von Tn> dann gilt 

sup |рп(х)^(х)| ^ wz"1/,2.C(wz"1/,Z) für n,n0 

j7.21.z"1/2 für zn i 150, 

U.79*z"1/2 für zn 6 600. 

In der Testtheorie haben diese Aussagen die folgende Bedeutung. 

Für n = 1,2,... kann für das Testproblem mit den einfachen Hy¬ 

pothesen : P. und H.: P. aufgrund des Fundamental- 
0 л2,п A -'Ч.п 

lemmas von Neyman-Pearson jeweils der beste Test zum Niveau 

cie (0,1) konstruiert werden. Da die Folge {Qn}n^i der Vertei¬ 

lungsgesetze der Teststatistiken TR unter der Nullhypothese für 

n-»oo schwach gegen N(0,1) konvergiert, kann der kritische Be¬ 

reich asymptotisch bestimmt und die Abweichung vom Fehler er¬ 

ster Art X mit Hilfe der Ungleichung (5.5) abgeschätzt werden. 
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73E10 

Iterationsverfahren zur Lösung eines Problems der nichtlinearen 
Mechanik 

1. Einführung

zahlreiche numerische Probleme führen auf eine Fixpunktglei­
chung 

q,.( X) = X ( 1) 

mit 'J>: B ➔ B, 
wobei B ein vollständiger metrischer Raum mit der Metrik g sei. 
Unter der Voraussetzung·, daß die Abbildung <p kontrahierend ist, 
d. h.

(2) 

läßt sich eine Lösung von (1) als Grenzwert der rekursiv defi­
nierten Folge 

xn+1 = g:>( xn) •
(3) 

x0 - beliebige Startnäherung

bestimmen. Die Existenz und Eindeutigkeit der Lösung_ sowie die 
Konvergenz der Folge von Näherungslösungen (3) gegen diese 
exakte Lösung sind in die�em Fall gesichert. 
Oft erweist es sich jedoch, daß die Folge (3) nur sehr langsam 
konvergiert (L nahe 1), oder _daß die Bedingung (2) überhaupt 
nicht erfüllt ist. Im letzteren Fall ist es im allgemeinen 
schwierig, Aussagen über die Konvergenz der durch (3) definier­
ten Folge oder über die Lösungsmenge vo� (1) zu gewinnen. 
Wenn es gelingt, in B einen bezüglich� invarianten Unterraum 
80 zu finden,

cp(B0) C B
0

, 

und zu zeige�, daß die gesuchte Lösung x zu B
0 

gehört, kann 
man (1) durch ein unter Umständen erheblich einfacher zu lö­
sendes Fixpunktproblem 

o/le (x) = x, gJle : 8
0 -8

0 0 0 
ersetzen. 
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In einer Reihe von Arbeiten führten Wiebeck und Metschkow das 

Problem der elasto-plastischen Profilbiegung auf eine Fixpunkt¬ 

gleichung vom Typ (1) zurück und diskutierten die Konvergenz 

der Folge (3) (/1/ - /4/). Für Profile mit Rechteckquerschnitt 

wurde gezeigt, daß (2) für größere Krümmungen verletzt ist, und 

die numerischen Ergebnisse weisen darauf hin, daß die Folge (3) 

in solchen Fällen divergiert. Gleiches ergab sich auch bei ei¬ 

nigen anderen Querschnitten. 

Im genannten Beispiel ist 

B = C ([=min'=max]'K)' 

und X aus В ist die Distribution der plastischen Dehnungsantei¬ 
le über der Profilhöhe. Die Funktion cp: В —> В hat eine recht 
verwickelte Struktur, man kann jedoch eine eindimensionale Un¬ 

termannigfaltigkeit BQ := <p(B) in В finden, die unter у inva¬ 
riant ist und alle Lösungen von (1) enthält. Damit reduziert 

sich das Ausgangsproblem auf die Lösung einer eindimensionalen 

Fixpunktgleichung (1'), die auf ein Nullstellenproblem 

f(a) =0 (1") 

zurückgeführt werden kann. Hierbei ist <x ein Parameter der Man¬ 
nigfaltigkeit Bg. 

Die Gleichung (1") wird im weiteren mit einem modifizierten Se¬ 

kantenverfahren gelöst. Die speziellen Eigenschaften von f las¬ 

sen auf Eindeutigkeit der Lösung und globale Konvergenz des 
Verfahrens schließen. 

2. Biegung elasto-olastischer Profile 

Unter gewissen physikalischen Voraussetzungen (/1/) verschwin¬ 

den bei der reinen Profilbiegung sämtliche Komponenten des De¬ 

formationstensors bis auf 6xx =: 6, wobei die x-Achse mit der 

Schwereachse des Profils Zusammenfalle. Wenn die Biegung inner¬ 

halb der x-z-Ebene erfolgt, ist die nichtverschwindende Kompo¬ 

nente eine lineare Funktion von z. Das nichtlineare Material- 

verhalten werde durch eine monoton nichtfallende, ungerade ste¬ 

tige Funktion 

б : R —> R 
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beschrieben. Im allgemeinen existiert ein Intervall C-£Q» SQ ]. 

in dem 6 homogen ist mit dem Anstieg E (Youngscher Modul). Im 
einfachsten Fall nimmt man an, 6 sei für 6>£0 linear mit einem 
Anstieg P <5< E, z. B. P = О für ideal plastisches Material. 

Sonst kann 6 auch in anderer geeigneter Weise an experimentelle 
Daten angepaßt werden. Wir setzen voraus, daß 6 keine lineare 
Funktion ist. 

Mittels 6 und E definieren wir den plastischen Oeformationsan- 
teil 

(4) 

Bevor wir die Funktion <f aus (1) für den Fall der Profilbie¬ 
gung nach /1/ definieren, sei noch der geometrische Zusammen¬ 

hang 

ß = К (1+%) (5) 

erwähnt, wobei К die Krümmung der Schwereachse und а und ß Ab¬ 
solutglied bzw. Linearkoeffizient der linearen Funktion 

£ = tx + ßz (6) 

bezeichnen. Für lineares 6 oder für symmetrische Profile gilt 
а = 0, woraus sich der bekannte Spezialfall £ = Kz ergibt. 

Die Berechnung des elasto-plastischen Spannungs- und Deforma¬ 

tionszustandes wurde in /1/ auf die "Methode der elastischen 

Lösungen" Iljuschins zurückgeführt. In Anlehnung an die Be¬ 

zeichnungen dieser Arbeit definieren wir für xeB: 

z max 

min 
(7) 

z 
max 

z x(z) b(z) dz, 

wobei b(z) die Breite des Profils in der Höhe z ist. Weiter sei 

KK '4 
Ma (u,v) = - u + V + ККд (Ѳ) 

1 
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mit den Konstanten 

max 

К- = E f b(z) dz. / 
cmin 

z 

/ Кд = E I z b(z) dz. 

Nun sei 

ot(u) i- u, ß(u,v) = i- (Ma(u,v) -v). 
K1 4 

(9) 

(10) 

Jetzt können wir <J> : В —> В definieren durch 

Q?(x)(z) = 6р(а(кз(х)) + ^(Kg(x)* Кд (X)) z) * (11) 

Die Funktion X repräsentiert hierbei die Verteilung der plasti¬ 

schen Dehnung über der Profilhöhe. In /1/ - /3/ wurde diese als 

Grenzwert der Folge (3) bestimmt, wobei als Startwert zunächst 

X s 0 und für größere Krümmungen die Lösung aus dem jeweils 

letzten Lastschritt verwendet wurde. 

3. Das neue Iterationsverfahren 

Im folgenden untersuchen wir den Bildraum BQ » y(B) und die Ab¬ 

bildung ф|g : BQ—»BQ. Dazu bemerken wir zunächst, daß sich 

die Berechnung von y(x) etwas vereinfachen läßt, denn es gilt 

(vgl. (5) 

ß “ ^^—— u + V + ККд - v) ■ К - u = K( 1- ^— u) = K( 1 +ct) 

und folglich 

9>(x)(z) = ep(oc(K3(x)) + K(l+<X(K3(x)))z). 

Aus dieser Formel erkennt man die Gestalt von B0 

Во»|хев :3cc e R Vz e [2шіп,гтах] x(z) = £p(a + K(l+^)z)j. 
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Es bietet sich an, BQ durch ot zu paramefrisieren: 

X(a)(z) = gp(ot + K(l +a.)z). 

Für X ft 0 ist diese Parametrisierung auf Grund der Nichtline¬ 

arität von 6 eineindeutig, für x = О setzen wir а = 0. 

Mit dem so definierten <X : BQ—> R, X • Ot = idg , 

können wir zum Fixpunktproblem 

а = oC(g?(x(c6))) (12) 

übergehen. Hierbei ist x dann und nur dann Fixpunkt von (3), 

wenn et = OC (x) Fixpunkt von (12) ist. Somit wird die Aufgaben¬ 

stellung eindimensional. 

Für die effektive Lösung des reduzierten Problems benutzen wir 

das folgende 

Lemma 1: Ein Parameter а ist Fixpunkt von (12) genau dann, wenn 

zmax 

f(ot) = j 6(oo + K( 1 + tt )z) b( z) dz = 0 

zmin 

gilt. 

Beweis: Offenbar gilt 0L(g>(X(a6)) = oC(K 3(X(<x))), der Parameter et 

ist also genau dann Fixpunkt von (12), wenn er Fixpunkt von 

% = а (K3(X(oc))) (13) 

ist. Unter Verwendung der Definitionen (10), (7)1 und (4) für 

die Funktionen üt, und 6p erhalten wir 

zmax 

06 = - i— [- E J X(a) b(z) dz], 

zmin 

zmax 

= - i- E f [et +K(l+a)z - ]b(z)dz], 

2i,-,in 

= f- ( [rt+K(l+ot)z]b(z)dz 
4 Vin 4 

zmax 
f 6(«+K(l+a)z)b(z)dz. 

zmin 
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Nun ist aber dz = 0 auf Grund der Wahl des Koordi- 

zmax 

f z b(z) 

zmin 

natensystems, und nach (9)^ i 

ist (13) äquivalent zu 

zmax 

U = ol-~- j 6(ot+K(l+a)z) b(z) dz 

zmin 

und damit zu f(Ot) = 0, w.z.b.w. 

Lemma 2: Die Funktion f ist monoton wachsend. 

Beweis: Es gilt Ol + K(l+a)z = Kz+oC(l+Kz). Da | Kz | aus geome¬ 

trischen Gründen stets wesentlich kleiner als Eins bleibt, ist 

ec + K(l+a)z für jedes z eine streng monoton (linear) wachsende 
Funktion von cm. Da 6" nach Voraussetzung monoton wachsend ist, 

gilt dasselbe auch für 

zmax 

f(oc) = f 6'(a+K(l+a)z) b(z) dz. 

min 

Lemma 3: Es gelte f (ex.) = 0, und € sei in einem Intervall 

[■-60,£0] streng monoton wachsend und stetig differenzierbar. 

Dann ist f in einer Umgebung der Stelle oC streng monoton wach¬ 
send. 

Beweis: Aus f(a) = о folgt, daß a+K(l+<x)z als Funktion von z im 
Intervall Czraln,zmax] eine Nullstelle besitzt, in deren Umge¬ 

bung der Integrand streng monoton wächst. 

Folgerung 1; Das Ausgangsproblem (1) hat höchstens eine Lösung. 

Aus dem Beweis von Lemma 2 ersieht man ferner, daß der Inte¬ 

grand für genügend große (kleine) OL für alle z positiv (nega¬ 

tiv) wird. 

Folgerung 2: Jedes der Probleme (1), (12), (13) hat eine ein¬ 

deutig bestimmte Lösung. 

zmax 

t E j b(z)dz = K.. Somit 

zmin 
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4. Numerische Realisierung 

Es bietet sich an, die Gleichung 

f (a) =0 (14) 

mit einem modifizierten Sekantenverfahren zu lösen. Falls im 

Iterationsverlauf eine Verschlechterung der Funktionswerte ein- 

tritt, läßt sich auf Grund obengenannter Eigenschaften von f 

durch Dämpfung globale Konvergenz sichern. Dadurch entfällt die 

Notwendigkeit, die gewünschte Endkrümmung in Tel Hast sch ritten 

aufzubringen. Bei einer Reihe von Testrechnungen konvergierte 

das Verfahren stets recht schnell, obwohl die Startwerte fest 

vorgegeben waren. Weiterhin ist der Aufwand pro Iterations¬ 

schritt im Vergleich zum ursprünglichen Iterationsverfahren ge¬ 

ringer (vgl. /5/). Eine detaillierte Programmbeschreibung sowie 

Beispielrechnungen sind ebenfalls in /5/ enthalten. Hier sei 

nur noch kurz auf eine für die Wahl der Abbruchschranke wichti¬ 

ge Abschätzung hingewissen. Ziel der Untersuchung ist letztlich 

die Berechnung des Momentes 

Es sei nun öt eine Näherung dar Nullstelle а mit |f(cc)| < &. 

Für den mit Hilfe von a berechneten Näherungswert 

mit z0£[z| 
zo^ ^zmin’zmax^* 
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Somit erhält man о 

|Ma - Ma|* max {-zmln.zmax } (| j A6T(oi.a:.z)b(z)dz | 
zmin 

zmax 
+ I j Д 6(a.,a,z)b(z) dz |). 

2 о 
Nun hat aber 

A6(oc.,öt,z) := (^(oc+K( 1+ä)z) - 6^(cX+K(l+<x)z) 

auf Grund der vorausgesetzten Monotonie der Funktion 6 und we¬ 

gen |K z|<1 keinen Vorzeichenwechsel in [zmj.n'zmax]» Für oc < oc 

gilt im gesamten Intervall Д5(ь,а,г)іО, für ex > oc gilt 
Д 6(<x,oc, z) > 0. Das erlaubt es, weiter abzuschätzen: 

zmax 

|Ma - Mal* ma>* (- zrain'2max}| / ЛбСос.й'.г) b(z)dz | 
Zmin 

^ (15) 

= max {- zmin-zmax}lf^> “ f^l 

= max {- zmin'zmaxi lf£)l < h • *. 

wobei h = z r z , die Höhe des Profils bezeichnet, max min 
Für die in /5/ untersuchten Profilhöhen (* 1000 mm) und die 
Größenordnung der Momente (> 10^ Nm) genügte auf Grund der Ab¬ 
schätzung (15) als Abbruchkriterium 

If (<£) I < 100, 

um einen relativen Fehler unter 0.1 % zu garantieren. Unglei¬ 
chung (15) erlaubt also eine recht bequeme Beurteilung der Er¬ 
gebnisse, da sie nicht auf den Fehler der Berechnung von SL, 
sondern nur auf das Residuum f(<x) zurückgreift. In /1/ wurde im 
Vergleich dazu als Abbruchkriterium 

I X - cp(x)| < £ 

verwendet, welches ohne zusätzliche Überlegungen keine Angaben 
über den Fehler bei der Berechnung von Ma gestattet. 

5. Schlußbemerkunq 

Das hier vorgestellte Verfahren läßt sich auch physikalisch 
recht einleuchtend begründen, denn man erkennt in Gleichung (14) 
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unschwer die Gleichgewichtsbedingung für die Längskraft. Es 

ging hier aber auch um den Nachweis der Äquivalenz des neuen 

und des alten Verfahrens, d. h. insbesondere darum, daß bei der 

Vereinfachung keine Lösungen verlorengehen. Darüber hinaus kann 

man auf ähnliche Art auch einige analoge Aufgaben lösen bzw. 

vereinfachen, etwa bei Wirken von zusätzlichen Längskräften. 

Abschließend muß darauf hingewiesen werden, daß man auf Grund 

der Eigenschaften des numerischen Verfahrens Momente für belie¬ 

bige Krümmungen berechnen kann und somit Gefahr läuft, den An¬ 

wendungsbereich des physikalischen Modells zu verlassen. 
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drei Leerzeichen einzurücken und mit 6 Umechaltungan zu■ übri­
gen Text zu schreiben. Foraalzlhler sollen a■ rechten Rand ste­
hen. Dar Platz für Abbildungen Ist bei• Schreiben auszusparen; 
die Abbildungen selbst sind in der dem ausQasparten Platz ent­
sprechenden Grö6a gesondert nach TGL-Vorschrift auf Transpa­
rentpapier beizufügen. Oer zugehörige Begleittext ist i■ Manu­
skript ■itzuschraiban. Sein Abstand nach unten batrlgt 5 U•­
schaltungan. Literaturzitate 1• Taxt sind durch laufende Nu•­
•arn in Schrlgstrichan (vgl. /8/, /9/ und /10/) zu kennzeich­
nen und e■ Schluß der Arbeit unter dar ZwiachenOberschrift Li­
teratur zusa■•enzustallen. 
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Wahrscheinlichkeitsrechnung. In: Raichardt, H. (Ed.): 
c. F. Gauß, Gedenkband anllßlich das 100. Todestages.
s. 193 - 204, Leipzig 1967

Dia Angaben sollen in Originalsprache erfolgen; bei kyrilli­
schen Buchateben soll die bibliothekarische Transkription 
(Duden) verwendet werden. 
Aa Ende der Arbeit stehen folgende Angeben zum Autor und zur 
Arbeit: aingagan�an: Oatu■/ Leerzeile/ Anschrift das VarfasseraV
Titel Initialen er Vornamen Name/ Institution/ Struktureinheit/ 
Straßa Hausnu•■er/ Lend Postleitzahl Ort. 
Der Autor wird gebeten, eine Korrektur des Durchschlags voa 
Offaet■anuskript zu lesen und dabei die ■athematischen Symbole 
einzutragen. Ferner sollte er 1 - 2 Klassifizierungsnu■aern 
(entsprechend der "1980 Methamatics Subject Clasaification· dar 
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