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Klaus Danecke

Dietlinde Lau

Kongruenzen auf Klons und vollinvariante Kongruenzen relativ
fraier Algebren II

Sei A = (A,F) eine Algebra, Va die von A erzeugte Variet&t und
T(A) die Menge aller mittels der Superpositionsoperationen c.

T, A, »x aus F und der Projektion ei erzeugbaren Funktionen Uber

der Menge A, Dia Algebra T(A) := (T(A). 5 .7.4, x, ef) heiBt
Klon bzw, Funktionenalgebra Uber A,

D. Schweigert machte in /23/ darauf aufmerksam, daB jede Kon-
gruenzrelation auf dem Klon T(A) eindeutig einer vollinvarian-
ten Kongruenz auf der freien Algebra abz&hlbaren Ranges der Va-
rietét Va entspricht und (bis auf eine Ausnahme) umgekehrt, Im
vorliegenden Artikel soll dieser Zusammenhang (nach der Aufli-
stung einiger Grundbegriffe und elementarer Eigenschaften von
Kongruenzen auf Klons) ausfihrlich dargestellt und dazu benutzt
werden, aus bekannten Resultaten iber Kongruenzen auf Klons
solche der Universalen Algebra Uber Untervarietéten auf - wie
wir meinen - einfacherem Wege zu erhalten, AuBerdem werden wir
mit Hilfe des beschriebenen Zusammenhangs unter Berufung auf
Ergebnisse Uber Varietéten ein Beispiel eines endlich erzeugten
Klons Uber einer 3-elementigen Menge mit Uberabz&hlbar vielen
Kongruenzen angeben sowie s&mtliche Kongruenzen auf Klons, die
eine dreistellige Funktion d mit d(x,x,y) = d(x,y,x) = d(y,x,X)
= x und sémtliche Konstanten enthalten, bestimmen, Fir die bei-
den letztgenannten Resultate sind uns - trotz einiger Bemihun-
gen - keine Beweise "innerhalb" der Funktionenalgebrentheorie
bekannt,

1, Grundbegriffe und Bezeichnungen

Sei ‘A nachfolgend stets eine nichtleere Menge, Pgn) die Menge

aller n-stelligen Funktionen Uber A und Py = \_jp&"),
n21
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Zur Kennzeichnung der Stellenzahl (Aritdt) einer Funktjion f aus
P&n) schreiben wir statt f oft f" und fir n auch af. Die durch

n n

ei(xl,....xn) = Xy (1€ 1€ n) und ca(xi,...,xn) = a (a€A) de~
finierten Funktionen eg und c: aus Pk") nennen wir Projektionen
bzw, Konstanten, Wie in /15/ fihren wir {, 7, A, x als Opera-

tionen Gber P, ein, die fiur beliebige 7, g"c P, durch

ngPXn)' ‘Z‘fep}(\"), ;fepl(\max(l,n-l))' £ x gepl(\ll-m-i) und
(8 FHy e wnw b bim FARGaRipsomm s X poky) s

(T’f)(xl,...,xn) = F(Xg1Xg i Xg00000X),

(Af)(XgreeesX, q) = F(Xg0Xg0Xg0000 X, q) far n 2 2 und
Cf=Cf aAf=f firn=1,

(f % g)(XgreeesXppnq) = F(O(XgreeesXy) X groee e Xpn_g)

(Xgr000:% 41 €A) definiert sind.

n+m-
Eine Funktion f, die sich aus Funktionen einer Menge F (& PA)
und der Projektion ef durch endliche Anwendung der Operationen

.T.,A, n erzeugen 1laBt, heiBt Superposition dber F, Die Menge
aller Superpositionen lber F bezeichnen wir mit [F], Offenbar
gehéren alle Projektionen iber A zu [F] und jede n-stellige

n, n n
Funktion fm(fll,fzz,...,fmm), die durch

f(fl,...,f‘n)(xi....,xn)- f(fl(x.lpv'.lxnl)l"'Ifn(xil ""l*n.))-

falls f, f,,...,f € [F] und n := mgx n,, definiert ist,

1
Eine Teilmenge F € P, heiBt Klon (aber A), wenn [F]l= F bzw.
F:= (F,5.T.,A, x, ef) eine Algebra vom Typ (1,1,1,2,0) ist,
For die Algebra A := (A,F), F € P,, bezeichnen wir den Klon [F]
auch mit T(A) ("Termfunktionen von A") 'und den Klon

[F u{c:laeA}] mit P(A) ("Polynomfunktionen von A").

Eine Aquivalenzrelation ¥ auf einem Klon F nennen wir wie Gb-
lich eine Kongruenz(relation) von F, wenn F mit x, £, 7, A kom-
patibel ist, d. h., wenn fur beliebige f, g, 8, t€F aus



(f,g)., (s,t) € X stets (f n s, g » t) e 2und (xf,xg) e X fur
ote{l;', T,A} folgt. Fur die Erlauterung weiterer Begriffe und
Bezeichnungen sei auf /9/ und /22/ verwiesen.

2. Kongruenzen auf Klons

Auf jedem Klon F Gber A gibt es nach /15/ mindestens drei Kon-
gruenzen &0, 2., Rg (die sogenannten trivialen Kongruenzen):
 (fg)e Xy > {f,g} SFAFf =g,

(f.g) e, : & {f.g} &€ F A af = ag,

(f.g) e, :&> {f,g} € F,
Die Menge aller Kongruenzen auf F sei mit Con F bezeichnet.
Kongruenzen & € Con F mit X € a:a nennen wir Aritdtskongruenzen

und fassen sie zur Menge ConF zusammen. x(") bezeichnet die

Menge 2 n (F{Mxr(N)y,
Zunichst eine Zusammenstellung einiger grundlegender Eigen-
schaften von Kongruenzen. -

Lemma 2.1(/3/): Sei ¥ eine nichttriviale Kongruenz des Klons F
_aber'A. Dann gilt |
(a) g C 2 c 2,

(b) A1) g ae{1AD),

(c) (M) g 2l{m) for slls a & 2.

Beweis: (a) Angenommen, es gelte % § %,. Denn gibt es Funktio-
nen ", gme. F'mit n>m und (f,g) € £. Folglich haben wir

(eg x (A™25), 32 % (A™2%g)) = (egzi, ez)eaa fir beliebiges

na2und (A eg.Aeg) = (eg. ei) € 2, woraus sich unmittelbar

(e:. ei)’ € ® for alle r 3 1 ergibt. Sei nun h® eine beliebige
2
Funktion aus F. Wegen (e, ei) € 2 ist (eg % h, °i % h)

= (h, el'1)e® und deshalb auch (h, o}) € . Also gilt ¥ = %,

im Widerspruch zur Voraussetzung Xg {eeo, 2, 2915.
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(b) Wegen (a) gibt es zwei verschiedene ®-kongruente Funktionen

£, gn in F. Durch Anwenden der Operationen erhédlt man offenbar
|Al -stellige Funktionen f', g' mit (f',g')e ® und f' ¥ g°'.
Folglich gilt (b). ’ ‘

(c) Es genigt, die Behauptung fir n = 2 zu beweisen. Angenom-
men, xﬁz) = a!z). Dann ist (ei. eg) € 2., Hieraus folgt fir be-

liebiges "€ F (A (E(f x 63)), A(L(f x €3))) = (f.ef) ¢ 2 und

damit & = Xy im Widerspruch zur Voraussetzung. & N

Betrachtet man anstelle von Klons E=(F.8.T.A, x, el) Alge-
bren der Form F' := (F', %, 7T,A, x) oder
E* = (F",§.T,A, x,V)(V: Hinzuflgen fiktiver Stellen;
siehe /15/ oder /22/), so gilt Lemma 2.1, (a) nicht mehr, In
/3/ ist ein Beigpiel einer Algebra F', auf der unendlich viele
Kongruenzen 2€ mit & ¢ &, existieren, angegeben, Fir Algebren
der Form F" 1&Bt sich dagegen zeigen, daB stets nur endlich
viele Nichtaritétskongruenzen auftreten kdnnen(/17/).
Mit Hilfe einer beliebigen Kongruenz % aus Con,F lassen sich
zwei weitere Kongruenzen definieren:

6 1=

n,%
Iu,eConaF

&(").F_(n
und W‘

(g0 e T, p te=9p = QA (V.(F1.95)ens (f .gp)eae( ):
' (F(Fgreneifp)ialagieenngy)) € ae("’)

(/4/), die durch a#") vollsténdig bestimmt sind, Aus den Defi-
- nitionen dieser Kongruenzen bzw, aus /4/ folgt

Lemma 2,2: Sei £ € Con,F und [F] = F, Dann gilt
n (n) (n)
(a) 6,(,,2?-71'",&-2 .

cxecT f‘.'sr

(b) 6 n+l 2

n+1 R, n,e'

) & = L -D
(e) rf;\ldf"‘



Eine Folgerung aus diesem Lemma und Lemma 2,1 ist

Lemma 2,3: FGr jede-Aritadtskongruenz & eines Klons F aber A
gilt
.
x0c6ml'ae€ae€.42'aecaea.l:]

Falls A endlich ist, gibt es fir 6 und T, x (@ eCon F)

1A} 2
nur endlich viele Méglichkeiten, Eine Folgerung aus Lemma 2,3
ist damit ’

Satz 2,4: Der Verband der Aritdtskongruenzen eines Klons F dber
einer endlichen Menge hat stets nur endlich viele Atome und
Dualatome, O :

Wir nennen eine Aquivalenzrelation M auf F(n) [F1 = F, eine
n-Kongruenz, wenn eine Kongruenzrelation & € Con, F mit d( ) . M
existiert,

Lemma 2,5: Sei F ein Klon und p eine Aquivalenzrelation auf
Ftnj. Dann ist u genau dann eine n-Kongruenz, wenn folgende Be-
dingung erfallt ist:
:m
VT € F Y(ugavg)ueee s (U V) veee s (Ugivy) € ps (2)
(Fugreeesup) f(vyreeavy)) € p

AQug(tgreesitn), Vollgreeeitn)) € po

Beweis: Falls p eine n-Kongruenz ist, gilt offenbar (1).

perfalle (1). In /4/ wurde gezeigt, daB die Aquivalenzrelation

iF : (£7.0%) € %F &> r =8 A (V(hl.vlh....(ur.vr) € p:
(Flugioee ) g(VyseeasVy)) € ®)

eine Kongruenzrelation von F mit 1(") = P ist, Damit ist P eine
n-Kongruenz von F, [ H
Mit Hilfe von Lemma 2,1 beweist man leicht den

Satz 2,6_(‘44): Ein Klon iber A, |Al = k, besitzt genau dann

nur triviale Kongruenzen, wenn &ék) und &gk) die einzigen
k-Kongruenzen von F sind, OJ

Ein Verfahren, mit dem man feststellen kann, ob eine Aqhiva-
lenzrelation eine n-Kongruenz eines Klons ist, sowie weitere
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Kriterien dafir, daB auf einem Klon nur triviale Kongruenzen
existieren, entnehme man /4/ - /7/. Konkrete Beispiele fur
Klons F mit Con F = {ab, #,. %} findet man z, B. in /15/,

/12/, /7/. /16/, Beispiele fir Klons mit nichttrivialen Kon-
gruenzen in /3/, /8/, /11/, /12/, /15/ - /17/. In den zitierten
Arbeiten werden zwar anstelle von Klons F= (F,( LT, A, x5, ef)
Algebren der Form F' = (F',§ , 7, A, %), oder

E" = (F".E,T,A,V, x) (F, F', F" € P,) betrachtet, jedoch
lassen sich die dortigen Ergebnisse leicht auf Klons ibertra~
gen, Falls ei € F" gilt, gibt es bez. Kongruenzen keine Unter-
schiede zwischen F" und F,

Den bisherigen Ausfihrungen ist zu entnehmen, daB es auf einem
Klon Uber einer endlichen Menge mindestens 3 bzw, 2 (falls

2, = ab) und héchstens kontinuum-viele Kongruenzen geben gann.
Fir den Fall |A] = 2 kann man der Arbeit /3/ von V, V, Gorlov
entnehmen, daB jeder Klon Uber A hdchstens 4 Kongruenzen be-
sitzt (siehe auch /12/). Fir |A] 2 3 sind in /12/ Beispiele fir
Klons F, Gber A mit |Con Fl= & (e \{0,330 {3 , ¢}) angege-
ben, Die Beispiele fiir Klons mit abz&hlbar unendlich bzw. kon-
tinuum-vielen Kongruenzen aus /12/ sind solche ohne endliche
Basis, DaB auch endlich erzeugte Klons unendlich viele Kongru-
enzen besitzen kénnen, zeigt der folgende Satz, womit wir auch
ein Gegenbeispiel (!) zum Theorem 3.6 aus /12/ angeben,

Satz 2,7: Sei mepgg?l'z} und

x,. falls (x4.%5) €{(1,2),(2,1),(2,2)},
m(xi,xz) = {
0 sonst (/719/).

Der Klon M := [{m}] besitzt unendlich viele Kongruenzen,

Beweis: Fir f'€ M bezeichnen wir mit X(f) die Menge aller Tupel
a aus {0,1,2}" mit f(a) € {1,2}, Weiter sei
(n) .. (n) : : :
kM a=frer(M VN € X(F): (INI€ r>(31:V(ay.... .8 )eN: 8 =2)]
.und Kr t= \‘/ KS"). In /19/ wurde folgende Eigenschaft der Funk-
n21 '
tionen aus M bewiesen:

Vilem3i : a € X(f) = f(a) = a;. (2)
‘9



{
von der Aquivalenzrelation u_ (r21) auf M

(F",g™) e p, e n=mAa(fagvif.g kM)
soll gezeigt werden, daB sie eine Kongruenz auf M ist, Bezeich-
nen dazu f", gn, pm, qm gewisse Funktionen aus M mit (f,g),

(p.q) & p.. Offenbar gilt dann (xf,xg) € p. fur ae{&, T.,A}.
Fiur den Nachweis von (f x p, g % q) ¢ M ggnﬁgt es zu zeigen,
daB

(feKrvpéKr) )\(f 'héngt wesentlich von der ersten Stelle

ab) =>f x p eK_ (3)

fur beliebige f, pe M gilt, Sei also die erste Stelle der Funk-
tion f wesentlich, Wir unterscheiden zwei F&lle: )

1, Fa'll: feKr. ‘

Seien 8y,....8, € zgf xP), 1ésér, gy = (8y55eees8y g q)
3 = L0068 p(ajl....,ajm) =‘bj. Wegen f'é‘Kr ist entweder
b1- cee = bs =2,0der es existiert ein u 2 m+l mit .

8y, % eee= 85, =2, Falls by = ,,.= b, = 2 ist, so gibt es nach
(2) ein v mit 1€ vé m und 8,1 ... =8, =2, Folglich gehért

f xp zu_Kr.

2, Fall: PeK .

Da laut Voraussetzung die.erste Stelle von f wesentlich ist,

kann (" x p")(a), g,eio,1,2}"*“'1, nur denn Werte aus {1,2}
annehmen, wenn p(a,,....8;)€{1,2} gilt, Folglich haben wir

X(f xp) S {2 6{0,1,2}”*"'1l(81v'-"am) € l(p)}, woraus sich
f x peK_ ergibt, Damit ist (3) bewiesen und p,. fir beliebiges

r 3 1 eine Kongruenz auf dem Klon M, Die Verschiedenheit all
dieser Kongruenzen M, kann man sich wie folgt Uberlegen:

Die Funktionen t" und s", die durch

.10



t(Xgr0e04x,)
= (,,,(((.,.((xl(xle))(x3x1)).u(xnx1))(x3x2)L..(xnxn_1))
{x1 fir x €(1,2000042)1(2,1,2,00012) 1000 (21000,2,) (2000 012) }

Q sonst,

(X .X5) =2 X%, und 5 v s . x w3
4 ®oss ;
8(XgreeesXp) = E(M(Xg Xg)eue M(Xp.X0)) ={ n

O sonst
definiert sind, gehéren zu M, und es gilt (t",s")e Bn-q Sowie
(t",s™) £ P fir beliebiges n21, Folglich gibt es auf dem

Klon M unendlich viele Kongruenzen,

3. Der Zusammeﬁhang zwischen Klonkongruenzen auf T(A) und den
vollinvarianten Kongruenzen der freien Algebra abzé&hlbaren
Ranges aus V, N )

Bezeichne A = (A, W), W € P,r eine Algebra, Va die durch A er-
zeugte Varietdt und F(X) (:= (F(X),W)) die freie Algebra ab-
zédhlbaren Ranges aus VA‘ Fir F(X) benutzen wir folgendes Modell:
X = {xl.xz,...}.
FX) tm \J(F(x, veeewxy MFeTM(A), fx, vevuux, 1 € X

) n§1{ i, i, | { i, ln}

(F(X) besteht also aus allen Termen ilber dem Alphabet X und den
Funktionssymbolen aus T(A) = [wl), und far beliebiges whew und
beliebige fi(xil""'ximi) € F(X), i=1,...,n+1, gelte

s

fl(xll"';'xlml) = fg(x21'°';'x2m2)
5 $F (Byqreeesdy ) = Fo(Bpg1ees.d ;
14> Yoy eenityy €A HF(ayy im,) = fal@ 2m,)

w(fl(xll""’xlml)""'fn(xni""'xnmn))

(4)

= f (X 1000 s X . )
n+2'"n+1,1 n+1,mn*1

:&Vaii.....ami'mmle'A :vl(fl(a,_l.....almi).....f'n(am_....,a"m ))

a f (a veeerd ).
n+1'‘“n+1,1 n+1,mn+1

11



mit 854 = alk<=$x1J = Xy (/97).

Uns interessieren hier die vollinvarianten Kongruenzen von F(X)
(d. h, diejenigen Aquivalenzrelationen auf F(X), die nicht nur
mit den Operationen der Algebra F(X), sondern auch mit jedem
Endomorphismus von F(X) kompatibel sind), da der Verband die-
ser Kongruenzen antiisomorph zum Verband der Untervarieféten
von vA ist (/9/). Der nachfolgende Satz ist ein bekanntes Re-
sultat der.Kategorientheorie, der sich aus der Darstellung ei-
ner Varietédt durch die algebraische Theorie (einer besonderen
Kategorie) ergibt, Ausfiihrliche Informationen zu diesem kate-
gorientheoretischen Hintergrund findet man in /26/,

Satz 3.1 (/23/): Durch

(t(XgreeasX)iu(xg1000,%,)) € RS (t,u) eR

(5)
(t, ueT(A), n=1,2,...)

wird jeder bindren Relation % auf F(X) (€ Yé) eine Relation

X € A auf T(A) zugeordnet und umgekehrt. Eine bindre Relation
2 Uber F(X) ist genau dann eine vollinvariante Kongruenz von
E(X), wenn die Relation & Uber T(A) eine Arit&tskongruenz von
T(A) ist, d, h., der Vérband der vollinvarianten Kongruenzen
von F(X) ist isomorph zum Verband der Aritétskongruenzen von

T(A) bzw. -antiisomorph zum Untervarietitenverband von Vae

Beweis: Da zu T(A), falls fe€T(A), auch alle Funktionen gehdren,
die sich von f nur durch fiktive Stellen unterscheiden, ist je-
de binire Relation iuber F(X) wegen (4) durch die Tupel

(t(XgroeesXp)u(Xgrenanx,)) (t, ueT(M(a), n=1,2,...) voll-

sténdig charakterisiert, womit (5) eine Bijektion zwischen bi- .
nédren Relationen iUber F(X) und Aritétsrelationen Uber T(A) be-
schreibt,

Sei 2 € & eine Kongruenzrelation iber T(A) und % die nach

(5) definierte Relation Gber F(X). Wegen
(w(tl.....tr),w(ul,....ur)) €% fur (tjoug) e ®, i=1,2,,,.,r,
und beliebige weW ist ¥ mit den Operationen aus W kompatibel,
d, h"‘*F ist eine Kongruenzrelation von F(X)., Vollinvariant
wire ., wenn zusétzlich fir jeden Endomorphismus @ auf F(X)

12 '



aus (t(xl....,xn).u(xl;....xn))e ® stets
(P(t(Xgreea X)) P(U(Xg1000.X,))) € 2 folgte, Sei @ ein En-
domorphismus von F(X) mit ()D(xi) 'ti(xl""'xri)' i=1,2,...,

und (t(xl,...,xn).u(xl,....xn)) € ®g. Dann gilt
(@t(XgrainsX)) s PLUXgrena X)) = (E(P(Xg oeoyP(X ) u(P(Xq)

ceesP(xg))) = (t(tl(xl.....xrl).....tn(xl.....xrn)).
““1("1"""‘rl)“"'tn(xi"""‘rn))) € ®p,

weil (t(tj,eeent ) u(ty eee,t )) € aus (t,u) e folgt,

Daher ist & eine vollinvariante Kongruenz suf F(X), falls X

eine Kongruenz von T(A) ist,
Sei ¥ eine vollinvariante Kongruenz von F(X) und (f",gn),

(um,vm) € X. Wir haben (f % u, g x v) € 2 und («f,xg) e £ far
u.e{g,T,A} nachzuweisen, Offenbar 148t sich jede Abbildung
von X in F(X) zu einem Endomorphismus auf F(X) fortsetzen, Wir
bc_atrac‘hten hier die Endomorphismen @,....,@, mit

Py(x1) = %o Py(Xp) = Xguewer Pylxyq) = Xq0 @y(x) = x5,
Fa(x1) = Xg: PplXp) = Xg PalXz) = Xaeeees @alxy) = X,
P(x1) = P3(xp) = x40 Pz(X3) = Xzueeer P3lxg) = X4,
Pa(xq) = u(XgroeesXy)s Pg(Xp) = Xy qreees Pulxy) = Xp 0 g0
‘Da nach Voraussetzung (f(Xj.eee.Xp)i9(Xg0000.X)) € 2 gilt
und 2. vollinvariant ist, gehdrt fir i = 1,2,3,4 das Tupel
(@i (F(XgreensX) ) Pi(g(Xgreeeix)))
= (F(Pg(Xg) eee @y (X)) 00(Ps (Xg) vuee @y (X))
(F(XpreeeiXniXy)2Q(Xgreee X X)) fOr 1 = 1,
(F(XpiXg1Xgre0esX)00(Xp0 Xy 1 X50000.%,)) far i = 2,
= (f(*1'x1'x2""'xn-l)'g(xi‘xl'XZ";"*n-l)) for 1 =3,
(FQU(Xgreen X)X qreeesXn o q),
G(U(Kyre e +Xg) Hpagress gynog)) FOF 4 = 4

zu ¢ und demnach (8f, 8g), (TF,Tg), (Af,Ag), (fxu, gxu)
zu ¥, Da aeF’ auBerdem mit den Operationen aus W kompatibel ist,
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haben wir (wegen (u(xl,....x Yiv(XgreeasXg)) € )
(g(u(XqreeerXy), xm+1u...xm+n_1) g(V(Xg 000Xy )

m+1“""n+n-1)) € ZEF
und (wegen Transitivitét) auch
'(f(u(xl,...,xm),xm+1,...,xm+n_1).g(v(x1.....xm).

X ) e x>

m+1""'xm+n-1)
Somit gehdért (f s u, g % v) zu 2%, womit % eine Kongruenz von
T(A) ist, Die restlichen Aussagen sind offensichtlich bzw, er-
geben sich aus bekannten Sétzen der Universalen Algebra.
Analog zum obigen Beweis und unter Verwendung von Lemma 2,5 be-

Fe*

weist man

Satz 3,2: Sel F(n) die freie Algebra mit n Erzeugenden aus VA.'
Durch (f(XgiieesX,)10(XgreeesXp)) € Py &> (fi0) € p

(f, ge'T(n)(A)) wird jeder vollinvarianten Kongruenz von F(n)
~eindeutig eine n-Kongruenz von T(A) zugeordnet und umgekehrt, O

Aus den S&tzen 3.1, 3,2 und Abschnitt 2 lassen sich eine Reihe
von Folgerungen ziehen. Zunbchst eine Folgerung aus 2,4, die
ein bekanntes Resultat von D, “Scott aus /25/ enthilt:

Satz 3.3: Der Verband der Untervarietéten von V, hat fur jede
endliche Menge A stets nur endlich viele Atome Und Dualatome.rd

Man nennt eine Algebra A gleichungsmaximel, wenn V, minimal
ist, d. h. VA nur triviale Untervarietdten besitzt bzw, auf
F(X) nur die”All- und die Nullkongruenz vollinvariant sind.
Wegen 3,1 gilt

Satz 3.4: Eine Algebra A ist genau.dann gleichungsmaximal, wenn
QonaT(»_A_) = {®,, #,) ist,
Aus 3,2 und 2.6 folgt

Satz 3,5: Eine Algebra A mit |A| = k ist genau dann gleichungs-
maximal, wenn die freie Algebra F(k) € V, Mit k Erzeugenden nur
triviale vollinvariante Kongruenzen besitzt bzw, wenn

&ék). &gk) die einzigen k-Kongruenzen von T(A) sind. O

Mit Hilfe der von V, V, Gorlov angegebenen Methoden kann man
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daher entscheiden, ob eine endliche Algebra gleichungsmaximal
ist oder nicht.
Wegen 2,7 gilt der

Satz 3.6 (/20/): Die von der Murskij-Algebra ({0,1,2},m) er-
zeugte Varietédt hat unendlich’viele Untervarietéten, O

Da in /21/ als Verschdrfung von Satz 3,6 gezeigt werden konnte,
daB zu der von der Murskij-Algebra erzeugten Varietat sogar
Uberabzéhlbar viele Untervarietéten existieren, erhalten wir
nach /217

Satz 3.7: Auf dem Klon [{m}] (siehe 2,7) gibt es uberabzihlbar
viele Kongruenzen, O

Einige weitere Anwendungen'von Satz 3.1 enthalten die Beweise
des nachsten Abschnitts, :

4, Kongruenzen von T(A), die durch Kongruenzen auf A bestimmt
sind

offenbar definiert jede Kongruenz ¥ auf P(A) eine Kongruenzre-
lation 6y, auf A durch

(8,8') € B, : &> (cl,cl.) € % (6)

(a,a' € A).
Uns interessieren als néchstes diejenigen Kongruenzen von P(A)
bzw, T(A). die durch die Kongruenzen aus Con A bestimmt sind,
Sei @ € Con A, Die durch
(FM M exg &>

n=m /\(V(al.....an)é.An :(f(al.....an),g(al....fan)) € 9)
(f, g€T(A)) definierte Relation ist eine Aquivalenzrelation
auf T(A), von der sich leicht nachprifen 148t, daB sie.mit den
Operationen %, &, T, A kompatibel ist, Es gilt also

Lemma 4,1 (/24/): Die Relation ¥g ist fur beliebiges © € Con A
eine Kongruenz von T(A). OO ,

Mit Hilfe der Relationen % und qx wollan wir abschlieBend drei
Sédtze beweisen,
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Eine unmittelbare Folgerung aus Lemma 4.1 ist

Satz 4,2: Die Algebra A ist einfach, wenn P(A) nur triviale
Kongruenzen besitzt, O

Die Bedingung aus Satz 4,2 ist nicht hinreichend fir

_lcon P(A)| € 3, So ist z. B, die Algebra L := ({0,1},+,0,1),
wobei + die Addition mod 2 bezeichnet, einfach, aber T(L) = P(L)
hat nach /3/ eine nichttriviale Kongruenz

%, = {(f.g) ¢ P(L)%|Jec{0,1}: f = a + o}

Satz 4.3 (/2/): Sei A eine einfache Algebra und seien O und 1
zwei verschiedene Elemente aus A, Gibt es in P(A) eine zwei-
stellige Funktion pmit ?(O,X) = 0 und §(1,x) = x fur alle
x€A, so gilt Con P(A) = {¥,, 2,. ¥,}.

Beweis: Angenommen, auf P(A) existiert eine nichttriviale Kon-
gruenz ¥, d. h,, nach 2,1, es gilt <, FX$ #,. Dann findet man

in P(A) zwel ®2-kongruente Funktionen £", gn mit f # g, Folglich
gibt es gewisse a;.....a, €A, fir die a := f(a5,....8,)

# g(al....,an) =: a' ist, woraus sich (ca..ca)eii ergibt, Wegen

a ¥ a' ist die durch (6) definierte Kongruenz 6y von der Null-
kongruenz verschieden., Da A einfach ist, kann 84 also nur die

Allkongruenz sein, Sé&mtliche Konstanten aus P(l)(é) sind damit
untereinander ®-kongruent, Speziell haben wir (cé.ci)eux und

folglich (A (px cé),A((Px ci)) = (cé,ei) € X2, Hieraus erh&lt

man (cé » f, ei n f) = (cg,f)e.x far eine beliebige Funktion

N e P(A). Also gilt ¥ = 2., im Widerspruch zur Annahme, O

Satz 4.4.: Sei A = (A,W) eine Algebra und eine dreistellige
Funktion d mit d(x,x,y) = d(x,y,x) = d(y,x,x) = x Element von
P(A). Dann hat P(A) auBer &, nur Kongruenzen der Form xb,

© &€ Con A,

Beweis: ﬁ’ = (A.w*) bezeichne die Algebra, die aus A durch Hin-
zunahme aller Elemente von A als konstante Operationen zu den
Operationen von W entsteht, Offenbar ist T(é+) = P(A). Hieraus

folgt nach einem Lemma von B, Jonsson (/10/) for die von A' er-
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zeugte Varietét V,+ = IP_HS A*. Da A* keine echten Teilalgebren

A
hat, gilt V,+ = IP_H A+. Die subdirekt irreduziblen Algebren
von V,+ stimmen also mit den homomorphen Bildern von A+ uberein,

Nach G. Birkhoff (vgl., /9/) erhélt man alle Untervarietédten von
Va+: indem man alle Teilmengen der Menge der subdirekt irredu-

ziblen Algebren von Vot bildet, Dabei gilt fir zwei derartige

Tailmengen B, & mit WL € 8 stets IP UK € IP T , d. h. Vi € Ve
fur die von W{ und M bestimmten Untervarietédten von VA+_ Weiter
ist Id %th Id VM fur die diese Untervarietédten charakterisie-

renden Identitdtenmengen., Zusammenfassend folgt aus den obigen

Bemerkungen, daB der Verband der Untervarietdten von V,+ anti-

A

isomorph zu Con A+, dem Kongruenzenverband von é+, ist, Da an-

dererseits der Verband der Untervarietédten von Vat antiisomorph

zu Con F (X), dem Verband der vollinvarianten Kongruenzen
inv VA+

der freien Algebra Fv +(x) abzahlbaren Ranges aus Vp+, ist,

A

gilt Con é+ = Con, - Fy +(X). Nach Satz 3,1 ist jeder Aritéts-
A

kongruenz von P(A) (= T(é+)) durch (5) eine vollinvariante Kon-
gruenz ¥. von Fv *(X) eineindeutig zugeordnet. Der Kongruenz Xp
A

wiederum laBt sich wegen Con éf = C°"1nvFvA+(x) umkehrbar ein-

deutig eine Kongruenz 6 auf éf zuordnen durch
(t(agieeesag) u(agieeesd,)) €0 ES(T(Xgs0earXy)si(XgseeerX )) € 2

(81100008 €A™ £, ueP(A"): n=1,2,...).
Also gilt unter Verwendung von (5):
n
(t"uM e®e> (t(ag,enain,) . (U(agieen0a,)) € 6,
(84.00008,€A"; ¢, ueP(A"): n=1,2,...).

Die Kongruenz & ist damit von der Form 2., O
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Rostock, Math, Kolloq, 29, 21 - 24 (1986) 05A10
Roger Labahn

On an interesting property of binomial coefficients

In this paper we deal with the function
k-1

f(nk) 1= (1) = 2 (D).
i

=0

defined for natural numbers n > k > 1, We are interested in its
row- or column-zeros, i,e, in those values of n and k, for
which f(n,k) and f(n,k-1) or f(n+l,k), respectively, have dif-
ferent signs,

The main result has an "geometrical" interpreta®on in Pascal’s
triangle: Let "+" if f(n,k)> 0 and "-"’otherwise be substituted

n w_w

for every (E). Then the "+" -domain and the "-" ~domain are

connected and convex regions, Here convex as usual meens convex
in every row n=const, and every column k=const., Hence the sign

of f(n,k) looks like that of a monotonous function, but f(n,k)
¢

is not monotonous,
Table 1 shows the first part of "Pascal's triangle " with f(n,k)
instead of (2).
The following theorem contains the exact result and bounds for
the zeros,
Theorem:
a) For every k > 1 there exists a number C(k) such that
f(n,k) € o0& n £ C(k),
It holds k € C(k) £ 3k-2,
b) For every n > 2 there exists a number R(n) such that
f(n,k) € 0&>k 2 R(n),
It holds [(n+1)/3]<R(n) € n,

Obviously C(k) and R(n) are unique, if they exist,
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Proof of the Theorem

Tab, 1 f(n,k) for1 €k €6, 1én415

n\‘\ 1 2 3 4 5 6
.1 [o]

2 1 -2

3 2 -6

4 3 1 -7 -14

5 4 4 -6 -21 =30

6 ‘s 8 -27 -51 -62
7 6 13 6 -29 -78 -113

8 ¥ 19 19 -23 -107 -101
9 8 26 38 =4 -130 -298
10 9 34 64 34 -134 -428
11 10 43 98 98 -100 -562
12 11 53 141 196 2] -662
13 12 64 194 337 194 -664
14 13 76 258 531 531
15 14 89 334 689 1062 - 61

Applying the usual rules for binomial coefficients we get for
arbitrary natural n 2 k 2 1:

f(n,k) - f(n,k+1) = mﬂ-?l?n—_m- (3k+2-n).

Hence it holds
f(n,k) - f(n,k+1)
f(n,k) - f(n,k+1)

Assume now f(3k-1,k)
a number 1 with 1 €
That means f(3k=1,1)

f(3k-1,k) >0,

On the other hand ‘it holds f(k,k) = 2 - 2

>
<

£
1

O<>n € 3k+1,

O<=>n 2 3k+3,

(1)

O, By f(3k-1,1) = 3k-250 there exists

é k-1, f(3k-1,1)>0,

f(3k-1,1+1) £ 0O,

f(3k-1,1+41) > 0 and because of (1) it
follows the contradiction 3k-1 € 31+1 ¢ 3k-2, Hence we have

€ 0, Therefore at

least one number p exists, such that k € p § 3k-2, f(p,k) € O,
f(p+1,k) >0, Let C(k) be the smallest of .all those p's, i,e,
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f(n,k) £ 0 for all n £ C(k),
but f(C(k)+1,k)> 0,
Now let k be fixed arbitrarily and assume that there is a num-
ber g > C(k) with f(q,k) € O, Then there also is an r with
C(k) < r <q, f(r,k) >0, f(r+1,k) € O, That means
f(r+1,k) - f(r,k) < 0 and by the application of the usual cal-
‘culating rules we get f(r,k-1) < 0 and thus f(r,k-1)~ f(r,k)<O.
Because of (1) it follows r = 3k, )
By f(r,1) = r-1 2 0 there is a number m with 1 € m £ k-2 and
f(r,m) 2 0, f(r,m+l) < 0, This yields f(r,m) - f(r,m+1) > O and,
again with (1) r € 3m+l £ 3k-5 in contradiction to the above
inequality r * 3k, )
Therefore it holds f(q,k) > O for every q > C(k) and so C(k)
hag the asserted property,
We use this result to prove b) similarly,
Because of n = 3((n+1)/3) -~ 1 2 3 .| (n+1)/3|-1>3|(n+1)/3]-2
2 C(L(n+1)/3)]) it follows f(n,|l(n+1)/3]) >0, We already men-

tioned f(n,n) = 2-2" ¢ G, Thus R(n) can be defined as the smal-
lest number 1 with |(n+1)/3]<1 € n, f(n,1-1) > 0, f(n,l) £ O,
i.e.

f(n,k) > 0 for all k < R(n),
but f(n,R(n)) £ O.
Now let n be fixed arbitrarily and assume that there is a num-
ber m > R(n) with f(n,m) > O, Then we find a j with
R(n) <jé$m, f(n,j-1) <0, f(n,j)> 0, That means
f(n,j-1) - f(n,j) < 0 and’because of (1) n 2 3j, But contra-
dicting this we have .
33.2 3(R(n)+1) > 3(L(n+1)/3jﬁ1) 2 3((n+1)/3) = n+i, Hence it
holds f(n,k) € 0 for all k 2 R(n).

!

g.e.d.

Obviously C(k) and R(n) are not independent each from the
other, It is easy to see that

R(n) £ k A R(n+1) 2 k+1l =>»C(k) = n,

C(k) € n A C(k+l) * nel =S R(n+l) = ked,

/
By these rules one function can be computed for special argu-
ments if enough exact values of the other are known, It is more
effective to start with C(k),
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I found

3k-2 for k =1,
C(k) = {3k~3 for 2 £ k £ 5,
3k=4 for 6 < k € 46,

but I do not know, whether this piecewise linear behaviour of
Cc(k) continues and where the discontinuities are., It is also an
open problem to find the exact coefficient c, for which C(k)~ck
holds. By the unimodelity of binomial coefficients and the
above results we only have 2 £ ¢ ¢ 3,

An application of the results of this paper can be found in /1/
and /2/,
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Rostock, Math, Kolloq, 29, 25 - 28 (1986) 06005
20M14
Lothar Berg

Berichtigung der Arbeit "Distributive Verbénde als relativ in-
vertierbare Halbgruppen”

In der Arbeit /1/ wurde eine relativ invertierbare Halbgruppe
konstruiert und behauptet, daB‘Qie ein Beispiel zum Satz 3 der
erwdhnten Arbeit sei, \iie Frau I, Jagnow /2/ festgestellt hat,
ist dies aber nicht der Fall, Im folgenden ‘sollen daher der er-
wadhnte Satz Ubersichflicher formuliert und das Beispiel rich-
tiggestellt werden, Zu diesem Zweck bendtigen wir. die

Definition: Es seien n,k zwei natirliche Zahlen mit k £ n+1,
Wir teilen die Menge der ganzen Zahlen in n+1 Aquivalenzklassen

E 1ees.E
o n
die Zahl m enthdlt sowie alle Zahlen i der Form i = m+ kl mit

ein, wobei jede der Klassen E  bei festem me{o,...,n}

ganzzahligem 1, sofern zusdtzlich eine der folgenden beiden Be-
dingungen erfillt ist:

Entweder m > n-k und 1 > O

oder m < k und 1 < O,

Gehoren zwei Zahlen i,j derselben Aquivalenzklasse an, so nen-
nen wir sie zueinander kongruent und schreiben

iz 3 mod k. (1)
Die Zahlen 0,1,...,n nennen wir die Représentanten der zugeh6-
rigen Restklassen,

Im Fall 2k € n bestehen die Aquivalenzklassen E_ mit k<€ m<€ n-k
nur aus der einzigen Zahl m, und im Fall 2k £ n+l1l kann keine
Zahl i > n-k zu einer Zahl j < k kongruent sein, Im Fall

2k 2 n+2 sind die Aquivalenzklassen E, mit n-k+l1 € m € k-1 die
Ublichen Kongruenzklassen mod k, so daB (1) im Fall k.= n+l die
iibliche Kongruenz mod k ist,

FUr Reprasentanten lassen sich eine assoziative Addition und
eine Subtraktion erkléren, indem im Ring der ganzen Zahlen ge-
rechnet wird und die Ergebnisse gem&dB (1) durch ihre Représen-
tanten ‘ersetzt werden, Beziglich der Addition entsteht dabei
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nach E. S. Ljapin /3/ eine zyklische Halbgruppe mit Vorperiode,
Beispielsweise erhalten wir im Fall n = 4 mit k = 2 bzw, k = 3
die Kongruenzen modk !

k=2: 4= 63 8= 10 = ,., k=3: 4 ® 510 5 13 = .,
3s 58 78 98,,, 3= 5= 98 12%E,,,
18-15-3=-51,, 1e-23-5=-88,,,
05 -2 5 -45-68,,, 0= -3E 68 -9 & ,,.,

wobei 2 im ersten Fall zu keiner anderen Zahl kongruent ist,
dagegen im zweiten zu jeder ganzen Zahl x mit x 8 2 mod 3, und
die zugehdrigen Verknipfungstabellen lauten

k =2 k=3
+|0 1234 -|0 1234 fJO 1234 -|0 1234
o|j012 34 0o|lo1010 0j01234 ojlo2102
111 2 34 3 1j11 0101 112342 1110210
2|12 34 3 4 221010 223423 2121021
3134343 3132101 334234 3132102
44 3 4 3 4 44 3210 42342 44 3210,

Um jetzt den efwahnten Satz aufzustellen, betrachten wir 1 ab-
strakte Basiselemente 81100008y sowie ihre Linearkombinationen
/ “

8 = 0,8y + o00 + 08y, b = 81a1 + eee + Blal (2)

mit ganzzahligen Koeffizienten, Zu jedem Basiselement a,

m=1,,,.,1, wahlen wir natiGrliche Zahlen Ny km mit km ‘nm +1

und rechnen mit den jeweiligen Koeffizienten mod km.'In der

m
Menge der Elemente (2) sei eine mit der Addition vertrégliche
Halbordnung erklarbar mit der Eigenschaft:

1°.vFﬁr die Elemente (2) mit Koeffizienten aus den zugehdrigen
Reprisentantensystemen ist genau denn a € b, wenn fir m=1,....,1
stets B - @, durch k, teilbar ist und wenn

b= (ayvBi)ay + ... + (apvB )a, (3
gilt mit «vB = Max (a,B),

Die Halbordnung impliziert eine mdglicherweise nichttriviale
Gleichheitsrelation, Aus der Eigenschaft 1° ergibt sich fur je-
des Element b die Existenz einer Maximaldarstellung

b = 3;81 e BIal im Sinne von 1° aus /1/,
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Satz: Neben der Eigenschaft 1% sei far m = 1,,.,,1 noch folgen-
de Voraussetzung erfillt:

2°, Fir die Summe der Elemente (2) gilt, falls a + B; far
Zahlen und Reprédsentanten denselben Wert hat, (um+8m)+-<z; +B;.

Dann bilden die Elemente (2) eine relativ invertierbare Halb-"
gruppe.

Der Beweis dieses Satzes ergibt sich unmittelbar durch Zurick-
fuhrung auf Satz 3 von /1/, zumal die Voraussetzungen 2° in
beiden Sétzen inhaltlich die gleichen sind und aus 1° auch die
Eigenschaft 3% von /1/ folgt: Es ist stets

kpp * O, (4)

wéhrend die Elemente Pa, fur p = 1....,k =1 nicht mit dem Null-
element vergleichbar sind.

Bei dem Beispiel aus /i/ mit den Maximaldarstellungen
ay =85, 83 ='2a,, b =28 +2a, + 28
gilt a, + a; = b, so daB die Voraussetzung 2° verletzt ist,
Schrénken wir jedoch dieses Beispiel auf die ersten beiden Kom- .
ponenten ein, wobei ag als Basiselement wegf&llt, so haben wir
neben den unzerlegbaren Basisglementen a,, a, die Darstellungen

oy = Wy ¥ Ay = 8y By = 0 BN

m o=a, +a,+ 234 = a, + 2a4. b = a; + 284.

m' = ai +a, + 8, = ay + a4, b* = 8, + a,,
wobei jeweils die ersten die Maximaldarstellungén sind, In die-
sem Fall sind alle vorhergehenden Voraussetzungen erfiillt,

Weiterhin wird im Fall 1 = 1 durch (4) stets eine relativ in-
vertierbare Halbgruppe erzeugt, bei der die Darstellungen (2)
mit Koeffizienten aus dem Représentantensystem eindeutig be-
stimmt und demit automatisch Maximaldarstellungen ‘'sind,
Entsprechendeé ist auch bei beliebigem 1 der Fall, wenn auBer
den durch (4) erzeu§ffen Halbordnungen keine weiteren Ordnungs-
relationen und damit auch keine nichttrivialen Gleichheitsrela-
tionen auftreten. Als Beispiel betrachten wir den Fall 1 = 2
mit ny = 4, kg = 2 und n, = k, = 3, d. h,, wenn wir zur Verein-

fachung a, = a und a, = b setzen,
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a<3a=5=7a=,.., 0O<4a=6a=8a=,,..,
b=4b=7b=,.,, 2b=5b=8b=.,,,, 0<3b=6b=9b=,,, .

Die Ordnungsrelationen fiir die 5.4 = 20 Elemente xa + Bb sind
aus dem abschlieBend angegebenen Graphen zu entnehmen, Man kann
versuchen, andere Elemente als Basiselemente auszuwidhlen und
deren Vielfache zu benutzen, etwa

c= a+ b, 6¢c = 4a+3b, d = a+2b, 6d = 6¢c, e = a+3b,
2c = 2a+2b, 7¢ = 3a+ b, 2d = 2a+ b, 7d = 5¢c, 2e = 2a+3b,
3c = 3a+3b, 8c = 4a+2b, 3d = 3¢, 8d = 4c, 3e = 3c,
Ac = 4a+ b, 4d = 8c., 4e = 4c,

5¢c = 3a+2b, 9¢c = 3c., 5d = 7c, - 9d = 3d, 5e = 3e,

wobei 6¢c = 6d und 2e die positiven Elemente sind, Die alten Ba-
siselemente a,b werden dann aber trotzdem bendtigt.

4a+3b 4a+2b
4a 2a+3b 3a+b
2a+2b
2a 3b
° a+b 2b
3a+3b 4axb
3a+2b
2 a+3b 2a+b
@ b a+2b
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Einige Beispiele fiar rcc-symmetric chain Ordnungen

Im vorliegenden Artikel werden spezielle Kettenzerlegungen der
Verallgemeinerung E: des Booleschen Verbandes angegeben, wobei
E: s {§.=(ai,...,an)[0 fa, ¢ k-13 ist und (a8;,....8,)€(bs,...bp)
genau dann gilt, wenn a; € b, for alle 1 = 1,2,,.,,n ist, Diese
Zerlegungen konnen bei der Erkennung monotoner Funktionen An-
wendung finden, Hierbei geht es um folgendes Problem., Gegeben
seien zwei partielle Ordnungen P und Q. Aus irgendeinem Zusam-~
menhang sei bekannt, daB eine Funktion f von P in Q monoton ist
(x g y impliziert f(x) f(y). Die Funktionswerte von f seien
jedoch unbekannt, und es sei aufwendig, diese zu berechnen,
Deshalb werden Algorithmen gesucht, bei denen in mégliéhst we-~
nig Schritten die Funktionswerte bestimmter Elemente von P be-
rechnet werden und die Funktionswerte der restlichen Elemente
von P aus der Monotonieeigenschaft gefolgert werden kdénnen., In
/1/ sch@tzte Korobkov die notwendige Schrittzahl solcher Algo-
rithmen fGr den Booleschen Verband ab., Im AnschluB ermittelte
Hansel in /2/ den -exakten Wert fiar die minimale Schrittzahl, In
/3/ ist ein "bester” Algorithmus beschrieben, wenn P eine rcc-
symmetric chain Ordnung ist,

Jedem Element a = (31""'°n) des E: ordnen wir den Wert

r(a) = ay+... +a  zu und bezeichnen diesen als Rang von a.

n
Eina symmetrische Kette ist eine geordnete Mengé (go.....gl)

von paarweise vergleichbaren Elementen des E:, so daB
r(gi+1) = r(gi) +1, 1=0,,,,,1-1, und r(g°)+ r(gl)- (k-1)n ist,

Dabei heiBt 1 die Linge der Kette. Der E: ist nun eine rcc-sym-
metric chain Ordnung genau dann, wenn er sich so in symmetri-

sche Ketten zerlegan 188t, daB folgende Komplementbedingung er=-
follt ist: FGr beliebige Elemente

n
85:000.87 des E , die in

einer Kette der Lidnge 1 2 3 der Zerlegung aufeinanderfolgen,
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gibt es ein Element b des E:, welches in einer Kette der Linge
kl?iner 1 der Zerlegung enthalten ist, so daB a < b <a, oder
8;<b<ay gilt,

Aus /3/ ist bereits bekannt, daB das kartesiche Produkt P x Q
zweier rcc-symmetric chain Ordnungen wiederum eine rcc-symme-

tric chain Ordnung ist, Offenbar gilt E: = Ez Xaoe in. Eben-

falls wurde in /3/ bewiespn, daB Eﬁ und damit auch Ef" eine
rcc-symmetric chain Ordnung ist, In derselben Arbeit wurde das
Problem gestellt: Ist Ez auch eine rcc~symmetric chain Ordnung?
Man beachte, daB im Faelle einer positiven Antwort auch E: far
n>1und k a 1 eine rcc-symmetric chain Ordnung ist, Durch ta-
bellarische Angabe von entsprechenden Kettenzerlegungen beant~
worten wir die gestellte Frage fir den Ei und Eg positiv (die
Fédlle k =1,2,3 sind triviel), Weiterhin ungeldst bleibt das
Problem fdar k >5. In den beiden Tabellen sind unter den Elemen-
ten der jeweiligen Ketten noch die entsprechenden Komplemente
in Klammern aufgefdhrt,

3
E, ¢
4
Kette Rang 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
K 1 310 320
K 2 013 113
K 3 300 301 311 312
) (310)
K 4 120 220 230 330
. . (320)
K 5 012 022 023 033
(013)
K 6 B 003 103 203 213
(113)
K 7 101 201 202 302 303. 313
¢ (301)(203)
K 8 020 030 130 131 231 232
. (120) (230)
K 9 011 021 031 032 132 133
(022) (033)
K 10 100 200 210 211 221 321 331 332
(201) (311)(231)
K 11 , 001 002 102 112 212 ‘222 322 323
(012)(202) (312) )
K 12 000 010 110 111 121 122 123 223 233 333
g (011) (112) (222) (323)
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10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

‘420

131 231 331
104204 304
023 024 034

400 410 411 421 431
(420)
220 320 330 430 440
(420)
211 221 222 232 332
(231)
103 203 213 214 314
. (204)
022 032 033 043 044
(023)  (034)
201 202 302 303 403 404 414
(203) (304)
120 130 230 240 340 341 441
(220) (330) (440)
021 031 041 042 142 143 243
(032) . (043)
' 003 004 014 114 124 224 324
(104) (214)
110 210 310 311 321 322 422 432 442
‘ (211)(320)  (421)(332)
020 030 040 140 141 241 242 342 343°
(130) (240) (341)
002 012 013 113 123 223 233 234 334
(003)  (023)213) (224)
100 200 300 301 401 402 412 413 423 424 434
(201) (302) (403) (414)

010 011 111 121 122 132 133 134 144 244 344
'UUT(021) (131)(123) . (143)(234)

000 001 101 102 112 212 312 313 323 333 433 443 444

(002)  (202) (213)(322)  (423)343)
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A special realisation of set-operations

1, Introduction

Programs for computers should work fast and use only few sto-~
rage, Often these two properties contradict each other, for in-
stance if one uses sets, In general, operations on this type of
data-structures are very fast, but a set-variable takes a lot
of storage. An exbedient is to store the characteristical vec-
tor of a set bit-wise, If the used programming language allows
a bit~wise processing, logical operations can be used effecti-
vely to carry out the original set-operations, But many of the
higher programming languages donot allow this and (2-Byte) in-
tegers are the smallest units, which can be used, So there is
the corresponding integer available instead of the characte-
ristical vector and the question arises, how to carry out the
usual set-operations on these integer codes with arithmetical
operations only, Obviously it will be very ineffective to
translate them back into sets, to execute the standard opera-
tion and to code the result,

In this paper we propose a way using a modification of Euclid's
algorithm to compute the code of the intersection of two sets
giving in their integer code only, On this base other opera-
tions can be executed easily, PASCAL-Procedures of our algo-
rithms are given, and in the last section we analyse some tests
concerning the length of them,

This method can be applied, if one has to work with many set-
type variables on a (preferably small) finite base set, Graphs
and other incidence structures are important examples for this
situation, We used the method for the storage and the proces-
sing of special graphs in an algorithm, testing whether a given
attributed grammar is free of cycles,
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2, Operations on sets

For a fixed k we consider sets with elementsilying in a k-ele-
ment base set Ny o For sake of simplicity we choose

N = {0,....k-1}. Let P(Nk) denote the power-set of Ny and

let Bk = {O,...,Zk—li. As described in the introduction we use
the code

x(M) = > _ 2t

ieM
instead of the set Me.P(Nk). Obviously this mapping x is bi-

1

jective and we denote its inverse mapping x~" with

m: Bk—-> P(Nk).
Furthermore, let pi_ba the i-th prime-number in their ﬁaturar
order, i,e, Py = 2, Pp= 3, oo, and let be defined:

k a
i,
Ty i= {ﬂ; Py ot aie{o,l}}.

Then it is a well-known fact that (P(N.),€) and (T,./)

- ordered by inclusion and divisibility, respectively - are
isomorphic lattices, namely both are isomorphic to the Boolean
lattice E,. The concatenation of m and this bijection is

q: B, =T, defined by

, y

k=1 k=1
i q 8
X = é:o 312 ——5 q(x) = 1l.l° Pis1 S.aie {0,1}).

The following theorem shows, how all usual set-operations can
be carried out using simple arithmetic'operations on Bk. pro=-
vided that the intersection of two sets is given, But this is
done in T where it appears as the determination of the
Greatest Common Divisor (G,C,D,).
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Theorem 1: Let a,beB, (a2b) be given arbitrarily, Then it
holds:

(1) d := x(m(a) nm(b)) = (q(a):q(b)), where (r;s) denotes
the G,C,D, of the integers r and s,

(2) x(m(a) um(b)) = a-d+b,

(3) x(m(a) \ m(b)) = a-d,

(4) x(m(a)am(b)) = a-d+b-d;
~ (5) x(Cm(a)) = 2"~1-a, where C denotes the complement in Ni s
(6.1) m(b) € m(a)e=>b=d, ' :
(6.2) m(b) € m(a) &> q(b)|q(a).

Proof: (5) and (6,1) are obvious, (6.2) is the 1somdrphism
mentioned above and (1) is a direct consequence from this and
the definition of the G,C,D,

For X,y €B m(x)nm(y) = @ implies m(x)vm(y) = m(x+y), (7)
We have m(a)\m(b) = C((Cm(a))um(d)). Because of (5), (7) and
(Cm(a))nm(d) = @.it follows '

m(a)\m(b) = C(m(2X-1-a+d)) = m(a-d), i.e. (3) holds,

Applying (3) with d instead of b one .gets (4):

m(a)Am(b) = (m(a)\m(d)) v (m(b)\m(d)) = m(a~-d+b-d),

Similarly (2) is proved with the help of (3) and (7):

m(a) um(b) = (m(a)\m(d))um(b) = m(a=d+b), q.e.d,

Analogously other operations can be executed,

3, Computation of the intersection

To apply Theorem 1 we have to give an effective algorithm for
the computation of the code of the intersection, Using (1) we
can do it by determining the G,C.D. in Tge In this part a ver=-
sion of Euclid's algorithm and estimations of its length are
presented, ‘ ' :

Let r and s be natural numbers with r ® s>0 ‘and let x mod y

denote the rest x-y otél(y #0), We construct the sequence
t1 = r, t2 i= S
4 = min {ti_zmod tyoqi ty_g-(ty 5 mod ;1-2} ~(8)
for i = 3,.,,

t

until t, = 0 occurs, .
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Theorem 2: The sequence {t;} is finite, i,e. there is a number
j 2 2 with tJ = 0, and it holds tj-l = (r;s).

Proof: An obvious property of the mod-operation is
o € ti o mod tig < ti_qe

Because of (ti_2 mod ti_l) + (ti_l-(ti_2 mod ti-l)) =ty 4 it
follows from (8):

i ;
0t €xt, 4<ty 4 fori=3, ... (9)

Hence {ti} is strict decreasing and positive, i,e, finite,
Because of the definition of {ti} in (8) a O must occur at the
end, Let j be the index with tj = 0,

t
with vy = L?EZEJ (8) implies for i = 3, 4, ,ee, J
i-1 .

t, € {ti-z - vty g0 (vy 1)t 4 - ‘1-2} and

t1-25{ti +ovate g0 (v ety g - ti}.
Therefore every divisor of ti o and t, 4 divides t; and every
divisor of ty and ti-l divides ty_oe So we have (r:S)ltJ;1

and tj_ll(r:S). : g.e.d,

The length L of this algorithm should be j-2, the number of the
ty which we have to determine, We will give en estimation for L
now, ' o

From (8) t; 5 = z t; mod t, , follows and because of (9)

t, 5 * min {2t1_1+ti; 3ti-1'ti} holds, But it is by (9)

- = i Y
3ti-1 ti 2t1_1+ti+(ti_1 2ti) > 2ti_1+ti, i,e, t §2ti_1+ti,

Let {F1}1=1'2".. be defined by

i-2

Fy =0, F, =1,

1
Flep = 2Fg,q + Fp for 1=1,2, ,,, .
{Fl} is similar to Fibonacci's sequence and has the explicit
representation

Fi= 2 V2 (1+VD 2 vy (1a1,2,..0).

Because of tj—l = (r:s), tj = 0 and the above formulas we can
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t,
conclude that {Fl}lal,...,j-l doesn't exceed {T?%§7}1=j"'_'2 .
ty
This implies ey 2 Fj+1-i and

r * s=t, 2 (ris) F (10)

j-1

and so we get an a-priori-estimation of L = j-2 since (r;s) 21:
L € max {h $ P £ s}.

Now we restrict to the special case we are interested in, Let

L(k) be the maximal length of a sequence (8) for some r,s €Te

Then it holds

k
___z"s £ rs__ ¢
(r:s) (ris) ;Q; P =t Py o

A

Because of r ® s this means TF$§T £ VPk and with (10) we have
Fl(ky+s1 = VP » ; (11)

One can sharpen this estimation’ using the greatest'number
s €T, with s €1/, but the effort is very sma}l.

Using the explicit formula of Fy we find

L(k) éé log(i_._ﬁ)(SPk)‘.sLO.SG? ln P, + 1.18_}.

By the same method we get |1,039 ln Pk~+1,672j as an upper
bound for the number of steps of the original algorithm of
Euclid,

4, PASCAL-procedures

The following procedures realize the proposed algorithm, BIJ (1)
generates the vector Q, which is the representation of the bi-
jection g (comp, 2,), After that GCD computes the G,C.D, using
(8), The variables K,P,Q have to be declared before:

VAR K: INTEGER; ¢¢ cardinality of the base set Ny *)

P: ARRAY [1,,K] OF INTEGER; (¥ vector of the K first

prime-numbers *)
Q: ARRAY [g,. MAX] OF INTEGER; (% representation of q,
Q1] = q(i) *)

(It is MAX = 2%-1, P[1] = p; = 2, P[2] = p, = 3, ... o)
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PROCEDURE BIJ (L: INTEGER):
(¥ generates the bijection q x)
VAR S,T: ARRAY [@..K] OF INTEGER;
I: INTEGER; .
.BEGIN S[@] :=@; TI@g] := 1;
FOR I:= @ TO 1 DO
BEGIN S([Ll:= 2%S[L-1] + I;
IF I=1
THEN T[L]:= T[L-1] % P[K+1-L]
ELSE TQLI:= T[L-1]:
IF L=K
THEN Q[s[t]] := T[]
ELSE BIJ(L+1)
END '
END;

FUNCTION GCD (A,B: INTEGER) : INTEGER;
(% computes the G.C,D, %)
VAR Al1,B1,C: INTEGER:;
BEGIN Al:= Q[Al; Bil:= Q[B]; (% translation into Tk *)
C:= Al MOD B1; ' "
WHILE C>¢ DO : (¥ algorithms (8) x)
' BEGIN IF B1-C<C THEN C:= Bi-C;
‘Ale¢m B1;°Bi:= C; C:= Al MOD B1
END; .
C:=; (¥ determination of the origin of Bl *f
WHILE QICI<>B1 DO C:=C+1;
GCD:= C
END;

5, Remarks on the application

k
The number q(zk-l) =P = ]) P, is the greatest integer used
- i=1

in our algorithm, Since already Pio > 232 we restrict the
analysis to k € 9, (The estimations of Section 3 can be used to
make it more general,) '
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For k € 9 we were able to determine the maximum length of the
algorithm (8). Table 1 compares it with the estimation (11),

Tab, 1 k 12 3 4 5 6 7 8 9

One can expect that the method is faster in most of the cases,
Table 2 shows the relative frequencies (in %, rounded) of se-
veral values of L and the expectation T(k), For k = 2,3,.,.., 7
we computed the exact values, for k = 8, 9 we analysed @ random
test of 10000 and 5000 examples, respectively,

Tab, 2 k ' L T(k)
1 2 3 4 5 6 7 8 9
2 S0 10 1,10
3 75 25 1.25
4 60 34 6 - 1,46
5 46 37 16 1 1,73
6 3 35 25 4 "1 2,00
7 26 32 3009 3 0 O 2,31
8 19 26 33 14 6 2 0 O 2,67
9 15 21 32 17 10 4 1 0O O 2,82

The proposed method can also be used if k>9, For a set M € N,
we divide the original characteristical vector having more than
9 coemponents in 1 blocks having less than 9 components and car-
ry out the algorithm on every block, This blocking can be done
on the corresponding code x(M) in B, for instance with the
help of the operations MOD and DIV of PASCAL, If every block
M1, Mz,‘... contains t components, we determine their codes by

x(My) = x(M) MoD 2%,
x(My) = (x(M) pIv 2%) mop 2°,
x(Mz) = (x(M) pIv 2°%) mop 2t

and so on,
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It also can be effective to use blocks if k £ 9, The block-size
k' depends on the special value of k and on the available sto-
rage, because a bigger k' demands a longer vector Q. On the
other hand a smaller k' demands more multiplicative operations
as shown in Téble 3 for k = 8,

Tab, 3 1 k* number of multiplicative operations
maximal expectation (rounded)
8 1 28 28
4 2 20 17
2 4 10
1 8 8 3

In general we need for 1 blocks of k' components no more than
4(1-1) + 1 «L(k'), on average only 4(1-1) + 1. T(k') multipli-
cative operations, The case k'=1 is the simple method mentio-
ned in the introduction: translating back into sets, use stan-
dard set-operations, code the result, It needs 4(lk'-1) mul-
tiplicative operations, But from Table 1 we have L(k') € k',
i,e, 4(1l=1)+lel(k') €41-4+1k' = 1(k'+4)-4<4lk'-4 if k' 2 2,
Hence this simple method is indeed ineffective compared with
our algorithm,
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MaB und Integral auf einheitlicher algebraischer Grundlage

Einleitung

Wie in /11/ ist der Ausgangspunkt eine spazielle halbgeordnete
Struktur, die hier als Raum bezeichnet wird. Auf ihrer Grundla-
ge képnen Probleme, Definitionen, S&tze und Fortsetzungsprinzi-
pien, die in der gewsdhnlichen MaBtheorie, in der Theorie der
SpektralmaBe und.Booleschen MaBe (B. Homomorphismen), in der
gewohnlichen Integrationstheorie, in der Theorie der Spektral-
integrale und bez, Rieszscher Homomorphismen eine Rolle spie-
len, vereinheitlicht warden, Im Vergleich zu /13/ werden stér-
kere algebraisché Voraussetzungen bez, der Ausgangsstruktur ge-
macht, die eine unmittelbare Auslegung bez, der in der MaB- und -
Integrationstheorie wesentlichen Strukturen und “Funktionale"”
gestatten, Die diesbezliglich groBte Ahnlichkeit hinsichtlich
dar algebraischen Vereinheitlichung besteht zu der Arbeit /5/
von S, Brehmer, Gemeinsamkeiten und Unterschiede hinsichtlich
Struktur und Anwendungsméglichkeiten wurden in /11/ herausgear-
beitet. Die ersten Anregungen erhielt ich durch L, Berg

(vgl. /1/ und /3/).

Um die Darstellung hier gegenuber /11/ knapper und libersichtli-
cher zu gestalten, wurden das Postulat (7) zusdtzlich aufgenom-
men, der Begriff Inhalt an eine weitere Forderung gebunden so-"
wie die Definitionen von "MaB" und "suBerem MaB" etwas abgedn-
dert, In der vorliegenden Arbeit geht es nur um derartige Fort-
setzungen von Funktionalen, die dem Satz von Lebesgue genugen,

Wesentlich ist, daB gegendber /11/ eine Weiterantwicklung in
zweierlei Hinsicht erfolgte:

In /7/,S. 27, wird gezeigt, daB die monotone Hille eines Boole-
schen Ringes einen 6-Ring darstellt, Die Verallgemeinerung die-
ser Aussage auf den eigentlichen Raum (vgl, Satz 4) ist ein
weiterer Schritt in Richtung einer vereinheitlichten MaB- und

Integrationstheorie, denn die Fortsetzung des Inhalts kann
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jetzt unabhdngig von der speziellen Auslegung des Raumes (Boo-
lesche Algebra oder positiver Kegel) als MaB verifiziert werden
(vgl. /11/, Satz 11,1, 11,5 und 12,3,und Satz 11 in dieser Ar-
beit), Diese MaBe h&ngen dann zwar stets mit gewissen Minimal-
erweiterungen des Definitionsbereiches zusammen, vollstandige
MaBe (vgl. Bemerkung 4) erhalt man daraus jedoch mit &uBerst
geringem Aufwand, Der Vorteil derartiger Minimalfortsetzungen
besteht auch darin, deB jetzt eine sinnvolle Verallgemeinerung
des Satzes von Fubini mbglich wird (vgl, /7/., § 35,und /6/, S,
202 - 205). Im Rahmen von /11/, wére dies mit starken Zusatzbe-
dingungen und einem diffizilen Beweis verbunden gewesen, Die
konkrete Ausfihrung des letzten Gedankens erfolgt hier nicht,
um den Umfang in Grenzen zu halten, -

AuBerdem wird die in /11/ genutzte Regularitatsdefinition (die
bez. des Bildraumes eine Rolle spielt, wenn hinsichtlich der
Fortsetzung der Satz von Lebesgue gelten soll) vereinfacht und
etwas spezieller gefaBt, Dabei bleiben bez, der spezielleren
Strukturen alle Aussagen gultig, .Dies trifft auch auf die Ver-
gleiche mit anderen Regularitétsdefinitionen zu (vgl. /5/, /12/,
/13/, 116/, /17/).

1, Struktureigenschaften

Definition 1: Es sei L eine multiplikativ geschriebene Gruppe,
Dann soll eine halbgeordnete Menge M ein Raum Gber L oder kurz
ein Raum heiBen, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind:
In M seien eine Addition "+" und eine Subtraktion "\" derart
erklért, deB foOr beliebige a, b, c €M und ein Element O aus M
stets . .

a+b = b+ a,. (1)
a+ (b+c)=(a+b)+c, ; (2)
a+0 = a ‘ ' (3)

gilt und
c £ a+b é&quivalent zu c\a'$ b (4)

ist, AuBerdem sei fur beliebigetxe L und beliebige aeM ein
Produkt Oa €M definiert, Fir das Einselement 1 von L und alle
«,B EL gelte dabei
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«(Ba) = (aB) a, | (s)

la = a, (6)
a0 = O, : (7)
Aus a € b mége stets xa £ ab folgen, i (8)

Bemerkung 1: Jede halbgeordnete Struktur M(+,\ ), die den Ei-
genschaften (1) bis (4) geniigt, kann mit der Definition

aa := a (VoL € L) bei beliebiger Gruppe L zu einem Raum Gber L
gemacht werden,

In /2/ wurde gezeigt, daB eine der Eigenschaft (4) genligende
Subtraktion im Falle ihrer Existenz eindeutig durch die Addi-
tion bestimmt ist und ein Kriterium fir die Definierbarkeit ei-
ner derartigen Subtraktion angegeben, Gegeniiber /11/, Def. 5.1,
wurde das Postulat (7) zus&tzlich aufgenommen, um verschiedene
Aussagen einfacher formulieren zu kénnen, Der Boolesche Ring,
also auch die Boolesche Algebra, der lineare geordnete Raum
(die Ublichen Vertrédglichkeitsbedingungen vorausgesetzt), .der
Rieszsche Raum, der positive Kegel des Rieszschen Raumes und der
positive C-Verband (vgl. /5/, Def. 1 und 2) kénnen als speziel-
le R&ume im obigen Sinne ausgelegt werden, Die in /11/, Bei-
spiel 4.6, formulierte Aussage, daB ein C-Verband i, allg.

nicht als Fastmodul aufgefaBt werden kann, wird dort unkorrekt
belegt, da die Subtraktion nicht in der Definition des C-Ver-
bandes enthalten ist, Sie bleibt jedoch prinzipiell giltig, wie
an Hand des C-Verbandes RU{+ o} (vgl. /5/) mittels /2/, ‘
Satz 1,schnell zu erkennen ist.

Die Beweise der beiden folgenden Satze findet man in /9/, S. 56
bzw, in /11/, S. 17 und 18,

Satz 1: In jedem Raum gelten stets die Relationen

(a + b)\ b £ b, ©(9)
a € (a\b) + b, (10)
. a\o0 = a, A (11)
.(a+b)\(c+d2é(a\c)+(b\d), (12)
a\d £ (a\c) + (c\d), (13)
“a\(c + d) = (a\c)\d. ; : (14)

Aus a € c und b £ d folgt stets
a+b<€c+d und (15)
a\d£c\b, (16)
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Satz 2: Sind A, B und C Teilmengen von M, dann gilt

inf A + inf B = inf(A+B), (17)
sup C \ inf B = sup(C\B), ‘ (18)

o inf B = inf(@B) (Vor € L) (19)

und o sup C = sup(XC) (Y& € L), (20)

sobald die linken Seiten dieser Gleichungen existieren,
Bei verbandsgeordnetem Raum sind im Falle existierender
linker Seiten die Gleichungen

a + (bAac) = (a+b) A (a+c), (21)
a \ (bac) = (a\b) v (a\c) (22)
und (avb) \ ¢ = (a\c) v (b\c) (23)

stets erfiillt, AuBerdem folgt dann aus O € a und O € b stets
avb#£as+hb, (24)

Eine Teilmenge A von M heiBt beschrénkt, wenn A in M sowohl
eine obere als auch eine untere Schranke besitzt, Existieren
inf A und sup A in M, so wird kurz von einer begrenzten Teil-
menge gesprochen,

Definition 2: Ein Raum, in dem jede monotone und beschriankte
Folge begrenzt ist, soll eigentlich genannt werden, wenn aus

sup B = inf A stets inf (A\B) = 0 (25)
und aus
b £ a stets a\ (a\b) = b folgt, (26)

Bemerkung 2: Der geordnete Modul der reellen Zahlen R wird

mit L = R_\ {0} und der derart eingeschrénkten ablichen Multi-
plikation ein eigentlicher Raum, Die Addition, die Subtraktion
und die &uBere Multiplikation kénnen in eindeutiger Weise der-
art auf R = [-o, +o] fortgesetzt werden, daR ein Raum entsteht
(vgl, /11/, S. 15 bzw, /10/, Beispiel 2), Dieser um die "unei-
gentlichen" Elemente + 00 und - 0o erweiterte Zahlenbereich ge-
nigt i, allg, weder (25) noch (26).

Satz 3: Es sei M ein eigentlicher Raum, Dann gilt stets

a\a =0, (27)
und die Gleichungen
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inf A \ sup B = inf(A \ B) (28)
sowie
sup A + sup B = sup(A + B) (29)

sind erfillt, sobald die Grenzen auf den linken Seiten exi=
stieren, Ist M auBerdem verbandsgeordnet, so trifft die vo-
rige Aussage auch bez, der Gleichungen

sup A A sup B = sup(A A B) (30)
und
inf A vinf B

zu,

inf(A v B) : (31)

Beweis: Uber (11) folgt (27) mit b = O aus (26), Gilt fir be-
liebige ac€A und be B stets x € a\b, so erhdlt man unter Ver-
wendung von (13) und (15) ’

x € (a\ inf A) + (inf A\ sup B) + (sup B\ b),

Aus (17) und (25) folgt x é‘inf A-\ sup B, Wegen (16) gilt damit
auch (28), Die Gleichung (29) wird wie in /9/, Satz 5, Uber (4),
(16), (12) und (25) verifiziert, Aus (22), (24) und (27) folgt
(30) uber (sup A Asup B)\ (aAb) € (sup A\a) v (sup B\ b)

€ (sup A\a) + (sup B\ b) in analoger ‘Yeise, Ist x eine belie-
bige untere Schranke von A vB, so kann lber (4), (28) und (30)
(x \inf A) A (x\ inf B) £ O gezeigt werden, Nochmals (28) und
(4) angewandt, liefert x £ inf Av inf B, womit (31) gezeigt
wire,

Definition 3: Eine nichtleere Teilmenge H eines eigentlichen
Raumes M heiBt monoton-abgeschlossen, wenn im Falle 9n hne}4

(VYneN) aus g ¢ gt stets geH und aus h_| h stets heH folgt,
Definition 4: Ist H eine nichtleere Teilmenge eines eigentli-
chen Raumes M, so wird die kleinste monoton-abgeschlosséne Teil-

menge von M, die H umfaBt, als AbschlieBung von H bezeichnet
und durch He gekennzeichnet, '

Satz 4: Es seien G ein eigentlicher Raum und H ein Teilraum von
G, Dann wird die AbschlieBung Hg ebenfalls ein Teilraum von G,

1

1 isotene, ordnungskonvergente Folge in M
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Beweis: Fir jedes g ¢ G kennzeichnen wir mit K(g) die Gesamt~
heit der Elemente e aus G, fir die

«e + Bg, ae \Bg, ag\Be € Hg (Yo ,BeL). (32)

gilt, Aus Symmetriegrinden sind die Relationen e € K(g) und

g € K(e) offensichtlich &quivalent, Da ngmonoton-abgeschloaeen
ist, folgt dber (19), (20), (17), (18), (28) und (29), daB je-
des nichtleere K(g) eine monoton-abgeschlossene Teilmenge von G
ist, Wegen H<Hg gilt nach (32) far jedes ge€H die Relation
HcK(g). Da K(g), wie zuvor feetgestellt, monoton-abgeschlossen
ist, wird auch HECK(g) (VgeH) erfillt, Aus Symmetriegrinden
folgt gekK(e) fur alle geH und alle 6 € Hg, was HcK(e) -

(Ve € Hg) entspricht, Jedes derartige K(e) ist monoton-abge-
schlossen, so daB HocK(e) (Ve € Hg) und damit (32) fir belie-
bige e,g €Hg gilt, Mit X = B = 1 folgt mittels (6) e + g,

e\ geHg (Ve,g€Hg). Wegen (27) gilt O€Hg, 80 daB mit e = O
auf Grund von (7) und (32) stets BgeH6 (Vg eHG) erfullt ist,

Folgerung: Die AbschlieBung Hg stellt den kleinsten monoton-ab-
geschlossenen Teilraum von G dar, der H gmfaBt.

Bemerkung 3: Ist G eine 6-Algebra, beispielsweise eine Potenz-
menge, und H ein Teilring von G, so wird die AbschlieBung von

H ein 6-Ring (vgl. /7/, S, 27 ff,). Enth&lt H das Einselement

I von G oder existiert nur eine Folge hn aus H mit hn1 I, so
wird Hg eine in G grenztreu eingebettete 6-Algebra (in /16/, S.
78, als 6-regulér eingebettete Teilalgebra bezeichnet), Falls
es sich bei G um einen halbgeordneten linearen Raum handelt, so
wird die AbschlieBung eines Teilraumes ebenfalls ein Teilraum
von G, Ist G der positive Kegel eines Rieszschen Raumes G und H
ein Teilraum von G (das bedeutet jetzt, daB H positiver Kegel
eines Rieszschen Teilraumes H von G 1st), so wird Hg ein zu ei-
nem monoton-abgeschlossenen Rieszschen Teilrsum HG gehdriger
positiver Kegel, Daraus kann man insbesondere schluBfolgern,
daB die AbschlieBung eines Rieszschen Teilreumes ebenfalls ein
Rieszscher Teilraum ist, '

Jede nach unten gerichtete Teilmenge T eines Raumes F mit
inf T=0 soll hier als Nullnenge von F bezeichnet werden, Mit

Hilfe dieser Vereinbarung wird die folgende- Regularitétsdefi~

nition eingefihrt,
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Definition S5: Ein Raum F heiBt regqulér, wenn er unter Beibehal-

tung der Grenzen derart in eine halbgeordnete Menge F einbett-

bar ist, daB die beiden folgenden Forderungen erfillt werden:

- Jede isotone Folge von Elementen aus F sei in F begrenzt,

- Ist F, eine beliebige Folge von Nullmengen (F,cF YV éN) und
gilt in F fiur ein Element a aus F

© . .
a ; fo (VE,€F,), (33)

so soll stets a £ O folgen,

Beziiglich dieser gegeniber /11/ vereinfachten und stérkeren Re-
gularitédtsbedingung bleiben die dortigen Satze 9,1, 9.2 und 9,3
giltig, Sie kdnnen jetzt in folgender Form ausgesprochen werden:

Satz 4: Ein Raum F, in dem jede isotone Folge nach oben be- .
grenzt ist, wird genau dann regulér, wehn mit F = F die Eigen-
schaft (33) erfullt wird,

Satz 5: Ein verbandsgeordneter, eigentlicher Raum F wird genau
dann regulér, wenn fir jede Folge von Nullmengen F,.und jedes
" feF die folgende Bedingung erfillt ist:
n

Gilt a € sup (fA f,) fur beliebig ausgewdhlte fv‘eFV, S0
(n) Zv

mége stets a £ O folgen.

Beweis: Nach der Identifizierung von aefF m1t dem durch -
? (f) = fra gegebenen Element aus ¥(F, F) ! wird der Beweis
von Satz 9 aus /11/ ubertragbar und sogar etwas zugédnglicher,

Satz 6: Ein Raum, dessen Ordnung im Sinne von McShane (vgl.
/13/) normal ist, erfullt das in Definition 5 angegebene Regu-
laritatskriterium,. .

Der Beweis kann hier &hnlich wie beim vorherigen Satz durch ei-
ne entsprechende Deutung der Elemente als Funktionen Ubertragen
werden,

Die in /11/ abgeleiteten Regularitétskriterien fiir Boolesche
Algebren, Boolesche Ringe und Rieszsche Raume bleiben gultig,

1 Gesamtheit der Funktionen von F in F
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Die dort angefihrten Beispiele erfillen sémtlich die hier ange-
gebene starkere Regularitétsbedlngung.

2, Inhalte und MaBe s

Seziiglich der weiteren Betrachtungen sollen die folgenden Fest-

legungen getroffen werden:

- G sei ein positiver. (O ist das kleinste Element), eigentli-
cher Raum Uber L,

- F sei ein eigentlicher und regulérer Raum iber der gleichen
Gruppe L, In F besitze jede nach unten gerichtete und von un-
ten beschréankte Teilmenge eine untere Grenze, (Hieraus kann
tber (16), (18), (26) und (28) gefolgert werden, daB auch die
entsprechende duale Behauptung gilt,)

Satz 7: Ein positiver und eigentlicher Raum ist verbandsgeord-
net, In ihm gelten stets die Relationen

a\(a\b) = aAb, (34)
a\b=a\(a/\b) (35)
und a € (a\b) + (anb), (36)

3 i
Jeder Teilraum ist dann auch ein Teilverband von G,

Beweis: Mit x als unterer Schranke von {a,b} folgt unter Nut-
zung von (26), (16), (11), (10) und (4)

x € a\(a\x) £ a\(a\b) £ E, womit (34) gezeigt wére,

Mit x als oberer Schranke von {a,b}, beispielsweise mit

x = a + b, gilt wegen (26) und (22) x\[(x\a) A(x\b)] = a v b,

G ist also ein Verband, und die Behauptung bez, des Teilverban-
des folgt trivialerweise, Die Gleichung (35) entsteht unmittel-
bar aus (22) und (27)., Ausgehend von (35) wird (36) mittels
(10) nachweisbar,

Definition 6: Mit H als Teilraum von G wird eine L-homogene
Funktion u : H—F hier ein Inhalt genannt, wenn fir beliebige
g, h € H stets

pm(h) =0 T (37)
und
Mg \h) = /u,(g)\,..l,(g/\h) gilt und (38)
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im Falle h e H (YneN) aus h_| O stets }q(hn)‘yo folgt. (39)
Geht aus h eH (VneN) und h L g stets geH hervor, so soll
der Inhalt M ein MaB genannt werden.

Satz 8: Beziglich jedes Inhalts p : H—>F gelten die Behauptun-
gen: ’
a) Unter der Voraussetzung von (37) und (38) ist (39) jeder der

beiden folgenden Eigenschaften &quivalent:

Mit h, h e H (VneN) folgt

aus h_ 1 h stets F(hn)1‘p(h) (40)

bzw, aus th,h stets f‘l(hn)‘l'/“t(h)' ‘ (41)
b) Es gilt u(gah) = p(g)\ p(grvh) (¥g, heH),
c) I3 ist isoton und subadditiv,
Der nachfolgende Satz stellt eine Verallgemeinerung des Satzes
von Lebesgue (ausgesprochen fiur Folgen nichtnegativer Funktio-
nen) dar (vgl, /11/, Satz 8,2 und Def. 8.4).
Satz 9: Jedes MaB p : H— F besitzt die Eigenschaft:

1

Aus h € H (VneN) und hn—9+g folgt geH und H(hnrgép(g),
sobald fir die Folge h, eine obere Schranke aus H existiert,
Definition 7: Es sei H* ein Teilraum von G, fur den

aus h € H¥ und g € h stets g e H* folgt, (42)
Dann soll eine isotone, subadditive und L-homogene Funktion

H*: H*— F mit ff(o) = 0 ein &uBeres MaB heiBen, ﬁenn
gpte und geH¥'stets p*(g,) 4 p(g) (43)
zur Folge hat,

Die Fortsetzung eines Inhaltes zu einem Maf wird Ober die Kon-

struktion eines &uBeren MaBes erfolgen, Dabei wird benutzt, daR
jede auf einem Teilraum von G erklédrte, subadditive Funktion I
wegen (36) und (4) stets der Ungleichung

pig) \ p(gah) < p(g\h) ' (44)
genigt,

1 ordnungskonvergente Folge

49



Satz 10: Jeder Inhalt P H— F kann bei regulédrem Raum F

geméBl

% ;= inf su h 45
pr(g) o) (nc)’ p(h) . ‘ (45)
zu einem &uBeren MaB Pf- H*— F fortgesetzt werden, wobei 0O(g)
die Gesamtheit der isotonen Folgen h aus  H darstellt, fir die
sup h und sup F(h ) existieren sowie g € sup h, gilt, Aus geG
folgt insbesondere genau dann ge H*, wenn eine derertige Folge
h, existiert, Diese Fortsetzung F* besitzt die folgenden Eigen-
schaften:

a) Fur beliebige ge H* und beliebige he H gilt stets

ME(g \h) = u*(g)\ u*(g Ah). (46)
b) Falls F verbandsgeordnet ist und bez, 2 die Identitét

p(gy v o) = p(gy) Vv m(gp) gilt, so wird diese auf p* dber-
tragen, '

Beweis: Da jetzt mit einer stédrkeren Regularitdtsbedingung ge-

arbeitet wird und der Begriff &uBeres MaB mit dem des (f)-ste-
tigen duBeren Inhalts in /11/ ibereinstimmt (vgl, /11/, Def,
10.3), folgt der erste Teil aus /11/, Satz 12,.3a) und c).
Damit verbleibt der Nachweis der Eigenschaften a) und b), (In
/11/, Satz 12,3d) wurde b) unter der Voraussetzung bewiesen,
daB F ein vollstadndiger Rieszscher Raum ist,)

Aus {h } € 0(g) und heH folgt
sup P(hh\ h) = sup P(hn) \ sup F(hn/\h)' Hieraus entsteht Uber

(45) die Ungleichung 1 (g\ h) € sup ﬁ(hn)‘\F*(g Ah),
Da diese fir beliebige Oberdeckungen gilt, folgt

,u*(g\ h) & n*(g) \ w*(gAh), Wegen (44) ist demzufolge die Be-.
ziehung (46) richtig, Mit {h, 1€ 0(gy) erhdlt man unter der

Voraussetzung von b) sup P(hin\/th) = sup F(hln)‘vsup P(th)'
woraus sofort H*(glv g5) € inf {sup p(hy) vsup F(th)} ent=-
steht, Damit folgt aus (31) die Ungleichung

f‘(91"92) £ P,(gl)v F.(gz). und wegen der Isotonie gilt die

entgegengesatzte trivialerweise,
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Satz 11: Jeder Inhalt p : H—>F Kann bei reéulérem Raum F zu
einem MaB Be : HE-—»F fortgesetzt werden, Gilt bez, p die Iden-

titat P(g vh) = H(g)v,;(h), so wird diese auf Fe tibertragen,

Beweis: Ausgehend von dem nach Satz 10 gebildeten &uBeren MaB
F*: H¥*->F, das M fortsetzt, soll ein Element h aus G meBbar
genannt werden, wenn (46) fir beliebige geH* gilt, Die Gesamt-
heit der meBbaren Elemente H; bildet eine monoton-abgeschlos-
sene Teilmenge von G, denn aus hne H; und hnT h bzw.’hn¢ h

folgt wegen (42), (43); (16), (18), (28) und (30) die Unglei-
chung F*(g\h) & p*(g) \Pf(g Ah), und die entgegengesetzte ist
wegen (44) fir das subadditive F?stets erfillt,

Nach Satz 4 und Satz 10a) ist damit die Relation Hg C H; fur
den kleinsten monoton-abgeschlossenen und H umfassenden Raum Hg
giltig, Die Einschrénkung von u* auf Hé = HsdﬁH* liefert ein
MaB, das die geforderten Eigenschaften besitzt, Beziiglich der
letzten Aussage in Satz 11 ist Satz 10b) heranzuziehen,

Bemerkung 4: Falls es darum geht, ein vollsténdiges MaB (d, h.,
aus p(h) = 0 und h & g folgt stets, daB g zum Definitionsbe-
reich des MaBes gehért) zu erhalten, so kann Mg in eindeutiger
Weise als MaB auf die Gesamtheit der Elemente h aus G fortge-
setzt werden, zu denen jéweils Elemente h', h'' ¢ HG mit

h* € h& h' und Mg (h"\h ) = 0 existieren,

Beispiel 1: Es seien G eine 6-vollsténdige und F eine vollstén-
dige Boolesche Algebra (Vgl. /16/, S. 77). Im Falle

aa := a (Vo e L) und IeH (Einselement der Booleschen Algebra)
wird H genau dann eine Teilalgebra von G, wenn H ein Teilraum
von G ist, Der Begriff Inhalt ist unter diesen Umstdnden gleich-
bedeutend mit der Definition des auf einer Teilalgebra H er-
klércen 6-stetigen Booleschen Homomorphismus, dessen Werte in F
liegen, Falls die Boolesche Algebra regulir ist,’ so kann dieser
gemdB Satz 11 zu einem auf einer 6-regular eingebetteten Teil-
algebra H; von G erkldrten und 6-stetigen Booleschen Homomor-

. phismus fortgesetzt werden (vgl, /16/, S. 78 und 131), Dabei
ist jede im Sinne von Kantorovic “reguldre” Algebra (vgl, /16/,
S, 167 und 172 ) wegen Satz 4 auch regulédr im Sinne von Defi-
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nition 5, Fir vollstédndige Boolesche Algebren stimmt der hier
angegebene Regularitétsbegriff mit der von Matthes genutzten
R‘)uRegulatitét dberein (vgl, /12/, S. 331), Derartige Boole-
sche MaBe (innerhalb der Analysis) gehen auf Sobolev zuriick und
wurden ausgehend von einer Spektralschar auf einer Booleschen
Algebra in R konstruiert (vgl, /17/, S. 312 ff,,und /11/, S,

73 - 74), Die durch Vulich in /17/, S. 320, angegebene Regula-
ritdtsdefinition stellt ebenfalls einen Spezialfall von Defini-
tion 5 dar, so daB die Resultate dort sich unmittelbar aus

Satz 11 ableiten lassen, Falls L auf der Booleschen Algebra G
eine Gruppe von Automorphismen vermittelt und der Inhalt ] bez.
dieser invariant ist, also stets P(mh) = p(h) gilt, so wird
auch das gemsB Satz 11 konstruierte Boolesche MaB Fe invariant,
Letzteres wird offensichtlich, wenn wir die Boolesche Algebra F
mit oa := a (Voo e L, Ya€eF) per Definition zu einem Raum iber L

machen,

Beispiel 2: Es sei G eine Potenzmenge (oder allgemeiner eine
vollstédndige Boolesche Algebra) und F ein (vertrédglich) geord-
neter Modul, in dem jede nach unten gerichtete und von unten
beschréankte Teilmenge eine untere Grenze besitzt, Diese an F
gestellten Eigenschaften sowie die in Definition 5 angegebene
Regularitétsdefinition werden insbesondere durch den linearen
Raum der beschrédnkten selbstadjungierten Operatoren des Hil-
bertraumes erfullt (vgl, /11/, S. 44 und 78, /8/, S. 369 ff.,
bzw, /17/, S. 298). Mit p : H—F liegt bei L = {I} genau dann
ein Inhalt vor, wenn u eine auf einem Booleschen Teilring er-
kléarte, positive, disjunkt additive und bez. monotoner Folgen
stetige Funktion ist, Diese kann bei reguldrem F zu einem MaB
fortgesetzt werden., Damit kdnnen speziell reellwertige Inhalte
(far die (39) gilt) und SpektralmaBe “"abgeschlossen" werden
(vgl. s/6/, S, 184), Diese SpektralmaBe kénnen ubrigens stets
auch als Boolesche Homomorphismen gedeutet werden (vgl., /11/,
S. 81 und 82),

Beispiel 3: Es sei G ein Rieszscher Raum (beispielsweise der
Raum aller Uber einer Grundmenge X erklérten reellwertigen Funk-
tionen) und F ein halbgeardneter linearer Raum U.-R+\ {0%).,
der im obigen Sinne vollstdndig und regulér ist, Dann entspricht

52



jeder auf einem RieszschenTeilraum H von G erklirten, isotonen,
linearen und bez, monotoner Folgen stetigen Funktion ﬁ T
in eineindeutiger Weise ein Inhalt pu : H—>F, Hierbei ist G der
als Raum Uber L interpretierte positive Kegel von &8 (vgl., Be-
merkung 1), H ein Teilraum von G und damit der positive Kegel
von H, Der Satz 11 gewéhrleistet die Fortsetzung von f zu einem
MaB und damit auch eine AbschlieBung von ﬁ, fur die der Satz
von Lebesgue gilt, Bezlglich der Anwendungen sei hier auf die
AbschlieBung reellwertiger Elementarintegrale des auf einer
reellen Verbandsalgebra erklérten, 6-positiven Spektralinte-
grals (vgl, /é/, S, 163 ff,) und des damit zusammenhéngenden
Rieszschen Homomorphismus (vgl., /11/, S, 74 ff., und /17/, S. 324)
hingewiesen, :

Unter den obigen Voraussetzungen wird ﬁ genau dann ein
Rieszscher Homomorphismus, wenn u die im zweiten Teil von

Satz 11 angegebene Identitét erfdllt, Falls p ein im obigen
Sinne eingeschrénktes Spektralintegral ist, kann mittels

Satz 11 sogar gezeigt werden, daB auch bez, der Fortsetzung die
Identitdten

J#2 av = ([t )" und [V v = [t av

gelten (vgl, /11/, S, 77 ff,). Hierzu muB L lediglich als die
durch q : f— £2 bzw, q : T-—aT2 erzeugte Gruppe von Transfor-
mationen und F als geeigneter zweiter Kommutant eines Systems
von Operatoren angesetzt werden, Eine triviale Folgerung hier-
aus wird die Aussage, daB die Fortsetzung von P,multiplikativ
ist, \

Vor kurzem erhielt ich Hinweise auf die mir bisher unbekannten
Arbeiten /15/ und /18/, In /18/ geht es um additive Mengenfunk-
tionen, die auf einem Kdrper von Teilmengen eines kompakten
Raumes X definiert sind und deren Wertebereich im positiven Ke-
gel eines Dedekind-vollsténdigen Vektorverbandes liegt. Regula-
ritédtsaussagen und die 6-Additivitét werden aus Eigenschaften
des Bildraumes gewonnen, die mit Hilfe von Verbandsoperationen
formulierbar sind. Der Autor hat die Arbeiten von Matthes (vgl.
/12/) fortgefiihrt, Die Betrachtungen kénnen im Sinne von Bei-
vl .
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spiel 2 hier eingeordnet werden,

Bezliglich /15/ wire zu betonen, daB es ausschlieBlich um die
Fortsetzung reellwertiger MaBe und Integrale geht, Um hinsicht-
lich des Definitionsbereiches von MaB und Integral einheitlich
vorzugehen, arbeitet Riefan mit einem relativ 6-vollsténdigen
Verband H, der 6-stetig ist, Letzteres bedeutet, daB

mit a_fa stets auch a A b fanb _ (47)

und mit a | a stets auch a"\/b lavb (48)
gelten soll,
In H wird weiter die Existenz einer Addition "+" und einer Sub-
traktion "-" vorausgesetzt und diesbeziglich eine groBe Anzahl
von Eigenschaften postuliert (vgl. ebenda S, 223 - 224, 227 und
229), Hinsichtlich des komplizierten Systems auf S, 229 ist in
/15/ selbst die Rede von einer groBen Zahl von Eigenschaften,
die wenig elegant sind. Beziglich der beiden grunds&tzlichen
algebraischen Systeme auf S, 223 - 224 und auf S, 229 kénnen
die bei Riedan formulierten Postulate vollsténdig aus der durch
(1) bis (4) und Definition 2 erklérten Struktur abgeleitet wer-
den, wenn O als kleinstes Element vorausgesetzt wird, Im Unter-
schied zZu /15/ werden in /5/, /11/ und hier die bendtigten Ei-
genschaften nicht nur aufgelistet, sondern innerhalb einer re=-
lativ einfachen verallgemeinerten algebreischen Struktur deduk-
tiv gewonnen,

Fir wertvolle Anregungen und die anhaltende Unterstitzung
méchte ich Herrn Prof, Dr, L, Berg recht herzlich danken,
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Iris Grinda

Zur Anwendung eines Ergebnisses der Potentialtheorie auf ein
Differentialgleichungssystem erster Ordnung

Aus der Potentialtheorie ist folgendes Resultat bekannt:
Sei G ein glatt berandetes, beschranktes Gebiet im R" und s
eine glatte Flache innerhalb G, Wir betrachten die Funktionen-
menge )
L,(6) = {u: AU = 0 in G, Uy = geci'a(ac), g=0 auf BG\V},
wobei V ein Teilstick des Randes mit einem nichtleeren Inneren
ist, LV(S) sei der Raum der Einschréankungen von LV(G) auf s,
Unter diesen Voraussetzungen liegt LV(S) dicht in c(Ss), d. h,,
jede auf S gegebene stetige Funktion kann gleichméBig durch die
Einschréankungen harmonischer Funktionen aus LV(G) approximiert
werden (s, G, Wildenhain /3/). Erstmalig wurde eine solche
Problematik von H, Beckert in /1/ betrachtet,

Wir werden dieses Resultat benutzen, um stetige Funktionen auf
Mannigfaltigkeiten im Innern einer Kugel durch Ldsungen des Sy-
stems

divV = 0

rot v + grad vo =0

zu approximieren, Zunachst geben wir Randbedingungen an, die
die L6sung eindeutig definieren,

Dazu schreiben wir das System in etwas anderer Gestalt auf, in-
dem wir zwei reelle Variable bzw, Funktionen zu einer komplexen
zusammenfassen, Wir bekommen so

ow. ow.
2‘_1.__2-=0'
az" ot
(1)
ow, ow f
2 2 + 1. o,
9z ot

wobei sich die komplexen Differentiationen darstellen als

3 .12 _,8, 8 13,,3,

3z 2 dx 3y 3 2 Yax dy 57



Satz 1: Das System (1) ist immer und eindeutig lésbar bei Vor-
gabe folgender Randwerte auf der Kugel G um den Ursprung:

w, aus Ci'd(aG). Oco <1,
o .
Re w, aus C (aGo),
Imw, in Pe BGO.
G, bezeichnet dabei die Projektion von G auf die Ebene t = O,
Die LOsung w = (wl,wz) gehért zur Funktionenklasse Cd(E)r\Cakm.

Beweis: Da jede Ldsung von (1) harmonische Komponenten besitzt,
ist 'w, bereits durch die Randwerte eindeutig bestimmt; W, er-

gibt sich als Poissonintegral und gehért zu Cl'd(ﬁ)r\coo(G).
Die zweite Gleichung des Systems liefert dann ‘
t

, ow

2
,t) = = 2 — dt F(z,2%).
wl(z ) g, - + F(z,z )

Das Integral auf der rechten Seite gehért zu C“(E)n COD(G). wie
eine ‘leichte Rechnung zeigt, v

Setzen wir diesen Ausdruck in die erste Gleichung ein, ergibt
sich

t 2 .
Za—F—- fawzdtaiw—z-
az* 5 9z8z* ot
ksich dad ol —232 —_232 d
Bericksichtigen wir, daB 4 = + und daB Aw, = O
823z% ax ay’ &
ist, so folgt weiter
t 2
2—-—-aF+faw2dt-——-2
8z" ¢ 3t2 t
und schlieBlich 0
LI
* L]
oz ot -

Durch Anwendung des T = Opefators aus der Theorie der komple-
o

xen Funktionen erhalten wir

] + H(z)
t=0

ow,
F(z.2%) = Tso[1 _5%
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f(gm) :
f 2 dg dn, §=F+ in.

mit 'I"G_o[f](z) =-%_ f :
G

Ow, ;
M ist aus Cl’a’(E_)nCw(G )o H(z) stellt eine in
GolZ 9t : o [
t=0 -

Gy holomorphe Funktion dar, Insgesamt haben wir bis jetzt fir
w, erhalten:

t
ow w,
2 1 2
wl(z,t) = - 2 —_ dt + TG 57— + H(z),. (2)
Of 0z o[< Bt =0 _

Die bereits bekannten Terme auf der rechten Seite gehéren zu
c*(E) nCc® (G). AuBerdem sind uns noch Re w, auf 3G, (aus

, in Pe SGO bekannt,

C“(GGO)) und Im w )
Wir kénnen daraus Re H auf BGO (aus Ca(BGo)) und Im H in Pe BGO

berechnen, Aus diesen Randwerten erhalten wir eindeutig die ho-
lomorphe Funktion H, wobei H zur Klasse C“(E;) gehért\(s. w,
Tutschke /2/). )

Wir haben also aus den gegebenen Randdaten einen eindeutig be-~
stimmten Vektor w = (wyowy) € c*(T) nc®(G) erhalten, Wie eine
leichte Nachrechnung zeigt, ist w auch tatséchlich Lésung von
(1).

Dieses Ergebnis verwenden wir jetzt, um stetige Funktionen auf
gewissen Mannigfaltigkeiten zu approximieren, Dazu sei

(Re Wy Wo): W = (w,,Ww5) Ldsung von (1) in G,
1,0
K(G) = szaG = geC ' (86), g = O auf 3G\v,

Re W | = heC(8G,), h = 0 auf 3G,\ v,
3G,

wobei V und V_ Teilstiicke von 3G bzw, aGO mit hichtleerem In-
nern sind, S, und S, Seien glatte Fliachen in G und S° eine
glatte Kurve in Gge ‘Mit K(So,Sl,Sz) bezeichnen wir alle dieje-
nigen reellen Funktionentripel, die sich aus den Elementen von
K(G) ergeben, indem man Re w, auf Sy+ Re w, auf S, und Im w,
auf S, einschrénkt, Es gilt folgende Aussage:

2
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Satz 2: K(So,sl,SZ) liegt dicht in C(So)x C(Sl)x C(Sé), d, h,,
jedes Tripel von reellen stetigen Funktionen, dessen erste Kom-
ponente auf So und dessen andere Komponenten auf S1 bzw, 82 er-
klart sind, kann gleichmdBig durch die Einschrénkungen von
Funktionen aus K(G) approximiert werden,

Beweis: Die auf So' S, und S, gegebenen Funktionen seien E, §1
bzw, §é. Da L,(G) in C(S;), 1=1,2, dicht liegt, kann g so ge-
wdhlt werden, daB

sup|Re w, - §1]< € und sup|Im w, - §é]< €

54 S2 v

gilt fur beliebig kleines € > 0, Aus den so bestimmten w, er-
gibt sich zunéchst w, nach der Gleichung (2) mit noch unbekann-
ter holomorpher Funktion H(z).
Anstelle von (2) schreiben wir der Kirze halber

wy(z,t) = f(z,t) + H(2), fec*(T).

Aus Re Wy|3c = h €Cc%3G,), h = 0 auf 86 \V_ erhalten wir
)
Re HlaG° = h - Re flaGo bzw, (Re H - u)laGO = h,

wenn u die in Go harmonische Funktion mit den Randwerten
Re flaGo bezeichnet, Da L, (G,) in C(S,) dicht liegt, kann h so
o

gewéhit werden, daB
. ~ ~
sup|(Re H = u) = (h = ulg - Re fls )l = supIRe wy - hl <d
s o o S
o )
gilt fur beliebig kleines d > O,
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35A35
Gert Wanka
Johanna Wanka

Approximationsprobleme bei Randkontaktaufgaben I (elliptische
Probleme)

Die hier zu betrachtende Problemstellung gehdrt in diejenige
Gruppe von Approximationsproblemen der mathematischen Physik,
die erstmalig 1960 von H, Beckert in das Interesse mathemati-
scher Untersuchungen gerickt worden ist. In physikalisch-anschau-
licher Formulierung geht es dabei beispielsweise um die Aufga-
benstellung, eine léngs einer Flédche im Inneren eines Korpers
vorgegebene bzw, gewiinschte Temperaturverteilung im Sinne einer
geeigneten Metrik durch die sich léngs der Fléche einstellende
Temperaturberteilung bei Verﬁndérung der Temperatur an der Koér=--
peroberfléche (etwa in einem gewissen Teilgebiet der Oberfléa-
che, einem "Steuerfenster”) zu approximieren, Diese unter ge-
wissen Voraussetzungen fiir das Dirichletproblem elliptischer
Differentialgleichungen zweiter Ordnung von H, Beckert in der
Arbeit /2/ behandelten Approximationsaufgaben - mit dem Resul-
tat: beliebig genaue Approximierbarkeit von lédngs der nichtge-
schlossenen Fléche[ vorgegebenen LZ(F)fFunktionen in der Metrik

des LZ(P), also Dichtheit in L2(P) - wurden in der darauffol-

genden Zeit von verschiedenen Autoren in unterschiedlichen
Richtungen verallgemeinert betreffs etwa Art der Randwertpro-
bleme (unterschiedliche Differentialgleichungen und Randbedin-
gungen) und deren Losungsverhalten, Art der auf [" betrachteten
Funktionenrdume sowie Gestalt der Fliache " (das Gebiet ) des
Randwertproblems zerlegend oder nicht, Glattheit), Hierzu seien
folgende Autoren und eine Auswahl von Arbeiten genannt:

Gopfert /4/, /5/., Anger /1/, Vtildenhain /13/, /14/, /15/,

G. Wanka /8/, /11/.

Zwecks umfessenderer Information sei auf die Arbeit von *
Gopfert, 3., und G. Wanka /6/ verwiesen, welche eine ausfiihrli-
che Literaturzusammenstellung zum betrachteten Problemkreis ent-
halt, : 61



Wihrend den bisherigen Betrachtungen Randwert- bzw, Randan-
fangswertprobleme zugrunde gelegt wurden, sollen in dieser Ar-
beit derartige Approximationsprobleme bei sogenannten Randkon-
taktproblemen untersucht werden, Als physikalischer Hintergrund
kdénnen dabei Randwertprobleme fir Kdrper mit stickweise kon-
stanten Materialkonstanten angesehen werden, also etwa Wirme-
leitungsprobleme fir Medien mit stickweise konstanten Wérme-
leitkoeffizienten., An Qen Trennfldchen der homogenen Teilkérper
mit den unterschiedlichen Materialeigenschaften treten physika-
lisch bedingte Obergangs- oder Kontaktbedingungen auf; beim
Problem dér Warmeleitung sind diegs etwa der stetige Durchgang.
der Temperatur sowie des Warmeflusses durch die Trennfléche,
Die unterschiedlichen Wérmeleitkoeffizienten beiderseits der
Trennfléche haben dann einen Sprung der Normalableitung der
Temperatur auf der Trennfléche zur Folge. Ahnliche Probleme
treten bei stickweise homogenen Kérpern etwa in der Elektrosta-
tik oder der Elestizitdtstheorie auf., Im folgenden betrachten
wir ein allgemeines Randkontaktproblem fir eine allgemeine el-
liptische Differentialgleichung zweiter Ordnung, Nach der Defi-
nition des Randkontaktproblems im ersten Abschnitt und der Zu-
sammenstellung der nachfolgend fiir die Approximationsuntersu-
chungen bendétigten Resultate im zweiten Abschnitt, gehen wir im
dritten Abschnitt zur Untersuchung der Approximationsprobleme
selbst Gber, g

In einem Teil II werden wir ‘in einer weiteren Arbeit auf Rand-
anfangskontaktprobleme und entsprechende Approximationseigen-
schaften bei parabolischen Gleichungen eingehen, ’

1, Randkontaktproblem (RKPj

Gegeben sei ein beschrénktes offenes Gebiet D, < R", m 2 2, in
welches eine endliche Anzahl von beschrénkten of fenen Gebisten

Dy.e...,0  eingebettet sei (vgl, Abb, 1):

s
o= \Uob,ut mit D,nD =@ for 1 ¥ 3,
qag 1 1Y

8 .
TJ a aojnaoo, Ta H‘TJ.
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Weiter werde gesetzt

s
D = U D,, B=DudD, R; = 3DN3JD;, & = 0,...,s, und
i=o 3

i -3
es sei 3D, n3D, = @ far i,j #0, 1 ¥ 3, R = \U R, = 9D,
. i J im0 i

samtliche auftretenden Randfléchen RJ und TJ (bzw, Kurven im Rz)

seien aus der Klasse C(z'hJ (Ljapunovfléchen), Die Normalen 4
auf 9D bzw, TJ seien bez., D bzw, D, &uBere Normalen,

3

Abb, 1

Wir betrachten die elliptische Differentialgleichung
m 2 m |
Lus= Z . Su ? by B, custf, fec(o'“(oi).‘ (1)
: 1,k=1 Bxiaxk = ox, .
in Di' i = 0,000, S, wWobei aike 0(2',A). biec(l.h)' C&C(o'l),

0<A € 1, im AbschluB D von D sein-mﬂgen;lu werde in Di mit u
bezeichnet, ‘ )

i
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Hinzu kommen die Dirichletschen Randbedingungen

uigp = 9. pectt Mg, (2)
sowie die Kontaktbedingungen .
(1.2)
Moto = Mg¥yd, = ¥yr Wy eC Ty )
Ou u
-2 - —l =T -
(9’03‘j ﬁ’j ap+AjuJ)Tj~ﬂj' = 1,00., 8,
‘Tl'Je.c(o'P)(Tj), (4)

mit 0" ?:])0 und konstant auf Tj, Yo ?J>0,

T yjec(O'Fi)(TJ). py> 5 47\350(0'}‘2)' O<uy €1,

B_ e,
e; = (by~- EE; 2Ky e C(l'h)(ﬁ), vV &uBere Konormale auf Ty

3xk

bez, D Die Grenzwerte .von Uy bzw, uJ auf TJ mogen mit ("o)T

i
bzw, (UJ)T bezeichnet werden, so daB die Bedingung (3)
J

eigentlich 'Qo(uo)TJ -.'r?J(uJ)TJ = qh lautet, wir aber vereinba-

ren wollen, sie in der obigen Form zu schreiben, In analogem
Sinne sei (4) zu verstehen, wobei noch entsprechende Grenzwerte
der Konormalenableitungen beiderseits der Trennfléichen TJ auf=-

treten, Wir betrachten Lésungen u; € Cz(Di) n C(B&).

Bemerkungen:

a) Fir Lu = Au = 0, n, =1, =1, Yy, Ty, 2y =0,
yo, yﬁ jeweils konstante Wirmeleitkoeffizienten in D, bzw,
DJ, beschreibt das Randkontaktproblem (1) bis (4) eingangs

erwdhntes stationdres Wérmeleitungsproblem fir einen Kérper D
mit stlckweise konstanten Wirmeleitkoeffizienten,

b) Bei den angekiindigten Approximationsproblemen wird es im
3. Abschnitt um Approximation von Funktionen léngs Fléachen
im Gebietsinneren durch Variation der Inhomogenitéaten q&
und ﬁ& in den Kontaktbedingungen (3), (4) gehen,
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2, Losbarkeit, adjungiertes éandkoﬁtaktproblem und Lésungsdar-
stellung

Existenz und Eindeutigkeitsaussagen beziiglich des zugrunde ge-
legten RKP gewinnt man auch unter schwédcheren als den gemach-
ten Glattheitsvoraussetzungen (vgl, /9/) an die auftretenden
Funktionen (Koeffizienten der Differentialgleichung und in den
Kontaktbedingungen) bzw, Gebietsréander, Fir die Lésungsdarstel-
‘lungen bzw, den Nachweis der Existenz entsprechender Greenscher
Funktionen bzw, die Behandlung sogenannter adjungierter RKP er=-
weisen sich aber vorerst stérkere Glattheitsvoraussetzungen als
erforderlich, Bevor wir eine Greensche L&sungsdarstellung no-
tierén, mit der wir dann im dritten Abschnitt arbeiten, soll
unserem RKP ein sogenanntes adjungiertes RRP zugeordnet werden,
mit dessen Hilfe wir eine Greensche Funktion definieren, Dieses
homogene RKP besteht im Auffinden einer Funktion v aus den Be-
dingungen:

m
* 3
= — —(b. + =0
v i,z;l axk (a Z ( v) cv in D, (5)

.

G Yo = 7 Vol = O (®)
dv dv ~
- E - S - Bl S S =0, j=1,0u., s, 7
W 3w 300 3 VJ)TJ : ° i
- B
mit A, = (== - =—2)b + —2- 2
A PR 737 3
vlan =0 (vy€ Cz(Di)r\C(ﬁi)). (8)

Dabei sei wieder v = vy in Di' i =0,s.., s, definiert, und in

den Kontaktbedingungen treten wie oben die Grenzwerte von v
bzw, dv beiderseits der Trennflédche T

av 1
biete D, und,DJ. auf und sind mit den entsprechenden Indizes

d. h, beziglich der Ge-

versehen,
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Weiterhin seien die Funktionen a und b auf TJ durch
m m 1
a =[; ( ajk cos(n,xk))z]z, M Einheitsnormalenvektor auf

Tj, cos (n,xk) Richtungskosinus von M beziiglich der Koordina-

m
tenachse X0 bzw, b = ;E; ey cos(u,xi) definiert,

=
Die adjungierten Kontaktbedingungen sind gerade so definiert
worden, daB bekannte Zusammenhdnge zwischen Randwert- und ad-
jungiertem Randwertproblem mdglichst erhalten bleiben (vgl,
/10/). Bezliglich genauerer Untersuchungen dieser Zusamménhénge
bzw. der Ldsbarkeit insbesondere dieses adjungierten RKP vgl,
ebenda,
Im weiteren setzen wir die eindeutige Losbarkeit des RKP
(1)) eee, (4) voraus, Insbesondere fordern wir fir die Eindeu-
tigkeit, daB das homogene RKP zu (1), ..., (4) nur die triviale
Lésung u = O besitzt, Filr ¢ € 0, A, ¢ O ist dies erfiillt, An-
dernfalls gibt es einen Eigenraum der Dimension n 2 O, Die Exi-
stenz einer Lésung von (1), ..., (4) ist z, B, dann gesichert,
wenn das Dirichletproblem beziiglich des Gebietes D, oder die

s Dirichletprobleme beziiglich D,,..., D, eindeutig lésbar sind

in der Klasse der Funktionen u € CZ(Di) n C(Ui) (vgl, /10/).

Unter unseren Glattheitsvoraussetzungen an das Gebiet D sowie
die Koeffizienten der Differentialgleichung existiert fir den
formal-adjungierten Differentialoperator L* eine Fundamental-
1lésung y(x,y) bez, y in B, welche bez. y hélderstetig differen-
zierbar auf 8D fortsetzbar ist (vgl. /10/).

Fir die Greensche Funktion machen wir nun den Ansatz

G(x,y) = 7}1 l'P(XIY)‘R(XIY)' xepD, Yenir i=0,0.0, S, (9)

mit dem mittels folgender Definition der Greenschen Funktion
zu bestimmenden reguldren Anteil R(x,y):

L;f G(x,y) = 0, xe€D, yeDd, x £ vy, _ (10)

G(x,Y)|gp = O, xe€D, yedD, . (11)
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1 1
(327;y G (x.y) = 537;7 GJ(X:Y))TJ =0, (12)

9G,(x,y) .~
a 1 =
(_({).). '}J%LTJ g + Aj(y))TJ 0.
Y .

x€D, yeT

a6 ol X:Y)

(13)

. = 1,000, S.

yr - s
!

Dabei ist G(x,y) = Gi(x.y) fur xeD, yeD;, i = 0,..., s. Der

Index y bei LY soll kenntlich machen, daB es sich um die Anwen-
dung von el beziiglich y haidelt, Ferner sei V_ die Konormale im
Punkt yeT,., und die auftretenden Ableitungen in dieser Rich-
tung mogen sich ebenfalls auf y beziehen,

Aus den Bedingungen und der gestellten Eindeutigkeitsforderung
ergibt sich mittels potentialtheoretischar Oberlegungen (vgl.
/10/) die Existenz der Greenschen Funktion, Mit deren Hilfe ge-
winnt man unter Benutzung der Greenschen Formeln eine Lésungs-
darstellung fir Ldsungen aus der Klasse C (Di)r\C (U ) von

(1), «ee. (4) in der Form

u(x) = = },—{)(G(x.y)f(y)dy + [ aty) BEY g(y)a8(y)
ilo ap avy

S~ C 36 (x.y)
a 1 o' "’
* J; Tf[Go(x.v) 7‘-{-170 yr TN - o= (aly) v, (14)
J

- b(y)G,(x.y)) lpj(y)dﬁ(y)}}. Xx€D;, 1= 0,...,8,

3. A rdximat on

Beziglich der Lage der Fléche [, auf der vorgegebene Funktionen
approximiert werden mdgen, sind bei Randkontaktproblemen im Ge-
gensatz zu Randwertproblemen verschiedene Konstellationen még-:
lich [" kann im Gebiet D, liegen, aber auch in den Einschlissen

1,..., D, . bzw, bei geschlossenel " kann diese Fléche ver-

schiedene Einschliisse umschlieBen, Wir wollen [N T = @ enneh-
men, Wir betrachten ein beliebiges offenes Teilgebiet
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(bez. der auf T induzierten Euklidischen Topologie des Rm)
veT. Bezliglich der Approximationsfléchen " wollen wir fol-
genden konkreten Fall vor Augen haben (der die wesentlichen
Méglichkeiten beinhaltet): T = I, ul, uly, fpnlynly = g, sei

aufgebaut aus einer Flache Fl, welche geschlossen ist und Rand-
teile R° sowie Einschlisse Di' i=1,,.,., s, etwa D1 umfaBt;

FS sei eine nicht geschlossene Fldche in D,i in einem Ein-

schluB, etwa Dz,sei die geschlogssene Fléche Fz enthalten, Alle

einzelnen Bestandteile von [ seien (m-1)-dimensionale Flichen

(1'A). Auf den Flachen von [ sei eine Nor-

und aus der Klasse C
male vorgegeben, die bei geschlossenen Flidchen &uBere Normale
sei (vgl, Abb, 1). T, moge von keiner geschiossenen Flache aus

dem System [ eingeschlossen werden,
Durch Variation der Kontaktbedingungen Y, und Wk‘auf V im Rsh-

men der Voraussetzungen soll eine lédngs [ vorgegebene quadrat-
integrable Funktion beziiglich der L"-Norm approximiert werden.
Das innerhalb Pl gelegene Teilgebiet von D werde mit Qi be-

zeichnet, analog das von Fz umschlossene Teilgebiet mit 1)2.

Das homogene adjungierte RKP (5), ..., (8) fur das Gebiet 0,
anstelle von D habe genau ny linear unabhangige Eigenlosungen

1 M .1 1 1.2 1

Viieeew VU omit vy = v© in D, und v; €C(;nD;)nC (ﬁlr\ﬁi).

Entsprechend habe das homogene adjungierte Dirichletproblem fur
n

2, genau n, linear unabhéngige Eigenlésungen wl...., w 2, far

welche dann auf Grund der Glattheitsvoraussetzungen an Fz bzw,
80, und an die Koeffizienten der Differentialgleichung

wh e Czalz)rucl(ffé) gilt (/7/). Wir fassen L,(I') als Produkt-

raum L,([) = (L2(F1), LZ(FZ), L2(F3)) guf. Der von den Konorma-

Ienabieitungen der Eigenlésungen

1 "
a Ql—...., a L aufgespannte nl-dimensionale Raum besitzt ein
av n
avt v b
mit Hl"‘ = L2(r‘1) -<a — e 1 > bezeichnetes ortho-
h av av /Iy
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' 1 n2
gonales Komplement, Analog sei Hl" =L2(T‘2)-<a -a—w—.... '_B_w_>
2 av 3v /Ty

. n
1 2

.das orthogonale Komplement des von a %ﬁ-,..., a ag aufge-
14 v

spannten nz-dimensionalen Unterraumes von L,().

Satz_1: Unter den voranstehend aufgefiihrten Voraussetzungen
liegen die auf [" eingeschrénkten Ldsungen des Randkontaktpro-
blems (1), .... (4) bei Variation der Kontaktvorgaben wk' Wk

liangs eines beliebigen offenen Teilgebietes veT, dicht im Hil-
bertraum HpC LZ(F) mit Hp = (Hrl; Hrz; L2(P3)).

Bemerkung: Der Satz gilt sinngeméﬁ fur eine beliebige endliche
Anzahl von einzelnen Flachenstiicken von I, Innerhalb einer ge-
schlossenen Fliéche des Systems [' sei keine weitere Fléche von
" enthalten, Falls sich das Variationsgebiet V der Kontaktvor=
gaben innerhalb einer geschlossenen Fléche ™ von " befindet
(war oben ausgeschlossen worden), so kdnnen innerhalb F*'nogh
weitere Flichen von [" auftreten, jedoch nicht auBerhalb '*, Die
nicht geschlossenen Fléchen aus ' kénnen auch glatte Fléchen
der Dimension d<m-1 (vgl, /2/) sein, Ebenfalls kann men die
Glattheitsvoraussetzungen zumindest fiir Teile von " des Types
P2 und F3 noch wesentlich abschwéchen, Weiterhin kdnnen die
Resultate noch beziiglich gleichméBiger Approximation stetiger
Funktionen léngs [ verschérft werden, Die Vorgehensweise hier-
far orientiert sich an /8/ bzw, /6/., Ein entsprechender Satz
kann ebenfalls fiur die Approximation- durch Variation der Rand-
bedingungen bewiesen werden,

Beweis: Es geniigt, die Kontaktvorgaben ‘pj und WJ. j=1,....8,

auBerhalb veT, greich Null zu wihlen und ebenfalls die rechte
Seite f der Differentialgleichung und die Randvorgaben ¢ iden-
tisch Null anzunehmen (Linearit&t und Superpositionsprinzip).
&£, sei die bei Variation der Kontaktbedingungen entstehende
Linearmannigfaltigkeit der auf ' eingeschrénkten Lésungen, Ge-
m&B unserer Behauptung machen wir den Ansatz
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0=<hw, = fh(x) u(x)d6(x), ueL., (15)
r P :

und haben das Verschwinden von h in Hr zu zeigen (bzw, hel4#
beziglich LZ(P)).
Wir setzen in (15) fur u die Greensche Ldsungsdarstellung (14)

unter 3eachtung der obigen Bemerkungen bezliglich ?J‘ WB.
f und t}? ein?

0 = f h(x){— L fGo(x.y) 2yl T (y)d6(y)
Fy Wy T)o To(y)

(x.¥)
fi— —2 - b(y)6,(x.¥)) Yy (v)d6(y)} d6(x)
\4 ? Vy

f h(x) {- ,17- Sotx¥) $oBy T (v)96(v)
.
2 ¥)
+ ,)— f—( —— -b(y)G(x, y))lpk(y)ds(y)}dS(X).

Nach Vertauschung der Integrationsreihenfolge und geeignetem
Zusammenfassen und Umformen entsteht

0= f?fk(y){% [- 1-1)-; / 6o (X, y)h(x)d6(x) .
\ Pl\JF

3

- -,-1’-— fco(x.y)h(x)ds(x)]}dsw)

' x,Y) '
-fxpk(v){-l— [- &+ f (a(y) —2——-b(y)G,(x,y)h(x)d6(x)
" o " Yo av,

= -—- f( (y -b(Y)G (x, v))h(x)ds(x)}} d6(y). (16)

70



Da ”k und Yy unabhéngig voneinander beliebig variiéren, so
missen die Ausdricke in beiden geschweiften Klammern verschwin-~
den, Wir definieren ein Potential

Aly) = - %—- f G(x,y)h(x)d6(x) - 1. fG(x,y)h(x)dS(x), 17)
®ryuly L P

wobei wieder mit der Bezeichnung A(y) = Ai(y) fir
y'eDi. i = 0,000, 8, gearbeitet werden soll,

Dann bedeutet das Verschwinden des Ausdrucks in der ersten ge-
schweiften Klammer von (16) gerade

Agly) = 0 fir yev, - ' (18)

Den Term in der zweiten geschweiften Klammer formen wir nach
Multiplikation mit 7 noch etwas umg

0=a(y) —[— C U/ Go(x.y)h(x)dS(x)-%E rfco(x,y)h(x)dS(x)]
Ps 2

- b(y) [- [ sotxyin(xyds(x) - L [ oytx.yIn(x1d6 ()]
'7° PuTy 2 r,

aAo(y) ‘
= a(y) — = b(y)A,(y), veV.

av,
Y
Mit (18) gilt also
8A (Y)
0 =0 fur yeV. - (19)
avy

AuBerdem geniigt wegen (10) A(y) der Differentialgleichung
L*A(y) = 0 far yeD\T. (20)

Somit genigt A(y) einem Cauchyschen Anfangswertproblem l&ngs V,
Unter unseren Voraussetzungen gilt der Unitétssatz von Cordes
/3/, und wir haben A(y) = 0 in D\ a]lu ry UF3).

Aus der Darstellung (9) sieht man, daB A(y) ein Greensches Po-
tential mit einer Fundamentall&sung \y als wesentlichem Kernbe-
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standteil ist. A(y) hat deshalb die wesentlichen Eigenschaften
eines Potentials der einfachen Schicht, insbesondere geniigen
die Grenzwerte der Konormalenableitungen beiderseits der Bele-
gungsflédche [' einer Sprungrelation, die sich unmittelbar ‘aus
derjenigen des Einfachschichtpotentials ergibt (vgl., /7/):
Fast Uberall auf Fs gilt

*)
0A - 3G( x
(._.(.Y).) = (*) ?LPT f 96(x,y) h(x)d6(x)
va 0 I'- ur aVY
(21)
- & f-a—Gé"—Yl h(x)d6(x).
gy Fy

n “(*)" bedeutet das "+" den Grenzwert der Ableitung auf der
Seite der Fliche [, welche positiv orientiert ist, d, h,, auf
die man sieht, wenn man entgegen der vereinbarten Normalenrich-

tung auf die Flache schaut, "-" bezeichnet den Grenzwert auf
der anderen Seite der Fléache.,

Wegen A(y) = 0 in einer Umgebung von FZ gilt auch

() :
‘SLXL = 0 auf r3- Aus (21) resultiert fiir die Differenz
14 B
+ -
der Grenzwerte O = (aA(Y)) - (aA(Y)) = hy)
v, v, a(y)

mithin resultiert fiir fast alle ve F3 wegen a(y)>0
h(y) = o, ’ (22)

Nun betrachten wir A(y) in einer Umgebung der geschlossenen
Flache [y cD . A(y) = 0 in D_\ Q, U T}) impliziert
*

(9-3-(1)-) = 0 fur yel,. Auf I} gilt ebenfalls (21) und folglich
v

fur fast alle yel,

v ) 2a(y) ')0

Y (23)
23
?2 f—Gé"—ﬂ- h(x)d6(x).
P,
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Gleichung (23) ist als eine inhomogene schwach singulédre (wegen
der Singularitat von G) Integralgleichung auffaBbar, Das inho-
mogene stetige Glied ist

2a(y) [aG(x4¥) h(x)dG(x),
T2 T, "
wenn man (23) noch mit 2a(y) multipliziert,

Eine L2-L69ung von (23) ist denn insbesondere stetig, Damit
geht A(y) stetig durch Fl hindurch (vgl, Einfachschichtpoten-
tial mit stetiger Belegungsdichte in /7/) und die Sprungrela-
tion gilt dberall auf [ :

(A(Y))™ = (Aa(y))' =0, ‘ (24)
(BA))T | (BA) Y h(y) . h(y) | (25)
w av a(y) = a(y)

Nun betrachten wir noch das Verhalten von A(y) auf den Trenn-
flachen T., j=1,,.., s. Mittels (17) und der Definition der
Greenschen Funktion (vgl, (9)-(13)) lUberzeugt man sich davon,
dag fur yeTJ. j=1,..2, s, gilt:

7;%77 Ayly) - 32%77 AJ(Y) =0, (26)
dA 0A ~

aly) %Y agy) 4V +« A, A (y) = O. ) (27)

Mo ov nj oV 373

Somit geniigt A(y) beziiglich des von Fi eingeschlossenen Teilge-
biets S)l von D einem homogenen adjungierten Randkontaktproblem
(vgl. (20), (24), (26), (27)). Fir A(y) gilt

Aly) € c? 621(\Di)r\01 6511151), wobei bei der von uns gewédhl-

ten Gebietskonstellation i = 0,1 ist und ébeziell §)1n D
gilt,

Dies sieht man folgendermaBen: Durch Iteration der zunédchst
oben als stetig nachgewiesenen Lésung der Integralgleichung
(23) ergibt sich, daB h sogar hélderstetig ist, da das Integral
GUber P1 mit stetiger Dichte h(vgl. /7/) diese Eigenschaft hat
und das inhomogene Glied ebenfalls hdlderstetig ist als Konor-
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malenableitung eines Greenschen Potentials mit Belegungsfléche
Pz auf einer Ljapunovfléche (Ple C(i'h)) im Regularitétsgebiet

dieses Potentials, \legen des Satzes (vgl, /7/), daB ein Poten-
tial der einfachen Schicht mit holderstetiger Dichte auf die
Belegungsfléche stetig fortsetzbare erste Ableitungen beider-
seits der Belegungsflédche besitzt, trifft dies offensichtlich
auch abf A(y) nach (17) zu, Fur die Ubrigen Randteile von

Qi : 90 Nn3R,, sowie fir die Trennfléche T, trifft diese stetig

differenzierbare Fortsetzbarkeit von A(y) auf Grund dieser
Eigenschaft der Greenschen Funktion (unter unseren Vorausset=-
zungen an das Randkontaktproblem) zu., A(y) ist folglich eine

Linearkombination der vorausgesetzten n, Eigenldsungen
n .
vl,..., v 3 des homogenen adjungierte RKP beziiglich Ql:

Ny

Ay) EZQP vPiy). veQ,. OpER,
p=

(25) impliziert fir yel,

‘nl'
‘M’-=Z°‘ af(y) . _ h(w),
v p=1 P 3y a(y)

: p
Da laut Ansatz (15) h € Hp orthogonal zu a gx— auf Ty ist (im
14

Sinne des Skalarproduktes von L2(Fa)), folgt ap = 0,

p=1, «e., ng, d. h, h 2 0 auf Fl.‘

Nun ist noch A(y) = - Ze _{G(x,y)h(x)dS(x) in einer Umgebung
. 2
FZ
von FE zu betrachten, Wegen A(y) = O in D, und (26) folgt

3A,(y)

As(y) = 0 und aus (27) = 0 fur yrgiz. Wir wenden erneut

den Unitatssatz fir dieses Anfangswertproblem an und schlieBen
auf A(y) = 0 fur y€D,\{,. Jetzt kénnen wir beziglich der ge-
schlossenen Fléche ', analoge Oberlegungen wie oben bei Fl

durchfiihren und h = O auf rz folgern, womit der Satz bewiesen
ist,

74



AbschlieBend soll noch nach der Méglichkeit der Approximation
bei Variation nur einer Kontaktvorgabe gefragt werden, Nehmen
wir also an, daB nur Wk auf VT, variiert wird, wdhrend alle
anderen Vorgaben einschlieBlich ., j=1,,.., s, 0.B.d.A, iden-
tisch verschwinden m8gen, Wieder vom Ansatz (15) ausgehend er-
halt man (16) mit P =0, d. h"-es resultiert nur (18), jedoch
nicht (19), Die Gultigkeit von (18) allein reicht jedoch nicht
aus, um wie oben auf A(y) = O in Do\ «21u P1(JF3) zu schlieBen,

Variiert man jedoch Wk auf ganz T (V=T ), so wird Aoly) = O auf
T, und mittels (26) auch A (y) = O far Yy €T, . Wir setzen nun
noch Dkr1r = @ voraus, wegen L*A(y) = 0 in D, und A(y) = O far

yER (vgl. (11) und (17)) ist A(y) in D, Lésung des homogenen
adjungierten Dirichletproblems (mit den entsprechenden Glatt-
heitseigenschaften bis zum Rand wie oben, d. h,

Ak(y)e CZ(Dk)n 01 (Ek)). Nehmen wir als weltere Voraussetzung

die Eindeutigkeit des Dirchletproblems (und damit auch des ad-
jungierten Dirichlétproblems) bezuglich D, an, so muB A(y) in
Dy verschwinden, Auf Grund der Kontaktbedingungen (26), (27)
ergeben sich (18) und (19), und der weitere Beweis verlduft wie
bei Satz 1, Somit haben wir den

Satz 2: Unter den Voraussetzungen von Satz 1, der Eindeutigkeit
der Ldsung des Dirichletproblems fir Dk' sowie der Bedingung
Dkr\P = @ liegen die auf [ eingeschrénkten L&ésungen des RKP
(1), eee, (4) bei Variation nur der Kontaktvorgaben ﬂk auf
ganz Ty dicht in Hpe

Bemerkungen: -

a) Unter einer gewissen Zusatzvoraussetzung betreffs der Eigen-
16sungen des homogenen adjungierten Dirichletproblems beziig-
lich D, kann man sich bei Satz 2 von der Voraussetzung der
Eindeutigkeit der Ldsung des Dirchletproblems far D, befrei-
en, 7 3

b) Ein dem Satz 2 entsprechender Satz kann auch gezeigt werden,
wenn die andere Kontaktbedingung Y auf ganz T variiert
und die Ubrigen Vorgaben, insbesondere Wk, verschwinden,

75



A(y) geniigt dann beziglich D, einem homogenen gemischten
Problem mit dritten Randbedingungen auf Ty und ersten Rand-
bedingungen auf R, . Unter der Voraussetzung der Eindeutig-
keit der Lésung dieses gemischten Problems folgt dann wieder
A(y) = 0 in Dy und wie oben die Dichtheitsaussage gem&B
Satz 2,
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Jargen RoBmann

Ober zwei Klassen von gewichteten Sobolevrédumen in ebenen Ge-
bieten mit Ecken und Anwendungen auf elliptische Randwertauf-
gaben

J. Einleitung

In der Theorie der elliptischen Randwertaufgaben in Gebieten
mit konischen Ecken werden vielfach gewichtete Sobolevréume
verwendet, In den Arbeiten /1/, /2/, /3/., /4/ z. 8. werden zu-
erst die Loésbarkeit und die Asymptotik der Lésungen ellipti-
sche™ Randwertaufgaben in der Klasse der gewichteten Sobolev-
réaume Vl B(G) untersucht, Diese Klasse enthalt aber i, allg,
nicht die gewdhnlichen Sobolevréume wl (G), und es ist i, allg,

nicht trivial, die Ergebnisse von den R&umen V;'B(G) auf die
Réume wé(c) zu Ubertragen, Deshalb ist es von Interesse, den
Zusammenhang zwischen den R&umen V B(G) und Wl B(G) Zu unter-
suchen, wobei W; B(G) eine Klasse von gewichteten Sobolevraumen

darstellt, die die gewdhnlichen Sobolevréume Wp(G) = p.o(G)
enthdlt, '

FGr B = s=2/p (s=1,,..,1=1) ist dieser Zusammenhang z, B. in
/5/ untersucht. Im Fall p = 2 ist dort aber gerade der interes-
sante Fall B = O ausgeschlossen, Die vorliegende Arbeit be~
schaftigt sich deshalb mit dem Zusammenhang zwischen den R&umen

v;'B(c) und W;,B(G) fiir B = s=2/p (s=l,...,1-1),

1, Bezeichnungen, Definitionen

r,w seien Polarkoordinaten im Rz. Dann ist

.2 g
K = Kwo = {xeRv: O<r<oo, 0<w<wo} (O<w°<27T) ein unendli-

cher Keil mit der Ecke im Koordinatenursprung und den Seiten
* o= {xeRZ:u- wl. ¥ = {xé‘RZ:Q)= o}.
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Wir definieren den Raum V; B(K) (1< p<oo, BER) alg Vervoll-

stéandigung von cg°(E\ {0}) bez. der Norm
B=-1+lal) ot P 1/p
i, = f E rP( |0%u|P dx
fu Vp,B(K) (K gL . ! )

; o o

* - p% 15,72, b, = 9/idx
1 X2 %y J
Menge aller Funktionen aus w; loc(K)‘ far die die Norm

lully 1 = (frPB Zl PulP dx)1/P
lalhy? ) (Kfr 2 ._| P ax)

existiert, Entsprechend definieren wir W; B(R+) (R+=(0.co)) als
Raum mit der Norm

) und den Raum Wg 8(K) als

B 1
o g,y = € f o5 S ot anie.
+

For 1 » 1 seien.vg'é/p(xi) und wg'é/p(yi) wie Gblich die Réume

der Spuren von Funktionen aus V; g(K) bzw, Wg B(K) auf den Sei-

ten §* bzw, y¥7, versehen mit den Normen
.ot .
lulyl-2/p(ps) = inf {"""Vé,w) P vevy g(K), vl = ul,
; . 1 i
nunwll):é/p(a,:) = inf {[]vﬂw;'B(K) P VEWS oK), V'y: ‘u}.
pie Norm in Vg'é/p(R+) ist dabei &@quivalent zur Norm

1-1 g
lull = <§ frP(S-hJ)ulu(J)(r)lp dr
B

P dr dg 1/p (1)

8 u(l-l)(r)_gB u(1-1)(9)

+
BN

R

Ir-giP
+ , g

(s. /6/). Hierbei bezeichnet u(J)(r) die Funktion Eiﬂ*ﬁl.
dr
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Lemma 1: Die Norm |l+||,,1-1/p ist aquivalent zur Norm
Ll wa (R,) q

1-1 1 @
u = ( gz: (J’ rpB+1|u(J)(r)|p dr + j'rpB[u(J)(r)lp dr)
=% o 1

(2)

o r
+ /’/ rpsg'plu(l‘l)(r+g)-u(1"1)(r)\p dg dr)i/P,
00

Beweis : Der Beweis erfolgt &hnlich wie der von Satz 2,2 aus /7/
1, Es sei u(;W; B(K) und f die Spur von u auf §~.
0, B. d. A, sei w°<m’/2'. Dann ist f.Dr Q <Xy
f(xl) - f(x1+e) = u(xl,O) - u(xl, e tan u%)
+ u(xl, g tan “b) - u(x1 + 9, g tan Qh)

+ u(x, + @, tan w ) - u(x, + 9,0).
Dabei ist 1*8 8 ° 1*8

1
u(xl,O) - u(xl, o tan uh) = tan W, /f u‘z(xl,sg tan Qb) ds
0

(mit v‘J(xl,...,xn) bezeichnen wir die Ableitung der Funk-

tion v nach der j-ten Variablen). Aus der Hblderschen Un-
gleichung folgt damit
Xy .
f' f'xlp e pI'u(xl,O) - u(x,.g tan a%)lp do dx,
R, O

+
X 1

1 .
<€ ¢ f f x1?8‘/ s(P 1)/Zjulz(xl,sg tan a%)lpwds dg dx,
R+O 0
X, tan w,
g ¢ -f rpelulz(xl,xz)!p dxzdxl,
RO '

+
denn in K ist x, €r & x, (cos u%)'l. Analog erhilt man
X
2 pB _-p y
j j X370 T u(xy,Q tan w )-u(x, + @,g tan uh)lp dg dx,

R, O

£ cuqul und
wp'B(K)
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X & _
[ S x4 Pluxg v gug tan w,) - u(x; +.0)|" dg dx;
) .
+

£

= c"u“w (K)' d, h.

L]
X

1 pB_-p P p

[ 2P Pl - f(x09)1P de dxy £ cfuigl
R, O p.B

+ -
Ferner ist

1 1 x,tan .
f' x1p3+1|f(x1)|pdx1 = tan(u Ji[ x1p5‘u(x1:0)lp¢%dxi
o .

1 X, tan @,
¢ f{ XIPB(IU(xl.Xz)Ip+lu(x1.x2)—u(xl,O)[p) dx
o0

»n .

1 x tan w X

]pBlulp dx +cf pr ]fz ulz(xl,t)dtlp dx,dx,
o

- C j'rpglu[pdx

in

[N

1 x
+ c' f'f x1pB((x1ta" “B)p"tp)lutz(xlut)Ipdtdxi
00 .

und entsprechsnd
@ 8 : o t o "

fxlp JF(x0)| P dxy = e [/ x4 PPlu(x,.0)|P dx, dx,
1 10

tan @, .
/’ x1p (lu(xy.x5)| P +\u‘2(x1.x2)|p) dx, dx,
6]

n
(2]

& c“““w (K) ’

d., h., die Norm (2) von f 1Bt sich nach oben durch die Norm
von u abschétzen,
Die entsprechenden Abschétzungen fir 1> 1 erhdlt man analog.
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2, Es sei nun fe.w;'é/p(y'). Dann definieren h@r

1
u(xg.%5) = L})(xz)f f(x +8x,) K(s) ds,
(6] 9
wobel K eine Funktion aus CSD(R) mit supp Kc (0,1),

1
jk(s) ds = 1 und H)ecgo(ﬁ:) eine Ausschneidungsfunktion mit
0

supp pcl0,2) und =1 in (0,1) seien. Denn ist
wmin(l,xl)
- 8
X, P xlp fu(xy,x5) - f(x1)|p dx,dx,
‘00
© X4 5 1
< ff %5 P m,F )f(f(x1+sx2) - f£(x1))K(s) ds|P dx, dx,
0o 0 ;

\

< c"f"&l-l/p(r-) , d. h,, f ist Spur von u auf P~
p,B -

Unter Ausnutzung der Beziehung .
) ald.l
= (ﬁ' jf(x1+sx2) K(s) ds)
1 0
' tex, o t=x
g [ ) %™ (=) 2 k() dt
13 2 2
1 t=x, & t=x
= [ () e (D) () Bty 2 k(—2) at
R ax1 Xy Xg X5
éPV 1
- Zl x—f(f(1'1)(x1+sx2)-f(1‘1)(x1))sf"‘K(")(s) ds
H+Vs 2 o

fiur lal = &y +a, = 1-1 erhdlt man

f PBIo%y| P dx < cIfIfL-1/p o ) Fur lal= 1,
p.B +

Kma
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Ferner ist
j’ rpBID“‘ulp dx
72
1-1 1 ‘ 00
&g (fx1PB*1|f(3)(x1)|P dx, + [ x,PEIE(3) (x)| P ax,)
=0 g : 1 -

for lol = 1-1, d. h, ueW’])"B(KJr/A_).
Da sich jede Funktion ue;w;.B(Km74) zu einer Funktion aus
w;'B(K u%) fortsetzen 1laBt, ist Lemma 1 hiermit vollstandig .
bewiesen,

Lemma 2: Der Raum w;'8+1/p(R+) ist stetig in 'den Raum . -

w;jé/P(R+) eingebettet,

Beweis: Offenbar ist

1-1 1 %
}_—_ (frp8+1[u(j)(r)lp dr + f PB1u(3) (r)|P dr)
J:O o 1

snun@l

P.B+1/P(R+) ’
Ferner erhdlt man /

ijI rpﬁlu(l'l)(r+g) - u(l'l)(r)lpg'p dg dr
00 .

o0 r

1
= ’[./ rpBQJ’ u(l)(r+t9) dt|p de dr
0 o] 3

N
(¢}

@ oo
f‘[ (r+t9)pslu(1)(r+tg)|p dr dg dt
0 \ '

00 r/(t+1) :
f f rpslu(l)(r)lp dg dr dt £cﬂun51
] 0 y P
woraus die Aussage des Lemmas folgt.

,B+1/p(R+)'\

OHH O¢ ’_‘O
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wir fuhren nun den folgenden Integraloperator X ein:

2
(X g)(r) = [ altr) K(t) dt,
1 2
wobei Ke_(:g(R) eine Funktion mit supp Kc (1,2) und fK(t) dt=1
ist, 1

) ®
1-1
Lemma 3: Ist gewp'B/P(R+) dann ist v =J<gemwp B+\>+1/p(R ).

und es gilt

vl i+ V < cligllyi-1/p fur v=0,1,... sowie
wp B+V+1/p(R ) wp.B (Ry)

00
BB=l)el " P dr ¢ P-1 .
[ Iv(r) = a(rIP dr € clgifi-/p (g )

0
K oo K
Seweis: 1, Es ist d_!'g_l = f g(t)'d—E (% |<(_:.)) dt
dr 5 dr .
2r K
d 1 t "
= f (alt) = o(m) S (G k() at for kb1,
r
r T 4 2
1 t
denn es gilt = K(=)) dt = K(t) dt = O,
9 0] g (F 1z ;1;1[ (1)

k
k .
Da]:—rk- (% K(%) )l =l E- aJ tj r-(k"'i"'j) K(J)(':‘.)‘ £ ¢ r'k-l

fur t £ 2r ist, erhdlt man nach der Hélderschen Ungleichung

[ p(B- 1+k)+1|v(k)(r)]p dr ‘C-[ j’ rp(B 1)|g(t) g(r)lp dt dr
00

€ c ‘f PR j’g plg(r+9) - g(r)lp dg dr far k 2 1,

2. Analog erhdlt man

s 0]
[ P(B=1)+1|y(ryog(r)|P dr
(0]

e} 2r
f P14 [ (g(e) = g(r)) K(t) dt|P dr
0 r
@ r
o [ P& [g7Pig(rep)-g(r)|P dg ar,
g4 womit gas Lemma bewiesen ist.
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'Bemerkung : FaBt man X g als Funktion iber K auf, indem man

1/2. 1+P
(x +x2) /2 setzt, dann ist Xg ng wp+B+v(K)

. 1. 1
2, Der Zusammenhang zwischen den Raumen‘!E'B(K) und YP'B(K)

Es sei u eine beliebige Funktion aus wl g(K). wir verwenden der
’

Einfachheit halber den gleichen Buchstaben u fir diese Funk-

tion, wenn wir sie in Polarkoordinaten r,as schreiben, und de-

finieren
W
8(r) = &= [ u(r.w) do.
°9

1 1-1
Lemma 4: Ist ueW; g(K), dann ist Gewp B+1/p(R )ews” /p(R Yis
und es gilt

j'rp(s'l)lu(X) - G(r)|P dx £ clulfs
P,

K)*
A g(K)

. Beweis: Die Aussage ﬁ&;wg'5+1/p(R+) folgt aus der Gleichung

- i () (cos w)? (s1n I — L

J o 4 J=v
ar V=0 9x," dx,
Ferner ist frp(B'l)lu(x) - a(r)|P dx

K

w,
p(B-1), 1 o ;
f’r )]-m—o f (ur. @) - ulr. ) dgP dx

(o]
% w, @Yo @ 3u(r, )
= jf rP(B-l)'ﬁl!_L ( 'lf’ dp) d? p dw dr
oo “o of é{ 3y ! |
00 W '
sc [ ° (p(8- 1)+1\—u’_)\p dpdr € c* frp’-”lvmp dx.
00 oy K

2,1, Der Fall 1=1

Nach Lemma 4 existiert zu jeder Funktion ue¢ W; B(K) eine Funk-

1

tion uewp B+1/p(R )cwl'l/p(R ), so daB u - uev B(K) ist,
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wenn man G als Funktion iber K auffaBt. Aus Lemma 3 folgt dann

° 1
auch u - Zd& E‘vp.B(K)'
wir fihren nun folgende Aquivalenzrelation im Raum w;‘;/P(R+)
ein: & :
¢ B g.==£d° f rp(s'l)ﬂ'lf(r)‘ - g(r)IP dr< .
0 -
Satz 1: Zu jeder Funktion uew;' B(K) existiert eine Funktion

-1
uj€ wg's/p(R+) , so daB

1
u - luoevp'B(K)
ist, wenn man Zuo als Funktion uber K auffaBt, Die Funktion u,

aus dieser Darstellung ist dabei eindeutig bestimmt bis auf die
Aquivalenzrelation &.

Beweis: Die Existenz einer solchen Funktion ug ist bereits

nachgewiesen, Wir beweisen die Eindeutigkeit, Sind u, und Vo

1-1 1
zwei Funktionen aus Wp,B/p(R+) mit u -luoevp'B(K) und

u = 2v, 6vg'3(l<) . denn ist X(u v )e v;'B(K) und damit nach

oo .

p(B=-1)+1 _ p - B

Lemma 3 f r lug(r) yo(r)i dr<coo, d. h. u® v . Ist

O .
andererseits u --‘Zuoevé'B(K) und uog Voo dann folgt aus Lemma 3
auch u -Xvoev; a(K), und der Satz ist bewiesen.
Bemerkung 2: Wir betrachten den Raum der durch die Aquivalenz-
relation 8 in \v;'é/p(R+) gebildeten Aquivalenzklassen in den

verschiedenen Féllen B £ ~2/p, B> -2/p+1, -2/p<B< -2/p+1/ und‘
B = -2/p+1.
a) B € -2/p oder B> -2/p+1,

Fur gsw;'é/p(-ﬂ,‘_) folgt dann aus der Hardyschen Ungleichung"
) 1 o}
(s. .z. 8.‘/9/) Xg 6wp,B+1/p(R+)pr,B-1+1/p(R+)' woraus

@
sich nach Lemma 3 f rp(e'l)“]g(r)[p dr <o ergibt, d, h,,

es ist g & 0, o
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Der Raum der durch B gebildeten Aquivalenzklassen hat-also
die Dimension O, und man kann in Satz 1 die Funktion u
durch O ersetzen, ‘

o

b) ~2/p<B<~-2/p+1,
In diesem Fall existiert zu jeder Funktion g»:-.w1 1/p(R )

eine Konstante c = g(0) = (Xg)(0), fir die nach der Hardy-
schen Ungleichung '

o0 - .
S PE (g (r) - eIP dr <o
0

00 _
und damit nach Lemma 3 ‘['rp(3'1)+1|g(r) - c|p dr <o,

d. h. g 2 c ist, 9

Der Raum der durch & gebildeten Aquivalenzklassen hat also
die Dimension 1, und man kann in Satz 1 die Funktion u,
durch den Wert von u an der Stelle x=0 ersetzen,.

c) B = =2/p+1,

Der Raum der durch )

in W;'é/p(R+) gebildeten Aquivalenz-

klassen hat die Dimension oo, denn die Funktion
u,(r) = X(r) logjlog rl,
us(r) = X(e r) log logllog rl,
uz(r) = X(e® r) log log logllog r|,

(XQCBD (ﬁ:) ist hierbei eine Ausschneidungsfunktion mit

supp X <[0,1), X = 1 in (0'2))
gehdren zu verschiedenen linear unabhéngigen Aquivalenzklas-
sen,

2,2, Der Fall 1>1

Nach /5/ liegt fur B € -2/p oder B> 1-2/p jede Funktion u aus

w: B(K) auch in V; B(K). FOr s-2/p <B <s+1-2/p (s=0,1,,..,1-1)
’ .

existieren Konstanten

31*3 l-s 1 xi

J —'i—_'-lx-o (i+J‘1 8-1), so daB u-igo 1J Tl_,_‘ GVIB(K)

ist,
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Wir betrachten nun den Fall B = s-2/p mit s e{1,....1}.
Fur i+j < l-s~1 existieren dann nach /5/ die Werte

aitdy e .
——T—s—— . Wie in 2.1 definieren wir

w, :
1 3ty
u (r) =-——f e WD,
ij w T .3
o5 Ox) 8x2

1

p,s~2/p(K) (s e{l,...,l}). Dann gilt fur

Lemma 5: Es sei ueWw
,u+v£ 1l stets

1-s=1-p-V i3
frp(s-2/p-1+f4+v)‘ * vy _ & X1 X3
’ axq axv i+tj=0 ivp, J+¥ it 5t

i
. 'MA:;_; (b, jﬂ,)(")ﬂ—r‘ delfl ) (3

(im Fall ptv >1l-s entfallen die beiden Summen in (3)).

Beweis: Aus uebvl (k) folgt zunachst nach der Hardyschen

pls—z/p

. Jl-s+j “ e =
Ungleichung uepr'J_z/p(K) fur j = 1,...,s8, d. h,, (3) gilt for

F+v>1-&
Fir p+p = l-s gilt nach Lemma 3 und Lemma 4

- jor P .
fr zlsq—-—”- -Wupvlp dx & c |

at+vy
N el BT
% XT axg axﬁ alelwp,i-Z/p(K)

[LN

cfullfr
w ,8-2/p (K)*

Wir nehmen nun dan, (3) sei fir p+v = k (k€l-s) bewiesen, und-

beweisen diese Ungleichung dann fir pu+Vv = k-1,

For pry = l-s=1 nimmt

1-5-1-p-v i3

+P x X
b e, SR e
W ey figms eIV ITTT

;Ei:::: xt xJ
- Z 0 1 72
i+i= -S-P_p i+P:j¥V EAl) j]

an der Stelle x4 = x, =0 den Wert O an, Nach der Hardyschen
Ungleichung gilt dann
frp(s-Z/p-l+H+v)lA,p dst € & J’rp(s-z/p-1+ﬂ+v+1)1vArp dx.
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Aus der Induktiohsvoraussetzung erhélt man dabei unter Benut-
zung von Lemma 3

frp(s-Z/P-l"H*V*l)[ vAlP dx £ c(lluif1 (K)"'""'"wl"s‘":l

)l
) 5 e p(K)
d. h. ([ P(s=2/p=14pusV), 1P 4y ¢ cqupP , womit das
. f o wp s-2/p('<) .

Lemma bewiesen ist.

Satz 2: Es sei u€W: (K) (sef{1,...,1}). Dann exiétieren

p.s-2/p oy
. -S=- w
Konstanten iy (i+j £ l-s-1) und Funktionen ugyEW, 3t 2/p(R )
(i+j=1-s) derart, daB
l-s~1 i .3 i3
X X X, X
172" 172 1
u- 854 TTIT = (m“')(’)TTGTeV (K)
i§§;o 4] 2 : _izg;;;; 4 p.B -
ist, Die Konstanten cij aus dieser Darstellung sind dabei ein-"

irj, : -
——gv——g-—‘ }, wdhrend die Funktionen
1 8x11 3x23 X=0

eindeutig bestimmt sind bis auf die Aquivalenzrelation

deutig bestimmt (c
Uiy

1;E/P (uij A=2/p Gij)'

Beweis: Die Existenz solcher Konstanten c1j und Funktionen uiJ

folgt bereits aus Lemma 5. Um die Eindeutigkeit zu beweisen, -
haben wir zu zeigen, daB die Funktion

l-s-1 i) i
v = z -ciJ;T—_);%" (Xuy )(r)-).(—:;'-—x%
i+j=o : i¥j=I-s 3 il
mit uy € wi-1/p (R,) gehau dann in vi (K) liegt, wenn
i3~ "p.1-2/p p.s-2/p ’
- 1-2/p 1
Cgy ® 0 und Uy 0 ist, Aus v'evp o 2/p(K) folgt
Py s

3-ﬁ75—$ EVp,s-Z/p(K)c'vp 2/p(K) fur p+v = l-s. Unter Bénutzung
xE” Ox .
1 2

von Lemma 3 erhélt man hieraus upvl;gfp o far prv = 1-s und

x] xJ 1
damit (Huy ) (TTTT € Vp,ema/p(K)-

i+j=l-s
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Mittels vollstédndiger Induktion kann man nun amalog beweisen,

. i ' 1
daB fur i+j € l-s-1 stets iy = 0 ist, falls veavp,s-Z/p(K)_
gilt,
Aus ciJ = 0 und uiJ 1;E/p 0 folgt andererseits leicht

\/€V;‘s_2/p(K). Der Satz ist damit bewiesen.

3, Der Zusammenhang zwischen den R&umen der Randwerte

Wir untersuchen jetit den Zusammenhang zwischen den Réumen

'g 2/P(y*) und v 1/P(y ) im Fall B = s=2/p fir s = 1,...,1.

Es seil ue.d; :/S/p(y+)' Dann existiert eine Funktion

vrewl (K) mit v = u auf y+. Nach Satz 2 ist

p,s—2/p
l-s-1 J i .3
Z x1 *2 %4 %3 .

Ve i¥j=o 13 EARN L i¥j= -s(xvij)(r) rr*Y

’ - 1-1/ Lol .
mit diJ = const,, v.:l Wp 1 g/p(R+), v'e vp,s-Z/p(K)' d. h.
. 1§ N J rifl'j
u(r) =v(r cos w,,r sin w,) = 1+J=°dij cos™ w, sin’ Wy iTIT
* = ind O3 :
+ s -s( vij)(r? cos” W, sin” w, ITIT + v
ezl x 1-s
= chm+ (fkul s)(r‘)-(TTr . (4)

mit ¢ = ? (?) di ket cos_i wy sink—1 Wgs
l-s
& i l-s-i
; (l ) Vi, l-s-i CO8 @, sin™"% wy.

Satz 3: Es sei uéﬁ”l 1/g/p(R+) (se{l,....1}). Dann existieren

1 1/
Konstanten CpreeesGlogat und eine Funktion uj_g€ p 1- 2/p(R )

derart, daB

l-s-1 1-1/p '
o ; e 'E" (Xuy_ ) (r) n——ﬂ-evp o=2/p(Rs ) (5)
ist, =0 i
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Die Konstantén ¢, aus dieser Darstellung sind dabei'éindeutig
- durch u bestimmt (c, = u{k)(0) far k = 0,1,...,1-s-1), wahrend

die Funktion u, . eindeutig bestimmt ist bis auf die Aquiva-
lenzrelation 1~2/P (uy_g 1P §(A=8);5

Beweis: Die Existenz der Konstaﬁten Cy und der Funktion Ui.s
ist bereits bewiesen, s, (4). Wir haben noch zu zeigen, daB aus
(5) ¢ = u(k)(o) und uy_g i22/8 4(1-3) folgt.

Aus (5) und (1) folgt zunéchst

oo

’( rp(s'1+k)'1|u(k)(r)

o & l-s-1 . (6)
':,:F‘f: Ja-r*“‘"l- <”mﬂ" dr< e

fur k = 0,1,,,.,1-s, Unter Beriicksichtigung von Lemma 3 erhélt
man hieraus fir k = l-s

00 .
‘[ r'1|u(1-s)(r) - ulas(r)lp dr <oo, d, h. uy_g 1:E/p u(l—s).
(8]
Far k <1l-s folgt aus (6)
00 .
}'rp(s-1+k)-1lu(k)(r)_Ck
0 ' 1-s-1
-k k l-8
L d r ]
- ngci (3-K)1 -:;E (xul_s)(r) m] dr< oo,

d. h, j’ 1'6]u(k)(r) cklp dr<oo, wobei € eine geniigend kleine

positive Zahl ist, Folglich ist u(k)(O) = c,, womit der Satz
bewiesen ist,

4, Gewichtete Sobolevréume in beschrénkten ebenen Gebieten mit
Ecken )

Es sei nun G ein beschrénktes ebenes Gebiet mit stiickweise
wglattem Rand: 3G, Die Ecken von G bezeichnen wir mit Ei""‘En'
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n

Dann ist aG\\_} Ej Vereinigung von n glatten Kurvenbdgen
j=1

Nl.....yn. Dabei verbinde ¥; E; mit Eg 4 fir 1 = 1,,,.,n=-1 bzw,
En mit E1 fir i = n, Der Wwinkel zwischen zwei benachbarten Sei-
ten sei von O verschieden, Der Einfachheit halber setzen wir
voraus, daB die Seiten ¥; in einer £-Umgebung der Ecken Ej mit
Geraden ibereinstimmen,

Analog zu 1, definieren wir den Raum V; g(G) als Vervollsténdi-

gung von cgo (E\UEJ) bez. der Norm

| 1 - Z;l P(B=1+ial) | g, 1P gx)1/P
lu”Vp,B(G) (Gflal g 1 I Ul X)

und den Raum w;'B(G) als Menge aller Funktionen aus W;'loc(G),

fiir die die Norm

1 - PR p% [P dx)1/P
bl (o) (Gf !:4‘:1 ”®10%1P dx)

kleiner als unendlich ist, Hierbei ist @ = dist(x,V EJ).

vé:é/p(yj) und ngé/p(fj) bezeichnen wieder die Rdume der Spu-

’ 1 wl
ren von Funktionen aus Vp!B(G) bzw, JP'B(G) aufrfj.

0., B, d, A, sei E1 = 0, lpie CSO(E) seien Ausschneidungsfunk-
tionen mit 1p,(x) =1 for dist(x,Ei)<-8/2,

Wwj(x) = 0 for dist(x.Ei)>8. Dann gelten folgende Sétze:

Satz 2': Es sei uew; g(G) mit s-2/p <B € s+1-2/p
(se{0.1,...,1~1}). Dann existieren Konstanten cij und Funk-

tionen uy € W;:i{g/p(R+) derart, daB

l-s-1 xi
1 "2 1 s
.ociJ T3 E.Vp'B(G) fur s-2/p<B <s+1-2/p bzw,

1

{.Plu e i+]

l-g=2 o |

, Coxd
Yau -y (i%:_:ocij T+ (Ruy ) (r) 777 €Vp,5(6)

i+jml-s-1
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fir B = s+1-2/p ist, Die Konstanten c1J sind dabei einaeutig
durch u bestimmt, wdhrend die Funktionen uiJ eindeutig bestimmt

sind bis auf die Aquvalenzrelation 1;E/p' Ein entsprechendes
Ergebnis gilt auch fir die Funktionen %, U,..., YW,u.

Satz 3': Es sei u ewé‘é/P(yl) mit s-2/p< B € s+1-2/p
(se{0,1,...,1-1}). Dann existieren Konstanten c, und eine

1-1/p
Funktion ul-s-ie'wp,i-Z/p(R+) derart, daB

u - S evi=/Pw. ) fir s-2/p<B <s+1-2/
tPll"?l Wilp, £ “k kT €Vp,8 (¥4 P P
bzw,

l-s-2 g
k l-s=-1
r r 1-1/p
Waly,¥ = Walp, (o o BT+ (Fu1o1)(0) qmsmrym) € VoTa Pa)
fur B = s+1-2/p ist, Dabei sind c, und uy__ 4 wieder eindeutig
bzw, eindeutig bis auf A2E/P bestimmt,

wir geben nun zwei Anwendungen fir elliptische Randwertaufgaben
an, Gegeben sei die elliptische Randwertaufgabe

Yy

L a ———
! p+vEzm aPV(x) Bxlpax;

= f in G, (7)

B, u = :E;:: b (x) —gt:ﬁi—-- g auf y (8)
Ja pvEms Japv ax,Max} s J
(j=1,.00,n; q=1,,..,m).
Satz 4: Die Funktion u eu%fgm(G) sei Losung der Aufggbe (7).,
(8), und es gelte few;‘:g+k(s), 94q€ w;‘:g:im'qu'l/p(yj). Dann

. 1 2
ist u ewptg:km(s).
Beweis: Es genigt, den Satz far k = 1 zu beweisen, Durch voll-
standige Induktion erhélt man die Aussage des Satzes dann auch
fur beliebiges k, Wir kénnen uns ferner auf den Fall
s-2/p<B € s+1-2/p mit s€{0,1,.,,,1+42m-1} beschrénken, denn
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1+2m

i p,8(G) und Satz 4

fur B= -2/p und 8> l+2m-2/p ist Wp 8
folgt bereits aus /4/,
Es sei zunéchst B = s+1-2/p, Nach Satz 2' haben y,; u und ¥, f
die Gestalt

l+2m~g=-2 xi x% % xi x%
u =, c + u + u'
it 2 cg T P M T

mit u'evl‘g"‘(c). uy ew1 /B (R,) und

p.1-2/p
1-5-2 i3 1.
. X1 % Z X3 X3 .,
lPl Fe 1P1 1%0 ciJ Ti_JT‘l ZPl i+j= -s-l(ifij)(r) mr+f
mit f"'vé+é+1(e)' e,t; i{g/p(R+). Damit erh&élt man
1+2m-s-2 xi xg v xi xg
Lu'=L L b4
Regnt xJ xi x%
"t 1;0 i3 Tl‘TT 1+3= -s-11v13 0+ P

mit P'ev;*é+1(s). Hierbei sind diJ gewisse Konstanten, d?e

,sich aus den Koeffizienten Cij und a . ergeben, und Vij sind

uv
Funktionen aus Wp i/g/p(R ). Dabei wurde barﬁcksichtigt, da8
alle Terme, die Ableitungen von 2p, enthalten, in der Umgebung
der Ecken verschwinden und daB die Funktionen x1 J bzw,

(Xu v)(r) x x% fur 1+4j » l-s zu v; Be
nutzung der Darstellung fir 7p,f erhélt man

1(G) gehﬁren. Unter Be-

ez x3 1 %3 x3
Lu*' = 191 (1§ iJ ij) Tl-——r«i- (lfij"dij“ Ivij)m)

i+j=l-8-1
+ £ + £,
Da Lu'-f'-f" GV B(G) ist, muB nach Satz 2 °1J J = 0 fir

i+j € l-s-2 und f +vy 1r\/p 0 fir i+j = l-s-1 sein,

13 * %13

Man erhélt also Lu® ev;*gﬂ(s).
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1+1+2m-m, ~1/p s
Analog ist BJqu e.Vp,B+1 (yJ), woraus pach /4/

. 1+1+2m y
o vgtézim(s), d, h, 1Pf‘¢“$f311.(°) folgt, Entsprechend ist

u - 1+1+2
yiu e-I;fEfT(G) fir j = 2,,,,,n und damit auchxne%htsz1m(6).

Der Beweis fur den Fall s-2/p <B < s+1-2/p verléuft véllig
analog. ‘ !

‘
Wir untersuchen nun folgende Frage:
. l-m, =-1/p, - .
Gegeben seien Funktionen gqu.wp'sjq (13) (3=1,00..n;
q=1,...,m; l2max qu+1). welche Bedingungen missen an diese
Funktionen gestellt werden, damit eine Funktion];ewz g(G) exi-
stiert mit quu = g:!q auf 71 for j =1,,..,ni q=1,,,.,m,

Dieses Problem ist lokaler Natur, es genigt also, die Frage zu
untersuchen, wann eine Funktion ue:W; B(G) existiert mit

Biqu = Wy 93q auf 74, Byou =y 944 auf ¥y (g=1,....m),
wobei ?1 n 73 = E, sel (0,B.d.A, 1 =1, j =n),
Der Einfachheit halber beschrénken wir uns auf den Fall, daB8
die Operatoren B.1 nur aus ihren Haubtteilen bestehen und ihre
Koeffizienten konstant sind, .
Far B € -2/p und 8> 1-2/p brauchen nach /6/ keine zus&tzlichen
Bedingungen an die Funktionen‘gjq gestellt zu werden,

Es sei nun B = s+1-2/p (s€{0,1,...,1-1}), Dann hat jede Funk-
* = *
tion u E.V_l:"'B(G) die Darstellung
1-8-2 xt x3

‘ i
us j;: cy T%_j% + (Xu, ,)(r) ;%—;% +u’
i+j=o0 3 i+j=l-g-1 1
mit u' evé's(c), ”13“";1,-,152/;;('%)' Damit erhélt man
1-s-2-mJq ‘b xi xé' /
1" " o (F*""“Jq Jqpv°1+'p..i'+v) irTiT
. : . (9)

1.1
Xy X
; E b X . 1T"PT1 2 .
* i+1"=T-8- -qu(F+v-qu Japv epit +¥) ' qu
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mit ul_ €
Yiq

leitungen von jtuii' als Faktoren auftreten),

V;-EJQ(G) (u:"q enthiélt auch solche Terme, in denen Ab-

Schreibt man die Funktionen 1P191q und qhgnq in der Form
l-s~2-m lmg=l=m
39 k) (l -s=1l-m, ) _r Ja

= (o] .

¥193q ; (©) %t *”‘9 39 T, )T * %a
" ’ l-m, -1/p =

mit gjqevp,BJq (yj), dann fihren die Gleichungen’
quu|¥1 =y, glq und Bnqulfl =y, gnq (die Spuren auf ¥ bzw,
Yn in einer Umgebung von E, erh&lt man, indem man in (9) Xg=r,

Xy =0 bzw, X, =r cos Q%, X, =1 sin “B setzt) nach Satz 3 zu

einem linearen Gleichungssystem

b c = g{k)0) (k=0,1,....1-8=2-m, ),
H+v_m1q lquv k+p,v giq ) « 1q)

(10)

k i k=i
Z ban.v (i) cos wosin wo i+u, k=i+p = gr(‘q)(O)

i=o P+v=m
(k=0,1,,..,1=-8=2-m i
nq

} _ (1-s=1-m, )
pem blqpvul-s-l-m1q+p,v1’zlp 91q 13 .
iq

-8-1- (10*)
dnasl Bng l-s-1-mn i l-s-l-mn
banv ( i q) cos™ w, sin a [
-0 F%%a 1-2/p (1=s=1-m.0)
P nq
~5 g

“1+P.l-s-1-mnq-i+v

(g=1,....,m) mit den Unbekannten Cij und uij'

Als Vertraglichkeitsbedingung zwischen den Funktionen 914 und
9nq erhélt man also die Forderung, daB das Glalchungssystem

(10), (10') 1lésbar ist, Im Fall s-2/p <B <s+1-2/p stehen dabei
anstelle von (10°) Gleichungen der Form (10), Die Vertréglich~
keitsbedingungen lassen sich selbst wieder als lineare Bezie-

hungen‘zwischen den Werten 95:)(0) (k=0,1,....1-s-2-qu) bzw,
den Funktionen ggz's'i'qu) schreiben, Aus der Losbarkeit der
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Aufgabe B, u = 94q auf ¥ (3=1,e00,n;i q=1,,..,m) in der Klasse

Ja
der Raume V; B(G) (s. /6/) folgt, daB diese Bedingungen auch

hinreichend sind,

Beispiel: Gegeben seien die Funktionen gle.wé/z(fl) und
9 € wg/z(gn). Wir stellen die Frage, unter welchen Bedingungen

eine Funktion ue.wg(G) existiert mit

du du p
— = - — =g, auf ¥,, u=g_ auf p,
-3y axz 1 1 n n
Das Gleichungssystem (10), (10') hat in diesem Fall die Gestalt
Co = gn(o)'
o]
Yor ~ 91
Ugy Sin wy + uyq cos @y 2 9ne

Im Fall W, # T/2, wy # 390/2 treten also keine Vertraglich-
keitsbedingungen auf, und im Fall , = /2 bzw, w, = 37/2 er-

hélt man die Bedingung g; L g, bzw, g4 2 =g, was gleichbedeu-
tend ist mit

§

[ rMeyr) - gi(r)1? dr < oo bzw,
(o]

§ ;
frrtigy(r) + gn(n1? dr < o,

o}

Hierbei ist d eine beliebig kleine positive reelle Zahl,
Zu derartigen Ergebnissen gelangte auch P, Grisvard in /8/,
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SekundérgrdBen Poissonscher Punktprozesse - Grenzwertsdtze und
Abschétzung der Konvergenzgeschwindigkeit

1, Poissonsche Punktprozesse

\

Sei (X,d) ein vollsténdiger separabler metrischer Raum und X
die 6-Algebra der Borel-Merigen von X, Mit J¥ bezeichnen wir den
Ring der beschrénkten Mengen B € ¥, N sei die Menge der MaBe A
auf dem meBbaren Raum (X, ¥ ), die auf % endlich sind. Mit M
bezeichnen wir die Menge der ganzzahligen MaBe ¢ & N. Weiterhin
sei N = {0,1.2,...} und W die kleinéte 6-Algebra von Teilmen-
gen von M, so daB fir alle B €d% die Abbildungen

Pg : M— IN mit pg(P) = ¢(B) (1.1)

meBbar sind, Ist P ain WahrscheinlichkeitsmaB auf dem meBbaren
Raum (M, %), so heiBt der Wahrscheinlichkeitsraum (M, L,P)
PunktprozeB, Der meBbare Raum (X, ¥) wird als Phasenraum des
Punktprozesses (M,W(,P) bezeichnet,

Ein PunktprozeB (n,mn,g& ) heiBt Poissonscher PunktprozeB mit
"dem IntensitdtsmaB A e N, falls fir jedes B €5 die Zufalls-
gréBe P Poisson-verteilt mit dem Parameter A (B) ist und far
n=1,2,,.. sowie beliebige disjunkte Mengen Bied9, i=1,...,n,
die ZufallsgréBen pai.....pBn unabhéngig sind. Das Wahrschein-

lichkeitemaB P, heiBt Poissonsches Verteilungsgesetz mit dem
IntensitétsmaB A .

2, SekundérgrdBen Poissonscher Punktprozesse

FGr einen meBbaren Reum (C,) sei Lo(Jj) der Vektorraum der
(C . R)-meBbaren Funktionen m : C - R Uber dem Kdrper IR dar
reellen Zahlen, wobei ® die 6-Algebra der Borel-Mengen von R
bezeichnet.
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Satz 2.1: Sei (M,mn,gx) ein Poissonscher PunktprozeB mit dem
IntensitédtsmaB /\ auf dem Phasenraum (X, X), und es gelte
/A (X) <« ©. Dann wird durch

[s(m1(@) := /m(x) @(dx) fur me L (¥) (2.1)
2 .

eine lineare Abbildung von L ( ¥') in Lo(mn) definiert, und die
charakteristische Funktion von S(m) hat die Gestalt:

Fomy (1) = oxp ([ (exp(it m(x)) - 1) A(dx)).
X

Beweis: Wegen A(X) < oo ist @(X) P, ~-f.s., endlich, Somit ist
S(m) Py, -f.s. eine endliche Summe und die Definition von S kor-
rekt, Die Linearitédt von S ist offensichtlich,

Aus S(m) = pg € L (W) (vgl. (1.1)) fur m = I, B €b, der ib-

'lichen Approximation, dem Satz von B, Levy und der Linearitat
von § folgt S(m)€ L (W) fur alle meL (¥)., Fir m = Iz, B €, _
ist S(m) = Py Poisson-verteilt mit dem Parameter: /A (B), und die
charakteristische Funktion hat die Gestalt

fs(m)(t) = exp(A(B)(exp(it) - 1))
= oxp( [ (exp(1t Tg(x)) = 1) A(dx)).
X
Sei nun m eine einfache Funktion, d. h,
n
m = j; bJ'IBJ mit bjem und BJGQ& for j = 1,...,n,

und o0.B.d.A, gelte fiur i ¢ j Bir\BJ = @, Dann ist

n :
S(m) = ; bj'pBJ' d., h, Linearkombination unabhingiger Pois-

son-verteilter ZufallsgréBen pg mit dem Parameter Z\(BJ),

j=1,...,n. Fir die charakteristische Funktion von S(m) gilt
‘somit:
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fo(my(t) = Tf f B (byt)

§=1

exp(; f(exp(itbj-rej(x) - 1) A(dx))
= x

n ' v
exp(f(exp(it-; bJ-IBJ(x)) - 1) A(dx)).
X =

Sei nun me L (¥) beliebig. Dann exisitert eine Folge

{m §°° €L (3!) einfacher Funktionen mit 1lim m (x) = m(x) foar
n- 0o

alle x€ X, Da S(m) ﬁa ~f.s., eine endliche Summe ist, gilt

S(m) .= 1lim S(mn),ex-f.s.,und die Folge der Verteilungsgesetze
n- oo -

von S(mn) konvergiert fiir n»>o0 schwach gegen das Verteilungs-
gesetz von S(m), Somit gilt fir die charakteristische Funktion

fs(m)(*) = 1 f5(m ) (V)

= exp ( lim J/(exp(it m(x)) - 1) A(dx)),
n- o0
X .
und aufgrund von |exp(it m.(x)) - 1€ 2 fur alle x € X und
n=1,2,,.,. sowie /A(X)< o folgt mit Hilfe des Satzes von
Lebesgue die Behauptung, q.e.d.
Fir meL (X) wird S(m) als SekundérgréBe des Poissonschen

Punktprozeases (M, 0,P P,) bezeichnet,

3, Unbegrenzt teilbare Verteilungsgesetze

Satz 3.1 (vgl., /3/): Ein Verteilungsgesetz P auf (IR, %) ist

genau dann unbegrenzt teilbar (u.t.), wenn seine charakteristi-
sche Funktion in der Form

f(t) = exp(ict + 4{ g(t,x) G(dx)) (3.1)
. R .

dargestellt werden kann, wobei c€ IR, G ein endliches MaB ist
und
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2
g(t,x) = (exp(itx) - 1 = Arx ) 1—:25— gilt mit
> 1+ x X

t
g(t,0) 2= = —
2

Jedes u,t, Verteilungsgesetz P auf (IR,R ) ist somit durch das
Tupel (c,G) in eindeutiger Weise bestimmt, Das endliche MaB G
auf (IR, ®) wird als kanonisches MaB bezeichnet. Die Darstel- .
lung (3.1) heiBt Levy-Chintschin-Formel,

Lemma 3,1: FGr jedes me¢ LO(JS) ist das Verteilungsgesetz der
SekundérgroBe S(m) u, t, mit dem Tupel (c,G), wobei

"¢ = fh(x) H(dx) und G(B) = _fx-h(x) H(dx) (3.2)
IR B

far alle B € Q,gilf. Dabei ist

h(x) = I—X—E und H = Ao m-l. (3.3)
+ X

Beweis: Wegen | h(x)l ¢ 1 bzw, |x.h(x)| ¢ 1 fir alle x € IR existie-
ren die Integrale in (3.2), Damit folgt die Behauptung unmit-
telbar aus den Satzen 2,1, und 3,1, q.e.d,

Satz 3,2 (vgl. /3/): Sei Y eine reelle ZufallsgréBe mit

E(Yz) < oo, Das Verteilungsgesetz P von Y ist genau dann u,t,,
wenn seine charakteristische Funktion in der Form

f(t) = exp(idt + ’f k(t,x) K(dx)) (3.4)
R

dargestellt werden kann, wobei d € R, K ein endliches MaB ist
und \ .

K(t.,x) = (exp(itx) - 1 - itx) Sy gilt mit (3.5)
. _

.2
k(t,0) := - 5 . (3.6)

Ist das Verteilungsgesetz P einer ZufallsgréBe Y mit E(YZ) < 00 .
u, t., so ist P in eindeutiger Weise durch das Tupel (d,K) be-
stimmt, wobei (vgl, /3/, S. 83)

102



d = E(Y) und K(R ) = V(Y) . (3.7)
ist, Das endliche MaB K auf (IR, R ) heiBt wiederum kanonisches

MaB, und die Darstellung (3.4) wird als Kolmogoroff-Formel be-
zeichnet,

Lemma 3.,2: FOr me Loqu gelte E(Sa(m)) < ¢, Dann ist das u.t,
Verteilungsgesetz der Sekund&rgrdBe S(m) durch das Tupel (d,K)
mit
d = f x H(dx) und K(B) = fx H(dx) fir alle B € R (3.8)
IR B

(vgl. (3.3)) eindeutig bestimmt,
Beweis: Das kanonische MaB K aus der Kolmogoroff ~Formel (3.4)

berechnet sich (vgl. /3/, S. 83) durch

K(B) = f(1+x2) G(dx) = fxz H(dx) fir alle B € R
B B
aus dem kanonischen MaB G der Levy-Chintschin-Formel (3.1) far
die Darstellung der charakteristischen Funktion von S(m).

Insbesondere gilt in (3.7)

E(S(m)) = d=‘fx H(dx) = [m(x) A(dx) =: e (m) und (3.9)
X .

v(s(m) = K(R) = [2 H(dx) = [m (x) A(dx) =3 sp(m).  (3.10)
IR q.e.d.

Die Existenz von E(S (m)) ist also &quivalent zur Existenz von
ez(m).

4, Grenzwertsétze

Als Grenzverteilung schwach konvergenter Folgen u,t, Vertei-
lungsgesetze sind nur u.t, Verteilungsgesetze mdglich. Das
Verteilungsgesetz J auf (IR,R), wobei wir fir alle Be®

J (B) := Ig(a) setzen, ist u, t., und durch das Tupel (c,G) = (a,0
charakterisiert. Dabei bezeichnet O das Nullmaf auf (IR, R ).
Die Stendard-Normalverteilung N(O0,1) ist ebenfalls u,t. und
durch (c,G) = (d.K) = (O.Jb) eindeutig bestimmt, Mit dem Grenz-
wertsatz fir u.t, Verteilungsgesetze wird somit sowohl ein
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schwaches Gesetz der groBen Zahlen als auch ein zentraler
Grenzwertsatz beweisbar,
Fir n=1,2,,., sei (Mn,unn,ﬁAn) ein Poissonscher PunktprozeB8

mit dem IntensitétsmaB A  auf dem Phasenraum (Xn,.x%):und es
gelte jeweils xxn(xn) < 00, Die SekundargréBen Sp(my) e Lo(mnn)

seien analog zu (2.,1) far m, € Lo(Jen), n=12,,.., definiert,

Das u,t, Verteilungsgesetz P, von Sn(mn)vist durch (cn,Gn) cha-

-1

rakterisiert, wobei c .

n und G, analog zu (3.,2) mit Hn=.An om

in (3.3) definiert sind, Weiterhin sei {a/ eine Folge re-

}oo
n=i
eller Zahlen, Dann ist das u.t, Verteilungsgesetz von anSn(mn)

" "y [ -1 A
durch (cn,Gn) mit H = Ar|°(anmn) bestimmt,
Die folgenden Grenzwertsédtze ergeben sich unmittelbar aus dem

Grenzwertsatz fur u,t, Verteilungsgesetze (/3/).

Satz 4,1: Die Folge der SekunddrgréBen ansn(mn), w12 ,6000
konvergiert genau dann fir n — oo in Wahrscheinlichkeit gegen
ein a € IR, wenn gilt:

lim e, = lim ,{ h(anx) Hn(dx) = a und (4.1)
n->m n->o
IR
lim a _f x h(a_x) H _(dx) = O, w (4.2)
n-> o n R n n

Satz 4,2: Die Folge der Verteilungsgesetze von a S (m ) - Che
n=1,2,,,., konvergiert genau dann fir n — oo schwach gegen
N(O,1), wenn gilt: '
lim a, 'fx h(anx) H,(dx) = 1 und (4.3)
n->oo R : .

lim a, f X h(anx) H,(dx) = I(O,oo)(Y) fir alle ye R,

n>® (eco,y). . (4.4)

Nun wollen wir uns einem wichtigen Spezialfall zuwenden und fir
m, € Lo(‘xh) die Existenz von e,(m_ ) (vgl., (3.10)), n = 1,2,,..,
fordern, Somit ist Ph durch (dn,Kn) eindeutig bestimmt, wobei
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d, und K, analog zu (3.8) definiert sind, Wir setzen fir
ne1,2,...:

a, = (Ky(R))™/2

und Ty = an(sn(mn) - dn). (4.5)
Satz 4.3: Fir n = 1,2,... und m €L (X) gelte ey(m;) < oo,

Dann ist fOr die schwache Konvergenz der Folge der u,t. Vertei-
lungsgesetze Q, von Tn‘fﬁr n—>oo gegen N(0,1) und lim V(T,) = 1
- 00

n
notwendig und hinreichend, daB fir alle £ > O gilt:

lim a2 J’ x2 H,(dx) = O, (4.6)
R (IXI>-§-) ‘
n

Bewsis: Wegen T =Sn(anmn)-andn, ist Q, durch (dﬁ'andn'KB)

= (0,K;) charakterisiert, Mit (4.5) ist firn=1,2,... K&(IR)=1,
und aus der Lindeberg-Bedingung (4.6) folgt sufgrund des Grenz-
wertsatzes fir u,t, Verteilungsgesetze bei existierendem zwei~

ten Moment die Behauptung des Satzes. g.e.d,

5. Eine Abschétzung des Abstandes der Verteilungsfunktionen
eines u,t. Verteilungsgesetzes und der Standard-Normalvertei-
lung

Sei BLc(ni) der Vektorraum der beschrankten Lipschitz-stetigen
Funktionen f : IR — € Uber dem Kérper der komplexen Zahlen C,
Far f € BLC(DQ) setzen wir

Il o, := suplf(x)| und pL(f) t=  sup fiE%Eiilll,
X€R X,y & R Y

. xfy
wobei "'"oo eine Norm und p_ eine Halbnorm auf BLc(nR)ist.

Mit der Norm (vgl., /2/)

”f“BL := llflloo + p (f) far f€BLL(IR)
wird (BLg(RR), “'"BL) zu einem Banach-~Raum, . "
BL:;(]R) sei der duale Raum von BLp(IR) und die Norm auf BL;(]R)
durch

llall;,_ = inf {c>0:l<f.a)| ¢ cellflg, fur elle feBLc(]R)}

*
flar a€ BLC(IR) definiert, 108



Jedes endliche signierte Maf ® auf (IR,® ) erzeugt vermdge
<f,aH) 1= jf(x) F(dx) fur feBLL(IR)
IR

ein Funktional aFE BLZ(]R) . Im folgenden werden wir a  mit dem

P

erzeugenden signierten MaB P identifizieren,

Lemma S5,1: Fir die durch (3.5) und (3. 6) definierte Funktion
k(t,x) gilt fir alle te¢IR:

2
k(t..)€BLG(R) und lk(t,. Mg ¢ 5 + 5. (5.1)
Beweis: Sei t € IR, Dann gilt fir x>0

Xy .
exp(itx) - 1 - itx = (it)zf[ exp(itz) dz dy
. 00
und analog fir x<O0:
00
exp(itx) - 1 - itx = (:|.1:)2 ffexp(itz) dz dy,
Xy ;
Mit (3.6) folgt:

Ik ( ' )| e
sup t,x = .
X € IR z

Der Real- und Imaginadrteil von k(t,x) sind partiell nach x dif-
ferenzierbar, und es gilt fir t € R bzw, x>0

3 XY
S = i dz dy,
= Re(k(t,x)) -sz z sin(tz) dz dy

Durch analoge Betrachtungen fir x< O erhalten wir:

. 3
supl'—1 Re(k(t,x))[ e L2, (5.2)
xeR!dx 6

In gleicher Weise ergibt sich fir t € IR:

.-sup

3
A1 (5.3)
XE€ER 6

'

Seien nun t € R und x,y € R mit x ¥y -beliebig. Dann kdnnen wir
unter Verwendung des Mittelwertsatzes und (5.2) bzw, (5.3) ab=-
schétzen: ‘
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k(t,x)-k(t l
| Mgyt

<| Re(k(t,x))-Re(k(t,y)) + Im(k(t,x))=-Im(k(t,y))
| X=y X=Yy

3
= | 2 Re(k(t.z,)]+|2 Im(k(t,z,))|s L= q.e.d.
9z 0z

Weiterhin gilt fir jedes WahrscheinlichkeitsmaB K auf (IR, ®)
und jedes £>0 die Abschatzung

Ik - &gllg ¢ 2 K(IxI>€) + £. (5.4)
Satz 5,1: F(x) bzw, f(t) seien die Verteilungsfunktion bzw, die
charaekteristische Funktion einer-reellen ZufallsgrdBe Y mit
E(Y2)<:oo. die ein u.t, Verteilungsgesetz P besitzt, und es gel-
te E(Y) = O sowie V(Y) = 1, P sei durch (0,K) mit K(IR) = 1 be-
stimmt, Weiterhin bezeichnen §(x) bzw, @(t) die Verteilungs-

funktion bzw. charakteristische Funktion von N(0O,1). Dann gilt
for |k - 66"gL < 1 die Abschétzung

xs:%IF(x) - 8(x) €]k = dlg, » COIK =&glE, ) mit (5.5)
1 V2T 16
C(N) = inf

N<a<l (7f(1-a)§3'ﬁ’(1-a)372 * m‘wlzvr'(a-N))
fir 0 & N<1, ' -

Beweis: Wir benutzen die grundlegende Abschétzung von Esseen
(vgl. /7/, S. 297):

(5.6)

T
f(t)-g(t)
F(x) = < 2 g v
_eup [F(x) - §(x)] §ro” |t w 2T T

far elle T> 0 und schitzen unter Verwendung von (5.1) und der
Ungleichung |exp(z) -1} €|z)exp(|z|) fir alle z€C ab:
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jT £(t) - p(t) Idt
JI—

2
& f exp(- ,exp((k(t,.)K J))-1|dt
o

\

IN

* : t t2 * tz t3 t2
k= JO"BL f ('2""' '3') exp(|lk - 60 "BL . (T"' '3') - ‘2‘) dt
0

-
2 2 '
¢ N f (G exp( -5 (1-a)) dt far
‘ )
N := K - JO";L' 0 £ N<a<lund T := g(ﬁ-i)

1 V4 .
€ N o (ETI:ET + 2?1:23372) far alle a e (N,1),

Nach Einsetzen in (5,6) ergibt sich die Behauptung des Satzes.
q.e.ds
In der folgenden Tabelle sind einige Werte der Funktion C(N)

(aufgerundet) zusammengefaBt:

\

N I 0.1 , 0.05 |0.01 ' 0.005, 0.001] 0.0001| 0.0

C(N) <| 5.88 | 5,54 | 5,291 | 5,262 | 5,239 | 5.,2332 | 5,23263 .

Da die Funktion C(N) fir N->O monoton fallend ist, kann in An-

wendungen der Abschétzung ab einer bestimmten Stelle eine geeig-
nete Konstante fiir sie gesetzt werden, So ist zum Beispiel die
Absché tzung

F(x) = € 5,88 [[K=-&.|% far [k =45 € 0.1
xseuf'l?"" (x) §(x)l I3 0“B|_ ar | onBL

méglich,

6. Ein Beispiel

Fir n = 1,2,,.. seien Pa Poissonsche Verteilungsgesetze auf
i,n

(Mn.ﬁnn) mit den IntensitétsmaBen j\i ne i=1,2, auf den Pha-
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senréumen (anlfn). Die IntensitétsmaBe j\l'n und 1\2,n seien
dquivalent, und es gelte A, (X )<oo, 1=1,2, Dann sind auch

P und P dquivalent (/4/), und die Dichte D, von
A1,n Bk n
P bez, P
Ai,n A2,n

Dn(Pr) = exp([S,(10)] (@) +Agp (X)) =Ay (X)),

hat die Gestalt (/1/)

dA
i,n
mit ln(x) = 1n po(x)€ L (X,) und p (x) = a;;;*:(x). Die Zu=-
fallsgroBe
L, : (M|_|,'i!ilfln,PA_2 n) —(R,W) mit L, = 1In D,
heiBt Log-Likelihood-Quotient von P, bez. P, . Das Ver-

i,n 2,n
teilungsgesetz P von L, ist u.t, und durch (c.,G,) mit

cp = fh(x) Hp(dx) +A, (X)) = Ay (X))
R .
= ).!(h(ln) +1-p,) ‘dAz'n
n

1

und G, wie in (3.2) mit H = A, Lo 1.7 in (3.3) charakteri-

siert, In /5/ wurde gezeigt, daB L, nicht normalverteilt sein
kann, Da L, bis auf eine Konstente eine SekundérgrdBe von
(nn,mmn,gA_z n) ist, kénnen.dig Grenzwertsétze 4,1, und 4,2,

mit
, f 1
cnuan (ﬁ_z‘,i-pn) dAZ,n
X + a1y
n

zur Anwendung gebracht werden,
Um zu einem konkreten Anwendungsbeispiel sowohl des Satzes 4,3,
als auch des Satzes 5,1, zu gelangen, wihlen wir eine monoton

wachsende Folge {zn}:gl € (0,00) mit nfizo z, = o und setzen

far n = 1,2,... X = [~z , +z ] bzw.. X = X, NR. A, | sei

das Lebesgue-MaB auf (X , %) und A, n durch die Dichte

Pn(x) = exP(x)-Ixn(x) bez, A, . gegeben. Somit sind P, %5 und
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Ppa dquivalent und der Log-Likelihood-Quotient L, hat die
2,n - '

Gestalt e .
L, = Sn(ln) + 22n - exp(zn) + exp(-zn).

Da e,(1l,) = % zi gilt (vgl, (3.10)), ist das Verteilungsgesetz
P durch das Tupel (dn'Kn) mit (vgl. (3.9))
n =ey(1,) +/\2 n{Xn) -./\.1 (X,) = 2z - exp(z,) + exp(-2,)

und K, wie in (3 8) gegeben, Setzen wir entsprechend (4.5)

.

a, = wz (w ='J_3, so ist die Lindeberg-Bedingung (4.6) er-

fallt, und die Folge der Verteilungsgesetze Qp von T = a (L,=d,)
konvergiert fir n-> oo schwach gegen N(O,1), Das Verteilungsge-
setz Qn ist durch (O,Ké) bestimmt, wobei K, wie in (3.8) mit
HY =J\2'n- (anln)'l definiert ist, Insbesondere gilt stets

. . * -1/2
Ki(R) = V(T_) = 1. Nach (5.4) gilt [k, -doll%, € wz; /2

wobei En = wz:‘l/2 gewdhlt wurde, Somit sind die Voraussetzungen

des Satzes 5,1, bez, Th fir alle n 2 ng mit z, >1,5 erfalle,
o

Sei F (x) die Verteilungsfunktion von T, dann gilt

sup IF, (x)u—@(x)l 3 wz'l/2 C(wz'l/2

{7 21.2;1/2 far 2, » 150,

. 2
) fir n no

&

m1/2 o
6.79 z, far z, a 600,

In der Testtheorie haben diese Aussagen die folgende Bedeutung.
Fiir n = 1,2,,.. kann fir das Testproblem mit den einfachen Hy-

pothesen H, : P, 5 o und H,: F",\_1 . aufgrund des Fundamental-

lemmas von Neyman-Pearson jewelils der beste Test zum Niveau

o €(0,1) konstruiert werden, Da die Folge {Qn};:a der Vertei-
lungsgesetze der Teststatistiken T unter der Nullhypothese fir
n—>o00 schwach gegen N(O,1) konvergiert, kann der kritische Be-
reich asymptotisch bestimmt und die Abweichung vom Fehler er-
ster Art o mit Hilfe der Ungleichung (5.5) abgeschétzt werden,
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Iterationsverfahren zur Ldésung eines Problems der nichtlinearen
Mechanik

1, Einfihrung

Zahlreiche numerische Probleme fihren auf eine Fixpunktglei-
chung '

@x) = x (1)
mit @: B—>8B, :
wobei B ein vollsténdiger metrischer Raum mit der Metrik g sei,
Unter der Voraussetzung, daB die Abbildung @ kontrahierend ist,
d. h,

L <1 Vxl,xze B o(P(xq). gnxz)) < Lg(xl,xz), (2)

148t sich eine Ldsung von (1) als Grenzwert der rekursiv defi-
nierten Folge

n+l g)(xn)'
x_ ~ beliebige Startndherung

(3)

bestimmen, Die Existenz und Eindeutigkeit der Ldésung sowie die
Konvergenz der Folge von Ndherungsldésungen (3) gegen diese
exakte Losung sind in diedem Fall gesichert,

Oft erweist es sich jedoch, daB die Folge (3) nur sehr langsam
konvergiert (L nahe 1), oder daB die Bedingung (2) uberhaupt
nicht erfillt ist, Im letzteren Fall ist es im allgemeinen
schwierig, Aussagen Uber die Konvergenz der durch (3) definier-
ten Folge oder Uber die Ldsungsmenge von (1) zu gewinnen,

Wenn es gelingt, in B einen beziglich @ invarianten Unterraum
Bo zu finden,

P(B,) < B,
und zu zeigen, daB die gesuchte Ldésung x zu B, gehért, kann

man (1) durch ein unter Umstdnden erheblich einfacher zu 1l6-
sendes Fixpunktproblem

C.Plao(x) = X, <5013’3 : 8,8, . ()

ersetzen,
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In einer Reihe von Arbeiten fiihrten Wiebeck und Metschkow das
Problem der elasto-plastischen Profilbiegung auf eine Fixpunkt-
gleichung vom Typ (1) zuriick und diskutierten die Konvergenz
der Folge (3) (/1/ - /4/). Fur Profile mit Rechteckquerschnitt
wurde gezeigt, daB (2) fir gréBere Krimmungen verletzt ist, und
die numerischen Ergebnisse weisen darauf hin, daB die Folge (3)
in solchen Fadllen divergiert. Gleiches ergab sich auch bei ei-
nigen anderen Querschnitten,

Im genannten Beispiel ist

B =C ([zp3,:2pax1:R)/

und x aus B ist die Distribution der plastischen Dehnungsantei-
le dber der Profilhdhe, Die Funktion @ : B—> B hat eine recht
verwickelte Struktur, man kann jedoch eine eindimensionale Un-
termannigfaltigkeit B, := @(8) in B finden, die unter @ inva-
riant ist und alle L&sungen von (1) enth&lt, Damit reduziert
sich das Ausgangsproblem auf die Ldsung einer eindimensionalen
Fixpunktgleichung (1'), die auf ein Nullstellenproblem

f@) = 0 - ‘ (1)

zuriuckgefihrt werden kann, Hierbei ist o ein Parameter der Man-
‘nigfaltigkeit 8,

Die Gleichung (1") wird im weiteren mit einem modifizierten Se-
kantenverfahren gelést, Die speziellen Eigenschaften von f las-
sen auf Eindeutigkeit der L&sung und globale Konvergenz des
verfahrens schlieBen,

2, Biegung elasto-plastischer Profile

Unter gewissen physikalischen Voraussetzungen (/1/) verschwin-
den bei der reinen Profilbiegung s&mtliche Komponenten des De=-
formationstensors bis auf exx =: £, wobei die x-Achse mit der

Schwereachse des Profils zusammenfalle. Wenn die Biegung'inner-
halb der x-z-Ebene erfolgt, ist die nichtverschwindende Kompo-
nente eine lineare Funktion von z. Das nichtlineare Material-
verhalten werde durch eine monoton nichtfallende, ungerade ste-
tige Funktion
6 : RDR
113



beschrieben. Im allgemeinen existiert ein Intervall [-56, Eo],

in dem 6 homogen ist mit dem Anstieg E (Youngscher Modul), Im
einfachsten Fall nimmt man an, 6 sei fur 8>£° linear mit einem
Anstieg P< E, z, B, P = O fur ideal plastisches Material,
Sonst kann 6 auch in anderer geeigneter Weise an experimentelle
Daten angepaBt werden. Wir setzen voraus, daB € keine lineare
Funktion ist, ’

Mittels 6 und E definieren wir den plastischen Deformationsan-
teil

Sp(E) =g~ E&?l . (4)

Bevor wir die Funktion @ aus (1) fir den Fall der Profilbie-
gung nach /1/ definieren, sei noch der geometrische Zusammen-
hang

B = K (1+) (5)

erwdhnt, wobei K die Krimmung der Schwereachse und o und B Ab-
solutglied bzw, Linearkoeffizient der linearen Funktion

£ =o + Bz ) ‘ (6)

bezeichnen, Fiir lineares 6 oder fir symmetrische Profile gilt
o = 0, woraus sich der bekannte Spezialfall £ = Kz ergibt,

Die Berechnung des elasto-plastischen Spannungs- und Deforma-
tionszustandes wurde in /1/ auf die "Methode der elastischen
Lésungen" Iljuschins zurickgefihrt., In Anlehnung an die Be-
zeichnumgen dieser Arbeit definieren wir fir x €B:

Zmax

Kg(X) = = E f x(z) b(z) dz,
Zmin
(7)
Zmax '
Kg(x) = - E f z x(z) b(z) dz,
Zmin
wobei b(z) die Breite des Profils in der Hohe z ist, Weiter sei
KK,
Ma (u,v) = - R, U+ v+ KK, (8)
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mit den Konstanten

Znax
Ky = E .f b(z) dz,
Zmin
(9)
Znax
Ky = E 'f z2 b(z) dz.
Zmin
Nun sei
1 1 ) .
= = = u, B(u, = M : - " 10
o (u) K] u, B(u,v) (9 (Ma(u,v) -v) (10)
Jetzt kénnen wir ¢ : B —>B defini;ren durch
@(x)(z) = 5p(a(|<3(x)) + B(Kg(x), Ku(x))z). (11)

Die Funktion x reprédsentiert hierbei die Verteilung der plasti-
schen Dehnung Uber der Profilhdhe. In /1/ - /3/ wurde diese als
Grenzwert der Folge (3) bestimmt, wobei als Startwert zunidchst
x 2 0 und fir gréBere Krimmungen die LOsung aus dem jeweils
letzten Lastschritt verwendet wurde,

3, Das neue Iterationsverfahren

Im folgenden untersuchen wir den Bildraum B, = ¢(B) und die Ab-
bildung ?IBO : Bo——9B°. Dazu bemerken wir zundchst, daB sich

die Berechnung von @(x) etwas vereinfachen 1a8t, denn es gilt
(vgl. (5)

KK4

8 té-; (-Ki—u+v+KK4-v) = K-EIU = K(1-.1<’—1u) = K(1 +a)

und folglich
P(x)(z) = EP(OL(K:,,(X)) + K(1+(K5(x)))z).
Aus dieser Formel erkennt man die Gestalt von B,

Bé-{xes:HmeRVzeanngxu)=£Ma+m1nwzﬂ.
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Es bietet sich an, Bo durch & zu parametrisieren:

X(a)(z) = gp(a-+g(1 +00)2Z).

Fir x § O ist diese Parametirisierung auf Grund der Nichtline-
aritdt von 6 eineindeutig, fir x = O setzen wira = O,
Mit dem so definierten O : B,—R, X e O = idB ;
kénnen wir zum Fixpunktproblem °

a = OL@(X(x))) (12)
Ubergehen, Hierbei ist x dann und nur dann Fixpunkt von (3),
wenn o = O((x) Fixpunkt von (12) ist, Somit wird die Aufgaben-
stellung eindimensional, '
Fir die effektive Ldsung des reduzierten Problems benutzen wir
das folgende

Lemma 1: Ein Parameter oo ist Fixpunkt von (12) genau dann, wenn
Znax

fa) = f 6(v+K(1+0()z)b(z) dz = O
Zmin
gilt,
Beweis: Offenbar gilt OL(@(X(a)) = oL(Kg(X(cx))), der Parameter of
ist also genau dann Fixpunkt von (12), wenn er Fixpunkt von

o =a (Kg(X())) (13)

ist, Unter Verwendung der Definitionen (10), (7)1 und (4) far
die Funktionen &, K3 und Sp erhalten wir

Zmax
A ow = é_ [- E f X(a) b(z) dz].
1
zmin
. Zmax )
. = [ £ f [ +K(1+00)z = E(E‘.i‘ﬂ_l:&)il]b(z)dz],
1 E
zmin
Zmax zmax
< £ Zi[ [ sx(200) 2]b(2) d2 - 2= 2/1 S(wsk(14a)z)b(z) dz.
min min
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z
max
Nun ist aber f’ z b(z) dz = 0 auf Grund der Wahl des Koordi-

2%
min . Z ok

natensystems, und nach (9)1 ist E J{ b(z)dz = Ky. Somit
' z

ist (13) &quivalent zu win
Znax

o= f E(a+K(1+0)z) b(z) dz
1

Zmin

und damit zu f(a) = 0, w.z,b.w,

Lemma 2: Die Funktion f ist monoton wachsend.

Beweis: Es gilt & + K(1l+a)z = Kz +(1+Kz), Da |Kz| aus geome-

trischen Griinden stets wesentlich kleiner als Eins bleibt, ist
o + K(1+a)z fur jedes z eine streng monoton (linear) wachsende
Funktion von o, Da 6 nach Voraussetzung monoton wachsend ist,

gilt dasselbe auch fir

z
max

f(x) = f 6o+K(1+a)z) b(z) dZ..
Zmin

Lemma 3: Es gelte f(a) = O, und € sei in einem Intervall
f—Eo.Eb] streng monoton wachsend und stetig differenzierbar,
Dann ist f in einer Umgebung der Stelle & streng monoton wach-
send,

Beweis: Aus f(a) = 0 folgt, daB a+K(1l+a)z als Funktion von z im
Intervall [zmin'zmax] eine Nullstelle besitzt, in deren Umge-
bung der Integrand streng monoton wichst,

Folgerung 1: Das Ausgangsproblem (1) hat héchstens eine L&sung.
_Aus dem Beweis von Lemma 2 ersieht man ferner, daB der Inte-
grand fir genigend groBe (kleine) o fir alle z positiv (nega-
tiv) wird,

Folgerung 2: Jedes der Probleme (1), (12), (13) hat eine ein-
deutig bestimmte Lésung.
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4, Numerische Realisierung

Es bietet sich an, die Gleichung
f(a) = 0 (14)

mit einem modifizierten Sekantenverfahren zu lésen, Falls im
Iterationsverlauf eine Verschlechterung der Funktionswerte ein-
tritt, 148t sich auf Grund obengenannter Eigenschaften von f
durch Dampfung globale Konvergenz sichern, Dadurch entfallt die
Notwendigkeit, die gewiinschte Endkrimmung in Teillastschritten
aufzubringen, Bei einer Reihe von Testrechnungen konvergierte
das Verfahren stets recht schnell, obwohl die Startwerte fest
vorgegeben waren, Weiterhin ist der Aufwand pro Iterations-
schritt im Vergleich zum urspringlichen Iterationsverfahren ge-
ringer (vgl. /5/). Eine detaillierte Programmbeschreibung sowie
éeispielrechnungen sind ebenfalls in /S5/ enthalten, Hier sei
nur noch kurz auf eine fir die Wahl der Abbruchschranke wichti-
ge Abschdtzung hingewiesen, Ziel der Untersuchung ist letztlich
die Berechnung des Momentes '

z
max

Ma = f. z6(a+K(1+a)z)b(z) dz.
%min

Es sel nun & eine Niherung der Nullstelle o mit |f(&X)| < .

Fir den mit Hilfe von & berechneten Naherungswert

z

. max
fa = f 26(&+K (1+6)z)b(z) dz
Zmin : )
gilt
Znax v \
~ . o~
Ma = I z(6(O+K(1+x)z) + A6(x,a,z))b(z) dz
Zmin ‘ ‘
%y Zmax
=Ma+z .o f A6(o,&,z)b(z)dz +Zoox [ A6(o,&,z)b(z)dz
Zpin %o
nit zoe[zmin'zmax]’
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Somit erhadlt man z

o
|Ma - Ma]< max {'Zmin'zmax} (l'f A6(x,d,z)b(z)dz |
Zmin

’

zmax
A6(a,&,z)b(z)dz ).
+I=5f (o &,2)b(2)dz ) |
Nun hat aber
AB(oe,&,z) := B(A+K(1+K)z) - B(ot+K(1+t)z)

auf Grund der vorausgesetzten Monotonie der Funktion 6 und we-

. : o Loy <
gen |K z|<1 keinen Vorzelcheqwechsel in [zmin'zmax]‘ Far o o

gilt im gesamten Intervall AG(oc.?x,/,z)co, fir &>« gilt
zxs(aq&;z)>»o. Das erlaubt es, weiter abzuschdtzen:

“max .
|Ma - Mal4 max {- Zmin'zmax}( “{ A6(0,&,z) b(z)dz
Zmin
i (15)
= max {— Zmin'zmax}lf(d) - f(a)]

= max {- zmin,zmax}lf(&)l <h-§,
wobei h = Zpax ~ Zamin die Hohe des Profils be?gichnet.
Fir die in /5/ untersuchten Profilhdéhen (€ 1000 mm) und die
GréBenordnung der Momente (> 105 Nm) genigte auf Grund der Ab-
schédtzung (15) als Abbruchkriterium

[f(X)| < 100,

um einen relativen Fehler unter 0.1 % zu garantieren, Unglei-~
chung (15) erlaubt also eine recht bequeme Beurteilung der Er-
gebnisse, da sie nicht auf den Fehler der Bérechnung von &,
sondern nur auf das Residuum f(d) zuriickgreift, In /1/ wurde im
vergleich dazu als Abbruchkriterium

Ix =@(x)| < ¢

verwendet, welches ohne zusdtzliche Oberlegungen keine Angaben
uber den Fehler bei der Berechnung von Ma gestattet.

5, SchluBbemerkung

Das hier vorgestellte Verfahren l&Bt sich auch physikalisch
recht einleuchtend begrinden, denn man erkennt in Gleichung (ii&



unschwer die Gleichgewichtsbedingung fir die Langskraft, Es
ging hier aber auch um den Nachweis der Aquivalenz des neuen
und des alten Verfahrens, d. h, insbesondere darum, daB bei der
Vereinfachung keine Lésungen verlorengehen, Dariber hinaus kann
man auf dhnliche Art auch einige analoge Aufgaben lésen bzw,
vereinfachen, etwa bei Wirken von zusdtzlichen L&ngskréften,
AbschlieBend muB darauf hingewiesen werden, daB man auf Grund
der Eigenschaften des numerischen Verfahrens Momente fir belie-
bige Krummungen berechnen kann und somit Gefahr lauft, den An-
wendungsbereich des physikalischen Modells zu verlassen,
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Hinweise fur Autoren

Menuskripte (in deutscher, ggf. auch in russischer oder engli-
scher Sprache) bitten wir, an die Schriftleitung zu schicken,

Die gesemte Arbeit ist linksbindig zu schreiben. Eine Ausnahme
hiervon bilden hervorzuhebende Tormeln und des Litersturver-
zeichnis. Der Kopf der Arbeit soll folgende Form heben: Rostock.
Math, Kolloq. /Leerzeile/ Vorname Neme/ Leerzeile/ Titel der
Arbeit/ 1 Zeilenumscheltung/ Unterstreichung/ Leerzeile. Der
Text der Arbeit ist eineinhelbzeilig (= 3 Zoilonumscheltun?en)
zu schreiben mit mexImel 63 AnschlBgen je Zeile und maximal 37
Zeilen je Seite, Zwischemnitberschriften sind wie folgt einzuord-
nen: 6 Zeilgnu-achItungen7 ZwischenUberschrift/ Unterstrei-
chung (ohne Zeilenumschaltung)/ S Zeilenumschaltungen. Hervor-
hebungen sind durch Unterstreichen und Sperren mdglich. Ankan-
digungen wie Setz, Dafinltion, Bemerkung, Beweis u. a. sind zu
unterstreichen und mit einem Doppelpunkt ebzuschlieBen. Vor und
naech S8tzen, Definitionen u, 3. ist ein Zeilenabstend von 5 Um-
schaltungen zu lessen, FuBnoten sind mdglichst zu vermaiden,
Sollte doch davon Gebrauch gemacht werden, so sind sie durch
eine hochgestellte Ziffer im Text zu kennzeichnen und innerhelb
des oben engegebenen Setzspiegels unten euf der gleichen Saite
anzugeben, Formeln und Bezeichnungen sollen mdglichat mit der
Schreibmeschine zu schrelben sein. Hervorzuhebende Formeln eind
dret—teerzetchen einzuricken und mit 6 Umscheltungan zum Gbri-
gen Text zu schreiben, Formelzdhler sollen em rechten Rend ste-
hen, Der Pletz far AbbiTdungen 1st beim Schreiben esuszusparen;
die Abbildungen selbst 8ind 1n der dem ausgaspaerten Platz ent-
sprechenden Grt8s—gesondert—nach TGL-Vorschrift auf Trenspas-
rentpapier beizuflhgen. Der zugehbérige Begleittext ist im Menu-
skript mitzuschreiban, Sein Abstend nech unten betréigt 5 Um-
scheltungen, Literaturzitete im Text sind durch leufende Num-
marn in Schragstrichen (vgl. /8/, /9/ und /10/) zu kennzeich-
nen und am SchluB der Arbeit unter der ZwischenOberschrift Li-
teratur zusemmenzustellen,

Beispiele: (ZeitschriftenabklGrzungen nach Math. Reviews)
ariski, O., end Semusl, P, : Commutetive Algebra.

Princeton 1958

/9/ Steinitz, E,: Algebreische Theorie der Kérper. J. Reine
Angew, Meth, 137, 167 - 309 (1920)

/10/ Gnadenko, B, W,: Ober die Arbeiten von C. F, GaeuB zur
Wehrscheinlichkeitsrechnung. In: Reichardt, H, (Ed.):
C. F. GauB, Gedenkband enldBlich des 100. Todestages.
S, 193 - 204, Leipzig 1967

Die Angeben sollen in Originelspreche erfolgen: bei kyrilli-
schen Buchsteben soll die bibliothekerische Transkription
(Duden) verwendet werden,

An Ende der Arbeit stehen folgende Angaben zum Autor und zur
Arbeit: singagangen: Detum/ Leerzeile/ Anschrift des Varfeseersz
Titel InTtialen ger Vornemen Name/ Institution truktureinheit/
StreBe Hausnummer/ Lend Postleitzehl Ort.

Der Autor wird gebeten, eine Rorrektur des Durchschlags vom

Of fsetmenuskript zu lesen und debei die methematischen Symbole
einzutraegen, Ferner sollte er 1 - 2 Klessifizierungsnummern
(entsprechend der “1980 Mathemetics Subject Clessificetion” der
Math, Reviews) zur inhaltlichen Einordnung seiner Arbeit angeben,
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