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Rostock • .Math. Kolloq. �. 5 - 17 (1985) 

Walter Harnau 

03G20 

06A15 

Bin verallgemeinerter Relationenbegriff flir die Algebra der 
mehrwertigen Logik, Teil I (Grundlagen) 

Im Jahre 1969 zeigten Bodnartschuk, Kalushnin, Kotow und Romow
in /1/, daß eine Galoisbeziehung zwischen den Punktionen- und 
Relationenalgebren über einer endlichen .Menge besteht. ·Das Ziel 
dieses Zyklus von Artikeln besteht darin, die Resultate von /1/ 
dahingehend zu verallgemeinern, daß in geeigneter Form Rela­
tionenpa.a.re und Operationen darüber erklärt werden, um damit 
auch eine Galolsbeziehung zwischen den iterativen Algebren und 
den Relationenpaaralgebren über einer endlichen Menge zu erhal­
ten. 
Andere Autoren (z.B. Hikita und Nozaki (/4/, /9/), Gössel und 
l'öschel (/2/)) arbeiteten bereits mit Relationenpa.a.ren, mitun­
ter auch in einer e�was allgemeineren Art als der hier betrach­
teten, ohne jedoch eine Theorie dafür zu entwickeln, was hier 
vorgenommen werden soll. Die Resultate dieses Zyklus sind Be­
standteil der B-Dissertation /3/ des Autors. 

. 

Der Teil I stellt zum Großteil bereits bekannte Resultate zu­
sammen und soll das Lesen dieser Artikelserie auch ohne zusätz­
liche Literatur ermöglichen. Dabei halten wir uns in den Be-

,zeichnungen weitestgehend an die der deutschsprachigen Monogra­
phie /10/ von Pöschel und Kalushnin, in der 81.i.Ch einige der in 
diesem Teil zusammengestellten Resultate ausfUhrlicher darge­
stellt sind. 

1. Grundbegriffe

Es sei Ek := (0,1, ••• , k-1}, wobei k eine natürliche Zahl mit
k "' 2 sei. Für jede positive ganze Zahl n bezeichne 

P/n) :=. lt : Ek 
n_ Ek}

die Menge aller n-stelligen Funktiouen Uber Ek.
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ist die Menge der Funktionen der k-wertlgen Logik. Hullstelllge 

Funktionen (d. h. Konstanten) betrachten wir als konstante ein¬ 

stellige Funktionen. Für A « Pk sei A^a^ die Menge aller 

n-stelligen Funktionen aus A. Der Funktlonewert von f« 

auf dem n-Tupel x - (x^.Xg,..., x^)eBkn wird mit 

f(x^,Xg,..., xn) oder f(x) bezeichnet. 

Eine besondere Rolle werden die Projektionen e^° s E^11 —>Ek 

spielen, die jedem n-Tupel (xj.ig,..., x^) aus Ek“ die 1-te 

Komponente x^ zuordnen, wobei n eine beliebige positive ganze 

Zahl und іб{1,2,..., nj ist. Mit Jk bezeichnen wir die Menge 
der Projektionen von Pk« 

Eine Funktion f£ Pk^ heißt wesentlich an der i-ten Stelle 

(in der i-ten Variablen) (l*i*n), wenn aj.ig,... ,aa, beEk 
derart existieren, daß 

f(al*a2.*n> * f(al,*',,ai-l»b*fti+l»"*> *n) 

gilt. Anderenfalls heißt f fiktiv an der i-ten Stelle. 

Auf Pk werden mit $, T,A,V, о die folgenden Operationen bezeich¬ 

net (/8/) s 

Es sei f 6 Pi/*) und g€P^a'; dann sind ? f & P^*\ Tf£Pk^n^ 

AS ePk(ma*(n-1,1)), vfepk(n+1) und g „ f 6Pk<n+m-l) mit 

,x2 ’' * *1 ^ ®]c definiert durch 

(gf)(x^,...,Xß) :•= f(x2,...,xn,x1), 

(Tf) (Xj, . . . ,-Xjj) s* f (X2»Xj,Xj, ... ,xn) , für n а 2 

(Af)(x1,...,xn_1) := f(ii,%i,%2,...,Xn_i), 

und £f :«=Tf s= Af := f für n - 1, 

(Vf)(xj,...,xn+jj s» f(x2,X2,...,xa+j), 

(gof)(x1,...,xn+m.1) s« f(g(%i,...,x^),x^.*n+m_i). 
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Im folgenden betrachten wir die beiden universalen Algebren 

-k “ [pk* 5 • Г, Д, V , o] und £k - [Pk; ej, ?, Т,Л, о] vom Typ 

(1,1,1,1,2) bzw. (0,1,1,1,2). (Über Grundbegriffe der univer¬ 

sellen Algebra, die hier Undefiniert benutzt werden, Informiere 

man sich z. B. in /7/.) Brstere bezeichnen wir als volle Itera¬ 

tive Algebra über Efc und letztere als volle Punktlonenalgebra 

Uber Bfc. Bine Punktion te ?k, die sich aus gegebenen Punktionen 
g^,..., gt höchstens durch Anwendung der Operationen 

£, T, Д, V, о bzw. ep, g, T, Д, о erzeugen läßt, heißt Superpo¬ 

sition bzw. *-Superposition über (g^,...,gt}. Jede Teilalgebra 

P von ?k bzw. ?k heißt iterative Algebra bzw. Punktionenalgebra 

über Ek« Da keine Verwechselungen zu befürchten sind, unter¬ 

scheiden wir nicht zwischen den iterativen Algebren bzw. Punk¬ 

tionenalgebren und ihren Trägermengen. 

Die von einer Menge P G Pk erzeugte iterative Algebra bzw. 

Punktlonenalgebra ist die kleinste P enthaltende iterative Al¬ 

gebra bzw. Punktlonenalgebra, die kurz mit [F]fc bzw. <P>k be¬ 

zeichnet wird. Wenn keine Mißverständnisse zu befürchten sind, 

kann hier auch noch der Index к weggelassen werden. 

Mit 21% bzw. Y~k bezeichnen wir die Menge der Teilalgebren von 

?k bzw. ?k. Dann sind (21% « c) und (21% » bez. der Inklu¬ 

sion vollständige Verbände. (Uber Grundbegriffe der Verbands¬ 

theorie lese man z. B. /13/.) 

Offensichtlich sind die Teilalgebren von Pk genau die (super- 

poeltions-)abgeschlossenen Klassen von ?k im Sinne von Jablon- 

ski (/5/). 

Wir wollen jetzt den Zusammenhang zwischen den iterativen Alge¬ 

bren und Punktlonenalgebren über herleiten. Dabei sei mit j6 

im weiteren stets die leere Menge bezeichnet. 

Offenbar gilt das 

Lemma 1: Jk = [J%] = <J%> , [jö] « /5. 

Lemma 2: <0>k » Jk. 
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Beweis: Da e| eine nullstellige Operation ist, kann e^ aus fl 

erzeugt werden. Es ist e^ = Ле^, eg - Te^, e^ = e^ ^ о e^ für 

n > 2 und 1 ^ 1 £ n-1, und für n > 2 ist e“ = е^~* о eg. Damit 

ist <fl>k - Jk nachgewiesen. Aus dem Lemma 1 folgt dann die Be¬ 
hauptung. 

Lemma 3: [e%]%. = Jk. 

Beweis: Es ist v«j = «g und Ге| = e|. Weiter verläuft der Be¬ 

weis wie in Lemma 2. 

T.omrrm А: Wenn F eine iterative Algebra über Ek ist, so ist 

P n Jk €■ • 

Beweis: Wenn F n Jk t fl ist, so gibt es ein e^ in FnJ^. Da P 

und Jk Elemente von У~k sind und (7~k , 6) ein Verband ist, ist 

auch PnJk € life • Somit ist weiter 

ЛДм.іе^ = e ^ £ P nJk« 

(n-l)mal 

Aus Lemma 3 folgt Jk s р л Jk, womit das Lemma bewiesen ist. 

Satz 1: Für alle natürlichen Zahlen к mit к & 2 gilt c T~j.. 

und aus P € V k \ T~ k folgt P n = t>. 

Beweis: Wegen fl £ %]k\ 2%k (Lemmata 1 und 2) ist %^k Л 2Zk . 

Es sei F £ ]>_ k . Dann gilt 6g e Jk n P (Lemma 2) und 

Vf = eg о f. Demnach ist P gegenüber £, T, Д, v, ° abgeschlos¬ 

sen, woraus F £ %]kund damit 2Zk £ folgt. Den zweiten 

Teil des Satzes beweisen wir indirekt und nehmen dazu an, daß 

es ein P £ 2Zk\ 21 k mit P л Jk ^ f) gibt. Hach Lemma 4 ist dann 

Jk £ P. Folglich ist P gegenüber £, T, Д, о und der nullstelli- 
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gen Operation e^ abgeschlossen und damit eine Punktionenalgebra 

über Efc, was einen Widerspruch zur Annahme, daß P keine Punk¬ 

tionenalgebra ist, bedeutet und den Beweis des Satzes ab¬ 

schließt. 

Polgerung 1; T~ ^ besteht aus genau den iterativen Algebren P 

über Efc, für die s P gilt. 

2. Die klassische Relationenalgebra 

Die Idee, gewisse superpositionsabgeschlossene Klassen (itera¬ 

tive Algebren) über Ek durch Relationen zu charakterisieren, 

geht auf Kusnezow (/6/) zurück und wurde vor allem von Jablon- 

skl (/5/) und letztlich von Rosenberg (/11/ und /12/) im Jahre 

1965 erfolgreich zur Lösung des "Vbllständigkeitsproblems für 

Pjj" ausgenutzt. 

Bodnartschuk, Kalushnin, Kotow und Romow definierten 1969 in 

/1/ eine volle Relationenalgebra über E^ derart, daß deren 

Teilalgebren (Relationenalgebren) in Galoisbeziehung zu den 

Punktionenalgebren über E^ stehen. Dieses Resultat soll hier 

kurz dargestellt und später verallgemeinert werden. 

Eine m-stellige Relation g über E^ ist eine Teilmenge von E^™, 

d. h. eine Menge von m-Tupeln Uber E^. Diese m-Tupel denken 

wir uns als Spalten und geben mitunter die Relation g in 

Form einer Matrix an, 

X11 *12 * 

x22 * * * 

lr\ 

2r 

§ = 

zml xm2 •'* xm 

deren Spalten die Elemente von g sind. Deshalb werden wir auch 

von,den Zeilen und Spalten einer Relation sprechen. Die Zeilen 
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(auch Komponenten oder Koordinaten von g genannt) sind die in 

irgendeiner Reihenfolge geordneten i-ten Komponenten der Spal¬ 

ten (i «= 1,2,... ,m). Wir schreiben mitunter auch für die Spalte 

, um Platz einzueparen, [xj.ig,... ,xm]. Hach Definition 

ist auch die .leere Menge (/0) eine Relation. 

Für jede positive ganze Zahl m bezeichne R^“^ die Menge aller 

m-stelligen Relationen über Ek und Rk : = R,^m^ die Menge 
m > 0 K 

aller endlichsteiligen Relationen über E^. 

Es seien n und m positive ganze Zahlen, f£Pk^n^ und g eRk^m^. 

Wir sagen, daß die Punktion f die Relation g bewahrt, wenn für 

alle alta2,...f ^ e g mit at = [аи,а2і,..., a^] für 

i = 1,2,....n gilt: 

f(£і*-Й2*•• • ’Sn^ 

/f(all*al2* 

f(*2l'a22' 

aln)N 

a2n> 
£ g. 

>f^aml,am2’'**’ amn^ 

Wir vereinbaren noch, daß ,die Relation j6 £Rk von jeder Punktion 

aus ?k bewahrt wird. 

Für P £ Pjj. und Q c Rjj sei Inv^F (oder kurz InvF) die Menge al¬ 

ler Relationen aus Rk, die von jeder Punktion aus P bewahrt 

werden (die Menge der Invarianten von P), und Pol^Q (oder kurz 

PolQ) sei die Menge aller Punktionen aus Pk, die jede Relation 

aus Q bewahren (die Menge der Polymorphismen von Q). 

Es gelten die beiden folgenden Lemmata. 

Lemma 1: Für alle Q s R^. ist Pol. Q = f^) Pol. о . 
9«Q * 

Lemma 2: Für alle Q & Rk ist PolkQ eine Punktionenalgebra 
über Ek. 
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Wir geben nun einige ein- und zweistellige Operationen für Re¬ 

lationen aus R% an, bezüglich derer Inv^F für eine beliebige 

Teilmenge P топ abgeschlossen ist, d. h., wenn eine be¬ 

liebige einstellige und Og eine beliebige zweistellige dieser 

Operationen bezeichnet und g,/u 6 Inv^F gilt, so ist auch 

{°1 9 • 6 °2P] s InV- 

Es sei geH^“^ und ju£R^^°\ Dann seien £g e R^“1^, Tg , 

Age g о yu €R<m+n-2>,vg eR<m+1>, 

prg £ , g % fie.ü^mn^ und ~g£Rk^nH^^ die wie folgt 

definierten Relationen: 

Cg *- » tx2’x3.*т’х1^е}’ 
(zyklisches Vertauschen der Zeilen) 

TQ *“ •( fxl»x2* * * * ,хш-І " [x2'xl'x3'x4'" " *xm-! £ ßj' 
(Vertauschen der beiden ersten Zeilen) 

А* " {Гх1»х2’* *•,xm-l^ s ^xl,xl,x2,x3’* * *,xm-l]£ §} * 
(Identifizieren der beiden ersten Koordinaten) 

g о fi :« {[x1,xg,...,*mfn_2]: Es gibt ein u £ Ek mit 

[x1,x2,...,xm_1,u]£g und 

(Komposition, Relationenprodukt, Faltung) 

vg := {[хі»х2'"*,хпн-і] : [х2'х3"""'хпн-і] £ 
(Hinzufügen einer fiktiven Koordinate) 

prg := [[x^,Xg,... ,x^_j_] : Es gibt ein u £E^ mit 

[u,Xj,Xg, . . . e §}» 

(Streichen der ersten Zeile) 

gxp {[xj.xg,: [ii,x2.xm]egund 

^хпн-1 *xm+2* * • * ,xm+nJ £ /“ ] * 

(kartesisches Produkt) 
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: = {[xl>xi»x2»• • • *xm] ! [xi*x2>'*"xm]£§}' 

(Verdoppeln der ersten Zeile). 

Pür eine einstellige Relation g € Rk oder für g = 0 sei 

prg := 0 und £g : = T§ s= Др : = p. Weiterhin sei v 0 := Ek und 

~0 := 0. Palls 0£{g,p} gilt, sei g о p : = g x ju : = 0, und 

falls g und ju einstellige Relationen sind, pop := 0. 

Abschließend definieren wir noch (übereinstimmend mit /10/) 

<i^1;2,3^(Bk) :■= Bk X (~Ek). 

Es sei g £ und 7Г eine beliebige Permutation der natürli¬ 

chen Zahlen l,2,...,m. Wir definieren 

Гр : = {[%i.%2.xml ' [^1)-¼).%(ш)1^] ^ 
5Г g i = /), falls p = 0 gilt. Dann läßt sich bekanntlich 3Tp durch 

geeignete sukzessive Anwendung von £ und T auf g erzeugen. 

Im folgenden betrachten wir die beiden universalen Algebren 

= [Hk;<f^1;2’3hEk), Г, t, Д, o] und 

- [н*ж £, г, д, V, pr, ~, x] 

vom Typ (0,1,1,1,2) bzw. (0,1,1,1,1,1,1,2). 

Es sei Q eine Teilalgebra von R^ (der vollen Relationenalgebra). 

Dann ist nach /10/ Q auch bezüglich der Operation V, pr, und 

X abgeschlossen und 0£QJ folglich ist Q eine Teilalgebra von 

&' 

Ьендпа 3: Wenn Q eine Teilalgebra von R^ ist, so 1st Q auch eine 

Teilalgebra von R^. 

Beweis; Es genügt zu zeigen, daß die Relation (E^) in 

Q enthalten und Q bezüglich der Operation о abgeschlossen ist. 

Q enthält stets die leere Menge. Aus V0 = Ek folgt 

<^r,2.3i(Ek) = (V0) X ( ~ (V 0)). 

Es seien p und p zwei beliebige Relationen aus Q. Palls 

0 e{p,pj ist oder g und p einstellige Relationen sind, so ist 
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g о p = t> und in Q enthalten. Wir können also im weiteren vor¬ 

aussetzen, daß g und ja nichtleere Relationen sind mit geR^®^, 

fi e R]g^^ und m + n> 2. In Abhängigkeit von m sei JTm folgende 

Permutation über (1,2,... ,пн-п}: 

ЗГі = Ю, 

7Гг = (132), 
5г /12 ... m-1 m пн-1 пн-2 пнЗ 
m ѵ3 4 ... пн-1 1 2 т+2 пн-3 

пн-п. 
т+п' für т> 2. 

Dann ist g о fx = рг(Д (7Гш(р X fi))), womit der Beweis des Lemmas 

abgeschlossen ist. 

Damit haben wir festgestellt, daß die Teilalgebren von Rk mit 

denen von R^ übereinstimmen. Aus beweistechnischen Gründen wer¬ 

den wir hier vorrangig mit R^ arbeiten. 

Satz 1: Es gelten die folgenden Aussagen: 

(1) Wenn Q £ Rk und F £ Pk ist, so ist PolkQ eine Funktlonen- 

und Inv^F eine Relationenalgebra über E^. 

(2) Wenn Q eine Relationen- und F eine Funktionenalgebra über 

Efc ist, so gibt es ein F’ e und ein Q* £ Rk mit 

Inv^F" = Q und P°lkQ’ = F. 

(3) Für Q,Q’ £ R^ und F,F’ £ Pfc gilt stets 

Q £ InvkPolkQ, F £ PolkInvkF, 

wenn Q’ £ Q und F* £ F, so PolkQ' 2 PolkQ und 

InvkF’ 2 InvkF, 

PolkInvkPolkQ = PolkQ, InvkPolkInvkF = InvkP. 

Mit diesem Satz aus /1/ ist durch Pol und Inv eine Galoiekor¬ 

respondenz zwischen den Teilmengen von Pk sowie denen von Rk 

gegeben (die Funktionenalgebren und die Relationenalgebren über 

Ek stehen in Galoisbeziehung zueinander). 

Unser Ziel besteht nun darin, einen entsprechenden Satz für die 

iterativen Algebren über Ek zu finden. Dazu muß in geeigneter 

Weise der Relationenbegriff verallgemeinert werden. Das wird im 

zweiten Teil dieser Arbeit geschehen. 
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Der dritte Teil wird den Beweis des entsprechenden Satzes bein¬ 

halten. Ehe wir dazu kommen können, bedarf es noch einige]* Vor¬ 

betrachtungen, die diesen ersten Teil abschließen sollen. 

3. Eine Matrizen-Relatlonenalgebra 

Es sei M eine Matrix vom format (m,r) mit Elementen aus E^, wo¬ 

bei m und r beliebige natürliche Zahlen sind. Es ist also auch 

m = о oder r = о zugelassen, wobei dann M zur leeren Menge ent¬ 

artet. Wir nennen M Relationenmatrix, wenn die Spalten von M 

paarweise voneinander verschieden sind oder wenn M = jO gilt. 

Mit g jjbezeichnen wir die Menge der Spalten der Relationenma¬ 
trix K. Für beliebige natürliche Zahlen m und r sei 

die Menge der Relationenmatrizen vom Format (m,r) über 

E. U™k(in’r) und *« UTOk(m). Wir sagen, daß 

eine Funktion f £Pk die Relationenmatrix M über bewahrt, 

wenn f die Relation bewahrt (vgl. 5 2). Für F € Pk bzw. 

Q £ sei Minv^F die Menge aller Relationenmatrizen aus Шк, 
die von jeder Funktion aus F bewahrt werden, bzw. Mpol^Q die 

Menge aller Funktionen aus Pk, die jede Relationenmatrix aus Q 

bewahren. 

Analog zu § 2 gelten die beiden folgenden Lemmata. 

Lemma 1: Für alle Q - TO,_ ist Mpol,_Q = Moot. S M (. 
* M £ Q K 

Lemma 2: Für alle Q £ ffik ist Mpol^Q eine Funktionenalgebra 

über Efc. 

Wir geben jetzt einige ein- und zweistellige Operationen für 

Relationenmatrizen aus Шк an, bezüglich derer MinvfeF für eine 

beliebige Teilmenge F von P^ abgeschlossen ist. (Nach § 2 ist 

dies leicht einzusehen.) 

Ea sei Efc die Matrix (0 1 ... k-1), M t №k^m,r\ M’ e 
und 
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= [*1 .¾.Äm] = (£i»£2*"'*-r)' wobei die 

(1 = 1,2,...,m) die Zellen und die s^ (j = 1,2,...,r) die Spal¬ 

ten der Matrix M sind. 
Dann eelen ^ M e W£k(m), TM 6 TOk(m), Д M ¢. №k(max(m-1’1) 5, 

VMe№k(mfl), prM6№k(m-1), ~мешк(и+1), М»ич1к(м), 

^ Ы е.Ш^т^ und Т Ш еШ^т^ die wie folgt definierten Relatio¬ 

nenmatrizen: 

(1) ^M := >Дш-1]* 
(2) TM := [S.2,z^,z^,z^ 

(3) ~M := [zvzltz2,z3.zm]; 

(4) C“ !e (£r»Si>£2'* *' *—r-1^ ’ 

(5) TM := (^2'—1’—3*—4* * * *r^ • 

(6) MxM’ ist das Kroneckerprodukt von M mit M’; 

(7) VM := (Ek) X m; 

(Ѳ) AM entsteht aus M, indem zunächst diejenigen Spalten von 

M gestrichen werden, die in ihren beiden ersten Koordi¬ 

naten nicht Ubereinstimmen, und danach noch die erste 

Zeile der so entstandenen Matrix gestrichen wird 

(AM := jb, falls bereits nach dem ersten Schritt f) ent¬ 
standen 1st); 

(9) prM entsteht aus M, indem zunächst die erste Zeile von M 

gestrichen wird, und danach in der so entstandenen Ma¬ 

trix alle Spalten, die mehrfach auftreten, mit Ausnahme 

ihres ersten Auftretens gestrichen werden. 

Falls M 6 Шк^) oder M = jö gilt, so ist := TM := AM := M 

und prM := I6. Weiterhin sei V/0 := (Ek) und := t>. Falls 

€ {MjM’J ist, wird MxM* := gesetzt. Falls M £ 3Wk^m’ ^ oder 

M = j6 gilt, sei £m := TM := M. 
15 



Offensichtlich ergeben die derart definierten Operationen stete 

Relationenmatrizen. 

Venn wir die universale Algebra (die volle Relationenmatrizen¬ 

algebra über Ek) 

Mt = [iwk; /5, £, г, X, г, л, V, pr, ~, x] 

vom Typ (0,1,1,1,1,1,1,1,1,2) betrachten, deren Teilalgebren 

wir Relationenmatrizenalgebren über Bk nennen, so besteht of¬ 

fenbar in Analogie zu Satz 1 von § 2 der 

Satz 1; Es gelten die folgenden Aussagen: 

(1) Wenn Q G und F S Pk ist, so ist Upol^Q eine Punktionen- 

und MinvkP eine Relationenmatrizenalgebra über 

(2) Wenn Q eine Relationenmatrizen- und P eine Punktionenalge¬ 

bra über Ek ist, so gibt es ein F’ £ Pk und ein Q* £ Шк 

mit Minv^P* = Q und Mpol^Q* = P. 

(3) Pür Q,Q’ £ Жк und P,P’ £ Pk gilt stets 

Q £ MinVj^Mpoljj.Q, P £ Mpolj^MlnVj^, 

wenn Q’ £ Q und P* £ P, so KpolkQ’ 2 MpolkQ und 

MinvkF’ 2 MinvkP, 

MpolkMinvkiipolkQ = MpolkQ, KinvkMpolkMlnvkP « Minvk?. 

Mit diesem Satz ist durch Mpolk und Minvk eine Galoiskorrespon- 

denz zwischen den Teilmengen von ?k sowie denen von ®k gegeben 

(die Punktionenalgebren von Pk und die Relationenmatrizenalge¬ 

bren von Шк stehen in Galoisbeziehung zueinander). 
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Degreea and Domin&tion Number ot Random Graphs in the n-Cube 

·Preliminariea

The n-cube En is-the grapn conaist1ng ot the 2n vertices· 
n-1 .! • (a

1
, .•. ,8n), a

i 
€ l0,11, a,id the n2 edgea between ver-

tices d1tfer1ng in exactly one coordinate, A spanning subgraph
g of En 

ha8 the same vertex set u En. An·induced aubgraph f ot
Bn (also called a Boolean function) with the vertex set A � En 

contains •�actly those edges of En between vertices ot A, (Note
that by En or t are not only denoted the grapha but also 1ts
vertex aets, g stands also for the edge set ot g.)_ Choosing the
edges of g (the vertices ot f) at random we arrive at a random
spanning aubgraph (a random Boolean function). When the edges
6f g (the vertices of f) are choaen independently and with the
same probability p, then the probabilitiea are defined as

2
n-l 

I fl 2
n 

lfl P(g) • p1g1qn -1g1 (P(f) "'p q - ), where q „ 1 - p.
We say almost all g (f) have a certain property Q or the pro­
perty Q is almost aurely 1f P(g has Q) - 1 (P(f has Q) -1) as 

n -+CD • 

All limits, asymptotica etc. are underatood aa n - <D • Por 
c,.,. a:(n) and .13 -= .13(n) we write oc:~.13 1f a/.13 ➔ 1 (o.:. and ß are 
asymptotically equal), a:X.13 1f OC• O(ll) and ß = O(cx) (oc and ß 
are ot the aame order), a�ß 1f a � ß(l+o(l)), o.�ß ua: •O(ß) 
and aometimea a << ß if a = o( ß). Everywhere <p denotea a aequen-· 
ce <J>(n) tending to infinity - arbitrarily slowly unless other­
wise specified - as n ➔ CD • The natural and the binary loga-
ri thm are denoted by 1n and log, respectively. Por any real x, 
LxJ denotes the greatest integer not greater than x. The di­
stance e<.a,J?) between two vertices ,!!:,]? Ea En is the customary 
Hamming distance, i_. e. the number of coordinates in which a and 
]? difter. 
18 
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Let I be a non-negative integer-valued random variable, EC the 

expectation and I)¾ the variance of X. Then the following bound 

is immediate from the inequality of Markov: 

P(X ay.EX) к 1 - I/9-»1. (1) 

In particular, (1) implies 

P(X « 0) 1 if EX —> 0. (2) 

From the inequality of Chebyshev we deduce 

P(X~EX) -> 1, (3) 

i.e. there is an C = £(n) —> 0 with P(l X -EXI < £EX) -> 1, if 

oh = o((EX)2). (4) 

Recall that oh « EX2 - (EC)2 * EX + B(X)2 - (EC)2, where 

E(X)2 “ E(X(X-1)) is the second factorial moment of X. 

Given the random variables XQ, Xj, X2, ... and the integer se¬ 

quences ol « <x(n) and ß ж ß(n), О < л £ ß. Then 

V" D\ 
<5) 

Implies that 

P(X1~'EXi) -> 1 for all i*a,od+l,...,ß, (6) 

or more precisely, there is an 5 = £(n) —> 0 such that 

В 

Р(Г>\||ХІ-ЕХ1І^ eEXj})-*!. (7) 

Indeed, by the inequality of Chebyshev 

Ö 1)¾ 
P( U {IX.-EX J Ь £EX.}) £ >_ P( ІХ.-ЕХ.І i CEX. ) - -5-^-* , 

І=Л1 11 T^ÖC 11 1 £2(EX^)^ 

and assuming (5) we may find an £ —> 0 so that the last sum 

tends to zero, too. How (7) follows immediately. 

The well-known theorems on the approximation of the binomial 

distribution by the normal distribution are usually formulated 

for a fixed probability p. That both the local and the central 

(De Moivre - Laplace) limit theorem also hold for 
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p = p(n) —» 0 or 1, respectively, can easily be verified assuming 
that pqn —» oo . That means, setting b(i; n,p) = (°)р*ЯП_* and 

assuming that pqn—»00, x, x^, Xg = o( (pqn)^^) 
have 2 

b(pn + xVpqn ; n,p) ~ e~x ^2/V23fpqn (8) 
and 

2 
pn + XjVpqn A 1 £ pn + XgVpqn 

b(i; n,p)~$(Xg) - ^(xj), (9) 

where $(x) -u2/2 du is the distribution function 

of the normalized normal distribution (compare /3/, pp. 
ІЗЗ - 137; the proofs can without trouble be carried over to 
the case pqn—»00 and x, Xj, xg = o( (pqn)^**)). By (9) for 

X = 0(1) it is evident that 

b(i; n,p) ~ 1 - $(x). (10) 
i ^ pn + xVpqn 

But for X—»00the relation (10) is the statement of the theorem 
on large deviations. This theorem is especially usefull, since 
for X —> 00 it holds simultanously 

1 - £(x) ~ е-х2/2/ѴІГх (11) 

(cf. /3/, p. ІЗІ). In order to show that (10) remains true for 
pqn—>00 and x = o((pqn)^^) we can also follow Feller in the 
general line (cf. /3/, pp. 144 - 145) but we have a little more 
trouble with the details. Assuming 0< x^< Xg = o((pqn)^^) by (9) 

b(i; n,p) ^ &(Xg) - ^(Xj) 
pn + XjVpqri - i- pn + XgVpqn 

= (.l-$(xj)) - (l-i(Xg))~ 1 - §(x^) if Xj, Xg, Xg-Xj —> 00 : 

by (11) we have l-J(Xg) ~ e~xP2/l/2T Xg = о(е"х1/2/Ѵ5Г Xj). 

Thus we derived the lower bound of (10). Furthermore, it holds 
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У* Ъ(і; n,p) = o(l-$(x^)). Indeed, using the well- 

i - pn + x2Vpqh 

known estimate ^ b(i: n,p) 4 b(t; n,p), t > pn, and set¬ 

ting t=pn + хЛ/pqn', by (8) and (11) we obtain that У._b(l; n,p) 
* TSt 

2 

‘ »<“ Ä yfi=S ■ 

But, that l-$(x2)) = o( 1 - $(x^)) we already have seen above. 

Note that from (10) the following bound can easily be derived 

^ b(i; n,p) ~ l-$(x), 

i - pn-xVf qn 

(12) 

assuming that pqn —» oo and x = o((pqn)^^). Indeed, by (10): 

1 - $(x) b(j; n, q) 2: b(j; n,q) 

3 ^ qn+xVpqn n-j - pn-xVpqn 

b(n-i; n.q) = ^ b(i; n,p). 

i - pn-xYpqn i -pn-xVpqn 

1. Vertex-degrees 

We begin with random spanning subgraphs. Let v^(g) denote the 

degree of a6En in the graph g, 6'(g) = min v^(g) (minimum 
a 6 En - 

degree), A’(g) = max v^(g) (maximum degree) and X^(g) = number 

a eEn “ 

of vertices of degree i. Then 

E%i = 2nb(i; n.p) 

is evident. 

Lemma 1: 

- (ar +-- i 2 min{p,qj 
)(ЕХ1)г, i = 0, ..., n. 

(13) 

(14) 

21 



Proof8 For a£En define the random variables X1(g) = 1 if 

a T-— a b 
v*(g) = 1 and Xj(g) = 0 otherwise. Then E(X^)g * / В(Х^ X^) 

taken over all ordered pairs of different vertices a,b €. En. 

PUt “ g(§T.lB(Xi 811(1 ^-2 ' §(&2B(Xi Xi}‘ Then 

for i = 0 we have < = n2nq 

,2 

!nq2n-1 

for i=ns 2_1 “ -¾ (EX^)2 and for i f 0,n: 

(EX )2 and analogously 
q2 

= n2n(p(b(i-l;n-l,p))2 + q(b(i;n-l,p))2) 

n2n(b(isn,p))2((i)2/p + 9) = pf 

a b 

п-іч2/ 

min{p,qj 
<ИІ> • 

If g(a,b) & 2 then E(X% X^) = (EX±) (EX±) such that У~^(ЕХ1)2. 

In accordance with D2!^ = EX^ + E(X^)g - (EX^)2 it follows (14). 

q.e.d. 

Now for p = 1/2 the following theorem can be obtained easily. 

Theorem 2s Let p = 1/2. Then almost all g have asymptotically 

(“) vertices of degrees 1=1, ..., n-1 (in the sense of (7)). 

The minimum degree is 0 or 1, and the maximum degree is n-1 

or n. More precisely it holds P(<f =0) = P( Д’= n) ~ 1-1/e and 

P(<T =1)= P(A' = n-l) ~ 1/e. 

Proof; Assuming p = q = l/2, we know by (13) and (14) that 

EX^ = ф and DZXi i (-|- + ^|)(EXi)2. Thus 

V 2 
D2!. 

2 -—к—>0, so that the first part of the theorem is clear 
1ST (EXj)2 

by (5) - (7). 

Further we know (see /2/ or /9/, Remark after Theorem 2.3) that 

the number XQ of isolated vertices is asymptotically Poisson 
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distributed with expectation Л = 1, and our assertion on 6' 

follows from P(<T =0)= 3?(Xo ä 1).1 

Finally we have for the complement g of g (g contains exactly 

those edges of En which are not in g) P(g) = P(g) what yields 

the assertion concerning Л’. . 
q.e.tt. 

Using the customary notation H(x) = -x log x - (l-x)log(l-x) for 

the entropy function we obtain the following 

Theorem 3; Let p> 1/2 be fixed. Then for almost all g we have 

A’(g) = n and 

H,(g) - (cpn +-%-cj) I < ?• 
21og -E_ 

V 
(15) 

where cp is the root of h(x) 

■ l+H(x)+x log p+ (l-x)log q, 

0< X <1 (cf. Pig. 1). 

Proof; . 2nb(i; n,p) is 

concave relative to i and 

takes on its maximum value 

for i = LpnJ or 1 =lpnj + L 

Clearly EXi —> oo for i = n 

what together with (14) and 

(3), (4) implies the asser¬ 

tion on A'. Put 1 -in, 1/n 6 ( 

(“) ~ ѴгГплСІ-л) and 

^ p. Then by Stirling’s formula 

log EXj = n(l+H(oO+«log p + (l-a)log q) 

- ^ log n + ^ log( 1/a) + 0(1). 
(16) 

1 In /5/ the authors determine for given fixed degree 1=1,2,... 

and certain degree sequences i=l(n)-»oo such probabilities p 

for which the random variable X^ is asymptotically Poisson or 

normally distributed, respectively. 
23 



Denoting h(o6) =* 1 + H(ct) + alog p+ (l-a)log q and getting 

oC %-l2£Lfftfo 
2n log 

P 

where 6 is a real constant and cp is the root of h(x), 

h(a) = + — + °((~°f-")2) is easily calculated. That means, 

in accordance with (16) we have log EX^ —> oo(-oo) if we replace 

the constant 6 by cp(-<j?). Thus we derived (15) too. 
q.e.d. 

The following table is taken from /4/. It shows how the root cp 

depends on p. 

lower bound 

for c 

upper bound 

for c 

0,55 

0,60 

0,65 

0,70 

0,75 

0,80 

0,85 

0,90 

0,95 

0,020 

0,051 

0,089 

0,135 

0,189 

0,252 

0,328 

0,422 

0,548 

.812.3 

.305.3 

.463.0 

.243.4 

.289.6 

.980.2 

.926.7 

.509.7 

.181.8 

0,020 

0,051 

0,089 

0,135 

0,189 

0,252 

0,328 

0,422 

0,548 

,812.4 

305.4 

463.1 

.243.5 

289.7 

.980.3 

,926.8 

.509.8 

,181.9 

That in fact cp —» 1 if p —> 1 we obtain, for example, from the 

estimate cp fc p/2 which is true for p & 14/15. (The function 

у(p) =h(p/2) is strictly decreasing and y( 14/15) < 0. ) It is not 

difficult to derive non-trivial lower and upper bounds for cp 

in the general case. But they are not very comfortable, and 

since we make no further use we omit them. 

Corollary 4: Let p< 1/2 be fixed. Then for almost all g we have 

6'(g) = 0 and 
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A’ (g) - (c* n - 
log n 

2 log 
qc* ?’ (17) 

(l-Op)p 

where c* = 1 c. (c. „ is defined as in Theorem 3). 
l-p l-p 

Proof: Let p>l/2 be fixed. Then by Theorem 3 A’(g) = n and 

6'(g) satisfies (15) almost surely. Thus chposing the edges of 

g with probability q=l-p for almost all g we have j'(g) = 0 

and A’(g) = n - 6'(, g) = n-(cpn+log n / 2 log(p(l-cp)/cpq)± <p) 

(1 - C]_q)a - log n / 2 log(p(l - c1_q)/c1_qq)) t 

if q < 1/ 2. 

Changing p and q and writing g for g we obtain just (17). 

q.e.d. 

How let us consider the case p-»0. 

Theorem 5: Let p-»0 such that p & g-o(n). 2 Then for almost all 

g we have c('(g) = 0 and A’(g) = o(n) or more precisely 

A’(g) rv n/log(l/p). (18) 

Proof: The assertion on 6’ is evident. In order to prove (18) 
let i = (? n/log(l/p), 6 a real constant. Then by (13) and 
log(?) = i log n-i log 1 + 0(1) it follows that 

loglog(l/p) 1 
log EX . = n(l - 6 +- - log(l/ q) + 0(-). (19) 

log(l/p) log(l/p) 

Hence log EXi—+ -oo if 6> 1 and log EX^ —> + oo if 6 £ 1. (Hote 

that log(l/q) = log(y%g) = P log e+0(p2) and l/log(l/p) >> P, 

and p ä implies n/log(l/p)->oo .) Clearly, in the last 

case D2X^ = o((EXi)2) is also satisfied (of. (14)) what com¬ 

pletes the proof of (18). q.e.d. 

2 It is easy to check that if log(l/p) x n then all degrees are 

bounded by a constant almost surely. 
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A more sophistic analysis of (19) shows that A’ is in fact 
considerably larger than Lb/log( 1/p)J but we are content with 

the main term of the asymptotic expansion of A . 

Corollary 6: bet p ->i so that q ^ g-o(n). ^g^ for almost all 

g we have A’(g) = n and 

6' (g) = n - (l+o(l))nAog(l/q). (20) 

All we have to do for the proof is to repeat the above deduc¬ 

tion from p > 1/2 to p < 1/2. 

Finally we show that, assuming pn-» oo , asymptotically all 2° 

vertices have a degree close to the average degree pn almost 

surely. 

Theorem 7: Let pn -> oo . Then asymptotically 2a vertices have a 

degree asymptotically equal to pn almost surely. (More preci¬ 

sely there are £^, £g —> 0 such that for almost all g more than 

2n(l-£j) vertices a have a degree v^(g) satisfying 

I Vg(g) - рь I < S2pn.) 

Proof: For every fixed vertex a the random variable is bino- 

ndally distributed with parameters v = Ev^ p pn and 

D2v’ ■ pqn (we omit the index a since both the expectation and 

the variance are Independent of a). Let £ -to be given and de¬ 

fine b(g) = ( {а: Iv^(g) - v’| к gv^| . Then for the expectation 

Ъ = Eb by the inequality of Chebyshev we find 

Ъ = 2nP(for a fixed vertex a j v^(g) -v*| k£v' is fulfiled) 

* 21 
n P2v’ 

£ pn 

Thus by (1) b(g) ^ 2“ almost surely. Since pn —> oo we cam 
tr pn 

find £j, £g —»0 such that 1/62 pn^ 0 too and £^>> l/Eg pn. 

q.e.d. 

We remark that this situation is quite different from that for 

traditional random graphs (i.e. random spanning subgraphs of 
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the complete graph Kn). In this case not only asymptotically 
all but even all n vertices have a degree which is asympto¬ 
tically equal to the average degree pn (cf. /1/). 
Now let us formulate the corresponding results for random Boo¬ 
lean functions. Recall that f has almost surely asymptotically 
p2n vertices (instead of the 2n vertices of random spanning 
subgraphs). Further in this case the concept of the complemen¬ 
tary graph can not be used such that we have to verify the cor¬ 
responding statements to Corollaries 4 and 6 in another way. 
Let vft(f) be the degree of the vertex aef in the graph f and 
I^(f)—the number of vertices aef with degree i. Minimum and 
maximum degree are denoted by 6 and Д, respectively. Then in¬ 
stead of (13) we have 

EXj = p2n b(i; n,p), (21) 
and Lemma 1 has to be replaced by 

T.ftmnw Я: 

-.(щ- + -%-.y-HEX.)2, 1 = 0, ..., n. (22) 
1 EXi 2n min{p2,q2} 1 

We omit the calculations since they are similar to those in the 
proof of Lemma 1. The most important difference is that here 

a b a b 
Е(ХЛ = (ЕХ^)(ЕХ^) is true only for g(a,b) ^ 3. Let us list the 

results on degrees of random Boolean functions. 

1. If p = l/2 then almost all f contain asymptotically (“)/2 
vertices of degree i = 1, ..., n-1. The minimum degree is 0 
or 1 and the maximum degree is n-1 or n. More precisely it 
holds P(6 = О) ~ P(Д — n) ~ 1 - 1/Ye and P(<f = 1) ~ P( Д = n-1) 
~1/Ѵ<Г (cf. Theorem 2). 

The number of isolated vertices is Poisson distributed with 
expectation A= 1/2 (cf. /8/, Theorem 3). The same limit di¬ 
stribution is easily obtained for the number of vertices with 
degree n. But we are not able to show that P(<J=0) = Р(Д«п) 
and P(£ = l) с P( Д = n-1) (compare the proof of Theorem 2, where 
that is easily obtained by the consideration of complementary 
graphs). 
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2. Theorem 3 as well as Corollary 4 remain true for almost all 
f. 
The summand log p has no influence to formula (16) and conse¬ 
quently Theorem 3 follows. The corollary we have to prove in¬ 
dependently of the concept of complementary graph. But it may 
easily he derived making use of the summetry of the function 
h(x) = 1 + H(x) + X log p + (l-x)log q. 
Assuming p ^ 1/2 we may apply the calculations from the proof of 
Theorem 3 to h(l-a) = l + H(a)+cxlog q + (l-a)log p (here q 
plays the role of p): For 

01 ш °q + 
log n + 6 

2 log 
q(l-Cq) 

V 
we have h(l-d) = + ^ + 0((log n / n)2), i.e. h(ft) takes 

on this value for ft = (l-cq)-(ldg n + 6)/(21og( qd-c^J/c^p)) 

= с*-(log n +6)/(21og(qc*/(l-c*)p)). 

3. Theorem 5 and Corollary 6 remain true for almost all f. 

In (19) we have to add the term log p but nevertheless it holds 
log EX^—» -ОЭ for 6>1. (20) is shown as (18) (again without 
using the complementary graphs). 

4. Let pn -> oo . Then for almost all f asymptotically all 
|f|(~p2n) vertices of f have a degree which is asymptotically 
equal to pn (i.e. there are £j, gg->0 such that more than 

I f 1 - £jp2n vertices aef satisfy | vft( f )-pn | < £2pn) (cf. Theo¬ 

rem 7). 

Assuming aef the random variable vfl is binomially distributed, 

and thus V = pn and D2v = pqn are the conditional expectation 
and variance, respectively. Now we define for a given £ ^ 0 the 
random variable b(f) as the number of aef with |va(f)-v| a £v, 

and similar to the above consideration we obtain 
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'Б = 2n P(the fixed vertex a is in f and | v^(f)-v| i £v) 

= p2n P(| va(f) - V I ^ £ v under the condition that aef) 

^ p2n 5 Б = p2n —*3—. Arguing as above our assertion 
£ V £ pn 

follows. 

2. Domination number 

A subset A of the vertex set V(G) of a graph G is called domi¬ 

nating if all vertices of V(G)-A are adjacent with at least one 

vertex of A. The domination number dom (G) is the minimum car¬ 

dinality of a dominating set. The domination number may be in¬ 

terpreted as a vertex covering number too: dom(G) is the mini¬ 

mum number of stars in G covering the vertex set or G. (Estima¬ 

tes for the domination number of traditional random graphs are 

contained in /10/.) 

Let us begin again with random spanning subgraphs. After that 

we formulate the corresponding results for random Boolean func¬ 

tions. The domination numbers are denoted by dom’(g) and dom(f), 

respectively. We start with two trivial lower bounds. The bound 

dom’(g) - 2n/(-A' (g) + 1) (23) 

is evident since every vertex is dominated by itself. If there 

are exactly r vertices a with v^(g)> j , then clearly 

dom’(g) ^ 2 ~r^-^ + 1). (24) 

To construct dominating sets of small cardinality we use a 

greedy algorithm: In each step we choose such a vertex which 

dominates the most of non-dominated vertices up to this step. 

By the greedy lemma of A. A. Saposhenko (ci. /6/, Lemma 1 or 

/7/, Lemma 5) we obtain the following upper bound. 

Lemma 9: Assume that there are (1-6)211 vertices a with v^(g) & j. 

Then the prescribed greedy algorithm yields a dominating set of 

g containing no more than 

ф(1п j + l) + £2n + 1 (25) 
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Theorem 10: Рог the domination number dom’(g) of almost all g 

the following estimates are satisfied: 

(i) dom’(g) rv 2^ if p«l/n, 

(ii) 2n log(l/p)/n 4 dom’(g) < 2n In pn / pn 

if 1/n cep ^ (in n)3/n and 

(ill) 2n/pn 6 dom'(g) 6 2^ In pn / pn if p»(ln n)3/n. 

Prom (ill) we deduce for px li dom’(g) ;= 2n In n / pn and, in 

particular, for p -> 1: 2n/n 6 dom’(g) 6. 2n In n / n. 

Proof: If p << 1/n then the expectation of the number of edges 

is E|g| = П211-1 p = 0(2°), i.e. by (1) asymptotically all 2n 

vertices of g are isolated almost surely, and (1) is clear. 

The lower bound in (ii) follows from (23) and Theorem 5. 

The upper bound in (ii) and (ill) follows from Lemma 9, since 

assuming pn -> со almost surely more than 

q>q 
(1--^-)2 vertices a have a degree v^(g) ~ pn (of. the proof 

of Theorem 7). 

How let us show how the lower bound in (ii) can be improved for 

p»(ln n)3/n using (24) and (10). We may assume that q X 1 

since for p —> 1 the lower bound doin'(g) ^ 2n/n from (ill) is 

trivial. Let Yj(g) = 

= 2n ) b( 1; n,p) and setting j = pn + xVpqh, х-мх> and 

X = o((pqn)^^) it follows from (10) and (11) that 

EYj ^ 2n e~x ^2f\/2ff'x4 If p x 1 then by setting x = V2 In n' we 

obtain EYj = o(2n/n). Thus by (1) there are almost surely only 

o(2n/n) vertices a with v^(g) a pn + V2(ln n)pqn and conse¬ 

quently (24) yields 

x_X1(g). By (13) we have EYj = EX4 
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If p —» 0 then (in accordance with A ~n/log(l/p) in this case- 

cf. (18)) we set x = V2 ln(n/log(l/p)) , and with 

EYj = o(2n log(l/p)/n) we obtain dom* (g) Ä 2n/pn again by (24). 

But in order to ensure that Vln(n/log(l/p)) = о ((pqn)^^) we 

have to suppose that p»(ln n)^/n. This completes the proof of 

our theorem. _ „ . q.e.a. 

Of course, if p —»1 not too fast (e.g. p^l - ф(1п n)^/n) then 

the upper bound in (ii) and (ill), respectively, may also be 

derived from the theorem of large deviations: By (12) and (11,) 

there are almost surely only о(2n/pn) vertices a of degree 

v^(g) ^ pn - V2 ln(pn) pqn, and (24) yields the upper bound as 

claimed. But for p-»l this upper bound is trivial by (25) and 

6’ (g)~n (cf. Corollary 6). 
Finally we formulate the corresponding results for random Boo¬ 

lean functions. 

Theorem 11: For the domination number dom(f) of almost all f we 

have the following estimates: 

(i) dom(f) ~ p2n if p«l/n, 

(ii) p2n log (l/p)/n 6 dom(f) 6 2n ln(pn)/n 

if l/n<<p £ (In n)-*/n and 

(ill) 2n/n £ dom(f) 6 2n ln(pn)/n if p»(ln n)^/n. 

The theorem can be proven as Theorem 9. 

In particular, if p x 1 (iii) implies 2n/n 6 dom(f) £ 2n In n/n 

almost surely. 
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Diet linde Lau 

Klassen quasilinearer Funktionen von P
3

03G20 
08A40 

Unter quasilinearen Funktionen aus P3 versteht man n-stellige

Funktionen fn (n=l,2, ••• ) der dreiwertigen Logik, die entweder 
nur von einer Variablen wesentlich abhängen oder !Ur die gewis-

1 se einstellige Funktionen f
0

, r1, .•. , fn aus P3 mit

existieren. Bezeichnet wird die Menge all dieser Funktionen 
hier '!11t �. Gewisse Eigenschaften von� wurden bereits in meh-, 
reren Arbeiten ermittelt. Drei Beispiele: In /1/ wies G. A. 
Burle nach, daß ;l, eine submaximale Klasse von P3 ist.

I. A. Mal'cev zeigte in /7/, daß .:t genau abzählbar unendlich
viele Teilklassen besitzt. In /2/ gaben er und J. Demetrovics
eine nicht weiter verfeinerbare endliche Kette von P3 zu einer
Teilklasse von� an, die nicht endlich erzeugt ist. 
In der vorliegenden Arbeit sollen nun auf der Grundlage der in 

/5/ ermittelten Unterhalbgruppen von (P�;H) sämtliche Teilklas­

sen von .tcharakterisiert werden. Dazu übernehmen wir aus /4/ 
die Bezeichnungen filr die einsteLligen Funktionen aus P3 und

aus /5/ die Beschreibungen der Unterhalbgruppen von (P};H). 

Nachfolgend nicht erläuterte Begriffe und Bezeichnungen entneh­
me man / 8/ , / 3/ und / 4/. 

1. Einige Bezeichnungen

Wir vereinbaren, anstelle von+ mod 2 nachfolgend nur+ zu 
schreiben. L bezeichne die Menge der linearen Booleschen Funk­
tionen,und es sei 
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Mit рга^ wird nachfolgend die durch 

prabfn = Р°:4=Ф V% e {a,b}ni gCfCij,..,^))-P(g(r1),..,g(za)) 

definierte homomorphe Abbildung von <£ab auf L (&Pg) bezeich¬ 

net, wobei g(b) = (j), fn £ ХйЪ und Pel ist. 

Mit Hilfe der bekannten Teilklassen von L aus /3/ lassen sich 

durch pr“b A := |f e ^abl prabf 6 A}’ A * £ L» Teilklassen 

von £ab beschreiben. 

Weiter sei Zab die Bezeichnung für die Menge Pol^(b ° a), 

{a,b,c ) «= E у 

Die Abbildungen ^ : f^ —* s^(f (s^(i^) ,... ,s^(x^) )) sind für 

i «= 1,2,...,6 offenbar Automorphismen auf £, mit deren Hilfe 
(wie schon in /5/) isomorphe Teilklassen von £ beschreibbar 
sind. Offensichtlich ist jede Teilklasse а von £ in der Form 

А = (іпІ0І)и(Ал £q2) и (An £1г) и (An [S] ) 

darstellbar. Deshalb werden in Abschnitt 2 zunächst die Teil¬ 
klassen von £qi und dann in Abschnitt 3 die nicht in o6Qj oder 

&02 enthaltenen Teilklassen von и Jf02 bestimmt, mit deren 

Hilfe abschließend in Abschnitt 4 leicht die restlichen Teil¬ 
klassen von «6 charakterisiert werden können. 

2. Teilklassen von 

Aus der Definition von <£und den Beziehungen 

«)q — 1 + j^ + j2* jß = 1 + j2* O4 *= 1 + j^, j^ — j^ + j2 folgt 

unmittelbar 

Lemma 1; i60l = VJ^jfn £ P3j 3ao,...,a1, b1,...,bn e Eg: 

n_ 
*(=) = ao +^Uij1(x1) + bij2(xi))].D 

Kit Hilfe dieses Lemmas ist leicht einzusehen, daß die Identi- 
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täten 
n 

prÖl A = {*“ ^^Oll '(=) “ ao + ^<alll(xl) + ^2(=1)) 

n 

Л (pr01f)(y) = a0 + a±y^ £ a] und 

n 

pröi A n z2c “ ^ ^011 =ao+^ (ai(31(xi)+cj2(xi))), 

A(pr0if)(y) = a0 + ^ аіУі 6 а} 

gelten, wobei c ans Eg ist und А eine abgeschlossene Teilmenge 

▼on L bezeichnet. Ebenfalls Teilklassen von sind die Men¬ 

gen 

n 

Bqj, :ж ^ f^ £ ^011 ^^1 aa £ Eg: f (x) «= c + ^ ^ a^Jg(x^) 

л (höchstens г der a^ sind gleich 1)^, 

r e (00 , 1, 2, ...} und 

Br : = BQr u Bjr, r 6 {00, 1, 2, ...J. 

Die Mengen B000 und B^ haben offensichtlich keine Basen, sind 

also insbesondere nicht endlich erzeugbar. 

Lemma 2: Sei А eine Teilklasse von die eine Funktion 

Kxj) + jg(Xg), 1 6 {jj,d5}, enthält. Dann gilt А=рг^(рг01 А) 

und А = [А’ u ^ j^(x^) + jg(Xg)j] für jedes A’ mit А’ £ А und 

[pr0i A'] = prQ1 A. 

Beweis: Offensichtlich ist A £ Pröl^p:r01 • 

n 

Sei fn £ Pröi(Prol A) "nd f(x) = aQ + /_ (a^j^(x^) + b^jg(x^)). 

Es soll gezeigt werden, daß f zu А gehört. Wegen prQjf eprQjA 
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gibt es in А eine Punktion f' mit 

n 

f’(x) = a0 + (a1o1(xi) + . 

i(xj) + j2(x2) ist sicher die Punktion 

n 

Eine Superposition über 

q(x,x^,... ,%д) = i(x) + ^ (bi+bp02(xi) • 

Folglich gilt f(x) = q(f’(x), e,A und somit 

А = PrÖl^br01 A)- 

Da f’ € [A’] für jedes A’ mit [prQl A’] = prQl А gilt, folgt 

aus dem oben Gezeigten auch die Beziehung 

А = [А* U (jjCxj) + j2(x2)}] . О 

lemma 3: Sei А eine Teilklasse von £Ql und pr^A $ [іЛ]. 

Dann ist А entweder die Menge рг^(рг01А), Z2Q n рг^(ргщА) 

oder Z2l n prQj(prQlA). 

n 

Beweis: Für f(x) = ao + У (a^j^(x^) + b^jg(x^)) bezeichne 

Ch(f) die Menge {(ai,b1)| i=l,2,...,nj. Für А lassen sich fol¬ 

gende drei Fälle unterscheiden: 

Fall 1: Es existiert ein а e Eg, so daß für jedes f e А stets 

Ch(f) s [(I,a),(0,0)} gilt. 

In diesem Fall bewahrt f £ А die Relation (° ^ |), und А ist 

offenbar gleich рг^(рго1 А) n Z2a- 

Fall 2: А enthält eine Funktion f mit (0,1) £ Ch(f). 

Es sei o.B.d.A. (a^,b^) = (0,1). Dann gilt 

f’(Xj,Xg) := f(x1,x2,...,x2) = aQ + j2(xj) + r(x2), wobei 

r £ {c0,jlfj2,j5} ist. Wenn r zu {jj,j5} gehört, haben wir 

f’(xj,f’(x2,x2)) = jg(xj) + i(Xg) £ A, i £ (j^,jcj, womit 

Lemma 3 aus Lemma 2 folgt. Gilt re{c0,j2}, so erhalten wir 
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f"(x) := 1*(i,f’(x,x)) €{jg'jß}' Da PrOl A keine Teilmenge von 

ГіД] ist, gehört nach /3/ oder /6/ zu А ein Urbild h der Funk¬ 
tion H(y) := yj + y2 + yj. Folglich ist 

h(x1,f"(x2), f"(f"(x2))) = i(xj) + j2(x2), ie{jlsj5}, eine 

Funktion aus A. Also folgt auch für re[c0,j2} Lemma 3 aus 

Lemma 2. 

Fall 3: А enthält eine Funktion f mit [(1,0),(1,1)} S Ch(f). 
Es sei o.B.d.A. (aj,bj) = (1,0) und (a2,bg) = (1,1). Dann er¬ 

füllt die Funktion f(xj,Xj,x2,...,x2) die Bedingung von 

Fall 2. a 

Satz 1: Sei А eine Teilklasse von die keine Teilmenge von 

к Ol] u ist. Dann gilt 

А £ ^Prol(Prol I ^20 n P^ol^^Ol • %2l ^ Prol^Pr01 A)}" 

Beweis: Wenn А keine Teilmenge von кщ] u ist, so gibt es 

in А eine Funktion f mit nichtkonstanter Projektion pr^f, 

die von mindestens zwei Variablen wesentlich abhängt. 

n 

Es sei o.B.d.A. f(x) = aQ + ^ (a^j^Xj) + bij2(xi)) e A, wo¬ 

bei ai = 1 und (a2,bg) ^ (0,0) ist. Folgende zwei Fälle sind 

möglich: 

Fall 1: (a2,b2) = (0,1). 

Durch Identifizieren der Variablen Xj, .... xn erhält man aus f 

die Funktion f' (x^,x2,x^) = aQ + jj(xj) + bjj2(x1) + j2(x2) 

+ p(Xß) mit P e { Cg,Зц j2, jg}. Dann gilt 

f’(f’(xi,x2,x2) .Xj.Xg) = i(xj) + j2(x2), is{ji,j5}. 

Nach Lemma 2 ist folglich А = P^öl^^Ol ■ 

Fall 2: a2 = 1. 

In diesem Fall ist pr^^A ^ [L^], und die Behauptung des Satzes 
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sind Satz 2: Die Teilklassen Ф f> топ [Лсд] и B^ 

[lcO}] ’ UcO’clib [Ji3* [Ja3wBr' [JbluBOr U Bls’ 

[Jc] uB0r, [Jd] uBlp, wobei Ir,s} с i00,2,3,...}, 

I<li4l,ie [27,33,36,38,39,40,41>, b e [27,33,36,40}, 

о e [4,13,'16,18,23,27,28,30,33,34,36,40} und 
d £ [7,14,19,21,24,27,29,31,33,35,36,40} gilt. 

Beweis: Die Aussagen des Satzes erhält man leicht anhand der 

Eigenschaften der Punktionen aus i/ B^ und der in /5/ an¬ 

gegebenen Unterhalbgruppen von (P-j,*) • D 

T.orr.m» І1 Sei А eine Teilklasse von und pr0jA # [L1]. 

Dann existiert in А eine Funktion h(x^,Xg,ig) = i(r^) + 

+ i(x3), 1 £ (33.,35} . мА ee 8іи A “ [Аги[Ь}]. 

Beweis: Mach /3/ oder /6/ haben wir prQ1A = [(pr^A)1 о{prQ1h}]. 

Ist also A = Z2a A pr^(pr01A), а £ Eg, so gilt offensichtlich 

Lemma 4. Für А =( Pr3i<Pr0lA) gehört jjUj.) + jg(xg) 'zu A. Nach 

Lemma 2 und dem oben Bemerkten gilt А = [а1 u[h,j^(x^)+jg(xg)}], 

wobei h ein Urbild der Funktion H(y) = Уг + У2 + У3 in А be¬ 

zeichnet. Wegen {jj.dg} e А können wir h(x) = jjUj) + jjUg) 

+ j^(x3) annehmen, und es gilt hCxj.Xg,J5(Xg)) = j^(x^)+ jg(xg) 

£ [A1u[h}3, d. h., es ist А = [А1 и [h}] im Fall А = pr^pr^A). 

Da es nach Satz 1 keine weiteren als die von uns betrachteten 
Möglichkeiten für А gibt, gilt Lemma 4. о 

Satz 3: Für eine Teilklasse А von ist 

' 2, falls А # [Jfßj] иВ^дІСпА1^ 0 v pr^^A £ [L1]), 

3, falls pr0lA # [L1] л^ПА1 ,= j6, 
ord А = \ 1 

t, falls А £ [^01.] u Boo л А n(Bt\ [a1]) jt JO 

л ( Vr ^t: A n(Br\[a1]) = 0) gilt. 
(ord А bezeichnet die Ordnung der Klasse A.) 
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Beweie: Folgende Fälle sind nach Satz 1 für eine Teilklasse 

А von möglich: 

Fall 1: A - Z2a л prQj(pr0JA), aeEg. 

In diesem Fall 1st ord А = ord pr^jA. Die Behauptungen des Sat¬ 

zes kann man also der Arbeit /3/ entnehmen. 

Fall 2: А - pr”j(pr0lA) und А ^ uBoo" 

Nach Lemma 4 und 2 gilt ln diesem Fall 

ord pr0jA 4 ord А 
* 3 für pr01A Ф- [L1], 

- 2 für pr01A C [b1]. 

Bekanntlich haben nur die Teilklassen von L, die keine Konstan¬ 

ten enthalten und nicht Teilmengen von [L^I sind, die Ordnung 3. 

Gehört eine Konstante zu pr^A, so 1st die Funktion h aus Lemma 

4 offensichtlich eine Superposition über zweistellige Funktio- 

' nen aus A. Also gelten im Fall 2 die Aussagen des Satzes. 

Fall 3: А c [^oil u Boo * 

Die Ordnung von А ergibt sich in diesem Fall aus Satz 2 und der 

Beziehung uBr Ь?оі^иВг+1* 2 < r 4 oo. d 

Als unmittelbare Folgerung aus Satz 3 erhält man den 

Satz 4: Die einzigen nicht endlich erzeugbaren Teilklassen von 

d£0j sind 

[Ja]uBctf [JbluBOoo> tJc]uBlco* [JdJuBOcou Bls тЛ 

tJd] uBloou B0s* wobei 

а e {27,33,36,38,39,40,41}, b e (4,13,16,18,23,27,28,30,33,34, 

36,40}, c e (7,14,19,21,24,27,29,31,33,35,36,40], 

d £ {27,33,36,40} und 2 4 r,s <£ oo gilt. □ 
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з. Teilklassen von и <2?0g, die keine Teilklassen von 

oder £q2 sind 

Ziel dieses Abschnittes ist ein notwendiges und hinreichendes 

Kriterium, mit dem man die Abgeschlossenheit einer Menge 

A^uAg (Aj £ іЛ?01, A2 £ ^02) entscheiden kann. 

Bezeichne А * A’ die Menge {f*g | feAAgeA’}. Offensichtlich 

gilt dann folgendes 

Lemma 5: Seien Aj und Ag Teilklassen von £ mit Aj £ und 

und Ag £<J?0g. Dsmn ist A1 u a2 genau dann abgeschlossen, wenn 

Aj*Ag £ Aj und AgHAj s Ag ist. О 

Lemma 6: Seien Aj und Ag Teilklassen von £, A^ £ °^0V 

Ag £o£0g, (AjUAg)1 eine Unterhalbgruppe von (P*;*) und 

и. ai = 
Dann gilt: 

(a) A^ £ {c0,cl’^1’^4) —^ A^ » Ag £ A^, 

(b) Ag £ [со,с2’и2’из} ^ Ag я А ^ £ Ag, 

(c) рг0іА± ^ tL1] =^Ai " Aj - Ai> 

(d) pr^A^ £ [Ь^] л + jg(ig) € А^л Ag £ {°о»с2’и2’из} 

==^ A j * Ag £ Aj 

Beweis; (a) Bach Abschnitt 2 und den Voraussetzungen über Aj 

ist Aj eine Teilklasse von Zg0 л £Q1 = [{c1,51(x1)+31(xg))] . 

Wegen j^(g) gilt folglich Aj * Ag £ Aj. 

(b) Ag ist laut Voraussetzung und Abschnitt 2 eine Teilmenge 

von cp2(Z 20n^0l). Wegen u2(^) = (°) folgt hieraus А^жА^С Ag 

(c) Es sei o.B.d.A. P^QfAf - Гь J. Dann ist wegen Lemma 4 
A1 = CAiuih)]* wobei h ein beliebig wählbares Urbild der Punk 
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tion H(y) = yj + У2 + У3 aus Aj bezeichnet. Angenommen, es gilt 

A^*Ag 4 Aj. Dann ist Aj : = [А^и(А^яА2)] eine abgeschlossene 

Menge mit A£ ^ Aj und A£ = [(Ap^ vjh}] . Folglich gilt 

(Ap^ ^ Aj, d. h., es gibt eine Punktion geAj und gewisse 

Funktionen pj.pQ aus (A^u Ag)^ mit 

g’(x) : = g(pj(x),p2(x)..,pn(x)) £ Aj. Für die Funktion g gilt 

jedoch auch g(x) = gQ(gpxp ,g2(xg) ,... .^(¾) ) für bestimmte 

Funktionen gQe[{h)] und gj, gneAj. Damit erhalten wir 

6’ = g0(Si * Pj »gg я Pg»• • • *gjj я pn). Laut Voraussetzung ist 

aber g^ ж ptfe(AjU A2)^, 1 = 1, 2.. sowie A^ abgeschlos¬ 

sen. Also gehört g* zu A^ im Widersprucn zur Annahme. 

(d) Sei PIqjAj £ [L1], jjCxj) + j2<Xg)e A^ und 

A2 ~ ісО’°2,и2’из)" Naoh Abschnitt 2 ist dann 

A1 = [A1 ^ I^1^1^3g(kg)}] und 

Ag £ f2(Z20 л <£01) = [(c2,u2(x1)+u2(x2)j] mit 

X у X + у 

0 0 О 
0 2 2 
2 0 2 
2 2 0 . 

Da j^(2) = (¢), jg(a + u2(xj) + u2(x2) + ... + um(xm)) 

= jg(a) + jg(xj) + ... + Jg(im) gilt und (AjUAg)1 bez. я 

abgeschlossen ist, folgt A^xAg £ Aj. □ 

Satz 5: Seien Aj und Ag Teilklassen von £, Aj £ ^ol’ 

A2 £ ^02’ A1 ^ Oll u Boo * A2 ^ Dgß ) und 

A1 - [с0,с1,''і’^4І oder A2 * 1с0,с1,и2,из} * 
41 



Сапп ist и к2 genau dann abgeschlossen, wenn (ijui^ eine 
Unterhalbgruppe von (P^J*) lat. 

Beweis! Ist A^VAg abgeschlossen, so muß (AjuAg)1 offensicht¬ 

lich eine Unterhalbgruppe von (P^I*) sein. / 

Sei jetzt (AjoAg)1 eine bez. ж abgeschlossene Menge. Folgende 

drei Fälle sind zu untersuchen: 

Fall_l!, (Aj u Ag) G [oQ.c^.Cgij^.j^.Ug.Ußj . 

Nach Lemma 6(a,b) und Lemma 5 ist in diesem Fall A^u Ag abge¬ 

schlossen. 

Fall 2: A1 ^ A2 ^ {со,с2,и2’из}* 

Nach Lemma 6(b) gilt Ag*Aj & Ag. Da Aj keine Teilmenge von 

fr&] ^Boo iBt* ^611 *** pr0l A1 * [L^] oder pr01 £ [l1] 
und jjCxj) + jg(ig)e A^. Mit Hilfe von Lemma 6(c,d) folgt hier¬ 

aus Aj ж Ag £ Aj. Wegen Lemma 5 ist also AjU Ag abgeschlossen. 

Fall 3: A^ £ {.С0’С1*^1’^4І und Ag ^ |_со,с2,и2*из} * 

Wegen 9>2^{c0*c1,^1’^4P " Іс0,с2,и2,изі elnd die den Bedingun¬ 

gen von Fall 3 genügenden Klassen Aj und Ag isomorph zu sol¬ 

chen, die die Bedingungen von Fall 2 erfüllen. Also gilt Satz 5 
auch im Fall 3-0 

Satz 6: Seien Aj und Ag Teilklassen von £, Aj £ ^ 

a2 S ^02* АіиА2^[^ ]» Ai ^ {°0,с1’^1'34} und 

A2 ^ {Og,Cg,Ug,Uß|. Dann ist AjUAg genau dann abgeschlossen, 

wenn pr^Aj 4 Cb1], pr02A2 # [b1] gilt und (Aj и Ag)1 bez. ж ab¬ 

geschlossen ist. 
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Beweis: let рг01А± f [l1] für 1-1,2 und (AjUAg)1 eine Un¬ 

terhalbgruppe топ (PjJ*), so folgt aus Lemma 6(c) und 5, daß 

A^uAg abgeschlossen 1st. 

Sei Aj uAg eine Teilklasse von £. 

Da laut Voraussetzung A* £ tco'cl>^1»^4} A2 * Іе0,с2,и2,иЗІ 

gilt, gibt es in A* eine Punktion p mit p(g) € (j q) und in Ag 

eine Punktion q mit q(j)e(g q). Weil A^uAg abgeschlossen ist, 

gilt p * Ag C Aj und q*Aj £ Ag. Offensichtlich ergibt sich 

hieraus und aus der Voraussetzung AjUAg # daß Aj $ 

und Ag ist. Angenommen, es gelte prQjAj & [L^]. Dann ge¬ 

hört zu Aj nach Abschnitt 2 eine Punktion t(x^.Zg) « g(xj) 

+ jg(xg), geAj. Also gehört auch die Punktion 

f t(xlfq(xg)) für g£{,a0,31,d4,35}. 

V. t(q(x1),q(ig)) für ge[3g,335 

zu Aj, wobei aber offensichtlich pr^t' Ф- [b*J ist im Wider¬ 

spruch zur Annahme. Folglich gilt P^qjAj Ф- [L^]. Analog zeigt 

man pr02Ag 4 [l1].^ 

Zur vollständigen Charakterisierung sämtlicher Teilklassen von 

«?0i и Afßg, die nicht in 0j, =f02 oder enthalten sind, 

fehlen uns nach Satz 5 und 6 nur noch die Teilklassen von 

t^OlJ u Boo U?2(Z20/1^01) ^ die von ¥2^oiJ u Bco ) 

О (Zg0aJ?0j). Da diese noch zu untersuchenden Mengen unterein¬ 

ander isomorph sind, genügt es, nur die Teilklassen einer der 

genannten Mengen zu bestimmen. Dies geschieht in Satz 7. 

Satz 7: Die nicht in [<*£*] , oder jfQg enthaltenen Teilklas- 

sen von [«>f01]u Вда u93g(Zg0 n d?01) sind AuA*. wobei 
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A*[[le0.«l}l’ Pal CJbl I a 6 127,33,36,38,39,40,41}, 

b e [3,12,25)} und A* 6 [92(Z20nJf0l), 9,2([{31(х1)+;!1(х2)П)} 

= e[4,13.16.18,23.28,30,34). 

РЛ"=1ео ^ ^[14.24). sowie 

WuBr- 

[Jel uB0r uU°0'U2n* 

tJfluBlr uPC0'u2'U' 

[Jg]uBccrUBB.r-lutA2l' 

[JgluB0ruBlsVJPC0'U2i]' wobei 
e ej_4,13,16,18,23,27,28,30,33,34,36,40}, 

t t j_7,14,19,21,24,27.29,31,33.35,36,40} , 

g ¢[27,33,36,40), 2 ё r,8 6 oo, [oC,B} = Eg gilt, Aj eine Un- 

terhalbgruppe von J (A1^ lcoi)nU25 * **' di® Р2'^з) ®nt" 

hält sowie A2e([{c2)] , [[c0»c2»u2)]'| ist* 

Beweis: Der Satz folgt aus /5/ und 2. □ 

A. Die restlichen Teilklassen von £_ 

Offensichtlich folgt aus Lemma 5 das folgende 

7: Seien Ax, Ag und Aß Teilklassen von £ mit Aj 6 £qV 

k2 - ^02 und A3 " cif12. Dann ist A^uA2 и Aß genau dann abge¬ 

schlossen, wenn A^u Ag, AjUAß und A? и Aß abgeschlossene Mengen 

sind und (AjUAgUAß)1 eine Halbgruppe ist. о 

Da die Mengen £Ql 4¾. J?0l ^^12, *02 untereinander 

isomorph sind, hat man durch Lemma 7 und die Abschnitte 2 und 3 

eine vollständige Beschreibung der Teilklassen von 

и £ Q2 и<^12' ^Ber die j^tzt noch fehlenden Teilklassen von 
£ sagt der folgende Satz etwas aus. 
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Satz 8: Die Teilklassen von <£ , die keine Teilmengen von 

sind und die mindestens eine Permutation enthalten, sind 

Alu[isl}HAl Teilklasse von ^01 u ^02 u ’ 

A2 u [£sl,eii] (1 Ag Teilklasse von и ^Q2 о £ ^ 

mit s^ ж Ag £ Ag, Ag " Unterhalbgruppe von (P^I*)). 

Ol u 02 u ^ 12 u C^el's4,s5il un<^ 

Beweis: Der Satz folgt aus /5/ und den Eigenschaften der Punk¬ 

tionen aus J?. о 
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Rostock. Heth. Kolloq. 3!, 46 - 48 (1985) 

o qJ1IcJie qacT�m ynopl!,IloqeHl!dt Ha 6-MHo&eCTBe

05A99 

06A10 

Ha3oBäM MH0ll8CTB0 .113 n 8JI8M8HT0B n-MH0E8CTB0M ( n '- N) • Ey.neu 
pas�aTb 'U!CJI0 H*(n) H8JII30M0pqiHWC qacT�H!ilX Il0Pß,ltl(0B Ha n­
MH0&eCTBe (� �CJI0 H8JII30MO,Pq)HHX .IlH8I'paMM Iacce Ha n-MH0&eCT­
B8) llI qHCJI0 H(n) BC8X 'laCT�HHX ß0Pß,ltl(0B Ha n-MH0Jlt8CTBe, ß0JIY­
qeHJD,IX H3 K" ( n) nepeHMeHOBB.HHeM BeplllltH .ItH_arpSMM Xacce. EcJm 

Z(n) (zl!"(n)) qHCJI0 C00TBeTCTBYJIIl.l'IX CBli3HHX .IlH8I'PSMM Iacce,. 
a K(0)(K*(n))-qJIICJIO C00TB8TCTBynil.l'IX H8CBJl3HHX .ItHarpaMM, T0, 
0118B:r.mH0 

. H(n) • Z(n) + K(n), H*(n) • z*(n) + K*(n). 

,lt.lVl 1'n"6 H(n) llI H*(n) JII3B8CTHH /1/. H3BeCTHO TB.Rllte 
H(7) • 6129859 (ibid), 683 0Ö0CH0BaHHI. 060CHOB8.HM1i He 6wm 
ony6JIKK0BaHH. IT08T0M;y ß0JlBJI8HJIIe pa6oTH /2/, r.ne l18TaJil,H0 no.n­

C'lllITaH0 z ( n) .IlJIJi 1 " n � 6 6�o UMecoo6paaHHM. KaK yxaaaHo 
B /2/,. onpe.neJieHJIIe K( n) no llISBBCTHHM Z( 1) , 1 < n, He npe.n­
CTa.BJIJieT TPY.JtH0CTel. 0.llH8K0 B /2/ 6wm .Il0IJYIIIBHH OWB6KH, 'lT0 
npllIBeJI0 K H8BepH0M;y 3Ha'leHl!ll Z(6), a Il0T0MY llI H(6). PaCCMO­
TpHM noaT0MY e�e paa 0ltllIH BoaMOJtHWl no.ioc:o.n K onpe.neJieHHJJ Z(6). 
,I[JIIarpa1,1Ml,I Iacce He co.nep:ata.T Tpeyro�HHK0B. Ho no H3BeCTH0ft Teo­
peMe TypaHa /3/Hal!6o�mee 'illICJio pe6ep B rp• c n Bepl.llllHaMJII 6es 
Tpeyro�HJIIK0B 6y.neT [n2 /4 J. 'l:T0 IIQ3B0JISieT .IlJISI 6-MHOEBCTBa He
paCCMaTpKBaTb rpa(t,H c qHCJI0M pe6ep 6o�me 9. Ho rpatpoB c 'IBCJI0M 
pij6ep He 6o�me 9 Ha 6-MHOll8CTBe HMeeTCH Bcero 38 /3/, JII3 HllIX 
c:eRaHWC 19. Hllille npne.neHH aTJII rpaqili. Ilo.n KaJIUlHM rpafiloM YJ(asaJio 
'lllICJI0 H8H30MOpqiHHX .ItHarpaMM xacce, C00TB8TCTBYDJ).llIX .IlaHH0MY rpa­
Jy. CyMMa Bcex aTmc 'l:Hce;r .naeT z*(6) • 23a. 

0 � � '17'- <.._y C> �
16 16 20 9 24 1 20 
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<S> <N> О <%> 
12 20 15 13 6 14 13 

О 
12 

<%> 
6 6 3 

Дальше надо рассмотреть все z*(6) диаграмм и под каждой ука¬ 
зать число всех частичных порядков, которые соответствуют дан¬ 

ной диаграмме. Например, для графа <Г~~> получаем такие диа¬ 

граммы: 

или 

О Р’ 1X1 М ь/ W ш 
61 
т бі бі 

360 720 720 

61 
Т 

360 

Г 
360 

61 
т 
360 

61 
т 
120 

Это и было фактически сделано в работе /2/ , но для диаграммы 

(см. /2/ , стр. 59 , последняя строка, 
360 

тинка) было ошибочно указано число іао, а такие 

четвёртая кар- 

диаграммы 

720 720 720 360 360 180 180 360 360 

были опущены вовсе. С учётом исправлений число z(6), данное 
В/2/, увеличится на (360- 180) ♦ 720-3 + 360-4 + 180-2 и будет 
равно 101642, а н(б) - ізоогз, что соответствует /і/. Изменится 
соответственно и число замкнутых максимальных классов 8-значной 
логики, указанное в/2/. Итоговая таблица для і< п< 6 будет та¬ 
кая 
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графы без А 

всего 
z*(n) 

связные 
к*(п) Н*(п) Z(n) К(П) Н(п) 

1 

2 

3 

7 

14 

38 

О 

1 

1 

3 

6 

19 

1 

1 

3 

10 

44 

238 

О 

1 

2 

6 

19 

80 

1 

2 

5 

16 

63 

318 

1 

2 

12 

146 

3060 

101642 

О 

1 

7 

73 

1171 

28381 

1 

3 

19 

219 

4231 

130023 
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On the decornposition of the set of all k-element subsets of 
a v-elernent set into indecomposable t-(v,k,A) designs 

1. Introduction

D. Mesner (A. Rosa /11/) asked the following question:
In which ways the set of all k-element subsets of a v-elernent
set can be decomposed into indecomposable t-(v,k,A) designs?
This is a generalization of older problems:
What is the maxiJWm number of pairwise disjoint Steiner triple
systems? For which v the set of all triples of a v-elem�nt set 
can be decornposed into Steiner triple systems? Investigations 
_in this direction go back to the beginning of the study of 
designs. In 1973 Teirlinck /13/ and others conjectured that for 
v � 9 (v = 1, 3 mod 6) the set of all triples can be partitio­
ned into steiner triples systems. L. Teirlinck /13/ was the 
first to establish that the conjecture is true for infinitely 
many values of v, Denniston, Schreiber and Wilson gave other 
constructions of such decompositions. For an excellent survey 
on results on this topic we refer to A. Rosa /10/. A further 
progress in proving the conjecture is due to Lu Jia-Xi /8/. He 
established that the conjecture is true for v = pn + 2, where 
p is a prime nurnber and n is a positive integer such that 
p = 7 rnod 8 or p E:l5,17,19,291 and (p,n) I= (5,1). Mesner•s 
problem is more general since he askes for all decomposit,ions 
into indecomposable designs, i. e, designs which cannot be de­
cornposed further, In general a solution is hopeless since only 
in few cases a complete survey on indecomposable designs of 
given parameters is known, see Gronau /1/. 
In this paper we survey results on such decompositions. Our own 
most important results are that on 2-(8,4,A) designs. Also we 
give proofs for the 2-(7,3,A) designs, but these are easily 
obtained and probably known by others. 
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2. Definitlone and results 

First we describe the problem more precisely. A t-(v,k,A) 

design is a system of к-element subsets (called blocks) of a 

v-element set К such that every t-element subset of К occurs 

exactly A times in the blocks. A t-(v,k,A) design В is called 

indecomposable (or elementary) if and only if there is no sub¬ 

system B* of В which is a t-(v,k,A’) design with о <A.* < A. 

Let B*(v,k) denote the set of all к-element subsets of K. 

It is wellknown that the existence of a t-(v,k,A) design im¬ 

plies that 

Mlz{) / (£i> (1) 

is an integer for every i = 0,1,...,t-1. 

Let Aq denote the smallest possible A. according to (1) for 

fixed v,k, and t. Then for every t-(v,k,A) design we have 

A = о mod Aq. Obviously, Steiner systems (A»l) and more gene¬ 

rally t-(v,k,At)) designs are indecomposable. Note that B*(v,k) 

is a t-(v,k,(^2%)) design. Every decomposition of B*(v,k) into 

t-(v,k,A) designs S^ can be characterized by the distribution 

of the A’s. Жоге precisely, we associate to a decomposition 

B*(v,k) « Sju SjU ... uSr, 

where is an indecomposable t-(v,k,A^) design (1=1,2,...,r), 

the partition Aj + Ag + ... + Ar of (^%^). note ^ ä о mod AQ. 

In the following table we list all partitions 

Ai + A2 + ... + Ar 

of (%%*) with äs 1 and АА = о mod AQ (1=1,2,...,r) for small 

parameters v,k,t according to 2kt<k^-j (other cases can be 

reduced to these ones) and survey the results on the existence 

of corresponding decompositions of B*(v,,k) into indecomposable 

t-(v,k,Ai) designs. 

Remark: The number of nonisoporphic 2-(9,3,3) designs is not 

clear. Hamau /6/ has 329 and Ivanov /7/ (by Computer) has 
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V Existence Reference к t Ag (J"J) Partitions 

6 3 2 2 4 

7 3 2 1 5 

8 3 2 6 6 

8 4 2 3 15 

8 4 3 1 5 

9 3 2 1 7 

1032 2 8 

4 
2+2 

5 
4+1 
3+2 
3+1+1 
2+2+1 
2+1+1+1 
1+1+1+1+1 

15 
12+3 
9+6 
9+3+3 
6+6+3 
6+3+3+3 
3+3+3+3+3 

5 
4+1 
3+2 
3+1+1 
2+2+1 
2+1+1+1 
1+1+1+1+1 

7 
6+1 
5+2 
5+1+1 
4+3 
4+2+1 
4+1+1+1 
3+3+1 
3+2+2 
3+2+1+1 
3+1+1+1+1 
2+2+2+1 
2+2+1+1+1 
2+1+1+1+1+1 
1+1+1+1+1+1+1 

8 
6+2 
4+4 
4+2+2 
2+2+2+2 

No 
Yes 

No 
No 
No 
Yes 
No 
No 
No 

Yes 

No 
No 
No 
Yes 
Yes 
Yes 
Yes 

No 
No 
No 
Yes 
No 
No 
No 

No 
No 
No 
No 
No (?) 
No (?) 
No (?) 
Yes 
Yes 
Yes 
Yes 
Yes 
Yes 
Yes 
Yes 

No 
? 
Yes 
Yes 
Yes 

Section 3 

Section 4 

Consequence of the 
results on 
2-(7,3,A) designs 
(unique extensions 
of the 2-(7,3,A) 
designs), see e. g, 
Gronau /3/ 

Hamau /6/ 

Rosa /12/ 

Rosa /12/ 

Table 
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330 designs. Harnau proved that the corresponding 329 2-(9.3,4) 

designs - complements of the 2-(9,3,3) designs with respect to 

B*(9,3) - are all indecomposable. Is the one missing design de¬ 

composable? The proof of nonexistence of decompositions into 

indecomposable designs containing 2-(9,3,4) designs is there¬ 

fore not complete^ which is marked in the table by (?). 

3. Decompositions with v = 7. к = 3. t = 2 

In Rasch /9/ and Gronau /2/ it is shown that the only indecom¬ 

posable 2-(7,3,A) designs without repeated blocks have Л = 1 

or 3. In both cases there is exactly one of such designs (up to 

isomorphism). Hence, any decomposition must have at least two 

disjoint 2-(7,3,1) designs, which form obviously a 2-(7,3,2) 

design. Furthermore, in /2/ it is proved that any two 2-(7,3,2) 

designs without repeated blocks are isomorphic and its comple¬ 

ment with respect to B*(7,3) is isomorphic to the mentioned 

2-(7,3,3) design. Here is the only decomposition: 

(34)(576)Tj и (36)(47)Tj и Tg, 

where 

(1112233\ /111111111222222333345 \ 
T« = 2464545 and T„ = 222334446334455445656 . 
1 \3576776/ * ^357565677466767577767/ 

4. Decompositions with v = 8, k = 4. t=2 

We know by Gronau /4 / that there is no indecomposable 

2-(8,4,12) and 2-(8,4,15) design. In Gronau, Reimer /5/ all in¬ 

decomposable 2-(8,4,A) designs with Л = 6 and 9 are determined. 

It turned out that there is only one indecomposable 2-(8,4,9) 

design and its complement is decomposable, 1. e. 9 + 6 has no 

decomposition. Surprisingly, the only indecomposable 2-(8,4,9) 

design is the only 3-(8,4,3) design. For the remaining parti¬ 

tions we give examples of decompositions: 

9 + 3 + 3: (4567)B1 и (476)B1 u C, 

6 + 6 + 3: (354)(687)3^ U (12)(36)(587)C3 и Cj, 
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6 + 3 + 3+ 3: (587)B4 и (12645387)B4 и (17258364)3^ и С16, 

З + З + З + З + З: (345687)В4и(365847)В4и (127)(36)В4 

u(15723468)B4U (37)(58)В4. 

Неге the B's and C’s denote designs from /4/ and /5/, 
respectively, namely 

*1 

111111122223354 
22233443344446 ) 
35756565656577 j • 
46878878778688/ 

B3 = 

/111111122223334 
/ 22234453445445 ) 
I 33675676576566 ’ 
445886787788887 / 

/111111122223334 
/ 22234453445445 \ 

4 33665777566566 ’ 
\ 45786888788877/ 

/11111111111111222222223334454 
„ / 2222223333344433333455444566 \ 
°1 l 3445675556755644566567567677 ’ 

44676786788878858778888678788/ 

/11111111111111222222223334454 
„ / 2222223333344533333444456556 ] 
°3 = 3455674445667644557566567677 /’ 

\6567885788788767788878688788/ 

/11111111111111222222223334444 
„ ( 2222223333344533333455456556 \ 
c16" l 3446674455756644455567667677 ’ 

V 6587885778867867868778878888 / 

C 
1111111111111111111112222222222223333334454 
222222222333333444456333333444456444455556 \ 
333445557445566556767445567556667566767677 /' 
468676788577878688878586778787888678888788/ 

The indecomposability of these designs is proved in /4/ and /5/. 
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Partialbruchzerlegung im Reellen mitte1s Polynomk:ongruenzen 

Die Grenzwertmethode ist- ein einfaches Mittel zur Partialbruch­
zerlegung einer echt gebrochenen rationalen Funktion 
f(x) = Z(x)/N(x), wenn der Nenner N(x) von f(x) nur lineare 
Faktoren enthält. Im folgenden soll eine Ergänzung dieser Me­
thode für den Fall beschrieben werden, daß auch quadratische 
Faktoren auftreten. Dadurch wird es möglich, die P�ialbruch­
zerlegung von f(x) mit O(n2) ausschließlich reellen Operatio­
nen durchzufUhran, wo n der Nennergrad von t(x) ist. Wir be­

merken, daß der Aufwand zur Zerlegung des Nenners �n lineare 
und quadratische Faktoren auch etwa quadratisch mit n wächst. 

1. Die Grenzwertmethode

Bei der Anwendung der Grenzwertmethode wird vorausgesetzt, daß 
a eine r-tache Nullstelle von N(x) ist. Dann gilt bekanntlich 
die Darstellung (vgl. etwa i11, S. 26 und /J/, S. 31) 

f(x) = filY = __ A_ + f1(x),
N(x) (x-a}r 

(1) 

worin A eine Konstante und f1(x) c U(x)(x-a)/N(x) wieder eine
echt gebrochene rationale Funktion mit kleinerem Nennergrad ist. 
Durch erneute Anwendung von (1) auf f

1
(x) usw. geiangt man 

Schritt für Schritt zur Partialbruchzerlegung von f(x). Die 
Konstante A kann sehr einfach bestimmt werden, indem man (1) 
mit (x-a)r multipliziert und anschließend x = a setzt. Die 
Funktion t1(x) ergibt sich dann durch Subtraktion und Kürzen 
(vgl. etwa /3/, S. 36 und /4/). Zur praktischen Durchführung 
der Grenzwertmethode kann man vorteilhaft das Homer-Schema 
nutzen, das ja die Zerlegung P(x) = Q(x)(x-a) + P(a) liefert 
(vgl. etwa /2/, S. 104). 

Beispiel 1: Es sei 

f(x) = (x3-13x2 +69)/(x4+2x3 -ux2 -12x+J6). 
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Da 2 ein Teiler von 36 ist, versuchen wir, ob x = 2 eine Null¬ 

stelle des Nenners ist. Wir teilen solange durch x-2, bis ein 

von Null verschiedener Rest entsteht. Durch dreimalige Anwen¬ 

dung des Homer-Schemas erhalten wir 

X4+2x3 - llx2 - I2x + 36 = {(x+8)(x-2) + 25} (x-2)2. 

Wir können also den Ansatz (1) für a = 2, r = 2 aufschreiben. 

Wenn wir nun (1) gleich mit dem Nenner N(x) multiplizieren und 

die linke Seite erneut mit dem Homer-Schema zerlegen, so er¬ 

gibt sich 

(x2-llx-22)(x-2) + 25 = А {(x+8)(x-2) +25} +U(x)(x-2). (2) 

Hieraus erhalten wir A = 1, U(x) = x2 - l2x - 30 und f^(x) 

= (x2 - l2x - 30)/(x3 + 4x2 - 3x - 18). Wir behandeln nun f^(x) in 

derselben Weise wie zuvor f(x) und erhalten für den Ansatz (1) 

bei r = 1 die -Gleichung 

(x-10)(x-2) - 50 = А {(x+8)(x-2) + 25} + U(x)(x-2). (3) 

Die rechten Seiten von (2) und (3) sind identisch. Wir erhalten 

A =-2, U(x) =3x+6 und fg(x) =(3x+6)/(x2+6x+9). In derselben Wei¬ 

se fahren wir mit der nächsten Nennernullstelle x = -3 fort: 

X2 + 6x + 9 = (x+3)2, 

und der Ansatz (1) lautet jetzt für a = -3, r = 2 nach Multi¬ 

plikation mit dem Nenner 

3(x+3) - 3 = A + U(x)(x+3), 

woraus sich A = -3, U(x) = 3 ergibt. Da fj(x) = 3/(x+3) be¬ 

reits ein Partialbruch ist, bekommen wir das Ergebnis 

f(x) = -—£---—5 + — • 
(x*-2)2 x-2 (x+3; x+3 

beider versagt die Grenzwertmethode, wenn komplexe Nennernull- 

stellen auftreten, man aber im Reellen rechnen will. In diesem 

Pall kann man nach der Grenzwertmethode zunächst alle linearen 

Faktoren des Nenners beseitigen. Verbleibt nur ein Paar konju¬ 

giert komplexer Nullstellen, so ist schließlich die Partial¬ 

bruchzerlegung von f*(x) = Z*(x)(x2 + px + q)~r durchzuführen. 

Dies ist leicht möglich durch (r-1)-malige Division mit Rest 
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oder durch Koeffizientenvergleich, bei dem ein gestaffeltes 

Gleichungssystem entsteht, 

2. Die Methode der Polynomkongruenzen 

Wir setzen nun voraus, daß N(x) den quadratischen Faktor 

x2 + px + q mit 4q > p2 genau r-mal (r & 1 ganz) enthält, also 

N(x) = (x2+px+ q)rS(x). Wir ersetzen (1) durch den Ansatz 

f(x) = Z(x) = Ах+Б + ft(x), (4) 

H(x) (x2 + px + q)r 

worin А und В Konstanten sind und f^(x) =U(x)(x2+px+ q)/N(x) 

wieder echt gebrochen sein soll. Dann ist (4) äquivalent mit 

Z(x) = (Ax + B)S(x) + U(x)(x2 + px+ q). (5) 

Die Konstanten А und В werden aus (5) durch Betrachtung von 

Kongruenzen modulo x2+px+ q bestimmt. Es gelte 

Z(x) £ fx + g mod (x2 + px + q), (6) 

S(x) s bx + d mod (x2 + px+q), 

wobei b und d nicht gleichzeitig verschwinden können, da S(x) 

nicht durch X2+px+ q teilbar ist. Es folgt 

(Ax+B)S(x) s {(d-bp)A+bjx+ [-bqA+dßj mod (x2+px+q). (7) 

Aus (5) bis (7) erhält man das Gleichungssystem 

(d - bp)A + bB = f, (g) 

-bqA + dB = g 

für А und В mit der Determinante 

D = (d- b§)2 + b2(q--^) >0. 

Damit sind А und В eindeutig bestimmbar. Wir haben nachgewiesen, 

daß der Ansatz (4) gültig und eindeutig ist und daß А und В in 

der angegebenen Weise mittels Polynomkongruenzen ermittelt wer¬ 

den können. Man rechnet leicht nach, daß f^(x) echt gebrochen 

ist. Durch wiederholte Anwendung des Ansatzes (4) kann man nach¬ 

einander alle quadratischen Faktoren des Nenners von f(x) ab¬ 

spalten. Die eindeutige Lösbarkeit von (8) folgt übrigens auch 
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aus der Äquivalenz von (8) und (4) und aus der allgemein be¬ 

kannten Gültigkeit und Eindeutigkeit von (4) (vgl. etwa /1/, S. 

27 oder /3/, S. 32). 

Man erkennt natürlich, daß bei der Methode der Polynomkongruen¬ 

zen das Rechnen mit komplexen Zahlen in verschleierter Form ge¬ 

nutzt wird. Es wird ja im Körper der reellen Zahlen gerechnet, 

dem eine Lösung x der Gleichung x2+ px+ q adjunglert wurde. 

3. Die praktische Durchführung 

Die Methode der Polynomkongruenzen kann völlig analog zur 

Grenzwertmethods realisiert werden. Man hat lediglich das ein¬ 

zeilige Homer-Schema durch das zweizeilige Homer-Schema zu 

ersetzen, um die Division durch x2+px+ q mit Rest auszuführen 

(vgl. etwa /2/, S. 108). 

Beispiel 2; Es sei 

f(x) 
x3+x3+16x 

x8+10x7+53x4l78x^+4l6x4+682x5+781x2+570x+225 

Etwa nach dem Bairstow-Verfahren (vgl. /2/, S. Ю9) sei 

X2 + 2x + 3 als irreduzibler Faktor des Nenners ermittelt. Wir 

teilen solange durch x2 + 2x + 3, bis ein von Null verschiedener 

Rest entsteht. Durch dreimalige Anwendung des Homer-Schemas 

erhält man 

x8+10x7+53x6+178x5+416x4+682x3+781x2+57Ox+225 

« {(x2+4x+8)(x2+2x+3) + 2x+l}(x2+2x+3)2. 

Wir müssen also den Ansatz (4) für r = 2 aufschreiben. Wenn wir 

auf der linken Seite von (5) erneut das zweizeilige Homer- 

Schema anwenden und auf der rechten Seite die Identität 

(Ax + B)(2x+l) = 2A(x2 + 2x + 3) + ( -3A+2B)x + ( -6A + B) 

berücksichtigen, so folgt 

(x3-2x2+2x+2) (x2+2x+3) + 6x-6 

= {(Ax+B)(x2+4x+8)+2A+U(x)j(x2+2x+3)+(-3A+2B)x+(-6A+B). 

Durch Betrachtung modulo x2+2x+3 erhalten wir A = 2, В = 6, 

U(x) = -(x3 + 16x2 + 38x + 50) und 
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+ 75) fj(x) = -(x^ + 16x2 + 38x + 50)/(x6 + 8x^ +... 

Wir verfahren nun mit f^(x) wie zuvor mit f(x) und erhalten für 

den Ansatz (4) bei г ■= 1 die Gleichung 

-(x+14)(x2+2x+3) - 7x-8 
, , , , (11) 

= {4Ax+B)(x'>4x+8)+2A+U(x)j (x‘i+2x+3) + (-3A+2B)x+(-6A+B). 

Die rechten Seiten von (10) und (11) stimmen wieder überein. Es 

folgt А = 1, В = -2, U(x) = -(x^+2x2 + x) und 

f2(x) = -(x^ + 2x2 + x)/(x^ + 6x^ + I9x2 t 30x + 25). 

Ein weiterer irreduzibler Faktor des Nenners ist nun x2 + 3% + 5. 

Wir rechnen 

x^ + 6x^ + l9x2 + 30x + 25 = (x2 + 3x+5)2, 

und die Gleichung (5) lautet 

(-x+1) (x2 + 3x + 5) + X - 5 = Ax + B + U(x) (x2 + 3x + 5), 

woraus sich A « 1, В = - 5, U(x) = - x + 1 und 

fj(x) = (-x+l)/(x2+3x+5) ergibt. 

Somit erhalten wir zusammenfass end 

f(x) -M-9 + + -f^-z + . 
(x%2x+3) x^+2x+3 (x^+3x+5)^ xd+3x+5 

(12) 

(13) 

4. Aufwandsbetrachtung 

Wir nehmen an, daß der Nenner von f(x) genau к quadratische 

Faktoren mit den Vielfachheiten v^, Vg, v^ enthält. Bei 

der Feststellung dieser Tatsache fallen die Beziehungen (9) und 

(12) mit an, gleichgültig, ob mit Polynomkongruenzen oder dem 

sonst üblichen Koeffizientenvergleich weiter gearbeitet werden 

soll. Bei der Methode der Polynomkongruenzen sind dann 

к 

d = 

zusätzliche Divisionen auszuführen, wobei n der Nennergrad von 

f(x) ist. Im Beispiel 2 sind dies die Divisionen links in (10), 
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(11) und (13). Liegt die Zerlegung des Nenners bereits vor, so 

sind noch k-1 weitere Divisionen auszuführen, nämlich im Bei¬ 

spiel 2 die Division (9). In jedem Pall beträgt der Aufwand für 

die Methode der Polynomkongruenzen O(n^) Operationen. Beim Ko¬ 

effizientenvergleich (oder bei der Einsetzmethode) ist ein Sy¬ 

stem vonnlinearen Gleichungen mit n Unbekannten aufzulösen, 

was mit wesentlich höherem Aufwand verbunden ist. Im Beispiel 2 

stehen 3 Divisionen mit Rest gegen die Auflösung eines Glei¬ 

chungssystems der Ordnung 8. Die Methode der Polynomkongruenzen 

scheint also schon vorteilhaft zu sein, wenn mehr als ein Paar 

konjugiert komplexer Nullstellen vorhanden ist. Tritt höchstens 

ein solches Paar auf, so kann man die Grenzwertmethode benut¬ 

zen. 

Man kann also bei der Partialbruchzerlegung völlig auf die Auf¬ 

lösung großer Gleichungssysteme verzichten. Besonders effektiv 

wird die Partialbruchzerlegung, wenn sie gemeinsam mit der Fak¬ 

torzerlegung des Nenners durchgeführt wird. 
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Anna Racsmany 

Perfekte Codes für einen verallgemeinerten Hamming-Abstand 

In der Codierungstheorie werden Unterschiede in der Struktur 
der Kanäle durch Heranziehen von verschiedenen Abstandsbegrif­
fen berücksichtigt. Die am häufigsten untersuchten Abstände 
sind der Hamming- und der Lee-Abstand. In der vorliegenden Ar­
beit betrachten wir Codes bezüglich eines von G. o. H. Katona 
eingeführten allgemeinen Abstandes. Dieser Abstand ist eine 
Verallgemeinerung des Hamming-Abstandes und bringt die Bedin­
gung zum Ausdruck, daß in dem Kanal bei der Transmission der 
Zeichen 1,2, ••• (mod q) häufig kleinere Sprünge vorkommen, grö• 
Sere aber, die als Fehler angesehen werden, nur selten. Im fol­
genden wollen wir einige codetheoretische Fragen für diesen Ab­
standsbegriff untersuchen. Insbesondere werden wir die Frage 
über die Existenz von perfekten Codes bezüglich dieses Abstands 
auf die Frage über die Existenz von perfekten Codes für die 
Hamming-Metrik zurückführen. 

Betrachten wir die n-dimensionalen Vektoren über dem Alphabet 

{0,1, ••• ,q-1�. Es sei a �-� eine natürliche Zahl. Wir defi­

nieren für je zwei Vektoren :!l und :!2 den "Abstand" 

d(x1,x2) = � d(xi,x�), mit 

{ 
0,

d(xf ,xf) = · 
- 1, 

Offensichtlich ist d(;!
1 ,J;,.2) im Falle a = 1 der Hamming-Abstand 

von _x1 und _x2 • Leider genügt d(x1,x2) für a> 1 nicht der Drei-- -
1 ecksungleichung. Ist .z. B. n J, q = 4, a = 2, :! = (0,0,0), 

-x2 = (1 ,1,1), _x3 
= (2 , 2,2), so gilt d(x1,x2) + d(x2,x3) 

-, - - - 3 1,:_d{� •� ). 
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Vorerst untersuchen wir die um x mit dem Radius e geschlagene 

"Kugel" K(x,e), d. h. die Menge derjenigen Punkte д, für die 

d(x,^) £ e ist. Wir merken an, daß K(x,o) nicht leer ist. 

Hilfssatz 1: Zwei Kugeln K(x*,e) und K(x2,e) sind dann und nur 

dann disjunkt, wenn es unter den Koordinaten von - x2 min¬ 

destens 2e + 1 solche gibt, deren Betrag mindestens gleich 

2a- 1 ist, 

I p 
Beweis; Wir zeigen, daß K(x ,e) und K(x ,e) dann und nur dann 

nicht disjunkt sind, wenn unter den Koordinaten von x^ - x2 der 

Betrag von mindestens n - 2e höchstens 2a - 2 ist. 

Möge es einen Punkt в mit s € K(x^,e) ЛK(x2,e) geben. Dann gibt 

es zwei Punkte ^ und j2, so daß x* + ^ « s und x2 + 22 » s 

ist. Wegen s e K(x^,e) hat jj1 höchstens e solche Koordinaten, 

deren Beträge größer sind als a-1 (1*1,2). Deshalb hat ^ - j2 

höchstens 2e solche Koordinaten, deren Beträge größer sind als 

2a - 2. Wegen x2-x^= jr* - £2 gilt aber dasselbe für x* - x2. 

Wir müssen noch zeigen, daß es einen Vektor s mit 
4 p 

£ £ K(x ,e) л K(x ,e) gibt, wenn unter den Beträgen der Koordi- 
l 2 

naten von x - x höchstens 2e größer sind als 2a - 2. Offen- 
Ч О 

sichtlich läßt sich x - x als Differenz von solchen Vektoren 
i p 

X und X darstellen, in welchen höchstens e Koordinaten größer 

sind als a-1. Run gilt für den Vektor s «■ x^ + jr*- » x2+j2 

einerseits s = x^ + ^ e K(x\e), andererseits 

s - X2 + i2 £ K(x2,e). 

Hilfssatz 2: Die Anzahl der Punkte in K(x,e) ist 

e 

I K(x,e)| = (2a-l)n_e^I (“) (q-(2a-l)) *(га-І)0-1. 

Beweis: Wir erhalten durch einfaches Abzählen 
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|K(x,o)| - (2a-l)n, 
] К(х,1)| - \K(x,o)| - n(q-(2a-l))(2a-l)n“1, 

|K(x,i)| - |К(х,і-1)| - (“)(q-(2a-l))i(2a-l)n_i, 

|K(x,e)| - IК(х,е-1)I - (“)(q-(2a-l))e(2a-l)n_e. 

Addieren wir diese Ausdrücke, so ergibt sich die gewünschte Re¬ 
lation. 

Satz 1: Ein e-fehlerkorrigierender Code kann nur dann perfekt 
sein, wenn 2a - l|q gilt. 

n 
Beweis: Ist der Code perfekt, so ist |C|= |'g(xte)'| eine в0112® 

Zahl, nämlich die Anzahl |C| der Codewörter. 
Hach Hilfssatz 2 haben wir 

Id-5-- , 

(2a-l)n_e T] (°)(q-(2a-l))i(2a-l)e-i 
1*0 

und hieraus folgt 2a - l|qn. Es sei p der größte gemeinsame 
Teiler von 2a - 1 und q. Aus 

№ _РП _ 

рП-ѳ(^|=і)П"Ѳ f] 2|=і)Іре-І(2|=1)^6-1 

folgt |(Д) . Da aber die Zahlen und -3 relativ prim 

sind, gilt = 1, woraus sich 2a - l[q ergibt. 

Es bedeute C(n,a,q,e) einen Code mit den betreffenden Parame¬ 
tern. 
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Satz 2: In dem Code C(n,a,q,e) mögen q und 2a - 1 einen gemein 

Samen Teiler s >1 haben, d. h. q = s . q und 2a - 1 = s(2a-l). 

Dann läßt sich ein Code C(n,ä,q,e) mit derselben Anzahl von Co 

dewörtem wie C(n,a,q,e) konstruieren. 

Beweis: Wir ordnen jedem Vektor c = (с^,...,сп) des Codes 

C(n,a,q,e) denjenigen Vektor c = ((!«,... ,^) zu, für den 

c^ = %j,s+z mit о ^ z < в ist. Dann gilt offensichtlich 

о £ c^ - -jp< ^ = "q. Sind c^ und £2 zwei Vektoren aus dem Code 

C(n,a,q,e), so besteht für mindestens 2e + 1 Koordinaten die 

Ungleichung |c^-c2 j ^ 2a - 1. Wegen der Definition von c^ ha¬ 

ben wir 

ci = 3 + z^> 0 - z^< s» 

ci = ®i 8 + 2,2• 0 ~ z2<8‘ 

Deshalb gilt 

I ci-ci I = |(cj-c2)s + z^ - z2 I i 2a - 1 = s(2a-l). 

Hieraus folgt wegen z^ - z2<s, daß | c^-c2 j > 2a - 1 ist. Aus 

£ c2 folgt also Ф- c2 und wir haben für mindestens 2e + 1 

Koordinaten |с^-с2|і 2ä - 1. Dies bedeutet, daß c1 und c2 Code 

Wörter eines Codes C(n,a,q,e) sind. 

Korollar 1: Wenn in einem Code C(n,a,q,e) die Beziehung 2a-11 

gilt, dann gibt -es einen Code der Länge n über einem Alphabet 

von Buchstaben, der e Fehler korrigiert, in der Hamming- 

Metrik und dieselbe Anzahl von Codewörtem hat wie C(n,a,q,e). 

Korollar 2: Ein Code C(n,a,q,e) ist dann und nur dann perfekt, 

wenn ein perfekter Code der Länge n über einem Alphabet von 

2 Buchstaben existiert, der e Fehler korrigiert in der Ham¬ 
ming -Metrik. 
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Die Frage, für «reiche Parameter es einen perfekten Code für 

die Hamming-Metrik gibt, ist noch offen. Nach der sogenannten 

"P erfekte-Codes-Vermutung" gibt es perfekte Codes, außer gewis¬ 

sen trivialen Codes, nur für die Parameter eines Hamming-Codes 

und eines binären oder ternären Golay-Codes. Diese Vermutung 

wurde von Best /1/ "fast" bewiesen, indem er zeigte, daß außer 

den bekannten perfekten Codes weitere e-fehlerkorrigierende 

Codes nur für e = 1,2,6 und 8 existieren können. Für den Fall, 

daß die Anzahl der Buchstaben im Alphabet eine Primzahlpotenz 

ist, wurde die Perf ekt e-C о des-V ermutung von van Lint /2/, 

Tietäväiüen /4/ sowie V. A. Zinov'ev und V. K. Leont'ev /5/ be¬ 

wiesen (s. auch /3/ Ch. 6. Theorem 33). 
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06D05 

20!414 

D1atr1but1Te Verbände als relativ invertierbare Halbgnippen1 

Der Begriff der relativ invertie�baren Halbgnippe wurde von 
lt. Mal1twardt /J/ eingeführt und in. /1/, /4/ weiter untersucht. 
Bin Beispiel hierzu 1at der Boolesche Verband mit 

a + b • a v b, a - b „ a \ (a /\ b), ( 1) 

wobei auf der rechten Seite �er zweiten Gleichung du Komple­
-nt Ton a Ab bez. a steht. Im folgenden soll dieses Beispiel 
auf beliebige endliche distributive Verbände Ubertragen und an­
achlieBend in zweifacher Hinsicht Terallgemeinert werden. 

Definitions Eine (teilweise) geordnete Menge M(,,+:-) heißt 
eine relatiT 1nvertierbare Halbgnippe, wenn sie bezUglich der 
•Addition +" eine kommutative Halbgnippe mit Nullelement o bil­
det und wenn sie bezUglich der "Subtraktion -" das felgende
Axiom erfUllt: PUr beliebige a,b,x 6 M 1st

a" b + x ilquivalent zu a - b � x. (2) 

Bach/)/ ergibt sich als Polgening, daß die Addition bezUglich 
beider SW111D&Dden monoton wachsend ist, während die Subtraktion 
a - b bezUglich a monoton wachsend und bezUglich b monoton fal­
lend 1st. PUr beliebige a,b,c gilt außerdem a - o s a sowie 

a - (b+c),. (a-b) - c. 

Nach /1/ ist die Subtraktion in M durch 

a - b „ min (x I a " b + x) 

()) 

( 4) 

eindeutig bestimmt, und es ist leicht zu sehen, daß auch umge­
kehrt gilt: 

a + b • max (x I x - b ' a). (5) 

1 Herrn Dr. K. Markwardt sei !Ur kritische Hinweise zur Arbeit 
vielmäls gedankt. 
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Bi« auf weitereв ael К zusätzlich ein Verband mit о ale klein¬ 
stem Element. Hierüber kann man aaa К. Markwardt /3/ folgende 

Aussagen entnehmen. 

Satg 1: Für beliebige a,b,c t H gilt 

(6) 

(7) 

(8) 

(9) 

* o — а ■ о, а 

а + (Ьлс) - (а+Ь) л (а+с), 

а - (Ьлс) « (a-b) V (а-с), 

(avb) - с ■ (а-с) ѵ (Ъ-о). 

Ist die Addition in М wie ln (1) gleich dem Verbands Supremum, 

so besagt die Gleichung (7), daß der Verband dann distributiv 

1st. Für endliche Verbände, auf die wir uns der Einfachheit 

- halber beschränken wollen, gilt hiervon auch die Umkehrung. 

Satz 2: Jeder endliche distributive Verband ist mit dem Ver¬ 

bandssupremum als Addition eine relativ invertierbare Halbgrup¬ 

pe. 

Beweis: Aus a A b + x und а А b + у folgt wegen (7) 

а А (b+x) л (b+y) * b + (ілу), 

so daß das Minimum in (4) existiert und die Behauptung nach 

-Satz 1 von /1/ bewiesen 1st. 

Um jetzt für die Subtraktion eine explizite Darstellung anzuge¬ 

ben, berufen wir uns nach H. Gerloke /2/ auf den folgenden 

Struktursatz: Ein endlicher Verband 1st genau dann distributiv, 

wenn jedes Element а eine (bis auf die Reihenfolge) eindeutig 

bestimmte direkt unverkürzbare Zerlegung 

a “ % v *n2 v v % (10) 

in irreduzible Elemente besitzt. 

Es seien aQ « o, a%, .... ar die irreduziblen Elemente des di¬ 

stributiven Verbandes. Dann gilt mit dem VerbandsSupremum als 

Addition nach (4) 

о für a1 A a 

sonst. 
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Ist jetzt Ъ = a^v-..ѵ аш die unverkürzbare Zerlegung eines 

zweiten Elementes, so ist а - b offenbar das Supremum von о und 

denjenigen Elementen a& von (10), für die es kein a^ aus der 

Zerlegung von b mit an 6 am gibt. Da а л b das Supremum aller 

ала ist, können wir für die Differenz wieder die zwei- 
ni mj 

te der Formeln (1) verwenden, wenn wir dort die Differenz n \ " 

als Streichung der den unverkürzbaren Zerlegungen von а und 

алЪ gemeinsamen Elemente interpretieren, während die übrigen 

Elemente der Zerlegung von а stehenbleiben. 

Erste Verallgemeinerung: Es sei Mj ein beliebiger endlicher di¬ 

stributiver Verband, der mit den Verknüpfungen (1) zugleich 

eine relativ invertierbare Halbgruppe ist, und es sei G eine 

beliebige endliche abelsche Gruppe der Ordnung k+1 mit den Ele¬ 

menten uQ = o, Uj,...,Uj£. Dabei mögen u^,... ,u^ die 1 erzeugen¬ 

den Elemente dieser Gruppe sein. Wir konstruieren jetzt eine 

neue relativ invertierbare Halbgruppe M mit k+1 Komponenten 

MQ, M^,..., M^ im Sinne von /1/. Zu diesem Zweck greifen wir 

aus genau 1 Elemente с^,...,с^ heraus, die nicht untereinan¬ 

der verschieden zu sein brauchen, und führen die distributiven 

Teilverbände Mj = jaja ^ c^j von mit der Filtereigenschaft 

M' + KJ = KJ ein. 

Jedes Element u^ der Gruppe G besitzt bekanntlich eine Darstel¬ 

lung der Form u^ - ßüul + • • ■ + ßnui nichtnegativen ganzen 

Zahlen , die kleiner als die Ordnung von Uj gewählt werden 

können. Mit diesen Zahlen lassen sich einerseits die vorherge¬ 

henden Filter einschließlich in der Form 

Mi — |a|a — ßj^^c^ + ... + ß j^c^ (11) 

schreiben und andererseits für 1 < i ^ к durch (11) neue Filter 

Mj einführen, so daß allgemein die Eigenschaft Mj + Mj = Mj für 

ui + u. = ut vorliegt. Die gesuchten Komponenten definieren 
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wir schließlich als Mengen der Paare (a,u^) mit atMj' sowie mit 

folgenden Relationen und Verknüpfungen. Die Ordnung in wird 

durch die Ordnung in M^ festgelegt, die Addition wird komponen¬ 

tenweise erklärt, und die Subtraktion lautet nach (4) 

(a.Uj) - (b,Uj) = (c,Uj-Uj), (12) 

wobei c dasjenige Element von mit u0 = u^ - ist, das sich 

aus a - b ergibt, wenn in der unverkürzbaren Zerlegung dieses 

Elementes die irreduziblen Elemente ap durch die kleinsten Ele¬ 

mente bg mit ap - b^ ersetzt werden, die in irreduzibel 

sind. Bezeichnen wir die Linearkombination der cj in (11) auch 

für i = 0 sowie für 1< i mit c^, so läßt sich das Element c in 

(12) auch in der Form c = (a-b) + cg schreiben. Es ist unmit¬ 

telbar klar, daß hierdurch eine relativ invertierbare Halbgrup¬ 

pe M entsteht, Besteht der Durchschnitt von und 6 genau aus 

dem Rullelement o, so können wir die Schreibweise (a,u^) =a + u4 

verwenden. Dann ist MQ = M^, die der zugehörigen Komponenten 

minimalen Elemente lauten c^+u^, und die Subtraktion (12) ist 

ebenfalls komponentenweise ausführbar: 

(a+Uj) - (b+uj) = (a-b) + (u^-u^). 

Bei der vorhergehenden Konstruktion können die Filter Jl£ für 

i> 1 offenbar auch durch umfassendere Filter ersetzt werden, 

wenn nur im Fall u^ + Uj = u^ die Eigenschaft + Му c für 

alle i,j erhalten bleibt. Bei Ersetzung der Filterdefinition 

durch eine geeignete Idealdefinition ist die Konstruktion darü¬ 

ber hinaus auch durchführbar, wenn kein Verband, sondern 

eine beliebige relativ invertierbare Halbgruppe mit einem größ¬ 

ten Element ist, wodurch Satz 4 von /1/ verallgemeinert wird. 

Weiterhin ist unter den Zusatzvoraussetzungen von /2/ und /3/ 

auch eine Übertragung auf den unendlichen Fall möglich. 

Beispiel: Es sei MQ der distributive Verband mit den nichttri¬ 

vialen irreduziblen Elementen a^, a2, a^ und a^ ^ a2 als einzi¬ 

ger Ordnungsrelation zwischen diesen Elementen. Das maximale 

Element m = a2va^ ist wegen der Eindeutigkeit der Zerlegung (10) 
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▼on Ь = averschieden, so daß der Ordnungsgraph mit dem mi¬ 

nimalen Element о - aj л a^ die ln Abb. 1 angegebene Gestalt 

besitzt. 

Wir wählen .0 als Klelnsche Vierergruppe und wählen weiterhin 

- (»3» b, mj, M£ « [b, m}, 

so daß nach unserer Konstruktion в wird. Mit den Abkür¬ 

zungen 

a' « a + Uj, а" « а + u2, am » a + u^ 

ergeben sich dann die ln Abb. 2 angegebenen Ordnungsgraphen und 

nach Weglassen der bekannten Operationen mit о die Additions¬ 

tabelle 
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I 
воwie die Subtraktionstabelle 

Bin Beispiel für einen umfassenderen Filter an Stelle von 

ist [a^, a2, b, m], doch dieser Fall läßt sich nach einer Um¬ 

numerierung auch mit Hilfe der ursprünglichen Konstruktion be¬ 

gründen. 

Zweite Verallgemeinerung: Es sei И eine endliche additive kom¬ 

mt ative Halbgruppe mit Nullelement. Aus M wählen wir 1 Basis¬ 

elemente a^,...,a^ aus, so daß jedes beliebige Element b 6И 

eine Darstellung der Form 

b — ßjSj + ... ß^a^ (13) 

-L 

mit nichtnegativen ganzzahligen Koeffizienten besitzt (und um¬ 

gekehrt). Wegen der Endlichkeit von Ж gibt es zu jedem Element 

a^ eine natürliche Zahl n^, so daß die Elemente o, a^, 2a^, ..., 

n^a^ paarweise verschieden sind und in (13) stets ß^ ^ n^ ge¬ 

wählt werden kann. 
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Zusätzlich fordern wir: 

1°. Jedes Element b besitzt eine (eindeutig bestimmte) Maximal¬ 

darstellung b = ßjaj + ... + ß^ax mit ß£ £ n± und ß^ ^ ß^ für 

jede andere Darstellung mit ß^ 6 n^. 

2°. Für die Summe zweier Elemente a = ot^a^ + ... -H oc^a^ und 

(13) gilt im Fall + ßj - n^ stets (a1+ßi)+ =&.,+ ß+. 

Weiterhin möge in M eine monotone Halbordnung mit folgenden 

Eigenschaften einführbar sein: 

3°. Für jedes Element a^ existiert eine minimal gewählte natür¬ 

liche Zahl k^ mit k^a^ ^ o. 

4°. Für zwei beliebige Elemente а und b mit £ n^ für alle i 

ist genau dann a^b, wenn es nichtnegative ganze Zahlen 

gibt mit = ai + Piki für alle i. 1 

5°. Im Fall ß^ > n^ ist ß^ = ß^ - die größte Zahl dieser 

Form mit ß^ - n^ und einer natürlichen Zahl q^. 

Aus 3° folgt, daß es zu jedem Element а eine Zahl к ^ 1 gibt 
mit ka&O und daß das Nullelement das einzige Element а mit 
а * о ist. 

Satz 3: Mit den Eigenschaften 1° bis 5° ist M eine relativ in¬ 

vertierbare Halbgruppe mit der Subtraktion а - b = c = 
+ + deren Koeffizienten folgendermaßen definiert sind: 

yi 

0£+ - ß+ für ^ ß£ 

Beweis: Für die Koeffizienten 

jj ^ 0 für alle i. Im Fall ß^ 

(ß++V + = ßi + Уі + mit 

ist (ß^+f±)+ = ßi + Уі “ Чікі 

а £ Ъ + с. 
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(14) 
к± für ßt 

(14) gilt ßj + = + j^k^ mit 

+ ?i “ ni ist 

Plä 0, und im Fall ßt + > n± 

-ai und daher j± - ч± ä o, d. h. 



Somit bleibt nach (4) nur noch zu zeigen, daß für jedes Element 

X = jfjaj + ... + f^a^ mit а ^ b + x auch c £ x gilt. Die erste 

dieser Ungleichungen bedeutet (ß1+]?1)+ = cC^ + p^k^ mit p^ ^ 0. 

Wegen (ß1+f±)+ « ßi + fi ~ mit q± > 0 folgt hieraus 

* aj - ß^ + (pi+q1)ki = + r^k^ mit r^ ^ 0 und damit c<i. 

Als Anwendung sei gezeigt, daß sich das vorhergehende Beispiel 

dem Satz 3 unterordnen läßt, wenn wir die vier Basiselemente 

al t a2» a4 ^ a^» c b" 

wählen mit n^ = k^ = ng = kg = 1 und n^ = k^ = n^ = k^ = 2. Das 

Element a^ des Beispiels ist kein Basiselement. Die Maximaldar- 

stellungen lauten 

“1 

al+a2 
2a, 

b = aj + 2a4 + 2a^ 

m = a, + a 

b 
1 T “2 

= al + *4 
m'=a. + a0 

+ 2a ^ + 2a^ 

+ 2ag 

+ a4 + 2a5 

a5 = al + 2a4+ *5 
m" = a^ + a2 + 2a^ + a^ 

bm = a^ + a 
4 + «5 

2 = a, + a0 + a^ + sy, 

die übrigen nichttrivialen Darstellungen sind 

b = 2ey = aj+2a^ = a^+2a^ = 2a^+2ey 

m = a2+2a4 = a2+2a^ = ai+a2+2a4 = а^+а2+2а^ = a2+2a^+2ag 

b' = a^+a^ = a^+2a^ 

m' = Sg+a^ = aj+ag+вд = a2+a^+2a^ 

a5 " al+a5 = 2a4+a5 

m" = a2+a5 = ai+a2+a5 - a2+2a4+a5 

b'" = a4+a^ 

mm = ag+a^+a^. 

Außer der zyklischen Gruppe dritter Ordnung gibt es vier rela¬ 

tiv invertierbare Halbgruppen mit drei Elementen, die nachfol¬ 

gend angegeben werden, wobei die beiden Fälle Ш dieselbe Addi¬ 
tionstabelle besitzen. Bis auf den Fall Ш2, wo ein negatives 

Element vorkommt, wird die Differenz nach Formel (14) gebildet. 

Abschließend wird noch unter XV die einzige kommutative Halb- 
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gruppe mit drei Elementen angegeben, die nicht relativ inver¬ 

tierbar ist. 

2a 

о 

2a 

а 

о 2a а 

о 2a а 

2a 2a а 

а а 2а 

о 

2а 

а 

о 2а а 

о 

2а 

а 

II 

2а 

о а 

о а 

а о 

о 

а 

2а 

о а 2а 

о а 2а о 

а 2а 2а а 

2а 2а 2а 2а 

о а 2а 

о о 

а о 

2а а 

III + о a b III, 

о а Ъ 

а а b 

b b Ъ 

b - 

а 0 
а 

о Ъ 

о а Ъ III, 

о о р 

а о о 

Ъ Ъ о 

Ъ - 

о ° 
а 

а Ъ 

о а Ъ IV + 

о b а 

а а а 

b Ъ а 

о а b 

о а Ъ 

а о Ь 

b b b 
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Brian Pisher 

On defining the change of variable in distr1but1ons 

In the following·we let I be the neutr1x, see van de� Corput 
/!/, hav1ng doma1n N' = {1,2, ••• , n, ••• J and range I" the real 
numbers, with negl1g1ble funct1ons linear sums of the funct1ons 

il. r-1 r n ln n, 1n n for :l > O and r • 1,2, ••• , and all funct1ons
wh1ch converge to zero as n tends to 1nf1n1ty. 
It follows that 11' 

f(n) c r1(n) + t2(n),

where r1(n) is a negl1gible tunct1on and the limit as n tends
to infin1ty of r2(n) ex1sts, then the neutrix limit as n tends
to 1nfin1ty of f(n) ex1sts and 

l-11m f(n) • 11m t2(n).
D➔OO D➔OO 

Jow let e be a f1xed inf1n1tely d1fferent1able funct1on having 
the propert1es 
(1) e(x) • 0 for lxl lll 1,

(11) e(x) lll 0,
(111) Q(X) • -�(-x) •

1 

(1v) 
1 

9(x)dx • 1.

'fe define the function 6n. by on(x) • DQ(nx) for n .; 1,2, ••••

It 1s obv1ous that {on} 1s a regular sequence converg1ng to the
D1rac delta-tunct1on o. 
We now define the ordinary summable function x} for :il > -1 by 

X> 0,

X <:0. 

The distr1but,1on x} 1s then defined induct1vely by 
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і/ - (Л+ІГ1^1)* 

for А < -1 and -2, -3, ... and the distributions x_3 

and |xlA are defined by 

*3 “ (-=)+. 1*3 - + x3 
for A ^ —1. —2, ... . 

We now give the following definition. 

Definition: Let F be a distribution and let f be a summable 

function. We say that the distribution F(f(x)) exists and is 

equal to h on the open interval (a,b) if 

(h(x),<p(x)) 

compact support contained in 

(a,b), where 

Fn(x) = F(x) * (^(=) 

for n — 1,2,... . 

This definition was considered in /6/ for the case where f is 

an infinitely differentiable function. 

We now prove the following theorem. 

Theorem 1: The distribution (Ixl^)A exists and 

(|x|P)3 = 0 

for /а > О, Л h -1, -2, ... and A./a k -1, -3, -5, ... . 

Proof: We have 

XA (-1)8 Г(А+1) xA+s 

rU+s+l) dxS " 

where s is a non-negative integer chosen so that A + s > -1. 

Then xA+s is a summable function and 

00 

N-lim f F (f(x))<p(x)dx = 
п^°° -io 

for all test functions cp with 

76 



<*->n - *_л * <*n(*) 

Thus 

ЫЙГ' <*?>„ 

1/n 
J (t-x)8+\ja^s^(t)dt, X * -n-1, 
-1/n 

.Vn 
J (t-x)s+A<Jn(s)(t)dt, |x| < n"1, 
X 

О, X ä n-1 

and so 

1/n 
/ (t-x)^n(s)(t)dt. 

-1/n 

Vn 
f (t-\x\hB+\(a) 

|X|P 
0, 

(t) dt, Ixl/“ < n_1, 

|x|P i a-1. 

The support of ((|х|Р)^)п is therefore contained in the 

interval (-n_1/A\ n“^/1). 

Since ((|x|P)^)n is an even function we have 

I n-Vf1 

-l/p 
((Ixlf*)^)nx1dx 0 

for i = 1,3,5, ... and 

(1) 
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в п ГП~Ѵ(Х 
(-1) Г(А+8+1) I 

Г(л+1) Jn-l/p " п 

П-уР 1/д 

»2 [ X1 / (t-|x|P)8+VB)(t)dtdx 
О |х,Р 

1/п t^P 
- 2 / <£n(8)(t) / x4t-xP)8+Adxdt 

о о 
1/п 1 
/ te+A+(1+1)/F(fn(8)(t) I y"1(i+1)/F(i-y)e+A dydt 

“о о 

. (2) 
О 

for 1 « 0,2,4,..., where the substitutions ^ = ty and nt = u 
have been made and В denotes the beta function. It follows that 

n_1/P 
N-lim f ( (I xlP) A) x^dx = 0 
n-»oo _'-l//u 

for 1 * 0,1,2, ...,fx>0, Л A -1, -2, ... and XjU / -1, -3, -5. 
It also follows that If к is an integer chosen so that 
Л + (k+l)/ju > 0 then for arbitrary 6 > 0 

n’^P 
f |((lx|P)\xk|dx = 0(n-A-(k+D/P) (3) 

-n VP 
< 6 

for large enough n. 
How let qp be an arbitrary test function with compact support. 
Then by Taylor’s theorem 

Ф(=) =£ ^Ф(і)(о) + fr9^k)(fx) 
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where 0 < £ < 1. It follows from what we have just proved that 

n-VP I/ ((Іх|/“)*)пхкф(к)(£х)<1х I 

n-yP 
* sup{|<p(k\x)|} . fy I ((|х|^)^)пхк|ах-» 0 

as n tends to infinity and во 
-V,u 

-lim (((lxl^)A) ,Q>(x)) = H-lim f (( |x|P)^) g?(x)dx 
i~>oo ” n~*oo _/-1/^1 

H 
n~>oo 

= Я-lim 
n->oo 

q?(i)(o) 
it' 

n-Vp 

J-vp 
((|x|P)^)nxidx 

+ lim 4r f ((|x|P)^);.xkp(t}(fx)dx 
n-> oo 1/p 

= о » (o,9»(x)). 

We have therefore proved that (|x|f*)3“ 0 for 
p > О, ЛА -1, -2, ... and Tip A -1, -3, -5, ... . This completes 
the proof of the theorem. 

Corollary: The distribution (-lx|f*)A exists and 

(-|xlP)+A- 0 

for p > О, Л A -1, -2, ... and %p A -1, -3« ~5> ... • 

Proof: The result follows on noting that (-x)A «* xA 

and so (-1 x|^) A » (lx|P) A - 0. 

Theorem 2: The distribution (lx|P)A exists and 

dx|P) Л = _ ГсоЛеоЩЦ 
p(-lp-l) ! 

forp>0, \A -1, -2, ... 

i(-XP-l)(x) 

and Яр = -1, -3» -5, ее 
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Proof; With the notation used in the proof of Theorem 1 we note 
that (1), (2) and (3) still hold. However, when 1 is the non- 
negative even integer -Aju - 1 = к - 1, we have from (2) 

e n-l/f 
r„(A+s+ll f ((|x|P)x) x^dx 

Г(A+l) _2-V/u - n 

1 
= Ж=2іД±А+11 J Usg(s)(u)du Iх 0 

= 2B(-^s+A+l) . l(_i)as! 

(-1)* Г(-Х) Г(s+A+l) 
P 

and so 

n-l/p 
/ ((lx|l")^) _xk^dx - 

-l-v? 
Г(Л+1) Г(-A) 

P 
ЖcosecCffA,) 

Р 
How let (p be an arbitrary test function with compact support. 
Then it follows as above that 

n-VF 

H-lim ((<|xiP)A)_, ®(x)) = H-lim f ((|x|P)^)Q?(x)dbc 
n-+oo “ n-+oo _'-l//u 

к—1 / * \ »-H. £ 2ÜM 
n-*oo 1-0 

n-V? 

Г (UzlP)X^ 
■n1^ 

n _1/P 
+ limit f ((|х|^)^)пхк?(1с)(|х)сьс 

n_>0° ‘ _n 1/F 

У (k-1)(0) !Fcosec(J7A) 
rFTj!-І» - 

(-1)к ЗГсовес( TX ) (j(k-l>(x), y(x)) 
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- ?(*)) 

and so 

dun}- - <J(-xP_1)<x> 

for fl >0, X ^ -1, -2, ... and Afv = -1, -3, -5, ... . This 

completes the proof of the theorem. 

Corollary; The distribution (-|х]М)+А exists and 

for fi > О, X / -1, -2, ... and Afi = -1, -3, -5, .. 

Proof: Since (-x)^ = x_^ we have 

<-lx|P)*- (|x,P)A. - ^-^"^(x). 

Theorem 3: The distribution (xP + x^)_A exists and 

. (%P+ х*)_Л = 0 

for (U , VI > 0 and Л, \}X, Xv Л -1, -2, .... 

x^) A fr!^i('Xrl)(x) 

for p, У > О, Л, Ap /= -1, -2, ... and Ap =-1, -2, 

vAv 

(zf+ <)* . (“1?аР(Л°»-1)!я,л? 
for fi, P > 0, A, Afi Л -1, -2, ... and Al> = -1, -2, ... and 

<*s * 

. (-НѵГлтпіді > 
for fl, V > 0, A ^ -1, -2, ... and Aju , Av = -1, -2, ... . 

81 



Proof: The results follow on noting that 

(-1).8 ГЧА+В+1) (( p Ѵ)Л) = 
Г(А+1) - * ~л 

Vn 
[ (t -!x|P)e+\(H)(t)dt, -n-^ < x < 0, 

lx |M 

1/n 
Г (t - 0^xin-1/v„ 

О, X < -n-Vv , X > nVv 

*>—1/v 
so that 

(-1)8Г(А+а+1) f ((xF+ x^)^) x^dx 
i-l/p + " П 

n-A-(i+l)/p Дв+Л+(і+1)/р ?(s)(u)du 

+ B((1+1)/У,в+Л+1) ^-(i+l)/^u8+^(l+l)/\( = )cu)du 
0 

for 1=0, 1, 2, ... . 

Corollary: The distribution (-x^ - x^)^ exists and 

(-xf - х/ )+Л - 0 

for u, V > 0 and Л, Ap, Av A -1, -2, .... 
(_xP - x*’) Л = i££22£ill) ■ <j(-ÄP -1) (x) 

+ + 2р(-Ар-1)! 

for p, V>0, A, AV A -1, -2, ... and Ap » -1, -2, ..., 

(_XP_ л„ (-1)Лѵ ?Tcosec(ffA) ^(- Av-1) , . 
+ + 2v(- Av-1)! 

for p, V > О, А, Ар Л -1, -2, ... and Av = -1, -2, ... and 
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(_%P_ x*) A« - ,?cosec(?TA } і(-*Ц-1)(х) 
+ + 2p(—Ар—1)! 

+ (-l)?lV ff coaec(ffA ) ^(- Av "D(x) 
2р(-Аѵ>-1)! 

for p , V>0, A A -1, -2, ... and Ар , ЛѴ» -1, -2, ... . 

Theorem 4: The distributions (zP and (x?1 exist and 

(xf ) A- (xf)_A = 0 

for |u > 0 and A, Ap » -1, -2, ... and 

(%M)1 = (-1)АР(хН) A. looassilM 6(-A?1-1)(x) 
- “ + - 2р(-Лр-1)! 

f or p > О А Л -1, -2, ... and Ар « -1, -2, ... . 

Proof: The results follow on noting that 

(-U.5 Г(А.+в+1) ((х^)л) в 
Г(А+1) + - n 

1/n 

j t"+%(")(t)dt, * й °* 
0 

m / 1/n 
\ J (t - xP)s+A<fn(8)(t)dt, 0 * X * n-1/P , 

l О, X > тГѴР , 

so that 

n-l/p 
(-1)8 Г(А+з+1) / ((x^J^ni1^ 

Г(А+1) 0J 

= B((1+1)/^ ’B+X+.V. n-Mi+l)/p ( ue+A+(i+l)/ps<B)(u)du 
P 0 

for i = 0,1,2,... and for any test function y and a < 0 
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1-1Іг(л!іГ+1) /((х+ 
1 о 

= a~^J us+^g^ (u)du . f g>(x)dx. 

О а 

Corollary: The distributions (-x^)+ and (-%^) * exist 

and 

(_XM )* , (_XA> )¾ = о 

for p > 0 and A, Ap Л -1, -2, ... and 

(-%P )* . (-1)^ (_%M ) * = gcosec^A.I , j(-Ap -l)(x) 

" + + + 2p (-Ap -1)! 

for p > 0, A Л —1, —2, ... and Ap = —1, -2, ... . 

Theorem 5: Let f be a summable function which is continuous 

and positive for x ^ 0 and equal to xf1 for x > 0. Then 

the distribution (f(x))_^ exists and 

(f(x))* = 0 

for p>0 and Л, Ap Л -1, -2, ... and 

(f (x)) * « (-1)^ 5"cosec( ЧГК ) -Ap -1)(%.) 

2p (-Ap -1) ! 

for p > О, АЛ -1, -2, — and Ap = -1, -2, .... 

Proof: The results follow on noting that 

0 < X < n_1/ P , 

x>n ~V Iх , x<0, f (x) > 

(-U?. riA+s+l) ((f(x))^) , 
Г(А+1) " n 

1/n 

j (t-xP)s+\(s)(t)dt, 

xP 
0, . n 
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Corollary: Let f be as In the theorem. Then the distribution 

(-f(x))* exists and 

(-f(x))+ = 0 

for p > 0 and A, Ap A -1, -2, ... and 

(-f(x))* = (-^A/U;rcoBec<^ ) -1)(%) 
+ 2p ( —Ap —1) ! 

for p > 0, A k -1, -2, ... and Ap = -1, -2. 

Similarly we have 

Theorem 6: Let f be a summable function which is continuous 

and positive for x & 0 and equal to |xlP for x < 0. Then the 

distribution (f(x))* exists and 

(f(x)/ = 0 

for p > 0 and A, Ap/£-l, -2, ... and 

(f(x))* = - ^(-Xju -D(^) 
2 p (-A p —1) ! 

for p > 0, A k -1, -2, ... and Ap = -1, -2, ... . 

Corollary; Let f be as in the theorem. Then the distribution 

(-f(x))* exists and 

(-f(x))* = 0 

for p > 0 and А, АрЛ -1, -2, ... and 

(-f(x))*_y.so.M.qty*) -D(x) 
+ 2p (-Ap -1) ! 

for p > 0, A k -1. -2, ... and Ap = -1, -2, ... . 

For further related results see /2/, /3/, /4/ and /5/. 
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Ho&Dg Kiem 

Geometrie Transtorms ot Digital Images 

1. Introduction

fhe problem ot geometr:lc transtorms :(or digital images can be 
stated as !ollows. 

A given digital image t(x,y) is processed by a apatial diator­
tion block. The resulting image g is a tunction ot the coordi­
nates (u,v) which �e related to the original Coordinates (x,y) 
through a transtorm T, 

u „ Tu (x,y) and

v • Tv(x,y). 

The realisation ot this process may take place in the tollowing 
two stepa: 

1) The coordinates (u,v) ot the observed pixel (u,v,g(u,v)),
into whicb a new image pixel ((x,y,t(x,y)) ma.ps, are computed.

2)·The gray (or color) level g(u,v) ot such a pixel is computed.

Tbe analytic description ot tbe transtorm T may be obtained 
either a priori (i.e. based on some general asaumptions) or by 
means ot reterence points (tbe control grid points). 
It sbould be ·noted tbat tbe coordinates (u,v) resulting from 
step (1) do not fall, in general, on tbe sampling grid. Tbere­
tore, tbe gray levels ot tbe grid points 1111st be interpolated. 
However, a considerable amount ot comp��-��ion is needed to th18 
approach - the indirect approach. We alao aball present algo­

ritbms for solving tbis problem with tbe direct approach, i.e. 

by the direct mapping of grid points from one grid to tbe other. 

21 The indirect approach for geometric transforms 

2.1. The global model 

Suppose that tbere is a spatial relations.g.ip between the two 
reterence trames given by 
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u = Тц(х,у) and 

V = Tv(x,y). 

fe shall approximate Тц and Tv Ъу polynomials in x and у of 

the form: 

and 

where , k^ are the constant polynomial coefficients. How 

suppose that a set of control points is known, l.e. 

{(x^yjh (Uj.Vj) :1 = 1,2,... 

Using the relationship between u and (x,y), the following 

matrix equation may be developed 

- fvu vu ku ■) 
bl ' zO,Kil’' * * ,K1H' • 

The equation may be written simple as U - Ти-Кц. 

A similar equation may be developed for the v coordinates, 

rV 
yjXj .... y^Xj 

X2 y2X2 y2^2 ^2*2 

хм yA уі?м •"* Ущ^и 
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where Xj = (1.x^.x2,...,x^) and 

Ki = '^11'' " " 

This equation also may be written simply as V = Ту*Ку. 

Since there are (N+l)2 unknown coefficients k^, the number of 

control points M must be greater than or equal to (N+l)2. For 

the case M ^ (N+l)2, we may use least squares or minimum mean 

squared error as a criterion to provide a best estimate for 

coefficients k^ ([1,2]). 

Alternatively, an interactive procedure can be used: elementary 

polynomial transformations are sequentially applied and their 

parameters are modified according to a subjective criterion. In 

the vast majority of application, often the transformation can 

be modeled as a polynomial of second order or first order 

(affine transformation). 

2.2. The local model 

In effect, this model is based on piecewise linear approxima¬ 

tions to the unknown distortion. If the number M of control 

points is small, this approximation may be performed by the use 

of interactively selected control points, by triangulating a 

plan set ([!]), by using the Gabriel graph, or the Voronoi dia¬ 

gram ([4]). However, for large values of M, a certain clus¬ 

tering analysis for control points is necessary. In the sequel, 

the method and algorithms for solving this problem are briefly 

reviewed. 

2.2.1. The basic idea of the method. 

Generally speaking, the aim of a clustering process is to be 

able to insert the objects of a given set X into k clusters. 

An important variant of a clustering process is characterized 

by the principle Dynamic Cluster Method ([3]). 

Suppose that IP^ is the set of all partitions of a certain set 

of objects of X ink classes (clusters), is a set of 
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vectors L = (Aj.Ag,... ,Ак), and G is a mapping from IP^ into 

11^, i.e. for all P £ ПРк , 

G(P) r L = (A^,A2, • • . ,A^) « 

A mapping £ from L^ into Pfc is introduced which will be used 

for the identification of a "feature vector" (Aj,A2,...,Ar) 

with a certain partition of X. 

Let D be a dissemble measure D : X x 1L-»R+. 

Then £(L) = P = (P^,P2,...,Рк) with 

= [xeX|D(x,A^) £ D(x,Aj), for all j Ф ij, where 1 £ i £ k. 

The basic idea of the method is to use successively the func¬ 

tion G and £ as defined until a certain stable state is 

obtained. 

2.2.2. A dynamic cluster algorithm for clustering the control 

point set C 

Let С £ X be a set of control points in the sense of the geo¬ 

metric transform problem. 

Step Is Let к elements of C be chosen at random to be the 

"representation" of the к clusters. Let us denote them by 

A ^. A2, .... Ajj.» 

Step 2: For all i, any element ci of C is assigned to class j 

iff d(Cj ,A_,) is minimum, for 1 £ j £ k. 

Step 3: For all j, a new mean A^ of class j is computed. 

(A^,A2,.. . ,Ar) is the new cluster representation. 

Step 4: If no Aj has changed - stop, else goto step 2. 

After using the above algorithm, the local approximation T^ for 

each class A^ is determined and the process of the approxima¬ 

tion for the non-control points is as follows: 

The coordinates of the non-control point P are computed by 

transform iff D(P,Aj) 6 D(P.A^), for all j £ i, where 

D(P,A^) can be chosen as the Euclid distance from P to mean A^, 

see Fig. 1. 
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Pig. 1. The coordinates of P are computed with Tj 

because D(P,A^) < D(P,Aj) and 

D(P,A3) < D(P,A2) 

2.2.3. A dynamic cluster algorithm for determining local 

transformations 

Step 1: Let к classes of C (the control points) be chosen at 

random. Let us denote them by A^, Ag, ..., A^. 

Step 2: The transforms for class A^ are determined, l^i^k. 

Step 3: Por all i, any c^ of C is assigned to Aj iff dCc^.A^) 

is minimum, for 1-j -k, where d(c^,Aj) can be determined as 

error of Aj for ci using the transform T j. 

Step 4: If no A_j has changed - stop, else go to step 2. 

2.3. The interpolating function 

Regarding the procedures outlined above, it should be noted 

that coordinates resulting from polynomial transforms T do not 

fall, in general on the sampling grid. Therefore, the gray 

levels g(u,v) of the points (u,v) have to be interpolated in 

some cases, 
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m n 

where m and n span the desired grid points around (u,v) and R 

is an interpolating function. For example, we can use linear 

interpolation or nearest-neighbour interpolation. 

2.3.1. The linear interpolation ([1,2]) 

Suppose that (u,v) is surrounded by the four digital points 

(U1,V!), (uj+l.Vj), (uj.Vj+l), (uj+l.Vj+l), i.e. u^uiuj + l 

and Vj ^ V - Vj + 1. 

Determine the gray level of (u,v) in g by 

g(u,v) = (l-a)(l-ß)g(u1,V1) + c£(l-ß)g(Uj+l,Vj) 

+ (l-rt)ß'g(m,Vj+l) + oc'ßg(uj+l, Vj+1) 

where a = u-Uj and ß = v-vj. 

2.3.2. The nearest-neighbour interpolation ([1,2,5]) 

Suppose that [u] denotes the integer Closest to u. Determine 

the gray level of (u,v) in g by copying the value g([u],[v]). 

It is clear that ([u],[v]) is the nearest grid point for (u,v) , 

see Fig. 2. 

([u]-l,[vj) ([u],[V]) 

([u] -1.M-1) ([u],[v]-l) 

Fig. 2. Nearest-neighbour mapping 

It is well.known that the nearest-neighbour interpolation 

produces false-contour effects for high enlargement factors. 

.Vhen the enlargement factor is less then 1 (i.e. when the image 

is reduced), very good results are obtained ([$]). 
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2.3.3. A Criterion for selecting the interpolating function 

Suppose that we have a set of control points (xi,yi), (u^.v^, 

i = 1,2,... ,M,and transforms Тц, Ty. The mean error of the in¬ 

terpolating function F is defined as follows: 

e(F) 

The interpolating function F is chosen from the list 
(P1,P2,...,Pk) iff 

£(F) = min £(Fi) . 
i = 1,2,...к 

For the nearest-neighbour interpolating function, the mean 
error can be defined as follows: 

' _JSL 
£(C ]) ^ (Sign I [Tu(xi*yi)] “uil + sign![Tv(xi,yi)J - ()- 

The nearest-neighbour interpolating function is chosen if 

£ (П) * £° ,' 
where £ denotes a threshold defined by users. 

3. The direct approach for geometrical correction 

In many cases, one can use the affine transform T for geome¬ 
trical correction ([5]). Then, computation of T can be omitted 
by providing a suitable algorithm and a direct mapping of one 
grid onto the other. It requires only simple and fast integer 

arithmetic operations. This algorithm is based on the following 
theoretical result. 

(3.1) Proposition: The affine transformation can be implemented 

by applying two different scale factors (r,r') and rotation 
angles (■©-,■&-'). to the two space directions. 

Demonstration: In fact, the equations defining the affine trans¬ 

formation 

{g[l,(Tu(xi,yi)),F(Tv(xi,y1))] -g(u^,v^)j . 
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U = a0 + ajX + a2y 

v = bo + blx + b2y 

can be written as 

u = aQ + r(x-cos -Ѳ- + у Bin -Ѳ-) 

V = bo + r(-x«sin •©-' + y-cos -Ѳ-') 

where 

a^ = r-cos -Ѳ- , a2 = r« sin -Ѳ- , 

bj = -r*sin •ö- , bg = r.cos . 

Prom here, it is clear that affine transformations can be 

realized by three simple operations: shifts, rotations and 

scale changes. 

(3.2) Proposition: The affine transformations can be performed 

by using an algorithm for digital straight line computation. 

Demonstration: The digital representation of straight lines is 

a classical topic in computer graphics. Many algorithms have 

been developed to produce such re;--sentations. 

Let us consider a straight line 1 described by equation 

у = (n/n)x + q where m and n are integers with no common factor, 

i.e. gcd(m,n) = 1. For simplicity,‘suppose that the slope of 

line 1 lying between 0 and 5Г/4, i.e. 0 ^ n к m and that q = 0. 

The point (j,k) with j,k integers belongs to the digital repre¬ 

sentation of line 1 iff к = (n/m) j +£ with |£|k 1/2. 

The scale factor problem can be restated as the selection or 

insertion of r equally spaced pixels from among the m pixels of 

an image line, and therefore it corresponds to the problem of 

generating a digital straight line, too. It should be noted 

that a digital image can be rotated by simply using the set of 

parallel strips with the desired rotation angle of the given 

image, i.e. our algorithm is based on the computation of 

straight lines у = (n/m)x on a discrete plane, where Й = tg ■©■. 

Thus, the affine transform can be performed by using only the 

algorithm for the computation of digital straight lines. 
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(3.3) The algorithm generating a digital straight line 

к = (n/m) j 

This algorithm selects the points (j,k) with j,k Integers 

belonging to the digital representation of line 1, i.e. 

к = (n/m)j + g where 1/2. 

By some algebra, one gets from the above 

-m - 2m*к - 2n«j к m. 

Without loss of generality our considerations are restricted 

to the first octant since any straight line can be mapped into 

a first octant line by simple mappings from (j,k) to (± j ,+k). 

By means of an incremental procedure, the computation is 

reduced to very simple operations (such as add and compare), a 

possible implementation of the algorithm is the following: 

SUBROUTINE LINE(N,M) 

C The algorithm generating a digital straight line К =(H/M)J 

INTEGER R, DN, DM 

DATA J,K /0,0/ 

DN = 2 *N 

DM = 2 * M 

R = 0 

WRITE ( ... ) J,K 

DO 1 J = 1,M 

R = R + DN 

J = J + 1 

IF(R.LE.M) GOTO 2 

R = R - DM 

К = К + 1 

2 WRITE ( ... ) J,K 

1 CONTINUE 

END 
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This procedure is the basis for implementing fast affine 

transforms of digital images, because based on it the rotation 

and scalar transformation can be implemented by subroutine 

ROTAS and SCALA as follows: 

SUBROUTINE SCALA (L,M) 

C The scale factor problem corresponds to generating 

C a digital straight line К = (L/M)J 

C The scale factor S = L/M 

J = 0 

К = 0 

R = 0 

DL = 2 *L 

DM = 2 *M 

PJ = J 

PK = К 

WRITE ( ..:) PJ.PK 

DO 1 J = 1,L 

R = R + DL / 

J = J + 1 

IP (R.LE.M) GOTO 2 

R = R — DM 

К = К + 1 

2 PJ = J 

PK = К 

WRITE ( ... ) PJ.PK 

1 CONTINUE 

END 
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SUBROUTINE ROTAS (N,M) 

C The image rotation algorithm deals with the representation 

C of straight line К = (N/M)J 

C The desired rotation angle T = N/M 

DATA J,K /0,0/ 

DN = 2*N 

DM = 2 *• M 

S = 0 

WRITE ( ... ) J.K 

DO 1 J = 1,M 

R = R + DN 

J = J + 1 

WRITE (...) J,K 

IP (R.LE.M) GOTO 1 

R = R - DM 

К = К + 1 

WRITE (...) J,K 

1 CONTINUE 

END 

For preserving the continuity in the straight lines generated 

by means of the algorithm above, we can use the image smoothing 

algorithm. It is well known that there exists a class of itera¬ 

tive local image smoothing techniques in which a neighbourhood 

of each pixel is examined and the pixel is replaced by an 

average of a selected set of its neighbours chosen so as to 

make it likely that they belong to the same region as the pixel 

([6]). Here, we can use the approach which attempts to choose 
neighbours that belong to the same histogram peak as the pixel, 

but are more typical of that peak, i.e. uses those neighbours 

whose probabilities, as estimated from the histogram are higher 

than that of the given pixel ([?]). 
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Determination of convenient moduli for 16-bit mixed-radix 
number-theoretic tranaforma 

1. Introduction

94A11 

68C05 

With the rapid advancea in lar&e bcale integration, a growing 
number of digital aignal procA9aing operations becomea att�­
tive, The number-theoretic tranaform (lllTT) was introcluced aa a 
generalization of the diacrete lourier tranaform (Dl'f) over 
reaidue claaa rings of 1lltegers in order to implement fast 
c7clic convolution and correlation witbout round-off errore and 
with better efficienc7 tban the fast Pourier tranaform (PPT) 
(cf. /1/, /2/), Other intereating applicationa of the NTT are 
in fast digital filtering (/ 2/), image proceaeing (/ 3/), fast 
coding and decoding of error-correcting codes (/4/) and very 
fast DPT computation (/5/), A large number of tranaform methoda 
are developed (/1/, /2/, /6/) to relieve some of the length 
limitationa of conventional Permat-number and Jleraenne-number

transforma (/1/, /2/, /8/), It ia alwaya a h&rd problem to find 
convenient moduli that are large en�ugh to avoid overflow and 
to f1ind primitive N-th roots of unit7 modulo m with minilllal bi­
nary weigbt for tranaform lengths N that are higbly factori­
zable and large enough for practical applicationa, In the re­
cent papera /6/, /7/ a uaeful n7 was ahown to aolve this pro­
blem by atudying c7clotom1c polynomials, In this note we deter­
mine all convenient prime moduli p � 216 + 1, so that oc a 2 ia

a primitive :N-th root of unity modulo p for all mixed radix 
lengthB N in the range 2 � N -' 65536, A large number of inte­

reating caaea for practical applications is. obtained. 

2, lllumber-theoretic tranaforma 

Let Z be the ring of integere and m > 1 an odd integer with 
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prime factorization 

1 2 
m*Pj p2 (1) 

Then « £ Z is called primitive И-th root of unity modulo m 

if (of. /7/) 

ocH H 1 mod m, (2) 

gcd(otn-l,m) = 1 for every n = 1,. .., N-l. (3) 

A necessary and sufficient condition for the existence of such 

primitive N-th roots of unity modulo m is (/1/) 

(4) N I gcd(p1-l,...,pB-l). 

Mote that (3) is always fulfilled if the modulus mis a prime 

number. 

The NTT of length N with oc as primitive N-th root of unity mo¬ 

dulo m and its inverse are defined between N-point integer se¬ 

quences 

[*0* *1» •••• хн_і]’ авб [x0> ^1 * ' »diere 

N=1 
= ^ Xjj. a1* mod m, (n = 0,.. . ,N-1) 

K-l 

xfc = N'2Z xn«_nk mod m, (k = 0,...,N-l), 

and N * N’ s 1 mod m. Note that the components of a signal 

X = [x,,,*!,.... »*_!]’ 
have to be quantized to integers before using the NTT. However, 

in many practical applications this is already done by sensors 

with analog/digital conversion. 

The NTT has a similar structure and properties like the DPT, 

particularly the cyclic convolution property (/1/). 

Prom the numerical point of view the following three essential 

conditions on NTT are required: 

- N has to be'large enough and highly factorizable in order 

to implement fast algorithms like prime-factor-, Wino- 

grad-, single-radix-, mixed-radix algorithms (/2/), 
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■ - oC must have a simple binary representation so that the 

arithmetic modulo m is easy to perform, 

- m has to be large enough to avoid overflow but on the 

other hand small enough, so that the machine word length 

is not exceeded. Furthermore m should have a simple binary 

arithmetic. 

For Instance, the Fermat -number transform with N = 2d+\ d & 0, 

2d 
oC = 2 and m = 2 + 1 is a compromise between these various 

conditions (/8/). The Fermat-number transform uses the well- 

known FFT- algorithm for radix-2-transform lengths. But for 

large transform lengths the modulus m exceeds the machine word 

length. So one has to look for convenient moduli for fixed 

machine word lengths (for example 8 bit or 16 bit) and given 

oC = 2. This is possible if one chooses not only radix-2-lengths 

but other highly factorizable transform lengths, so-called 

mixed-radix lengths (/2/). 

3. Determination of convenient moduli 

Mixed-radix lengths have the form 

К = 2a • 3b • 5C • 7d (5) 

with integers a, b, c, d ^ 0 and allow the implementation of 

the mixed-radix fast Fourier transform algorithm (MFFT) (cf. 

/2/). The MFFT can be obtained from the single-radix FFT algo¬ 

rithms of lengths Я = 2a; 5°7d, respectively. A special 

class of mixed-radix lengths are the Winograd-numbers. 

Winograd-numbers are a product of pairwise relative prime num¬ 

bers of the set 

{г, 3, 4, 5, 7, 9, 16] (6) 

and allow the implementation of the very fast and efficient 

Winograd-Fourier transform algorithm (WFTA) and the prime-fac¬ 

tor algorithm (PFA) (cf. /2/). The biggest Winograd-number is 

H = 5 • 7 • 9 • 16 = 5040. Therefore only 59 Winograd numbers 

exist in the range 2 А я s 5040. The WFTA is derived from short 

and very efficient transforms of lengths (6). It is clear, that 

every winograd number is a mixed-radix length, with the help of 
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a computer program 613 mixed-radix lengths N In the range 

2 H < 65536 were found. It la shown in /9/, that the MFFT al¬ 

gorithm Is the most flexible and uses the least memory in the 

computer, while the WFTA and the PFA are the most efficient 

ones, for the applications of these algorithms to the conven¬ 

tional case of the field of complex numbers the reader is re¬ 

ferred to /2/, /10/, /11/. 

If one wishes to implement these algorithms in a finite field 

or a finite ring, for example the ring Zm * Z mod m of residue 
classes of integers modulo m (m >1 is a given integer), one has 

to look for convenient moduli m, so that an element л e Z is a 
primitive H-th root of unity modulo m where В is of mixed-radix 

form. In order to simplify the arithmetic modulo m the element 

ol 6 Z must have a simple binary representation. We choose oc » 2. 
In this note we determine all possible prime moduli p < 2^ + 1 

for computers with 16 bit word length, so that <X * 2 is a pri¬ 
mitive H-th root of unity modulo p,»where N is of mixed-radix 

form. From number theory it is known, that the condition 

H I p - 1 (7) 

must be valid. In /6/ was shown, that the following conditions 

are equivalent 

- dC is a primitive.H-th root of unity modulo m, (8) 

- Xg(ct) s 0 mod m; gcd(N,m) = 1. (9) 

This means that a convenient modulus m has to be a divisor of 

XN(a), where Xs denotes the H-th cyclotomic polynomial. However, 

if H is large (H > 250) the prime factorization of %g(2) is not 

known. Another concept of determination of moduli are the pri¬ 

mitive divisors of ex® - 1. By definition an integer m with 

m|<xH - 1, (10) 

gcd(m,cf-l) = 1 for all n = 1,..., H-l (11) 

is called a primitive divisor of оси - 1 (cf. /12/). 

Hote that (10) - (11) is equivalent to (2) - (3). Therefore m 
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1в a primitive divisor of c<B - 1, if and only if a la a primi¬ 

tive Я-th root of unity modulo m. The primitive divisors of 

2® - 1 are listed in /13/, hut for large Я (Я>1200) such di¬ 

visors are not known. Therefore the only possibility to obtain 

convenient moduli is the direct computation of the order Я of 

oc ■ 2 modulo each prime number p < 2^ + 1 and select those p 

for which Я is of mixed-radix form. Using the property of the 

primitive Я-th root of unity modulo m 

2®^ 2 в _i mod m, if N is even, 

the order of the element oc • 2 modulo each prime number p 

(p * 2^ + 1) was determined by the help of a computer PDF 

11/40. In order to avoid errors, the results were compared with 

the number-theoretic tables of Kraltohik /14/ and are shown in 

Table 1. Another good possibility to control the results is now 

described. We consider the structure of the primitive divisors 

of c(H - 1 (of. /12/). 

Lemma 1: Let Я > 1 be an odd Integer. The primitive divisors 

of oc® - 1 and oc2® - 1 have the form 

2kH + 1 (k>0, integer). (12) 

Proof: Because of the Chinese Remainder Theorem and the equi¬ 

valence of (1) - (2) and (10) - (11) we can restrict our atten¬ 

tion to the primitive prime divisors p of oc® - 1 and ex2® - 1, 

respectively. Prom oc® * 1 mod p it follows Я|р - 1. By assump¬ 

tion the number Я is odd, and p - 1 is always even. This gives 

2NI p - 1 and p - 2kN + 1 with an integer k> 0. Further by 

ОС2® в 1 mod p it follows 2Я|р - 1 and p - 2kH + l.B 
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Table 1: Mixed-radix lengths N (2 ^ ^ 65536) and prime moduli 

p ^ + 1 for number-theoretic transforms with oi = 2 ел pri¬ 
mitive B-th root of unity modulo p 

В В 

2 
3 
4 
5 
7 
8 
9 

10 

12 
14 
15 
16 
18 

20 

21 
24 
25 
28 
зо 
32 
35 
36 
40 
42 
45 
48 
50 
60 
64 
70 

3 
7 
5 

31 
127 

17 
73 
11 
13 
43 

151 
257 

19 
41 

337 
241 
601, 1801 

29, 113 
331 

65537 
71 
37, 

61681 
5419 
631, 23311 

97, 673 
251, 4051 
61, 1321 

641 
281 

109 

72 
81 

84 
96 

100 

105 
112 
135 
144 
162 
168 
175 
180 

196 
200 
210 
224 
243 
245 
270 
288 
300 
336 
350 
375 
378 
384 
392 
400 
420 

433, 
2593 
1429, 

193 
101, 

29191 
5153 

271 
577 
163 

3361 
39551 

181, 
197 
401 
211 
449, 
487 

1471 
811, 

1153, 
1201, 
2017 
1051 
751 
379 
769 

7057 
1601, 

421 

38737 

14449 

8101 

54001 

2689 

15121 
6337 

6391 

25601 

480 
486 
490 
500 

504 
525 
540 
560 
576 
648 
700 
735 
750 
756 
784 
810 
882 
960 
972 

1000 

1008 
1080 
1200 
1260 
1296 
1323 
1372 
1400 
1440 
1470 

23041 
1459 

491 
7001, 

1009, 
4201, 
541, 

4481 
3457 
1297, 
701 

41161 
2251 
757 

3137, 
6481, 
883, 

26881 
2917, 
4001 

34273 
2161, 
4801, 
2521 

10369 
2647 
1373 
2801 

37441 
5881 

28001 
21169 
7351 

30241, 49681 

3889 

50177 
9721 
3529, 22051 

4861 

21601 
55201 
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N 

1620 
1680 
1792 
1875 
1920 
1960 
2058 
2100 

2187 
2250 
2268 
2304 
2400 
2401 

2835 
3240 
3500 
3600 

3780 
3840 
4320 
4374 

P 

1621 
13441 
10753 
33751 
49921 
7841, 35281 
8233 
6301 

39367 
9001, 11251 
2269 

18433 
9601, 57601 

14407 
28351 
32401 
21001, 52501 
14401 
7561 
7681, 15361 
8641 

17497 

N 

4860 
4900 
5120 
5292 
5600 
6048 
6144 
6174 
6300 
6860 
7200 
7290 
8000 
8505 
8820 
8960 

9408 
10080 
10240 
105 00 

10935 

19441 
44ІОІ 
61441 
15877 
33601 
12097 
12289 
18523, 49393 
12601 
13721, 34301 
43201 
36451 
16001 
51031 

8821 
17921 
37633 
20161 
40961 
10501 
2І871 

N 

12000 

12250 
12348 
13720 
14700 
15435 
15750 
15876 
16128 
17010 
21168 
22500 
22680 
23520 
26250 
28812 
29160 
32256 
37500 
56700 
62500 

24001 
12251 
24697 
54881 
29401 
30871 
47251 
47629 
32257 
17011 
42337 
22501 
45361 
47041 
26251 
28813 
58321 
64513 
37501 
56701 
62501 

Lemma 2: Let N > 1 be an odd integer. The primitive divisors of 

2« -1 

2^-1 

,4N 

22V 1 

have the form 2kN + 1, 

have the form 4kN + 1, 

„n+l. have the form 2 kN + 1, (n & 3). 

(13) 

(14) , 

(15) 

Proof; There is only necessary to show (15), since (13) fol¬ 
lows directly from (12), and (14) can be proved in analogy to 
Lemma 1. 
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р^Цд 
Let р be a prime divisor of 2 -1. Prom (2) - (3) and 

p% 
2d Ji 5 1 mod p 

we get 2¾ |p-l and p = 2nHq + 1 with an integer q > 0. Note that 

the element 2 belongs to the exponent 2¾ modulo p. With the 

help of the quadratic residue character of 2 

+1, if p s l; 7 mod 8, 

-1,1 if p в У, 5 mod 8 

and Euler's criterion 

£=І 
Og) a a 2 mod p (a & Z) 

we obtain for n a 3 

_ 22^ ^Nq - % шод p. 

Therefore 

2¾ 1211-½ q 

and q is even. With k> 0 and q «= 2k one obtains (15).1 

Example 1: Let the mixed-radix length N = 6860 be given. From 

Lemma 2 we obtain, that the primitive divisors of 28888 - 1 

have the form m * 6860kN + 1. With the help of a prime number 

table we can find the following possibilities for primitive 

prime divisors p a 2^8 + 1 of the form p = 6860k + 1: 

13721, 34301, 41161, 54881. 

This set of prime numbers must contain all primitive prime di¬ 

visors p 4 2^8 + 1 of 28888 - 1. Therefore one has to compute 

the order of the element a » 2 modulo each of these prime 
numbers. So only two primitive prime divisors of 288°8 - 1 were 

found: 13721 and 34301. Note that the product of these two 

primitive prime divisors is a primitive divisor of 28888 - 1, 

but it is greater than 2^8 + 1. 

Example 2: In the same way as in example 1 one can find the two 
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primitive prime divisors 97 and 673 of 2*® - 1. Therefore three 

primitive divisors m 4 2" + 1 occur, so that ix ■ 2 ia a primi¬ 

tive 48-th root of unity modulo m, where m is equal to 97, 673 

or 97 • 673 - 65281. 

It is clear that this method is a good control of the direct 

computation described above. A computer program was written to 

determine the structure of the primitive divisors of 2® - 1 

with H of mixed-radix form. The resulting sets of possible pri¬ 

mitive prime divisors were compared with the direct computed 

results and the table of Kraltchlk and are shown in table 1. 

4. Results 

Only 143 from 613 possible mixed-radix lengths H in the range 
2 A H 4 65536 were found, so that a • 2 is a primitive N-th 

root of unity modulo p with p 4 2^ + 1. However, there are a 

lot of other important cases of practical interest. For example 

the mixed-radix length H • 250 does not occur in the table, but 

if one chooses a « 2^ = 4 as a primitive 250-th root of unity 

one can use the moduli 7001 or 28001 given in the table for 

N » 500 and ot « 2. Using this method one can find with the help 

of the given table a lot of suitable cases, because the arith¬ 

metic with oc as a power of two is easy to perform. 

Only 39 from 59 possible Winograd-numbers N were found, so that 

oc «= 2 is a primitive H-th root of unity modulo p with a prime 

number p 4 2^ + 1. However, there are also a lot of other in¬ 

teresting causes for Winograd-numbers N. For example the Wino¬ 

grad-numbers N = 360 and N » 720 don't occur in the table, but 

N = 1440, N « 3 • 1440 «= 4320, N « 5 • 1440 - 7200 can be used 

to find elements with simple binary representation, that eure 

primitive 360-th or 720-th roots of unity modulo m. For example 

OC = 2^° is a primitive 720-th root of unity modulo 43201 and 

at = 2^ is а primitive 360-th root of unity modulo Э744І. This 

method is also useful for finding suitable moduli in order to 

avoid overflow modulo m in the computation of cyclic convolu¬ 

tions (cf. /7/). 

\ 
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The most Interesting cases of the table are those with two or 

three moduli for given mixed-radii length H, because then two 

or three processors can perform the HTT in parallel. This is 

also important to avoid overflow. If the maximal amplitudes of 

the signals x and h are scaled by 

max |xj I ^ А, шах |hjj A a (i = 0,..., N-l), 

then (cf. /8/) 

cyclic convolution modulo m, where m has the prime factoriza¬ 

tion 

In the case of two-dimensional signals of size NXN one obtains 

the dynamic range Ag for two-dimensional convolution 

For example H = 540 is a good mixed-radix length for signal 

processing operations. If two processors work in parallel modu¬ 

lo 30241 and modulo 49681, both numbers are smaller than 

2^® + 1, one can obtain a dynamic range of Aj ^ 1179 for one¬ 

dimensional convolutions. If three processors work in parallel 

with moduli 541, 30241, 49681 one can obtain the excellent dy¬ 

namic ranges of A^ ^ 27433 and Ag ^ 1180 for one- and two-di¬ 

mensional convolutions, respectively. Unfortunately, the maxi¬ 

mal number of processors for parallel computation is limited 

to three in the range 2 А Ц 4. 65536 and p < 2^ + 1 (h = 2). The 

largest transform lengths N for parallel computing were found 

to be H = 6174 and N = 6860. If one uses 8-bit processors, then 

one has to look for primitive prime divisors p ^ 2® + 1. Two 

interesting cases for N = 28 and N = 36 can be obtained for 

parallel computation. The dynamic range for both cases in one¬ 

dimensional convolutions is Aj - 8. 
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If one wishes to apply the radix-2 or radix-4 algorithm, one 

can use for example К = 960 = 15 • 64 and find that 01 = 2^ is 

a primitive 64-th root of unity modulo 26881. Another intere¬ 

sting case is К = 3840 = 15 • 256. The element Л = 2^ is a pri¬ 

mitive 256-th root of unity modulo 7681 and modulo 15361 and 

parallel processing is possible. In this way efficient trans¬ 

forms with ot = 2 or ot as power of two as primitive N-th root 

of unity of mixed-radix lengths N for practical applications 

can be constructed. 
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Raine;r Helllll8Jlll 

Ingo Kölbl 

60A99 

62A99 

Zu Problemen der EinfUhrung und Behandlung von Elementen der 

Wahrscheinlichkeitsrechnung und Sta-Ustik im Mathematilnmter­

richt 

Elementare Kenntnisse aus der Wahrscheinlichkeitsrechnung und 

Statistik (Stochastik-) gehören zur Allgemeinbildung eines. jeden 

Menschen, um Aussagen aus den Naturwissenachaften und der Ge­

sellschaft richtig interpretieren und einordnen zu können. Ne­

ben der Kenntnis einiger wichtiger Begriffe, wie z. B. Zufall, 

Ereignis, Häufigk,it, Wahrscheinlichkeit, ist das Verständnis 

flir stochastische Vorgänge und das sogenannte stochastische 

Denken von besonderer Bedeutung. Dieses bei der heranwachsenden 

Generation herauszubilden,muß Anliegen der Schule sein und ins­

besondere im Mathematikunterricht im Zusammenhsng mit einer en­

gen Koordination mit naturwissenschaftlichen Unterrichtsfächern 

erfolgen. 

Eine Analyse der zur Zeit gültigen Lehrpläne für den Mathematik­

unterricht und denen der Unterrichtsfächer �iologie, Chemie und 

Physik zeigt, daß es schon eine Reihe von Ansatzpunkten für die 

Behandlung stochastischer Probleme in diesen Fächern gibt. 

Beispiele sind 

- die Behandlung der Mendelschen Gesetze und der Häufigkeits­

verteilungen im Biologieunterricht, der Brownschen Molekular­

bewegung und des Begriffs der Aufenthaltswahrscheinlichkeit

im Physik- und·Chemieunterricht,

- die Auswertung von Daten und insbesondere Meßwerten bei Expe-

rimenten,

- die Arbeit mit Diagrammen u. a. graphischen Darstellungen.

Leider ist es aber so, daß die vorhandenen Mdglichkeiten zur 

Herausbildung stochastischer Denk- und Arbeitsweisen bei den 

Schülern nicht oder nur zum Teil genutzt werden. Es erweist 
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eich unseres Erachtens als notwendig, Zielvorstellungen und da¬ 

raus resultierende Inhalte zur Aufnahme von Elementen der Sto¬ 

chastik im Mathematikunterricht mit bereits vorhandenen Mög¬ 

lichkeiten im mathematisch-naturwissenschaftlichen Unterricht 

zu verbinden. 

So bietet es sich z. B. an, die Mittelwertbildung im Mathema¬ 

tikunterricht so einzuführen, daß die Untersuchung an einer 

Stichprobe aus einer Grundgesamtheit erfolgt und die gewonnene 

Aussage auf die Grundgesamtheit übertragen wird. Ausgegangen 

wird von einer Größenmessung von 5-7 Schülern einer Klasse 

und der Mittelwertbildung der erhaltenen Meßwerte. Die nun fol¬ 

gende Überlegung mit den Schülern befaßt sich damit, ob und 

wann von dieser Mittelwertbildung auf eine durchschnittliche 

Größe der Schüler der Klasse geschlossen werden kann. Im Zusam¬ 

menhang damit sind Fragen der Auswahl der Schüler (zufällige 

Stichprobe) aus der Klasse (Grundgesamtheit) zu diskutieren mit 

dem Ziel, die Erkenntnis bei den Schülern herauszubilden, daß 

ein Schluß auf die Gesamtheit mit kalkulierbarem Risiko möglich 

ist und daß nur durch eine Zufallsauswahl im Mittel Verzerrun¬ 

gen der Aussage vermieden werden können. Dabei können bei ein¬ 

zelnen Schülern durchaus "größere" Abweichungen auftreten. Um 

dieses noch deutlicher werden zu lassen, ist anhand der Einzel¬ 

fehler (Abweichungen vom Mittelwert) über die zufällige Varia¬ 

bilität und über Maßzahlen zu ihrer Beschreibung (wie mittlerer 

und größter absoluter Fehler, Varianz usw.) zu sprechen. So 

kann der relative (und prozentuale) Fehler eingeführt und be¬ 

rechnet sowie eine Fehlerabschätzung vorgenommen werden. 

Zusammenfassend wird verallgemeinert, daß von Daten einer 

Stichprobe und deren Auswertung auf allgemeingültige Aussagen , 

der Grundgesamtheit geschlossen werden kann, ohne diese voll¬ 

ständig auswerten zu müssen. Die Risiken eines solchen stati¬ 

stischen Schlusses müssen diskutiert werden. Eine weitere Mög¬ 

lichkeit, stochastische Gedankengänge bei den Schülern zu ent¬ 

wickeln, liegen in der Betrachtung des "Schätzwertcharakters" 

von Aussagen, denen statistisches Material zugrunde liegt. So 

können mit den Schülern im Biologieunterricht durchgeführte 

Keimprobenuntersuchungen, in denen aus einer bestimmten Anzahl 
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von Versuchsobjekten nach bestimmten Merkmalen einige Versuchs¬ 

objekte ausgewählt und ausgezählt wurden, mathematisch dahinge¬ 

hend ausgewertet werden, топ einem in Prozenten angegebenen Er¬ 

gebnis Rückschlüsse auf die Qualität der Gesamtheit zu ziehen. 

Es wird hierbei der statistische Charakter des Prozentbegriffe 

in Form einer Schätzung herrorgehoben. Im Vergleich mit anderen 

Aufgaben zur Prozentrechnung, in denen die Prozentsätze genaue 

Angaben darstellen, da zu ihrer Berechnung eine Grundgesämtheit 

herangezogen wurde, ist den Schülern anzuerziehen, daß sie eine 

Sicht dafür bekommen, wie man die auszuwertenden Daten gewinnt 

und wie die erzielten Ergebnisse Zustandekommen bzw. gewertet 

werden müssen. 

Die beiden angeführten Beispiele Terdeutliehen das methodische 

Vorgehen, welches für eine Einführung топ Elementen der Stocha¬ 

stik im Mathematikunterricht und für die Herausbildung топ sto¬ 

chastischen Denk- und Arbeitsweisen Torgeschlagen wird. Aus¬ 

gangspunkt sind dabei Aufgaben aus dem unmittelbaren Lebensbe¬ 

reich der Schüler und aus anderen Unterrichtsfächern, an denen 

die Begriffe erarbeitet und aus theoretischer Sicht verallge¬ 

meinert werden. Bei diesem mehr induktiven Vorgehen werden ne¬ 

ben der Vermittlung von Kenntnissen und der Herausbildung von 

Fähigkeiten zum Aufgabenlösungsprozeß auch erzieherische Poten¬ 

zen des Unterrichts umittelbar wirksam. Auch für die Einführung 

des Wahrscheinlichkeitsbegriffs in der Mittelstufe wird ein 

solches Vorgehen vorgeschlagen, wobei sich verschiedene Konzep¬ 

tionen für eine Definition dieses Begriffs anbieten. 

Der "klassische" Wahrscheinlichkeitsbegriff hat den Vorteil, 

bei praktischen Berechnungen oft schnell und bequem zum Ziel zu 

führen, da es in vielen Fällen zulässig ist, Gleichwahrschein¬ 

lichkeit der Elementarereignisse vorauszusetzen. Es lassen sich 

viele Aufgaben und Anwendungsbeispiele formulieren, die auch 

auf die Erfahrungen der Schüler (z. B. Glücksspiele) zurück¬ 

greifen. Schon für die Mittelstufe besteht die Möglichkeit, den 

klassischen Wahrscheinlichkeitsbegriff in Aufgaben mit einem 

gewissen Praxisbezug anzuwenden, zum Beispiel zur Erläuterung 

der Diffusion, der Behandlung des 2. Mendelschen Gesetzes und 

der Berechnung des Risikos rezessiver Erbkrankheiten. Man muß 
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jedoch darauf achten, daß nicht dadurch, daß die Kombinatorik 

in den Vordergrund rückt, die Entwicklung einer stochastischen 

Denkweise gehemmt wird und solche Interpretationen von Ergeb¬ 

nissen auftreten wie: "Jeder sechste Wurf ist eine Sechs" oder 

"Jedes zweite Kind wird ein Junge". Da beim Arbeiten mit dem 

klassischen Wahrscheinlichkeitsbegriff kein umfangreiches Da¬ 

tenmaterial gegeben bzw. experimentell erarbeitet werden muß, 

wird Sich solch eine Unterrichtsstunde nicht wesentlich von ei¬ 

ner sonstigen Arithmetikstunde unterscheiden bis auf die Beson¬ 

derheit, daß im Stochastikunterricht größeres Gewicht auf eine 

richtige Interpretation der Ergebnisse gelegt weiden muß. 

Zur Einführung des Wahrscheinlichkeitsbegriffs ist die "klassi¬ 

sche Definition" u. E. jedoch nicht geeignet, denn neben der 

unzulässigen Einengung auf gleichwahrscheinliche Elementarer¬ 

eignlese ergibt diese "Definition" ja auch den bekannten Zir¬ 

kelschluß. Solche Zugeständnisse sollte man auch in der Poly¬ 

technischen Oberschule nicht machen, sondern den Wahrschein¬ 

lichkeitsbegriff so einführen, daß er erwpiterunge- bzw. ent¬ 

wicklungsfähig iet, auch z. B. im Hinblick auf eine Axiomatik 

in Klasse elf oder der Hochschule (vgl. /1/). Wir werden darauf 

im weiteren noch näher eingehen. 

Bei der Einführung eines "statistischen" Wahrscheinlichkeitsbe¬ 

griffs gibt es eine Reihe von Vorzügen für die Herausbildung 

einer stochastischen Denkweise. Die Schüler erkennen, wie sich 

Gesetzmäßigkeiten als Folge von Zufallserscheinungen realisie¬ 

ren. Das Gesetz der großen Zahlen von Bernoulli wird dabei im¬ 

plizit benutzt und stellt einen besonderen Anwendungebezug dar. 

Vorausgesetzt, daß nicht nur Experimente mit Münze und Würfel 

durchgeführt werden, kann ein anwendungsorientierter Stocher¬ 

st ikunterricht bei den Schülern such die Überzeugung herausbil¬ 

den, daß die Mathematik, obwohl sie sich mit ideellen Objekten 

beschäftigt, ihren Ursprung in der Praxis hat. 

Problematisch ist die Bereitstellung von (tatsächlich anwen¬ 

dungsbezogenen) Aufgaben zum statistischen Wahrscheinlichkeits¬ 

begriff für die Polytechnische Oberschule. Es müssen Experimen¬ 

te durchgeführt werden oder größeres Datenmaterial verarbeitet 

werden. Letzteres wird durch die Verwendung des elektronischen 
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Taschenrechner« ln der Schule erleichtert. Be liegt also nahe, 

Ihn ln der beschreibenden Statistik bei der Auswertung empiri¬ 

scher Verteilungen anzuwenden. Ein Beispiel wird Im weiteren 

noch folgen. 

Zur Einführung des Wahrscheinlichkeitsbegriffs ist die "stati¬ 

stische Definition" u. E. jedoch auch nicht geeignet, weil zum 

einen, wie Sill ln /2/ feststellt, "dadurch ln unzulässiger 

Weise der Wahrscheinlichkeitsbegriff mit der Durchführung von 

Versuchen gekoppelt ist" und der Eindruck entsteht, die Wahr¬ 

scheinlichkeit sei kein exaktes Maß. Es muß herausgestellt wer¬ 

den, daß die Wahrscheinlichkeit ein Maß ist, das den gleichen 

Charakter hat wie z. B. die Länge, das Volumen, und daß sie mit 

hinreichender Genauigkeit gemessen werden kann. Zum anderen muß 

man, will man exakt Vorgehen, die stochastische Konvergenz der 

relativen Häufigkeit betrachten. Die dazu notwendige Benutzung 

von Bernoulli« Theorem zum Zwecke der Definition ergibt Ддпп 

aber wieder einen Zirkelschluß. 

Die "statistische Definition" würde also ebenso wie die "klas- 

siche Definition" den Wahrscheinlichkeitsbegriff nicht nur ein¬ 

engen, sondern auch eine spätere Weiterentwicklung des Begriffs 

ln oberen Klassen blockieren. Trotzdem wird man natürlich nicht 

darauf verzichten,an geeigneter Stelle heraus zuarbeiten, daß 

die relative Häufigkeit in unabhängigen Versuchen um die Wahr¬ 

scheinlichkeit variiert. 

Eine axiomatische Definition der Wahrscheinlichkeit halten wir 

für die Polytechnische Oberschule für indiskutabel und wollen 

darauf an dieser Stelle auch nicht weiter eingehen. 

Unseres Erachtens sollte der Wahrscheinlichkeitsbegriff mehr in 

philosophischer Richtung im Mathematikunterricht eingeführt 

werden und zwar in Anlehnung an Hörz (vgl. /3/) als "Maß für 

die zufällige Verwirklichung von Möglichkeiten". Diese Be¬ 

griffsbestimmung beinhaltet keinerlei Einschränkungen. Die 

"klassische" und "statistische" Definition sollten den Schülern 

lediglich als Berechnungsmöglichkelten gegeben werden, was na¬ 

türlich ln engem Zusammenhang mit der Einführung des Wahr¬ 

scheinlichkeitsbegriffs geschehen muß. Ein Beispiel: 

Der Wahrscheinlichkeitsbegriff soll am Würfel eingeführt werden 

(wir sind zwar auch gegen "Würfelbudenmathematik", aber der 
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Würfel ist meist der einzige Zufallsgenerator, mit dem die 

Schüler tatsächlich Erfahrungen gemacht haben). Nachdem die 

Schüler die Elemente des "philosophischen Wahrscheinlichkeits¬ 

begriffe" auf den Würfel angewendet haben (Möglichkeiten ent¬ 

spricht Augenzahl; zufällige Verwirklichung entspricht Würfeln; 

das zufällige Ereignis ist die gewürfelte Augenzahl) soll nun 

ein "Maß" für die Wahrscheinlichkeit bestimmt werden. Jetzt 

wird zunächst Uber die relative Häufigkeit der statistische 

Wahrscheinlichkeitsbegriff als Berechnungsmöglichkeit erarbei¬ 

tet, und anschließend wird erörtert, unter welchen Bedingungen 

der klassische Wahrscheinlichkeitsbegriff anwendbar wäre. Da¬ 

durch wird bei der Einführung des Wahrscheinlichkeitsbegriffs 

erreicht, daß sich die Nachteile der beiden Berechnungsmöglich¬ 

keiten (bez. der Interpretation des Ergebnisses) zu einem ge¬ 

wissen Grade kompensieren und keine einseitige Interpretation 

des Ergebnisses suggeriert wird. In den folgenden Unterrichts¬ 

stunden wird der statistische Wahrscheinlichkeitsbegriff jedoch 

nur noch in den Fällen angewendet, in denen der klassische ver¬ 

sagt. Damit er trotzdem nicht unterrepräsentiert bleibt, erfor¬ 

dert das eine entsprechende Bereitstellung von Aufgaben, die 

für den Unterricht geeignet sind. 

Eine Möglichkeit wäre das Anwenden des statistischen Wahrschein¬ 

lichkeitsbegriffs in der beschreibenden Statistik. Die anwen¬ 

dungsorientierte Betrachtung der Wahrscheinlichkeitsrechnung in 

enger Verbindung mit der beschreibenden Statistik fördert die 

Entwicklung einer stochastischen Denkweise. Eine Verbindung ist 

durch den Zusammenhang von Zufallsgröße und zufälligem Ereignis 

gegeben, den man aber in der Mittelstufe natürlich nicht voll¬ 

ständig betrachten kann. 

Prinzipiell setzt die Anwendung des Wahrscheinlichkeitsbegriffs 

eine Zufallsauswahl der Stichprobenelemente voraus. Es gibt je¬ 

doch Beispiele, wo die zufällige Auswahl nicht von uns selbst 

vorgenommen wird, sondern quasi an uns herangetragen wird, z. B. 

bei der Wahrscheinlichkeit für einen Raucher, an Lungenkrebs zu 

erkranken. Ähnlich verhält es sich mit Unfallstatistiken, Ster¬ 

bestatistiken usw. 

Im folgenden wird eind Aufgabe vorgestellt, bei der die zufäl¬ 

lige Auswahl ebenfalls naturgemäß gegeben ist. 
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Im Biologieunterricht der Klasse 8 wird die Lebenserwartung für 

Menschen behandelt. Ein gegebener "Erwartungswert" (für die 

Schüler wäre der Begriff "Mittelwert" wohl besser) wird leicht 

fehlinterpretiert, und es wäre eine lohnende Aufgabe für einen 

zeitlich vorhergehenden Stochastikunterricht, einmal eine Le¬ 

bensdauerverteilung mit Hilfe der beschreibenden Statistik aus¬ 

zuwerten und zu interpretieren. Dabei 1st es ganz natürlich, 

Wahrscheinlichkeiten für verschiedene Bereiche der Lebensdauer 

anzugeben. 

Das folgende Beispiel, das einen Dauertest mit 100 Bauelementen 

beschreibt, läßt sich dann ohne weiteres auf die Belange des 

Biologieunterrichts übertragen. Folgende Daten liegen vor: 

Lebensdauer z in abs. Häufig- rel. Häufig- rel. Summen- 

Betriebsstunden keit keit Häufigkeit 

0 

500 

1000 

1500 

2000 

2500 

3000 

3500 

4000 

4500 

5000 

5500 

6000 

6500 

7000 

bis unter 500 

1000 

1500 

2000 

2500 

3000 

3500 

4000 

4500 

5000 

5500 

6000 

6500 

7000 

7500 

18 

15 

12 

9 

8 

7 

7 

6 
5 

4 

3 

2 

2 

1 
1 

0,18 

0,15 

0,12 

0,09 

0,08 

0,07 

0,07 

0,06 

0,05 

0,04 

0,03 

0,02 

0,02 

0,01 

0,01 

0,18 

0,33 

0,45 

0,54 

0,62 

0,69 

0,76 

0,82 

0,87 

0,91 

0,94 

0,96 

0,98 

0,99 

1,00 

Mittelwert (mittlere Lebensdauer) z = 2230 
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rel. Häufig¬ 

keit 

500 1500 2500 3500 4500 5500 6500 7500 

rel. Summen- 

häuligkelt 

500 1500 2500 3500 4500 5500 6500 7500 

Werden die beiden graphischen Darstellungen gleichzeitig ausge¬ 

wertet, so bietet gerade dieses Beispiel die Möglichkeit, durch 

Vergleich mit dem Histogramm die spezielle Bedeutung der Sum¬ 

menkurve zu erläutern, die von den Schülern oft nicht erkannt 

wird. Denn bei einem Bauelement oder Individuum ist es ja in 

den meisten Fällen von größerem Interesse zu erfahren, wie groß 

die Wahrscheinlichkeit ist, eine bestimmte Lebensdauer zu er¬ 

reichen, während die Frage nach dem Ausfall Innerhalb eines re¬ 

lativ kleinen ZeitIntervalls für die Praxis von geringer Bedeu¬ 

tung ist. 
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Bel unserem speziellen Beispiel bieten sieh folgende Möglich¬ 

keiten an: 

Die Wahrscheinlichkeit, im Zeitraum von 5500 bis 6000 Betriebs¬ 

stunden auszufallen, beträgt etna 0,02 (vgl. Histogramm). 

Die Wahrscheinlichkeit bis zur Zeit von 6000 Betriebsstunden 

auszufallen beträgt etwa 0,96 (vgl. Summenkurve). 

Die Wahrscheinlichkeit bis zur Zelt von 6000 Betriebsstunden 

nicht auszufallen, also eine höhere Lebensdauer zu erreichen, 

ist etwa 1-0,96 = 0,04. 

Interessant ist noch das Ablesen des В-Quantils für F = 0,5 

(Halbwertzeit) aus der Darstellung der relativen Summenhäufig¬ 

keit. Hs beträgt rund 1750 Betriebsstunden, also 1st die Hälfte 

der Bauelemente bereits vor Erreichen der mittleren Lebensdauer 

ausgefallen. Durch die Behandlung der Halbwertzelt im Stocha¬ 

stikunterricht würde auch die spätere Anwendung dieses Begriffs 

im Physikunterricht der zehnten Klasse erleichtert werden. 

Die aus den relativen Häufigkeiten der Stichprobe ermittelten 

Wahrscheinlichkeiten sind Schätzwerte, was den Schülern immer 

wieder deutlich vor Augen geführt werden muß. Welche der hier 

gezeigten Möglichkeiten zur Auswertung eines Histogramms bzw. 

einer Summenkurve im Unterricht jeweils genutzt werden, hängt 

vom jeweiligen Ziel der Unterrichtsstunde ab. Wie wir gesehen 

haben, wird durch die Anwendung des Wahrseheinllchkeltsbegriffs 

in der beschreibenden Statistik diese selbst interessanter, und 

die graphische Darstellung von Häufigkeitsverteilungen bleibt 

kein formaler Selbstzweck. Kosswig gibt in /4/ ein weiterfüh¬ 

rendes Konzept der Verbindung von Wahrscheinlichkeitsrechnung 

und beschreibender Statistik an und beschreibt, wie bestimmte 

Begriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung mit Hilfe der be¬ 

schreibenden Statistik interpretiert und motiviert werden kön¬ 

nen. 

Unsere Untersuchungen zur Einführung von Elementen der Wahr¬ 

scheinlichkeitsrechnung und Statistik und zu einer damit zusam¬ 

menhängenden Herausbildung von stochastischen Denkweisen bei 

den Schülern im obligatorischen Mathematikunterricht unserer 

POS werden in der aufgezeigten Richtung weiter fortgesetzt. 
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Der Schwerpunkt liegt dabei auf Anwendungen aus naturwissen¬ 

schaftlichen Unterrichtsfächern bzw. der Verwendung von im Ma- 

thematikunterricht erworbenem Wissen und Können zur Wahrschein¬ 

lichkeitsrechnung und Statistik in anderen Unterrichtsfächern. 
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Hinwaiaa für Autoren 

Manuskripte (in deutscher, ggf. auch �n russischer oder engli­
scher Sprache) bitten wir, an die Schriftleitung zu achickan. 
Dia gesamte Arbeit ist linksbündig zu schreiben. Eina Ausnehme 
hiervon bilden harvorzuhabanda Formeln und das Literaturver­
zeichnis, Der Kopf der Arbeit soll folgende Form haben: Rostock. 
Mäth. Kolloq. /Leerzeile/ Vorname Name/ Leerzeile/ Titel der 
Arbeit/ 1 Zeilenumschaltung/ Unterstreichung/ Leerzeile. Dar 
Text der Arbeit ist eineinhalbzeilig (• 3 Zeilenumacheltungan) 
zu schreiben mit maximal 63. ÄnschlAgan ja Zeile und maximal 37 
Zeilen je Seite. Zwischenüberschriften sind wie folgt einzuord­
nen: 6 Zeilenumschaltungen/ zwlschenObarschrift/ Unteretrai­
chung (ohne Zeilenumschaltung)/ 5 Zeilenumschaltungen, Hervor­
hebungen aind durch Unterstreichen und Sperren möglich. Ankün­
digungen wie Satz, Definition, Bemerkung, heweis u. e. sind zu 
unteratreichen und ■lt eine■ Doppelpunkt abzuschließen. Vor und 
nach Sitzen, Definitionen u. i. ist ein Zeilenabstand von 5 IJll­
achaltungen zu laaaen. Fußnoten sind möglichst zu vermeiden. 
Sollte doch davon Gebrauch gemacht werden, so sind aie durch 
eine hochgeatellta Ziffer 1■ Text zu kennzeichnen �nd innerhalb 
des oben angegebenen Satzapiegela unten auf der gleichen Seite 
anzugeben. Formeln und Bezeichnungen aollan ■öglichat mit dar 
Schreib■aacfilna zu achralben aain. Hervorzuhebende Formeln eind 
drei Leerzeichen einzurücken und mit 6 Umschaltungen zu■ übri­
gen Taxt zu achreiben. For■elzlhler aollan am rechten Rand ata� 
hen. Der Platz für Abbildungen lat bei■ Schreiben auszuaparen; 
die Abbildungen salbst sind in der dem ausQaapartan Platz ant­
aprechenden Größe gesondert nach TGL-Vorachrift auf Tranapa­
rantpapier beizufügen. Dar zugehörige Begleittext ist i■ Manu­
akript ■itzuachreiben. Sein Abatend nach unten betrigt 5 Um­
schaltungen. Literaturzitate im Taxt aind durch laufende Nu■-
■ern in Schrägatrichen {vgl. /8/, /9/ l•nd /10/) zu kennzeich­
nen und a■ Schluß der Arbeit unter der ZwischenOberechrift Li­
teratur zuaa■■enzustellen.

--

Beiapiala: (ZeitachriftenebkOrzungan nach Math. Reviews) 
7e7 Zarlaki, o •• end Samuel. P.: Com■utative Algebra. 

Princeton 1958 
/9/ Stainitz, E.: Algebraische Theorie der Körper. 3. Raine 

Angew. Math. 137, 167 - 309 (1920) 
/10/ Gnadanko. B. w.: 0'6"ii7 die Arbeiten von C. F. Gauß zur 

Wahrschainlichkai tsrachnung. In: Reiche rdt, H. (Ed.): 
C. F. Gauß, Gedenkband anlißlich des 100. Todaatagaa. 
s. 193 - 204, Leipzig 1967

Dia Angaben sollen in Originalsprache erfolgen: bei kyrilli• 
schen Buchstaben soll die bibliothakarische Transkription 
(Duden) verwandet warden. 
A■ Ende der Arbeit stehen folgende Angaben zum Autor und zur 
Arbeit: eingegan3en: Datu■/ Leerzeile/ Anschrift das Verfassers:/
Titel Initialen er Vornamen Name/ Inatltutlon/ Struktureinheit/ 
Straße Hausnuamar/ Land Postleitzahl Ort. 
Der Autor wird gebeten. eine Korrektur das Durchschlags vor 
Offsataanuskript zu lesen und dabei die mathematischen Symbole 
einzutragen. Ferner sollte er 1 - 2 Klassifizierunganum■ern 
(antaprachand der "1980 Metheaiatics Subje�t Classificetion" dar 
Hath. Reviews) zur inhaltlichen Einordnung seiner Arbeit angeben. 
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