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Walter Harnau

Bin verallgemeinerter Relationenbegriff fiir die Algebra der
mehrwertigen Logik, Teil I (Grundlagen)

Im Jahre 1969 zeigten Bodnartschuk, Kalushnin, Kotow und Romow
in /1/, daB eine Galoisbeziehung zwischen den Punktionen- und
Relationenalgebren liber einer endlichen Menge besteht. Das Ziel
dieses Zyklus von Artikeln besteht darin, die Resultate von /1/
dahingehend zu verallgemeinern, daB in geeigneter Form Rela-
tionenpaare und Operationen dariiber erkldrt werden, um damit
auch eine Galoisbeziehung zwischen den iterativen Algebren und
den Relationenpaaralgebren lber einer endlichen lienge zu erhal-
ten.

Andere Autoren (z. B. Hikita und Nozaki (/4/, /9/), Gossel und
poschel (/2/)) arbeiteten bereits mit Relationenpaaren, mitun-
ter auch in einer etwas allgemeineren Art als der hier betrach-
teten, ohne Jedoch eine Theorie daflir zu entwickeln, was hier
vorgenommen werden soll. Die Resultate dieses Zyklus sind Be-
standteil der B-Dissertation /3/ des Autors.

Der Teil I stelli zum GroBteil bereits bekannte Resultate zu-
sammen und s0ll das Lesen dieser Artikelserie euch ohne zusétz-
liche Literatur ermdglichen. Dabei halten wir uns in den Be-

- zeichnungen weitestgehend an die der deutschsprachigen Monogra-
phie /10/ von Pdschel und Kalushnin, in der auch einige der in
diesem Teil zusammengestellten Resultate ausfiihrlicher darge-
stellt sind.

1. Grundbegriffe

Es sei B, := {0,1,..., k-l}, wobei k eine natiirliche Zahl mit
k > 2 sei., Flir jJede positive ganze Zahl n bezeichne

(n) ., . gD
B =it s B2 B}
die Menge aller n-stelligen Funktioanen iber Ek'



(2)
U A

P, :=
k n>0

ist die Menge der Punktionen der k-wertigen Logik. Nullstellige
Funktionen (d. h. Konstanten) betrachten wir als konstante ein-

stellige Funktionen. Piir A € P, sei A(®) die Mengs aller
n-stelligen Funktionen aus A. Der Funktionswert von tePk(n)
suf dem n-Tupel X = (X4,X5sc00) Xy) el!kn wird mit
r(xl.xa,..., :rh) oder f£(x) bezeichnet.

~ Eine besondere Rolle werden die Projektionen o, " 1 E">E,
spielen, die jedem n-Tupel (Xy,Xpse++, X, ) aus Ekn die i-te

Komponente x, zuordnen, wobei n eine beliebige positive ganze
Zahl und i¢{1,2,..., n} ist. Mit J) bezeichnen wir die Menge
. der Projektionen von Pk‘

Eine Funktion tePk(n) heiBt wesentlich an der i-ten Stelle

(in der i-ten Variablen) (1si<n), wemn 81+85,...,8,, DEE
derart existieren, das

“"‘1"2""' 8,) £ f(al,....ai_l,b,ahl,..., a,)
gilt. Anderenfalls heift f fiktiv an der i-tem Stelle.
Auf P, werden mit $,7,4,9, o die folgenden Operationen bezeich-

net (/8/): ‘
Es sei £P,‘") und g (™ denn sina & ter, ™ rrep (®)

k

Af EPk(m(n-l'l)), vf epk(n+1) und gof epk(nﬂn-l) mit

XysXpreees Xpop g Fput € Ek definiert durch

(E0)(xgpeeerxy) = £(x2,00.,%,,Xq),

(T2 (xg,0009Xy) 3= 2UXp,2q,Xq,...,x), fir n » 2
(Af)(xl,...,xn_l) t= t(xl,xl,x.‘,,....xn_l),
und Uf := 72 1= Af 1= £ fiirn = 1,
(Vf)(x]_,...,xml) tm f(xa,x3,...,&+1),
(gof)(xyyeeesxy b q) 2= f(g(xl,..l.,xm),xm_l,...,xn+m_1).



Im folgenden betrachien wir die beiden universelen Algebren:

B =[P38, T,8,v, 0] una B = [B; o, £, 7,4, o] vomTyp
€1,1,1,1,2) bzw. (0,1,1,1,2). (Uber Grundbegriffe der univer-
sellen Algebra, die hier undefiniert benutzt werden, informiere
man sich z, B. in /7/.) Erstere bezeichnen wir als volle itera-
tive Algebra iiber Ek und letztere als volle Funktionenalgebra
#ber Rk' Eine Punktion f¢ Pk, die sich auns gegebenen Punktionen
Byseses 8y hichstens durch Anwendung der Operationen

l:,‘ Ty &y, ¥, © bzw. e%, ¢, T, A, o erzeugen 1i8%t, heift Superpo=~
sition bzw. %~Superposition itber {gl,...,gt}. Jede Teilalgebra
F von Zk bzw. §k heifit iterative Algebra bzw. Funktionenalgebra

Ubex Ek'» Da keine Verwechselungen zu beflirchten sind, unter-
scheiden wir nicht zwischen den iterativen Algebren bzw. Funk-
tionenalgebren und ihren Triigermengen.

Die von einer Menge P & Pk erzeugte iterative Algebra bzw.
Funktionenalgebra ist die kleinste F enthaltende iterative Al-
gebra bzw, Funktionenalgebra, die kurz mit [F]k bzw. <P, be-

zeichnet wird., Wenn keine Mifverstiindnisse zu befiirchten sind,
kann hier auch noch .der Index k weggelassen werden.

Mit 37, baw. :;bazeichnen wir die Menge der Teilalgebren von
2, bzw. ’lgk. Dann sind (Zk , €) und (z:, €) bez. der Imklu-
sion vollsténdige Verbinde. (Uber Grundbegriffe der Verbands-
theorie lese man z. B. /13/.) -

Offensichtlich 8ind die Teilalgebren von gk genau die (super=-
positions-)abgeschlossenen Klassen von P, im Sinne von Jablon-
-8ki (/5/).

Wir wollen jetzt den Zusammenhang zwischen den iterativen Alge-
bren und Funktionenalgebren {iber Ek herleiten. Dabei sei mit f
im weiteren stets die leere Menge bezeichnet.

Offenbar gilt des

Lemma 1: J, = [J, ] =<3, [£] = £,

Lemma 2: <¢)k = Jp. -



Bewels: Da e eine mnullstellige Operstion ist, kamn e aus p

erzeugt werden. Es ist e% =Ae§, eg = ’[eg, exiJ = eg'i (] e%rur

ns2und 1 ¢1¢n-1, und fiir n>2 ist e = &~ 0 2. Damit

18t <6y, 2 J, nachgewiesen. Aus dem Lemma 1 folgt dann die Be-
hauptung.

Lemma 3: [e%]k = Jy-

Beweis: Es ist vei‘ = eg und Teg = e%. Weiter verliéuft der Be-

weis wie in Lemma 2.

Lemma 4: Wenn F eine iterative Algebra iiber Ek ist, so 1ist
Fnd e {f,d;}.

Beweis: wenn FnJy £ D ist, B0 gibt es ein c-i in FnJ,. Da P
und J, Elemente von 2 ®ind und (Z .+ €) ein Verband ist, iat
such FnJy, € 3_, - Somit ist weiter

AA...AeD = e} €FNnJ,.
——

(n~-1)mal
Aus Lemma 3 folgt Jk €EF AN Jk’ womit das Lemma bewliesen ist.

§ *
Satz 1: Fir alle na.ttl:lichen Zahlen k mit k 2 2 gilt Zk c Zk'
und sus F € >\ 3, folgt F nJy = 0.

Beweis; Wegen f € 3, \ Z; (Lemmate 1 und 2) ist 3_, 4 Z:.
Es sei F € 3y . Damn gilt e € J, n F (Lemma 2) und
ve = eg o f. Demmach ist F gegeniiber {, 7, A, v, O abgeschlos-

sen, woreus F € 3, und damit Z; €2 folgt. Den zweiten
Teil des Satzes beweisen wir indirekt und nehmen dazu an, daB

*
es ein F € zk\zkmit FnJd, £ 0 gibt. Nach Lemma 4 ist dann
J, € F. Folglich ist F gegeniiber §, 7, 4, o und der nullstelli-

8



gen Operation ef abgeschlossen und damit eine Funktionenalgebra
{iber Ek’ was einen Widerspruch zur Annahme, daB8 F keine Funk-
tionenalgebra ist, bedeutet und den Beweis des Satzes ab-
schliefit,

Folgerung 1: }::; besteht aus genau den iterativen Algebren F
Uber E, fiir die J, € F gilt.

2. Die klassische Relationenalgebra

Die Idee, gewisse superpositionsabgeschlossene Klassen (itera-
tive Algebren) iiber Ek durch Relatiomen 2zu charakterisieren,
geht auf Kusnezow (/6/) zuriick und wurde vor allem von Jablon=-
ski (/5/) und letztlich von Rosenberg (/11/ und /12/) im Jahre
1965 erfolgreich zur Lisung des "Vollstindigkeitsproblems fiir
Pk" ausgenutzt.

Bodnartschuk, Kalushnin, Kotow und Romow definierten 1969 in
/1/ eine volle Relationenalgebrs iiber Ek derart, da8 deren
Teilalgebren (Relationenalgebren) in Galoisbeziehung zu den
Funktionenalgebren uber Ek stehen, Dieses Resultat soll hier
kurz dargestellt und spdter verallgemeinert werden.

Eine m-stellige Relation g iber Ek ist eine Teilmenge von Ekm,

d. h. eine Menge von m~Tupeln iiber Ek. Diese m~Tupel denken

x
1
x

wir uns als Spalten .2 und geben mitunter die Relation g in

Xm

Form einer Matrix an,
xn“xl2 cer Xyp
Xpq Xpo eee Xpi

g=1 2 1 5 |
xmlxmz...xmr
deren Spalten die Elemente von p sind. Deshalb werden wir auch
von,den Zeilen und Spalten einer Relation sprechen. Die Zeilen

9



(auch Komponenten oder Koordinaten von ¢ genannt) sind die in
irgendeiner Reihenfolge geordneten i-ten Komponenten der Spal-
ten (1 = 1,2,...,m). Wir schreiben mitunter auch fir die Spalte

X1
x, P
. , um Platz einzusparen, [xl,xz. . .xm]. Nach Definition

*m

ist auch die .leere Menge (0) eine Relation.
Fir jJede positive ganze Zahl m bezeichne Rk(m> die Menge aller

m-stelligen Relationen Uber E, und R := k)jo Rk(m) die Menge’
m

aller endlichstelligen Relationen iiber Ek'
Es seien n und m positive ganze Zahlen, tePk(n) und ¢ eRk(m).

Wir sagen, da8 die Funktion f die Relation ¢ bewahrt, wenn Zfiir
alle 8y,855--05 &) € @ mit g, = [“11'521’"" apn;] tur
i=1,2,...,n gilt:
f(8g4:8gp0000, aq,)
f(321|322,--o, a.zn)
1(81:8ps00008y) 2= : @ . |ee.

. . .

T(aq18 05000 an)

¥
#ir vereinbaren noch, da8 die Relation £ €R, von jeder Funktion
eus P, bewahrt wird.

Fur F € P, und Q € R, sel Inv,F (oder kurz InvF) die Menge al-
ler Relationen aus Rk’ die von jeder Funktion aus F bewahrt ‘
werden (die Menge der Invarianten von F), und Pol,Q (oder kurz
PolQ) sei die Menge aller Funktionen aus P,, die jede Relation

aus 1Q bewahren (die Menge der Polymorphismen von Q).
Bs gelten’'die beiden folgenden Lemmata.

Lemma 1: Fiir alle Q € R, ist Pole =m Polkg.
0€Q

{

Lemma 2: Fiir alle Q € Ry ist Pole eine Fﬁnktionenalgebra
iiber E, .

k
10



Wir geben nun einige ein- und zweistellige Operationen fHir Re-
lationen aus Rk an, beziiglich derer Invkr fiir eine beliebige

Teilmenge F von Pk abgeschlossen ist, d. h., wenn oy eine be-
liayigc einstellige und L eine beliebige zweistellige dieser
Operationen bezeichnet und g€ Inv, F gilt, so ist -auch
{°19 ' @ oap} € Inv,P. ;
Bs sel ¢ eBt(m) und penk(n). Dann seien §g eRk(m), To eRk(m).
(m(m—i.l))’ gepec 31(( Vg € Rl(:m+1)'
Prg € Rk(m'l), P x ’.xeRk(m"'n) und ~g eRk(m"‘r) die wie folgt
definierten Relationen:
te t= {[xl,xz,...,xm] : [x2,13,...,xm,xl]e g},
(zyklisches Vertauschen der Zeilen)
(4 a= {[xl,xz,...,xm] ¢ [xz’x1'13'14”"’xm]£9}'
(Vertauschen der beiden ersten Zeilen)

Ag t= {[xi,xz', ceesXy g1 3 [xl,xl,xz,xa, cee .xm_l] 3 g} ’
(Identifizieren der beiden ersten Koordinaten

AgeRk m+n-2) #

gop := {[xi,xz, eeesXp o o]t Es gibt ein ueE, mit
[xi,x.‘,, e ,xm_l,u] €g und
[u’%n’xm-rl’ ceerXpynoa] "f‘l} ’
(Komposition, Relationenprodukt, Faltung)
ve 1= {[xl,xz,....xn“l] s [12,x3,...,xm+1]eg},
(Hinzufligen einer fiktiven Koordinate)
prQ s= {[xl,xz,...,'xm_]_] : Es gibt ein ucE, mit
[wsxgsXpseeerxy 17€0)s
(Streichen der ersten Zeile)
gxp 1= {[xl,xz,.. s Xponlt [xl,xz,... »X;]€@ und

i1 Zme2 o s X €@ |
(kartesisches Produkt) ;

11



~p = {[xi,xl,xz,...,xm] : [xl’,xz,...,xm]eg},
(Verdoppeln der ersten Zeile).

Filr eine einstellige Relation g eRk oder fiur ¢ = b sei
pro t= b und §g :=Tg := Ag := p. Weiterhin sei v := E, und

~p := p. Falls Pe{g,pu} gilt, sel pop 1= x p := b, und
falls o und p einstellige Relationen sind, ¢ o u := p.
AbschlieBend definieren wir noch (ﬁbereinstimend mit /10/)

§W2.30(5) 1= B x (~E).

Es sel g eRk(m) und 7 eine beliebige Permutation der natilrli-
chen Zahlen 1,2,...,m. Wir definieren

Te t= {[x1s%pseeesmy] ¢ [Zy(1)sXy(2)se e oXy(m] € 0] und

Te := P, falls ¢ = 0 gllt. Dann 1#8t sich bekanntlich Tp durch
geeignete sukzessive Anwendung von [ und 7 auf g erzeugen.

Im folgenden betrachten wir die beiden universalen Algebren

R = [%;5{1:2’3}(31;)- L, T, A, o] und
B = [Re30. 8, T, 8, v, pry~, x]

vom Typ (0,1,1,1,2) bzw. (0,1,1,1,1,1,1,2).

Es sei Q eine Teilalgebra von ﬁk (der vollen Relationenalgebra).
Dann ist nach /10/ Q auch beziiglich der Operation ¥, pr, ~ und
x abgeschlossen und f€Q; folglich 18t Q eine Teilalgebra von

By

mma_3: Wenn Q eine Teilalgebra von Rk 151: so ist Q auch eine
Teilalgebra. von Rk

Beweis: Es genugt zu zeigen, daB8 die Relation §1132,3} (By) in
Q enthalten und Q beziiglich der Operation © abgeschlossen ist.
Q enthiélt stets die leere Menge. Aus VO = E_ folgt

§1323h g ) = (v x (~(vON.

Es seien ¢ und p zwel beliebige Relationen aus Q. Falls
J o) e{e,,u} ist oder p und p einstellige Relationen sind, so ist

12



pops= H und in Q enthalten. Wir kdnnen aleo im weiteren vor-
aussetzen, daf o und p nichtleere Relationen sind mit geRk(m)
pe Rk(n) und m + n>2. In Abh#ingigkeit von m sei 5 folgende
Permutation iiber {1,2,...,m+n}:

s

.Tr1= (1)1
WZ =.(132)’
7 = (120 m-lmol m2 m3 .., WD) e ms 2.

34 ...m311 2 m42 m3 ... mn
Dann ist ¢ o p = pr(a (wm(g x ]u))), womit der Beweis des Lemmas
abgeschlossen ist.

Damit haben wir festgestellt, daB die Teilalgebren von ﬁk mit

denen von Ek ibereinstimmen. Aus beweistechnischen Griinden wer-

den wir hier vorrangig mit gk arbeiten.

Satz 1: Es gelten die folgenden Aussagen:

(1) Wern Q € R, und F € P, iet, so ist Pol,Q eine Funktionen-
und Inka eine Relationenalgebra iiber Ek'

(2) Wenn Q eine Relationen- und F eine Funktionenalgebra iiber
E, ist, so gibt és ein F’ € P, und ein Q’ € Ry mit

Inka"’ = Q und Pole’ = F.
(3) Fir Q,Q* € Ry und F,F’ € P, gilt stets

Q €& Inkaole, F € PolkInka,

wenn Q* € Q und F* € F, so Pole’ 2 Pole und

Inka’ 2 I.nka,

Polklnvkrole = Pole, InkaolkInka = Inka.
Mit diesem Satz sus /1/ ist durch Pol und Inv eine Galoiskor-
respondenz zwischen den Teilmengen von Pk sowie denen von Rk

gegeben (die Punktionenalgebr‘en und die Relationenalgebren iiber
E, stehen in Galoisbeziehung zueinander).

Unser Ziel besteht nun darin, einen entsprechenden Satz fiir die
iterativen Algebren iber Ek zu finden. Dazu muB in geeigneter
Weise deTr Relationenbegriff verallgemeinert werden. Das wird im
zweiten Teil dieser Arbeit geschehen.

13



Der dritte Teil wird den Beweis des entsprechenden Satzes bein-
halten. Ehe wir dazu kommen kdnnen, bedarf es noch einiger Vor-
betrachtungen, die diesen ersten Teil abschlieSen sollen.

3, Eine Matrizen-Relationenalgebra

Es sei M eine Matrix vom Fo-rlfnt (m,r) mit Elementen aus E,, wo-
bei m und r beliebige natiirliche Zahlen sind. Es ist also auch
m = o oder r = o zugelassen, wobei dann M zur leeren Menge ent-
artet. Wir nennen M Relationenmatrix, wenn die Spalten von M
paarweise voneinender verschieden sind oder wemn M = 0 gilt.
Mit gubezeichnen wir die Menge der Spalten der Relationenma-
trix E. Fir beliebige natiirliche Zahlen m und r sei f, (™r™)
die Menge der Relationenmatrizen vom Format (m,r) Uber
Ek,mk(m) 1= }}Jo‘mk(m'r) und M, := I}ijomk(m)' Wir sagen, das
eine Funktion fEPk die Relationenmatrix M iiber Ek bewahrt,

wenn f dle Relation g bewahrt (vgl.. § 2). PUr P P, bazw.
Q€ a‘azk sel Minka die Menge aller Relationenmatrizen aus mk,

die von jeder Funktion aus F bewahrt werden, bzw. Mpole die
Menge aller Funktionen aus Pk, die jede Relationmenmatrix aus Q
bewahren. ‘

Analog zu § 2 gelten die beiden folgenden Lemmata.

Lemma 1: Fr elle Q € T, ist Mpol,Q = ( ) Mpol, {k}
Lemma 1: x el ) i M

Lemma 2: Fiir alle Q € mk ist Hpole eine Funktionenalgebra
tiber Ek'

Wir geben jetzt einige ein- und zweistellige Operationen fiir
Relationenmatrizen aus mk an, beziiglich derer Minv, P fiir eine
beliebige Teilmenge F von P, abgeschlossen ist. (Nach § 2 ist
dies leicht einzusehen.)

Ea sei B, die Matrix (0 1 ... k-1), M € mk‘m'r), ¥ e mk(m
und

14



51
23
k = [Zg+2ps0++25] = (81:85y+-.+8,), wobel die Z4
Zp

(1=1,2,...,m) die Zeilen und die 8, (j = 1, 2,....r) die Spal-
=J

ten der Matrix M sind.

Dann selen ¥ M emk(’"). TH emk(“‘), AM emk("’“(‘“'l'l)).

v ey, (™) prmemk(m'l), ~M emk(""'l). Wxue o (TR

EM emk(m) und "fmeauk(,‘"’ die wie folgt definierten Relatio-

nenmatrizen:

(1) EM 2= [25,24,2p00- 525 1]

(2) TM™ := [3._2,_2_1,_3,54,...,5111],

(3) VM := (2112192002300 225]%

(4) -C-M t= (B.s81s8pse04s8,_1)%

(5) TM := (52,_8_1,53,34,...,51.), ,

(6) Mx M’ ist das Kroneckerprodukt von M mit' M’}
(7) VM := (E,) xM;

(8) AM entsteht aus M, indem zuniichst diejenigen Spalten von
M gestrichen werden, die in ihren beiden ersten Koordi-
naten nicht {ilbereinstimmen, und danach noch die erste
Zeile der so entstandenen Matrix gestrichen wird
(AM := 8, falls bereits nach dem ersten Schritt 0 ent-
standen 1ist);

(9) prM entsteht aus M, indem zuniichst die erste Zeile von M
gestrichen wird, und danach in der so entstandenen Ma-
trix alle Spalten, die mehrfach auftreten, mit Ausnahme
ibres ersten Auftretens geatrichen werden.

Palls M e W, 1) oder M = f gilt, so ist L := TH := AN :=M
und prM := p. Weiterhin sei V0 := (E,) und ~f := f. Falls
b e {M,N*} ist, wird Mx M’ := 0 gesetzt. Falls M emk‘""“ oder

M= p gilt, sel CM := TM := W
‘ 15



Offensichtlich ergeben die derart definierten Operationen stets
Relationenmatrizen.

Wenn wir die universale Algebra (die volle Relationenmatrizen-
algebra iber E,) ‘

El_k = [mk; s, C: T E’ T, A, V, PT,~, x]

vom Typ (0,1,1,1,1,1,1,1,1,2) betrachten, deren Teilalgebren
wir Reletionenmatrizenalgebren ilber Ek nennen, so besteht of-
fenbar in Analogie zu Satz 1 von § 2 der

Satz 1: Bs gelten die folgenden Aussagen:
(1) Wemn Q € W) und F € P, 1st, w0 ist Mpol,Q eine Funktionen-
und Minka eine Relationenmatrizenalgebra {lber Ek’

(2) Wenn Q eine Kelationenmatrizen- und F eine Funktionenalge-
bra iiber E, ist, 8o gibt es ein P’ € P, und ein Q’ & mk

mit Minka?’ = Q und Mpole’ = F.
(3) Fiir Q,Q’ € mk und P,F’ & P, gllt stets

Q € MinvMpol,Q, F € Mpol, Minv, F,

wenn Q* € Q und P’ € F, B0 Epol, Q* 2 ¥pol, Q und

Minka’ 2 M:ankF,

Mpolkuinkapole = Mpole, lﬂ.nvkllpolkMinka = mnvkp,
Mit diesem Satz ist durch Mpolk und Minvk eine Galoiskorrespon-
denz zwischen den Teilmengen von Pk sowie denen von mk gegeben

. .

(die Funktionenalgebren von Pk und die Relationenmatrizenalse-
bren von 'G_ﬂk stehen in Galoisbeziehung zueinander).
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Degrees and Domination Number of Random Graphs in the n-Cube

‘Preliminaries

The n-cube B is the graph consisting oflthe 22 vertices
as= (31",,,&“), a; € (0,1}, and the n2""" edges between ver-

tices differing in exactly one coordinate. A spanning subgraph
g of E® has the same vertex set as E°. An-induced subgraph f of
EP (also called a Boolean function) with the vertex set A € EB
contains exactly those edges of EP between vertices of A. (Note
that by ED or f are not only denoted the graphs but also its
vertex sets, g stands also for the edge set of g.)_Choosing the
edges of g (the vertices of f) at random we arrive at a random
spanning subgraph (a random Boolean function). When the edges
6f g (the vertices of f) are chosen independently and with the
same probability p, then the probabilities are defined as

P(g) = p“"qn221 L e (2(£) = p' 112" 111y trere a=1=np

We say almost all g (f) have a certain property Q or the pro-
perty Q is almost surely if P(g has Q) = 1 (P(f has Q) > 1) as
n—ao.

All 1limits, asymptotics etc. are understood as n - ® . For

o = (n) and 8 = B(n) we write ac~8 if &/B - 1 (o and B are
asymptotically equal), o« X8 if o = O(8) and B8 = O(x) (o and 8
are of the same order), oS8 if & £ B(1+0(1)),a <8 1f a = 0(B)
and sometimes & <<B if d = o(B). Everywhere ¢ denotes a sequen-
ce 9&3) tending to infinity - arbitrarily slowly unless other-
wise specified - a8 n - ® . The natural and the binary loga-
rithm are denoted by ln and log, respectively. For any real x,
{x/ denotes the greatest integer not greater than x. The di-
stance g(a,b) between two vertices 8,beE” 1s the customary
Hamming distence, 1.e. the number of coordinates in which a and

b differ.
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" Let X be a non-negative integer-valued random variable, EX the
expectation and sz the variance of X. Then the following bound
1s immediate from the inequality of Markov:

P(X «pEX) 21 - /p—>1, (1)
In particular, (1) implies

P(X=0)->1 1if EX 0. (2)
From the inequality of Chebyshev we deduce

P(X~EX) 1, (3)
i.e. there is an €= £(n)— 0 with P(/X~-EX|<E£EX)—> 1, if

p%x = o((EX)?). (4)

Recall that D°X = EX° - (EX)? = EX + E(X), - (EX)2, where

E(X), = E(X(X-1)) is the second factorial moment of X.
Given the random variables xo, xl, xa. .« and the integer se-
quences & = o.(n) and B = B(n), O € o € B, Then

3 E_zi’;_z —0 (5)

=0t (EXy) . _
implies that .

P(X;,~VEX;)—>1 for all i =a,t+1, ..., B, (6)
or more precisely, there is an £ = £(n) —> O such that

B
f(Q{Ixi-Exilz EEX }) > 1. (N

Indeed, by the inequality of Chebyshev

8 ‘ B 8. p%x,
P X.-EX,| * ¢EX £ P(|Xx,-EX,| > €EX é; ’
(Jfixgexy > emxy ) Z_; (Ixgmy > emt €2 orss

and assuming (5) we may find an £€—0 80 that the last sum
tends to zero, too. Now (7) follows immediately.

The well-known theorems on the approximation of the binomial
distribution by the normal distribution are usually formlated
for a fixed probability p. That both the local and the central
(De Moivre - Laplace) limit theorem also hold for
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p = p(n) > 0 or 1, respectively, can easily be verified assuming

that pqn —>00. That means, setting b(i; n,p) = (x;)piqn-i and

assuming that pqu— 00, x, Xy, X, = o((pqn)ilé), X< Xy, we
have

b(pn +xVpan ; n,p) ~ e ¥ /2/V2ﬂqun (8)

and
E b(1; n,p) ~ §(x;) - §(xq), (9)

po + xl\/pqn ci<cpn+ x2\/pqn

x
2
where §(x) = i f et /2 du is the distribution function

VoT _

of the normalized normal distribution (compare /3/, pp.
133 - 137; the proofs can without trouble be carried over to
the case pqn —>oo and x, Xq, Xy = o((pqn)1/6)). By (9) for

x = 0(1) it is evident that

E b(i; n,p) ~ 1 - §(x). (10)

1 2pn + xVoqn
But for x-—»>oothe relation (10) is the statement of the theorem
on large deviations. This theorem is especially usefull, since
for x —> o it holds simltanously

. - 2

1-8x)~e=/2nTx (11)

(ct. /3/, p. 131). In, order to show that (10) remains true for
pan —> @ and x = o((pgn) ) we can also follow Feller in the
general line (cf. /3/, pp. 144 - 145) but we have a little more
trouble with the details. Assuming 0<xy< x2=o((pqn)1/6) by (9)

g . b(i; n,p) ~ §(x2) - &(xl)

pn + x1qun £i<pn+ xz\/pqn
= (1-8(xg)) = (1-8(xp)) ~21 - §(xq) 12 Xqs Xp. Xp=Xy S 00:
. 2

by (11) we have 1-§(x,) ~ e %2/ 3/12T x, = o(e™*1/ 2/V2T x,) .

Thus we derived the lower bound of (10). Furthermore, it holds
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z b(i; n,p) = o(1—§(x1)). Indeed, using the well-
i2pn+x,/pen : ’
tq

known estimate ; b(i; n,p) ¢ +—— b(t, n,p), t>pn, and set-
2t
ting ¢ =pn+x2qun, by (8) and (11) we obtain that ; b(1i; n,p)
2t
tq -x§/2
=P 27 pan - P

But, that 1-§(x2)) = o(1-§(xl)) we already have‘,seen above.

e 4
T-pn

b(t; n,p) £ 3 (1 -F(x))~1 - Blxy).

Note that from (10) the following bound can easily be derived

Z b(i; n,p) ~ 1-§(x). (12)

iépn-x\lgqn
assuming that pgqn—> o and x = o((pqn)l/é). Indeed, by (10):

1-§(0) ~ > (3 ma) = > (3 m,a)

j * qn+xVpan n-J £ pn-x\/pqn
= E b(n-1i; n,q) = E b(i; n,p).
'i £ pn-xYpqn i £ pn-xVpan

1. Vertex-degrees

We begin with rendom spanning subgraphs. Let v’(g) denote the
degree of aeE in the graph g, 6'(g) = min v’ (g) (minimum

aeE
degree), A(g) = max v? (g) (maximm degree) and Xi(g) = number
aeE® '

of vertices of degree i. Then

EX; = 2”b(1; n,p) (13)
is evident.
Lemma 1:

D%, ¢ (gh + —B —)(mx,)?, 1-0, ..., o (1)

xl 2n.min{p,q}
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- a
Proof: For genn define the random variables xi(g) =1 1if

-] a Db
v._"(g) = 1 and X;(g) = O otherwise. Then E(Xy), = 2 B(I1 xi)

taken over all ordered pairs of different vertices a,b & EZ,

a b a b
Put = B(X, X7) and = 2 E(X; X7). Th
ZI g(g-l { 24 an Zz g(g'- 22 1 44 en

for 1 =0 we have E 1= n2nq2n-1 = —23 (Exm)2 and analogously
q :

for i=n: ZI = LG (Exn)2 and for 1 4 O,n:
P

21 = 22%(p(b(1-1;0-1,80)2 + a(b(13m-1,p0)2)

.

= nan(b(i;n,p))z((-,i;)zfp + (9-;—1)2/q) == mi:{ (Exi)z_.
' P,q}

g8 b & b >
It p(e,b) > 2 then E(Xy X;) = (EX;) (EX;) such that 224(1!11) 5

In accordance with D211=E'11+E(Xi)2~ (Exi)a it follows (14).

q.e.d.
Now for p = 1/2 the following theorem can be obtained easily.

Theorem 2: Let p = 1/2. Then almost all g have asymptotically

(;_1) vertices of degrees i=1, ..., n-1 (in the sense of (7)).

The minimm degree is O or 1, and the maximm degree is n-1
or n. More precisely it holds P(S’ =0) = P(A'=n) ~ 1-1/e and
P(8’ =1) = P(A'=n-1) ~ Ve.

Proof: Assuming p=q=1/2, we know by (13) and (14) that
\
n 1 2n 2
EX; = () ana 07X, ¢ (G +38) (BXp)®. Thus
i
n-1 p2x !
i
———?-—-)O, so that the first part of the theorem is clear
by (5) - (7).
Further we know (see /2/ or /9/, Remark after Theorem 2.3) that
the number xo of isolated vertices is asymptotically Poisson
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distributed with expectation A= 1, and our assertion on §’
follows from P(4’ =0) = P(X, 2 13.1

Finally we have for the complement g of g (g contains exactly
those edges of E® which are not in g) P(Z) = P(g) what yields

’
the assertion concerning 4. q.e.d.

Using the customary notation H(x) = -x log x - (1-x)log(l-x) for
the entropy function we obtain the following

ITheorem 3: Let p> 1/2 be fixed, Then for almost all g we have
A(g) =n and

8’ (g) - (e n+-—§r—-)-)l<99, (15)

2103

where c, is the root of h(x) 4

= 1+H(x)+x log p+ (1-x)1log q, 1} h(z)
O<x <1 (cf. Pig. 1).
Proof: EX; = 2"b(i; n,p) is
concave relative to i and
takes on its maximum value
for i=|pn| or i=lpnj+ L cp
Clearly EX; > o for i =n <1+1°sq
what together with (14) and Fig. 1

(3), (4) implies the asser- )

tion on A'. Put i=an, 1/n £ o ¢ p. Then by Stirling’s formla

() ~ 228®)/ \/ornal{1w) and

log EX; = n(1+H(a) + alog p + (1-a)log q)

1+logp
1

Hw

1, 1 oot o (16)
- 5 log n+3 log(1l/a) + 0(1).

1 In /5/ the authors determine for given fixed degree i=1,2,...
and certain degree sequences i =1i(n)—>o00 such probabilities p
for which the random variahle xi is asymptotically Poisson or

normally distributed, respectively.
23



Denoting h(x) = 1+H(x) +alog p+ (1-a)log q and setting

log n+6
d=cp o+ 2= »

P
2n log -—3——2-
q
1Y
where 6 is a real constant and s is the root of h(x),

2
n() = Mﬁ-"—g + 0((12%—11) ) is easily calculated. That means,

in accordance with (16) we have log EX; — 00(-00) if we replace

the constant € by P(~@). Thus we derived (15) too.
. ! q.e.d.

The following table is taken from /4/. It shows how the root 2
depends on p. -

lower bound. upper bound
P for ¢y for ¢,

0,55 0,020.812.3 0,020.812.4
0,60 0,051.305.3 0,051.305.4
0,65 0,089.463.0 0,089.463,1
0,70 0,135.243.4 0,135.243.5
0,75 0,189,289.6 0,189.289.7
0,80 0,252.980.2 0,252.980.3
0,85 0,328.926.7 0,328.926.8
0,90 0,422.509.7 0,422.509.8
0,95 0,548.181.8 0,548.181.9

That in fact ¢ — 1 if p—> 1 we obtain, for example, from the
estimate °y > p/2 which is true for p » 14/15. (The function
y(p) =h(p/2) is strictly decreasing and y(14/15)<0.) It is not
difficult to derive non-trivial lower and upper bounds for ¢
in the general case. But they are not very comfortable, and
since we make no further use we omit them.

Corollary 4: Let p<1/2 be fixed. Then for almost all g we have
é'(g) = 0 and
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log n

Ag) - (e} n - )W < 9, (1

qc¥
2 log —_R

(I-c;)p

* _ -
where cf = 1 1-p (¢1_p is defined as in Theorem 3).

Proof: Let p>1/2 be fixed. Then by Theorem 3 AN(g) = n and

d’(g) satisfies (15) almost surely. Thus choosing the edges of

& with probability q=1-p for almost all g we have §’(g) = 0

and 2N(g) =n-8"(g) =n- (cpn+ logn/ 2 log(p(l-cp)/cpq)t @)
= (1-c1_q)n -logn/ 2 log(p(l-cl_q)/ci_qq)) to

it g<1/2.

Changing p and q and writing g for g we obtain just (17).

qg.e.d.
Now let us consider the case p—>0.

-o(n).z

Theorem 5: Let p-> 0O such that p 2 2 Then for almost all

g we have §’(g) = 0 and A'(g) = o(n) or more precisely
A(g) ~ n/log(l/p). ; (18)

%
Proof: The assertion on &’ is evident. In order to prove (18)
let i=6 n/log(1/p), 6 a real constant. Then by (13) and
log(}) = 1 log n-1i log i+0(1) it follows that

loglog(1l/p) 1
- log(1/q) + O(———). (19)
log(1/p) log(1/p)

Hence log EX;—> -o0 if 6>1 and log EX;—> + o0 if 6 ¢ 1. (Note

log EX; =n(1-6+

that log(1l/q) = 1og(~ff—5) = p log e+ 0(p2) and 1/1og(1/p) >> p,
and p227°(") jmp1ies n/log(1/p)—>00.) Clearly, in the last
case D2Xi = o((EXi)z) is also satisfied (cf. (14)) what com-
pletes the proof of (18). q.e.d.

2 It is easy to check that if log(1/p) = n then all degrees are
bounded by a constant almost surely.
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A more sophistic analysis of (19) shows that A’ is in fact
considerably larger than |n/log(1/p)] but we are content with
the main term of the asymptotic expansion of A’.

Corollary 6: Let p —1 so that q » 2°(%), Then for almost a1l
g we have A’(g) = n and .

é'(g) =n - (1+o(1))z§ﬁ.os(1/q). (20)

All we have to do for the proof is to repeat the above deduc-
tion from p>1/2 to p<1/2.

Finally we show that, assuming pn— o, asymptotically all 2n
vertices have a degree close to the average degree pn almost
surely. ' .

Theorem 7: Let pn — oo. Then asymptotically 2% vertices have a
degree asymptotically equal to pn almost surely. (More preci-
sely there are 81, £, ~> 0 such that for almost all g more than

2n(1-51) vertices g have a degree v/(g) satisfying
(vé(g) -pn| < €,pn.)

Proof: For every fixed vertex a the random variable v; is bino-

mially distributed with parg.meters ¥ = Ev’ = pn and

Dzv’ = pqn (we omit the mdex since both the expectation and
the variance are independent o:t a). Let £ 0 be given and de-
fine b(g) = ({g: |v;(g) -¥'| > E'v"}l . Then for the expectation

T = Eb by the inequality of Chebyshev we find
T = 2UP(for a fixed vertex & ] v (g) -3 [ 2EV’ is fulfiled)

2nEDv 211 g

Thus by (1) b(g) £ j)r 2" almost surely. Since pn - © we can

N

find €4, £, —>0 such that 1/62 pn— 0 too and £4 >> 1/82 pn.

q.‘e.d.

We remark that this situation is quite different from that for
traditional random graphs (i.e. random spanning subgraphs of
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the complete gi‘aph Kn)‘ In this case not only asymptotically
all but even all n vertices have a degree which is asympto-
tically equal to the average degree pn (cf. /1/).

Now let us formlate the corresponding results for random Boo-
lean functions. Recall that f has almost surely asymptotically
p2n vertices (instead of the 2P vertices of random spanning
subgrephs). Further in this case the concept of the complemen-
tary graph can not be used such that we have to verify the cor-
responding statements to Corollaries 4 and 6 in another way.
Let va(t) be the degree of the vertex a€f in the graph f and
Ii(f)"the number of vertices acf with degree i. Minimm and
maximm degree are denoted by S and A, respectively. Then in-
stead of (13) we have

EX; = p2” b(i; n,p), (21)
and Lemme 1 has to be replaced by

Lemma 8:
szi é.(E%_ ____{_r?;.)(r.xi) 1=0, ..., n. (22)

We omit the calculations.since they are similar to those in the’
proof of Lemma 1. The most important difference is that here

8

ab 8 b
E(X X, = (EX{)(EX]) is true only for g(g,b) 3. Let us list the

results on degrees of random Boolean functions.

1. If p=1/2 then almost all f contain asymptotically (n)/z
vertices of degree i =1, ..., n-1. The minimum degree is O
or 1 and the maximum degree is n-1 or n. More precisely it
holds P(§=0) ~P(A=n) ~1 ~ 1/Ve and P(§=1) ~ P(A =n-1)
~1/Ve (cf. Theorem 2). '

The number of isolated vertices is Poisson aistributed with
expectation A= 1/2 (cf. /8/, Theorem 3). The same limit di-
stribution is easily obtained for the number of vertices with
degree n. But we are not able to show that P(§=0) = P(A =n)
end P(§ =1) = P(A =n-1) (compare the proof of Theorem 2, where
that is easily obtained by the consideration of complementary
graphs).
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2. Theorem 3 as well as Corollary 4 remain true for almost all
- 9

The summand log p has no influence to formle (16) and conse-
quently Theorem 3 follows. The corollary we have to prove in-
dependently of the concept of complementary graph. But it may
easily be derived making use of the summetry of the function
h(x) = 1+H(x) + x log p + (1~x)log q.

Assuming p< 1/2 we may apply the calculations from the proof of
Theorem 3 to h(1-a) = 1+H(a) +alog q + (1-a)log p (here q
plays the role of p): For

log n + 6

A= ¢+
q

q(l-cq)

2 log =————=
cqp

we have h(l-a) = 19&2%:—5 + 0((log n / n)z), i.e. h(x) takes
on this value for « = (1-cq)-(1o‘g n+ 6)/(210g(q(1-cq)/cqp))
= c;- (log n+ G)/(Zlog(qc;/(l-c;)p)).

3. Theorem 5 and Corollary 6 remain true for almost all f.

In (19) we have to add the term log p but nevertheless it holds
log EX; — -0 for 6>1. (20) is shown as (18) (again without
using the complementary graphs).

4. Let pn - @ . Then for almost all f asymptotically all
| £} (~p2n) vertices of f have a degree which is asymptotically
equal to pn (i.e. there are EI' 52 — 0 such that more than

[£] - £1p2n vertices g € f satisfy |v (f£)-pn|<g,pn) (cf. Theo-
rem 7).
Assuming a &f the random variable Vo is binomially distributed,

end thus Vv = pn and D2v = pgqn are the conditional expectat'ion
and variance, respectively. Now we define for a given £ > 0 the
random variable b(f) as the number of aef with |v(£)-v| 2 £V,

and similar to the above consideration we obtain
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"

T = 2% P(the fixed vertex & is in f and [v (£)-¥|2£¥)

p2" P(|v (£) -¥|2EV under the condition that gef)

bol D2v

£ p2 =
22 32

= pzn 2q . Arguing as above our assertion
£
pn
follows.

2. Domination number

A subset A of the vertex set V(G) of a graph G is called domi-
nating if all vertices of V(G)-A are adjacent with at least one
vertex of A. The domination number dom (G) is the minimum car-
dinality of a dominating set. The domination number may be in-
terpreted as a vertex covering number too: dom(G) is the mini-
mam number of stars in G covering-the vertex set or G. (Estima-
tes for the domination number of traditional random graphs are
contained in /10/.)

Let us begin again with random spanning subgraphs. After that
we formlate the corresponding results for random Boolean func-
tions. The domination numbers are denoted by dom’{(g) and dom(f),
respectively. We start with two trivial lower bounds. The bound

dom’(g) > 2%/ (A’ () +1) (23)
is evident since every vertex is dominated by itself. If there
are exactly r vertices g with v;(g)> j, then clearly

dom? (g) » 2_!1;1_‘1%_&5&.1_). (24)

To construct dominating sets of small cardinality we use a
greedy algorithm: In each step we choose such a vertex which
dominates the most of non-dominated vertices up to this step.
By the greedy'lemma of A. A. Saposhenko (cf. /6/, Lemma 1 or
/7/, Lemma 5) we obtain the following upper bound.

Then the prescribed greedy algorithm yields a dominating_set of
& containing no more than

Lemma 9: Assume that there are (1-€)2" vertices & with v;(g)aj.

ZT.n(ln j+1) +£2% + 1 (25)

vertices. > 29



Theorem 10: For the domination number dom’(g) of almost all g
the following estimates are satisfied:

(1) dom’(g) ~ 2% 1f p<<i/n,
(11) 2 log(1/p)/n £ dom’(g) < 2% 1n pn / pn
12 I/n<«<p < (1n n)3/n and
(ii1) 2%/pn £ dom’(g) £ 2 1n pn‘/. pn if p>>(1n n)/n.

From (1i1) we deduce for p < 1: dom’(g) £ 2% 1n n / pn and, in
particular, for p— 1: 2%/n < dom’(g) £ 2% In n / n.
Proof: If p<<1/n then the expectation of the number of edges

18 Elgi= 021 p = o(2"), i.e. by (1) asymptotically all 2°
vertices of g are iaolated almost surely, and (1) is clear.
The lower bound in (i1i) follows from (23) and Theorem 5.

The upper bound in (ii) and (ifi) follows from Lemma 9, since
assuming pn - 00 almost surely more than

q
(1_%)211 vertices g have a degree v;(g) ~ pn (cf. the proof

~ of Theorem 7).
Now let us show how the lower bound in (ii) can be improved for

p>>(1n n)3/n using (24) and (10). We may assume that q < 1
since for p — 1 the lower bound dom’(g) = 2%/n from (iii) is

trivial. Let Y.:l(g) = ; X,(g). By (13) we have EYJ = ? EX,
3
=22 ; b(i; n,p) and setting j = pn+xVpgn, x> and

x = o((pan)/®) it follows from (10) and (11) that

2
By, ~ 22 o7 /2//27'x. I£ p % 1 then by setting x =VZ 1o & we
obtain EYJ = 0(2%/n). Thus by (1) there are almost surely only
0(2%/n) vertices a with v;(g) 2 pn + V2(1n n)pqn and conse-

quently (24) yields

dom’(g) > _2__:_0@_&1_&1;;1 > 2n/pn.
pn +V2(1n n)pgn '
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If p—> 0 then (in accordance with A ~n/log(1/p) in this case=-
cf. (18)) we set x =2 1n(n/1log(1/p)), and with

EYJ = 0(2® 1og(1/p)/n) we obtain dom’(g) > 2%/pn again by (24).
But in order to ensure that '\/ln(n/log(.i/p)) =0 ((pqn)l/G) we

have to suppose that p >> (1n n)3/n. This completes the proof of
our theorem.

q.e.d.

0f course, if p — 1 not too fast (e.g. p41 - @(1n n)3/n) then
the upper bound in (ii) and (iii), respectively, may also be
derived from the theorem of large deviations: By (12) and (11)
there are almost surely only o(2"/pn) vertices & of degree
va(g) £ pn - V2 In(pn) pqun, and (24) yields the upper bound as
claimed. But for p—1 this upper bound is trivial by (25) and
d"(g)~n (¢f. Corollary 6).

Finally we formulate the corresponding results for random Boo-
lean functions.

Theorem 11: For the domination number dom(f) of almost all £ we
have the following estimates:

(1)  dom(f) ~ p2® if p <<1/m,
(11) p2® log (1/p)/n £ dom(2) £ 2° 1n(pn)/n
if i/n<<p £ (1n n)3/n and
(111) 2%/n £ dom(f) < 2® 1n(pn)/n if p>> (1n n)3/n.

The theorem can be proven as Theorem 9.
In particular, if p x 1 (111) implies 2%/n 4 dom(f) £ 2® 1n n/n
almost surely.
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08A40
Dietlinde Lau

Klassen quasilinearer Funktionen von P3

Unter quasilinearen Funktionen aus P3 versteht man n-stellige

Funktionen £ (n=1,2,...) der dreiwertigen Logik, die entweder
nur von einer Variablen wesentlich abhédngen oder fir die gewis-
se einstellige Funktionen fo, fl’ s buy fn aus P% mit

(XyyeeeyXy) = fo(fl(xl) + s+ fn(xn) mod 2)

existieren. Bezeichnet wird die Menge all dieser Funktionen
hier mit & . Gewisse Eigenschaften von & wurden bereits in meh-.
reren Arbeiten ermittelt. Drei Beispiele: In /1/ wies G. A.
Burle nach, daB £ eine submaximale Klasse von P3 ist.

I. A. Mal’cev zeigte in /7/, daB8 £ genau abziéhlbar unendlich
viele Teilklassen besitzt. In /2/ gaben er und J. Demetrovics
eine nicht weiter verfeinerbare endliche Kette von P3 zu einer
Teilklasse von &£ an, die nicht endlich erzeugt ist.

In der vorliegenden Arbeit sollen nun auf der Grundlage der in

/5/ ermittelten Unterhalbgruppen von (P%:x) samtliche Teilklas-
sen von X charakterisiert werden. Dazu iibernehmen wir aus /4/
die Bezeichnungen fiir die einstelligen Funktionen aus P3 und
aus /5/ die Beschreibungen der Unterhalbgruppen von (PI;x).

Nachfolgend nicht erléduterte Begriffe und Bezeichnungen entneh-
me man /8/, /3/ und /4/.

1. Einige Bezeichnungen

Wir vereinbaren, anstelle von + mod 2 nachfolgend nur + zu
schreiben. I bezeichne die Menge der linearen Booleschen Funk-~
tionen,und es sei

Lap = U{fnel'lfn g Ega{a,b}}, {a, 0} cE,.

n21
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Mit pr,, wird nachfolgend die durch
prabfn = Fltes VX ¢ {a,b}": s(f(xl.--,xn)') =F(g(xq),..,8(x,))

definierte homomorphe Abbildung von ‘t'ab auf L (GPz) bezeich-
net, wobei g(2) = (), e, und P ¢ L ist.

Mit Hilfe der bekannten Teilklassen von L aus /3/ lassen sich
durch pr;% A := {f &-xab)prgbf € A}, A = [A] € L, Teilklassen

von xab beschreiben.

bcb)'

Weiter sei Z_, die Bezeichnung fiir die Menge Pol3(b c &

{a,b,c} = E,.
Die Abbildungen @, ¢ £ "’le(f(si(xl)""’si(xn) ) sind fir

i=1,2,...,6 offenbar Automorphismen auf &£, mit deren Hilfe
(wie schon in /5/) isomorphe Teilklasssen von £ beschreibbar
sind., Offensichtlich ist jede Teilklasse A von £ in der Form

A= (Andy) vAndy) U(Andy,) v (anlsh
darstellbar. Deshaelb werden in Abschnitt 2 zuniichst die Teil-
klassen von £01 und dann in Abschnitt 3 die nicht in xol odexr
£, enthaltenen Teilklassen von &£y U &£, bestimmt, mit deren

Hilfe abschlieBSend in Abschnitt 4 leicht die restlichen Teil-
klassen von & charskterisiert werden kdnnen.

2. Teilklassen von 8601

Aus der Definition von 3601 und den Beziehungen
jo=1+31+321 J3=1+321‘j4=1+31; 35=31+32f°18t
ynmittelbar

3 = \J{m,m , §
Lemma 1: &£y gi{f € P3l Hao"'._"al’ by,.ee,by € Byt

n
2(X) = a, + ;(aiji(xi) + bij2(xi))}.l:l
Mit Hilfe dieses Lemmas ist leicht einzusehen, daf die Identi-~
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titen

n
prai A= nks\-jl {fn ee‘Coll £(X) = 8, + g(aidl(xi) + bijz(xi))
‘ -
A (pr01£)(§r) =a, + g 8,¥4 € A} und

n
pros A n 2y, = U eyl 1@ =ao+;(ai(jl(xi)+c;12(xi))),

n
/\(proit)(i'r) =8 + ; 8yyy € A}

gelten, wobei c aus E2 ist und A eine abgeschlossene Tellmenge

von L bezeichnet. Ebenfalls Teilklateaen von Xol sind die Men-
gen
n
By, := zh{ {fn ex01| 35’1"""% € By: £(X) = c+ ;s a;35(x4)
A (hdchstens r der a; 8ind gleich 1)},
refw, 1,2, ...} und
Br i= By, UBgpy T € {oo, 1, 2, ...}
Die Mengen Bcoo und Bmhaben offensichtlich keine Basen, sind

also insbesondere nicht endlich erzeugbar.

Lemma 2: Sei A eine Teilklasse von ofol, die eine Funktion
i(xl) + Jp(xy), 1 € {31.35}, enthilt. Dann gilt A =pr6%(pr01 4)
und A = [A’ U {3g(xp) + 32(x2)}] flir jedes A’ mit A’ € A und

[proy A’] = proq A.
Beweis: Offensichtlich ist A € pra%(prol A).
n
Sei 7 ¢ prai'(proi A) und £(X) = a, + ;, (ai;jl(xi) +bijz(xi)).
Es so0ll gezeigt werden, daB f zu A gehdrt. Wegen prolf eprolA
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gibt es in A eine Funktion £’ mit

n
.f’(%) =a, + ; (aijl(xi) + bijz(xi)). Eine Superposition iiber

1(x1) + 32(x2) ist sicher die Funktion

. |
Ak xgeeeeiBy) = LE) + 2 (0O Ip(xp)-

Folglich gilt £(X) = q(£°(%X), X{,...,X;) € A und somit
A= pra%(prol L).
Da £’ € [A’] fir jedes A* mit [pryy A’] = Pryy A gilt, folgt

aus dem oben Gezeigten auch die Beziehung
=[ar v {dq(xg) + dalxx)}l.D

Lemma 3: Sei A eine Teilklasse von £; und pryya ¢ [l).

Dann ist A entweder die Menge prol(prolA), 20 N pra%(prolA)

oder Z,q N prol(prolA).

n

Beweis: Fiir £(X) = &  + ;= (2;31(x3) + b33 (x;)) bezeichne
Ch(f) die Menge {(ai,bi)|i=1,2,...,n}. Fiir A lassen sich fol-
gende drei Fidlle unterscheiden:

Fall 1: Es existiert ein a € E,, so de8 fiir jedes f ¢ A stets
cn(f) € {(1,a),(0,0)} gilt.

: 0
In diesem Fall bewshrt f € A die Relation (| % 5),und A ist

offenbdr gleich pra%(prol A) n Zoge

Fall 2: A enthdlt eine Funktion f mit (0,1) € Ch(f).

Es seji o0.B.d.A. (aq,by) = (0,1). Dann gilt

f,(xl’xz) = f(xlyxzyt-tyxz) = Bo + Jz(xl) + I‘(Xz), wobei
r e {cg,igsdpsdg) 18t. Wenn r zu {i1»35} eendrt, haben wir
fv(xl,f’(xzixz)) = Jplxq) + 1(xy) € 4, i ¢ {jl,js}, womit
Lemme 3 aus Lemma 2 folgt. Gilt refcy,j,}, S0 erhalten wir
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" (x) := £ (x,f’(x,x)) 6{32,33}. Da pryq A keine Teilmenge von

ELI] ist, gehdrt nach /3/ oder /6/ zu A ein Urbild h der Funk-
tion H(¥) := ¥q + ¥p + y3. Folglich ist

hixq,f"(x,), £"(£"(x,))) = i(xg) + ju(xy), ie{jl,j5}. eine

Punktion eus A. Also folgt auch fiir r €{cqsdp} Lemma 3 aus
Lemma 2.

Fall 3: A enthdlt eine Funktion f mit {(1,0),(1,1)}'§ Ch(f).
Es sei o0.B.d.A. (al’bl) = (1,0) und (a2,b2) = (1,1). Dann er-

£ii11t die Funktion f(xl,xl,xz,...,xe) die Bedingung von

Fall 2. 3

Satz 1: Sei A eine Teilklasse von X£,q, die keine Teilmenge von
1

[;col] v B ist. Dann gilt

Ae {PTZ&(PI‘M A)y Zyg n Pra%(m‘m A)s Zpgn prcﬁ(Prm w}.

Beweis: Wenn A keine Teilmenge von Lr%l] V] Ba)ist, so gibt es
in A eine Punktion f mit nichtkonstanter Projektion prolf,

die von mindestens zwei Variablen wesentlich abhidngt.

n
Es sei o0.B.d.A. £(X) = e, + é (8531(x;) + biy(x)) € A, wo-

bel a4 = 1 und (a2,b2) £ (0,0) ist. Folgende zwei Fdlle sind
moglich:
Fall 1: (32'b2) = (0,1).

Durch Identifizieren der Variablen Xy eees Xy erhdlt man aus f

die Punktion f’(xl,xz,x3) =a, + jl(xl) + bljz(xl) + 32(x2)
+ p(x3) nmit p e {00’31’32’35}' Dann gilt
22027 (xg,3xp,%p)»xy5%p) = 2(xg) + Jp(xp)s 1e{dy,d5)-

Nach Lemma 2 ist folglich A = prai(prOI 4).

Fall 2: = 1.

a
2
In diesem Fall ist prolA ¢ [LIJ, und die Behauptung des Satzes
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Satz 2: Die Teilklassen # 0 von [L(I)i]uBm sind
Hco}], [{cl}]’ [lGO’ci}]' [Ji]’ [Ja]“Br’ [Jb]”Bor u 315,
[Jc] 7] BOr’ [Jd] v Blr’ wobei {r,8} c 100,2,3,...3,
1 €141, a €{27,33,36,38,39,40,41}, b e {27,33,36,40},
c € {4,13,16,18,23,27,28,30,33.34.35,40} und
d e {7,14,19,21,24,27.29,31,33,35,36,40} gilt.
Beweis: Die Aussagen des Satzes erhiilt man leicht anhand der
L
Eigenschaften der Funktionen eus [.E(ln] v B, und der in /5/ an-

gegebenen Unterhalbgruppen von (P%:n). jw}

Lemma 4: Sei A eine Teilklasse von Loy und proga £ ol
Dann existiert in A eine Funktion h(xl,xz,x3) & 1(x1) + 1(xy)
+ Lxy)s & € {3035}, und es g11% & = [ATuin}].

Beweis: Nach /3/ oder /6/ hﬁbeq wir prgA =[(pr01A)1 v {progh}l-
Ist also A = 25, N pra%_(prolﬁ.), a € E,, so gilt offensichtlich
Lemma 4. Fr A = pra%(prolA) gehdrt J4(x{) + J,(x,) zu A. Nach
Lemma 2 und dem oben Bemerkten gilt A = [Ai U{h'jl(x1)+32(x2)ﬂv
wobei h ein Urbild der Funktion H(¥) = Y{ + ¥p + ¥y in A be-
zeichnet. Wegen {Jy,Jg} € A konnen wir n(x) = 31(xg) + 34(xp)

+ J1(x4) annehmen, und es gilt h(xq,X,,35(x5)) = Jq(xq) + §p(xy)
€ [Alu{h}}, d. h., es ist A = [alu{n}]im Fall & = prai(proim,
Da es nach Satz [ keine weiteren als die von uns betrachteten

Moglichkeiten fiir A gibt, gilt Lemma 4. O

Satz 3: Fir eine Teilklasse A von 201 ist

s

2, falls A ¢ [J‘.’%l] qu A(C nAl # onr()iA c [LI])'

3, falls projh ¢ [LilAgnAl =P,
ord A =
t, talls A € (el 1uB_aan(B\ 1] £ p

ACYr 2t an(B A= p) g
ggrd A bezeichnet die Ordnung der Klassé A.) ) = p) gilt.



-

Beweis: Folgende Fdlle sind nach Satz 1 fiir eine Teilklasse
A von 4301 mbglich:

Fall 1: A = ZZanprS%(proiA), acE,.

In diesem Fall ist ord A = ord PryoyA. Die Behauptungen des Sat-
zes kenn man also der Arbeit /3/ entnehmen.

Fall 2: A = pra%(prolA) und A £ ["g(l)l] UB, .

Nach Lemma 4 und 2 gilt in diesem Fall
€3 fUr proA £ [z,

ord proqA € ord A
01 {- 2 tur proga (2]

Bekanntlich haben nur die Teilklassen von L, die keine Konstan-

ten enthalten und nicht Teilmengen von rzl] sind, die Ordmung 3.

Gehdrt eine Konstante zu prolA, so ist die Punktion h aus Lemma

4 offensichtlich eine Superposition iiber zweistellige Punktio-

nen aus A. Also gelten im Fall 2 die Aussagen des Satzes.

Fall 3: 4 €[25;]uB,,

Die Ordnung von A ergibt sich in diesem Fall aus Satz 2 und der
1

Beztehung [£3:TuB, G [¥5;1uB 1, 2 €1 ¢ 0.0

Als unmittelbare Folgerung aus Satz 3 erh#ilt man den

Satz 4: Die einzigen nicht endlich erzeugbaren Teilklassen ven
£ 8ind

[9alvBoy [Ip]vBog s [Fe]VBi s [Ja]uBog u Byg und
r

[Jd]UBImU Bygs Wobei

s € {27,33,36,38,39,40,41}, b < {4,13,16,18,23,27,28,30,33,34,
36,40}, ¢ € {7,14,19,21,24,27,29,31,33,35,36,40},
d €{27,33,36,40} und 2 £ r,s € o0 gilt. O
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3. Teilklassen von ‘1’,01 u &‘,’02, die keine Teilklassen von 0801
oder ofoz gind

Ziel dieses Abschnittes 1st ein notwendiges und hinreichendes
Kriterium, mit dem man die Abgeschlossenheit einer Menge
Aqua, (Ag €515 Ay € «,) entscheiden kann.

Bezeichne A®A’ die Menge {f®g| fe€AAgeA’]. Offensichtlich
gilt dann folgendes

Lemma 5: Seien Ay und A, Teilklassen von £ mit Aq € &gy und
und 4, € "802‘ Dann ist Ay v A, genau damn abgeschlossen, wenn
, c

Lemma 6: Seien Ay und A, Teilklassen von L, Aq € ,,z”ol,
Ay € ooy (A UA,)" eine Unterhalbgruppe von (P%;z) und
{i,3} = {1,21.

Dann gilt:

(a) a] € [cgreqdqdgl =Ry =A, € 4y,
() AL € {egiepupugl =2, 540 € 4y,
(¢) prosh; # [l =>A;®Ay € 4y,

1 . o 1
[=

(d) prggAy L ]Agl(xl) + Jo(x) €hqnn; € {°0’°2’“2’u3}
=§A1 RAE < A.lo

Beweis: (a) Nach Abschnitt 2 und den Voreussetzungen iiber Aq

ist Aq eige Tei}klasse von Z,, /\4‘6’01 = [{cl,jl(x1)+jl(x2)}:[.

Wegen 31(2) gilt folglich AI A, = Al.

(b) A2 ist laut Voraussetzung und Abschnitt 2 eine Teilmenge

von ‘3’2(22()“”801)' Wegen u2(§),) = (8) folgt hieraus Ay ®Aq €A,

. 1
(c) Es sel o.B.d.A. ProjAy € [1*]. Dann ist wegen Lemma 4

1 ; :
Ag = [a7u{n}], wobei h ein beliebig wahlbares Urbild der Funk-
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tion H(F) = ¥g + Jp + y3 aus A4 bezeichnet. Angenommen, es gilt
Ag=A, £ Ay. Dann ist A} := [Aqu(Ag=Ay)] eine abgeschlossene

Menge mit A§ 7 Ay und 4§ = [(Ai)1 uih}]. Folglich gilt

apl 2 al, a n., es givt etne Punktion gea; und gewisse

Funktionen py, ..., p, &us (Alqu)1 mit

g’ (x) := glpy(x),pp(x),...,p,(x)) é A%. Piir die Funktion g gilt
jedoch auch g(X) = go(gl(xl),gz(xz),....gn(xn)) fir bestimmte
Funktionen g, c[{h}] und 811 ceos gneA}.. Damit erhalten wir
8’ = g,(8y * P{,8, % Pys.-.,8; % p,). Laut Vorasussetzung ist
aber g, = pie(Alu A2)1, i=1, 2, ..., n, sowie A; abgeschlos-
sen. Also gehdrt g’ zu Al im Widerspruch zur Annahme.

(d) Sei Pro(Ay & [Li]. Jl(xl) + Jo(x,) €44 und

A% <€ {°0'°2’u2’u3}' Nach Abschnitt 2 ist dann

Ay = (A0 {31(xp+3p0xp)} ] una
Ay € Pp(2pg n&yq) = [{epsuplxy)tuy(xp)j] mit

Xy xX+7¥
00 0]
02 2 .
20 2
22 0.

Da ;jl(g) = (8), Jpla + uy(xy) + up(xy) + oee + up(xp))
= :]2(3) + jz(xl) * pa & jz(xm) gilt und (AIUA2)1 bez. =
abgeschlossen ist, folgt Al EA, < AI. [}
Satz 5: Seien Ay und A, Teilklassen von P Aq £ a‘fol,
1 1
Ay € £ops Ay E[25q] 0By, Ax # Pp([LG1] UB,) und

Ai < {co,cl,jl,;u} oder A% € [cgrCrUprus}-
41



Dann ist Ayu A, genau dann abgeschlossen, wenn (Alu A2)1 eine
Unterhalbgruppe von (P%; =) 1ist.

Beweis: Ist AqUA, abgeschlossen, so muB “1”*2)1 of.fengicht..
lich eine Unterlialbgmppe von (P;‘; %) sein. o4

Sei jetzt (AluAZ)1 eine bez. m abgeaschlossene Menge. Folgende
drei Fille sind zu untersuchen:

Fall 1: (AIUAZ)I & ,{coycit°2'319j4vu2’u3}o
Nach Lemma 6(a,b) und Lemma 5 ist in diesem Fall Aqv A, abge-
schlossen. -

Fell 2: Ai £ {cpicyrdgrdy) und A% € {c0s020up,u,}.

Nech Lemma 6(b) gllt A, %Aq S A,. Da Ay keine Teilmenge von
[x%l] uB,, ist, haben wir pro; Ay & [1!] oder Proy Ay € [1l]
und 34(xq) + 3,(x,) €Ag. Mit Hilfe von Lemma 6(c,d) folgt hier-
aus AqmA, € Aq. Wegen Lemme 5 ist also Aqu A, abgeschlossen.

Fall 3: Ai & {c9Cysdgsd,) und A% £ {corc2rupsus3.
Wegen @ ({cy,cqsdy0d4)) = {cgsCasupsu,) 8ind dle den Bedingun-
gen von Fall 3 geniigenden Klassen A4 una A, isomorph zu sol-

chen, die die Bedingungen von Fall 2 erfiillen. Also gllt Satz 5
auch im Fall 3.0

Satz 6: Seien A4 und Aé Teilklassen von £, 1;;1 < £04
- ’
: 1 1 .
Ap € Xopy AgUAp ¢[""‘ 1 Ay £ {00,01:31:34} und
1
A3 £ {co-cpsupsu3}. Denn ist Ay UA, genau dann abgeschlossen,

1
wenn pryojAg ¢ (7], PTozkz £ [11] gilt und (Alqu)l bez., = ab-
geschlossen ist. ‘
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Beweis: Ist prg,Ay £ [1l] tur 1 = 1, 2 und (A1u12)1 eine Un-
terhalbgruppe von (P%; =), 80 folgt aus Lemma 6(c¢) und 5, das
Alu A2 abgeachlossen 1ist.

Sel Ay UA, eine Teilklasse von £,

Da leut Voraussetzung Ai £ {egsCyrdgsd,) und A% £ {egrCaeup,u5]

gilt, gibt es in A] eine Punktion p mit p(D € (§ 1) und 1n 4]

eine Funktion q mit q(g)e(g g). Weil Ayu A, abgeschlossen ist,
gilt px4a, € Ag und gm=ay £ Ay. Offensichtlich ergibt sich

hieraus und sus der Vorsussetzung Aqu A, # [£1], des A £ Lel]

und A, & [at'l] ist. Angenommen, es gelte prgqAy € [Ll]. Dann ge-
hért zu Ay nach Abschnitt 2 eine Funktion t(xl,xz) = g(xl)
+ 32(1:2), geA%. Also gehdrt auch die Funktion

tr(xg,xp) := Hxpalxg))  fUr g efdognd1ndgeds)s
7 tla(xg),a(xy)) fir g e{dnids)

zZu Aq, wobei aber offensichtlich pryt’ & [L1] ist im Wider-
spruch zur Annehme. Polglich gilt pryzAg ¢ (i1, Analog zeigt
; 1 )

man pro.A, £ [L7].0

Zur vollsténdigen Charakterisierung sémtlicher Tellklassen von
-‘6’01 U &aos die nicht in xOl' ;4_’02 oder [,,)!1] enthalten sind,
fehlen uns nach Satz 5 und 6 nur noch die Teilklassen von

1 1

[£51] U By U ga(zygndyg) und die von @,([Lgg]uBy)

(] (220“‘[01)' Da diese noch zu untersuchenden Mengen unterein-
ander isomorph sind, geniigt es, nur die Teiiklassen einer der
genannten Mengen zu bestimmen. Dies geschieht in Satz 7.

Satz 7: Die nicht in [nZIJ, a,’oi oder .2’02 enthaltenen Teilklas~
sen von [ JUB U P,(Zyn N Ly) 8ind AUA’, wobel

43



A e{[{co,cl}] . [TaluBgo [Tpllec {27,33,36,38,39,40,41},

b e3,12,25)} und A’ € { Pp(Zp0n€or)> P [{3g(x+31(x2 D)
gilt, :
[9.1uBy o P [{3g(x)+ig(x)}1)s © €{4,13,16,18,23,28,30,34},

[74]1VByp vV ?2([{jl(x1)+;ji(x2)}]), a e{14‘,245, sowie

[A11vBp

(3410 Boz v [{%0r¥2} 1

[9¢1vByr u[{cgsuztls

[Jg] uB UBB,r—l uAs],

['_Jg] v BOr UBIS ] [{°O’u2§] , wobel

e eL4,13,16,1s,23,27,28,30,33,34,36.40},

t e§_7,14,19,21.24,27.29,31.33.35.36,40},

g €{27,33,36,40}, 2 € 71,8 %0, {«,8} = E, gilt, Ay eine Un-

terhalbgruppe von JVUsg, (aq4\ {egl) nlizs # 0, die {30035} ent-

nalt sowie A, € {[{ea}] s [{egscarup}l} 1st.
Beweia: Der Satz folgt aus /5/ und 2, O

4. Die restlichen Peilklassen von o

offensichtlich folgt eaus Lemma 5 das folgende

Lemma 7: Seien Ay Ay und A, Teilklassen von £ mit Aq € £o1s
A, E & 5o und Ag € &£q,. Dann ist A{UAyUA, genau dann abge-
schlossen, wenn Aqu Ag, AquA, und A, U A abgeschlossene liengen
8ind und (AlquuA3) eine Halbgruppe ist. O3

Da die Mengen £5q VU <£gos £o1 V¥yps Loy U £y, untereinender
isomorph sind, hat man durch Lemma 7 und die Abschnitte 2 und 3
eine vollsténdige Beschreibung der Teilklassen von

£ 5q v ‘902 Uo‘tlz. Uber die jetzt noch fehlenden Teillklassen von

£ sagt der folgende Satz etwas eus.
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Satz 8: Die Teilklassen von &£, die keine Teilmengen von [£1]
8ind und die mindestens eine Permtation enthalten, sind
Ayq u[{_sl}] (A1 Teilklasse von 0801 u g U°f12)'

Ayu[{syg,8,}] (1€{2,3,6], A, Teilklasse von Log Y Loy V& 12

mit

By®A, € A,, A% u{_sl,si; Unterhalbgruppe von (P%; z)),

Loy ULog uLypu[isg,84,853] und L.

Beweis: Der Satz folgt aus /5/ und den Eigenschaften der Funk-
tionen aus &£. O
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Pajaur Aspmexesmd Poserdesnn

0 9mcJe YacTHYRHX ynopAnodeHmR Ha 6-MHOXecTBe

Ha30BéM MHOZECTBO M3 N 3JIEMEHTOB n-MHORECTBOM (neg N) . byunem
pasamdaTh WECJAO H*¥(n) HeE3OMODEHHX YACTHIHHX HDOPAMKOB HA n-
MHOXECTBe (RIE 9ACJO Hem3oMOpfHHX IMArpamM Xacce Ha n—MHOXECT-
Be) E YHCJO H(n) BCeX YACTHYHHX MOPAMROB HA n-MHOXECTBe, NOJy-
9YeHHHX H3 H¥(n) DepeEMEeHOBAHMEM BepIEH XEarpamM Xacce. Ecum
Z(n) (2%(n)) 9HCIO COOTBETCTBYDNMX CBA3HHX IEArpams Xacce,

a K(p) (K¥(n))-94CJ0 COOTBETCTBYNUEX HECBA3HHX IEArpamM, TO,
O04eBHUIHO

H(n) = Z(n) + K(n), H*¥(n) = Z¥(n) + K*(n).

InA 16§né€6 H(n) B H*(n) m3pecTHH /1/. M3BECTHO TaRRe

H(7) = 6129859 (1ibid), Ge3 oCocHoBaHmR., OCOCHOBAHUA He CHJIA
Ony6nEROBaHH. [O3TOMy noABieHue padoTH /2/, Tle ReTATbHO OOX-
cumraHo Z(n) MIA 1€n €6 OWIO Lienecoo6pasHuM. Kak yka’saHo

B /2/, ompelleJeHEE K(n) 0O E3BECTHMM 2Z(1), i< n, He Opel-
cTamIAeT TpyIHocTeR. OXHAKO B /2/ CGHIE LNONYmMEHH OMECKH, 9TO
OpEBeN0 K HeBEDHOMy 3HAYEHED Z(6), & DOTOMy E H(6). Paccmo-
TDEM OO3TOMy eme pa3 ONMH BO3MOEHHE HDOAXON K oOpelejNeHud Z(6).
JImerparvs Xacce He CONEep¥AT TPEYrOJbHUKOB. HO mo usBecTHO#t Teo-
peme Typana /3/Haméoibmee w@cao pédep B rpafe ¢ n BepuMHamu Gea
TPEYTOJbHEKOB OymeT [n2/4]. 9TO OQ3BOJAET 1T 6-MHORKECTBA He
paccmaTpuBaTh Ipadu ¢ IuciaoM pédep doibme 9. HO rpaoB ¢ 4mCJIOM
pEdep He Cojbme 9 HA 6-MHORecTBe MMeeTcs Bcero 38 /3/, m3 HEX
CBA3HHX 19. HEre Opusenenn 5TE rpafu. [lon KamRmuM rpajoM ykasaHo
wncno HeuaomopfHHX maarpamm Xacce, COOTBETCTBYNMEX IAaHHOMy rpa-
fy. Cymma Bcex aTUX 3Izcex HaeT Z2¥(e) = 238,

e T N I L S oS

16 16 20 & 9 24 7 20
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S S D S

12 20 15 13 6 14 13 12
& O B ,,
6 6 3.

Jlanpme HaNo DACCMOTDETh BCe 'Z¥(6) IMArpaMM H IOX Kaxuo# yra-
3aTh YHCJO BCeX YACTHYHHX MODPANKOB, KOTOpDHE COOTBETCTBYDT IAaH-

Ho% nHarpamme. (Hanpmuep. 18 rpafa <> nomydaeM Tak@e NHEa-

RN O B VA S A

61 61
= 61 6! -

i 360 720 720 360 360 360 120

970 u OHio PaKTHEYECKE CHeJaHO B padoTe /2/ , HO IAR HEATDAMMH

/W (em. /27, cTp.59 , mOcIemHaA CTPOKA, UETBEPTAA Kap-
360

TEHKA) OHJO OMAGOYHO YK&SAHO UHCKO 180, & TaK@e IUATDAMMEH

MK X M A QK F == B
720 720‘ 720 360 360 180 180 360 360
Ounz omymeHH BoBce. C yuéToMm HcenpableHull wHeJIO 2Z(6), HAHHOE
B/2/, YBENMIATCA Ha (360 - 180) + 720-3 + 360-4 + 180.2 & OygmeT
paBHO 101642, a H(6) = 130023, 4YTO COOTBETCTByeT /1/. VsMeRHTCA
COOTBETCTBEHHO U YHUCIAO 38MKHYTHX MAKCHMAJLHHX KJACCOB a-aﬂaqnol
JIOTMKE, yK&83aHHOe B /2/. MrorosaA radimnma OIAA 1€ n€ 6 OYyNeT Ta-
Kas
7
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, | Fpadu des L 2%(n) [k*(n) [H*(m)|| Z(n) [K(n) H(m)
BCEro [CBA3HHE

1|l 2 0 1{ o 1 1 0 1

2| 2 1 1| 2 2 1

3| 3 1 3| 2 5 12 7 19

4l 7 3 10| 6 16 146| 73| 219

sl 1a 6 44 | 19 63 | 3060| 1171| 4231

6| 38 19 238 | 80 | 318 ||101642 |28381|130023
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62K10
Hans-Dietrich O. F. Gronau

Irina Rentner

On the decomposition of the set of all k-element subsets of
a v-element set into indecomposable t-(v,k,A) designs

1. Introduction

D. Mesner (A. Rosa /11/) asked the following question:
In which ways the set of all k-element subsets of a v-element
set can be decomposed into indecomposable t-(v,k,A) designs?
This is a generalization of older problems:
What is the maximum number of pairwise disjoint Steiner triple
systems? For which v the set of all triples of a v-element set
can be decomposed into Steiner triple systems? Investig;tions
in this direction go back to the beginning of the study of
designs. In 1973 Teirlinck /13/ and others conjectured that for
v29 (v=1, 3 md 6) the set of all triples can be partitio-
ned into Steiner triples systems. L. Teirlinck /13/ was the
first to establish that the conjecture is true for infinitely
many values of v. Denniston, Schreiber and Wilson gave other
constructions of such decompositions. For an excellent survey
on results on this topic we refer to A. Rosa /10/. A further
progress in proving the conjecture is due to Lu Jia-Xi /8/. He
established that the conjecture is true for v = pn + 2, where
p is a prime number and n is a positive integer such that
P =7 mod 8 or p 6{5,17,19,29} and (p,n) £ (5,1). Mesner’s
problem is more general since he askes for all decompositions
into indecomposable designs, i. e. designs which cannot be de-
composed further. In general a solution is hopeless since only
in few cases a complete survey on indecomposable designs of
given parameters is known, see Gronau /1/.
In this paper we survey results on such decompositions. Our own
most important results are that on 2-(8,4,A) designs. Also we
give proofs for the 2-(7,3,A) designs, but these are easily
obtained and probably known by others.
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2, Definitions and results

First we describe the problem more precisely. A t-(v,k,A)
degign is a system of k-element subsets (called blocks) of a
v-element set X such that every t-element subset of K occurs
exactly A times in the blocks. A t-(v,k,A) design B is called
indecomposable (or elementary) if and only if there is no sub-
system B’ of B which 18 a t-(v,k,’) deaign with o <X’ < A.
Let B¥(v,k) denote the set of all k~element subsets of K.

It is wellknown that the existence of a t=(v,k,A) design im-
plies that

-1 k-1
AGID 1 GO , (1

is an integer for every 1 = 0,1,...,t-1.

Let A, denote the smallest possible A according to (1) for
tixed v,k, and t. Then for every t-(v,k,A) design we have

A& o mod 710. Obviously, Steiner systems (1=1) and more gene-
rally t-(v,k,).o) designs are indecomposable. Note that B¥(v,k)

is a t—(v,k,(lz::)) design. Every decomposition of B¥(v,k) into

t-(v,k,A) designs S, can be characterized by the distribution

of the A’s. More precisely, we associate to a decomposition
B¥(v,k) = Sqv 82 VeeauS,,

where S, 1s an indecomposable t=(v,k,Ay) design (1=1,2,...,r),

the partition Ag + Ay + ... + 2. of (J7%). Note 2, = o mod 2.

In the following table we 1list all partitions
7‘1"'7‘2*"'*7‘1'

of (;::) Witb 7\1 > 1 and hi = o mod }\o (i=1,2,...,r) for small

parameters v,k,t according to 2£t <k é% (other cases cen be
reduced to these ones) and survey the results on the existence
of corresponding decompositions of B*(v,,k) into indecomposable
t-(v,k,2;) designs.

Remark: The number of nonisoporphic 2-(9,3,3) designs is not
clear. Harnau /6/ has 329 and Ivanov /7/ (by Computer) has
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v=t

vkt lb (k-t) Partitions Existence Reference

632 2 4 4 No

4 242 Yes

732 1 5 5 No

‘ 4+1 No

3+2 No
3+1+1 Yea Section 3
2+2+1 No
2+1+1+1 No
1+141+1+1 No

832 6 6 6 Yes

842 3 15 1 No
1243 No
9+6 No
9+3+3 Yes Section 4
6+6+3 Yes
64343+3 Yes
3+3+3+3+3 Yes

843 1 5 5 No Consequence of the
4+1 No results on
3+2 No 2-(7,3,2) designs
34141 Yes (unique extensions

P 2+2+1 No of the 2-(7,3,2)

2+1+1+1 No designe), see e. g.
T+1+1+14+1 Yo Gronsu /3/

932 1 17 7 No
6+1 No
5+2 No
5+1+1 No Harnau /6/
443 No (?)
4+42+1 No (?)
4+1+1+1 No (?)
3+43+1 Yes
3+242 Yes
3+§+i+% " Yes
3+1+14+1+ Yes
2+42+2+1 Yes Rosa /12/
242+1+1+1 Yes
2+1+1+14+3141 Yes
14+14714+143414+1 Yes

1032 2 8 8 No
6+2 ?
4+4 Yes
44242 Yes } Rosa /12/
2+2+42+2 Yes

Table
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330 designs. Harnau proved that the corresponding 329 2-(9,3,4)
designs - complements of the 2-(9,3,3) designs with respect to
B¥(9,3) - are all indecomposable. Is the one missing design de-
composable? The proof of nonexistence of decompositions into
indecomposable designs containing 2-(9,3,4) designs is there-~

' fore not complete; which is marked in the table by (?).

3. Decompositions with v =7, k = 3, t = 2

In Rasch /9/ and Gronau /2/ it is shown that the only indecom-
rosable 2~-(7,3,7A) designs without repeated blocks have A = 1
or 3. In both cases there is exactly one of such designs (up to
isomorphism). Hence, any decomposition mst have at least two
disjoint 2-(7,3,1) designs, which form obviously a 2-(7,3,2)
design. Furthermore, in /2/ it is proved that any two 2-(7,3,2)
designs without repeated blocks are isomorphic and its comple-
mént with respeet to B¥(7,3) is isomorphic to the mentioned
2-(7,3,3) design. Here is the only decomposition:

(34)(576)T4 v (36)(47)T4 U Ty,
where

1112233 111111111222222333345
Ty = | 2464545 and T, = | 222334446334455445656 | .
3576776 357565677466T6T57TT67

4. Decompositionsawith v =8, k = 4, t = 2

We know by Gronau /4/ %that there is no indecomposable
2-(8,4,12) and 2~(8,4,15) design. In Gronau, Reimer /5/ all in-
decomposable 2-(8,4,)) designs with A = 6 and 9 are determined.
It turned out that there is only one indecomposable 2-(8,4,9)
design and its complement is decomposable, i. e. 9+ 6 has no
decomposition. Surprisingly, the only indecomposable 2-(8,4,9)
design is the only 3-(8,4,3) design. For the remainihg parti-
tions we give examples of decompositions:

9+3+3: (4567)By v (476)B1 v G,
6+6+3: (354)(687)B4 v (12)(36)(587)C3 U Cy,
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6+3+3+3: (587)34 v (12645387)B, v (17258364)33u Cyge
3+3+3+3+3: (345687)B4 v} (365847)34 u (127)(36)B,
U (15723468)B, U (37)(58)B,.

Here the B’s and C’s denote designs from /4/ end /5/,
respectively, namely .

11111112222335 11111112222333
B, = 22233443344446 B 22234453445445
1 7 | 35756565656577 |* 3 33675676576566 |°

46878878778688 45886787788887

11111112222333
B, - [ 2223445344515
4 = | 33665777566566 |°

45786888788877

Cu = 2222223333344433333455444566
1 3445675556755644566567567677
'\ 4676786788878858778888678788

1111111111111122222222333445)

1111111111111122222222333445j>

C. = 2222223333344533333444456556
3 3455674445667644557566567677
6567885788788767788878688788

1111111111111122222222333444
s 2222223333344533333455456556

16 3446674455756644455567667677 |°
6587885778867867868778878888

111111111111111111111222222222222333333445

c = 222222222333333444456333333444456444455556
333445557445566556767445567556667566767677 |°
468676788577878688878586778787888678888788

The indecomposability of these designs is proved in /4/ and /5/.
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Partialbruchzerlegung im Reellen mittels Polynomkongruenzen

Die Grenzwertmethode ist. ein einfaches Mittel zur Partialbruch-
zerlegung einer echt gebrochenen rationalen Funktion

f(x) = Z(x)/N(x), wenn der Nenner N(x) von f(x) nur lineare
Paktoren enthdlt. Im folgenden s0ll eine Erginzung dieser Me-
thode fiur den Fall beschrieben werden, da8 auch quadratische
Faktoren auftreten. Dadurch wird es mbglich, die Partialbruch-
zerlegung von f£(x) mit O(nz) ausschlieBlich reellen Operatio-
nen durchzufiihren, wo n der Nennergfad von £(x) ist. Wir be-
merken, daB der Aufwand zur Zerlegung des Nenners in lineare
und quadratische Faktoren auch etwa quadratisch mit n widchst.

1. Die Grenzwertmethode

Bei der Anwenhung der Grenzwertmethode wird vorausgesetzt, da8
a eine r-fache Nullstelle von N(x) ist. Dann gilt bekenntlich
die Darstellung (vgl. etwa /1/, S. 26 und /3/, S. 31)

£(x) = 2(x) . __A_ £,(x), (1

N(x) (x-a)F
worin A eine Konstante und fl(x) = U(x)(x~a)/N(x) wieder eine
echt gebrochene rationale Funktion mit kleinerem Nennergrad ist.
Durch erneute Anwendung von (1) auf rl(x) usw. gelangt man
Schritt fir Schritt zur Partialbruchzerlegung von f(x). Die
Konstante A kenn sehr einfach bestimmt werden, indem man (1)
mit (x-a)¥ miltipliziert und anschlieBend x = a setzt. Die
Funktion fl(x) ergibt sich dann durch Subtraktion und Kilrzen
(vgl. etwa /3/, S. 36 und /4/). Zur praktischen Durchfithrung
der Grenzwertmethode kann man vorteilhaft das Hormer-Schema
nutzen, das ja die Zerlegung P(x) = Q(x)(x-a) + P(a) liefert
(vgl. etwa /2/, S. 104).

Beispiel 1: Es sei
2(x) = (x3-13x%+69)/(x* + 2x° ~ 11x% - 12x + 36).
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Da -2 ein Teiler von 36 ist, versuchen wir, ob x = 2 eine Null-
stelle des Nenners ist. Wir teilen solange durch x-2, bis ein
von Null verschiedener Rest entsteht. Durch dreimalige Anwen-
dung des Horner-Schemas erhalten wir

xt+2x? - 11x% - 12x 4+ 36 = {(x+8) (x-2) + 25} (x-2)%.
Wir konnen also den Ansatz (1) fir a = 2, r = 2 aufschreiben.
Wenn wir nun (1) gleich mit dem Nenner N(x) multiplizieren und
die linke Seite erneut mit dem Hormer-~Schema zerlegen, 8o er-
gibt sich

(xP-11x-22) (x-2) + 25 = A{(x+8)(x-2) + 25} + U(x)(x-2). (2)
Hieraus erhalten wir A = 1, U(x) = x2-12x-30 und fl(x)

= (x2 -12x - 30)/(x3 + 4x2 -3x-18). Wir behandeln nun fl(x) in
derselben Weise wie zuvor f(x) und erhalten filr den Ansatz (1)
bei r=1 die Gleichung

(x-10)(x=2) = 50 = A {(x+8)(x-2) + 25} + U(x)(x-2). (3)

Die rechten Seiten von (2) und (3) sind identisch. Wir erhalten
A=-2, U(x) =3x+6 und f,(x) = (3x+6)/(x°+6x+9). In derselben Wei-
gse fahren wir mit der ndchsten Nemnernullstelle x = -3 fort:

%2+ 6x+9 = (x+3)2,
und der Ansatz (1) lasutet jetzt fiir a = =3, r = 2 nach Multi-
plikation mit dem Nenner

3(x+43) ~ 3 = & + U(x)(x+3),
woraus sich A = -3, U(x) = 3 ergibt. Da f3(x) = 3/(x+3) be-
reits ein Partialbruch ist, bekommen wir das Ergebnis

f(x) by o 22, D

(x=2) x-2  (x+3) x+3
Leider versagt die Grenzwertmethode, wenn komplexe Nemnnernull-
stellen auftreten, man aber im Reellen rechnen will. In diesem
Fall kann man nech der Grenzwertmethode zundchst alle linearen
Faktoren des Nenners beseitigen. Verbleibt nur ein Paar konju-
giert komplexer Nullstellen, so ist schlieBlich die Partial-

bruchzerlegung von £¥(x) = Z*(X)(X2 +px+q)”F durchzufiihren.
Dies ist leicht mdglich durch (r-1)-malige Division mit Rest
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oder durch Koeffizientenvergleich, bei dem ein gestaffeltes
Gleichungssystem entsteht.

2. Die Methode der Polynomkongruenzen

Wir setzen nun voraus, daB N(x) den quadratischen Faktor
x2+px+ q mit 4q > p2 genau r-mal (r > 1 ganz) enthdlt, also

N(x) = (x2+px;0- q)rS(x). Wir ersetzen (1) durch den Ansatz

f(x) = Z(X) = % Ax+B = + rl(x)y (4)
N(x) (x"+px+q)

worin A und B Konstanten sind und fl(x) =U(x)(x2 +px + q)/N(x)
wieder echt gebrochen sein soll., Dann ist (4) dquivalent mit
Z(x) = (Ax+B)S(x) + U(x)(x®+px+q). (5)
Die Konstanten A und B werden sus (5) durch Betrachtung von
Kongruenzen modulo x2+px+ q bestimmt. Es gelte
Z(x) = fx+g mod (x2+px+ q), (6)
S(x) = bx+d4d mod (x2+px+q),
wobei b und 4 nicht gleichzeltig verschwinden kénnen, da S(x)
nicht durch x2+ px+ q teilbar ist. Es folgt
(Ax+B)S(x) = {(d—bp)A+b}x+{-qu+dB} mod (x2+px+q). (7)

‘Aus (5) bis (7) erhdlt man das Gleichungssystem

i}

(d-bp)a + BB = £, (8)
-bgh + 4B = g

fir A und B mit der Determinante
. 2

D= (a-b8)2 + v%(q-B) > 0.
Damit sind A und B eindeutig bestimmbar. Wir haben nachgewiesen,
daB der Ansatz (4) giiltig und eindeutig ist und daB A und B in
der angegebenen Weise mittels Polynomkongruenzen ermittelt wer-
den konnen. Man rechnet leicht nach, daB fl(x) echt gebrochen
ist. Durch wiederholte Anwendung des Ansatzes (4) kann man nach-

einander alle quadratischen Paktoren des Nenners von f(x) ab-
spalten. Die eindeutige LOsbarkeit von (8) folgt iibrigens such
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aus der Aquivalenz von (8) und (4) und aus der allgemein be-
kannten Giiltigkeit und Eindeutigkeit von (4) (vgl. etwa /1/, S.
27 oder /3/, S. 32).

Man erkennt natiirlich, da8 bel der Methode der Polynomkongruen-
zen das Rechnen mit komplexen Zahlen in verschleierter Form ge-
nutzt wird. Es wird ja im Kdrper der reellen Zahlen gerechnet,
dem eine Ldsung x der Gleichung xz+ px + q adjungiert wurde.

3 Die praktische Durchfithrung

Die Methode der Polynomkongruenzen kann villig analog zur
Grenzwertmethode realisiert werden. Man hat lediglich das ein-
zeilige Horner-Schema durch das zweizeilige Hormer-Schema zu
ergetzen, um die Division durch x2+px+ q mit Rest auszufilhren
(vgl. etwa /2/, S. 108).

Beispiel 2: Es sei
Fly +x>+16x .
20+10x 145350+ 178x +416x 46825 +181x24570x+ 225

Etwa nach dem Bairstow-Verfahren (vgl. /2/, S. 109) sei

x2+ 2x+ 3 als irreduzibler Faktor des Nenners ermittelt. Wir
teilen solange durch 12 +2x+ 3, bis ein von Null verschiedener
Rest entsteht. Durch dreimalige Anwendung des Horner-Schemas

erhiélt man
x8+10x7+53x6+178x5+416x4+682x3+781x2+57Ox+225 )

) . (9)°

= {(x2+4x+8)(x2+2x+3) + 21+1} (x2+2x+3)2.

Wir missen also den Ansatz (4) filr r = 2 aufschreiben, Wenn wir
auf der linken Seite von (5) erneut das zweizeilige Horner-
Schema anwenden und auf der rechten Seite die Identitit

(Ax+B)(2x+1) = 2A(x2+2x+3) + (=3A+2B)x + ( - 6A+B)
beriticksichtigen, so folgt

2

(x3—2x +2x+2)(x2+2x+3) + 6x=6

= { (Ax+B) (x2+4x+8)+2A+U(x)} (x2+2x+3) +( -3A+2B)x+(~6A+B).

(10)

Durch Betrachtung modulo x%+2x+ 3 erhalten wir A = 2, B = 6,
CU(x) = ~(x3+ 16x2 + 38x + 50) und
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£1(x) = ~(x?+ 16x% 4+ 38x 4+ 50)/ (2% + 827 + ... 4+ 75).
Wir verfahren nun mit f4(x) wie zuvor mit f(x) und erhalten fiir
den Ansatz (4) bei r = 1 die Gleichung ’

-(x+14) (x%+2x+3) - Tx-8

= {(Ax+B)(x2+4x+8)+2A+U(x)} (x2+2x+3)+(~3A+2B)x+(~6A+B) .
Die rethten Seiten von (10) und (11) stimmen wieder tiberein. Es

1

folgt A =1, B = =2, U(x) = -(x3+212+x) und

£,(x) = ~(x>+ 222+ 1)/ (x* + 627 + 192 4 30x + 25).
Ein weiterer irreduzibler Fekior des Nenners ist nun x2+ 3x+5.
Wir rechnen

x4+6x3+19xz+30x+25 = (x2+3x+5)2, (12)
und die Gleichung (5) lautet

(-x+1)(x%+3x+5) + x~5 =Ax+B+U(x)(x2+3x+5), (13)
woraus S8ich A = 1, B = - 5, U(x) = -x +1 und

f3(x) = (=x+1)/(x%+3x+5) ergibt.
Somit erhalten wir zusammenfassend

t(x) = 2x+6 3 21—2 x-5 ~x+1

+ + = +
-(:2+2x+3)2 x“+2x+3 (J:2+3x+5)2 xz+31+5

4. Aufwandsbetrachtung

Wir nehmen an, daB der Nenner von f{x) genau k quadratische
Faktoren mit den Vielfachheiten Vir Vs eees Yy enthilt. Bei

der Feststellung dieser Tatsache fallen die Beziehurgen (9) und
(12) mit an, gleichgiiltig, ob mit Polynomkongruenzen oder dem
sonst lblichen Koeffizientenvergleich weiter gearbeitet werden
soll. Bel der Methode der Polynomkongruenzen sind dann

k

n
d=gvi—1=>§—1

zusgitzliche Divisionen auszufilhren, wobei n der Nennergrad von
f£(x) ist. Im Beispiel 2 sind dies die Divisionen links in (10),
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(11) und (13). Liegt die Zerlegung des Nenners bereits vor, so
sind noch k~1 weitere Divisionen auszufiihren, némlich im Bei-
spiel 2 die Division (9). In jedem Fall betrégt der Aufwand fir
die Methode der Polynomkongruenzen O(n2) Operationen. Beim Ko-
effizientenvergleich (oder bei der Einsetzmethode) ist ein Sy-
stem vonn linearen Gleichungen mit n Unbekannten aufzuldsen,
was mit wesentlich hSherem Aufwand verbunden ist. Im Beispiel 2
stehen 3 Divisionen mit Rest gegen die Aufldsung eines Glei-
chungssystems der Ordnung 8. ﬁie Methode der Polynomkongruenzen
scheint also schon vorteilhaft zu sein, wenn mehr als ein Paar
konjugiert komplexer Nullstellen vorhanden ist. Tritt hochstens
ein solches Pasar auf, so kann man die Grenzwertmethode benut-
zen,

Man kann also bei der Partialbruchzerlegung vollig auf die Auf-
16sung groBer Gleichungssysteme verzichten. Besonders effektiv
wird die Partialbruchzerlegung, wenn sie gemeinsam mit der Fak-
torzerlegung des Nenners durchgefiihrt wird.
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Anna RacsmAny

Perfekte Codes fiir einen verallgemeinerten Hamming-Abstand

In der Codierungstheorie werden Unterschiede in der Struktur
der Kandle durch Heranziehen von verschiedenen Abstandsbegrif-
fen beriicksichtigt. Die am haufigsten untersuchten Abstande
sind der Hamming- und der Lee-Abstand. In der vorliegenden Ar-
beit betrachten wir Codes beziiglich eines von G. O. H. Katona
eingefiihrten allgemeinen Abstandes. Dieser Abstand ist eine
Verallgemeinerung des Hamming-Abstandes und bringt die Bedin-
gung zum Ausdruck, daB in dem Kanal bei der Transmission der
Zeichen 1,2,...(mod q) hdufig kleinere Spriinge vorkommen, gro-
Bere aber, die als Fehler angesehen werden, nur selten. Im fol-
genden wollen wir einige codetheoretische Fragen fiir diesen Ab-
standsbegriff untersuchen. Insbesondere werden wir die Frage
iber die Existenz von perfekten Codes beziiglich dieses Abstands
auf die Frage iiber die Existenz von perfekten Codes fiir die
Hamming-Metrik zuriickfiihren.

Betrachten wir die n-dimensionalen Vektoren iiber dem Alphabet
{0,1,...,9-1}. Es sei a 6.351 eine natiirliche Zahl. Wir defi-

nieren fiir je zwei Vektoren 51 und 52 den "Abstand"

n
d(xl,x ) = ;E; d(x%,xi), mit

0, wenn min(]x%—xgl, q-lxi-xil) < a

d(x b ¢ ) =
i1 Xy 1, wenn min(lX%—xii, q-lx}-xil) > a.

Offensichtlich ist d(x!,x?) im Palle a=1 der Hamming-Abstand

von 51 und 52. Leider geniigt d(;l,zz) fir a> 1 nicht der Drei-
ecksungleichung. Ist z. B. n =3, q =4, a =2, x1 = (0,0,0),

=(1,1,1), x = (2,2,2), so gilt d(x X )+-d(x x3)
ca(z?,zh).
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Vorerst untersuchen wir die um x mit dem Radius e geschlagene
"Kugel" K(x,e), d. h. die Menge derjenigen Punkte y, fiir die
d(x,y) € e ist. Wir merken an, daB K(x,o0) nicht leer ist.

Hilfssatz 1: Zwei Kugeln K(;l,e) und K(;z,e) sind dann und nur
dann disjunkt, wenn es unter den Koordinaten von x* - ;2 min-
destens 2e + 1 solche gibt, deren Betrag mindestens gleich
2a-1 ist.

-

Beweis: Wir zeigen, daB K(_:gl,e) und K(;z.e) dann und nur dann
nicht disjunkt sind, wenn unter den Koordinaten von _x_1 - _x_2 der
Betrag von mindestens n - 2e hichstens 2a - 2 ist.

Mge es einen Punkt 8 mit 8 € K(El,e')nx(gz,e)geben. Dann gibt

1 1 1 2

undxz,soda.ﬁ_x_ + ¥ =8und x +12-s

es zwel Punkte y

ist. Wegen 8 € K(gi,e) hat 11 hichstens e solche Koordinaten,
deren Betrige gréSer sind als a-1 (1=1,2). Deshalb hat 11 - 12
hochstens 2e solche Koordinaten, deren Betrige gréSer sind als
2a - 2. Wegen x° - x' = y - y2 gilt aber dasselbe fir = - =2.
Wir miissen noch zeigen, daB es einen Vektor s mit

8 ¢€ K(;l,e) n K(;Z,e) gibt, wenn unter den Beti‘&gen der Koordi-
naten von _xl - 52 hochstens 2e grdfer sind als 2a - 2, Offen-
sichtlich 1&B8t sich _x1 - 52 als Differenz von solchen Vektoren

11 und 1'2 darstellen, in welchen hchstens e Koordinaten griSer
sind als a - 1. Nun gilt fiir den Vektor g = §1+x = _x_2+12

einerseits g = 51 + 11 € K(_x_l,e), andererseits
g =3+ ¥ e K(z%,0).

Hilfssatz 2: Die Anzsh} der Punkte in K(x,e) ist
- . .
|K(x,e)| = (28-1)2"° ; (3)(q-(2a-1)) }(2e-1)%"1,
=0

Beweig: Wir erhalten durch einfaches Abziéhlen
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1K(x,0)| = (2a-1)%,
|K(x,1)] - |K(x,0)] = n(q-(2a~1))(2a-1)2"1,
IK(x, )] = |K(x,3-D)] = ()(q=(2a-1)) (2a-1)271,

|R(x,e)| - |K(x,e-1)| = (3)(q-(2a~1))%(2a-1)""°.

Addieren wir diese Ausdriicke, so ergidbt sich die gewlinschte Re-

lation.

Satz 1: Ein e-fehlerkorrigierender Code kann nur dann perfekt
sein, wenn 2a - 1lq gilt.

n
Beweig: Ist der Code perfekt, so ist |C|= TKTS_ETT eine ganze

X,
Zahl, némlich die Anzahl |C| der Codewdrter.
Nach Hilfssatz 2 haben wir

n
(¢l = = ’

e .
(2a-1)2"° ?_ (3)(q-(2a-1))1(2a-1)~1
- =0

und hieraus folgt 2a - 1|q®. Es sei p der gréBte gemeinsame

Teiler von 2a - 1 und q. Aus '
n
p" (D)

tel = .
n-e 2a-1,2"° ny, i.g_ 2a-1 1 e-1 2811
Bl 5 (hipted - 2eshy pemtze

n
@)

e
2a-1,7"¢ ny.q_2a-1 1 g, 01
Rk 2 (h-achy dhy

. % ‘
folgt 3%:1'(%) . Da aber die Zshlen 2%:1 und g relativ prim

sind, gilt 3%=L = 1, woraus sich 2a - 1|q ergibt.

Es bedeute C(n,a,q,e) einen Code mit den'betreffenden Parame-
tern. .
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Satz 2: In dem Code C(n,a,q,2) mdgen q und 2a - 1 einen gemein-
samen Teiler s >1 haben, d. h. q = 8 . q und 2a - 1 = s8(28-1).
Dann 188t sich ein Code C(n,a,q,e) mit derselben Anzahl von Co-
dewSrtern wie C(n,a,q,e) konstruieren.

Beweis: Wir ordnen jedem Vektor ¢ = (ci,...,cn) des Codes
¢(n,a,q,e) denjenigen Vektor ¢ = (31,...,'611) zu, fiir den

cy = 'c'is+ z mit o £ z <8 ist. Dann gilt offensichtlich

c
0 €53, £ -;:L<§ = Q. Sind 31 und ¢? zwei Vektoren aus dem Code

¢(n,a,q,e), 8o besteht fiir mindestens 2e + 1 Koordinaten die

Ungleichung lci’—cil > 2g - 1. Wegen der Definition von ¢, ha-

ben wir
c}_sE%é+zl, oézl<s,
c§=3§s+22, o ¢ 2%<s.

Deshaldb gilt
lci—cil = )(Ei'-?:'i)s + 2l - z%| > 2a - 1 = s(2a-1).

Hieraus folgt wegen 2l - 22.s, daB I'é'z.:-'é?{ > 2a -~ 1 ist. Aus

_gl # 9_2 folgt also El # :c_?? und wir haben fiir mindestens 2e + 1

Koordinaten IE%-Ezilé 2a - 1. Dies bedeutet, daB8 ot

und §2 Code-
worter eines Codes C(n,a,q,e) sind.

Korollar 1: Wenn in einem Code C(n,a,q,e) die Beziehung 2a - 1|gq
gilt, dann gibt s einen Code der Liénge n iiber einem Alphabet
von 72-_-1 Buchstaben, der e Fehler korrigiert, in der Hamming-
Metrik und dieselbe Anzahl von Codewdrtern hat wie C(n,a,q,e).
Korollar 2: Ein Code C(n,a,q,e) ist dann und nur dann perfekt,
wenn ein perfekter Code der Liénge n {iber einem Alphabet von

Taq—-:I Buchstaben existiert, der e Fehler korrigiert in der Ham-
ming-Metrik.
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Die Prage, fiir welche Parameter es einen perfekten Code fur

die Hamming-Metrik gibt, iet noch offen. Nach der sogenannten
"Perfekte-Codes-Vermitung" gibt es perfekte Codes, esuBer gewis-
sen trivislen Codes, nur fiir die Parameter eines Hamming-Codes
und einea bindren oder terniéren Golay-Codes. Diese Vermutung
wurde von Best /1/ "fast" bewiesen, indem er zeigte, da8 auBer
den bekannten perfekten Codes weitere e-fehlerkorrigierende
Codes nur fiir e = 1,2,6 und 8 existieren konnen. Fiir den Fall,
deB8 die Anzahl der Buchstaben im Alphabet eine Primzahlpotenz
ist, wurde die Perfekte-Codes-Vermtung von van Lint /2/,
Tietiviiden /4/ sowie V. A. Zinov'ev und V. K. Leont“ev /5/ be-
wiesen (8. auch /3/ Ch. 6. Theorem 33).
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Distributive Verbdnde als relativ invertierbare Halbgruppen1

Der Begriff der relativ invertierbaren Halbgruppe wurde von
K. Markwardt /3 /eingefiihrt und in /1/, /4/ weiter untersucht.
Ein Beispiel hierzu ist der Boolesche Verband mit

a+b=avb,a-b=a\(anbd), . (1)

wobei auf der rechten Seite der zweiten Gleichung das Komple-
ment von a A b bez. a steht. Im folgenden s0ll dieses Beispiel
auf beliebige endliche distributive Verbinde {ibertragen und an-
schlieBend in zweifacher Hinsicht verallgemeinert werden.

Definition: Bine (teilweise) geordnete Menge M(‘,+:-) heiBt
eine relativ invertierbare Halbgruppe, wenn sie bezliglich der
®Addition +" eine kommitative Halbgruppe mit Nullelement o bil-
det und wenn sie beziiglich der "Subtraektion -" das folgende
Axiom erfiillt: Fir beliedbige a,b,x ¢ M ist

a ¢ b+ x #dquivalent zu a - b £ x. (2)

Nach /3 /ergibt sich als Folgerung, daB die Addition beziiglich
beider Summanden monoton wachsend ist, wihrend die Subtraktion
a - b bealiglich a monoton wachsend und beziiglich b monoton fal-
lend ist. Fiir beliebige a,b,c gilt auBerdem a - o = a sowie

a - (b+c) = (a=b) - c. (3)
Nach /1/ ist die Subtraektion in M durch
a-b=min(x|a € Db+ x) (4)

eindeutig bestimmt, und es ist leicht zu sehen, daB auch umge-
kehrt gilt:

a+b=mex (x{x~-D € a). (5)

1 Herrn Dr. K. Markwardt sei fiir kritische Hinweise zur Arbeit
vielmals gedenkt.
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Bis suf weiteres sei M susiitglich ein Verband mit o als Klein-
stem Element. Hierliber kann man aus K., Markwardt /3/ folgende
Aussagen entnehmen.

Satz 1: Pur beliebige a,b,c € M gilt

a-a=o0-as=o, (6)
8+ (bac) = (a+d) A (a+c), ) (1)
a - (bAc) = (a~b) v (a-e), (8)
(avd) - ¢ = (a=0) v (b-c). “ (9

Ist die Addition in M wie in (1) gleich dem Verbandssupremunm,
80 besagt die Gleichung (7), da8 der Verband dann distributiv
ist. PUr endliche Verbinde, auf die wir uns der Binfachheit
‘halber beschrinken wollen, gilt hiervon auch die Umkehrung.

Satg 2: Jeder endliche distributive Verband ist mit dem Ver-
bandssupremum als Addition eine relativ invertierbare Halbgrup-
pe. 3

Beweis: Aue a ¢ b + x und & € b + y folgt wegen (7)

a8 & (bex) A (D+y) = b + (xAY),
s0 da8 des Minimum in (4) existiert und die Behasuptung nach
-Satz 1 von /1/ bewlesen ist. .
Um Jetzt fir die Subtraktion eine explizite Darstellung anzuge-
ben, berufen wir uns nach H. Gericke /2/ auf den folgenden

Struktursaetz: Ein endlicher Verband ist genau dann distributiv,
wenn jedes Element a eine (bis auf die Reihenfolge) eindeutig
beetimmte direkt unverkilrzbare Zerlegung

a=anlva.nav...\lauk . (10)

in irreduzidble Elemente besitzt.

Es seien 8, = 0, By, cesy 8y die irreduziblen Elemente des di-
stributiven Verbandes. Dann gilt mit dem Verbandssupremum als .
‘Addition nach (4)

o fir B.i € 8.;,,
ay = aj =
ay sonst.

67



Ist jetzt b = a_v...v . die unverkiirzbare Zerlegung eines
1

my

zweiten Elementes, so 18t a -~ b offenbar das Supremum von o und

denjenigen Elementen a von (10), ftiir die es kein a, &aus der
i J

Zerlegung von b mit a, € an gibt, Da a Ab das Supremum aller
i J

a, A8, ist, kinnen wir fir die Differenz "~-" wieder die zwei-

i J

te der Formeln (1) verwenden, wenn wir dort die Differenz "\ "
als Streichung der den unverkilrzbaren Zerlegungen von a und
anb gemeinsamen Elemente interpretieren, wihrend die ilbrigen
Elemente der Zerlegung von a stehenbleiben.

Erste Verallgemeinerung: Es sel Mé ein beliebiger endlicher di-
stributiver Verband, der mit den Verkniipfungen (1) zugleich
eine relativ invertierbare Halbgruppé ist, und es sel G eine
beliebige endliche abelsche Gruppe der Ordnung k+1 mit den Ele-
menten U, = 05 Ugseeeslly. Dabel mbgen Ugseeeslly die 1 erzeugen-
den Elemente dieser Gruppe sein. Wir konstruieren jetzt eine
neue relativ invertierbare Halbgruppe M mit k+1 Komponenten

M,, Mg,..., M im Sinne von /1/. Zu diesem Zweck greifen wir
aus lé genau 1 Elemente Cy,e..,Cq heraus, die nicht untereinan-
der verschieden zu sein brauchen, und fiihren die distributiven
Teilverbénde Mi = [ala > ci} von lé mit der Filtereigenschaft

[ ' _ ]
Mo + Mi = My ein.
Jedes Element uy der Gruppe G besitzt bekanntlich eine Darstel-
lung der Form uy = B854uq + ... +B84,u; mit nichtnegativen ganzen
Zahlen Bij’ die kleiner als die Ordnung von uJ gewidhlt werden

kdnnen. Mit diesen Zahlen lassen sich einerseits die vorherge-
henden Filter einschlieBlich Mg in der Form

M = {ala ® Bygoq + .0+ 84101} (11)

schreiben und andererseits fiir 1 < 1 £ k durch (11) neue Filter

Mi einfithren, so daf sllgemein die-Eigenschaft Mi + Mj = M% fiir

uy + uj = u, vorliegt. Dle gesuchten Komponenten Mi definieren
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wir schlieflich als Mengen der Paare (a,ui) mit a e My sowie mit

folgenden Relationen und Verkniipfungen. Die Ordnung in Mi wird
durch die Ordnung in Mj: festgelegt, die Addition wird komponen-
tenweise erklirt, und die Subtraktion lautet nach (4)

(a'ui) = (bruj) = (clui-u'-j)' (12)
wobei ¢ dasjenige Element von M; mit ug =uy - uj ist, das sich

aus 8 - b ergibt, wenn in der unverkiirzbaren Zerlegung dieses
Elementes die irreduziblen Elemente a_ durch die kleinsten Ele-
mente bq mit ap € bq ersetzt werden, die in Mé irreduzibel

_8ind. Bezeichnen wir die Linearkombination der c, in (11) auch
fir i = O sowle filir 1<1i mit ¢y, BO 188t sich das Element ¢ in
(12) auch in der Form ¢ = (a=b) + ¢ schreiben. Es ist unmit-
telbar klar, daB8 hierdurch eine relativ invertierbare Halbgrup-
pe M entsteht. Besteht der Durchschnitt von M(') und G geneu aus
dem Nullelement o, so kiénnen wir die Schreibweise (a,u;) =a+u,

verwenden. Dann ist lo = ll;, die der zugehdrigen Komponenten li
minimalen Elemente lauten ¢y +uy, und die Subtraktion (12) ist

ebenfalls komponentenweise ausfiihrbar:

(a+ui) - (b+uj) = (a~b) + (ui-uj).

Bel der vorhergehenden Konstruktion konnen die Filter ] fiir
i>1 offenbar auch durch umfassendere Filter ersetzt werden,
wenn nur im Fall uy + uJ = uy die Eigenschaft M{ + Mj' c Mt' fiir

alle i,j erhalten bleibt. Bei Ersetzung der Filterdefinition
durch eine geeignete Idealdefinition ist die Konstruktion darii-
ber hinsus auch durchfiihrbar, wenn Mg kein Verband, sondern
eine beliebige relativ invertierbare Halbgruppe mit einem groB-
ten Element ist, wodurch Satz 4 von /1/ verallgemeinert wird.

Weiterhin ist unter den Zusatzvoraussetzungen von /2/ und /3/
auch eine Ubertragung auf den unendlichen Fall méglich.

Be'isgielz Es sel Mo der distributive Verband mit den nichttri-
vialen irreduziblen Elementen 8ys 85, 84 und ay £ a, als einzi-

ger Ordnungsrelation zwischen diesen Elementen. Das maximale
Element m = a,va, ist wegen der Eindeutigkeit der Zerlegung (10)
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von b = ayva, verschieden, so daB der Ordnungsgraph mit dem mi-
nimalen Element o = ay A ay die in Abb., 1 angegebene Gestalt
besitet. '

m ‘m'
m" o™
ey b b' I l
b" b™
‘3 4 3'3
Abb. 1 ° Abb, 2

Wir wihlen .G als Kleinsche Vierergruppe und wihlen weiterhin
M = {53, b, m}. ¥ = {b, m},

.80 daB nach unserer Konstruktion Mé = Mé wird. Mit den Abkiir-

zungen '
a'.=a+u1, a" =8+ Uy, e."'aa+u3

‘ergeben sich dann die in Abb. 2 angegebenen Ordnungsgraphen und

nach Weglassen der bekannten Operationen mit o die Additions-

‘tabelle

[y} ' | 1
+ ]| e a a, P m ; a) b m : b m" i bw gm
e |e& & b b m b b m lpr omm ! pm gm
| | I
ey e, a, m m m , m’ m' m' : m' m" : o™ g™
I
a, P m a, b m aé b'. m' : b m" : b pm
b P m b P m 'b b m ) B om" | pm pm
I
m m @m m m m o, m @m m | o o ogp™ g
ay [V m' aj P w : a3 b m : b o |l LI L]
b’ » o b' » m b b m , b™ pm B omm
n' m' m’ m' m' m I'm m m | m™ m™ g gn
o) DY m" BT Bt mt | pwm pw ;m— |~-b- —m- 3 E,- ;,—
mll m" m" m" ml' m'l : ml“ mm m"l : m m : m’ m
| pm gpm pw pym pm : ;n— ;n— ;u_ l-b'- -mT -| -b - ; =
o™ | m™ o @® m™ @™ @t g g : m m ; m i
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sowie die Subtraktionstabdelle

= = 1 ) ! ) 1 ” " [} .M L]
&y 8, a.3 Db - m | a3 P m \ b m' | P m
aq o o a o o |V 8 aj  b" b" | bm™ b™
8, |s, o 8, 8, o : m m a) : " b" : m™ ™
I [ ] ” ] " -
8, e, 8y o ] ] | 33 ‘5, aé ' b b* : ™ b
b a, a o o I'b af ai 1 b" Db" | b pw
3 %3 %1 ' 3% "
m |m a; 8 & 0 m m' aj  m* b | m™ b™
sy {8y aj &y 8y ay " o o o ' ™ b : b b"
b’ ay, a), b ai ab | 0 o | bm pm; pr- pm-
3 b |
m' m? ? m' m' 5'3 ‘ a, Vogm pm ! e b*
83 31 %2 % ° ) .
LA I L L R N 8y a8y
I t
m" m" b" m" m" b" | om™ g™ pw | »32 o , m, 35
[ 1
P L PP S — - e oh e -
b*® | p™. p™ p™ pm . pm : b* B b" | al ‘5 I o o
|
m™ j m™ D™ m'" o™ D™ : m" o b I m' a.'3 : ay o .
| 1

Ein Beispiel fiir einen umfassenderen Filter an Stelle von ll5
ist {al, 85, b, m}, doch dieser Fall 148t sich nach einer Um-
numerierung auch mit Hilfe der urspriinglichen Konstruktion be-
griinden. '

Zweite Verallgemeinerung: Es seli M eine endliche additive kom-
mitative Halbgruppe mit Nullelement. Aus M wihlen wir 1 Basis-
elemente 81rever8y Gu8, 8O daB Jedes beliebige Element be M
eine Darstellung der Form )

b = Byay + ... By . (13)
mit nichtnegativen ganzzahligen Koeffizienten besitzt (und um-

gekehrt). Wegen der Endlichkeit von M gibt es zu jedem Element
8; eine natiirliche Zahl n;, so daB die Elemente o, 8;, 28, «.,
nsa; pasrweise verschieden sind und in (13) stets 8; £ n; ge-
wiihlt werden kann.
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Zusitzlich fordern wir:

1°. Jedes Element b besitzt eine (eindeutig bestimmte) Maximal-
darstellung b = 8jay + ... + B]a; mit 8] € n, und 8; £ 6] fir
Jjede andere Darstellung mit Bi £ n;.

2°, Piir dle Summe zweier Elemente a = Xq8g + oo H g8 und
(13) gilt im Fall a; + 8] € ny stets (wy+8,)% =¥ + 8}.

Weiterhin mdge in M eine monotone Halbordnung mit folgenden
Eigenschaften einfiihrbar sein:

3°. Fir jedes Element ay existiert eine minimal gewidhite natiir-
liche Zahl k; mit kja; > O. ’

4°. Fiir zwei beliebige Elemente a und b mit oxy £ ny fiir alle 1
ist genau denn a £ b, wenn es nichtnegative ganze Zahlen.pi

+

gibt mit.Bi = a; + pyk; filr alle i. 1

5°. Im Pall B; > n; ist B} = B, - q;k; die groBte Zahl dieser
Form mit BI £ n,; und einer natiirlichen Zahl Q-

Aus 3° folgt, deB es zu jedem Element a eine Zahl k > 1 gibt
mit ka > 0 und daB das Nullelement das einzige Element a mit
a £ o ist.

Satz 3: ldt den Eigenschaften 1° bis 5° ist M eine relativ in-
vertierbare Halbgruppe mit der Subtraktion a - b = ¢ = 3’131
+. 00+ Y18y, deren Koeffizienten folgendermafSen definiert sind:

+ + p: + +
ay - Bi f\iro(i > Bi

¥y = a} - 87 (14)

+ + i : " + +
Xy - Bi - {—ki—} ki fir Bi kat,i.

Beweis: Fiir die Koeffizienten (14) gilt 87 + ¥y =al 4 Jyky mit

j; * O fiir alle i. Im Fall 8] + ¥; € n; ist

(85+%)% = 6] + ¥; + pyky mit pg 20, und im Pall 8} + ¥y > ny
+ + + +

ist (B3+¥;)7 = 8 + ¥; - qgk; >0 und daher j; - q; 2 0, d. h.

a b+ c.
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Somit bleidbt nach (4) mur noch zu zeigen, daB fir jedes Element
x =f§q8y + «oo + §,8, mit a £ b + x auch ¢ € x gilt. Die erste

dieser Ungleichungen bedeutet (Bi+§’i)+ = a.; + pyky mit py > O.
Wegen (Bi-rfi)" = BI + EI - q4k; mit q; * O folgt hieraus

§I = a.I - BI + (py+qqdky = @5 + ryky mit ry > O und damit c<x.

Als Anwendung sel gezeigt, das sich des vorhergehende Beispiel
dem Satz 3 unterordnen l#8t, wenn wir die vier Basiselemente

8y, 85y 8, = 35, ag = b"
wﬁhlenmitn1=k1=n2=k2=1nndn4=k4=n5=k5=2. Das
Element a, des Beisplels ist kein Basiselement. Die Maximaldar-
stellungen lauten

8y = 84 b =e.1+2a4+2a‘3 : as=sl+29.4+a5
a, = a;+8a, m =aq + 8, + 2a.4+235 .m" = 8y + ay + 23.44-35
33=234 b’=a1+a4+23.5 b"'=al+a4+a,5
a, = 8, m’=a1+32 +a§4+2a5 m"'=al+521-a4+as,

die {ibrigen nichttrivialen Darstellungen sind

b = 235 = al+2&.4 = za.1+:235 = 2a44-23S

m = 32+234 = e.2+255 = aqta,+2a, = 51+52+2a5 = a2+2a4+235
b = ajte, = a4+29,‘3

m' = ayta, = aqtarta, = 32+a.4+2a5
a5 = aqtag = 2a4+as

m" = ayteg = aqtaytag = a2+2a4+35
b = a,teg

o™ = 8,48 ,+8g.

AuBer der zyklischen Gruppe dritter Ordnung gibt es vier rela-
tiv invertierbare Halbgruppen mit drei Elementen, die nachfol-
gend angegeben werden, wobei die beiden Fille II dieselbe Addi-
tionstabelle besitzen. Bis auf den Fall II,, wo ein negatives
Element vorkommt, wird die Differenz nach Formel (14) gebildet.
AbschlieBend wird noch unter IV die einzige kommutative Halb-
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gruppe mit drei Elementen angegeben, die nicht relativ inver-
tierbar ist. C ‘ '

I Ix
2a +|023a -| o 2a a 2a +|o aZa.-|ana
.aoOZaa oj o o8 & oflo al2a o0|oo o
\ 2aj2a 2a a 2al2a o0 a al a2a2a aflao o
o ale a2a aja ao o 2a/2a 2a 28 2a2a & o
IITI +|oabd IIIl‘b -Ioab IV+|oab
oab & ojloba oloabd
alaab ’ alaaea afaobd
b{dbbbd ) b|bba blbbbd
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On defining the change of variable in distributions

In the following we let § be the neutrix, see van der Corput
/1/, having domain ¥* = {1,2,..., n,...} and range E" the real
numbers, with negligible functions linear sume of the functions

nllnr'in, in'n for A>0 and r = 1,2,..., and all functions

which converge to zero as n tends to infinity.
It follows that if

where fl(n) is a negligible function and the limit as n tends
to infinity of fz(n) exists, then the neutrix 1imit as n tends
to infinity of f(n) exists and

E-lim f(n) = 1lim fz(n).
n-00 n-oo

Now let p be a fixed infinitely differentiable function having
the properties

(1) e(x) = 0 for IxI> 1,

(11) o(x) 2 O,

(111) @(x) = @(-x),

1
(iv) /[ g(x)ax = 1.
E ;

We define the function 6n'by 6,(x) = ng(nx) for n = 1,2,... .

It is obvious that {d } is a regular sequence converging to the
Dirac delta-function 4. ;
We now define the ordinary summable function x}' for 2> -1 by

A

x* x>0,

+ v

0, x<O0.

The distribution g& i8 then defined inductively by
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x+l = (7\+1)°1(x:\_+1) s

for A< -1 and A£g -2, -3, ... and the distributions x_A
and | x| are defined by

M = (—x)i\, [x* = xX+ x2

for A £ -1, =2, ... .
We now give the following definition.

Definition: Let F be a distribution and let f be a summable
function. We say that the distribution F(f(x)) exists and is
equal to h on the open interval (a,b) if

¢ o]
N-lin [ B (2(x)@(x)ax = (h(x),g(x))
nso00 _Z

for all test functions @ with compact support contained in
(a,b), where
Fo(x) = F(x) * & (x)

forn =1,2,... .

This definition was considered in /6/ for the case where f is
an infinitely differentiable function.
We now prove the following theorem.

Theorem 1: The distribution (lep)} exists and
(xiM2r=o
for pu >0, AE =1, =2, ... andAp £ -1, -3, -5, ... .

Proof: We have .

8 ]
x_7‘= (-1)" ra+1) 4 . x3+s
Ma+s+l) dx
where 8 is a non-negative integer chosen so that A + s > -1.

Then xi*’s is a summable function and
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(x?_‘)n =xtxd ()

ra Vi
= L LED [ %5, () (6)at.

-1/n
Thus
“13% (A+8+1 A
1/n
_/ (t-x)“”cfn(”)(t)dt, x ¢ -n~1,
..l/n
= l/n
f (+-0%* (B (tyat, |x) < 071,
X
o, x 2 n'1
and so
8
G TQeerl) (i)
1/n
(t-1x1P)5* A (B (4)ae, 1M ¢ 71,
= jx ™

o, IxiP 2 n-l.

The support of ((lxlf")?_‘)n is therefore contained in the

interval (-n-l/P, n-l/P).

Since ((|X|P)§)n is an even function we have

a~ VR

J (Ui xlax = 0 (1
-1/p

-n

for i = 1,3,5, ... and
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. n-l/f‘
x-_n_mwf M rtax
r(a+1) 4-p -'n
e
=2 f x* f (t lx\P)’*"J (8)(¢)atax
0 jx)
1/n t/p
=2 [ £ [ xle-d"axer
0 0

1/n \ i
S’% f ts+x+(i.+1)/f1<gn(s)(t) f gy 1A/ _oye+d oy
0

1
ZB((1+1)/p,o+2+1
N ((1+ ;/;u s+a+1) n_)-(1+1)/Pfus+l+(1+1)/pe(s)(u)du (2)

for 1 = 0,2,4,..., where the substitutions £ = ty and nt = u
have been made and B denotes the beta function. It folluwe that
n-]'/f‘l \
i
F-1im _[ (Qxify2) x'ax = 0

nso0 _--1/p

for 1 = 0,1,2, ..., pu>0, Ak -1, -2, ... and 7\,u#-1 “3,~5,000
It also follows that if k is an integer chosen so that
A+ (k+1)/p >0 then for erbitrary € > 0

o Vp |
[y P e = oty

-0
< €

for large enough n.
Now let @ be an arbitrary test function with compact support.
Then by Taylor’s theorem

1y Kk ¢
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where 0 < ¥ < 1. It follows from what we have just proved that

...L/P
| [ camta e gne |
2-p

£ sup{|q,(k)(x)|} . fn-upl (Gxi™M?M) =Elax - 0
Cox a-1/p =R
sx 5 B infinity and so
E-lim (((1zi®)7) i Py2
-1 Dpsgx)) = B-1im .nf-i//u (x1M) o(x)ax
k=1 (1o a~Vp A i
=N;}§:;1ﬂ—l _nf-I/,a (=MD xtax
. AV |
+ 1in iy L (xiPy2) 2 o (sxyax

= 0 = (0,9(x)).

We have therefore prov;d that (lxllu)_h = 0 for
p>0,2k-1, -2, ... and 7\{1’1 A =1, =3, -5, ... . This completes
the proof of the theorem,
Corollary: The distribution (-\x\P)Q exists and
(-lef‘)+7‘= 0 '
forpm > O, Afk=-1, =2, ... and Apﬁ =1, =3, =5, ces

Proof: The result follows on noting that (-x)il = xh
and so (-lxlf“)i = (lxlp)__A- 0.

Theorem 2: The distribution (leF)i\ exists and

(lle)_A - _ Tcosec(TA) 6(—)p-1)(x)
pl-Ap-1)!

for p> 0, Ak-1, -2, ... andap = -1, -3, -5, ... . -



Proof: With the notation used in the proof of Theorem 1 we note
that (1), (2) end (3) still hold. However, when i is the non-
negative even integer -A\p - 1 = k - 1, we have from (2)

n'l"f“
-]
! -12 T'$7L+s+12 [ (( |xl’1)3)nxk-1dx
M(a+1) _n-I/{-l
1
_ 2B§-RP,S+A+12 f usg(s)(u)du
(o]
2B(=A,842+1 1 -]
= . ®(=1)"8!
z b
(=18 r(-n) T(senl)
M
and so
Yp

a-
L‘ ((IxIP)E)nxk-Idx = _F(M%_r_(:ll

-2~ Vp
_ _ Jicosec(ia) .
B

Kow let @ be an arbitrary test function with compact support.
Then it follows as above that

a~/p
F-lim (((\ml“)i‘)n, @(x)) = N-lim ((lle)})nMX)dx
n-» 00 n-00 _11"3'-//‘-l
. ity fn-UPunx:P)‘) x'ax
. n-oo0 i=0 : - p -
n'I/P
+ n];f(;no%-!- _nf—l/p ((|xI’u)3)nxkg;(k)(§x)dx

- - 9’“"1)502 . T cosec(TA)
- 1 P

k o
- i-_lz?ﬁgﬁgg%c.i_ﬁ & Dizy, o(x))
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: T cosec(TA (-2p -1)
"—(_T(T)Tlp- p-0)1 (6~ = (x), @(x))
and so
A Tcosec(TA (-Ap -1)
(’XIP')_ —F(—#:r,-; A (x)

for p>0, A £ -1, -2, ... and Apo= -1, -3, =5, ... . This
completes the proof of the theorem.

Corollary: The distribution (-lxlf‘l)':t exists and

T cosec( A (-ap-1)
L v i A C)
for p > 0, AE -1, -2, ... and Ap = -1, -3, -5, ... .

Proof: Since (-x)z‘ = x_" we have

-1z} = (i A= - Leoseelih) ((-Ap-1)(y),
RC-AR

Theorem 3: The distribution (xf+ xr)_aexista and

(x"1 + xv) A

for m,v > 0 and A, Ap, AV £ -1, -2,

e e s‘-lf*-D(x)

for p, v>0, A, AP £ -1, -2, ... end 7L,u=-1 2, eeey

Av
(xf+ XZ)} 21 , .:I"I;Lc‘?fecs.th (= '1)(x)

form, ¥ >0, A, Ap £E-1, =2, ... and Av = =1, -2, ... and

(x;i " xr)-7\= _ .’il"fose(;lgl-'Th g <S(-?\p '1)(x)
+ S-Iétv.ﬂc\?ﬁecg-ﬂa ) 6(-7tv "1)(x)

for g, v>0, A £ -1, -2, ... and Ap, AV = -1, =2, ... .
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Proof: The results follow on noting that

(=~ Lz [(A+8+1) R Vy A
Fowd) (=0 + x )0y

i/n
t -1 Ag () (tyat, -a" VP ¢ x < o,

1k
= i/n
f (t - x")'*"én(‘?t)dt, 0éx¢n 1V,
gV
0, x<-n~Vm , x> ¥

80 that
2%

(-1)®F(A+8+1) _£-1/n (B s DM xtex -

1 ‘ 1
(U BU+)/paeerdl) - (1at)/p [us M GO (8 (),
P

1
+ B$$i+12[vv,s+7\+1! n-A-(i+1)/ V]us+7t+(i+1)/v Q(B)Lu)du

for 1 = O, 1., 2, eee o

Corollary: The distribution (-xf‘l- x,/ ) Aexists and
VA,
(-xF - x ) =0

for u, v>0 and A ap AV £ -1, -2, ...,

(-xP- xv) A Fcosec(TA) 6(-Ap '1)(x)
2p (- 7«}1-1)'

for B, V>0, A, AV £ -1, -2, ... and Ap = -1, -2, ...,

2 -
(-xP - x-:-)) A, (-1)2:( ﬂ'::f:():fﬂa) &€= hv-l)( )

for p,v>0, 2,Ap £-1, -2, ... and AV = -1, -2, ... and
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1

(<P - x’ ) . Jcosec(A) 6(-1’1-1)(:)
2p (=ap -1)!

+ 5-12“ 7 cosec(TA ) 6(-)\7-1)(!)

2p(-2av -1)!
for p,v>0, A £ -1, -2, ... and Ap, Av= -1, =2, ... .
Theorem 4: The distributions (xF)? and (x[')2 exist and
xP) 2= ) 2= 0

for p >0 and A, Ap =-1, -2, ... and

(xP) = (= I)AP(xP) A_ _Tcosec(TA) 6('11"1)(1)
2,1(-&}1 -1)1

forp > 0 AkA=1l, -2, ... and 70.,1- =1 =25 wwe s

Proof: The results follow om noting that

S_Lﬂiﬂ_tll((x#) M. '

I'(a+1)
Y g (af P
8 8 oy
f L5844 1 () at, o
- 1/n
f (t - xP)5+7‘Jn(")(t_)dt,, Osx & z;‘l/l“ s
=M '
o, x> np
8o that

a~/p
(L° M@reel) [ ((xf ) xtax .
T a+1)

1
: B((i+1)/ pa ,8+A+1) n_)\-(1+1)/,x! B (141)/p g'(")(u)du
m .
for i 0,1,2,... end for any test function @ and a < 0
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0
(DT Quesl) (o)A .
M(a+1) ! a9

1 0
= n'Af us*'Ag(s)(u)du . f @(x)dx.
0 a

Corollary: The distributions (-xM )3 and (-xf‘ )_a‘ exist
and

(-xF)2 = (xF)2 =0

for p > 0 and A, 7\}1 £-1, -2, ... and

- A p (c])AM My _ Tcosec(dA) «(-Ap-1)
(=xP) = (D (=) ) o Geap ) dA p-L)x

forp. >0, A £-1, -2, ... and Ap= -1, -2, ... .
Theorem 5: Let f be a summable function which is continuous

and positive for x € O and equal to xM for x > O. Then
the distribution (£(x))? exists and

(2(xN? =0
for p>0 and 2, hp;é -1, -2, ... and

(£(x))A = =DM Tcosec(a) ((-Ap-1) (4,
- 2p (-ap-1) -

for p > 0,nf -1, =2, ... and Ap= -1, -2, ... .

Proof: The results follow on noting that

(=1)° P(A+s+1) ((f(x))f)n -
F(a+1)

1/n

.y

(t-xP)5* 8 () (tyae, o€ x<a /P,
P .

0, . x>n'1/P, x<0, f(x) s> n

84

1



Corollary: Let f be as in the theorem, Then the distribution

(-f(x) )3 exists end

(-2} = 0

forp > 0 and 2, Ap A-1, -2, ... and

(-2} = (0F Teomeo(rA) g(-Ap-1) 5
* 2p (-2p -1)!

for p > 0, A k-1, -2, ... and Ap=-1, -2, ... .

Similarly we have

Theorem 6: Let f be a summable function which 1s continuous
and positive for x 2 0 and equal to |xI® for x < 0. Then the

distribution (£(x))} exists and

(2xN* =0

forp > O and A, Auk -1, -2, ... end

(2(x)? = - Tcosec(TA) ((-Ap-1) (.
2p (-Ap -1

forp > 0, 2 £ -1, -2, ... and 71,.1: -1, -2, coo

Corollary: Let f be as in the theorem. Then the distribution
(—f(x))z exists and

(-2l =0

for p > 0 and A, Apf -1, -2, ... end

(-2(x))? = - Fcosec(TA) ((-Ap-1) .,
T T T S (ap 1) ¥

for p > O, Atk -1, =2, ... and 7L’.1= -1, -2, ... .

For further related results see /2/, /3/, /4/ and /5/.
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Geometric Transforms of Digital Images

1. Introduction

The problem of geometric transforms for digital images can be
stated as follows.
A given digital image f(x,y) 18 processed by a spatial distor-
tion block. The resulting image g is a function of the coordi-
nates (u,v) which are related to the original coordinates (x,y)
through a transform T,

uet (x,y) and

v = T (x,y).

The realisation of this process may take place in the following
two steps:

1) The coordinates (u,v) of the observed pixel (u,v,g(u,v)),
into which a new image pixel ((x,y,f(x,y)) maps, are computed.

2) The gray (or color) level g(u,v) of such a pixel is computed.

The analytic description of the transform T may be obtained .
either a priori (i.e. based on some general assumptions) or by
means of reference points (the control grid points).

It should be noted that the coordinates (u,v) resulting from
step (1) do not fall, in general, on the sampling grid. There-
fore, the gray levels of the grid points mast be interpolated.
However, a considerable amount of computation is needed to this
approach - the indirect approach. We also shall present algo-
rithms for solving this problem with the direct approach, i.e.
by the direct mapping of grid points from one grid to the other.

2. The iddirect approach for geometric transforms

2.1. The global model

Suppose that there is a spatial relationship between the two_
reference frames given by
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u = Tu(x,y) and
v = T (x,5).

We shall approximate Tu and Tv by polynomials in x and y of
the form:

K% d
g; 4ty an
N KN g3
v
v:;gkijxy /

where kgj, kIJ are the constant polynomial coefficients. Now
suppose that a set of control points is known, 1i.e.
{(xi,yi), (ug,vg) : 1 = 1,2,....!}.

Using the relationship between u and (x,y), the following
matrix equation may be developed

’ 5 g A Tow]
u1 Yl IIYI xi YI coe xg!l KO

L4 4 2 ’ ’ n
upl_ |Y2 EYp Yy .er BT, K1

. . . .
. . . .
. . . .
d

Ed 2 L4 rd u
Uy Ty XYy Tyl - ’gYm_J | Ky |

where Yi = (l’yiiyﬁt"'lﬂ) and

u u u u
Ki = (kio,kii, see ,km)-

The equation may be written simple as U = Tu-Ku.
A similar equation may be developed for the v coordinates,

P ’, P , F'v

v| (%1 iRy vEEy e S| (RS
] A r o d " v
Voi_ X2 VK2 - I - LS

W i e | (S




where X; (1,xi,x§,...,x§) and

v
Ky

(BT, sK7 1 0 oe reBiggr) o

This equation also may be written simply as V = TV-Kv

Since there are (N+1)2 unknown coefficients kij’ the number of
control pointa M must be greater than or equal to (N+1)2. For

the case M 2 (N+1)2, we may use least squares or minimuh mean
squared error as a criterion to provide &8 best estimate for
coefficients k, (1,2, ¢

Alternatively, an interactive procedure can be used: elementary
polynomial trensformations are sequentially applied and their
parameters are modified according to a subjective criterion. In
the vast majority of application, often the transformation can
be modeled as & polynomial of second order or first order
(affine transformation).

2.2. The local model

In effect, this model is based on piecewise linear approxima-
tions to the unknown distortion. If the number M of control
points is smell, this approximation may be performed by the use
of interactively selected control points, by triangulating a
plan set ([1]), by using the Gabriel graph, or the Voronoi dia-
gram ([4]). However, for large values of M, a certain clus-
tering énalysis for control points is necessary. In the sequel,
the method and algorithms for solving this problem are briefly
reviewed,

2.2.1. The basic idea of the method.
\

Generally speaking, the aim of a clustering process 1is to be
able to insert the objects of a given set X into k clusters,
An importent variant of a clustering process is characterized
by the principle Dynamic Cluster Method ([3]).

Suppose that IPK%§ the set of all partitions of a certain set

Al
of objects of X in k classes {(clusters), L, is a set of
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vectors L = (Ai,Aa,...,Ak), and G is a mapping from IP, into
JI.k,i.e. for all PEIPk,

G(P) =L = (AI,AZ,...,Ak).

A mapping € from L into P, is introduced which will be used

for the identification of a "feature vector" (AI,AZ,...,Ar)
with a certain partition of X.

Let D be a dissemble measure D : X x IL—R'.

Then £(L) = P = (PI’PZ""’PK) with

Py = {x exlD(x,Ai) € D(x,Ay), for all j # 1}, where 1 < 1 < k.
The basic idea of the method is to use successively the func-

tion G and £ as defined until a certain stable state is
obtained.

2.2.2. A dynamic cluster algorithm for clustering the control
point set C

Let C € X be a set of control points in the sense of the geo-
metric transform problem.

Step 1: Let k elements of C be chosen at random to be the
"representation" of the k clusters. Let us denote them by

AI' A2, ceey Ak’

Step 2: For all i, any element c; of C is assigned to class j
iff d(ci'Aj) is minimum, for 1 < j < k.

Step 3: For all j, a new mean Ay of class j is computed.
(AI,AZ,...,Ar) is the new cluster representation.

Step 4: If no Aj has changed - stop, else goto step 2.

After using the above algorithm, the local approximation Ti for
each class Ai is determined and the process of the approxima-
tion for the non-control points is as follows:

The coordinates of the non~control point P are computed by
transform T 1f; D(P,Aj) < D(P,Ai), for all j # i, where

D(P,A;) can be chosen as the Euclid distance from P to mean Ags

see Fig. 1.
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Ay,Ty

A3,T3

A,,T,

Fig. 1. The coordinates of P are computed with T3
because D(P,A3) < D(P,Al) and

D(P,45) < D(P,A,)

2.2.3. A dynamic cluster algorithm for determining local
transformations

Step 1: Let k classes of C (the control points) be chosen at
random. Let us denote them by Al, A2, ooy Ak’

Step 2: The transforms T; for class A, are determined, 1£€1<xk,
Step 3: For all i, any c; of C is assigned to AJ ife d(ci,AJ)

is minimm, for 1 £ j € kx, where d(ci’Aj) can be determined as
error of A. for ¢y using the transform T..

J 3
Step 4: If no Aj has changed -~ stop, else go to step 2,

2.3. The interpolating function

Regarding the procedures outlined above, it should be noted
that coordinates resulting from polynomial transforms T do not
fall, in general on the sampling grid. Therefore, the gray
levels g(u,v) of the points (u,v) have to be interpolated in
some cases,
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glu,v) = EE: EZ: g(m,n) *R(u-m,v-n)
m n

where m and n span the desired grid points around (u,v) and R
is an interpolating function. For example, we can use linear
interpolation or nearest-neighbour interpolation.

2.3.1. The linear interpolation ([1,2])

Suppose that (u,v) is surrounded by the four digital points
(ui,vl), (u]+1,v1), (ui,v1+1), (u1+1,v1+1), i.e. u1£115u1-+1

and vy £V E T4 1.

Determine the gray level of (u,v) in g by
g(u,v) = (1-a)(1-8)gluy,vy) + a(1-8)glug+l,vy)
+ (1-a)B-g(m,vl+1) + a-Bg(ul+1,vl+1)

where o = u-ug and B8 = v-vy-.

2.3.2, The nearest-neighbour interpolation ([1,2,5])

Suppose that [u] denotes the integer ‘closest to u. Determine
the gray level of (u,v) in g by copying the value g([u],(v]).
It is clear that ([ul,[v]) is the nearest grid point for (u,v),
see Fig. 2.

([ul-1,[v]) (ful, (v])

([ul-1,[v]-1) ([ul, [v]-1)
Fig. 2. Nearest-neighbour mapping

It is well known that the nearest-neighbour interpolation
produces false-contour effects for high enlargement factors.
#hen the enlargement factor 1s less then 1 (i.e. when the image
is reduced), very good resuiis are obtained ([s5]).
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2.3.3. A Criterion for selecting the interpolating function
Suppose that we have a set of control points (xi,yi), (ui,v1L
i=1,2,...,M,and transforms T,» Ty- The mean error of the in-
-terpolating function F is defined as follows:

- M

2

@ =f. 2 (alF(r, (20300 B, (x;,7300] - gCug,vp]
1=

The interpolating furiction F is chosen from the list
(Fl’Fz”"’Fk) iff

€(P) = min £(F,)
121,250k

For the nearest-neighbour interpolating function, the mean
error can be defined as follows:

’ M
£ ='21Td' ; {Sign f [Tu(xi,yi)] -ui] + Sigz;[[’l‘v(xi,yi)] -vi(}.
The nearest-neighbour interpolating function is chosen if
E(r1) < £°,

(o]
where £ denotes a threshold defined by users.

3. The direct approach for geometrical correction

In many cases, one can use the affine transform T for geome-
trical correction ([5]). Then, computation of T can be omitted
by providing a suitable algorithm and a direct mapping of one
grid onto the other. It requires only simple and fast integer
arithmetic operations. This algorithm is based on the following
theoretical result.

(3.1) Proposition: The affine transformation can be implemented
by applying two different scale factors (r,r”) and rotation
angles (&,9 ) to the two space directions.

Demonstration: In fact, the equations defining the affine trans-
formation !



U = &a) + ayXx + 8,y

v

bo + blx + b2y
can be written as

a_ + r(x.cos & + y-8in @)

u = a;
v o=Db + r(-x+8in 8 + y.cos ©7)
where

a4 = r-cos e, a, = resin & ,

b1 = -regin &, b2 = recos 9 .

Froﬁ here, it is clear that affine transformations can be
realized by three simple operations: shifts, rotations and
scale changes.

(3.2) Progosition: The affine transformations can be performed
by using an algorithm for digital straight line computation.

Demonstration: The digital representation of straight lines is
g classical topic in computer gra-hics. Many algorithms have
been developed to produce such r.: -:sentations.

Let us consider a straight line 1 described by equation

Yy = (w/n)x + q where m and n are integers with no common factor,
i.e. ged(m,n) = 1. For simpliéity," suppose that the slope of
line 1 1lying between O and 7/4, i.e. O € n £ m and that q = O.
The point (j,k) with j,k integers belongs to the digital repre-
sentation of line 1 iff k = (n/m)j + & with |£]< 1/2.

The scale factor problem can be restated as the selection or
ingertion of r equally spaced pixels from among the m pixels of
an image line, and therefore it corresponds to the problem of
generating a digital straight line, too. It should be noted
that a digital image can be rotated by simply using the set of
parallel strips with the desired rotation angle of the given
image, i.e. our algorithm is based on the computation of
straight lines y = (n/m)x on a discrete plane, where E = tg o
Thus, the affine transform can be performed by using only the
algorithm for the computation of digital straight lines.
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(3.3) The algorithm generating a digital straight line

k = (n/m)}J

This algorithm selects the points (j,k) with j,k integers
belonging to the digital representation of line 1, i.e.

k = (n/m)j +£ where (£]% 1/2.

By some algebra, one gets from the above

-m £ 2mek - 2n-j £ m.

Without loss of generality our considerations are restricted
to the first octant since any straight line can be mapped into
a first octant line by simple mappings from (J,k) to (£ j,tk).

By means of an incremental procedure, the computation is
reduced to very simple operations (such as add and compare), a
possible implementatioxi of the algorithm is the following:

SUBROUTINE LINE(N,M)
c The algorithm generating a digital straight line K = (K/M)J
INTEGER R,DN,DM
DATA J,K /0,0/
DN = 2 *N
DM = 2 %M
R=0
WRITE ( ... ) J,K
D01J=1,M
R =R+ DN
J=J+1
IF(R.LE.M) GOTO 2
R =R - DM
K=K+ 1
2 WRITE ( ... ) J,K
1 CONTINUE
END
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This procedure is the basis for implementing fest affine
transforms of digital images, because based on it the rotation
and scalar transformation can be implemented by subroutine
ROTAS and SCALA as follows:

SUBROUTINE SCAIA (L,N)
C The scela factor problem corresponds to generating

c a digital straight line X = (L/M)J
c The scale factor S = /M
J =0 E
K =0
R =20
DL = 2*1L
DM = 2% M
PJ =J
X =K .
WRITE ( ..:) PJ,PK
po1J=1,1L
R =R+ DL ‘ ;
J=J+1
IF (R.LE.M) GOTO 2
R =R - DK
K=XK+1
2 PJ =J
K =K

WRITE ( ... ) PJ,PK
1 CONTINUE
END
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SUBROUTINE ROTAS (N,M)
c The image rotation algorithm deals with the representation
of straight line K = (N/M)J
c The desired rotation angle T = H/M
DATA J,K /0,0/
DR = 2xN
DM =2#M
R=0
WRITE ( ... ) J,K
DO1J =1,M
R=R+ DN
J=J+1
WRITE (...) J,K
IF (R.1E.M) GOTO 1
R=R - DM
K=K+ 1
WRITB (...) J,K
1 CONTINUE
END

Q

For preserving the continuity in the straight lines generated
by means of the algorithm above, we can use the image smoothing
algorithm. It is well known that there exists a class of itera-
tive local image smoothing techniques in which a neighbourhood
of each pixel is examined and the pixel is replaced by an
average of a selected set of its neighbours chosen so as to
make it likely that they belong to the same region as the pixel
([6]). Here, we can use the approach which attempts to choose
neighbours that belong to the same histogram pesk as the pixel,
but are more typical of that peak, i.e. uses those neighbours
whose probabilities, as estimated from the histogram are higher
than that of the given pixel ([7]).

Acknowledgements

The author wishes to thank the referee of Rostock. Math. Kolloge
for his helpful comments and suggesting references on this
paper.

97



References

/1/ Rosenfeld, A., and Kak, A.: Digital Picture Processing.
New York 1976

/2/ Hall, B,: Computer Image Processing and Recognition.
New York 1979

/3/ Didsy, BE., and Simon, J. C.: Clustering analysis. In: Pu,
K.S. (BEda.): Digital Pattern Recognition., Berlin 1976,
47 - 94

/4/ Toussaint, G.: Pattern recognition and geometrical comple-
xity. IEBE Trans. Comput. C-75, 1324 - 1345 (1980)

/5/ Bracini,.C., et al: Fast geometrical manipulation. Computer
Graphics and Image Processing 13, 127 - 141 (1980)

/6/ Jain, A., et al: Image restoration, modelling and reduction
of -dimensionality. IEEE Trans. Comput. C-23, 470 - 476
(1974)

/7/ Nerayana, K. A., et al: Image smoothing by local use of
global information. IEEE Trans. Systems Man Cybernet.

2, 826 - 831 (1981)

received: July 17, 1984

revised version October 20, 1984

Author’s address:

Dr. sc. nat. Hoang Kiem

Institute of Informatics and Cybernetics
Nghia Do = Tu liem

Ha Noi - Viet Nam

98



Rostock. Math. Kolloq. 28, 99 - 110 (1985) 94a11
) 68C05

Reiner Creutzburg

Hans-J8rg Grundmenn

Determination of convenient moduli for 16-bit mixed-radix
number-theoretic transforms

1. Introduction

With the rapid advances in larze scale integration, a growing
pumber of digital signel procrgsing operations becomes attrag-
tive. The number-theoretic transform (NTT) was introduced &s a
generalization of the discrete Fourier transform (DFf) over
residue cless rings of iutegers in order to implement fast
cyclic convolution and correlation without round-off errors and
with better efficiency than the fast Fourier transform (FPT)
(ct. /1/, /2/). Other interesting applications of the NTT are
in fast digital filtering (/2/), image processing (/3/), fast
coding and decoding of error-correcting codes (/4/) and very
fast DPT computation (/5/). A large number of transform methods
are developed (/1/, /2/, /6/) to relieve some of the length
limitations of conventional Fermat-number and Mersenne-number
transforme (/1/, /2/, /8/). It is always a hard problem to find
convenient moduli that are large enough to avoid overflow and
to find primitive N-th roots of uniéy modulo m with minimal bi-
nary weight for transform lengths N that are highly factori-
zable and large enough for practical applications. In the re-
cent papers /6/, /7/ a useful way was shown to solve this pro-
blem by studying cyclotomic polynomials. In this note we deter-
mine all convenient prime moduli p £ 2°° + 1, 80 that & = 2 is
a primitive N~th root of unity modulo p for all mixed radix
lengthe N in the range 2 £ N £ 65536. A large number of inte-
resting cases for practical applications is. obtained.

2. Number-theoretic transforms

Let Z be the ring of integers and m>1 an odd integer with
99



prime factorization

T T r
m = pg 1 Pp 2 ~ee Pg 8, (1)

Then o € Z is called primitive N-th root of unity modulo m
if (ef. /7/)

o = 1 mod m, (2)

gcd(mn-i,m) =1 for everyn =1,..., N-1, (3)

A necessary and sufficient condition for the exiatence of such
primitive N-th roots of unity modulo m is (/1/)

N | ged(pg-1,...,p4-1). . (4)

Note that (3) is always fulfilled if the modulus m is a prime
number.
The NTT of length N with o a8 primitive N-th root of unity mo-
dulo m and 1ts inverse are defined between N-point integer se-
quences

[Xg» Xq» +-+» Xy_y]” and [Xg, Xgy oees Xy_1]* where

N-1
I, = 2_— x 0™ modm, (n=0,...,N-1)
=0
N-1 !
5 = ¥ X, o mod m, (k = 0,...,8-1),
n=0 3

and NN’ = 1 mod m. Note that the components of a signal

x = [xpoXgoeess 1T
have to be quantized to integers before using the NTT. However,
in many practical applications this is already done by sensors
with analog/digital conversion.
The NTT has a similar structure and properties like the DFT,
particularly the cyclic convolution property (/1/).
From the numerical point of view the following three essential
conditions on NTT are required:

- N has to be'large enough and highly factorizable in order
to implement fast algorithms like prime-factor-, Wino-
grad-, single-radix-, mixed-radix algorithms (/2/),
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- A migt have a simple binary representation so that the

arithmetic modulo m is easy to perform,

- m has to be large enough to avoid overflow but on the
other hand small enough, so that the machine word length
is not exceeded. Furthermore m should have a simple binary
arithmetic.

For instance, the Fermat-number transform with N = 2d+1, da=20,

o=2and m = 22(1 + 1 18 a compromise between these various
conditions (/8/). The Fermat~number transform uses the well-
known FFT- algorithm for radix-2-transform lengths. But for
large transform lengths the modulus m exceeds the machine word
length. So one has to look for convenient moduli for fixed
machine word lengths (for example 8 bit or 16 bit) end given

o = 2. This is possible if one chooses not only radix-2-lengths
but other highly factorizable transform lengths, so-called
mixed-radix lengths (/2/).

3. Determination of convenient moduli

Mixed-radix lengths have the form

N =2%.3%.5%. 78 ; (5)
with integers a, b, ¢, @ ® O and allow the implementation of
the mixed-radix fast Fourier transform algorithm (MFFT) (cf.
/2/). The MFFT can be obtained from the single-radix FFT algo-
rithme of lengths N = 22; Bb; 5% 7d,_respective1y. A special
class of mixed-radix lengths are the Winograd-numbers.

Winograd-pumbers are a product of pairwise relative prime num-~
bers of the set

{2, 3, 4,5, 7, 9, 16} (6)

and allow the implementation of the very fast and efficient
winograd-Fourier transform algorithm (WFTA) and the prime-fac-
tor algorithm (FPA) (cf. /2/). The biggest Winograd-number is
=5¢7.9°16 = 5040, Therefore only 59 Winograd numbers
exist in the range 2 € N € 5040, The WPTA is derived from short
and very efficient transforms of lengths (6). It is clear, that
every winograd number is a mixed-radix length. with the help of
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a computer program 613 mixed-radix lengths N in the range

2 € N € 65536 were found. It is shown in /9/, that the MFFT al-
gorithm is the most flexible and uses the least memory in the
computer, while the WFTA and the PFA are the most efficient
ones. For the applications of these algorithms to the conven-
tional case of the field of complex numbers the reader is re-
ferred to /2/, /10/, /11/.

It one wishes to implement these algorithms in a finite field
or a finite ring, for example the ring Z = Z mod m of residue
classes of integers modulo m (m>1 is a given integer), one has
to look for convenient moduli m, so that an element o ¢ Z is a
primitive N-th root of unity modulo m where N is of mixed-radix
form, In order to simplify the arithmetic modulo m the element
® € Z mst have a simple binary representation. We choose o¢ = 2,
In this note we determine all possible prime moduli p € 216 +1
for computers with 16 bit word length, so that a = 2 is a pri-
mitive N-th root of unity modulo p, -where N is of mixed-radix
form. From number theory it is known, that the condition

N|p-1 n

mst be valid. In /6/ was shown, that the following conditions
are equivalent

~ d 18 a primitive.N~th root of unity modulo m, (8)
- Xg(®) = 0 mod m; ged(N,m) = 1. (9)

This means that a convenient modulus mvl;ss to be a divisor of
XN(OC), where XN denotes the N-th cyclotomic polynomiel. However,
if ¥ is large (N >250) the prime factorization of X,(2) is not
known. Another concept of determination of moduli are the pri-
mitive divisors of ob - 1. By definition antinteger m with

mlo¥ -1, ; (10
ged(m,a®-1) = 1 for all n = 1,..., §-1 (11)

18 celled g primitive divisor of oM - 1 (cf. /12/).
Bote that (10) - (11) is equivalent to (2) =~ (3). Therefore m
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is a primitive divisor of <J(ll -1, it and only if o 18 a primi-
tive N=th root of unity modulo m, The primitive divisors of

2 - 1 are 1isted in /13/, but for large N (N>1200) such di-
visors are not known. Therefore the only possibility to obtain
convenient modulli is the direct computation of the order N of
o = 2 modulo each prime number p € 216 + 1 and select those p
for which N is of mixed-radix form. Using the property of the
primitive N-th root of unity modulo m

ZN/Z 8 -1 mod m, if N is even,
the order of the element oo = 2 modulo each prime number p

(p € 216 + 1) was determined by the help of a computer PDP.
11/40. In order to avoid errors, the results were compared with
the number-theoretic tables of Kraitchik /14/ and are shown in
Table 1. Another good possibility to control the results is now
described. We consider the structure of the primitive divipora

of o - 1 (et. /12/).

Lemma 1=' Let N > 1 be an odd integer. The primitive divisors
of o - 1 and «® - 1 have the form .

2kN + 1 (k >0, integer). (12)
Proof: Because of the Chinese Remainder Theorem and the equi-
valence of (1) - (2) and (10) - (11) we can restrict our atten-~

tion to the primitive prime divisors p of OCH -1 and o&aN -1,

respectively. From of = 1 mod p it follows Fip - 1. By assump-
tion the number N is odd, and p - 1 is always even. This gives
2N|p = { and p = 2kN + 1 with an integer k > O. Further by

0@ = 1 mod p it follows 2N|p - 1 and p = 2k§ + 1.®
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Table 1: Mixed-radix lengths K (2 £ N € 65536) and prime moduli

p £ 216 + 1 for number-theoretic transforms with o« = 2 as pri-
mitive N~th root of unity modulo p

N p N P N P
2 3 72| 433, 38737 48023041
3 7 81| 2593 486 1459
4 5 84| 1429, 14449 490| 491
5 31 96 193 500( 7001, 28001
7 127 100| 101, 8101 504| 1009, 21169
8 17 105|29191 525| 4201, 7351
9| 73 112| 5153 540 541, 30241, 49681
1o 11 135( 271 560| 4481
12 13 144 577 576| 3457
14 43 162| 163 648| 1297, 3889
15| 151 168| 3361 700| 701
16| 257 175/39551 735(41161
18 19 180| 181, 54001 750| 2251
20 41 196 197 756 757
21| 337 200 401 784 3137, 50177
24| 241 210{ 211 810| 6481, 9721
25| 601, 1801(224] 449, 2689 882| 883, 3529, 22051
28 29, 113)243| 487 960} 26881
30 331 245 1471 972| 2917, 4861
32|65537 270| 811, 15121 1000| 4001
35 71 288| 1153, 6337 1008( 34273
36 37, 109|300| 1201, 6391 1080 2161, 21601
4061681 336| 2017 1200{ 4801, 55201
42| 5419 350| 1051 1260{ 2521
45| 631, 23311)375] 751 129610369
48 97, 673[378| 379 1323| 2647
50| 251, 4051{384| 769 1372| 1373
60| 61, 1321}392| 7057 1400| 2801
64| 641 400| 1601, 25601 1440| 37441
70| 281 420 421 1470| 5881
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N P N p N P
1620] 1621 4860 | 19441 12000 | 24001
1680 13441 4900} 44101 12250 12251
1792| 10753 5120 61441 12348 | 24697
1875 33751 5292 [ 15877 13720 | 54881
1920| 49921 5600 | 33601 14700} 29401
1960( 7841, 35281 6048 | 12097 15435 | 30871
2058| 8233 6144 12289 15750 | 47251
2100( 6301 6174 18523, 49393 15876 | 47629
2187 | 39367 6300} 12601 16128 | 32257
2250| 9001, 11251 6860 13721, 34301 17010{ 17011
2268 2269 7200| 43201 21168 | 42337
2304 | 18433 7290 36451 22500 | 22501
2400| 9601, 57601 8000 ! 16001 22680 45361
2401 14407 8505 | 51031 23520 | 47041
2835| 28351 8820| 8821 26250 | 26251
3240 32401 8960 | 17921 28812 | 28813
3500| 21001, 52501 9408 37633 29160 58321
3600 14401 10080} 20161 32256 | 64513
3780( 7561 10240} 40961 37500 | 37501
3840 7681, 15361 | 10500} 10501 56700 | 56701
4320| 8641 10935 | 21871 62500 | 62501
4374 17497

Lemma 2: Let N> 1 be an odd integer. The primitive

AR have the form 2kN + 1,

2 _ 4

2% _ 1 have the form 4kN + 1,

22”N_ 1 have the form 2n+1kN + 1, (n 2 3),

Proof: There is only necessary to show (15), since

divisors of

(13)

(14) |

(15)

(13) fol-

lows directly from (12), and (14) can be proved in analogy to

Temma 1.
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Let p be a prime divisor of Zznn-l. Prom (2) ~ (3) and-

22nn = 1 mod p
we get 2PN{p-1 and p = 2°Nq + 1 with an integer ¢ > O. Note that

the element 2 belongs to the exponent 2°% modulo p. With the
help of the quadratic residue character of 2

(2) +1, it p=1; 7 mod 8,
p -1,,if p & 3} 5 md 8

and Buler’s criterion
-1
(%) & azr
we obtain for n » 3
(—-—-—-—2 ) = 22‘3-11“l =
29Hq+1

Therefore

2Py |28~ 1yq

and q 18 even. With k> O and q = 2k one obtains (15).M

mod p (a € 2)

1 mod p.

Example 1: Let the mixed-radix length N = 6860 be given. From

Lemma 2 we obtain, that the primitive divisors of 26860 _ g

have the form m = 6860kN + 1. With the help of a prime number
table we can find the following possibilities for primitive

prime divisors p € 216 + 1 of the form p = 6860k + 1:
13721, 34301, 41161, 54881,
This set of prime numbers mst contain all primitive prime di-

visors p € 216 4 1 of 26860 _ 1. mherefore one has to compute

the order of the element o = 2 modulo each of these prime
_numbers. So only two primitive prime divisors of 268 9. 1 were
found: 13721 and 34301. Note that the product of these two

_primitive prime divisorsis a primitive divisor or 29860 _ 1

16«1-1.

’

but it is greater than 2 )
Exemple 2: In the same way es in example 1 one can find the two
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primitive prime divisors 97 and 673 of 2% - 1. Therefore three

primitive divisors m € 216 + 1 occur, 80 that o0 = 2 18 & primi-
tive 48-th root of unity modulo m, where m is equal to 97, 673
or 97 . 673 = 65281. )

It is clear that this method is a good control of the direct
computation described above. A computer program was written to

determine the structure of the primitive divisors of ZN -1
with N of mixed-radix form. The resulting sets of possible pri-
mitive prime divisors were compared with the direct computed
results and the table of Kraitchik and are shown in table 1.

4. Results

Only 143 from 613 possible mixed-radix lengths § in the range
2 € N € 65536 were found, 8o that o« = 2 is a primitive K-th

root of unity modulo p with p € 216 + 1. However, there are a
lot of other important cases of practical interest. For example
the mixed-radix length § = 250 does not occcur in the table, but

if one chooses X = 22 = 4 as a primitive 250-th root of unity

one can use the moduli 7001 or 28001 given in the table for

N = 500 and of = 2, Using this method one can find with the help
of the given table a lot of suitable cases, because the arith-
metic with o a8 a power of two is easy to perform.

Only 39 from 59 possible Winograd-numbers N were found, so that
o= 2 18 a primitive N-th root of unity modulo p with a prime
pumber p & 2 + 1. However, there are also a lot of other in-
teresting cases for Winograd-pnumbers N. For example the Wino-
grad-numbers N = 360 and N '= 720 dot’t occur in the table, but
N = 1440, N = 3 - 1440 = 4320, N = 5. 1440 = 7200 can be used
to find elements with simple binary representation, that are
primitive 360-th or 720-th roots of unity modulo m. For example

o = 210 15 a primitive 720-th root of unity modulo 43201 and

o = 2% 18 a primitive 360-th root of unity modulo 37441. This
method is also useful for finding suitable moduli in order to
avoid overflow modulo m in the computation of cyclic convolu-
tione (cf. /7/). :
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The most interesting cases of the table are those with two or
three moduli for given mixed-radix length N, because then two
or three processors can perform the NTT in parallel. This is
also important to avoid overflow. If the maximal amplitudes of
the signals x and h are scaled by

max]xil <A, max|hy|] ¢4 (i =0,..., N-1),

then (cf. /8/)

2 <VEE

gives the dynamic range A, for one-dimensional overflow-free
cyclic convolution modulo m, where m has the prime factoriza-
tion ‘
p o T r \
8

m= p11 Pp" «ee Pg o
In the case of two-dimensional signals of size NXN one obtains
the dynamic range A, for two-dimensional convolution

Azé%f\/%‘?'

For example N = 540 is a good mixed-radix length for signal
processing operations. If two processors work in parallel modu-
lo 30241 and modulo 49681, both numbers are smaller than

216 + 1, one can obtain a dynamic range of Ay £ 1179 for one-

dimensional convolutions. If three processors work in parallel
with moduli 541, 30241, 49681 one can obtain the excellent dy-
namic ranges of Ay £ 27433 and A, € 1180 for one- and two-di-

mensional convolutions, respectively. Unfortunately, the maxi-
mal number of processors for parallel computation is limited

to three in the range 2 £ N € 65536 and p‘216+1 (x=2). The
largest transform lengths N for parallel computing were found
to be N = 6174 and N = 6860, If one uses 8-bit processors, then
one has to look for primitive prime divisors p € 28 + 1. Two
interesting cases for N = 28 and N = 36 can be obtained for
parallel computation. The dynamic range for both cases in one-~
dimensional convolutions is A4 £8,
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If one wishes to apply the radix-2 or radix-4 algorithm, one

can use for example N = 960 = 15 . 64 and find that a = 210 ie
a primitive 64-th root of unity modulo 26881. Another intere-

sting case is N = 3840 = 15 . 256. The element & = 215 is a pri-
mitive 256-th root of unity modulo 7681 and modulo 15361 and
parallel processing is possible, In this way efficient trans-
forms with &= 2 or o0 as power of two as primitive N-th root

of unity of mixed-radix lengths N for practical applications
can be constructed.
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Ingo Kolbl

Zu Problemen der Einfilhrung und Behandlung von Elementen der
Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik im Mathematikunter-
richt '

Elementare Kenntnisse eus der Wahrscheinlichkeitsrechnung und
Statistik (Stochastik) gehdren zur Allgemeinbildung eines Jeden
Menschen, um Aussagen aus den Naturwissenschaften und der Ge-
sellschaft richtig interpretieren und einordnen zu kénnen. Ne-
ben der Kenntnis einiger wichtiger Begriffe, wie z. B. Zufall,
Ereignis, Hdufigkeit, Wahrscheinlichkeit, ist das Verstindnis
fiir stochastische Vorgidnge und das sogenannte stochastische
Denken von besonderer Bedeutung. Dieses beli der heranwachsenden '
Generation herauszubilden, mu8 Anliegen der Schule sein und ins-
besondere im Mathematikunterricht im Zusammenhang mit einer en-
gen Koordination mit naturwissenschaftlichen Unterrichtsfdchern
erfolgen.

Eine Analyse der zur Zeit gliltigen Lehrpléne fiir den Mathematik-

unterricht und denen der Unterrichtsfécher Biologie, Chemie und

Physik zeigt, -daB es schon eine Reihe von Ansatzpunkten f{ir die

Behandlung stochastischer Probleme in diesen Fdéchern gibt.

Beispiele sind '

- die Behandlung der Mendelschen Gesetze und der Hiufigkeits-
verteilungen im Biologieunterricht, der Brownschen Molekular-
bewegung und des Begriffs der Aufenthaltswahrscheinlichkeit
im Physik- und Chemieunterricht, .

- die Auswertung von Daten und insbesondere MeSwerten bel Expe-
rimenten, i )

- die Arbeit mit Diagrammen u. a. graphischen Darstellungen.

Leider ist es aber so, daB die vorhandenen Mdglichkeiten zur

Herausbildung stochastischer Denk- und Arbeitsweisen bei den

Schiilern nicht oder nur zum Tell genutzt werden. Es erweist
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8ich unseres Erachtens als notwendig, Zielvoratellunéen und da-
raus resultierende Inhalte zur Aufnahme von Elementen der Sto-
chastik im Mathematikunterricht mit bereits vorhandenen Nig-
lichkeiten im mathematisch-naturwissenschaftlichen Unterricht
zu verbinden.

So bletet es sich z. B, an, die Mittelwertbildung im Mathema-
tikunterricht so einzufiihren, da die Untersuchung an einer
Stichprobe aus einer Grundgesamthelt erfolgt und die gewonnene
Aussage auf die Grundgesamtheit iibertragen wird. Ausgegangen
wird von einer GrdSenmessung von 5 - 7 Schiilern einer Klasse
und der Mittelwertbildung der erhaltenen MeBSwerte. Die nun fol-
gende Uberlegung mit den Schiilexrn befaBt sich damit, ob und
wenn von dieser Mittelwertbildung auf eine durchschnittliche
GroBe der Schiiler der Klasse geschlossen werden kann. Im Zusam-
menhang damit sind Fragen der Auswahl der Schiiler (zufdllige
Stichprobe) aus der Klasse (Grundgesamtheit) zu diskutieren mit
dem Ziel, die Erkenntnis beil den Schiilern herauszubilden, daB
ein SchluB auf die Gesamtheit mit kalkulierbarem Risiko mdglich
ist und daB nur durch eine Zufallsauswehl im Mittel Verzerrun-
gen der Aussage vermieden werden kénnen. Dabei konnen bei ein-
zelnen Schillern durchaus "groBere" Abweichungen auftreten. Um
dieses noch deutlicher werden zu lassen, ist anhand der Einzel-
fehler (Abweichungen vom Mittelwert) lber die zufdllige Varia-
bilitdt und iliber MaBzahlen zu ihrer Beschreibung (wie mittlerer
und groBter absoluter Fehler, Varianz usw.) zu sprechen. So
kann der relative (und prozentuale) Fehler eingefiihrt und be-
rechnet sowie eine Pehlerabschdtzung vorgenommen werden.
Zusammenfessend wird verallgemeinert, daB von Daten einer
Stichprobe und deren Auswertung auf allgemeingiiltige Aussagen
der Grundgesamtheit geschlossen werden kann, ohne diese voll-
stdndig auswerten zu miissen. Die Risiken eines solchen stati-
stischen Schlusses miissen diskutiert wgrden. Eine weitere ldg-
lichkeit, stochastische Gedankengiénge bei den Schiilern zu ent-
wickeln, liegen in der Betrachtung des "Schiétzwertcharakters"
von Aussegen, denen statistisches Material zugrunde liegt. So
kdnnen mit den Schiilern im Biologieunterricht durchgefiihrte
Keimprobenuntersuchungen, in denen aus einer bestimmten Anzahl
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von Versuchsobjekten nach bestimmten Merkmalen einige Versuchs-
objekte ausgewidhlt und ausgezéhlt wurden, mathematisch dahinge-
hend ausgewertet werden, von einem in Prozenten angegebenen Er-
gebnis Riickschliisse auf die Qualitédt der Gesamtheit zu ziehen.
Es wird hierbel der statistische Charskter des Prozentbegriffs
in Form einer Schétzung hervorgehoben. Im Vergleich mit anderen
Aufgaben zur Prozentrechnung, in denen die Prozentsidtze genaue
Angaben darstellen, da zu ihrer Berechnung eine Grundgesamtheit
herangezogen wurde, ist den Schiilern anzuerziehen, da8 sie éine
Sicht dafiir bekommen, wie man die auszuwertenden Daten gewinnt
und wie die erzielten Ergebnisse zustandekommen bzw. gewertet
werden miissen.

Die beiden angefilhrten Beispiele verdeutlichen das methodische
Vorgehen, welches fiir eine Einfithrung von Elementen der Stocha-
stik im Mathematikunterricht und fiir die Herausbildung von sto-
chastischen Denk- und Arbeitsweisen vorgeschlagen wird. Aus-
gangspunkt sind dabei Aufgaben aus dem unmittelbaren Lebensbe-
reich der Schiiler und aus anderen Unterrichtsfiichern, an denen
die Begriffe erarbeitet und aus theoretischer Sicht verallge-~
meinert werden. Bei diesem mehr induktiven Vorgehen werden ne-
ben der Vermittlung von Kenntnissen und der Herausbildung von
PFdhigkeiten zum AufgabenlGsungsprozeB auch erzieherische Poten-
zen des Unterrichts umittelbar wirksam. Auch fiir die Einfiihrung
des Wahrscheinlichkeitsbegriffs in der Mittelstufe wird ein
solches Vorgehen vorgeschlagen, wobei sich verschiedene Konzep-
tionen fiir eine Definition dieses Begriffs anbieten.

Der "klassische" Wahrscheinlichkeitsbegriff hat dem Vorteil,
bei praktischen Berechnungen oft schnell und bequem zum Ziel zu
filhren, da es in vielen Fédllen zuldssig ist, Gleichwahrschein-
lichkeit der Elementarereignisse vorauszusetzen. Es lassen sich
viele Aufgaben und Anwendungsbeispiele formulieren, die auch
auf die Erfahrungen der Schiiler (z. B. Gliicksspiele) zuriick-
greifen. Schon filr die NMittelstufe besteht die lidglichkelt, den
klassischen Wahrscheinlichkeitsbegriff in Aufgaben mit einem
gewissen Praxisbezug anzuwenden, zum Beispiel zur Erlduterung
der Diffusion, der Behandlung des 2. Mendelschen Gesetzes und
der Berechnung des Risikos rezessiver Erbkrankheiten. Man muf
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Jedoch darsuf achten, daB nicht dadurch, daf die Kombinatorik
in den Vordergrund rilckt, die Entwicklung einer stochastischen
Denkweise gehemmt wird und solche Interpretationen von Ergeb-
nissen aufireten wie: "Jeder Bechste Wurf ist eine Sechs" oder
"Jedes zweite Kind wird ein Junge". Da beim Arbeiten mit dem
klagsischen Wahrecheinlichkeitsbegriff kein umfangreiches Da-
tenmaterial gegeben baw. experimentell erarbeitet werden mus,
wird sich solch eine Unterrichtsstunde nicht wesentlich von ei-
ner sonstigen Arithmetikstunde unterscheiden bdis auf die Beson-
derheit, daS im Stochastikunterricht gr8Beres Gewicht auf eine
richtige Interpretation der Ergebnisse gelegt wefden muB.

Zur Eintlihrung des Wahrscheinlichkeitsbegriffs ist die "klassi-
sche Definition" u. E. Jjedoch nicht geeignet, denn neben der
unzul#ssigen Einengung auf gleichwahrscheinliche Elementarer-
eignisse erglbt dlese "Definition" Ja auch den bekannten Zir-
kelschluB. Solche Zugesiindnisse sollte man auch in der Poly-
technischen Oberschule nicht machen, sondern den Wahrschein-
lichkeitsbegriff so oinfupran, daf er erweiterungs- bzw. ent-
wicklungsfihig ist, auch z. B. im Hinblick auf eine Axiomatik
in Klasse elf oder der Hochechule (vgl. /1/). Wir werden darauf
im weiteren noch ndher eingehen.

Bei der Einfilhrung eines "statistischen" Wahrscheinlichkeitsbe-
griffs gibt eé eine Reilhe von Vorziigen fiir die Herausbildung
einer stochastischen Denkweise. Die Schiller erkennen, wie sich
GesetzmifSigkeiten als Folge von Zufallsefscheinungen realisie-~
ren, Das Gesetz der groBen Zahlen von Bernoulll wird dabei im-
plizit benutzt und stellt einen besonderen Anwendungsbezug dai.
Vorausgesetzt, da8 nicht nur Experimente mit Minze und Wiirfel
durchgefiihrt werden, kann ein anwendungsorientierter Stocha~
stikunterricht bei den Schiilern auch die Uberzeugung herausbil-
den, da8 die Mathematik, obwohl sie sich mit ideellen Objekten
bescuftigt, ihren Ursprung in der Praxis hat.

Problematisch ist die Bereitstellung von (tatsdchlich anwen-
dungsbezogenen) Aufgaben zum statisfischen Wahrscheinlichkeits-
begriff fir die Polytéchnische-Oberschule. Es miissen Experimen-
te durchgefiihrt werden oder griBeres Datenmaterial verarbeitet
werden, Letzteres wird durch die Verwendung des elektronischen
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Taschenrechners in der Schule erleichtert. Es liegt also nahe,
ihn in der beschreibenden Statistik bei der Auswertung empiri-
scher Verteilungen anzuwenden. Ein Beispiel wird im weiteren
noch folgen.

Zur EBinfilhrung des Wahrscheinlichkeitsebegriffs ist die "stati-
stische Definition"™ u. E. jedoch auch nicht geeignet, weil zum
einen, wie S1ll in /2/ feststellt, "dadurch in unzulissiger
Weise der Wahrscheinlichkeitsbegriff mit der Durchfilhrung von
Versuchen gekoppelt ist" und der Eindruck entateht, die Wahr-
scheinlichkeit seli kein exaktes MaS., Es mufS herausgestellt wer-
den, da8 die Wahrscheinlichkeit ein MaB8 ist, das den gleichen
Cherakter hat wie z. B. die Linge, das Volumen, und da8 sie mit
hinreichender Genauigkeit gemessen werden kann. Zum anderen mmuB
man, will man exakt vorgehen, die stochastische Konvergenz der
relativen Hiufigkeit betrachten. Die dazu notwendige Benutzung
von Bernoullis Theorem gum Zwecke der Definition ergibt dann
aber wieder einen ZirkelschlusS.

Die "statistische Definition™ wlirde also ebenso wie die "klas-
siche Definition" den Wahrscheinlichkeitsbegriff nicht nur ein-
' engen, sondern auch eine gpitere Weiterentwicklung des Begriffs
in oberen Klassen blockieren. Trotzdem wird man natiirlioh nicht
darauf verzichten, an geeigneter Stelle herauszuarbeiten, das
die reletive HHufigkeit in unabhiéngigen Versuchen um die Wahr-
scheinlichkeit variiert.

Eine axiomatische Definition der Wahrscheinlichkeit halten wir
filr die Polytechnische Oberschule filir indiskutabel und wollen
darauf an dieser Stelle auch nicht weiter eingehen.

Unseres Erachtens sollte der Wahracheinlichkeitsbegriff mehr in
philosophischer Richtung im Mathematikunterricht eingefiihrt
werden und zwar in Anlehnung an Hérz (vgl. /3/) als "Mad filr
die zuféllige Verwirklichung von Moglichkeiten"., Diese Be-
griffsbestimmmung beinhaltet keinerlei Einschrinkungen. Die
"klassische" und "statistische™ Definition sollten den Schiilern
lediglich als Berechnungsmdglichkeiten gegeben werden, was na-
tirlich in engem Zusammenhang mit der Einfithrung des Wahr-
scheinlichkeitsbegriffs geschehen muB. Ein Beispiel:

Der Wahrscheinlichkeitsbegriff soll am Wilrfel eingefiilhrt werden

(wir sind zwar auch gegen "Wiirfelbudenmathematik", aber der
1%



Wiirfel ist meist der einzige Zufallsgenerator, mit dem die
Schiiler tatsichlich Erfahrungen gemacht haben). Nachdem die
Schiiler die Elemente des "philosophischen Wahrscheinlichkeits-
begriffs™ auf den Wiirfel angewendet haben (Mdglichkeiten ent-
spricht Augenzehl; zufdllige Verwirklichung entspricht Wiirfeln,
das zufdllige Ereignis ist die gewiirfelte Augenzahl) soll nun
ein "NaB8" fiir die Wahrscheinlichkeit bestimmt werden. Jetzt
wird zuniichst liber die relative Héufigkeit der statistische
Wahrscheinlichkeitabegriff als Berechnungémﬁglichkeit erarbei-
tet, und anschlieBSend wird erdrtert, unter welchen Bedingungen
der klassische Wahrscheinlichkeitsbegriff anwendbar wire. Da-
durch wird bei der Einfiihrung des Wahrscheinlichkeitsbegriffs
erreicht, daB8 sich die Nachteile der beiden Berechnungsmtglich-
keiten (bez. der Interpretation des Ergebnisses) zu einem ge-
wissen Grade kompensieren und keine einseitige Interpretation
des Ergebnisses suggeriert wird. In den folgenden Unterrichts-
stunden wird der statistische Wahrscheinlichkeitsbegriff jedoch
nur noch in den Fédllen angewendet, in denen der klassische ver-
sagt. Damit er trotzdem nicht unterreprésentiert bleibt, erfor-
dert das eine entsprechende.Bereitstellung von Aufgaben, die
fiir den Unterricht geeignet sind.

Eine Mdglichkeit wire das Anwenden des statistischen Wahrschein-
lichkeitsbegriffs in der beschreibenden Statistik. Die anwen-
dungsorientierte Betrachtung der Wahfscheinlichkeitsrechnung'in
enger Verbindung mit der beschreibenden Statistik fordert die
Entwicklung einer stochastischen Denkweise. Eine Verbindung ist
durch den Zusammenhang von ZufallsgrdfSe und zufélligem Ereignis
gegeben, den man aber in der Mittelstufe natiirlich nicht voll-
standig betrachten kann.

Prinzipiell setzt die Anwendung des Wahrscheinlichkeitsbegriffs
eine Zufallsauswahl der Stichprobenelemente voraus. Es gibt je~
doch Beispiele, wo die zufd#llige Auswahl nicht von uns selbst
vorgenomnen wird, sondern quasi an uns herangetragen wird, z. B.
bei der Wahrscheinlichkeit fiir einen Raucher, an Lungenkrebs zu
erkranken. Ahnlich verhiélt es sich mit Unfallstatistiken, Ster-
bestatistiken usw.

Im folgenden wird einé Aufgabe vorgestellt, bei der die zufidl-~
lige Auswahl ebenfalls naturgemidf gegeben ist.
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Im Biologieunterricht der Klasse 8 wird die Lebenserwartung fiir
Menschen behandelt. Ein gegebener "Erwartungswert" (fiir die
Schiiler wire der Begriff "Mittelwert" wohl besser) wird leicht
fehlinterpretiert, und es wire eine lohnende Aufgabe fiir einen
zeitlich vorhergehenden Stochastikunterricht, einmal eine Le-
bensdeuerverteilung mit Hilfe der beschreibenden Statistik aus-
zuwerten und zu interpretieren. Dabel ist es ganz natiirlich,
Wahrscheinlichkeiten fiir verschiedene Bereiche der Lebensdauer
anzugeben. .

Das folgende Beispiel, das einen Dsuertest mit 100 Bauelementen
beschreibt, 148t sich dann ohne weiteres auf die Belange des
Biologieunterrichts iibertragen. Folgende Daten liegen vor:

Lebensdauer x in abs. Haufig- rel. Héufig- rel. Summen-
Betriebsstunden keit keit hiufigkeit
von 0 bis unter 500 18 0,18 0,18
500 1000 15 0,15 0,33
1000 1500 12 0,12 0,45
1500 2000 9 0,09 0,54
2000 2500 8 0,08 0,62
2500 3000 7 0,07 0,69
3000 3500 7 0,07 0,76
3500 4000 6 0,06 0,82
4000 4500 5 0,05 0,87
4500 5000 4 0,04 0,91
5000 5500 3 0,03 0,94
5500 6000 2 0,02 0,96
6000 6500 2 0,02 0,98
6500 7000 1 0,01 0,99
7000 7500 1 0,01 1,00

Mittelwert (mittlere Lebensdauer) X = 2230
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Werden die beiden graphischen Darstellungen gleichzeitig ausge-
wertet, so bietet gerade dieses Beispiel die MYglichkeit, durch
Vergleich mit dem Histogramm die spezielle Bedeutung der Sum-
menkurve zu erléiutern, die von den Schlilern oft nicht erkannt
wird. Denn bei einem Bauelement oder Individuum ist es ja in
den meisten Fillen von griSerem Interesse zu erfahren, wie groB
die Wahrscheinlichkeit ist, eine bestimmte Lebensdauer zu er-
reichen, wihrend die Frage nach dem Ausfaell innerhalb eines re-
lativ kleinen Zeitintervalls fiir die Praxis von geringer Bedeu-
tung ist.
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Bei unserem speziellen Beispiel bieten sich folgende Miglich-
keiten an: ‘

Die Wahrscheinlichkeit, im Zeitraum von 5500 bis 6000 Betriebs-
stunden auszufallen, betriigt etwa 0,02 (vgl. Histogramm).

Die Wahrscheinlichkeit bis zur Zeit von 6000 Betriebsstunden
auszufallen betrigt etwa 0,96 (vgl. Summenkurve).

Die Wahrscheinlichkeit bis zur Zeit von 6000 Betriebsstunden
nicht auszufallen, also eine hdhere Lebensdauer zu erreichen,
ist etwa 1-0,96 = 0,04.

Interessant ist noch das Ablesen des P-Quantils fir P = 0,5
(Halbwertzeit) eaus der Darstellung der relativen Summenhiufig-
keit. Ea betrdgt rund 1750 Betriebsstunden, also ist die Hilfte
der Bauelemente bereits vor Erreichen der mittleren Lebensdauer
ausgefallen. Durch die Behandlung der Halbwertzeit im Stocha-
stikunterricht wiirde auch die spitere Anwendung dieses Begrifts
im Physikunterricht der zehnten Klgane erleichtert werden.

Die aus den relativen HHufigkeiten der Stichprobe ermittelten
Wahrscheinlichkeiten asind Schitzwerte, wes den Schillern immer
wieder deutlich vor Augen gefiihrt werden muBS. Welche der hier
gezelgten Miglichkeiten zur Auswertung eines Histogramms bzw.
einer Summenkurve im Unterricht jeweils genutzt werden, hingt
vom jeweiligen Ziel der Unterrichtsstunde ab. Wie wir gesehen
haben, wird durch die Anwendung des Wahracheinlichkeitsbegriffs
in der beschreibenden Statistik diese selbst interessanter, und
die graphische Darstellung von HEufigkeitsverteilungen bleibt
kein formaler Selbstzweck. Kosswig gibt in /4/ ein weiterfilh-
rendes Konzept der Verbindung von Wahrscheinlichkeitsrechnung
‘und beschreibender Statistik an und beschreibt, wie bestimmte
Begriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung mit Hilfe der be-
schreibenden Statistik interpretiert und motiviert werden kdn-
nen,

Unsere Untersuchungen zur Einfiihrung von Elementen der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung und Statistik und zu einer damit zusam-
menhéingenden Herausbildung von stochastischen Denkweisen bel
den Schiilern im obligatorischen Mathematikunterricht unserer
POS werden in der aufgezeigten Richtung weiter fortgesetzt.
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Der Schwerpunkt liegt dabel auf Anwendungen aus naturwissen-
schaftlichen Unterrichtsfdchern bzw. der Verwendung von im Ma-
thematikunterricht erworbenem Wissen und Konnen zur Wahrschein-
lichkeitsrechnung und Statistik in anderen Unterrichtsféchern.
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Hinweise fiir Autoren

Manuskripte (in deutscher, ggf. auch in russischer oder engli-~
scher Sprache) bitten wir, an die Schriftleitung zu schicken.
Die gesamte Arbeit ist linksbindig zu schreiben. Eine Ausnehme
hiervon bilden hervorzuhebende Formeln und das Litereturver-
zeichnis, Der Kopf der Arbeit soll *oIgende Form heben: Rostocks
Math, Kolloq. /Leerzeile/ Vorneme Name/ Leerzeile/ Titel der
Arbeit/ 1 Zeilenumschaltung/ Unterstreichung/ Leerzeile. Der
Text der Arbeit ist eineinhalbzeilig (= 3 Zeilenumachaltun?en)
2u schreiben mit maxImel 63 AnschlBgen je Zeile und meximal 37
Zeilen je Seite. Zwiscthemiberscthriften sind wie folgt einzuord-
nen: 6 Zeilsnumschaltungen/ Zwischenlberschrift/ Unteretrei-
chung (ohne Zeilenumschaltung)/ S Zeilenumschaltungen. Hervor-
hebungen sind durch Unterstreichen und Sperren mdglich, Ankin-
digungen wie Satz, Definition, Bemerkung, Beweis u. a. sind zu
unterstreichen und mit einem Doppelpunkt ebzuschlieBen. Vor und
nech S&tzen, Definitionen u. &, ist ein Zeilenebstend von 5 Um-
scheltungen zu lessen. FuBnoten sind mdglichst zu vermeiden,
Sollte doch devon Gebreuch gemecht werden, so sind sie durch
eine hochgestellte Ziffer im Text zu kennzeichnen und innerhelb
des oben engegebenen Setzepiegele unten auf der gleichen Seite
enzugeben, Formeln und Bezeichnungen sollen mdglichet mit der
Schreibmeschine zu schreiben eein, Hervorzuhebende Formeln eind
drei Leerzeichen einzuricken und mit 6 Umschaltungen zum dbri-
gen Text zu echreiben, Formelzdhler sollen am rechten Rend ste-~
hen. Der Pletz far AbbiTdungen Ist beim Schreiben euszusperen;
die Abbildungen selbst sInd In der dem eusgesperten Pletz ent-
sprechenden Gri8e—gesondert—mnach TGL-Vorschrift euf Transpa-
rentpepier beizufligen, Der zugehdrige Begleittext ist im Menu-
skript mitzuschreiben. Sein Abstand nach unten betrd&gt 5 Um-
schaltungen, Litereturzitate im Text sind durch leufende Num-
mern in Schrégstrichen (vgl. /8/, /9/ uvnd /10/) zu kennzeich-
nen und em SchluB der Arbeit unter der ZwischenGberechrift Li-
teratur zusemmenzustellen,

Beispiele: (ZeitschriftenebkGrzungen nach Meth, Reviews)
ariski, 0., end Samuel, P,: Commutetive Algebre.
Princeton 1958
/9/ Steinitz, E.: Algebreische Theorie der Kérper. J. Reine

Angew, Meth. 137, 167 - 309 (1920)

/10/ Gnedenko, B, w.: Uber die Arbeiten von C, F. GeuB zur
Wahrscheinlichkeitsrechnung., In: Reichardt, H, (Ed.):
C. F., GauB, Gedenkband enl&Blich des 100. Todestages.
S. 193 - 204, Leipzig 1967

Die Angeben sollen in Originelspreche erfolgen: bei kyrilli-
schen Buchsteben soll die bibliothekarische Transkription
(Duden) verwendet werden.

Am Ende der Arbeit stehen folgende Angaben zum Autor und zur
Arbeit: eingegangen: Detum/ Leerzeile/ Anschrift des Verfessers;
Titel InTtielen ger Vornemen Neme/ InetItution/ Strukturelnhelt/
StraBe Heusnummer/ Land Postleitzehl Ort.

Der Autor wird gebeten, elne Korrektur des Durchschlags voe

Of fsetmenuskript zu lesen und debei die mathemetischen Symbole
einzutregen, Ferner sollte er 1 - 2 Klassifizierungenummern
(entsprechend der “1980 Mathematics Subject Classification™ der
Math, Reviews) zur inhaltlichen Einordnung seiner Arbeit angeben,
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