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ABSTRACT

T h e objec'U.ve o+ t h i s wor-k is t n Dresent an algorithm

•t:, h a. fc s o l v e s t h e M a v l e r - S t (3 k e s e q 1.1 a •I: l a n s in P o l a. r

e: D o r" d i n a t s s u. ':::. :). n q a t: i n :i, t e e l e m e n t m e t h o cl.

T h e alqarithm is developed + or" •L", h e simulât, ion o-i- t h e

•f l Q W t h r a i-.i. g h a e a s e: a ci e m a d e o f t h e g i...t i d i n g s. n d p r e - g u i d i n g

va n es; n'f a hydrau.l i e turbi ne'îs,, T h e code e s. n simulât e

t W D - (::! i. m e n s i o r'i a l , l a m j. n ô.r , s t e a d y - s t B. t e 4 v i se OLIS a n ci

i ncompressi b:l e f l ows >

A curvi l i near- grid :i. s geneïrated by a speciaiized

program and the i'-esi.i.l+.s can be viewed via an interactive

analysis and display software package.

T h e tes'L-s peîr-for-med on t h e algorithm consist of

compansons Q+ the? r£?sults with the analytical sc.lLitiuns n+

Couetfce and Jef'ferey'-Hamel f l aws , +Qllowecl bv e;';oeri ments

with the? quiding vanes cascade.

T h e r e s u l'l.:. s o b t a i n e d s h a w v e r y r e a. l i s t i e -f l o w

predi e t i on îî b y t h e a l q or" i t h nt. "i"h e e ad e e an a l sa pr ed i e t

r-sci rcul ati on zones ar-id staonafcion points. It ha.s shown

r- o b u. s t e h a r" a e t e r i s 1:. :i. e s i n i r- r e ci L! .1 s< r m e s h es a n d l s

sel +-adju.sfc.3.b'.l. e te the di •?+i CLII tv Q+ a Q:i.ven prablem.
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INTRODUCTION

L'évolution tEïchnol agi que actuelle amène

l 'ingénieur ai réaliser de?s projets de plus en plus

comple;';es et coûteu;'; dans les domaines de l'aéronautique,

de l"aérospatiale et du nucléaire.

Dans ces domaines et dans bien d"autres,

l'ingénieur a besoin de savoir le plus précisément possible

l'influence de ses décisions lors de la conception: il a

besoin de modèles pour' simuler le comportemen'fc de systèmes

physiques.

La mécanique des 'fluides et des solides permet de

décrire le comportement de systèmes physiques au moyen

d'équations au;'; dérivées partielles; la méthode des

éléments finis est une méthode utilisée pour résoudre ces

équations. Cette méthode fait appel au;.; sciences de

l'ingénieur- pour établir les équations, au;-; méthodes

numériques pour les discrétiser et A l'informatique pour

e+fectuer e-ff i cacement les calculs sur ordins.teur.
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Le t»;-;te m-ij. suit décrit un alaorithmE? utilisant.

n n s e: h e m a =i i.-i. ;•; e l e m e n t s + i n :i, = e r"i e o o r d o r"i n e &> s polaires EJ o LI i-"

l'ét'-ide de J. ' écoul ement l ami nai !'-B dans Lin di stn bLiteu.r" de

fcu.rbin& hydr-au.l :i. que . Les équati e::'n s au;-; dér-ivées partielle? s

r-éaissarit est écoul ement sont cl'abord Drésentées: viennent

E' 1-1 5 U. 3. t e q u e l q Ll e 5 g e n e r a :i. i t e s s i..i. r- :l. e. s m e t h o d e s d ' el e en e n t. s

•finis s uiv l e s (j e s p -3. r-1 i e 1.1. l a rites de l ' a l ci a r i t h m e. t- e s

logiciels de génération de maillaqes et d'analyse des

résultats sont décrits brièvement, puis les résultats de

l'algorithme sont présentés et comparés à des solutions

analytiques et au;-; résultats obtenus par d'autres méthodes.
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CHPiPI T RE. ï

F' R E 3 E. M "l" A "l" l (J IM D U F- R 0 B l... E N l::

Lors de la conception d'une tu.rbine hydr-.au.i i que ,

l ' ordi nateur s'avèr-e t..m outil d'analyse r-apide et puissant

D e r m e 11 ". n t d e p r e d i r e l e e a m p o r t e rn e n t g e n e r a l de l a

m a e l"i i n e. A v a n 'l; 'n e m e l a r" e a l i s;, a t i o n d ' u. n D r a t o type, l a

si m'jl ati on sur ordinateur pr'évait assez précisément quels

s e r n n t l e s v i t e s s e s „ p r- es s :i. o n s, débit s e t p 1-1. i s s s. n ces d e l a

tu.rbine projetée. Si la T-ur'bine est i nsa.ti sf ai santé , an

peut rapidement, la modifier et. simuler le comportemsnt de

cette nouvelle tu.r'bine su.r ordi nateur" en quelques heures,

J U 5 q l-l. ' à !:'. E' q U ' D n ob t i Êan n e l e s e a r actér i s t:, i q L!, e s d e s i r e e s..

L'approch&î décrite' plus haut est scjuvsnt sppE?.!. ée

Conception Assistée par iJr-di nateur" (CAO) sppliqu&e au;-;

tu.rbines. La CAO pçî'nnet d ''.3. e ce l érsr le processus de;

desiqn, de di mi nu.er les coûts associés e t d s réduire? les

r- i s d u. es d ' en" e u. r »

L. ' d, l C:| a r i t h m e? d e e i" i t d a r'i s les p a g e s am s u l v e n t.

vient compléter" la panoplie de ccsdœs e:.'; i iitan1: = =t qu:!.

permettent la si inij.l ati on de comDOsantes de i. •?. ti-^rbine
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telles le canal d'amenée;, la bac h e SDir'ale, là turbine

p r' a u r~ t? m e n t d :i. fc e? et .1. e d l 'f -f n % e n r-.

L ' al QCïri thme pr"ései"ité est conçu pour simul&r le

comDQrtement bi di'nensi onnel de l ' écoul E-mEînt entrs les aubes

directrices d'une tur-bine. Une telle tur~bina est ore-sentéis

à. la -ngi-ir'e 1.1. Les figures 1,2 et l.3 mnnfcr'E'nt les a.-ibe'iï

directrices et avant—riirectrices; ces aubeîs sont situées au

centre de la bâche spirale et orientent l'écoulemen'r sur

les aubes de la. mu.e. On remarqu.era le pivot des au.bos

d i r e e t r :i. e E? s ; e l :1. e s s o n t o r" i e- n t s', b ]. e s p o L.I r- pi o 1-1. v air e o n t ;- à l e r

l s? d e b i t ci e l a t. u r b i n e .

rikb-.=_==ii _^—s>'^

^<;s^'^^^^^-^^s^'^~^s'K-''f&

'i. ci ur" e 1 „ l T'i..ti'~bi ne Kaplan
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î 1.1 . «•tC.-lXm.Cîf » : tc'-< * l~r >?••
C*.C'jt.**CB * •* ; *!Î=S= • î C^îl*< • so "ir<

i.»< i* w>re

S»1«L USK n.*N VIEV

F' i g u re l. 2 B à e h e s p i raie

Directrice

Avant-directrice

Fiqure 1.3 Aube;-; di r"c tr- •i. ces "t avant'-di rec r-.-~i. css



15

l'"! :i. ï-1 (::? r" :]. C! i..( e i?; e r'. 't „ l a e: o r'i r: e o 11 e, n i::| es t LI r" b l nés se

4: ,A,I.--> 11 ff m o :i. r i qLi-îment. E: n se basant sur' l expérience

ynt&n. "Lire „ on s-œivair. à peu près quel type de turbine était

pré't:éTabl e dans chciQLie cas;; or'i connaissait les ar-andes

lianeo de leur comDorfcement. La mise au point de la

ti.n'-bine se ta.i ss's. t d i.r'ec:'cernent c;ur des rnadëles réduits et

ci e ;5 p r" o t cj t y p e s;.

HVF?C le temps, l ' aucjmentsti on .' des coûts de

-f-abn cafci on et l'amél i orati an des oi-di nateu.rs , la

s j. m u. i. a t :i. o n n u. m e r i q n e cl " e e o L! l e rn e n t s;> s 'est a r an d e m e n t

développée,, Au début, •:). n e si m pl i + i e: a t i. on coLir'ante était, de

négliger la vi'scusité du fluide et d'obtenii- une solution

pnre.nti el l e en d e n >; di me n si on 5. Les modèles se ra ffin a n t,

l a v i s e o s i. t e ,, l ..;< e o m p r E? s s i b j, ]. :i. t e et f i n a l e me n t l a

t i..i r b u. l £? n e:: s o i"î t e' t e" 'n o d é> l :i. s e' &?;:-. „ De? nos j o u r =~ i l e? s

e C 0 L; l e m e n t s b :!. i:i l rn e n s :i. a ri r'i e l s; p e i..i vent et r e si en LI l es o a. r- L.I n

noffîbr" sans cesse croissant de? méthodes et d'aigonthmes de

coiiiD l ":•; 1 te et de précisiDn v^rié'es selon les beîscins et le

cas à tr'aitfôr,, II e>;iste éqalement pl usi eur-" al Gori thmfss

tn dx mesnsi onnel s , mais bien dt..i travail i-estç? à faire dans

ce d.3.n3ine,,

un-ï? aes premi ë?r"es phases de conc=c'-:i on de

a l ^or" l tn'ne est c!e choisir quel l es siéront les =c;Liation5

l J. " l i. . :ïe=?îi:- Cijinnif? t:ïa':;>e>
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î- • l ^S.I:.LaJ:_l-O.D.S.-_c!-!î_J3a.S.È

Pour représenter le comportement des fluides, nous

avons choisi d'utiliser les équations de Navier-Stokes.

Sous leur forme générale, ces équations s"écrivent

sous forme adimensionnell e Cl 3:

Equation de Mavier-Stokes:

^ï= F - vp+ ^Au (1-1-1

Equation de continuité (conservation de la masse):

|£+ 7 .u = 0 (1.1.2)

où Re est le nombre de Reynolds, le rapport adimensionnel

entre les forces d'inertie et les forces de viscosité. Le

terme D./D^ représente les termes de transport, F les

-forces massiques, Vp les -Forces de pression et (l/Re)Au

les termes de diffusion.

Nous considérerons ici les écoulements

bi di menai onne.1. s laminaires, permanents, incompressibl es et
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i sothermesi. En première appro>; i mati on , on peut négliger

les écoulements secondaires et considérer l'écoulement

comme étant plan; une simulation en deu>; dimensions donnera

quand même une bonne idée du comportement de l'écoulement.

Pour de faibles nombre's de Reynolds, un écoulement réel

présente en général un comportement l ami nai re; nous pou.vons

considérer l"écoulement comme tel, la modélisation de la

turbulence étant reportée à une étape ultérieure.

Pour simplifier le problème, nous avons choisi de

néqliger les variations temporelles: l'écoulement simulé

est permanent. Pour une description détaillée d'un

algorithme similaire pour des écoulements instationnaires,

nous référons le lecteur à FORTIN C23. Au>; vitesses

considérées, les qradients de pr-ession étant -faibles, les

variations de densité peuvent être négligées et le fluide

considéré i ncompressi bl e; le tr-ans-Fert de chaleur est

éoalement néQUgé.

Après ces si mpl i 4:i cati ans , les équations de

Navier-Stokes se résument à.

u. V)u = F - Vp + ^ Au (1.1.3)Re "^

v • u = ° (1.1.4)
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1.2 Géométrie

Le domaine de calcul est constitué des aubes

directrices et avant-directrices présentées à la +igure 3,

d'une portion de l'espace devant les au.bes appelée entrée

et d'une portion après les aubes appelée sortie (-figure

1.4) .

Figure 1.4 Canal interaube

Les dimensions et la forme de l. 'entrée et de la

sortie sont choisies arbitrairement. En aénéra.l , l entrée?

et la sortie sont placés dans les a;-;es du bord d attaque et
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du bor-d de fuite rffspect ]. vement. L'entrée est choisie

s u. + + i -s a m m e n t l o n g u. e p a u. r q u. e l '' e e o n l e m e n t. s D i t l:) i e n stable

avant d " an- ;i. ver su.!'- les profils et la sortie assez longue

Dou.r simuler .1. 'écoulement loin dans le;' si 11 a a e, là où.

I ' i ntsr'férence des pro+ils est passablement amortie.

l „ 3 Condi ti oi"i<5 au;'; lifnifces

L .2 S C 0 n d i t i a n s a u. ;•; l i m i t e s s o n t r e s i.-i. (nées à l a

•fiqurs 1.5.

A l "enfcr-ée du canal (l), la vitesse est connus et

imposée; de chaque côté (2) la frontière est pér-i odi qu." „

L. a p e r i o d i e i t e s :i. g r'i i -i: i e q u e l ' éc n 1-1. l e m e3 n t d n f l L! ide est

i d s n t i Q LI. e e n 't:, r e '':- o u t e s l e s a n t-' e s d i r- e e t- r" i e e s ci e l a t '-'. r' b l. n E?

r:'s.r symétrie"; l. ' e e ou l e m en t dans un canal donné est

identique? à l " écoLi'J. ement d ans tout s. ntr" e- canal (voir +igure

Sur- les au.bes (3), une? CDndition de n an-Qlissemenfc

est imposée; le +lu.j.dE? étant vi squeu;-; , la vitssse doit être

n n ils le .1. ':3 r'i g d ' i..1 n e F' -î. f n i s e' l i d s • '^ l s. s o r t i e d 1-1 canal ( 4 )

d es conditions d s contraintes nulles SQnt: imposées. Nous

v^i-rons plus 103. n cr-.ie ces condifcions découlent

n at L'r si l ement. de la t:ormi..il a t i n n v.ar.i. ati onnel l e u.tii.isèe.
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(2)^^(3)

(1)/ ^ A
(3).

.(2)

(3)

(1)
(2)
(3)
(4)

(2)

-(3) (2^^^T

U = Uo

frontières périodiques
u = 0
contraintes nulles

Figure 1.5 Conditions aux limites

1.4 Coordonnées polaires

Le canal inter'aube décrit précédemment, de par sa

symétrie radiais, est facilement représenté en coordonnées

polaires. De plus, dans le système r, 9 la périodicité

est très simple à imposer: u>- et Lio doivent être

identiques de chaque côté du canal.
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La pr l n e i paie r a i s o n de l ' ut i l i s at i o n à e s

coordonnées polaires est la simplicité du

traitement a e la périodicité aux frontières,

En coordonnées polaires les

Navi er-Stakes s'écri vent :

équations de

Dur U2e , ^ . 1
+

Dt r ' 3r Re

Du.

Dt
\ue

"y 9 âu.
Au._ - -r- —^ -l

= f ^ l "Ki3£.i
r 3â Re

9ur , ur . "l 9U.
+ T + F'aT =~w

2 9u.
Au. + — —l

9 r2 30

ô6
(1.4.1)

(1.4.2)

(1.4.3)

L. a su i t e du. d eveloppemont est en eaardonnées

cartési ennes. par" souci de si mpl j. ci t.é; les équations en

coordonnées polaires sont équivalentes et peuvent être

dérivées à l'aide d'un changement de? variables approprié.
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CHAPITRE 2

METHODES D'ELEMENTS FINIS POUR NAVIER-STQKES

Le comportement du. fluide est obtenu en calculant

la vitesse et la pression par une méthode d'éléments finis.

De nambreu.;'; ouvrages sont consacr-és à ces méthodes et nous

référons le lecteur au.;.; ouvrages de DDEN C53, ZIENKIEWICZ

Cû3 et STRANG-FIX L7'î pour des considérations d'ordre

général . Le développement théonque utilise en grande

partie la natation de CIARLET 1:83.

2.l For mû. l at i on var i at i on n e l l e

Utilisant la convention de sommation sur les

indices répétés, les équations de Navier-Stokes (1.1.3) -

(1.1.4) s'écrivent sous la forme plus générale

:U'V)UT -ÏÏeV-^ij ej) - F1 - 0 1 <TJ<2 (2.1.1

V.u = 0 (2.1.2)
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où. le tenseu.r des contraintes est défini par

j Su. 3u.
ij s -p 5J^ v '^i'iï1' <2J-3>

et la base du repère est

e = (1,0)
•l

(2.1.4)
e = (0,1)
fv2

Multipliant l'équation (2.1.1) par v e *y' et

l'équation (2.1.2) par q € Q et intégrant sur le

domaine, on obtient la formulation faible suivante:

J, (u-v)ui vi dîï - /„ ^e v'(oij ej) V1 d" -J', Fivi dpj = °
•ï

(2.1.5)
V v e V , 1 < i < 2

Y-u q dn= 0 Vq S Q (2.1.6)
'n

Intégrons par parties la divergence du fcenseur de

contraintes. On développe le terme

3v.
ï-(01jej''i'sv''oijej>u^°,j^ l2.1-7)

et d'après le théorème de Gauss (SPIEGEL 1:263, p. 123)

v-(°ij ej V1-) d" =J" ^. a^. ^. dS (2.1.8)
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Combinant les relations (2..l..'7) et (2.1.8) nous obtenons

IV1 °U- nJ ds ~-i v-(CT1j ej) V1 d" + f, CTij S- ^ Vy ^ v
'S ~!î ' ~ ^!î '" '"J

(2J.9)

Insérant (2.1.9) dans (2.1.5), la forme faible devient

[(u.V) u^ d^^^a^.^-dî2-^ v^ a^ ^ dS-Jr^v^ dQ = 0
s

V v e V , 1 < 1 < 2
(2.1.10)

r

J V-uq dîî= 0 Vq G Q [2.1.1l)

où. l'intégrale de sur+ace représente les conditions au;-;

limites sur la partie de la frontière au la vitesse n ' est

pas imposée.

De (.2. l. 10) et (2.l.11) on peut tirer une forme

plus courante de la 'For-me faible. Remplaçant dans (2.1.10)

l ' e;-;pressi on du. tenseur de contraintes (2.1.3)

i f _ 9vi ,_ r ^ 9vi i r su, su, 3v,H°ij^d"^-p^-^(^)^
(2.1.12)

Remarquons que

.1 3vi _ 3vi
~P&^=-PS--PÏ-Ï (2.1.13)

'J "'V1 ~ ~
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et par symétrie

9u, 9u, 9v,Ji aui\ 3vi l .9U. 9U. 9v. 8v_.

^7*3xt)^4<^^)(^^-) 12.'.^)

Posant le tenseur- du tau;-; de déformation

8w, 9w_.

Dij(w) 4(97J+^-) (2.1.15)

TSÎ °1j ^ d" 3 -/„ Pv-u d" t ^ ûij<ul DijC'> d"

on obtient

9v,
dîî = -j pVy diï + -^ j D^.(u) D^.Çv) d^

Q (2.1.16)

La formulation faible (2.1.10) - (2.1.11) s'écrit

alors sous la -forme plus courante

^-1 D,,(u) D,,(v) dî2 + l (u.V) u^.v, dîî-f p ^1 dQ^WW^J, ^VJV-"-^ P^°" ^^^

F^i d"+^[ vi °ij "jds Vvev,l^<2
îî ' ' 'S

V.u d^ = 0 (2.1.18)
'n

L'intégrale de surface du membre de droite

n'apparaît généralement pas dans la -i'-orme -faible; nous

montrerons à la section suivante que l"imposiri on de

contraintes nulles identifie l'intéqrale à zéro-
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Cundi ti ons au;-; limites n-'9.fci...i.r"el l es

Dans le cas des équations de Navier-Stokes, la

e o n d i 11 a n a u ;•; l i m i •1: e s n a t n r e l l es e a n s l s t e à. p o s e r n <-). 11 e

l intégrale de sur+ace de l ' e qu.=i.ti on 2,, l,, 17, ce qui revient

À imposer une e ont r a :i. n t e nu l l g; le long des parois ou 11 n'y

a. pas de condition de' Di. ri e h l c-îfc „ Soit le vecteur des

contraintes de? Burface C., On aura

C = C_. e. (2.2.1)

^ C^. = o^. n^. = 0 Vi C2.2.2)

ce qui implique

o^. . = 0 le long de S. (2.2.3)

L. "intéarale de surface as (2.1,, 17) sera donc nLilleî.

La condition (2»2.3) est strictement é'qu.i val ente à dire que

a e on t r a i n t e n o r m a l e e t. l a e o n fc r~ a i n t e t an g ent i el l s s o n. t

n u. l l e? s.

.£ = a ("j ')
/lv

i= (ti,tz) //^"-
ŝ

r^= (ni,nz)

Ficiur'e 2.1 Contrainbes de sur'-face
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Considérons la -figure 2.1 où n et T sont

respectivement les vecteurs normal et tangentiel unitaires,

et le tenseur <r est donné par

o = a,, e, 8 e, (2.2.4)

La projection du tenseu.r de contraintes est dé-f-inie par

o(f,g) = Oii(f'ei)(g-ei) (2.2.5)

a(f,-) = o,,(f.e,)e, (2.2.6)

où f et ci sont d e u;-; vecte-'u.rs quel canque=.> La

con-train'be normale s'écrit alors

°nn = o(n'n^

8u, 3u, (2.2.7)
a -p ^ "j"i ^ (^+ ^> "j",

•J -l

finalement

o_ = -P + 2u -^ (u-n) C2.2.8)
nn on - ~

De la même -façon, la contrainte tangentielle s'écrifc

CTm = CT^n'^

(2.2.9.
.9U, 3u,

s -p ^ "jTi -" (^t ^' "j^i

3u-T 3u-n
o_ = y (—1 + _^i) ;2.2.10:Jm = y l-3rT + ~^~)



28

La contrainte à la paroi peut donc s'écrire comme

c= CTnn n + CTnT T (2.2.11)

en faisant l'hypothèse que

3T 3n
^a?î'° (2-2-12)

2.3 Di scr-éti ss.ti on

Tels que décrits à la section précédente, les

espaces de solution V et 0. sont de dimension in+inie, de

telle sorte que les équations (2.1.17 - 2.1.18) ne peuvent

être solutionnées directement.

La méthode de discrétisation est décrite en détail

dans FORTIN A. C93 et consiste d'abord à construire dî?5

espaces de dimension finie 'v'i-, et Qh appro;-; i mant V et

Q. Pour cela, on considère une partition du domaine ^

r^K,, [2.3.D

en trianqles ou quadri l atè'res en deu;-; dimensions, en

tétraèdes ou en hexaèdres en trois dimensions. Les Ki

sont appelés éléments et Ng est le nombre d'éléments;

l'ensemble des éléments ou sous-clomai nés est appelé

mai 11aqe (voir figure 2.2).
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Figure 2.2 Mai 11 âge typique

La partition Fi-, du domaine est soumise à la règle

sui vante»

D eux e l e m e n t s K./ e t K ./ s o n t s o i t d i s j o i n t s , (:' n t

un seul som ÎR e t e n e o m m u r/ „ .:-.> u <•,> n t t o u t 1-1 n e o t e sri

e o-m m un .

Quelques implications de cette règle sont illustrés

à la figure 2.3. Il existe des moyens de? contoumer cette

restriction comme celui décnt dans FORTIN M. - TANGUY

L 10 ].
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permis non permis

F:'igure 2.3 F^ègle de partition

Chaque élément K est uniquement déterminé par un

.Nl
ensemble de points -CSi î ^ _ i. appelés noeuds géométriques, et

Ni est le nombre de ces noeuds. Nous utiliserons la

^s

technique dite de l'élément de référence K qui est un

élément de forme géométrique simple pouvant se ramener à

chacun des éléments réels K par une trans+ormation

>\

géométrique FK. Les noeuds géomé+-n que's de K sont notés

^ N,
et F-\,; est telle que

FK{si}^ =si ^i< (2.3.2)

E;-;emple 2.1 Considérons une partition du domaine en

/s

quadr-i iatères de côtés droits: K est alors le carre

C-1,1]2. Cet élément peut être transformé en un

quadrilatère quelconque par une transformation FK de la

+ or me
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F^ =<N N N N >
1234

= <N> {S} (2.3.3)

où les -CS.i ]• j. „„ ^ sont les quatre sommets du. quadri l atèr'e et

Où

N^(Ç,r,) = ^ (1^)(Un)

N^(ç,n) = ^ (l-ç)(l+n)

N^(ç,n) =} (l-ç)(l+n)

N. (ç,n)
4

= j- (uç)(l-n)

(2.3.4)

Sa

-1

S3

1

K

-1

Si

J_

S<

Figure 2.4 Transformation géométrique

Regroupant les termes (2.3.4) dans (2.3.3), on obtient la

•forme de la transformation FK

F^(ç,n) = <N(ç,n)> {s} ;2.3.5)
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M a u. s n o u. s l j. m i t e r a n s i e i s. n ;•; e l e m e n t s

quadri lafcérauK à côtés dr'Dits. Il est. possible de

construire des éléments trianaulaires et ces deu;'; types

d'éléments peuve?nt avoir des cotés droits ou. courbes. Pour

des éléments à frontières courbes, nous ré+érons à

CIARLET-RAVIARÏ C 11 3 „ Une desr-ri pti on des divers types

d'éléments se retrouve dans DHATT-TOUZOT C33.

La géométrie de l"élément étant clairement dé-finie

par FK et par ses noeuds géométriques, on peut maintenant

construire l'espace V^ élément par élément. L'espace

F't;(K) est d'abord défini comme un espace de polynômes de

<-<

dearé < k, et l'espace D^(K) comme un espace de polynômes
vs.

de degré -^ k en chacune des variables 'E, et 'q de K.

E;-;empla 2.2 Les espaces P-^K) et Q=;(K) sont engendrés

par les ensembles

{l,ç,n,ç2,n2,çn}
(2.3.6)

et

{l,ç,n,ç2,n2,çn,ç2n,çn2.ç2n2}

respecti vement.

.-"s

Qn se donne maintenant un espace P de fonctions

^ /^
polynômiales (en pratique F'K<K) ou QK(K), dépendant du

^
type de partition) et on chaisit sur K un ensemble E de

^ N
N points '[ai } :i.-,,i. . Cet ensemble de points devra être



33

F' -1.1 PIS D l v a nt (e „ + . C I A R L E J C 8 3 ) l . e. e h a q u e f a n e t i a n p e P

est uniquement déteTminée par les valeurs /.p(ai)>ï-i. un

a ose ensuite

ai = FK(si) ' 1 = 1'2,...,N (2.3.7)

et les •Cd.i } :i ,„. .1 sont appelés noeuds d'interpolation,

coïncidant ou non avec les noeu.ds géométriques.

Au;-; noeuds d " i nterpol ati on sont associés les

fonctions de base •Cpi3-N»i dé+inies par

P^(a ) = ô^ (2.3.8)

N
Les •Cpii'ï-.i sont bien déterminés et forment une base de

^
F'. On a alors

N
P = [^ c^.p. , a. e IR , 1 < i <n} (2.3.9)

On se ramène à l "élément, réel K en posant

PK = {P|P = P 0 F^1 , p e p} C2.3.10)

ou encore

N
PK = ^21 "I-PI > ^ e IR . p^. . p^. o F^1} (2.3.11)

Les ff-i sant appelés degrés de liberté associés au;-; noeuds

s.s. . On peut donc dé+inir l"espace y^ par

vh = {viv|K EPK} (2-3J2)
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^21.e..mP.l-.'5....-.'L'-...:?. Considérons une partition du domaine 0 en

quadnlafcères et on choisit P = Q.a(K). E est alors

constitué des sommets, des milieu;-; des côtés et du centre

^\

de K (voir fiaure 2<5).

aa

34
-2ïL

a5

J

K

n

_az

a9
-"—L

as

ai

38
-^

a?

§3

Figure 2.5 Transformation des noeuds d'interpolation

La trans-formation F»,: est donnée par (2.2.3)»

^s

Les fonctions de base pi sont posées comme étant

(DHATT-TOUZOT 1:3] , p. 122)

P, = t 0+€)(1+n)çn

P, =2 (l-C2)(Un)n

?3 = - i (l-ç)(l+n)çn

P, = -^-(1-ç)(1-n2)ç

P, =î|-0-ç)0-nkn

P, = - 2 (1-ç2)(l-n)n

P, = - ï- (^ç)(l-n)çn

(2.3.13)
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P, = } (1^)(l-n2)

P., = (K-)(1-n2)

On peut 'finalement vérifier que les fonctions de

base (2,3.13) satisfont (2.3.8). On remarque également que

Vt., est constitué de fonctions dont la restriction à chacun

des éléments est la composition d'un palynôme de degré < 2

avec la fonction Fn:. Les -fonctions constituant Vu ne

sont pas polynômiales puisque la trans-formati on FK n "est

pas affine.

Les propriétés de V,-, sont déterminées par le

^
chai;-' de p et E. Dépendant de ce choi;-;, on pourra avoir

une appro;-; i mati on conforme ou non. Une discussion

^\

détaillée du type d ' appro;.; i mat i on selon le chai;-; de p et
/»\

E est trouvée dans FOF.'TIN L'9:J et CIAF(LET C 8 3.

Utilisant les relations (2.3.6) et les fonctions de

base définies par (2.3.8), la vitesse et la pression sont

appro;-;i mées sur le domaine entier par

^ = ^ ^ ^.(x) 12.3.14)

M
Ph = iii Pi '^(x) [2.3.15)

où N est le nombre de noeuds d'interpolation en vitesse

et M le nombre de noeuds d i nterpol ati on en or-ession.
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Les fonctions .«pi et ^-i. sont des bases de V,-, et Q^

respectivement, et sont définies par

.^.(Nj) , ^.(N ) = 0 si i ^j

1 si 1 = j
:2.3.16)

De plus, lorsque restreintes sur un élément, on a

^-

^

eQ,.

e p,
(2.3.17)

où F'k et Qu sont tels que définis précédemment.

Remplaçant (2.3.14) et (2.3.15) dans (2.1.17)

(2.1.18), le problème discret consiste à trouver Un, pi-,
-^

tels que

te (DTj(uh)'DTj^) + ^uh-v)uh'^) - (Phlv'yh) = Lf'^ Vvh 6 vh '

(2.3.18)

(VV'uh) = ° ^qh EQh (2.3.19)

que l'on peut réécrire sous -forme matncielle

Kuh + N(uh) uh+ c ph =f

cl uh= °

(2.3.20)

(2.3.21
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La non-linéarite de l'équation (2.3.20) nécessite un

traitement spécial; la méthode de solution utilisée sera

détaillée dans le prochain chapitre.
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CHAPITRE; 3

ME::TH(:)DE DE RESOLUTION

La mise en oeuvre de la pr-ociramrnati on est inspirée?

du livre de DHATT-TOUZDT C:3:]. Le calcul et les résultats

sont en variables primitives u.r- , u.o et a •=;.o;i.t

respect!v e m e 1-11 les de n ;•; e o ni pas a 1-11 e £ e n v i •I:- e s s e et l a

pression.

3.1 Traitement de la n on-linéarite

Lorsqu'on doit résoudre une équation ayant des

termes non-1 i néai r-es trsïles les équations de Navi er-Stokes,

la re e h e r e h e de l a s o l u. t i a n =. e f a i t d e m an i à:r e ï ter s t i •••.,' e

(DHATT-TOUZC)T 1:3:1, p., 334). Là mé'H-iodE? utilisée est une

combinaison de la méthode dite quasi Newton-'-Raphson et de

l "algorithme d ' USAWA L~13:J dével oppée par F'ORTIN M. et

FORTIN A- C143. Décrivons d"abord l es de\-w méthodes

préci tées.

3.1.1 Méthode quasi Newton—Raphson

La méthode quasi Nfâwtc}n"-F;;aphs':jn est dér-ivé= de la

méthode de N e w t o n — R a D h s n n , d e e: r i t e e l '- cl e s s a 1-1. s.
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Supposons qu'à une étape n, nous ayons unE=

ap pro;-; i mat j. on (u",pr-") de la solution <u,p) telle que

V-un = 0 (3.1.1)

R(un,pn) = - ^Aun + (u".V)un + Vpn ^0 (3.1.2)
"u r\c 'w -u- -^ .s*

R(ur',pr>) est le r-ésidu à l ' étape n. On voit que (i-ir>,pr>)

seront la solution cherchée lorsqu'on aura R(u",p") ~- 0.

La méthode de Newton-Raphson consiste à chercher des

corrections ( Sur', .5p" ) satisfaisant V. 5i_i" = 0 et telles
<^ fv

que

R(uW, p"+ôpn) = 0 (3.1.3)

Le résidu est développé en série de Taylor en

négligeant les termes du 2" ordre et (3.1.3) devient

R("",P") .^ 6U" . ^,ipn - 0 (3.1.4)
8u" ~ 3p'

Les corrections ((5ur*,<5p"> doivent donc satisfaire

^ <ï" ^ .P" .-R(u".p") (3.1.5)

Evaluant les dérivées au sens de Gâteaux (voir

YDSIDA l:2iJ) et remplaçant dans (3.1.5) on obtient

finalement
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-^Aôun + (un.7)6un + (6un.V)un + Vôpn = -R(un,pn)

(3.1.6)
V-ôu = 0

L "algorithme correspondant s'écrit;

l étant donné u",pr* tel que V. u." = 0,

2 on factorise la matrice associée à l'opérateur

A(un) = - ^ A* + (un.V)* + (*.7)un

on calcule

R(un,pn) = ^ Aun - (un.V)un - vp"

4 on résout v-'' ' •

A(yn) ôun + v6pn = -R(un,pn)

V-6un = 0

5 et on pose

un+1 = un . 6un

pn+1 = pn . ôpn

à si l (Su0 | < E. STDP

sinon retour à l
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Le principal inconvénient de cette méthode est que?

l'on doit factoriser la matrice Afu") à chaque itération,

et comme elle peut être de très grande dimension, cela

représente u.n temps de calcul considérable. La méthode

dite quasi Newton-Raphson pallie à cet inconvénient: il

s'agi t toujours d'annuler le résidu R(un,p°) mais sans

factoriser la matrice A(u.") à chaque itération.

On se rapellera l'équivalent de cette méthode dans

le cas d'une équation non-linéaire en une variable, qui

consiste à évaluer le zéro d'une fonction en évaluant la

tangente, puis en conservant la pente constante lors des

itérations suivantes (GEF'<ALD-WHEATLEY C223, p. 15).

L'algorithme (3.1.7) s'écrit alors:

l étant donné u",p" tel que V. u.r* = 0,

r>2 on pose v = n'

on factorise la matrice associée à l'opérateur

A^ = "Re A* + ^v'v^* + ^*'v^

4 on initialise le compteur, N = l
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5 on calcule

.n -n

6 on résout

7 et on pose

R(u",p") =^Aun- (un.V)un-Vpn
(3.1.8)

A(y) ou" + vôp" = -Rfun.D"'
^ ' ' *\ ^ î

7.6un = 0

"n+1 - un . 6un
^ "^

pn+1 - pn . ôpn

8 si i du" | < s. STOP

9 si N > NNAX on retourne à l,

sinon on retourne à. 5

3.1.2 Méthode d'Usawa

La méthode d ' LJSAWA C133 a été développée pour

résoudre les équations de Stokes;

^ Au + 7p = F (3.1.9)

V.u = 0 (3.1.10)
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La solution des équations (3.1.9) et (3.1.10) est

équivalente à la recherche du point-selle du Lagrangien

L(v,q) = ^ (D^.(v), D^.(v)) - (q, V.v) - (f,v)
-u ^ ^

(3.1.11)
v e V , q e Q

où Dij est tel que défini au chapitre 2 et les

parenthèses signi-fient le produit scalaire de L3(0):

(x,y) = / xy dn (3.1.12)
n

et L=(0) est l'espace des -fonctions de carré sommable

dé+ini par

L2(n) = {f|^ |f|2 dn < 00} (3.1.13)
'n

Suivant FORTIN-GLOWINSKI C163, considémns le Lagranqien

a.i-iQmenté

L^(v,q) = L(y,q) + c(V.y, V.v) v £ V , q e Q
(3.1.14)

C' €[R

Les points-sel les de L,-- sont alors caractérisés par

-^ûu.cy(v.u) .yp=F (3^.^)

v'u = ° (3.1.16)

Le système d'équations (3.1.15) - (3. l. 16) est de

façon évidente équivalent au système (~5. l. 9) - (3.1.10).

Le terme additionnel cV(v.u) est un terme de pénalisation

qui accélère? la. convergence de la méthode.
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L aiqanthme d " Usawa permet de r-ésou.dr'e (3.l.15)-(3.l.16):

l étant donné p" arbitrai re

on sol nt. l on n e , pour- n ^ 0

~ië Aun + c!(!'un) = ? - VPn '(3.1.17)

pr^-*-i = p.--. + rv.u"

4 si IV. u." l < E. STOP

sinon retour à 2

Bien que la méthode converge pont tou.1 e positi'f,

e est choisi très grand en pratique (e =: 10*"') .

La méthode d'Usawa telle que décrite en (3.1.17) ne

s "applique que pour les problèmes linéaires et est un cas

particulier de la méthode du gradient pour les problèmes de

minimisation (voir FORTIN-GLDWINSKI Cl 63).

3.1.3 Méthode combinée

Il s'agi t d'utiliser la méthode d'Usawa pour tenir

compte de la contrainte V. u == 0 et de la méthode de
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Newton-Fo.phson pour traiter la non-1 i néari te dans un seul

algorithme combiné.

Remarquant que l'étape 6 de l •' alqonthme? quasi

Newton-Raphson (3.1.8) consiste à résoudre un problème

linéaire similaire au problème de Stokes, l'algorithme

d'Usawa peut être appliqué. La contrainte

d ' incompressibilite de l'étape à est pénalisée en écrivant

<Spn = cV-(un+ôun) (3.1.18)

ou encore

pn+1 = pn + c7.Un+1 (3.1.19)

Insérant (3.1.18) et (3.1.19) dans (3.1.8), on obtient

l'aloorithme suivant.

l étant donné u",p"

2 on pose v = i-f*

3 on factorise la matrice associée à l'opérateur

A(y) = -^L A* + (y.7)* + (*.V)v + CV(V.*)

4 on initialise le compteur, N = l
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5 on calcule

(3.1.20)
fn - ^Aun -'(un.V)un - cV(7.un) - Vpn

6 on résout

A(v) 6un = f"

7 on pose

,n+1 ..n o.^nu" ' = u" + ou'

,"+1 _ .n . „.„ ..n+1p = p • + cv.u'

8 si l (Su" | < s. STOP

9 si N > NMAX on retourne à l ,

sinon on retourne à 5

Cet algorithme corrEîspond à l " a.!, qor-i thmE? ci " Usawa en posant

si moiement vrl == 0 à l'étape l.

On r-emar-qu.ei-a qu'à la première étape il n y a plus

de contrainte si.u- le chai;-; de la solution initiale u", ce

qui simplifie gra.ndement l ' appl i cation de l'algorithme.

On doit prendre e suffisamment grand pour garder

la convergence, car la méthode de pénalisation dé+inie par

l 'équ.ation O.l.lEt) ne s'applique que pour e grand. En
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ef+efc, plus e au.gmenfce, p.l.u.s la méthode s'approche de la

méthode de Newton où V. u = 0 est imposée directement.

L"effet de la. valeur de e sur la rapidité de

convergence est- étudié en détail par FOF':TIN M. et FORÏIN A.

C15]; nous utiliserons de manière générale e = 107.

3.2 Choi;-; de l'élément

Il est maintenant bien connu que les espaces un

et Qh, ne peuvent pas être choisis indépendamment: il faut

respecter une condition théorique dite condition de

BABUSKA-BREZZI 1:173 pour que le problème soit bien posé.

L'élément choisi satisfait la condition précitée et est un

des meilleurs en deu>; dimensions: l'élément Q<'-''>-F'i (voir
">

f i o u.re 3.1).

Elément des vitesses

F:'igurç? 3.1 Elément 12:2'- F'i

Elément de la pression

(9)
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La vitesse est bi qu.adrati que sur chaque élément et

continue d'un élément à l'autre tandis que la pression est

linéaire et di îîconti nue .

Avec cet élément, on définit la vitesse comme étant

de la forme

a + br + c6 + dr6 + er2 + fr29 + gr292 + hr92 + iô2 (3.2.1;

et la pression de la forme

a + b(r-r) + c(9-9) (3.2.2)

où r et Q dénotent la position du centrai de. Les

fonctions de base pour les vitesses sont données à

l'exemple 2.3, équations (2.2.1.3).

La qéométrie de l"élément est définie par la

position de ses quatre sommets (figure 3.2). Les fonctions

de base et la -fonction de transformation géométrique se

retrouvent à l 'e;-;e?mple 2.1.

Figure 3,, 2 Elément géométrique
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E. l i m i n a fc i a n d s s n a e u. d s a n e e n t: r n ï d e

L. ' el i mi n a t i o n d e s n o e LI d s a 1.1. e e n t r o ï d e a e n m m e

principal ob.jec'bi + de r-éduire l''espace mémoire' et le temps

de calcul.

Mous allons montrer e a m m en t les noE-?uds au centroïde?

et les termes nan-1inéaires dE? la pression peuvent ê'tre

éliminés par simple modi -f- i cati on des fonctions de base

(FORT l N A. - FORT l N M. t: 193).

Par souci de simplicité, voyons comment la méthode

s'applique sur le problème de Stokes. Le problème consiste

à trouver n 6 V et p € Q tels que

J, DTJ(U) DTj^ d" - \ PV^ dn = f f.y dn (3.3.1)
'" ' " ^ ^ .Jn ~ ~

f qV.u dîî= 0 VvGV , Vq ^Q (3.3.2)
^

L'espace V est choisi en accord avec les

conditions limites du. problème considéré. Considérons le

sous-espace Vo de -fonctions à divergence nulle; les

équations (3.3.1) et (3.3.2) s'écrivent sous la forme

équivalen t e

D^(u) D^(y) dî2 = / f.vd^,Vv£V (3.3.3)^ ^,- -,,^. -. ^ _— V;-,
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où la pression est complèt&ment éliminée?. Malheureusement,

la construction d'une base de l"espace Vo est assez

comple;-;e et nous référons le lecteur à GRIFFITHS C193 et

HECHT C203 pour les détails de cette méthode. Nous avons

u.tilisé une méthode légèrement différents, dérivée de

celle-ci.

Notons M un sous-espace de Q de fonctions

constantes par morceau;-; et N un sous-espace orthogonal à

M. On dé+init

VO,N = {VJV, € v ' ./• qV.y d^= 0 , Vqe N} (3.3.4)
^

où Vo.N est un saus-espace? de V. Les équations (3.3.1)

(3.3.2) s"écrivent alors

^D^.(u) D^.(v) d^ - ^ pv.v diï . f f.y dS, (3.3.5)
^ " J" " ~ ^ '"'

/.qv-udaao uevO,N. P^.

(3.3.6)
VVSVO,N ' V^M

Le problème est maintenant réduit au calcul de u

et de p, une pression constante par morceaux. La

construction d'une base de Vo, N est très simple et sera

décrite plus loin. Une -fois u et p connus, les termes

non constants de p peuvent être obtenus à. l aide de

(3.3.1). Noter qu à aucune étape du calcul il n'est

nécessaire d'avoir tous les termes de pression: les
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calculs peuvent être effectués en utilisant (3.3.5)

(3.3.6) et p suffit.

Soyons comment ce procédé s'applique au cas

discret. Rappelant Qu l'espace discret d ' appro;'; i mati on de

la pression, on pou.t écrire

% = M + N,, (3.3.7)'h

où NK représente les termes non-constants de la pression;

Ni-, est une appro; i mati on de dimension finie de N. On

définit

'0,N^ ~ ^h'^h "- vh '

^
Le développement qui suit est basé sur l"élément

/0,N^ = ^hl^h evh ' f % !'^h d"= ° 'VQh eN^} (3.3.8)

Q<<?)_P^ mais la mé+.hode est parfaitement générale et peut

s'appliquer à 'tiDut autre élément ayant des noeuds intemes

(FORT l N A. - FORT l N M. L'ISJ).

Soit une partition du domaine en quadri l atères Pi-,

dé-finie à la section 2.2. Pour chaque élément K € Pi-,, on

tire de (2.2.11)

uh(r;9)[K = T21 aT Pi(r'9) (3.3.9)

où les ix-i sc3nt les degrés de liberté et les Oi les

-fonctions de base associés à l'élément K, et les sanctions

pi7 et PI.R) appartiennent au noeud central.
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Remarque 3. l

Une notation plus courante est

uh(ra6)|K = (T21 ur, (i)i(r'e) ' ili UQ. <(',(^9)) (3.3.10)
1 ' '-' ^^ 1

où <pi est la fonction de base standard pi associée au i "•

noeud. (3.3.9) et (3.3.10) sont équivalentes si

p, = ((i>, '0) ' p. = (0^. ) ' p^ = '^ >o), etc.
~2 l '3 ' ' 2

(3.3.11)
a, = ur^ ' a, - "Q ' a3 = "r . etc.

1 2 "3

La notation (3.3.9) est beaucoup plus compacte car

elle permet de noter les deu;.; composantes en une seule

équation. De plus. la présente méthode d 'elimination

revient à modifier les deœ-; composantes de pi, ce qui est

plus simple avec l a notât i on ( 3 . 3. 9 ) .

Utilisant (3.2.2), la condition de divergence nulle

(3.3.2) s'écrit, sous -forme discrète

is1 ai J (ao + ai (r-?) + a2,/(8"9^v"Pi d" = 0
" (3.3.12)

VKGF,
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L'équation (3.3.12) sera satisfaite si on a simultanément

18

i£1 ai / Z'PI d" = 0 VK e F (3.3.13)
'K

18

•s. a1 l (r-F)v'Pi d" = 0 VKG ^ (3.3.14)
1=1 'J,, ~ ~

isi ^ \ (9-8)y-pi dîî = o VK e ^ (3.3J5)
'K

La condition (3.3.13) correspond à la condition de

divergence nulle pour la pression constante par morceau.;-; ,

soit l'équation (3.3.6) sous -forme discrète. Les

conditions (3.3.14) et (3.3.15) sont donc les conditions

nécessaires et suffisantes pour que Vn soit élément de

VO,N. • Déterminons v.s.-y et (x.ie tels que ces conditions
h

soient satisfaites.

Posant
X. =

^
X1 = / (r~r)v'pi dQ (3.3.16)

Y1 = / (0~9)v'pi d" (3.3.17)
^

et intégrant par parties, on obtient finalement

\8 = \. = ° ' x,. - Y,. VKer, (3-3-1'
18 I7 17 18 v"-'h
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Les équat i ans ( 3 „3„14) et ( 3. .3. 15) peuvent s "écr i re

_]_ ^ ^ ^ ^ 1 ^6
r; i^ arxT ' a, =-x~iÏi aiYi (3-3-19)

Utilisant. (3.3.19), (3.3.9) se réduit -finalement à

is- X, Y.

uh|K = is1 alLPi - r P,, - rl-ç^) - ,^ ^ P,- (3.3.20)
17 17

Jh

Mater que la sommation ne porte plus que sur 8

noeuds; le noeud interne est éliminé. Les nouvelles

fonctions de base •îpl 3',. t. 3. appartiennent à VO,N. et le
h

système (3.3.5) -• (3.3.6) peut être solutionné.

Les nouvelles fonctions de base pi. n'ont pas à

être calculées e;-;pl i ci tement puisqu'un traitement

équivalent peut être appliqué à la matrice élémentaire

après construction selon la méthode classique. Une

description plus complè'te est. donnée dans FORTIM A. -

FORT l N M. [: l 83,,

3. 4 IjIlË.^2'..ÏADn.-....^e_..:L-2I_J?.É^_?_P_r?-.?_ç-?:_Ï.É.

Les frontières périodiques sont imposées en donnant

simplement les mêmes numéros de degrés de liberté au;-;

noeuds de l-a frontière inférieure et de la irontière

SUDér i eure.
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l... e C 0 Lt l e m e n t r- e e l s e -f a i t s i ni n l +;. an e m e n t a u t o n r- d e

toutes les au.bes directrices de la turbine (voir f.i.qures

1.2 et 1.3). Pour de>i=. raisons év j. dent es d"espace et de

temps le calcul n'est fait que sur u.n seul canal' dont les

+r entière'? s sont 'f:i>;ée5. (voir fiaur"e 3 ,.3)»

v

^

Figure 3.3 Chai;-; des -frontières

En général,, une des frontières est choisie

a.rbi trai rement et l'au.tre est obtenue par rotation ou

translation de la première, en conservant la -forme et la
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aéc'fnétne par" rap port au;.; .5ubF-?s; le domaineî doii:. être

modéiisé en entier, mais sans recouvrement.

La fr-antière pourr-ait être de •T:ar-me di'fférente À

celle de la •ficiure 3 ,,3 sans affecter le?5 résultats comme on

1 Q v e r- r- a a n e: h .='. p i fcr e 5 ;; l " a l g o r i t: h (ne es i:- p e n i n f l n e n e e p a r

.1. a f arme d n m a :i. l. ;l. a n e.

Pour bien comprendre comment: la périodicité est

imposée, consii ctérons le bord d'un maillaçie dont les

éléments sont des qu.adri l atèr-es bi l :i, néai r-es dont les noeuds

sont nu.mérotés comme à la ficiure 3.4.

Fr2nî're''-'^.

F,on»e.?£énod'.<ue

Figure 3.4 Bord typique d'un maillage
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L'écoulement en un noeud donné est conditionné par

l ' écoul ement au;-; noeuds ad.jacents: par e>;emple, le noeud 9

est af+ecté par les noeuds 3, 4, 5, 8, 10, 13, 14 et 15.

Un noeud situé sur la frontière tel le noeud 10 sera

a-f+ecté par le noeud b, or l'écoulement au noeud b est

identique à l'écoulement au noeud 7 par symétrie, de même

que l 'écoulement au;-; noeuds 6 et 10 est identique. On

associe donc au;-; degrés de liberté du noeud 10 les mêmes

numéros qu'à c&?u>; du noeud 6; le noeud à est alors af+ecté

par le noeud 9 et vice-versa. La solution de l ' écou.l ement

au noeud 6 donnera également la solution au noeud 10.

La même technique est appliquée à tous les noeuds

situés le long de la frontière périodique.

HU. pc3int de vue i n+ormati qu.e, les termes des

matrices élémentaires associés au naeud 10 seront ajoutés

au;-; termes du. noeud 6 lors de l'assemblage dans la matrice

globale. Cette méthode a pour e+fet de diminuer le nombre

d " inconnues et d"augmenter la largeur de bande de la

matrice globale particulièrement lorsque le maillage

comporte plusieurs rangées.

3 •5 t''10.rrh..É.E'--..^ri.....Fî-E.yn.^li:L^.

Etant donné le carc-Actère itératif de la solution,
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on ne peut obtenir directement le comportement du fluide

pour la valeur du nombre de REpynolds désirée. On doit

d'abord calculer une première solution à Fi'eynolds = l puis

on augmente graduel lement jusqu'à la. valeur désirée. Par

exemple, après la première étape de calcul à Re = l, la

deu;-;ième étape serait le calcul de la solution à Re = 50,

puis à Re = 200 à la troisième étape, etc... Quelques

séries e;-;péri mental es de nombres de Reynolds sont

illustrées à la fiaure 3.5. '

1000

100

Nombre de
Reynolds

10

1

-T—l—l. 1 l l |(
/ /
i ^
/ /
/ '/

/ /
../ ^
/' /

/ /
4 . ^

/ /
/ ./
r i
/ /
/ /
/ . /

/
/

1
l l 111111

-i—T-TT

10
l l l l l III

100

Numéro de l'étape i

Figure 3.5 Séries typiques de nombres de Reynolds



59

La série des nombres de Reynalds utilisée dépend

d'une cara.ctér i sti qu.e du mai 11 âge que nous avons convenu.

d'appeler sévér-ifcé; un mai l l âge peu sévère permet une

montée rapide alors qu'un mai l l âge sévère requiert une

montée plus prudente. De plus nous avons remarqu.é que

l ' al gori thme d'éléments -finis est borné en Reynolds,

c'est-à-dire que pour un mai l l âge donné, il e;-;iste une

valeur ma>;imale du. nombre de Reynolds au-delà de laquelle

l"algorithme n'obtient plus de salutian stable et diverge.

Cette limite peut varier de Reynolds == 800 ou moins à. 3000

et plus selon que le mai 11 âge est très sévère ou peu

sévère: un mai l l âge peu sévère est plus stable.

Par expérience, nous observons qu'un mai 11 âge

sévère est en général un maillage où les aubes obstruent

beaucoup l'écoulement ou un mal 11 âge qui a des angles très

prononcés (voir -figure 3.6). F'our un canal polaire, il

semble que la convergence du. canal diminue considérablement

la sévérité; un canal divergent serait donc plus sévère.
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Peu sévère Très sévère

Figure 3.6 Sévérité des mai l l âges

La montée en Reynolds doit être le plus rapide

possible pour minimiser le temps de calcul, mais doit

conserver les solutions intermédiaires stables. Etant

donné la délicatesse requise pour choisir la meilleure

montée, r'ious avons tenté d'optimiser ds? fa.çon automatique

le chai >; des nombres de Reynolds intermédiaires.

FTemièrement, nous avons remarqué que les séries de

nombres de Reynolds utilisées empiriquement donnent une

progression à peu. près linéaire sur papier loganthmique,

d'où une relation du type

Re = ia (3.5.1)

a'-' 1 est le numéro de l"étape et. a un e'-'D osant à

déterminer". On re'rriarciue? qu. E' s eu. l a var'ie =nT:re u.n

mai l l :?.QE? sévère et. un mai l l s. a e peu. sévère.
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En deui-iième lieu, nous avons convenLi d appeler

•facteur de sévér'ifcé u.n +acteu.r' compris entre l et 10 et qui

tient- compte de la 'ssévéri. fcé du. mai l l a a e; l " e;'; D osant a e s t

ça l e: u.l e en •fan e t ion de ce? •f-acteur. Le? facteur de s e vérité

et l "e;-; posant -a d £5 la relation 3.5.l sont. liés pas"' u. n e

r'el.ation 11 néa.i r-e qu.i fait corre^sDondre un +acteur de l à

un s;-; posant de 6.5 et i-.m fa.cteu.r de 10 à un exposant de' l»

Le -f acteur- de sévérité est ajusté à chaque? étape

i ntermédi ai re en tenant cc'mpte? de la facilité avec laquelle

l'alaorifchme obtient une solution stable, c'est-à-dire le

nombre d"itérafcians à. un Reynolds donné. Le nombre optimu.m

d'itérations par étape de calcul a été +i;-;é entre 7 et 8.

Si le nombre d'itérations à une étape donnée e;';cède 8 la

sévérité est. auqmentée et s'il est i n-féri eu.r à 7, la

s e vérité est diminuée,, Plus l 'écart entre le nombre

d'iter at l ans e+ •f: e e tuée s et le ncimbre? opti mLti'n e'=~r- qrand ,

plus l ' a.jnstemeîi'it est rapide.

N a u. s n b t e 1-1 o n s f i n a l e m e n -fc i-.i, n a l q o l- ;i. t. h m e capable d e

•a ' S. J 1-1 s t e r" a u. e: o in p o r t e 'n e n t: p a r" -l: .1. e 1-1. .1. i e r- de e h a q ne mai il âge e? n

pssayant consta.mment. à ' optimiser la montée en Reynolds,

donc s-n diminuant le temps de calcu.l.
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CHAFTTRE:; 4

A S P E C T S ï M F Q F;' M A T'l QU E: S

Le but du présent chap.ï t re? est de donner" une brève

description de quelques logici el s, développés r-on joi n-fcernent

avec les Inqénie ri es Dc'fninion; ils sont utiUsés avec:

l ' al g o r i t h m e e j e s o l u. t i cj n a u. p r e' e: e; s s e L.! r p o u. r "? a e i l i t e r l a

concepti on cl t..i. e: a n ci l e t l a '•/ i s u a l i s a t. i o n d es re s u. 11 a t s » L e

premier logiciel appelé génératEîur- de mai l l âges ou.

préprocesseur vise? e?;.; cl usi vemenfc la création du mai 11aqe

utilisé pour soiutionner l"écoulement, avec là géométr'ieî,

les paies et le nombre de mailles désir-és. LE? deu.;-;ième

est un programme d'affichage et d'analyse des résulfcatsi

i; p o s t p r oc e s seu.r ) et: p e r m e fc d e v a ir r a p i d e m e n t l e s. r e s u. 11. s. t s

a b t en us p a r l ' a l q a r- j. t h m e d e' s o l u 'l:, j. 0 n . N o u. s v e r" r" o 1-1 s

se D a r e m e n t les p o s s .1 b i l i t e s d e e: e s d s- u ;•; l a Q i ciels.

4.1 6énér's.t.i on du ma J. 11 a ci e

Le génér'ateu.r de mai l l âges permet de placer toute

au. be connue dans une case: ad î? dont les dimensions de

l"entrée et de la sortie sont. choisie's par l " uti l i sa'teur „

L- o r s q n e le in a i l l a ci e? n a i..i. s s a fc i s f- a :i t: pl elnemen t < l e s

e oo r d o n n e e s. s o n t t: r s', n s + e r e e s s?, u cî r" o e e s s E5 n r".
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Le menu de la f:igu.r-e 4.1 illu.stre les passi bi l i tes

du générateur.

MENU PRINCIPAL
-> " CFIN) PR06ICIEL GEOMETRIQUE"
-> - CFIC)HIER "
-> " CLEOTURE "
-> " CCON^STRUCTION "
-> • CMAI^LLAGE ADAPTE '
-> " CGECOMETRIE DES CASCADES"
-> " C GRAPHIQUE "
-> " CECR)IRE LES DONNEES POUR D.F."
-> ' CCFM) ECRIRE LES DONNEES POUR E.F."
C ) a ABREVIATION
ENTRER UNE OPTION/.. .

Figure 4.1 Menu principal du générateu.r de maillages

Noter que le générateur- de mai 11 âges permet de

créer une cascade ou canal interaube avec une seule paie ou

avec deu.;-; paies, soit une aube directrice et une aube

s.vant-di rectr-i CE? (voir fiqure l» 3) au. choi;-;.

Voyons séparément chacune des fonctions.

FICHIER

Cette fonction permet d'afficher le nom des

fichiers de données lus par la +onction LECTURE.



64

LECTURE

Lecture de fichiers de données. Ces données

peuvent être la géométrie d'un ou de deu.;-; profils, DU la

géométrie d'une cascade en entier. Lorsque le canal

interaube contient deu;-; profils, le premier lu est placé en

amont.

CONSTRUCTION

C'est ici que toutes les caractéristiques

géométriques de la cascade sont inscrites et modi+ées au

besoin. La figure 4.2 montre u.ne liste des

caractéristiques d'une cascade à un seul profil (-figure

4.3) .
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CARACTERISTIQUES DE LA CASCADE

CASCADE
NOMBRE DE RANGEE =
N0.TOTAL COLONNE =

RAYON DE GORGE
ANGLE PERIODIQUE =

LOC.RAD. DU PIVOT ==

PROFIL2
LOC.RAD.BORD ATTAQ=
LOC.RAD.BORD FUITE=
CORDE
ANGLE PROFIL 2
NOMBRE DE PTS

LONG. ENTREE
ANGLE ENTREE

LONG. SORTIE
ANGLE SORTIE

N0. COL. ENTREE
N0. COL. SORTIE

CONC. RANGEES
CONC. COL. ENTREE =
CONC. COL. SORTIE =

5
40

100.0
20.00

100.0

ASPS2
109.7
90.38
20.00
75.00
20

20.00
65.00

20.00
85.00

10
10

0.00
0.00
0.00

Cl.00)
CDEG:)

Cl.00)

CI .10;)
C0.90)
C0.20)
CDEG:)

C0.20:)
CDEG^

C0.20)
<OEG)

Figure 4.2 Caractéristiques d'une cascade typique
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Angle sortie

Corde du profil Longueur sorite

Longueur entrée

Figu.re 4.3 Cascade •l-.ypique

Le RAYC3M DE GORGE est la lonqueur caractéristique

ervant à l'adimensionnalisation de la cascade; toutes les

dimensions sont divisées par le rayon de gorge. Les

longu.eu.rs adi mensi onnel l es sont présentées entre

parenthèses à la figure 4.2.

L'ANGLE PERIODIQUE est l'angle entre les aubes vu

du centre de la turbine. Par' exemple, u.ne turbine avec 18

aubes directrices aura un anqle périodique de 20 degrés

(360 degrés/18 aubes).
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L e p i v ci t d e s a u. b e s e s'l: r e p r e s e n t e q r" a. p h i q u e? m e n t p a r"

u.ne petite ci-ai;-; (-l-) e? t sa posi t :i. C3n par rapport au. centre

ds la turbins? est appelée LQCPi'TION RADIALE DU PIVOT.

La l ongueu.!'" du. profil ou. CQFÏDE représente la

lonqueur de la paie; les e D ordonné e s du. pro+il lu sont

mises à l''échelle en tenant compte de e et-1 e corde. De la

e a r- de et d e l a l o e a t- :i. o n r s. d :i. a ]. e d n p i v Q •!;., le l o g i e j. e .1.

déduit la LOCATION RADIALE DU BORD D'ATTAQUE et la LOCATION

RADIALE DU BORD DE FUITE. Le NOMBRE DE POINTS sur le

pr-o-fil est + i ;•; e par le fichier- de données»

L'ANGLE DU PROFIL est l 'angle en degrés entre le

rayon issu de l'origine passant par le bord d"attaque et la

corde d L! p r o f i. l m e s 1-1. r- e d a n s l e sens l-i n r a i r- e ( v air + l ç.1 i-i T e

4 .3 ) .

La LOMGUEUR DE L ' EMTF;E:E et la LDMGUEUR DE LA SORTIE

représsTitent respectivement la portion de? l'espace am ser'a.

(nodélisée devant et; derrière la DS.IR (voir •fiau.re 4,3).

L'ANGLE DE L'ENTREE efc l'ANGLE DE; LA SORTIE sont

le? anqleîs entre u.n rayon issu de l'oriqine et le mai 11 âge,

mesurés au début du. mai l l âge et au. bord de +ui.te

t" a s D e e t i v e 'n e n t „
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Les colonnes du mai l l âge sont les lianes de haut en

bas à la fiqure 4.3; leur" nombre est donnée par le NOME<F:ïE

DE COLONNES A L ' EN'TFïEE , le MONBRE DE CDLONMES A LA SORTIE

E: t. le nombre de points s.u.r' le? profil, la somme étant le

NOMBRE TOTAL DE COL.CINMES.

Les ranqées sont les l i QI-I-=!S> de a au e h e à droite

(fictu.re 4,,3) efc leur nombre est ccintenu. dans l a vari ab.'l. e

NOMBRE DE FîANGEES,,

Le nombre total d'éléments pour un mai l l âge donné

est obtenu directement du nombre de rangées et àe colonnes,,

En général, plus il y a d'éléments meilleure sera la

solution de l'écoulement•

La COMCEMTRATION DES RtiNfâEES est un 'facteur qui

p e r m e t d e r e p a r" t i r n n n - u. n i -f a r m e n'i e n t les r a n g e es s n l e s

concentrant près des a.Libes,, Les -facteurs de COMCENTRA'T'iaN

DES COLONNES H L'EWREE et de CONCENTRATION DES COLONNES A

LA SORTIE agissent de façon similaire en concentrant les

colonnes près des bords d'at.taciue et de 'fuite. Un mai 11 âge

très concentré est présenté à. la figure 4.4.
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l '/r^^7

F i a ni- e 4.4 Mai l laq e avec e on e en -t r at i on

La coi"i'3fc]'~uct i on d " m"i maillacie contena.nt p'I LISI "ur'!5

aubes se 'fait de façon très si mi l aire à la construction

d'un mai l l-iîcie à une seul e aubE-; il su+fit d'inclure la

d e s e r i D 11 e. n ci e l a q e o m et r i e d e l a d e? n ;•; j. e m e au b e.

MAILLAGE ADAPTEE:

Lors de la construction du maillsge, les

coorctonnées des rio(9udî=. ;i. ntér i ei-ir-s sont obtenues par-

l nterool at", i on „ F'ciu.r" ob t; s n :i. r u.n rnai l l aqe -adapté, on doit
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de ma.ille ÎGARON-CAMARË:F:O 1:23:1). Ce sont des équations

el l i ptiq'-ies avec termes -forcés qui. doivent être

solutiannées itérstivement. L"utilisateur choisit le

nombre d'itérations désirées et. le +acteur de rela;-;ation

(sous au surrel a;.; at i on selon le cas).

GEOMETRIE DES CASCADES

Cette fonction permet de? voir la géométrie des

paies, comme à la -figure 4.5.

Fiqure 4.5 Géométrie des cascades
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GRAPHIQUE

Cette fonction affiche à l'écran le maillaqe

Qénéré. Les -figures 4.3 et 4.4 sont issues de cette

fonction. Les caractéristiques de la cascade (tigure 4.2)

sont af-fichées simultanément.

ECRIRE LES DONNEES POUR DIFFERENCES FINIES

Le mai l l âge créé peut être archivé dans un fichier

de données et rechargé dans le logiciel par la fonction

LECTURE.

ECRIRE LES DONNEES POUR ELEMENTS FINIS

La 'fonction précédente écrit dans le fichier un

grand nombre de termes tels les coefficients qéométn que's

largement utilisés par le générateur de mai 11 âges et

beaucoup d ' al çiori thmes de différences finies, mais non

nécessaires pour le présent algorithme d'éléments finis.

Cette fonction crée un fichier ne contenant que le

maillage, ses dimensions et quelqueîs autres informations

requises par l'algorithme.
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4.2 Af'f-ichaae des résultats

Le logici.e.i. d'analyse ou d ' a.f-f i chaQe des résultats

D e r ni e t d s v i s !...i. a l. i. s e r- ]. e s v e s u. 11. a t s o b t e n u. s p a r l'alaorit hi m e

d ' éléments •{• :i. ni. s ; vitesses,, pression, isobares, etc.. Le?s

d :!. f + e F e n t e s o p t i o n ;::. s e:' n t e n i..t n-i e r e e s à la -f i ':] 1.1. re 4.6. V o y o n s

en détail chaaue -f on e: 11. on,

LOGICIEL ANALYSE DE L ECOULEMENT
—XFIN) LOGICIEL
—>CFIC:) HIER
-->CLEC)TURE
—>CCS:) COEF. S
—XCP^ COEF. CP
—>CCFU :> COEF. CF
—XVIDESSE
—X ISO)VALEUR
—>CPER)TE DE PRESSION TOTALE
—XHIS^TORIQUE DU CALCUL
—>CIMP:)RIMER DES TABLEAUX
—>C ^=ABREVIATION
ENTRER UNE OPTION/.. .

F'igure 4<6 Menu. principal du programme d'analyse des

r e s L.( l t a t s

FICHIER

C e 't t e -f d n e: t. i e? n e s t i cl e' n 11 q i...i e à e e l le du a énérat e u r

de mai l l-aaes „ E l l e in cl u.t le nom du. fi e; hier contenâ.nt la

•-îol ut l on .
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LECTURE

La lecture des fichiers contenant la solution de

l"écoulement et; la géométrie du rnaillac.ie esi: effectuéeî

après entrée du. nom àe ces fichiers.

VITESSE

Cette fonction permet d " a-H'- i cher le champ de

vitesse tel que calculé par le programme d "éléments finis.

Un exemple d'affichage est présenté à la figure 4.7.

v
l
T
E
s
s
E

Figure 4.7 Champ de vi+:E?sse s.u.tour de la paie
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COEFFICIENT CP

L.. e e a e •f -f i e i e n t ;::! e p r e s s l o n e: p e s t défini p a r

( STRËËTER-WYLI E t: 24:1 ,p. 169);

APCP =
:?P|u2|) (4.2.1)

où AF' s?st la cii f+ér'ence entr'e la pression eîn Lin point et

la pression m-a;-.: .-i. fnal e le long deî la paie , ,1 .'!. .a densité et:

u.ù la vitesse à l 's n très du. canal. Le coefficient de

pression est le rapport entre l eîs forces de pression et les

forces d " iner-ti e?,, Il est a+^iché comme illustré à la

f i qure 4.8.

e
0
E
F

e
p

-l

-2 1111 TT

c_±

fcfcbfcUli uiuim

l l l III l l l III
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

Fiqure 4.8 Graphiqu.e du coei-f i cent de pression
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COEFFIŒNT S

Affiche un graphique du coefficient de vitesse

(Speed Coefficient) le long de l'intrados et de l'e;-;fcrados

du profil.

Le coe+ficient de vitesse est défini par

es = l - CP (4.2.2)

où CP est l e> coe-ffi ci ent de pression (voir (4.2.1').

Un e;-;emple d ' a+f i chage est montré à la -figure 4.9.

e
0
E
F

0.00 0.25 0.50 0.75 1.80

F'igurE? 4.9 Graphique du. coefficient de vit=ssi
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COEFFICIENT CF

Le coe-f'f i ci ent de frDttement est défini par

CF = et \ - ^0
(4.2.3)

paroi

(voir STREETER-'^YLÏE [; 24'J , p. 227, et RYHMING C253, p. 223).

TO est le tau>; de cisai11ement à la paroi et p la

vi scosité.

Un exemple de graphique obtenu. est présenté à la

figure 4.10.

e
0
E
F

e
F

0.0.J, , , , j , , ,- ,

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

Fiqure 4.10 Braphique du. t.au;-; de cisail lement à la paroi
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ISOVALEUR

Cette? f a net i on perme't:. de? "-'o ir les lianes de niveai.i

de la pression au de l'énergie- cinétique, comme montré à la

figure 4.11. Un e; ;•; ©'n pl e de sortie graphique est p.i" e sent e à.

la -fi Q Lire 4. 12.

CHOIX DES ISOVALEURS
—>PRESSION CSTA)TIQUE
—>PRESSION CTCTOALE
—>ENERGIE C CIN)ETIQUE
C ^»ABREVIATION
ENTRER UNE OPTION,.. .
»

Figure 4,1,1. Choi;-; de la -fonction à afficher

l
s
0
B
A
R
E

s
T
A
T

F:'iaLire 4.12 Isobareîs s fc at'i. ci nés
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P' E F' T E D E. P R Ir: S S î 0 Ni "l" 0 "!" A L. i::::

La perte de pr-ession total s est indiquée par la

lions pleine à la figure 4.13. La ligne poinfcilléfô

r e p r e s e n t e .1. a e o n s e r v a. t i a n d LI cl e b i •!•;. m a s ;;;:, i q u e l e l o n g d n

canal.

p
E
R
T
E

p
R
E
s

T
0
T
A
L
E

-1.4 -1.2 -1.0 -0.8 -0.6

Figure 4. 13 Graphique de la perte de? pression totale

IMPRIMER DES TABLEAUX

C e l:. T e d e r" r"i l e r e -f a n e t i a n p e r m e t d ' l m D r i mer s o i-.i s

+ a r m e d e fc :?. b l e •:?. i.,.i. i...i. n e a r- g. n d e d i v &' r- s i t. e de variables, e o m m e

mon t .-e a l ;a »::i.ai..ir-e 4.14,,
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CHOIX DE VALEUR
—>CPRE)SSION STATIQUE
—>CVX) COMPOSANT X DE VITESSE
—>CVY^ COMPOSANT Y DE VITESSE
-->CVR> COMPOSANT RADIAL DE VITESSE
—>CVT> COMPOSANT TAN6. DE VITESSE
—>CXB^ COORDONNEE CARTESIENNE X
—>CYB^ COORDONNEE CARTESIENNE Y
—>CRP:> COORDONNEE CYLINDRIQUE RP
—>CTEP)COORDONNEE CYLINDRIQUE TEP

ENTRER UNE OPTION,.. .

Fia n r e 4 „ 14 l-.. :i. s t e d e s t a b l e? a u ;•; i m 1:1 n m a b l es

4.3 3fcockaa© (::IB l ' i nformati on

F'ro+i l d " s.ube

Les rnro'f i l % sont stockés dans un fichier contenant

le? nom du Di-o'fil., le? nombre de points SL.H'- ce profil suivi

deîs coordonnées ;•; clE's poin't.s; de l 'e;';tradD5, puis dE

leurs cooi"'donné?e5 y; l ' :i. ntrados est ens'ui't.e stocké de la

même façon.

Mai 11 a g e

Le mai l l aq e q'ènér-é D '.-:>. r le préprocesseLir est:.

transféré dans un fichier qui &?Ii;t l u. par" l ' al gon •znme de

calcul. Ce +ie hier" e: on t i en t le nombr'ç? d?? r'a.ngées s t de

colonnes du mai .1. l. âge , quelques di mensi ons des et las
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e o o r d o n n e e s d e s. n o e u d s ( i n t e r~ s e e t: i a n l i an e - e o l. D n n e ) .

l... o b .j e t g r- a p h i q n e e m m a g a s i n e e n m e m o i r e e s t cor-i st i 11-1 e de s

r 013 r d a n n e E' s d e n a e (..t d s „

Re s u. 11 a fc s

Après avoir- obtenu, la vitesse et de la pression, le

processeur" les écrit dans un fichier" qui sera ensuite

utilisé par le pi'-ogramme d'analyse? des r'ésultats. Ce

fichier- contient également le nombre de Fïeynolds considéré,,
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CHHFïTRE 5

Le?i5 résultats obtenus psr le présent algor-ithme

d'éléments finis se-' d l vi sent e? n t r ois. par't.j.e^s; ci'3bor'd J. a

comparai san des résultats ave?c cies solutiQi-is anaiv'tiques,

puis .tes résultats obtenLis dans le canal -Formé par les

a u. b e s d i r- s e. t r i il-: e? ':> e t a v a n t d i. r e e t r-1 e es d ' n ne t i-.i. r-b i n e

hydraul i que. Enfin,, l E- r.cîmps de e a :). e: i.i l e s t e va l Lié en

•fonction de la faille du. mai l l a q e.

5.1 Ecoulement de Cauette

L. " al g or-11 h m e- est d'abord u.tilisé pour- simuler un

écoulement de Cou.ette entre de?u.;-; cylindres concentri Qu.es DÛ

l e e y l i n d r e e e n •!:. r a l est + i •;•; e e t l e e v l i n d re e ;•; t ér l e u. r

tourne sur" l u.i --iTiê'me' avec une vitesiî-ie tariaenti el l e Lini ta.i re?,,

Ce rvne d ' écou.i. ement possède une c;;ol u.t's. on analvtiGLie au'on

p e u t r e t r o L.! v e r" >'J a n s d e n a m b r- e u. s e s réi'ére n ces d o nt L U C 12 3

section 8.2., Le <". h a m D de vitesse ob+:enu. est orésenté à la

tiqu.re 5.1 et les i sobares à la f j. ou.re 5,,2. La solution de

l "écoulement de Couet.te? est de la -forme

v^ar+b/r |£ = P ^ (5.1.1)

où a et b sont d e? s canstante's détsr'mi nées à Dî.r'tir de

la vitesse anaul'air'e v,» ai..i;'? Darois des cviindres

intérieur et e;'; fcér i eur-.
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Fiaure 5,. 2 Isobare'3 POI..II" un écoi.il ement cis '^.ou'="-s
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Le champ de viteîsse abtiiïnu est e;-;cl usi vemenfc

tangenti ol à la pr'éci.sion de la machine pres; an obtisnt

une erreu.r de l ordre d'-' '[O--6- sur' la vitesse même avec

un mai l laae qrossier- de 4 ;•; 4 éléments.

Le champ de pression de la •ficiur'e 5.2 ne préspînte

pas de gr'adient tanqE'nti al „ tout comme la solution

ans l y t i que:'; la pr'Kssion n'es t fQnctlc'n qu e du. rayon.

On romarque également que la soi uti on obtenu.e est

i ndépendani'-e du. nombre de? Reynolds te?! qi,.ie? pr-édit par la

sol nt i on an a. l y t i qu.e.

5-2 EcoLilemen'b de Je-f-ferey-HaiTiel

. çrj j- (,-i r- f"-, { j l e m e n -l:, s e p r e:' d '...i, 11 e n t- r- e de i...i ;•; n ]. 3 q u 3 = pl a r"i &? s

e o n v ° r- a e n tes et p a 's s e d e e a a l e m e n t n r-i e s o l n 11 a n a n a l y t i q u s

(BATCHELOFÏ L273 section iï.2).

Pour un canal légèrement converqent à basse

v i t s s s e , la s a l u. t i a n a n -.3. l y 't i q '-l e? donne u n p ro-f i l de vit 6?.s s e

piarabolique qui se propage le Ic'-'nQ du. canal. i-° test

consi51: a11 à imposer' CE' pr-ofil parabol i que à l"ent"ée et à.

vérifier' s'il est b'i.en propagé, La t:iqur"B 5.3 illustre le

cna.mo de vitesse obtenu (:?t la •Fiqu.re 5.4 comDâre 1= or'o+i.l



84

obtenu à la sortie au. profil an a l y tique? de3 l'entrée. On

voit que l e profil de vitesse est très bien conservé.

v
l
T
E
s
s
E

Figi.-i.re 5» 3 Champ de vitesse pour l'écoulement de'

Jeffrey-Hamel à F''eynolds l
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entrée
(analytique)
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0.0 l .00.2 0.4 0.6 0.8
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Figure 5.4 Comparaison des profils de vitesse à l'entrée

efc à la sortie

l"'oui" un convergent qu. e l conque e nombre de Reynalds

élevé, la solution ana.'l. yti que de? l'écoulement de

Jef+erey-t-lamel indiqu.e que le profil de vitesse sera

presque uniforme saut dans une couche mince près de la

paroi. La figure 5.5 montre le champ de vitesse obtenu par

l "a.lgori thme et la 4:iqure 5,,6 présente la comparaison des

pm+ils de vitesse à. l" entrée et à. l a sortie. Ici aussi le

p-D+il de vitesse est bien conservé par l ' algorithme.
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5 ,,3 Canal détor-mé

Dans le bu.k d'établir si l ' al gor-j. thme est sensible

à la -for me du nicsi l l aqs „ n ou s avons sJ.mulEï un écoulement

radiai entre des aubes planes dans un mai l l âge défarmé

illusfcré à la Jï :i. qu. re 5.7. Le e h a m D de vitesse obteni.i est

présenté' à la + :i. qu.r'e- 5.8. On romarcjue que l ' écoul ement

r e s t: e ':• a r •? a i t e m e n t r a (d i a l à l ' e ;•; e e D t i a n cl ' LI n e zone très

près des paies où l ' écou.l ernent est d e vie par la formation

d'une couche limite, ce qui correspond bien à la réalité.

La solution obtenue ne semble pas af+ecfcée? outre mesure par

l a déf armât i on des. mai l l es »

j- l a L( l- e 5.7 Ma :i. l 1. a q e d e + e? r" m e
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Figure 5.5 Champ de vitesse pour l'écoulement de

Je+ferey-Hamel à Reynolds 4000
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Figure C3.6 Comparaison des pro+ils de vitesse A l entrée

et à la sortie à Re?vnol d s 4000
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Figure 5.8 Champ de vit-esso dans le mai 11 âge défor-mé

.5.4 Aubes directrices et avant—directrices

t... ' a l g o r .1. t h me es t -F i n a l e m e n t i.-i. t i l i se p o 1-1 r s i. m i..i l e r

l "écaulement entre les au.bes directrices et

âvan-t-directri ces d'une turbine hydraul i que. Le c-ana.l

Lit 1 lise est similaire? a celui de la figure 2.2 et comporte

13 >; 74 éléments; les caractéristiques du canal sont

montrées à la •('•igur-e 5.9.
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CARACTERISTIQUES DE LA CASCADE

CASCADE
NOMBRE DE RANGEE =
N0.TOTAL COLONNE =

RAYON DE GORGE
ANGLE PERIODIQUE =

LOC.RAD. DU PIVOT =
LOC.ANG. DU PIVOT ==
<P/R BORD FUITE n

PROFIL 1
LOC.RAD.BORD ATTAQ=
LOC.RAD.BORD FUITE=
CORDE
ANGLE PROFIL 1
NOMBRE DE PTS

13
74

79.00
18.00

88.00
7.25

Cl.003
CDEGÎ

Ci .10
CDEG3

SVAPR02 WGTPR02 S
121.8 C).54:»
10^.3 Cl.323
27.22 C0.343
34.50 CDEG3
15

PROFILS = W74
LOC.RAD.BORD ATTAQ= 98.42 Cl.253
LUC.RAD.BORD FUITE= 78.86 C t.00:>
CORDE = 28.88 C0.37Î
ANGLE PROFIL 2 = 43.00 CDEG3
NOMBRE DE PTS = 20

LONG. ENTREE = 25.00 C0.32:)
ANGLE ENTREE = 35.00 CDEG:)

LONG. SORTIE = 40.00 C0.50
ANGLE SORTIE == 45.00 CDEG3

N0. COL. ENTREE == 13
N0. COL. INTER == 8
N0. COL. SORTIE = 18

CONC. RANGEES = 0.60
CONC. COL. ENTREE = 0.30
CONC. COL. INTER = 0.30
CONC. COL. SORTIE = 0.30

igu.re 5 ,,9 Caractér i s t i qu E s du canal formé dss

directrices et avant—directrl ces

aubes
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Les Mdures S,,.1.0 à 5,14 l l l !..i=tr'F?nt l ss r-ésultats obtenus

poi-ir i-i n nombre de Revna.l.ds de 800.,

v
l
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s
E

"igure 5.10 Champ de vitesse à. Reynolds 800
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i- l au.r-e l isobareï; ïit-ît l qLtes à Revnolds 800
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Figure 5.12 Coefficient de pression à Reynolds 800
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Fiaure 5.14 Coe'Ft i ci ent de frottement à Reynolds 800

A l a fia u. re 5 „ 10 , o n r e m a r q u e r a pr i ne i p a l e m e n t l e îî

déviafcions de l ' écoul E?ment au>; bords d'attaque et 3U>; bords

de fuite des .aubss,, de fi'ême que In 2one de rs'ci rc.'-i.l ati on

derrière l " iî.vant-'di. rectri ce. Ce? s résultats semblent bien

re(3résen+:er :1, a réalité et correspond en t à ce 3 quoi on

s'attend a. v e e e K? 'L t e g e o in e t r i E- •

La •Fiai-tr-e 5.1l représentant les i5obar-?= est

caractérisée par un très fort qradient de oression au bord

d ' at t a q L! e d e s a u b e s e: o r" r e '::> p o r"i c:i a n t à la. d e +l e ;•; i on d e l a

vitesse observée à la fiqure 5.10 et à la prc.;.: ;. mi te du

point de s t a g n a fc ;i. e? n .
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Les •H.qur-es 5.12 et 5.13 des coef'f ici enfc=; de

pression et de vitesse sont utilisées dans la phase de

d e s i g n a •? i n d " e v a l u. e; r l e? s p e r i n r ni s. n e: es de la t u. rb i ne ; de-

ces coef'Hci on t s on peut déduire la "partance?" du prof:), l»

0 n p e u t a s s o e i e r l e s a i..i. t d e e:: e s e a e f -f i e i e n t. s:. :?. u ;•; b o r d s

d ' attaque au>; •f-or-ts gr-adients de pression observés

précédemment »

Le? coefficient de frottement montré à la -ficiui'-e

5.14 est relié à la traînée de»s paies. On peut à nouveau

observer .1. ' i n-f l uence des forts qradients de pression au.;-;

bords d'a+.taque»

Les fiqu.res 5.15 à 5.19 illustrent des résultats

analogues à un nombre de Fîeynolds de 3000. Mot&r-

.1. " a. ccr a :i s semé n t d e t a i 11 e d e s ;: o n es de r e e i re 1-1. l a t i on .
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Figure 5.15 Champ de vitesse à Reynolds 3000
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Figure 5.17 Coefficient de pression ;'. Reynoldc 3000
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l... a f i q i.-i.i" e 5.20 montre le e hamD de vitesse? obtenu

lorsQi-ie? la v j. t es se à l'entrée n'est pas alianée avec l 'a;';e

du. canal,, On vai t bien la -f or ma 11 on d''un e a r an de zone de

rsci rcu.-l. ati on der'T'ière l ' at-! b e c'.vant-di r'Bct.ri ce i le passc'.ge

du fluide entr'o les deu.;< paleîs, et le déplacement du. point

d "arrêt sur l "e;-;tr'ados des a nbes avant-directrices. Ce

résultat illListre bien la r'obu.stesse de l'alaorithme.
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Figure 5.20 Champ de vites'se pau.r un écoulement désaliqné

5 » 5 Ajustement au.torn.ati que de la montée de Reynola'5

L- e s f :i q u r e 's 5 „ 2 J. e t 5 . 2 2 i l l u s t r e 1-11 la. -f a e o n d o n t

l ' al Qorithme s'a.juste à .la sévérité d'un problème, en

particulier pour le canal de la section précédente.
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A la -fin du. cal e u.l , l '' accrois sèment de la sé'/ér-ité

et la baisse subite du nombre de Reynolds corresponde nt à

l ' a 11 e? l n t e d e l a b a r- n e d e :1. ' a l q (3 r i fc h m e i n t r a d 1-1. i t e ai l s.

sec t i o n 3. 5 „ C s t te b o r ne ir\ a r ci u e la l i m j. t e d e s e s

c:apac i tes : e e? t a :1. g D r- j. t. h m e n s p e n t s i in 1.11 e r u. n e e o u. l e m e n t

l a m i n a i r e à. p l u s h a >..i t. n o m b r e cl e F; e y n o l d s.

La borne obtenue n n nr cet écoulement est de

Fîeynolds --- 4000 pau.r u. n e sévér-ifcé de 5 alors que nous avons

obtenu pour un canal à une seule paie une- borne de plus de

10000 pour u.ne sévérité évaluée à. 2.6. Ceci tend à

confirmer qu.e la limite de l''algorithms est liée à la

sévérité tel que? SLtggéré .à\ la section 3.5: moins le canal

est sévère et plus la borne sera élevée.

5 « 6 E val n à tion du coût de calcu.l

Les graphi qu. e s dos •f-igu.reîs 5.23 et 5.24

représentent respectivement l ' l nt l UEînce de la taille des

maillages (nombre d'éléments) sur le temps de calcul et su.r

l'espace mémoire requis. Les calculs sont effectués sur- Lin

ardinateu.r IE<M 43S1 fnodè'le 2.
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Figure 5.23 Gr-aphique du. temps de calcul en fonction de la
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101

Qn observe Que les deu;-; conr-bes sont croi ssar'ites

e o m (ne on pouvait s'y a t tendreu On r-e marquera QU. ' à la

+j.Qure 5.23 on peut avoir des fcemps de calcul différents

pour un même nombre cl "eléments; e e 11 E- d:i. ++ érsnce est due

s. u fait q <-'. e rl K i.-i ;•; m s. i 11 a g e s p e i.-i. v e n t a v a l r n n e fc o p o l og i e i3 i e r'i

différente af+ectant la largeu.r de bs-Ande donc le temps de

calcul.
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CONCLUSION

N 0 l.J. S -3 v o n s d e v e l o p r-î e u. n s e h e m a a u ;•; éléments + i r'i i s:.

e n e o o r d o n n e e s p o l a j. r" e s capable de si m u l e r n n e e D u l e m e n t

laminairsi :i ncomcïr-essi bl e et stafci on n ai re en d eu.;-;

dimensions. C e t a l g a r :i. t h rn e p e n t e t r" e u t i l i se p o i.t r c'kte n i r

le comporfcemenl; d'un •flu.ide dans u.n canal formé des aube s

directrices; et avant-d i rectr-i ces d'u.ne tur-bine hydr.aul l qu. e.

Lorsque comparés à des solutions analytiques, les

résultats de l'alqorifchme se sont avérés très précis, et

dans un canal interaube l'algorithme est capable de prévoir

les zones de recirculation. Il est rabu.ste et n " est pas

sensible au.;-; détorms.ti ans du maillage; de plus il s'ajuste

a u. t o m a t i q n e m e n t à. la sévér- j. t e cl e e h a q (..l e p r D b l e m e.

L- e '=. f e s i-.i. 11 a t s p r e s e n t e s i e i n e e a n s t i t. u e- n t q u 1-1. n e

partie de la validation de l " a.l qor'i t.hme. Les résultats

obtenu. 5 d ev t" aient, être cam[:i<3.ré5 à. e eu;-; obtenus

d ' al qori fchmes di f-fe^rent.s E-'t a des données e>; péri mental E'S.

l-l n e d e u. ;•; i e? me p h a s e? d e c.l e v e l o p p e m e" nt de l '' a lqor i 't:, h m e

p n u rr a i t CD rn p r e n d r e l ' e ;•; t- e n s i o n e n t r- ois dim s n s l a n s,

J. ' i n 51 at i o n n a l r- e , l a e o m p r e? s s' i L) ilité, la t n r b u l en e e o u.

p l Lisi & u. r s de e: e-? s + a e: t e i...i. r s.
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ANNEXE A

Transformation de la formulation variationnell s des

équations de Navier-Stokes en coordonnées polaires (Lu

C123) .

l. Trans+ormation du tenseur de contraintes

a) Coordonnées cartésiennes

En coordonnées car-tési ennes , le tenseur du tau;-; de

déformation Dj, j s'écrit;

D Ll

i- (Vu + (Vu)') (A.1.1)

î'-iîi-ii (A.'.2:

y = u i + u j (A.1.3)
l ~ 2 ~

E-f+ect'-iant le pr-odui+i diadique, on obtient sous forme

matricielle

'9u 9u
l

Vu =( 9X 9X | (A.1.4:
9u 3u

\9y 9y^
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d '' où l'on tire

? (7U + (VU)T)

9u

9X

9u 9u
J- ^. l\2 [~^x~ + ^7

1 9u 3u
2 (^T + ~3^')

9u

~w

(A.1.5)

b) ai r es

On doit tenir e omet e du fait ciue Sr- et e<»

dépendent de r et 6. En effet

e? = cos e i + sin 9 j

e^ = - si n e ^ + cos e j

d ' où

9er
e,36 ~ ^9

3Se
-99~ = ~er

3e.

9r
!Se
9r = 0

V 01 r référence C43.

CA.1.6)

(A.1.7)

(A.1.8)

On peut montrer également que

V=-^e .1-te.
9r Sr ' r se" Sç

posant

CA.1.9)

u = urer+ U9 e( ÇA. 1.10)
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On obtient

3u 3u,

Vu=( ^ ar | (A.1J1)
1 3ur U9

•finalement

3ur l ri 8ur - ui . ^
^ (Vu . (Vu)T) =f ^~ 2 ^^6---F+-3FJ

1 ,1 9ur U6 ; ^8, ur . 1 ouô
\2 [~r ~W ~ ~f~ + ~^T1 T + 7 ~W

(AJ.12)

E qu a t i on de continuité

V.u = 0 ÇA.2.1)

devient

<e^+alî> • <"rer ' uee9> s ° l"-2-2)

développant et utilisant les relations (A. l. 7) et (A. l. 8)

er ' (-^ (urep) + W (uee9^ + ^ ' ^ (urep) + ^ ("ee8» = °
(A.2.3)

-finalement

3ur ur 1 9uf
^l+f+F-^=o CA.2.4)
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Termes de transport

Le terme de transport

(u-V)u (A.3.1)

s'écrit en coordonnées polaires

uurer+u6e9) • (er^+^^lturer+uee9] (A-3-2)

=[ur^+^HUrer+ uee9] (A'3-3)

s ur^'u.er) + "r ^ (uee6> ^^ lurer> ^^ (U9ee'
(A.3.4)

8u^ u^ 9u^ u^u,
Jl + _°. _L _> vur 3r " F W ~ ~~7~

dans la direction^,râ,c[i.al^ et

3U6 . Vr , U9 ^Q,
+e8 (ur^+—+-7i-if-)

dans la di recti on tangenti elle.
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