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INTRODUCTION

L'évolution technol ogigue actuelle amane
lL'ingeéniew & réaliser des projets de plus en plus

complexes et codteux dans les domaines de 1" aéronautique,

de 1 agrospatiale et du nucléaire,

Dans ces domaines et dans biesn d autres,
l7ingenieur a besoin de savoir le plus précisément possible
l7influence de ses décisions lors de la conception: 1l &

besoin de modeles pour simuler le comportement de systémes

La mecanique des fluides et des solides germet  de
décrire le comportement de systémes physiques au moyven
d'éguations aux dérivées partielles; la methode des

@léments +finis est une méthode utiliseée pour reésoudre ces

T

equations. Cette methode fait appel aux sciences de

H

1 ingeniesur pour etablir les équations, aux methodes
numerigues pour les discrétiser st A L informatiqua pour

effectuer efficacement les calculs sur ordinateur.
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R X

analytigues 2t aux résultats obtenus par d autres methodes
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1.1 Equations de base

Four représenter le comportement des tluides, nous

avons choisi d'utiliser les équations de Navier—Stokes.

Sous  lewr forme générale, ces #quations s dcrivent

sous forme adimensionnelle [173:
Equation de Mavier-Stokesa:

D
DEY=F -7+ (1.1.1)

Equation de continuiteé (conservation de la masse):

3~§+v.u=o (1.1.2)
ow Re  est le nombre de Reynolds, le rapport adimensionnel

entre les forces d'inertie et les forces de viscositeée. Le
terme Du/Dt représente les termes de transport, F les
forces massiques, vp les forces de pression et (1/Re)Au

les termes de diffusion.

Nous considérerons i1ci los écoulements

bidimensionnels laminaires, permanents, incompressibles =t
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isnthermes. En premiere appr@ximatidn, on  peut négliger
les écoulements secondaires et consideérer 1 “écoulement
comme @tant plan; wune simulation en deus dimensions donnera
quand m&me une bonne idée du comportement de 1 écoulement.
Four de faibles nombres de FRevnolds, un écoulement réel
présente en général un comportement laminaire; nous pouvons
coneideérer 1 écoulemernt comme tel, la modelisation de la

rurbulence @tant reportée a4 une éetape ultérieure.

Four simplifier le probleme, nous avons choisi de
neégliger les variations temporelles: ]l écoulement simulé
eat permanent. Four une description détaillée cdun
algorithme similaire pour des ecoulements inztationnaires,
nous référons le lecteuwr & FORTIN  [27. Awe vitesses
~onsidéreées, les gradients de pression étant faibles, les
variations de densite peuvent étre négligées et le fluide
considére incompressible; le transtfert de chaleur est

enalement neglige.

Apres ces simplifications, les équations de

Navier-Stnkes se résument a

(u."V)u

~ ~'~ ~ 7 Re

i
-
i
<]
e
+
>
s

(1.1.3)

~

V.u=20 (1.1.4)
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Le domaine de calcul est  constitué des aubes
directrices et avant-—directrices presentées & la figure &,
d'une portion de 1 espace devant les aubes appelee entrdée

et d'une portion aprés les aubes appelée sortie {(figure

1.4).

Entrée Aubes Sortie

Figure 1.4 Canal interaube

Les dimensions et la forme de | 'entrée et de la
sortie  sont choisies arbitrairement. En genaral, 1 2ntrse

et la sortie sont placés dans les axes du bord d attague et
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A bord o de Fuilte

oot vement . L entrée  est chod sl e

f
1

suffizamnment  longue pour gue 1| gcoulement soit bien stable
avant o arriver sur les profils eh la sortis  assez:  longus

pour  simuler L T@conlement loin dans le sillage, la oo

saabklement amortie.

P.n 0 Condibions saux
1. O

s conditilor

Lﬁ

A limites sont résumées A 1a

figure 1.3,

A 1'entrée du canal (1), la vitesse esst connua et

impnosee; de chague cate (2 la frontigre est périocdigus.
e

La pericdicité signifie que 1 écoulesment du flulde est

rigus entre toubtes les aubes directrices de la  turbine

rrEr symet il B I "ecoul ement dans  un carial donne esast
identique # 1 écoulemsnt dams toul autre canal (volr figure
S les aubes urg condition de non-glissemant

et 1

le fluide étant visguews, la vitesse doit étre

3|

rulle le long o une paroi solide. A la sortie da canal (49

des conditions de contraintes nulles sont imposses. Mows

=T gtatnin k=] mis loinm CpLLER e condi tions deroulent

marurel lement de la foroulabtion variationnelle ubilize
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(1 u=u

B)u=0

(2) frontieres périodiques

(4) contraintes nulles

Figuwre 1.5 Conditions aud

1.4 Coordonnges polaires

0

limites

Le canal interaube decrit preécedemment, de par sa

symétrie radiale, est facilement repreésenté en coordonnees

polaires. De plus, dans le systéme

est tres simple & imposer: - et

identiques de chague cdété du canal.

r, @ la péricdicité

te doivent étre
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La orincipale ralson de lrutilisation Jes
coordonnées polaires est la simplicité Ju
traitement de la périodicité aux frontiéres.
En coordonnées polaires les gnuations de
pMavier—Stokes s écrivent:
Du, u op u, , Y,
— -2 = fe——| bu - — - 5 — (1.4.1)
Dt r ar Re r? r? 36
Du u.u 2 du u
9 9 0 6
R R A Wt (1.4.2)
Dt r r 3& Re r? 99 r?
du u ou
r r 1 ] ('l il 3)
a—t — + ==~ = 0 4.
or r r d
ba  suite do o développement est  en coordonnees
cartéciennes  par  souci  de simplicite; les aguations &n
smordonness polaires  sont equivalentes =t peuvent &tre

113

e

Y

1D~

o= & | ‘aide dun changement de variables
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CHAFITRE 2

METHODES D ELEMENTS FINIS FOUR NAYVIER-STORES

Le comportement du fluide est ohtenu en  calculant
1z vitesse et la pression par une méthode d'élements finis.

e nombreur ouvrages sont consacre

s

 ces méthodes et nouws

il

réaférons le lecteu

roaux ouvrages de ODEN [51, ZIENKIEWICZ

[41 et STRANB-FIX (71 pour des considerations d ' ordre
agéeneral. Le développement théorigue wutilise en grande

partie la notation de CIARLET [831.

2.1 Formulation variationnelle

dtilisant la convention de sommation sur les

indices repétés, les éguations de

=z
o

avier—-Stokes (1.1.73) -

(1.1.4) s’ écrivent sous la forme plus genérale

. ] :
(Uiuy - gg Tlog i e5) - Fp =0 1<i,j<2 (2.1.1)

Vou = 0 (2.1.2)
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ot le tenseuwr des contraintes est défini par

i aui u .
C.. = =-p 8% +
R I T vy *“lax.) (2.1.3)
J 1
2t la base du repere est
e = (1,0)
~1
(2.1.4)
e = (0,1)
~2
Multipliant 1 ‘éguation (Z.1.1) par yog Y at
1 “eéquation (Z.1.32) par g & 0 et intégrant sur le

domaine, on cbtient la formulation faible suivante:

vev,1<i<2

[QY'H qde =0 Yqeq (2.1.6)

Intégrans par parties la divergence du tenseur de

contraintes. On développe le terme

ov,
Ve(o,. €. v,) = Ve(o,, e. —
~ 13 <] 1) ~ ( 1] EJ) vy Oij ij (2.1.7)
et d aprés le théordme de Gauss (SFIEGEL [261, p. 123
Ve(o.. e. v.) do = N
fﬂ~<u e Vi) do fcv1 o5 0y dS (2.1.8)
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Combinant les relations (2.1.7) ek (2.1.8% nouws obtenons

oV,
. o.. N, dS = (o, e.) v. 1 \
fV1O1J n; ds j;ZY(O1J§J)V1 d52+];2 oy 3deQ J v EV

S

(2.1.9)

Insérant (¥,1.9) damrs (2.1.5), la forme faible devient

(2.1.10)

]V'uquz:o /q e (2.1.11)
R Yaeq

an llintégrale de surface représente les conditions aux

limites sur la partie de la frontigre oi la vitesse n’est

pas ilmposes.

De  (2.1.100 et (.1.117 on peut tirer une forme

plus courante de la forme faible. Remplagant dans (201,109

1 exoression du tensewr de contraintes (Z2.1.3)

V. . 9V,
1 i i %Yy 1 du.  Buy v,
Re_[; Oij . dQ :—/; -p 6i gzg'dﬂ *Re o ( + J) 1 40

J ij oX BXJ.
: (2.1.12)
Remarguons que .
j 3V1 v
-P & T LTS (2.1.13)
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et par symetrie

au, ou. v, av.
: 1y (1 1 (2.1.14)

1
ox. 2 (ax. * Bx.)(ax. T .
J j i

Fosant le ternseur du taux de déformation

1 awi awj
Dm(y)= §(§;§‘*§§;) (2.1.15)

on obtient

< o Ezi dQ = - pV-v dQ + Z D, . ( d
Re a INRETS h q Re a iJ u) Dij(x) &

La Fformulation faible (2.1.10) — (2,1.11) s'#crit

alors sous la forme plus courante

r V.

2 i
&) oy o @ e | D u e fQ P 3 @0
(2.1.17)

} 1 ev,1<i<2
“f Fovg da s Refs vioggngds Wy EV,
Q

j 7ou d2 = 0 (2.1.18)
Q

L'intégrale de surface du membre de droite

n’'apparait généralement pas dans la forme faible: nous

montrerons & la section suivante que 1 imposition de

contraintes nulles identifie 1 intégrale A& zero.
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S Ponditions auwx Limit naturslles

e Bt e

Dans e oA

e
[AH

des  équatioms de Navier-Stokes, la

condibion aux limites natwrelles consiszte & poser nulle

1 "integr

.
1t

de de surface de 1 éguation 2.1.17, ce qul reviant

r
{
¢

[

A impeoser une contrainte nmalle le

parcis od 11 Ny

a na=z  de condition de Dirichlied. Soit le wvechtewr des
A Das

contraintes de surfacs O On @&

C=2=C. e. (2.2.1)

et C.:=0,.n. =0 Vi (2.2.2)

ce qui impligue

L.oint

La condifion | strictement égquivalente & dire que

U

=YWINEN

contrainte normale ehb la  contrainte  tangentiells

n = (ny, ny)

~

i

3

> syt a

a
U

Frigure @01 Comtrainbtes

[l
it



Considérons la figure 2.1  ouw n et T sont

respectivemant les vecteurs normal =t tangentiel unitaires,

et le tenseur o est donne par

=g.. e. 8 €. 2.2.4
0 =0, 8 8¢ ( )
La projection du tenseur de contraintes est définie par
O(fsQ) = O]J(f'E*;)(g'S]) (2.2.5)
M = . . . N Zc »
o f, ) O]J(f 91)€J (2.2.6)
oy t et | sornt deu Verm T e guelconguas. L&
contrainte normale 5 ' &crit alors
Ogn = o(nsn)
; du;  Bu (2.2.7)
= -P &% n.n — e
13 H (ax. X ) nJ i
J 1
finaleament
5 = P+ 2= (un) (2.2.8)
nn on "~ ~ :
De la méme facon, la contrainte tangentielle s’écrit
Onr - O(Q’I)
2.2.9
p 6\] Bu]. auj ( )
= - T n.T ——
LN H (ax. ax.) an1
J 1
ou-T au-n ,
ag = U ( =Ry = ~) \22.10)

nt an 3T
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La rcontrainte A la paroi peut donc s '2crire comme

E=0pn+ I I (2.2.11)

en faisant 1 hypothése qgue

T (2.2.12
g;—:—a-—i::o LSS )

“. % Discrétisation

Tels que décrits & la section précédente, les
espaces de solution V et @ sont de dimension infinie, de
telle sorte gue les f#gquations (2.1.17 - 2.1.18) ne peuvent

Atre solutionnées directement.

La méthode de discrétisation est décrite en deéetail
dans FORTIN A. [?] et consiste d abord & construlre des

espaces de dimension finie Vn et @O approximant Vet

0. Four cela, on considere unme partition du domaine 0
Ne

I U K (2.3.1)

h =1 71?
an triangles ou guadrilatgres en deux dimensions, en
ratraddes ou  en hexaddres en trois dimensions. Les Koy
=nnt anpelés aléments et Ne eot le nombre d 2l&ments;
1 ensemble des dléments ou  sous—domaines est  appele

maillage (voir figure 2.32).
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25!;;’:;;4uuu§2;
/// 7117 ,;;}///////’51155”
////// . =
/////

Figure 2.2 Maillage typique

La partition M du  domaine est soumise A la régle

suivante.,

Deux gléments K, et Ky sont soit disjoints, ont

un _seul sommet en commun, ou ont tout un  cote en

COmMMUn .

Buelques implications de cette regle sont illustreés

o~ e

A la figure 2.3, 11 existe des moyens de contourner cette
restriction comme celui deécrit  dans FORTIN M. — TANGUY

C101].
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permis non permis

Figure 2.3 Reégle de partition

Chagque élément kK est uniquement détermine par un

N .
snsemble de points =T W appelés noeuds geéométrigues, et

~

My est le nombre de ces noeuds. Nous utiliserons la

~

technique dite de 1 'élément de reéférence K qui est un

slément de forme géométrique simple  pouvant se ramener &

chacun des eéléments reels ke par une transformation
~
geom2trique Fuw. Les noeuds géometriques de K sont notes
A N
£5,7: L, et Fu. est telle que

- N1
Fe 1541

=S 1T <i<N (2.3.2)
. <
'[:] 1
Exemple 2.1 Considérons une partition du domaine en
vadrilateres de cotés droits: k. eat  alors le carre
[-1,11=, Cet eléement peut gtre transformé@ enun
quadrilatére quelcongue par une transformation Fe de 1=

forme
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FK =<N NN N>(S }=<N>{s5) (2.3.3)
12 3 4 1 ~ b
S
2
S
3
1S
4
o les 51?1u1 sont les gquatre sommets du guadrilatére et
w il
N (£,n) = 7 (1+€) (1n)
N (8.0) = 3 (1-6)(1en)
1 (2.3.4)
Na(g;ﬂ) =7 (]‘g)(]+n)
N (1) = 3 (1+£)(1-n)
.
$ 1§ Fi Sz =
" /_\
-1 1 - K
Figure 2.4 Transformation géométrigue

Regroupant les termes (Z.%.4) dans (2.3.2), on obtient 1la

forme de la transformation S
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Mous FELLE limiterons il ALy slemants
guadrilatéran: & cbtes droits. Il est possible de
construire des éléments triangulaires st ces dewd types
déléments peuvent avoir des cdtés droits ouw couwrbes. Four
des 2laements X fromtigres  courbes, nous refarons &
CIARLET~RAVIART L1117, Ure description des divers types
d'aldments se retrouve dams DHATT-TOUZOT L3I,

La

par Fk et

construire

géométrie de 1| 2lément é&tant clairement deéefinie

par ses noeuds géométriques, on peut maintenant
1l "espace Y elément par eélément. L'espace
d abord défini comme un espace de polyndmes de

et 1 espace [k (k) comme un espace de polynomes

de degré 4+ k  en chacune des variahles € et n de k.
Evemple 2.2 les espaces o (k) et R (E) sont  engendrés
par les ensembles
2 2
{1,£,n,&8",n",&n}
ot (2.3.6)
2 42 2 2 r2.2
{1,£,m,8,n° ,En,E°n,En" ,E° N }
respectivement.

On  se donne maintenant un espace F  de fonctions
polvnamiales {(en pratique F. (kD) ou QO (k)y, dépendant du
type de partition) et on choisit sur K un ensemble L de
Noopoints {84741 Cet ensemble de points devra etre

~
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~ ~

F-unisolvant {c.f. CIARLET [8)) i.e. chagque fonction p € F

~

=gt unirguement détermindées par les valeurs p{ag)ilms. Or

pnose ensulte

a, = FK(ET) s 1 =1,2,....N (2.3.7)
, N . . .
et les Lii}iml sont  appelés  noeuds d'interpolxtion,

coincidant ou non avec les noeuds geomatrigues.
AL noeuds  d'interpolation sont associgs les

fonctions de base {pyliw.: définies par

pi(a5) = & (2.3.8)

)

Les  ipa 34wy sant bien déterminés =t forment une base de

5. 0n a lors

iy

, &1 ER, 1<i<n} (2.3.9)

On s rameéne A | élément rées) F. en posant

Pe=(elp=p 0 F ,peh (2.3.10)
ou encore
N
Py = I, a;p 5 a. €ER, p, = 51 0 F;]} (2.3.11)

Y= Wiy Epy (2.3.12)
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Exemple 2.7 Considérons une partition du deomaine 0 =1n}
quadrilatéres et  on choisit Foo= E.!R(}:j), E est alars
constitueé des sommets, des milieur des cotés et du centre
de k (voir figure 2.5).
AU
- R - a
2. 2z a ///”E;‘\\\\ as 2
Ef - 2 %4’> ag 2s
K o~
Figure 2.5 Transformation des noeuds d’interpolation
La transformation F est  donnée par (Z2.2.7%),
les fonctions de hase 51 sont  posées CoOmme etant
(DHATT-TOUZOT [Z1, p. 129)
p =1 (145)(1
L o7 €)(1+n)en
P =L (1-g)(1
, T £ )(1+n)n
P, = - 7 (=€) (1
. g (1-8)(1+n)en
5 = -.l(]_ )(1-n2 )¢
4 2 ENT-n?)g
b=+ (1-£)(1
s T 7 U1-€)(0-n)en (2.3.13)
5 = _l_(] 2)]
g 7 W=7 )(1-n)n
5 = - l ("+‘) ‘,
. Z £)(1-n)en
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=3 (1+E) (1)

o)

o

= (1-82)(1-n?)

On peut finalement vérifier que les fonctions de

base (2.7.13) satisfont (Z.3.8). 0On remarque &#galement gue

Vi Bst constitué de fonctions dont la restriction a chacun

des eleéments eat la composition d un nolynéme de degré

avec la fonction Fre les fonctions constitusnt Ye ne
sont pas polyvnémiales puizgque la transformation Fe n’est
pas affine.

Les proprigtés de Vi sont  déterminées par le

A N

cheoix de p et .« Dépendant de ce choix, on pourra avoir
une approximation contorme ou non. Une discussion
detaille2e du type d approximation selon le choix de p et

L est trouvee dans FORTIN [9] et CIARLET [87.

Utilisant les relations (2.3, 4) 2t les fonctions de

base definies par (Z.3.8), la vitesse et 1la prassion  sont
approximees sur le domaine entier par
N
U, = .2 a. o, (2.3.14)
“h T AsT ¢1(5)
M
= .20 p. . 2.3.1
Ph = 927 Py [p1(5) ( 5)
(]} N ezt le nombre de noeuds d'interpolation er vitesse

et M le nombre de nnoeuds dinterpolation en oression.
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Les fonctions Py et wi: sont des bases de V. et (.

respectivement, et sont définies par

1] (2.3.16)
De plus, larsgue restreintes sur un elément, on a
. € (Q
7/;< ’
(2.3.17)
v, €p
7/K k

o Fn et O. sont tels que definis précédemment.

Remplagant (2.7%.14) et {(Z2.7.19) dans (2.1.17) -

(Z2.1.18), le probléme discret consiste a trouver Umy P

2
' (2.3.18)
(qpsV-u,) =0 \/qh €Q, (2.3.19)
que 1'on peut réécrire sous forme matricielle
K U+ N(Eh) U+ C Ph = f (2.3.20)
¢y =0 (2.3.21)
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La non-lingariteé de 1 égquation (2.3.20) necessite LIfi
traitement spécial:

la methode de solution utilisée sera
detailleée dans le prochain chapitre.
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METHODE DE RESOLUTION

La  mise en osuvre de la programmation est INSml s

du livee da DHATT-TOUZOT 0371, 2 caloul et les résultats

sont =T} variables primitives Wiy o @i o

2
&

~

1y
it
]

ectivemnant les  deuwx Composantes en vihtesse et la

Fession.

T

.1 Traitement de la nom—lindarite

Lorsgu’on  doit  résoudre wure #guation  avant des
termes non-lingaires ftelles les équations de Mavier-Stokes,
la recherche de la solution se fait de manisre iterative
(DHATT-TOUZOT 031, p. 234).  La méthode otilisées sst wu;es

combinaison  de  la méthode dite quasi Newtor~FRaphson =2t de

I ralgorithme d'USAWA  [IZ1  développie par  FORTIN M. et

FORTIN &, L1471, Décrivons o abeord les deur a2thodes

1]

nreécitéas,

[t

I.101 Methode quasi Mewton-Raphson

La methode quasi Mewton-Faphson est dérivés de  la

methode de MNMewton-—-

aphizon, décrite oi-dessous,
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Suppnsons qu’'ad  une etape n, nous ayons  une
approximation (u™,p™) de la solution (u,p) telle que
v-ul = 0 (3.1.1)
n n 1 n '
R(u',p") = - Re Au’ + (un-V)un + Vpn #*0 (3.1.2)
Riur,p™) est le résiduy A 1l étape n. Un voit gque {(un,pm)
seront  la solution cherchée lorsqu’on aura R ,pr) = O,

La methode de Newton-Raphson consiste A chercher desg
corrections (3u",4p™) satisfaisant V.dum = 0 et telles

que

n :
R(g +63n, pn+6pn) =0 (3.1.3)

Le résidu est développé en série de Taylor en

neégligeant les termes duy e ordre et (3.1.3%) devient

R(u™p") + 2By, R gon g (3.1.4)
~ ~ n
83 ap
Les corrections (du",8pm™) doivent donc satisfaire
R . n 3R
— Su' + S n = -R n n
agn ~ apn p (E s P ) (3.].5)

Evaluant les dérivées au sens de GAteaux (voir
YO3IDA  [211) et remplacant dans (E.1.85) on  obtient

finalement



L algeorithme correspondant s 'écrits:

-y

1 etant donné u™,p” tel que V.u" = O

~ A

2 on tactorise la matrice associgée & 1 opérateur

% on calcule

4 on résout

7o = 0
5 et on pose
un+1 =" s s
;n+1 _ ;n . 6;n
& ,Si I§?“I “E STOF

sinon retouw A 1

40

(3.1.7)
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e principal inconvénient de cette méthode est que
l1’on doif factoriser la matrice A(%?) a chaque iteration,
et comme elle peut eétre de trés grande dimension, cela
represente un temps de calcul considérable. La methode
dite quasi Newton-Raphson pallie & cet inconvénient: il
s'agit touiours d’annuler le résidu R(qj,p“> mais sans

factoriser la matrice A" & chague itération.

On  se rapellera 1 #quivalent de cette méthode dans
le cas d'une équation non-linéaire en une variable, quil
consiste  a  évaluer le zéro d'une fonction en évaluant la
tangente, puis en conservant la pente constante lors des
itérations suivantes (GERABLD-WHEATLEY [27 p. 15).

1

L algorithme {(Z.1.7) s'ecrit alors:

1 etant donne wu~,p™ tel que v.u" = O

~

8]

on pose Vo=

I on factorise la matrice associge & 1l "opérateur

A(v) = ——]e- Dx + (veV)x + (*:7)v

R ~ o~ ~l

4 on initialise le comptewr, M = |
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S on calcule

- ~ (3.1.8)

& on résogt

7-6u” = 0
7 et on pose
Bn+] - Hn + &0
pn+7 - pn . 6pn
g si i§8“| ig STOF
? =i N * NMAX on retourne & 1,

sinon on retourne & 205

Z.1.2 Méthode d’Uszawa

La methode d'USAWA [13]1 & été développée pour

resoudre les dguations de Stokes:

--R]E Au + vp = F (3.].9)

Tou < 0 (3.1.10)
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La solution des équations (3,1.9) =t {(Z.1.10) est

gguivalente a la recherche du point-selle du Lagrangien

1
(3.1.11)
VEV , qg€Q
oy D, est tel que défini au chapitre 2 et les

parentheses signifient le produit scalaire de L=2(0):

(x5¥) =f xy dg (3.1.12)
Q

2t L=(0) est | espace des forictions de carré sommable
detini par

L (@) = {f[[ [f]? d < =} (3.1.13)
9}

Suivant FORTIN-GLOWINSH I £161, considérons le Lagrangien

augments

HQA)=H&®+C@y,yy VEV ,g€Q

1
- 5= AU+ cy(v. _
Re %4 * c¥(T-u) + vp - F (3.1.15)
Veu=0 (3.1.16)
Le systeme d équations (F.1.15) - (3.1.1&) est de
fagon  eévidente équivalent au systéme (3.1.9) - (I.1.10).

Le terme additionnel cvi{v.w) est un terme de pénalisation

~

qui accelere la convergence de la méthode.
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L algorithms d Usawa permet de resoudre {(Z.1.15)—(3.1.186):

1 2tant domne p™ arbitraire

-y

2 on solutionne, pour 03 O

] n n .
“Re M U(TuD) = F - B (3.1.17)
ETopnTh o= opn o rvLun
4 si IY.unf oo BTOF

sinon retouwr & 2

Bien gue la méthode converge pout tout o positif,

- est chpisi hreés grand en pratique (c = 10®).

|_a methode d 'Uszwa telle que décrite en (3.1.17) ne

1

= appligue gque pouwr les problemes linéaires et ezt Un Cas
particulier de la methode du gradient pour les prohlemes de

minimisation (voir FORTIN-GLOWINSEI [161).

o.1.3 pMéthode combinee

Il s'agit d'utiliser la méthode d Usawa pour tenir

campte de la contralnte v.u = 0 et de la methode de
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Newton-Raphson pour traiter la non-linéariteé dans un seul

algorithme combine.

Remarquant gle 1 'étape & de I algorithme Quasi
Newton—-Raphson (5.1.8) consiste & résoudre un probl eme
lingéaire similaire ay probleme de Stokes, 1 algaorithme

d’ Usawa peut etre appligus,. La contrainte

d'incompressibilite de l'eétape &4 est pénalisée en 2crivant

8p" = cv- (ursy™ (3.1.18)
ou encore

pm'-I = pn + CV°un+] (3.1.19)

Inserant (Z.1.18) et (3.1.19) dans (Z.1.8), on obtient

1 algorithme suivant.

I
n]
3
T
]
b
1y
: <
it
-

T

on factorise la matrice associée & 1 opérateur

A(!) = -ﬁ%— Ax + (X-V)* + (*-V)X + CV(V.x)

~

4 oninitialise le compteuw, N = |
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S on calcule

(3.1.20)
n n n n n
= R]—eAu - (u-V)u - cV(V-u) - Vp
4 on resout
n
7 on pose
n+1 n n
u = Uu + 48u
n+1 n n+1
p =p + CV-u
8 si fdum | 2 g STOP
2 si N » NMMAX on retourne & 1,
sinon on retourne a 5
Cet algorithme correspond & L 'algorithme o Uesawa en  posant

simolament v = O 4 1 étape 1.

U remarquera qu’' i la premiére étape il n'y a2 plus
de contrainte sur le choix de 1a solution initiale uo, oe

gqui simplifie grandement 1 application de 1 algorithme.

On doit prendre « suffisamment grand pour garder
la convergence, car la méthode de pénalisation definie par

1 #guation I,1.18) ne s’ applique que pour c grand. En
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effet, plus o augmente, plus la méthode s ‘approche de la

methode de Newton od v.u = O est imposée directement.
L'effet de la valeur de o sur  la rapidite de

convergence est etudié en détail par ﬁDRTIN M. et FORTIN A.

[1&81; nous utiliserons de manieére géndrale c = 107,

2.2 Choix de 1 &lément

Il est maintenant bien connu que les espaces Vi
et Un ne peuvent pas &tre choisis indépendamment: 1l faut
respecter une condition théorique dite conditicn de
BABUSEA-BREZZI [171 pour ue le probléme soit bien posé.
L'element choisi satisfait la condition précitée et est wun
des meilleurs en deux dimensions: 1" &leément Q7 -Fy (vaoir

P4

figure .10,

~

Elément des vitesses Elément de la pression

.....

Figure 3.1 Elément @Oz — .,
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La vitesse est bhigquadratigue sur chague 2le2ment =t
continue d'un eleément & 1 avtre tandis que la pression  est

lingaire et discontinue.

Aver cet délement, on définit la vitesse comme 2tant

de la torme

a + br+co+dro + er® + frie + grie? + hre? + i2?  (3.2.1)

et la pression de la forme
a + b(r-r) + c(6-8) (3.2.2)
o4 r et & denotent la position du  centroide. Les
fonctions de base pour les vitesses sont donnéss &

1 exemple 2.3, eguations (2.2.13).

l.a  geometrie de

[
b
i

lément est définie par  la
position de 223 gquatre sommets (figuwre 3.2). Les fonchtions
de base et la fonction de transformation gécomeétrigque se

retrouvent a 1 'evemple Z.1.

e ey

Figure 2.2 Elément géométrique



49

LS Elimination des nosuds au centroide
L'glimimation des noesuds aw centroide a  comme
principal obiectif de réduirs | sspace mémoire et le temps

'de calcul.

Mouws allons montrer comment les noewds au centroide
et les termes non-lingaires de la pression peuvent ahre
alimines par-  simple modification des fonctions de base

(FORTIN A. - FORTINM M. [1801).

Far spuci de simplicité, voyons comment la methode
s applique sur le probleme de Stokes.  Le probléme consiste

A trouver u €V et p € 8 tels que

D. . r r
f 1J<5) Dw’j@ s - pV.v dQ =J’ fov dQ (3.3.1)
&‘2 ~o ~ A
£ 0
[ qve.u dQ = 0 Vv ey \V
J v » VQq€EQ (3.3.2)
0 ~
L 'espace % est choisi en accord avec les
conditions limites du probléeme considereé. Considérons le
sous—espace Vo de fonctions & divergence nulle; les

aguations (3.3.1) et [QEIMPLINY 5 'écrivent sous la forme

gaquivalente

[ D;5(u) Dy5(v) do =[ fovda, \vev (3.3.3)
2 0
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ou la pression est completement é@liminde. Malheureusement,
la construction d'une base de l "espace Vo est asser
complexe et nfous referons le lecteyr A GRIFFITHS [19] et
HECHT [201 pow les détails de cette methode. Nous  avons
utilise une meéthode legerement diffeérente, dérivée de

celle-ci,

Notons M U sous-espace  de ) de fonctions
constantes par morceaus et N un sous—-espace orthogonal X

M. On définit

on= Wlvev, JoTvde=0, Yaepy (3.3.4)
Q

ot Veo,n  est un Sbus-espace de V. Les equations (3.3, 1)

s'ecrivent alors
D, . o
f 154 045(v) d -f V.V do =[ fov dg (3.3.5)
2

qv-u do = Q -
/;2~~ HEVO,N’ pEM,

(3.3.6)
\V/XEVO,N » VYgem

Le probleéme est maintenant reduit au calcul de

~

et de p, Hne  pression constante par MoOrceaux. La

construction d'ume base de Vo,n est traes zimple et sera

decrite plus loin. Une fois Mooet  p connus, les termes
nan  constants de u) peuvent  &tre abifenus A l "aide de
(Z.3.1).  HNoter qu’a  aucune etape du  caleul il n'est

necessaire o avoir tous les termes de pression: les
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calculs peuavent  &tre effectuss en wtilisant (I3,

(Z.3.6) et P aguffit.

YVoyons comment s 'applique au cas

discret. Rappelant o, l 'espace di

scret d'approximation de
la pression, on peut écrire
Q=M+ N, (3.3.7)
ol MNn  représente les termes non—constants de la pressiong
Nn 25t une approximation de dimension finmie de N. On
definit
v = {v ly, &€ . =
oM, = Walvy €V [ g Vv d2 =0,V q €N} (3.3.8)
9
Le développement qui  suit est basé sur 1 élément
l:!‘ﬂ;’

“F1 mais la méthode est parfaitement gnérale et peut
s appliguer & tout autre element avant des nosuds internec

(FORTIN A.

FORTIN M. [181).

Soit une partition du domaine ern quadrilatéres MA

definie & la section 2.2, Four chagque élément K € My,

on
tire de (2.2.11)
18
u =
h(r e)fK iZy o5 pi(r,e) (3.3.9)
on les oy sont les deqgrés de liberte et les Dy les

fonctions de bhase associds & L 'element K, et les “onctions

appartiennent au noeud central.
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Remarque 5.1

Une notation plus courante est

9 9
gh(r,e)fK = (2 u ¢.(r,0), Z) ug qu(r',e)) (3.3.10)

ow ¢y est la fonction de base standard Py assocliee au i%

noeud. (Z.35.9) et (3I,3,10) sont éguivalentes si

i

p = <¢ ;O) s P o= (09(1)1) s P (¢2,O), etc.

3

(3.3.]1)
al = ur s a2 = ue » O = U , etc.

La notation (3.3.9) est beaucoup plus compacte car
elle permet de roter les deux composantes en une seule
gquation. De plus. la preésente méthode d eélimination

revient & modifier les deuxr composantes de Py, Ce qul est

plus simple avec la notation (3.3.9).

Utilisant (3.2.2), la condition de divergence nulle

(Z.2.2) s'édcrit, sous forme discrete

(3.3.12)
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Léquation (J.3.132) sera satisfaite si on a2 simultanément

18

5 0‘1[ Vep, d2 = 0 Ve r (3.3.13)
K

18 i,

= oc]-f (r-r)vep, do = 0 Yke r (3.3.14)

1= v
K .

18 -

i% @1f (G-G)Y'pi 2 = 0 Vke T (3.3.15)
" v

La condition (3.3.13) correspond % 1a condition de
divergence nulle pouwr la pression constante par morceaud,
soit 1 équation (Z. 35, 8) SOUS forme discrete. Les
conditions (Z.3.14) et (3.32.15) sont donc les conditions
neécessaires et suffisantes pour gue vp so0it  2lément de
Vo,m, « Determinons ®i>» et ®ie tels que ces conditions

h

spnient satisfaites

X =f (r-r)v.p. do (3.3.16)

Y, =f (6-8)Vv-p. dn (3.3.17)
Q

et integrant par parties, on obtient finalement

X =Y =0 , X =y (2.3.18)
\/Kerh
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L.es éqguations (3.2.14) et (3L 5 1E) euvent s écrire
[

16

_ |
o o= aia jE]aixi T =-Xl~.§]ch. (3.3.19)
- AR EURS

Utilisant (3.2.19), (Z.3.9) 58 reduit finalement A

&A Xi Yj 16
“hlx T 451 o4(py - ?7 P, - X P,)= iZ7 %5 B (3.3.20)
17

Noter que la sommation ne  porte plus que sur 8§

noeuds; le noeud irnterrne et 2liming, l.es nouvellegs
. PO | 16 . .
tonctions de hase i P I, appartiennent & Vo,Nh et le

s w ‘

systeme {(Z.3.5) - (3.3.6)  peut etre solutionne.

Les nouvelles fonctions de base pPi  nont pas &
2tre caloul des explicitement uisquun traitement

equivalent peut 8tre appliqué 4 1a matrice 2lamentaire

apres  construction selon  la methode classique, Urnie
description plus complete est  donnde dans  FORTIN A, -

FORTIN M. (187,

3.4 Imposition de 1a periodicitsa

l.es frontiéres Feriodigues sont imposées en donnant
simplement  les mémes numeros de degrés de liberte aux
noeuds de la frontiere inférieurs et de la frontiére

superieure,



55

Lrecowlement réel se falt simultandment autour de

toutes les aubes directrices de la twbine (voir figures

Hi
i

4

[

1.2 et 1.3, Four des raisons  dvidentes o ofe

bl

i

B

B

temps  le caloul nfest fait gue sur o un seul canal dont les

~F
3
3
3
—
i
T
i
m

sont fixdées (voir figQure 3.5

Figure Z.3 Choix des frontieres

En géneéral, une des frontiéres est cholsie
arbitrairement et 1 autre est obtenue par rotation ou

translation de la premiere, en conservant la forme et 1a



56

aeomestyrie  par rapport aux aubes: le domaine doit #tre
modalisg en gntiar, malsg na recouvremnsnt.

La frontigre pouwrait &tre de Jforme différente &
calle de la Figure 2.0 sans attfecter les rédsulltats comme on

1o verra au chapitre 3; 1 algorithme =sht peuw influence  par

la forme du mailllaoe.

Four  bien  comprendre  comment  la périodicite est
imposés, considérons le bord d’un maillage dont les
aléments sont des guadrilatéres bilinéaires dont les noeuds

sont numerotés comme A la figure 2.4,

i

Figure 2.4 Bord typique d'un maillage
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L dcouwlement  en oun noeud donné est conditionne par
1 écoulement aux noeuds adjacents: par exemple, le noeud 9
est affecté par les roewds 3, 4, 5, 8, 10, 13, 14 et 15,
Un noeud situé sur la frontiére tel le noeud 10 sera
affecteé par le noeud b, or | écoulement au noeud b est

identique & 1 eécoulement aw nosud 7 par symétrie, de méme

que 1 '#coulement aux noeuds & et 10 est identigue. On
associe donc aux degrés de liberté du nosud 10 les mémes
numeros w'a ceur du noeud &3 le noeud & est alors aftfecte

par le neeud 9 et vice-versa. La solution de 1 "&coulement

au noeud & donnera egalement la solution au noeud 10.

l.a méme technique est appliquées & tous les noeuds

situés le long de la frontiére périodigue.

AL point  de vue  informatigue, les termes des
matrices elémentaires associfs aw noeud 1O seront ajoutes
aux termes du noeud & lors de 1 assemblage dans la matrice
globale. Cette méthode & pour effet de diminuer le nombre

d inconnues et d’augmenter la largeuwr de bande de la
matrice globale particuliérement lorsque e maillage

comporte plusieurs rangees.

.8 Montée en Revrnolds

Etant dornng le caractére itératif de la solution,
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on ne peut obtenir directement le comportement du fluide

pour la valeur du nombre de Reyrolds désirée. On doit
d'abord calculer une premiere solution A FReyrinlds = 1 puis
on augmente graduellement jusgu A la valeur deésirée. Far
premple, aprés la premiére etape de calcul & Re = 1, la
dewieme etape serait le calcul de la solution & Re = S50,
puis A Re = 200 & la troisieme étape, etc... Quel ques
series edpérimentales de nombres de Reynolds sont

illustreées a la figure 3.5,

1000 T T 177t T T T T7T71]
- / / .
C { o ]
- / / o
e / i/ -
- / , -
L Ly N
/ /
/ /
100 |- —t .
[ / / -
~ I . N
Nombre de : ro N
/ /
Reynolds I N
L R
/
/
10 |- -
1 o1 L trtg Loty
1 10 100

Numéro de I'étape,

=

-5 Series typiques de nombres de Reynolds

n

[}

igure

3
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La série des nombres de Revriolds utilisée dépend
d une Caracteristiques dy maillage que nous AVONS  Cconvenuy
d appelar sevérité; un maillage peu sévere permet une

montee rapide alors Quun maillage seveéere requiert uyne

montee plus prudente. De plus nous aVONs remargue que
L 'algorithme d'eléments finis st baorné  en Reynolds,
c'est-a-dire que ROUWr un  maillage donné, il existe une

valeur maximale du nombre de Revnolds au-dela de  laguells
1 algorithme n ' obtient Plus de solution stable et diverge,
Cette limite peut varier de Reyrnolds = 800 ou moins &  FO00

et plus selon que 1e maillage est tras severe ou peu

sévere: Un maillage peu sévare 2st plus stable.

Far expérience, nous observons qu ‘un maillage
severe est  en aenéral un maillage ol les aubes cbhstrusnt
beaucoup 1 'écoulement oy Hno maillage qui a des angles treg
prononces  (voir figure R Four un canal pelaire, il

semble gque la Cconvergen

n

2 du canal diminue considérablement

la séveriteé; un canal divergent serait donc plus sévére,
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W e

i

I(‘Il{{;///////////////llllllllll

IIIIII
III I it

Figure 3.4 Sévérite des maillages

La montée en FRevrnolds doit B&tre le nlus rapide
possible pour minimiser le temps de calcul, mals doit
conserver les solutions intermédiaires stables. Etant
donne la delicatesse requise pour choisir la meilleure
mont&e, rnous  avons tenté doptimiser de facon automatique

le choix des nombres de Revnolds intermédiaires.

Fremiérement, nous avons remarqué que les s2ries de
nombres de Reynolds utilisges empiriguement donnent une
progression & peu pres linéaire sur papier logarithmique,

dow une relation du type

. a
Re = i (3-5-])
@t le rmuméro de L'eétape et 3 un e2voosant A
deéetermi e, On remargue que  seul

mailllage sévéare st un maill age pew séviers,
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STV ETLL o zooes L e

factew de sgvdrite un factewr comprizs entre |

Il "muposant a =st
calouwle en fonobtion de o facteur. Le farteur de saévérit

et 1 Texposant

1

cee 1a relation 20501 sont ligs payr  uneg

relation  lirgsire qui failt correscondre um factewr de 1 &

o exposant de &.05 et un factew de 10 & un exposant de 1 s

s L

L.es facheur =) mévisrite wmat ajusts A chague

1

intermddizire an fternant compte de la facilitéd aveo laguelle

1 algorithme obtient une solution st:

7

i
i

ble, ‘pak~a-dire lg
nombre ditérations & un Revnolds donné. e nombre optimum

diitérations par @tape de caloul a éte fiuxd 7 et H.

T3

st re

{

=i le nombre o 1tdér

szn

1%
—
ar

e

.

tians a une étapese donnde  excé

—

pverits  est augmentse et 5711 est  inférieuwr & 7, 1

[

severite  est diminuae. Flus 1 "doart antre le nombre

diiterations effectuses et le nombre aptimum sst grand,

plus 1 ajustemsnt ssht rapide.

Mows obtercons finalement un algorithme capable  de

Tt

b
i

ter aw comporiement particulier de chague maillage en

nt oons

E5ZaY

Y]

amment o ‘optiml ser a2 monté

1
Hil
3
P
M
<
3
8]
a
Ba

donc =n diminuant de caloul.
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AL

e but du précent chapitre est de demmer une  Drdve

description de quel gues logiciels, developpés coniointemsnt
avec les  Ingénieries Daomini o ils  sont  utilisés e
1l 'algorithme de solution DU processewur pouwr faciliter La

conception du canal et la visualisation tdes resul

it

ats., Loes
premier logiciel appelé ernaratewr de maillages ou

preprocesseur viae exclusivement 1a création  du mai

-

utilise powr  solutionner I'ecowlement, avec 1a geométriea
les pales et le nombre de mailles desirdg, l.e  desuxismne
st un  programme d'affichage st d'analyse des résultats
(postorocesseur) st permet de voir rapidemnent |es resultats
chtenus [ar I'algorithme de solotion. Mous  verronsg

seoarement les o

rF

e

s bvd )

4.1 Bénération oy mal llane

1}

Le générateur de maillages permet de placer  toute
aube  connue dans  Lne Cascade  dont les dimensionz de

l7entree et de la sortie BNt choisies pae Lutilisatenr,

i

l.oregue le maillage nous  satisfailt pleinement, 1es

sO0mnt bransfdrbdse ALl
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Le menu de la figure 4.1 illustre les possibilités

du geneérateur,

MENU PRINCIPAL
—-> " (FIN) PROGICIEL GEOMETRIQUE"®

-> " C(FICOHIER *

-> " CLECOTURE *

-> " CCOND>STRUCTION *

-> " (MAIDLLAGE ADAPTE *

—-> " (GEOODMETRIE DES CASCADES*

-> " (GRA>PHIQUE *

—-> " C(ECR)IRE LES DONNEES POUR D.F."

-> " (CFM) ECRIRE LES DONNEES POUR E.F."*

C ) = ABREVIATION
ENTRER UNE OPTION, ...

Figuwe 4,1 Menu principal du genérateur de maillages
Noter que le génédrateur de maillages permet de
creer une cascade ou canal interaube avec ure seule pale ou
avec deux pales, soit une aube directrice ef une aube
avant-directrice (voir figure 1.3) au choix.
Voyons séparément chacune des fonctions.

FICHIER

Ceotte fornction permet d'afficher le nom d

1D
mn

fichiers de donnges lus par la fonction LECTURE.
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LECTURE

Lecture de fichiers de donnges. Ces donnges
peuvent eétre la géométrie d'un ou de deux profils, ow la
geometrie d'une cascade en  entier. Lorsque le canal
interaube contient deux profils, le premier lu est placeé en

amont .

CONSTRUCTION

C'est ici que toutes les caracteristiques
geometriques de la cascade sont inscrites 2t modiféss aun
besoin. La figure 4.2 montre e liste des
caracteristiques d’'une cascade & un seul profil (figure

4.3 .



CARACTERISTIQUES DE LA CASCADE

CASCADE =
NOMBRE DE RANGEE = S
NO.TOTAL COLONNE = 40

RAYON DE GORGE
ANGLE PERIODIQUE

100.0 (1.08>
20.00 CDEGD

o

LOC.RAD. DU PIVOT 100.0 C1.08>

PROFIL2 = ASPS2
LOC.RAD.BORD ATTAQ= 109.7 C1.10D
LOC.RAD .BORD FUITE= 80.38 (9.90)
CORDE 28.00 (8.20)
ANGLE PROFIL 2 75.00 (DEGD
NOMBRE DE PTS 20

I u

LONG. ENTREE
ANGLE ENTREE

20.00 (8.20>
65.00 CDEG?

o

LONG. SORTIE
ANGLE SORTIE

20.00 (8.200
85.00 (DEGD

[l

NO. COL. ENTREE = 10
NO. COL. SORTIE = 10
CONC. RANGEES = 0.00
CONC. COL. ENTREE = 0.00
= 0.00

CONC. COL. SORTIE

Figure 4.2 Caractéristiques d'ure cascade typique
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i

il

il

I

/Qvng.e entie /}Zgi prt
;/4////////////////IIIIII/11

Angle sortie

}}lll

]

|
Wiy

i

J

Corde du profil

Longueur entrée

— ]
Longueur sorite

fFigure 4.3 Casc

ade tvpigue

Le RAYON DE GORGE est la longuewr caract2ristique
sarvant A& 1 adimensionnalisation de la cascade; toutes les
dimensions sont divisdées par le rayon de gorge. ==
longueaurs adimenszionnel les sont présentées entre
parentheses & la figure 4.2,

L ANGLE FERIODIGUE est 1 'angle entre les aubes wvu
du centre de la ftuwbine. Far exempls, une turbines avec 19

aubes directrices aura un angle

(350 degres/18 aubes).

periodigus de 20 degres
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e olwoh des aubes sst reprdgsenté graphiguement par
e petite croix (4 eht sa position par rapport au  centre

e ta tuwrbine est appeléde LOTATION RADIALE DU FIVOT.

L.

35

t
i}
o

i

Lomguear  du o profil o CORDE reprasen

Lomguaour de la pale: les coordonngss du profil 1w =zont

,._
i
]
T
—
i
i
!

mises & tenant compte de cette corde. De la
morde et de la  location radiale du piveot, le logiciel
déduit la LOCATION RADIALE DU BORD D ATTAGUE et la LOCATION

RADIALE DU RORD DE FUITE. e NIMRRE DE  PFOINTS sur

et

2

prafil est fixeée par le fichier de données,

LANGLE DU FROFIL est 1 angle en degreés entre le

ravon issu de 1 origine passant par le bord d attague et 1

)

corde du profil meswré dans le sens horaire (volr figure

Loz LOMGUELR DE LENTREE et l1a LONBUEUR DE La SORTIE
représentent respectivement la portion de 1 espace qul sera

modelisge devant et derriere la pales (voir figure 3,530,

LUAMGLE DE L

@t 1 AMGLE DE  La  SORTIE  sont
les angles entre un rayon iszu de 1 origine st le maillage,

mesur2s aw debhut du maillage et o bord de fuite

i

respectivemeant,
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e ool onnes

chiy omailles

les lignes de haut an

has & la figure 4.3; lew nombrs sst donmée par le NOMBRE

DE COLONNES & LT ENMTR

COLOMMES & LA SUORTIE

wt  le nombre de points swe le profil, la somme 2tant le

MOMERE TOTSL DE COLONMES,
Les rangées sont lss  lignes de gauche & droite

figure 4,3 gk lawr nombre est contenu dans la variable

NOMEBRE

Le nombre total d'@léments pour urn maillage donng

est obtenu directement du nombre de rangées et de colonnes.
En genéral, plus il v o ooa d’'éléments meillewe sera la

=nlution de 1 dcoulement.

La  CONCENTEREATION  DES  RANGEE

1

T owat oun factsur ogul

permet de repartir  non-uniformément les  rangees en les

concentrant  prés des aubes. Les factewrs de COMDENTRATION
DES COLOMMES A L EMTREE et de COMNCENTRATION DES COLONMNES A

ORTI

143

mn
il
fin]
[N
i
i
i
]
i+

noentrant les

[nl

de facon similaire en c

3
—
i3
=]
3
I
i
T
S
jitg
in

des bords d attaque et de fuite. Un maillage

brés concentré gst présentd & la figure 4.4,
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Figure 4.4

il st
bes  =e T riex
d'un maillage A une

descripticn de la geén

MATLLAGE AD&GFRTE

e

Maillaqe

Aveo concentration

o Tum maid 1l ag contenant  plusleurs
tacon trés s Imiladire 4 la construction
eul e aubed il sutfit  dinclurse la
metrie de la deuwidéme aube.

(g ruchl on cha maillage, les

= Lt e s wighs nbtenuss D

Dhenir ] il l lage adapte. on doit
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de maille ({(GARON-CAOMARERD  [27%7) . Ce sont des équations
elliptiques aver termes forcés L, doivent etre
solutionnges itérativement. L'utilisateur choisit le

nombre d'itérations désirées et e facteur de relaxztion

{sous ou surraelaxation selo CAas) .

3
m

i

CEOMETRIE DES CASCADES

03
i

s
+

2 fonction permet de voir la géométrie des

o
)
—
]
il
N
[}
3
3
i

a la figure 4,5,

R

Figure 4.5 Géométrie des cascades
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GRAFHIDUE

Cette fonction affiche & 1'écran le maillage
nénéra, Les  figures 4.3 et 4.4 sont  issues de cette
tonction. l.es Caracteristiques de 1a Cascade (figure 4,2

sont atfichges 5imultanément.

ECRIRE LES DOMMNEES FOUR DIFFERENCES FINIES

Le maillage cree peut etre archivé dans un tichier

de donnges et rechargé dans le logiciel par 1la fornction

LECTURE.

ECRIRE LES DONNEES FOUR ELEMENTS FINIS

La foncticon precedents  écrit  dane le tichier un
grand nombra de termes tels les coetficients géamstriques

Largement wutilisés par  le générateur de maillages et

beaucoup d'algorithmes de différences finies, mais non

i

ecessaires pouwr le pPrésent algorithme d'éléments finis.,

3

Cette fonction crée un fichier ne contenant que le
maillage, s2s  dimensions et quelques autres 1nformations

requises par 1 'algorithme.
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Le logiciel o analvse oo d'affichage des résultats
permet de visualiser oo rasultats obtenue par 1 algorithime
délements Fimis: Vitesses, pression, isobares, etc.. Les

differentss options sont Brumérdes A la figure 4.4, Yovons

-

2 detall chague fonction,

LOGICIEL ANALYSE DE L ECOULEMENT
——>CFIN> LOGICIEL
——>(FIC)HIER

——>CLEC)TURE

——>CCS> COEF. s

—=>CCP> COEF. cP

—=>CCFW> COEF. CF
——>(VIT)ESSE

——>(ISO>VALEUR

——>C(PERDTE DE PRESSION TOTALE
—=>CHIS>TORIQUE DU CALCUL
——>CIMPORIMER DES TABLEAUX
——=>C >=ABREVIATION

ENTRER UNE OPTION, . ..

Figure 4.5 Menu Principal du programme d'analyse des
résul tats

FICHIER

narateur

113

Catte fornction ast identigue & celle du g

T
pe

e maillages. Elle inclut le mom du tichier contsnant

M

solution,
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LECTURE

La lecture des fichiers contenant la solution de
Il "écoulement et 1la gdométrie du mal llage est effectusde

apres entreée du nom de ces fichiers.

11

VITESSE
Cette fonction permet d afficher le champ de
vitesse tel gue calculéd par le programme d "éléments finis,

Un exemple d'affichage est preésente a la figure 4,7,

/’”"'—‘
v — ———— s
T ’,a*"
E . M_)
S e - - - >
E e =i

o]
ye
)]

Figure 4.7 Champ de vitesse autour de la p
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COEFFICLENT OfF

Le  cosfficient de pression op o oest défing =Y

58]

cp ap
(1o qu |)

la diftdrernce grtre la pression en ur point @t

la  pression mavimale le long de la pale s 2 la densitsd et

i

la vitesse & 1 entrie du canal. Le coefficient (e
pression est le rapport entre les forces de pression et les

forces dinerties, Il 2st afdicks comme illustré A 14

figure 4.8,

VO Mmoo
[uv] —
p—eeee ]

Figure 4.8 Graphigue dy coefficent de nression
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COEFFICENT &

Affiche wun graphique du coefficient de vitesse
(Speed Coefficient) le long de 1 'intrados et de 1 'extrados

du profil.
Le coefficient de vitesse est défini par

S = 1 - 0o (4.2.2)

on CF est le coefficient de pression (voir (4.2.13).

Un exemple d'atfichage est montre & la figure 4.9,

O Mmoo
w

5] LA N
0.00 8.25 8.50 .75 {1.80

Figure 4,9 Graphigue du coetficient de vitesse
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DEFFICIENT COF

Le coefficient de frottement #at défini par

CF=——0 - =, du (4.2.3)
fofuf® =5 T T Mg

paroi

e T Rt

(voir STREETER-WYL IE LE247, p. 227 et RYHMING (251, p. 223
To est le taux de Cisaillement & 14z parol et H 1z

viscositd,

Un  exemple de araphique obteny est pPresentd & 1a

figure 4,10,

S —

c
2 8.3
2 ]
C -
F

0.9 LSRN B N B o e e o o
0.08 Q.25 ©.59 .75 .00

Figqure 4.1 Graphiique di taus de Cisaillement & 1a parai
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T8V aLEUR

e

i+

te fonction FeErmet de uvoir e lignes de njveay

=]

de la pression @y de 1 @ #IEr g e Cingtique, comme montré a4 1a
. Sy ),

figure 4,11, Un examp] e de st Graphigue egt Dresents 4

i _A,.'. jovny u kL& on Lot = KRR RN Ly i

ba figure 4,12,

CHOIX DEs ISOVALEURS

——>ENERGT (CINJETIQUE
?=ABREVIATION
ENTRER UNE OPTION

Figure 4,11 Choix de 1a fornction a aftficher

>0 Maar»wounH

Figure 4,12 Isobarag startinues
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“ter e npes
Lt e

ion totale oet indiquéas par  la

Figne  pleine & la  figure 4,17, la ligre pointillée

Epresente la oo grovatd om oo

dgus le long du

I
i
a
11
i

B.01 4

@.00 =

- Wy

L RO

Mmrrr» -0+ UMWV mM—Ax0MmY
|

Figure 4.17% Graphique de 1a perte de pression totale

ITHERIMER DES TaplL =AY

derniere  fonction mermet dimprimer  sous
forme de Lableaw une arande diversité de variables. comme

mantes A& La Fioure 4,14,
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CHOIX DE VALEUR
——>C(PREJ>SSION STATIQUE
——>CVX> COMPOSANT X DE VITESSE
——=>CVY> COMPOSANT Y DE VITESSE
——>C(VR> COMPOSANT RADIAL DE VITESSE
——=>CVTO> COMPOSANT TANG. DE VITESSE
——>C(XB> COORDONNEE CARTESIENNE X
—=>CYB> COORDONNEE CARTESIENNE Y
——>(RP> COORDONNEE CYLINDRIQUE RP
——>(TEPJ>COORDONNEE CYLINDRIQUE TEP
ENTRER UNE OPTION, ...

Figuwre 4,14 Liste des fableaws imprimables

4.7 Stockage de 1 information

Frofil o aube

Les profils sont stockés dams um fichier contenant

le nom du profil, le nombrs de polnbs swe e profil i ovi

1l

des  coordonnées P des  ooints  de 1 exitrados, ouls de

i

!

de 1a

leurs coordonnges vy L Tintrados esst oensuwite stock

3
}
-

!
I

mé&me fagon.

Maillage

Le mal bl age Qérérd  par le préprocessaur est
franstéré dans un Flohier qui osst 1o psr 1 algoriznee de

caloul., Ce Ffichier contient  le nombre de rangess st de

colonnes du maillages, guelgues dimensions clss =t les
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coordonrées dee mosds Untersection tigre-colonme) .

Loobiet graphigque BMMA0A51iNe on mémoire est  constitud  des

coordonngss

Aprés avoir obtenu 1a vitesse et de la pression,; le

daris  un fichier quio sera ensuite

i programme d'arnalvse des resultats, Ce

fichier contisnt egalemert le nombre de Fevnolds considéra,
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Y revmul

d eléments finis s

comparalenn  des

AVERN (fee

pulis les reésultats cbtenus dans le canal  formé  par e

aubes directrices =t avant d'une  turbine

Frydranl 1 gue. Entin, le temps st evalug apn

tonction de la taille du maillage.

D.1 Ecoulemernt de atlet e

Loalgorithme  est o abord utilisé pouwr simuler un

eecoulemnent de Couette ertre deus cvlindres concentrigues o

le evlindre central est five et ] cylindre extérieur

Wik e e

e tvne o Tdooul ement armalviiouse au on

pEut retrouver dans de remb e e

champ de vitesse obts

figure S.1 et les iscobares a4 1z filigure 5,7, La solution de

-
n
[n}
=
—
i
3
1
m

dee Couette est de |a forme

d Vs
Vg = ar + b/r LI 0 = (5.1.1)

o
1w
M
m
+
i

it odes mone

arbog

la vitesse angulaire v IR

2L R .



82

MONnOM-—AH<
—
—
.
—
-
~

Figure S.1  Champ de vitesss pow un @écoulemsnt de Coustite

~> -0 MU>WVOUH

L - [viog T G T oee g - F o g ! Pl - oy
Figure S0 lzobares pow un dgooulement de Coustis
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e champ de

Langentiel a

La machine prés; on obtisnt

e arrawe de 1 oordre  de Sur la vitesss mémne ave

o maillage gre e 4w 4 aldments.

e champ zion de la figure 3.2 ne presente

nAas de gradient  tangentiel, tout comme la  solubion

+

Lo T est

aralvitigues: la o crchion gue du ravon.

On remargue éqgalement que la sclution obtenue st

indépendante du nombre de Revnolds fel gue prédit par la

solution analviigue.,

=, 2 Ecoulement de Jefferev-Hamel

Cet dcoulement se prodult entre deus plaguss planes
convergentes @ poaseds dnalement une solution analvitigus

(BATCHELDOR [E7] section 50320,

jrig
cr

Fouw  un  canal legérement convergent

53]

solution analvtigque donne wun profil de vitesse

vitesse, 1

paraboligue gui se propage  ls  long do canal. Le test

i

it
L
=
-+
i
=2
=
e
-~
e
BH
m
e

ce profil paraboligue 4 1 entr2e et

consiatall

[= o

Brien propagé. La fiogwe S.23 illustre le

<
T
]
"
-+,
s
m
-5
1t
-
T
i
f

champ  de vitesze obtenu et la figure 5.4 compars 12 oroafil



obtenu

volt gue le

MmuuMmM-4H<

Figure

profil

a la sortie
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de vitesse est ftras bien conserva.
4 - - Py - ——
-t =~ - - L L - =~ - L =
- . =
- - o _ o
- - -
- - 4 - -
= T T s = - -~ L L
, —_—
T e s —_—, e s
* hane land hund — — — — — — —
- = = = e el e
- = . e e e e e . DT
- = - -~ 4 2 T T I = - = =
s T T T . oz zo==s
st
- - L L L L L I LI
- - - . - 4 L L Z - - Z =
e T o
. e e e v e v e e et e
. —
e e e e e e e e .
-
— — -— — — — — — - — - hond _
— - — bl ——
- . -
- - - - - - - - - - T
- - - - z = - = = T =z :
- . . ~ . 0 .
= Ehamp de vitesse pour 1 écoulement de

Jatfrey-Hamel a Reyrnolds 1
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1.8 ////n\\\\
. /”’/,/ \\\\\\\
R.6
pourcentage
de la vitesse
au centre
8.4
entrée
g ~ (analytique)
==== gsortie
8.2
- 0
8.9 T T T T T

8.9 8.2 9.4 8.6 0.8 1.0
pourcentage de la largeur du canal

vitesze & 1 'entrée

i

Figure 5.4 Comparaison des orofils de

et & la sortie

Fowr  un convergent quelcongue & nombre de Reyvnolds
eleve, 1=z zolution analvtique de 1 "@gcoulemnent e
Jefferey-Hamel indigque que le protil de vitesse seras
presque uniforme sauf dans une couche mirce prés de  Ja
paroi. La figure 5.% montre le champ de vitesse obtenu par
1 algorithme et la figure =, 4 Presente la comparalison des

profils de vitesse & | entrées et A la sortie,. Ici aussi le

profil de vitesse est hien conserve par 1 'algorithme,
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Danz e bob d atablie si 1 ‘algorithme est sersible
# la farme du maillage, rous avons  simuls un écoul ement
radial  entre  des  aubes planes  dans un malllage detformes

oy

Lllustrse & la figure =, 7, Le champ de vitesze obtenu est
presentd A4 la  Ffigure 5,0, Un remargue oue 1 écoul ement
reste partaitemnsnt radial & Devception d'ume zone tres
pres  des  pales ol 1 écoul ement eat devid par la formation
d'une couche limite, ce Qui correspond bien & 1= réalite.

l.a solution obterue ne semble pas affectés cutre mesura par

la déformation des mad bl e,

Fioure 5,7 Maillage deéforma
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Figure 3.3 Champ de vitesse pour 1 'écoulement de

Jefferey—-Hamel & Reynolds 4000

1.0 ——
\\
|
1
-1 1
\
Y
2.8 4
\
\
» 1
9.8
pourcentage
de la vitesse
au centre
0.4
entrée
- (analytique)
“——— gsortie
0.2
9.0 T T T T T
0.9 8.2 0.4 0.8 9.8 1.9
Figure 9.4 Comparaison des profils de vitesse 3 | entrée

et A la sortie a Reyvnolds 4000
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1‘11]
Y
1!11/

Figure 5.8 Champ de vitesse dans le

in
Ja
I
[t
=3
it

25 directrices =t avant—directrices

qorithme  sst fimalement wtilise oowr simuler

1 "gcoulement et e leow atlthes directrices et

avant—directrices d une turbine

nydrauligue.

L]

canal

L

utiliseé est similaire = celul de la figure 2.2 =t comporte

13w 74 &léments

ny

i les caracteristiques du canal sont

montrees A la figure 5.9

! 7 a
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CARACTERISTIQUES DE LA CASCADE

CASCADE
NOMBRE DE RANGEE
NO.TOTAL COLONNE

13
74

b nn

RAYON DE GORGE
ANGLE PERIODIQUE

79.00 ¢1.0808>
18.00 CDEG>

|

LOC.RAD. DU PIVOQT = 88.00 o115
LOC.ANG. DU PIVOT = 7.25 (DEG>D
(P/R BORD FUITE 1>

PROFIL 1 = SVAPRO2 WGTPROZ S
LOC.RAD.BORD ATTAQ= 121.8 C1.54>
LOC.RAD .BORD FUITE= 184.3 {1.32>
CORDE = 27.22 (0.34>
ANGLE PROFIL f{ = 34.50 (DEGD
NOMBRE DE PTS = 15

PROFIL2 = W74

LOC.RAD.BORD ATTAQ= 88.42 {1.25>
LOC.RAD .BORD FUITE= 78.86 C1.88>
= 28.88 €0.37>
ANGLE PROFIL 2 = 43.90 (DEG>
NOMBRE DE PTS = 28

LONG. ENTREE = 25.090 (8.325
ANGLE ENTREE = 35.00 (DEG>D

LONG. SORTIE = 40.p0 (B8.51>
ANGLE SORTIE = 45.00 (DEG>

NO. COL. ENTREE = 13
NO. COL. INTER = 8

NO. COL. SORTIE 18
CONC. RANGEES = 8.69
CONC. COL. ENTREE = 8.30
CONC. COL. INTER = 8.30
CONC. COL. SORTIE = 8.30
Flgurs 5,9 Laractéristigues du carnal  formé  des  aubes

directrices of avant-directrices



90

e B0,

)

datnlnt:

Y

de g

=

Y

riml

Lin

Ry

\ S
ffﬁ//?%ff///ﬁﬂ%?

//42%231//

Q00

Revrol ds

e

Ch

10

S

>PHEWW W

1
]

L.

lgure

s
¥

Hunom<®w ¢ <

Pl

[
Lt




TO Mmoo

_-{T.}__J

fjﬂ>,{::[:_::{1214‘--ﬁ_Jzzt:{::
v

Figure 5,12 Coefficient Ade Pression a4 Reynolds 800

T3

» Mmoo

Flowre 5,17 Coefficient de vitesse 4 Reynolde 900
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Les  figures 5,19 et B0 des coefficient lez

pression et de vitecsse sont  utiliséss dans la phase de
design atin d dvaluer les performances de la turbine; cles

tes coetficients on peut deduire la "portance” du it ol O NN

auier le saut  de ces coefficients  auv bords
dattagque B forts gradients de pression observés

precedemment.,

Le coefficient de trotiemernt montrée 5 1a figure
S.14 est relide & 1a trainde desg pales. Urn peut A nouveay
obhserver 1'influence des forts gradients de pression an

bords d'attague,

Les figures O R N illustrent des résultats
analogues 4 un fombre de  Reynolds  de Z000, Mot s

I Taccroissement de taille des TonMes de recircolation,
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— Lo,
G Ao

MmO MMOoN
©
n

.
ST NN % DN R

8.25 0.50 9.75 1.00

Figure 3.1%9 Cosfficient de frottement a Feynolds

la  Figure 5,20 montrs le champ de vitesse cbhtenu

1 'Entréas n

i

g canal. rovolt bien la formation o une grrands cone e

recirculation derrisre | aube

du fluide entre les dewr pales, et le deplacemernt du ooirt

'R

rret sur 1 Testrados  des aubes  avant-directrices. Ce

pr

resultat 1llustre bhien la robustesse de 1 "algorithme.
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MM AaH <

Figures 9,20 Champ de vitpsses Rour un dooul ement desaligne

2 de la montag te Revnolds

illustresnt 1a facon dont

Lralgorithme s ajuste g la  sévérite o un probleme, e

particulier pows le canal de la section pracedente,
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5.4
5.2
sévérité
5.9
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Figurs 3.
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183
nombre de
Reynolds
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10

Figure
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2

e

2 4 6 8

N numéro de 1'étape
Riustement de la z=évéritd 4 'un maillage

I EEI

el

e

AR

1

(IS RIT

!

L1l

i

[59
Ty

2 4 (] 8

numéro de 1'étape

=l Gerie de nombre de Reyvrolds utilisée

10



#oFim o du calowul .,

et la bhaisse subite du memby e

‘atteinte e

1

la norne d

Ceothte

Dorne

cet  algorithme

N
[

laminaire plus haut nombre

obhtenus

Feyvnolds = 4000 pour une

obtenu pour wun canal & upe =

10200 pour  une sévérits

confirmer que la limite de

aue snqoeérd A

plus la horne

Coht de

|

99

Lacorolssemnent de |a Sever ] T

5 Meynolds  correspondent &

e 1l algorithme introduite & 1a
margue la limite de sE5

ne peuat simuler un

de Revrnolds.

oy

1o

B

e gue no [NV S

euwle pale une borne de plus  de

evalude

ey z

.
= Lia g

araphiques o

respecti vemesnt
(nombre d'éléments

memoire requis, Le

ordinateur [EM 4381 modéle o

L7algorithme est lige & 1la
la section 2.5 moins le canal
sara &leves,
aloul
@S figures .23 2t S.Ed

riimfluence de la taille des
Y osur le temps de calcoal st =S
s calouls sont effectuss sur L
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4
temps de ~ ////V
calcul par -
étape de 3 ]
montée en T |
Reynolds - - ///J

(min. CPU) -

2
| ///////
7 nombre diél1éments
e ) T T T T T
e 208 400 600 800 1009 1208
Figure 5.37 Graphique du temps de calcul en fonction de la
taille du maillage
8

- ////"""““‘“

espace

mémoire N

(Mégabytes) 1////////
4

nombre d'é1éments
%) T T T T T T

%] 200 108 609 800 1609 {200

-
12
[
"3
il

S Graphigues de L'espace mémoire en tonction de

la taille duy maillage
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O ob = les o cowrbes sont orolssantes
commne on pouvalt s’y attendre. On remarguera oo’ & La

£a

— -

figure L2E on peut avolr des temps de caloul differents

our un o meEms nombre o Téeléments: cette différence est  die
P

s fait que deux maillages peuvent avolr une tonologig bian

[n

différente attectant la largewr de bande donc le temps  de

calcul .
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CONCL.LIS TN

Mouws  avons  déveloopd un schéma aux 2léments finis

gr conrdonmess polalres capable de  simuler un  écoulement

i

laminaire, incomnpressibl @t

tatiommaire =n ez

gi

dimensions. Let algorithme pewt &tre utilisé pouwr  obtenir
le comportement  d'un fFluide dans un canal forme des aubes

directrices et avant-directrices d une turbine hvdraoligue.

o

SO gOuUe compares a4 des solutions analviigues, les

-
1B
Jj]

ultats de 1 algorithme se sont avérés trés pracis

o
i
3
i

un canal interaube 1 algorithme est capable de prévoir

1

i

= zones de recirculation. {1 =st robuste et n'est pas

sensible aux deformations du maillage; de plus il s ajuste

automatiguemsant & la sévérité de chague probléeme.
Les  resultats présenteés icl ne constituent ouune

partie de la validation de 1 algorithme. lLes  reésultats

ochtenus deviralent Bty e COmpAares ) Cay obtenus

d'algorithmes differents et a des donnédes expérimentales.

Une dewieme phase de deévelappement de 1| alaorithme

ponrralt comprendre 1 "extension @n trols dimensions,

=
{

Limstationnalre, 1a

la turbulence  Dw

plusiaurs ds o
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ANNEXE A

Transformation de la formulation variationnelle des
eguations de Navier-Stokes en coordonnées polaires Clu

C121).

1. Transformation du tenseur de contraintes

al Coordonnées cartésieonnes

En  coordonnées cartésiennes, le tenseur du taux de

deformation D, 4 s écrit:

_;, (Vu + (YU)T) (A.1.1)
o
o 3 .
v A Lot 3y 3 (A.1.2)
U=u o i+u g (A.1.3)

Effectuant le produit diadigue, on obtient scus  forme

matricielle

au ou

1 3
vy = % (A.1.4)
h U 3u

L 2

Jy 3y



d'oa 1l 'on tire
au 1 u au
1 = (=2 + —1)
1 T aX 2 93X oy
7 (Tu+ (7)) -
- - ] 8u2 Ju du
= ( . L) —2
2 " ax oy oy

D) LCoordonndes polaires

Un  doit tenir compte du fait oue a.-
dépendent de r et 6. En effet
€. = c0S 9 i+ sin g

~e=-51.n81'+cosej

d’ ol
%r e s
o0 ~8 ? 5 = —~Y‘
o8, 9y )
r  3r 0

volr reéférence [4].

On peut montrer également gue

e

L1
r 36 ~6

pasant

104

(A.1.5)

1)
v
m
4

(A.1.6)

(A1.7)

(A.1.8)

(A.1.9)

(A.1.10)
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On obtient
ar ar
vu = or (A.1.11)
o I O M
r 9 r r r 36
finalement
Bur 1 (1 Ju u6 aue)
— = (= —_— - — +
_]Z_(VU N (YU)T) - ar 2 ‘r 96 r ar
L2 by 2 S, 1%
2 'r 236 r ar r r 98
(A.1.12)
Z Equation de continuite
v-u - O (A.Z.])
devient
5 S5 9
e or* T35 "~ (u e+ Ug g) = 0 (A.2.2)

developpant et utilisant les relations (A.1.7) et (A.1.8)

e

. (0 3 ~0 . ;9 3
& ('c)r‘ (ursr) T (“636” T (—85 (urSr) MY (USES)) =0
(A.2.3)
finalement
ou u au
r r 1 6
Tt T e = 0 (A.2.4)



Termes de transport

Le terme de transport

(

P =

*V)u

s’'écrit en coordonnées polaires

S 5
Fluggy = uge) = (e, 50+ S gphiluge, +
u
Sfe 2, e

- [ur ar T BGJ[UrSr *u Se]
u
= 9 9 )
= U or (ursr) * Up g7 (ugeg) r

e (4 aur 19_ aur ] ueue)

~F r or r ab r
dans la direction radiale =t
+ e (u 8ue+ ueur,»&a_.a_u@_)
~B r ar r r 28

dans la direction tangentielle.

106

(A.3.1)
uege] (A.3.2)
(A.3.3)
u
9 5 3
38 (Upe.) + 7 35 (ugey)
(A.3.4)
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