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Esipuhe

Onko matemaattinen tiedontuotanto erilaista muiden tieteenalojen tiedontuotan-
toon verrattuna? Miten matematiikka eroaa muista tieteenaloista, jos lainkaan?
Voiko néihin kysymyksiin tarjota uskottavia vastauksia matematiikan tieteenalan
sisalla?

Matematiikkaan tieteenalana liitetdan toisinaan stereotyyppinen kéasitys sen yli-
vertaisesta loogisuudesta, objektiivisuudesta tai "puhtaudesta".

1 Johdanto

Tamaé tutkielma ei ole kokonaisnédkemys Imre Lakatosin matematiikanfilosofiasta,
silld rajauksen ulkopuolelle jaa Lakatosin myohempi tuotanto. Tutkielman nako-
kulma keskittyy Lakatoksen itsensé teoksen Proofs and Refutations filosofisessa
esipuheessaan esille nostamiin teemoihin, padosin metamatematiikkaan, formalis-
miin ja euklidiseen projektiin, joita kasitelladn padluvussa 3 ja sen alaluvuissa.
Myohempaa tutkimusta varten jatetdan myos Lakatosin ajattelun taustalta mah-
dollisesti 16ytyvan hegelildis-historiallisen nakékulman erittely.

Tutkielma késittelee kriittisesti matematiikan asemaa erityisen objektiivisena ja
loogisena tieteenalana, esitellen Imre Lakatosin argumentteja teoksesta Proofs and
Refutations. Matemaattisen tiedontuotannon olemuksen tarkastelun lisaksi tutkiel-
ma pohtii myos Imre Lakatosin itsensd asemaa matematiikanfilosofina. Lakatosin
matematiikanfilosofiaa tutkitaan ensisijaisesti vertailemalla hinen matemaattis-
epistemologisia nakemyksiaédn David Hilbertin formalistiseen matemaattiseen ajat-
teluun. Lakatos itse motivoi tdmén vastakkainasettelun teoksen Proofs and Refu-
tations esipuheessaan, mutta teoksen sisélto itsesséddn ei jatka tatd dialogia kuin
alaviitteissa. Saadakseni muodostettua vuoropuhelun Hilbertin ja Lakatosin vélil-
14, olen syventéanyt Lakatosin itsensd maalaamaa kuvaa metamatematiikan késit-
teestd, joka eroaa 1900-luvun alkupuoliskolla valtavirtaistuneesta, Hilbertin mate-
matiikanfilosofian ja S.C. Kleenen oppikirjan Introduction to Metamathematics|21]
muovaamasta merkityksesta. Tarkastelemalla metamatematiikan késitetta lakato-
silaisesta ndkokulmasta paastaan mielestéani lahemmaksi filosofiaa ja saadaan muo-
dostettua itsereflektoiva kuva matematiikan filosofisuudesta tieteenalan itsensa si-
saltd kummuten.

Hilbertildisen nakokulman puutteet ja rajoitteet matemaattisen tiedontuotannon
selittdmisessd nousevat esiin euklidisen koulukunnan késittettéd tarkastellessa. Me-
tamatematiikka ja euklidianismi ovat tutkielman ydinkasitteité, joiden avulla voi-
daan lahestyé sekd Imre Lakatosin matematiikanfilosofiaa ettd tdméan nakokulmaa
matematiikkaan tietoa tuottavana tieteend sinénsa. Teoksen Proofs and Refuta-



tions sisalto ei riitd naiden tavoitteiden saavuttamiseen. Lakatosin matemaattis-
filosofisten positioiden koostamiseksi olen kiyttanyt lahteind myos Lakatosin itse-
néisié tieteenfilosofiaa késittelevia artikkeleita. Tamé ei ole tdysin ongelmatonta,
silld osa hyodyntédmistani artikkeleista on kirjoitettu ja julkaistu Lakatosin myo-
hemmén tuotannon merkittavin teoksen, Method of Scientific Research Program-
mes jalkeen, tutkielman rajauksen ulkopuolella. Olen kuitenkin paatynyt kaytta-
méan artikkeleja tutkielman ldhteiné, koska néden niiden sopivan teoksen Proofs
and Refutations jatkumoon matemaattis-filosofisten nédkemystensé osalta, varsin-
kin epistemologisissa argumenteissa.

Lahtokohtanani Lakatosin mychemmaén tuotannon hyodyntédmisessd, kun rajana
pidetédn teosta Method of Scientific Research Programmes, on tietoisesti valit-
tu oletus, ettd Lakatosin késitykset epistemologiasta tieteellisen tiedontuotannon
rakenteissa eivit muuttuneet hanen tuotantonsa aikana samassa méaarin kuin ha-
nen kasityksensa tieteellisen tyoskentelyn tavoista. Tamén lahtokohdan tukijalkana
ovat artikkelit Infinite regress and foundations of mathematics|30] ja A renaissance
of empiricism in the recent philosophy of mathematics?(29|, jotka ovat mielesténi
yllattavankin yhteensopivia teoksen Proofs and Refutations kanssa. Lakatosin me-
todologiset ajatukset lienevit eroteltavissa hdnen muista matemaattis-filosofisista,
varsinkin epistemologisista, positioistaan. Téastd ndkokulmasta tarkasteltuna 1oy-
dettévissd voisi olla jonkinlainen tieteenfilosofinen jatkumo teoksien Proofs and
Refutations ja Method of Scientific Research Programmes valilla. Téassa tutkiel-
massa teoksia ei kuitenkaan pyrité vertailemaan tai sovittamaan niité yhteen, vaan
MSRP on rajattu tutkielman ulkopuolelle. Tama rajaus vahentda Lakatosin tar-
joaman matemaattisen metodin merkitystéa: luvussa 4 selitettavia todistusten ja
kumoajien metodia ei tulkita tassd tutkielmassa konkreettisena ohjenuorana mate-
maattiseen tyoskentelyyn, vaikka se on voinut olla Lakatosin itsensé intentio, vaan
sen avulla selitetddn sekd Imre Lakatosin matematiikanfilosofiaa ettd matemaat-
tista tiedontuotantoa sinansa.

Rajauksen myota tama tutkielma ei hyodynné erindisid hyvin merkittéavia lah-
teitd, jotka ovat vuoropuhelussa Imre Lakatosin tuotannon kanssa. En kisittele
Paul Feyerabendin puheenvuoroja lainkaan, esimerkiksi teosta Science in a Free
Society.[9] Jatin myos pois teoksen Proofs and Refutations vuoden 1976 laitoksen
toisen toimittajan, Lakatosin oppilaan Elie Zaharin tutkielmat einsteinilédisesta fy-
sitkan tutkimusohjelmasta, koska katsoin niiden nojaavan MSRP:hen niin suuressa
maédrin, ettd niiden lainaaminen pelkistdan teoksen Proofs and Refutations kon-
tekstiin olisi johdattanut tutkielman sivuraiteille. Ndiden hylkéddmieni tekstien si-
saltdman keskustelun kohdistaminen pelkistadn teokseen Proofs and refutations ei
olisi mielekésté tai vaatisi laajemman, yleisluontoisemman sukeltamisen matema-
tiikanfilosofiaan kuin tdméan Imre Lakatosiin rajatun tutkielman puitteissa on mah-



dollista. Téma tutkielma ei pyri eksplikoimaan Imre Lakatosin kantaa tieteelliseen
tyoskentelyyn tai edes hanen nékemyksidadan epistemologiasta osana tieteenfilosofi-
aa, vaan selittdméin Lakatosin matematiikanfilosofiaa osittain ndihin ndkokulmiin
nojautuen. Lopputulos on suppea selvitys Lakatosin ajattelusta. Mielesténi Laka-
tos tahtda tuotannossaan yleisempéan tieteenselitykseen kuin yhteen tieteenalaan,
matematiikkaan, rajoitettuun katsantoon.

Matematiikanfilosofialla on kuitenkin erityinen asema Lakatosin tieteenfilosofiassa.
Teos Proofs and Refutations on merkittéiva, aikansa matemaattista valtavirtaa vas-
taan asettunut teos, jonka herdttamat ajatukset matematiikan luonteesta ovat ym-
marrettdavia ja hyodyllisid nykypéaivandkin. Proofs and Refutations on yhté aikaa
matemaattinen ja filosofinen teos. Sen tulkitsemiseksi paras konteksti ei ole katsoa
teokseen taaksepdin Lakatosin tuotannon kokonaisuudesta, etenkin MSRP:sté ka-
sin, jolloin teoksen esittelemé matematiikan metodologia nayttaytyy irrallisena ja
vanhentuneena, vaan tiedostaa teoksella oleva asema aikansa matemaattisena pu-
heenvuorona. Kun teos siséllytetddn matematiikan aatehistorialliseen jatkumoon
1900-luvun alun kontekstissa, myos teoksen filosofinen sisilto ja paikka Lakatosin
tuotannon kokonaisuudessa on havaittavissa selkeimmin. [lman tatd matemaat-
tista ndakokulmaa merkittava osa tekstin filosofisestakin siséllosta jaa epaselviksi.
Vastaavasti matemaattisen nakokulman ymmértadminen tekee tekstin tieteenfiloso-
fisen annin helpommin saavutettavaksi ja sovitettavaksi osaksi Lakatosin laajem-
paa kokonaisuutta.

2 Proofs and Refutations teoksena

2.1 Tausta

Teoksen Proofs and Refutations tekstin historia on monivaiheinen. Dialogimuo-
toisen tekstin ensimmaéinen luku oli alkujaan Lakatosin esitelmékokonaisuus Karl
Popperin seminaarissa London School of Economicsissa maaliskuussa 1959(28, xii].
Lakatos laajensi tdman tekstin vaitoskirjaksi Cambridgessa professori R.B. Braith-
waiten alaisuudessa. Viitostilaisuus pidettiin vuonna 1961. Lakatos julkaisi vaitos-
kirjansa ensimmaéisen luvun myShemmin neljané artikkelina otsikon Proofs and Re-
futations alla, joka oli kyseisen otsikon ensimméinen ilmentymaé. [35][28| Nyky&an
yleisin versio on postuumisti koottu punakantinen nide vuodelta 1976, joka poh-
jautuu Proofs and Refutations-artikkelisarjaan sekd Lakatosin véaitoskirjan lukui-
hin 2 ja 3. Teoksen editoijat John Worrall ja Elie Zahar koostivat toisen paaluvun
ja liitteitd pohjautuen Lakatosin julkaistuihin ja julkaisemattomiin matemaattis-
filosofisiin ja heuristiikkaa pohtiviin teksteihin [28]|. Teoksen otsikko Proofs and
Refutations on kunnianosoitus Karl Popperin vuonna 1963 julkaistuun teokseen
Conjectures and Refutations: The Growth of Scientific Knowledge. Lakatos no-
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jaa Popperin tieteenfilosofiaan hyvin vahvasti, mitd kasitellddn enemmaéan tdméan
tutkielman mychemmissé luvuissa.

Teksti, josta myohemmin tuli Proofs and Refutations ei kuitenkaan ollut Lakato-
sin ensimmaéinen vaitoskirja. Lakatos viitteli 25-vuotiaana Debrecenin yliopistossa
Unkarissa vuonna 1947 otsikolla On the Sociology of Concept Formation in the Na-
tural Sciences. Hanen uransa Unkarissa oli radikaalin kommunismin kyllastama,
ja usein Lakatosia késitellessa keskitytddnkin vain hénen uransa mychemmaéssa
vaiheessa Cambridgessa julkaistuihin teoksiin Proofs and Refutations (tassd tut-
kielmassa kiisitelty matematiikan filosofian teos) ja The Methodology of Scientific
Research Programmes (tieteenfilosofiaa laajemmalti késittelevd teos). Téssd tut-
kielmassa nimellld Proofs and Refutations viitataan postuumisti koottuun laitok-
seen.

Keskeinen késite Lakatosin tekstissa on "metamatematiikka". Lakatos olettaa té-
mén késitteen tunnetuksi, ja késittelee sitd enimmékseen teoksen esipuheessa. Va-
hétteleva sdvy, jolla Lakatos viittaa "metamatematiikkaan"paljastaisi itsessdéan
késitteen taustalla olevan ajattelusuuntien eroja, vaikka Lakatos ei itse ekspli-
koisikaan niitd esipuheessa. Mitd metamatematiikalla tarkoitettiin 1950~ ja 1960-
luvuilla? S.C. Kleenen oppikirjassa Introduction to Metamathematics 1950-luvulta
metamatematematiikasta sanotaan: "— — Metamathematics will be found to provi-
de a rigorous mathematical technique for investigating a great variety of founda-
tion problems for mathematics and logic, among which the consistency problem is
only one.".|21, 59] Metamatematiikka ei siis ole yksittainen mekanistinen metodi,
vaan kokoelma toimintatapoja ja -strategioita. Kleenen mukaan néitéa eri metodeja
yhdistévé, tekijd on niiden huolellinen jarjestelmaéllisyys (rigour) ja niiden tutki-
muskohde: matematiikan perusteet. Kleenen ajatuksiin palataan luvussa 3.1. Imre
Lakatosin ajatusten ymmartamiseksi on tarkedd pitda mielessd metamatematiikan
laaja tulkinta useita metodeja siséltdvané kokonaisuutena.

1900-luvun alkupuoliskon metamatematiikassa matematiikan tutkimusprosessit otet-
tiin matemaattisen analyysin ja kehityksen kohteeksi. David Hilbert vaitti vuonna
1905, ettd "fwe can] consider the proof itself to be a mathematical object.” [32]
Tamaén lausahduksen ajankohtana Hilbert oli jo saavuttanut merkittavan auktori-
teettiaseman matematiikassa, vaikka metamatemaattinen keskustelu sinénsé olikin
alkanut jo aikaisemmin.

Teoksen Proofs and Refutations alaotsikko The Logic of Mathematical Discovery
kytkee teoksen osaksi metamatematiikan tavoitetta kehittdd matematiikan tutki-
musprosesseja loogisella ja systemaattisella tavalla.

Lakatosin esipuheessaan esittdmaé kritiikki onkin kohdistettava tarkemmin kuin
metamatematiikkaan kokonaisuutena. Lakatos suuntaa kritiikkinsa Hilbertilaiseen



matemaattisen ratkaisuprosessin systematisointiin ja muodollisiin aksiomaattisiin
rakenteisiin. Kritiikki ei kohdistu metamatematiikkaan sindsné, ainakaan jos kéasite
"metamatematiikka'"tulkitaan toimintana, jossa matemaattista tutkimusprosessia
tutkitaan sekd matematiikan ettd filosofian keinoin. Mielestdni Lakatos edustaa
laajaa tulkintaa metamatematiikasta. Lakatos kritisoi vain pientd osaa metama-
tematiikasta, vaikka hén esipuheessaan viittaakin sithen yhtené kokonaisyksikko-
na. Teos Proofs and Refutations tarjoaa metamatemaattisia toimintamalleja ja
-nakokulmia kilpailijoiksi haastamaan Hilbertin vakiintunutta mallia. Lakatos siis
haluaa palauttaa metamatematiikan laajaksi, useamman kuin yhden toimintata-
van sisaltaviksi matemaattiseksi tyokalupakiksi. Lakatosin puheenvuoro vapauttaa
metamatematiikan ahtaista, 1900-luvun alun euklidis-hilbertilaisistd kehyksistaan.
Tata vastakkainasettelua ja Lakatosin argumentteja sekd hénen esittelemidén toi-
mintamalleja késitellain myohemmisséa luvuissa, varsinkin paaluvuissa 3 ja 4.

On tulkittavissa, ettd Lakatos luokittelee teoksensa metamatematiikan filosofis-
ta haaraa edustavaksi teokseksi, joka kritisoi ja pohtii matemaattisen tutkimus-
prosessin systematisointia. Mielenkiintoinen ndkokulma Lakatoksen formalismiin
kohdistamasta kritiikistda on Lakatosin viitoskirjaohjaajan, R.B. Braithwaiten na-
kemys tieteellisestd tutkimuksesta. Tulkitsen Braithwaiten edustavan nikemykses-
sdan positivismia. Braithwaiten mukaan teoria tulisi rakentaa abstraktien, aina
voimassaolevien lakien pohjalta. [19] Lakatoksen menetelmén historiallisuus (jopa
dialektisuus) on kontrastina hénen véitoskirjaohjaajansa nikemyksiin.

Esipuheessaan Lakatos kohdistaa kritiikkinsé kehdankéarjen suuntaukseen, johon
hén viittaa formalismina:

"Under the present dominance of formalism, one is tempted to paraphrase Kant:
the history of mathematics, lacking the guidance of philosophy, has become blind,
while the philosophy of mathematics, turning its back on the most intriguing pheno-
mena in the history of mathematics has become empty . ... The purpose of these
essays is to approach some problems of the methodology of mathematics.” [28]
(korostukset alkuperéisesta tekstista)

Hilbertin liséksi Lakatos nostaa esiin Georg Pélyan tyot matemaattisen ongel-
manratkaisun formalisoimisessa heuristiikkojen eli ongelmanratkaisustrategioiden
kehittelyssé. |38] Kolmanneksi merkittéviksi vaikuttajakseen Lakatos mainitsee
Karl Popperin, nostaen esiin hénen késitteensd "logic of discovery"ja "situatio-
nal logic". Lakatoksen ajattelua suhteessa Popperin ja Kuhnin tieteenfilosofiaan
kisitellddn tamén tutkielman luvussa 6. Teoksen Proofs and Refutations nimen si-
saltdman selkedn Popper-viittauksen lisdksi Lakatos osoitti alkuperéisen 4-osaisen
artikkelisarjansa omistuskirjoituksen Poélyalle ja Popperille.



2.2 Rakenne

Proofs and Refutations koostuu neljasta osiosta: kaksi lukua ja kaksi liitetta. Tut-
kielmén téassa alaluvussa selitén osioiden tarkeimmat siséllot, varsinkin ensimmai-
sestd luvusta, joka muodostaa tekstin matemaattis-filosofisen ytimen. Teoksen kak-
si lukua ovat Lakatoksen itsensé viimeisteleméa kokoelma neljasta Proofs and Refu-
tations-artikkeleista, jotka hin julkaisi Cambridgen véitoskirjansa pohjalta vuosina
1963-1964. [35] Péélukujen teksti on julkaistu eri muodoissa useita kertoja.

Tassa tutkielmassa kiytetdan vuoden 1976-laitoksen mukaista tekstié, jonka edi-
toijina ja koostajina olivat Lakatosin oppilaat John Worrall ja Elie Zahar. He
laajensivat ja muokkasivat tekstid Lakatosin postuumien muistiinpanojen, kirjeen-
vaihdon ja sanallisen perimétiedon mukaisesti. Nama laajennokset ja muokkaukset
on selitetty alaviitteissé, ja ovat paapiirteissddn ongelmattomia, tekstid parantavia
teknisid muutoksia. Lakatoksen eldessaan jukaisemat tekstikappaleet on koostet-
tu muokkaamattomina, vain sidosteita lisdten. Postuumit lisdykset ovat kokeneet
suuremman muokkauksen: editoijat kirjoittivat paaluvun 2 ja liitteen 1 siséllon
dialogimuotoon saavuttaakseen yhtendisen tekstilajin padluvun 1 kanssa. Worrall
ja Zahar vakuuttavat esipuheessaan, ettd Lakatosin ajatusten matemaattinen sisél-
t6 on heidan laitoksessaan muokkaamaton, ja ettd heidan panostansa tulisi pitda
kirjallisena, tietosisdltoon vaikuttamattomana editointina. Tamé voi olla ongel-
mallista paaluvussa 2, silld tuon luvun ydinajatus on esittda euklidinen paattely-
ketju eksplikoituna tavalla, jossa tavallisesti tiiviisséd matemaattisissa julkaisuissa
kirjoittamattomat ja ilmaisemattomat vélivaiheet tuodaan esiin dialogimuodossa.
Mielestani Worrall ja Zahar onnistuivat hyvin téssa tehtévassa. Tulkinnanvaraiset
kohdat on selkedsti tuotu esiin alaviitteissa taustoituksen kera. Editoijat tuovat
omat tukintansa Lakatosin ajatuksista toisinaan esiin alaviitteissa. Toisen liitteen
hegelilaista dialektiikkaa késitteleva alaviite herdttaéd kysymyksia: Sen yhteydessa
Worrall ja Zahar tulkitsevat Lakatosin suhtautumista Hegeliin ja dialektiikkaan
melko vahvasti, sitoutuen ndkemykseen, jonka mukaan Lakatosin ajatukset dialek-
tiikasta muuttuivat merkittavasti hanen uransa loppupuolella. Ndhdékseni nédiden
tulkintojen késittely ei kuitenkaan ole tarpeellista teoksen Proofs and Refutations
metamatemaattisen ydinsisiallon esiintuonnissa, mikd on tdmén tutkielman selkeé
rajaus. Jos teoksen vuoden 1976 laitosta kiytettdisiin Lakatosin hegelildisyyden
tutkimuksessa, olisi mielestani syytd kiinnittdéd erityistd huomiota Worrallin ja
Zaharin omiin kéasitykseen aiheesta. Tama on voinut vaikuttaa tekstin lopulliseen
muotoon.

Teoksen Proofs and Refutations vuoden 1976 laitoksen eri painosten pituus on noin
150 sivua. Néistd ensimmaisen luvun pituus on tasan sata sivua ja toisen luvun 20
sivua. Liitteiden pituudet ovat 15 sivua ja 12 sivua.



Ensimmainen ja toinen luku on kirjoitettu kaunokirjallisesti sokraattisen dialogin
muotoon, mikd on harvinaista laajemmaltikin tieteissd ja miltei ennenkuuluma-
tonta matematiikassa.. Lakatos tosin lainaa teoksessaan erdstda tunnettua dialo-
gimuotoon kirjoitettua fysiikan klassikkoa: Galileon teosta Dialogue Concerning
the Two Chief World Systems. Lakatosin lainaus téstd Galileon dialogista esiintyy
suorana lainauksena osiossa 6. a) sivulla 241 osana keskustelua eri avaruuskap-
paleiden perimmaisten olemuksten suhteesta niité koskeviin todistuksiin. Lakatos
oli siis tietoinen ainakin yhdesté luonnontieteellisesté dialogimuotoon kirjoitetusta
teoksesta. Ehké Galileon dialogi inspiroi Lakatosta valitsemaan tdmén harvinai-
sen tekstityypin myos omalle teokselleen? Toinen mahdollinen esikuva Lakatosin
valitsemalle tekstilajille on Lewis Carollin Mind-julkaisuun kirjoitettu dialogimuo-
toinen allegoria What the Tortoise Said to Achilles vuodelta 1895.[5]

Lakatosin dialogin henkil6ita ovat luokallinen matematiikan opiskelijoita, jotka on
nimetty kreikkalaisten aakkosten mukaan, sekd heidén opettajansa. Osana dialo-
gia Lakatos kuvaa luokan opiskelijoita "hyvin edistyneiksi", viitaten opiskelijoi-
den korkeaan (itse)kriittisyyden tasoon filosofisesta ndkokulmasta, vaikka opiske-
lijat osoittavat myos kiitettavaa osaamista vakiintuneiden matemaattisten mene-
telmien soveltamisesta. Eri henkilohahmoilla on erilainen késitys matematiikasta
ja matemaattisesta tutkimusprosessista. Hahmojen késitykset ja oletukset kehitty-
vit osana dialogia, mikd on ominaista sokraattisen dialogin tekstityypille. Henki-
I6hahmojen ndkemyksissd voi huomata erilaisia (meta)matematiikan aatesuuntia
ja tunnettujen, historiallisten matemaatikkojen ajatuksia. Luokan opettaja seké
osallistuu keskusteluun aktiivisesti ettd johtaa sitd. Opettaja tuo luokan tarkas-
teltavaksi omia todistuksiaan, esittelee omaa metamatematiikan teoriaansa, joka
on Lakatosin todistusten ja kumoajien metodi, seké vaatii oppilailta perusteluja
heidén esittamilleen véitteille:

TEACHER: Enough of philosophy! Let us see the proof. I do not like your philo-
sophy, but I still may like your proof.|28, 109]

Teoksen aihe, metamatematiikka, on haastavana pidetyn matematiikan tieteenalan
melko obskuuri osa, mutta sokraattinen dialogi tekstityyppiné on filosofian tietee-
nalalta tuttu ja miellyttéava formaatti. Lakatos kiytti paljon aikaa ja vaivaa teks-
tin jatkuvaan uudelleenkirjoittamiseen saavuttaakseen itse asettamansa korkean
tavoitetason tekstin helppolukuisuuden suhteen. Vuoden 1976 laitoksen kokoajat
John Worrall ja Elie Zahar viittavit teoksen esipuheessaan Lakatosin tavoitelleen
selkedd, helposti seurattavaa ilmaisua. Dialogi selittad itseddn lukuisissa kohdissa:
Dialogin henkilohahmot pyytévat toisiaan madritteleméaédn termejé, joita he eivét
ymmarrd tai myontavit, etteivat ymmaéarréd jotain todistusta. Talloin dialogi siir-
tyy hetkeksi sivuraiteille henkilohahmojen selittdesséd haasteellisen késitteen tai
todistuksen osan yksityiskohtaisemmalla kielella.



BETA: Stop for a moment. I cannot easily follow your k-dimensional definitions.
Let me think loudly about an example. — — I see now why you introduced the mod
2 sums in your definition. Please carry on.

Dialogin jatkuva itsensé selittdminen ja mahdollinen kohdennus aloittaville ma-
tematiikan opiskelijoille muistuttaa George Polyan teosta How To Solve It. [38§]
Lakatos kadnsi taman matemaattisen ongelmanratkaisun klassikkoteoksen englan-
nista unkariksi viimeisind unkarinvuosinaan 1950-luvun puolessavilissi. [35]

Punaisena lankana lapi teoksen kulkee tietyn matemaattisen ongelman késittely eri
nakokulmin ja metodein. Kyseessé on Leonhardt Eulerin vuonna 1758 1oytamaéksi
luettu kysymys kolmiulotteisten avaruuskappaleiden luokittelusta. Kaksiulotteisia
tasokappaleita voidaan luokitella niiden sivujen tai kirkien lukuméaran mukaisesti.
Kaikille kaksiulotteisille monikulmioille patee kaava

V=E,

missd V', (vertex) tarkoittaa kérkien lukuméérdd ja E (edge) tarkoittaa sivujen
lukumaaras. Kaksiulotteisissa monikulmioissa on siis yhtd monta kéirkea kuin si-
vua. Monikulmiot voidaan siis luokitella tdmén perusteella kolmioihin, neli6ihin,
viisikulmioihin, kuusikulmioihin jne. Néin yksinkertainen sédrmien (tai tahkojen)
ja kérkien vastaavuus ei toimi kolmiulotteisissa kappaleissa. Euler ehdotti monita-
hokkaiden luokitteluun kaavaa

V-E+F=2

missé uusi muuttuja F' (face) tarkoittaa tahkojen lukuméaaraa. Lisdksi on huomat-
tava, ettd avaruuskappaleiden sivuista kdytetddn suomenkielistd termia "séarma",
vaikka todistuksen aikana avaruuskappale muutetaan tasokappaleeksi.

Teoksen ensimmainen luku alkaa ongelman esittelylla: monitahokkaiden luokit-
teluun halutaan helppo luokittelutapa, kuten monikulmioille. Ongelmaan esite-
tadn ratkaisuehdotukseksi otaksuma, téssd tapauksessa Eulerin esittaméa lause.
Tahan ongelman ja ratkaisu-otaksuman esittelyyn Lakatos kiyttaéa vain yhden si-
vun. Teoksen runsaissa alaviitteissa esitelldan lauseiden ja ndakokulmien historialli-
nen tausta sekd Lakatosin kommentointi niihin. Lakatos siis jatkuvasti kommentoi
ja taustoittaa dialogia alaviitteissa.

Varsinainen dialogi alkaa opettajan tarjotessa luokalle todistuksen viitteesta:

Lause 2.1. Kaikille monitahokkaille pdtee V-E+F=2.



Referoin todistuksen kokonaisuudessaan, silld se on erinomainen esimerkki luon-
nollisella kielelld kommunikoidusta syvéllisestd matemaattisesta todistuksesta ja
olisi eleganssinsa suhteen esimerkillinen, ellei siita paljastuisi merkittévia puuttei-
ta.

Todistus lauseelle V. — E + F = 2, Lakatosin sanallistamana (vapaa suomennos
sekd omia selittavida lisayksiani):

Vaihe 1: Kuvitellaan ontto monitahokas (esimerkiksi ontto noppa), jonka pinta
on venyviaa kumia. Jos yksi tahko leikataan pois, voidaan jiljelle jaava pinta ve-
nyttda levyksi liitutaululle ilman, ettd pintaa tarvitsee repid. Tahkot ja sdrmét
muuttavat muotoaan: sarmat kayristyvat ja tahkoista tulee epésdannéllisen muo-
toisia, mutta V ja F, eli kirkien ja sdrmien lukumaéra ei muutu. Jos alkuperéiselle
monitahokkaalle pati V — F + F = 2, niin liitutaululle venytetylle pinnalle pétee
V — E+ F =1, sillé siita leikattiin yksi tahko irti.

Vaihe 2: Pinta koostuu monikulmioista. Jokaisen monikulmion voi jakaa kolmioik-
si lavistajia lisaamalla. Pinnalle piirretdédn lavistdjia (jotka ovat mahdollisesti kaa-
revia pinnan venyttdmisen takia, mutta jos monitahokas irrotettaisiin liitutaululta
ja palautettaisiin muotoonsa, olisivat lavistdjit suoria). Yhden lavistdjan lisdami-
nen nostaa seka sarmien ettd tahkojen lukuméaraé yhdella, joten termin V — E+ F
arvo sailyy muuttumattomana lavistédjien lisdyksessa.

Vaihe 3: Pinta koostuu nyt kokonaan kolmioista. Leikataan kolmiot irti yksi ker-
rallaan ulkoreunaa pitkin edeten. Ulkoreunan kolmio on kiinni muussa pinnassa
joko kahdelta sdrmaéltaan, jolloin sen irroittamisessa pinnasta poistuu yksi tahko
ja yksi sarma, tai kolmio on kiinni muussa pinnassa vain yhdeltd sdrméltaan, jol-
loin sen irroittamisessa pinnasta poistuu yksi tahko, yksi kirki ja kaksi sdrméaa.
Molemmissa néissé vaihtoehdoissa termin V' — E'+ F' arvo siilyy muuttumattoma-
na. Kolmioita poistetaan, kunnes jaljelle jaa yksi kolmio. Koska yhdelle kolmiolle
valttaméatta piatee V — E + F = 1, pati se myos koko pinnalle ennen kolmioi-
den poistoa ja lavistajien lisdyksia. Nain ollen alkuperaiselle monitahokkaalle péti
ennen tahkon poistoa V' — E + F' = 2. Lause on todistettu. [28, 7-§]

Tama todistus, joka itse asiassa on Augustin-Louis Cauchyn eikéd Leonhard Eulerin
késialaa vuodelta 1813, aloittaa varsinaisen metamatematiikan pohdinnan dialo-
gissa, miké kestéaa koko teoksen yli. Todistus sisaltaa lukuisia piilotettuja oletuksia,
jotka eivét ole ilmiselvia. Todistuksen yksinkertaisuus ja sen seuraamisen helppous
luo vaikutelman matemaattisesta eleganssista, mutta sen huomataan olevan epis-
temologisesti tdysin riittaméton.

Todistus ei méarittele kisitettd "monitahokas'"ja olettaa venyttdmisen ja kolmioi-
misen olevan mahdollista mielivaltaiselle monitahokkaalle. Todistuksessa on liséksi

10



lukuisia mutia lausumattomia taustaoletuksia ja maarittelemétta jatettyja kasit-
teitd, jotka ilmenevét teoksen Proofs and Refutations ensimmaisessd paaluvussa.
Todistuksen huomataan patevan vain tietynlaisille monitahokkaille. Tama ei kui-
tenkaan tee todistuksesta hyodytonta. Se todistaa lauseen tiettyjd monitahokkaita
koskien, sekéd auttaa tarkentamaan késitteen "monitahokas"mééaritelméa. Talloin
todistus edistédd matematiikan tieteenalaa eri tavalla, kuin miké oli alkuperéinen
tarkoitus todistusta laadittaessa. Samalla todistus, ja varsinkin sen metamate-
maattinen tutkiminen, valaisee matematiikan tieteenalan tiedontuotantoprosessia
ja matemaattisen tutkimuksen tekotapoja.

Dialogi on helppolukuisuudestaan huolimatta polveileva: kysymyksiin palataan
usein myohemmin uudestaan jos niiden huomataan olevan relevantteja myohem-
min késiteltdvissa teemoissa. Dialogin pitdéd kasassa selked alalukurakenne, jonka
kehystamana dialogin keskustelu pohjustaa ja lopulta rakentaa Lakatosin todis-
tusten ja kumoajien metodin. Alaluvut ovat edelleen jaettuja kappaleisiin, joissa
kasitelladn kerrallaan yhtd metamatemaattista periaatetta, ongelmanratkaisustra-
tegiaa (heuristic) tai niakokulmaa. Lakatos rakentaa kirjoitukseensa selkeytta myos
kiytetyn sanaston myota. Lakatosin metamatematiikassaan kidyttdmé sanasto si-
séltad paljon luonnollista kielté jargonin sijasta. Vaikka han kayttadkin merkitté-
vassa madarin itse keksimiddn termeja, ne on useimmiten selitetty tekstin osana.

Teoksen Proofs and Refutations lukurakenne on ytimekés ja harkittu. Ensimmaéi-
nen luku siséltéa teoksen tarkeimmét merkitykset. Ensimméinen luku sisaltaé hie-
nojakoisen alarakenteen temaattisine alalukuineen. Siséllén pilkkominen alle kym-
menen sivun osiin tukee argumenttien ymmartamista. Teoksen toinen luku on huo-
mattavasti lyhyempi kuin ensimmaéinen luku. Toinen luku siséltda kolme alalukua,
muttei niiden jakoa edelleen kappaleisiin. Tamén tutkielman luvussa 4 hyodynne-
taan Lakatosin alalukujakoa selitettdessa todistusten ja kumoajien metodia.

Dialogista emergoituvaa Lakatosin metamatemaattista todistusten ja kumoajien
metodia kasitelladn tarkemmin taméan tutkielman seuraavassa péaaluvussa.

Henkilohahmojen vilinen keskustelu etenee karkeasti yksinkertaistaen seuraavan
syklin mukaisesti:

e Uusi todistus tail vastaesimerkki

Vastaesimerkin esittely todistukseen tai vastaesimerkin kritisointi

Lausumattomien oletuksien, lemmojen ja késitteiden tarkastelu

Erimielisyyksien palautuminen perustelemattomiin uskomuksiin

Keskustelussa huomattujen oivallusten merkitysten pohdinta
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Lakatosin kiyttdméaa sanastoa (kuten lemma) selitetaén tamén tutkielman alalu-
vussa 1.3. Esimerkki ylla esitetysta keskustelun syklista esitellddn alaluvussa 1.4.

Dialogi ei laheskddn aina etene tdmén rakenteen mukaisesti tai kiy kaikkia sen
osia lapi. Toisinaan usea eri henkilohahmo esittad yhta aikaa kritiikin tai vastae-
simerkin, joita kéasitelladn keskustelussa rinnakkaisesti. Jokaisella henkilochahmolla
on omia metamatemaattisia ja yleisemmin filosofisia késityksidan, jotka heijastu-
vat heiddn perusteluissaan ja esittdmissaan kritiikeissa. Toisinaan henkilohahmot
huomaavat, ettd heidén erimielisyytensa johtuvat erilaisista perustelemattomista
filosofisista uskomuksista.

Merkittavdad on myo6s toisinaan tapahtuva mielenmuutos: osa henkilohahmoista
luopuu uskomuksistaan osana dialogia tai hyviksyy péaattelyissa esiintyvit vir-
heet tarpeeksi painaviksi syiksi luopua paéttelyketjusta. Téméa hahmonkehitys
tekee henkilohahmoista kiinnostavampia kaunokirjallisesta ndkokulmasta seké si-
too tekstin vahvemmin sokraattisen dialogin tekstityyppiin. Dialogi tuo filosofi-
sen, keskustelun kautta tapahtuvan mielenmuutoksen matematiikan tieteenalan
piiriin. Péattelyssé ja perustelussa havaittujen "virheiden"puntarointi ja arviointi
on teoksen ydinteemaa: luokan opettaja edustaa nidkemysté, jonka mukaan vir-
heellinen paitelmé tai perustelu onkin hyodyllinen ja uuden alku, eikd henkinen
umpikuja. Opettaja formalisoikin menetelmén, joka siséllyttéa vastaoletukset ma-
temaattiseen luomisprosessiin.

Toinen luku sisaltad dialogimuodossa yhden matemaattisen todistuksen, joka jéatet-
tiin ensimmaéisen luvun ulkopuolelle sen pituuden vuoksi, mutta jonka olemassao-
loon viitattiin jo ensimmaisessd luvussa. Téama todistus esitellaén teoksen Proofs
and Refutations toisessa luvussa ja sitd kasitelladn ylempéané esitellyn syklin mu-
kaisesti.

Teoksen liitteet eivét ole kirjoitettu dialogimuotoon, vaan ne ovat proosamuotois-
ta historiallisten esimerkkien kommentointina, kuten paalukujen alaviitteet. Liit-
teissd Lakatos nostaa esiin tapaustutkimuksen omaisesti historiallisen esimerkin
todistusten ja kumoajien metodin soveltamisesta. Téta historiallista esimerkkia
kasitelladn tdméan tutkielman toisessa luvussa. Liiteissa késitelladn myos Lakato-
sin mielestd merkittavia historiallisia matemaattisia tuloksia, joita hén ei halunnut
nostaa esiin paalukujen alaviitteissa.

Oman tulkintani mukaan erds hyoty tekstin helppolukuisesta muodosta on sen
saavutettavuus aloittaville matematiikan opiskelijoille. Erds teoksen merkityksista
nykyaikana on jaykkien ennakkokésitysten haastaminen ja matematiikan metodo-
logian kriittinen tarkastelu opiskelijoille, jotka ovat siirtyméssa oppikirjavetoiselta
keskiasteelta yliopiston tutkijamaailmaan.
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3 Lakatos ja metamatematiikka

Lakatos aloittaa teoksen Proofs and Refutations esipuheen kritisoimalla metama-
tematiikan senhetkisté tilaa:

"It frequently happens in the history of thought that when a powerful new method
emerges the study of those problems which can be dealt with the new method ad-
vances rapidly and attracts the limelight, while the rest tends to be ignored or even
forgotten, its study despised. This situation seems to have arisen in our count-
ry in the Philosophy of Mathematics as a result of the dynamic development of
metamathematics. " [28|

Vaikka varsinaisessa leipdtekstissa termi metamatematiikka ei ole keskitssé, on sité
mielestani kasiteltava. Lakatos itse maaritteli teoksensa tarkeimmiksi perustoiksi
ja motivaattoreiksi George Poélyan heuristiikantutkimuksen ja Karl Popperin filo-
sofian [28, xii]. Itse nden Lakatoksen matematiikanfilosofian osana matematiikan
perusteiden filosofisen tarkastelun jatkumoa, joka hiipui 1900-luvun alkupuolis-
kon jéalkeen mahdollisesti Godelin epatadellisyyslauseiden, koneellisen laskennan
vallankumouksen ja muun modernin matematiikan kerdtesséa valtaosan tiedeyhtei-
son kiinnostuksesta. Hanen mychemmaén tuotantonsa termié kayttden Lakatosin
matematiikanfilosofian voi jopa tulkita degeneroituvan tutkimusohjelman osaksi,
kun matemaatikkojen yhteisé hylkda matematiikan perusteita pohtivan filosofian
ja kiinnostuu yha enemmén aksioomajoukkojen formaalista tarkastelusta.

Teoksen Proofs and Refutations tulkitseminen metamatemaattiseksi tekstiksi tuo
esiin eron Lakatosin heuristisen, suorastaan historiallisen matematiikkakasityksen
ja jaykdn formaalin, eksaktin késityksen valilla. 1900-luvun alkupuoliskolla (ja en-
nen tétd 1800-luvun lopussa) tdmé kontrasti oli vasta kehittymassé, vaikka 1800-
luvulla Augustin-Louis Cauchy ja Karl Weierstraf edistivitkin jéarjestelméallista
huolellisuutta (rigour) matematiikassa merkittévasti. Vasta 1900-luvun alkupuo-
liskon loogikkojen ja formalistien, kuten Fregen, Russellin ja Hilbertin pyrkimykset
yhdenmukaistaa matematiikkaa saivat aikaan Lakatosin kritisoiman matematiik-
kakésityksen valta-aseman. Rakennan luvuissa 4 ja 6 tulkintaa Lakatosin késityk-
sestd matematiikasta heuristiikan, mikrotason tieteen ja historiallisuuden nakokul-
mista. Alaluvussa 3.1 esiteltavit késitteet kuten formalismi ja euklidinen projekti
ovat mielesténi mité tarkeintéd taustatietoa, jotta Lakatosin matematiikanfilosofia
voidaan tulkita kriittisené vastalauseena tai antiteesind aikansa matematiikanfilo-
sofiselle keskustelulle.

Teoksen Proofs and Refutations alaotsikko The Logic of Mathematical Discovery
kytkee teoksen osaksi metamatematiikan perintoa ja tavoitetta kehittda matema-
titkan tutkimusprosesseja loogisella ja systemaattisella tavalla.
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Lakatosin aloituskappaleessaan esittdamaé kritiikki onkin kohdistettava tarkemmin
kuin metamatematiikkaan kokonaisuutena. Lakatos suuntaa kritiikkinsd Hilber-
tildiseen matemaattisen ratkaisuprosessin systematisointiin ja muodollisiin aksio-
maattisiin rakenteisiin, eikd mahdolliseen laajempaan késitteen "metamatematiik-
ka"tulkintaan, jossa matemaattista tutkimusprosessia tutkitaan sekd matematii-
kan, etté filosofian keinoin.

Mita on metamatematiikka? Lyhyt, nykyaikainen vastaus voisi olla "matemaat-
tisen ajattelun tutkimista". Tadmé& maéritelma on anakronistinen ja hyvin lavea.
On hyodyllistd pohtia, mitd metamatematiikalla tarkoitettiin Imre Lakatosin kir-
joittaessa teosta Proofs and Refutations. Selitdn ensin kéisitteen "metamatematiik-
ka"nykyisté tilaa, jonka jélkeen késittelen sen merkitysta Imre Lakatosin tuotan-
non aikana.

Nykyaikana késitten "metamatematiikka"ymmaéartdminen perustuu enimmékseen
S.C. Kleenen teokseen Introduction to Metamathematics|21]. Kyseinen oppikirja
julkaistiin vuonna 1952, mink4 jilkeen siitd on otettu yli kymmenen uusintapai-
nosta jatkuneen kiyton vuoksi. Oppikirja taustoittaa ja selittdd erinomaisen an-
siokkaasti mm. logiikan, joukko-opin ja funktio-opin siséltdja selkedsti ja kattavas-
ti. Kasittelen Kleenen oppikirjan suhdetta metamatematiikan kisitteeseen luvun
3.1 alussa.

Kontrastina nykyiseen melko vakiintuneeseen merkitykseen, 1900-luvun alkupuo-
liskolla metamatematiikan késite haki muotoaan tiedeyhteison keskustelussa ja tut-
kimuksessa. Kysymykset matematiikan perusteista sekd logiikan ja matematiikan
suhteesta olivat etualalla ja saivat hyvin filosofisia sdvyja, joita késitelladn luvussa
3.1.2. Tamaéan keskustelun konteksti ja sen merkitykset ovat sisalto, jossa kaytan
termid "metamatematiikka"tédssd tutkielmassa. Metamatematiikan ei siis katsota
rajoittuvan pelkéstadan formalismiin tai loogisen kielen avulla rakennettaviin ma-
temaattisiin konstruktioihin, vaan se sisdltdd myos kvalitatiivista, filosofista kes-
kustelua ja pohdintaa matemaattisen ajattelun rakenteista. Siind missd nykyinen
merkitys metamatematiikalle rajaa sen tiukasti matematiikan tieteenalan sisél-
le vihéatellen sen filosofisia sisdltojd, valitsemani merkitys vie sen "matematiikan
taakse", matematiikan filosofiaan ja jopa filosofiaan yleisesti, kohdellen sen filoso-
fisia siséltdja mitd merkityksellisimpinéd. Téten metamatematiikka on yhteys ma-
tematiikan ja fiosofian valilld. Seurauksena tésté valinnasta filosofien kuten Imre
Lakatoksen ja Ludwig Wittgensteinin tuotantoa voidaan luokitella metamatema-
tiikan piiriin kuuluvaksi. Mielesténi tdmaé tulkinta on tarkoituksenmukainen Imre
Lakatosin tuotantoa késitellessa, koska tekstit kuten Proofs and Refutations, Infi-
nite Regress and Foundations of Mathematics ja What does a mathematical proof
prove? ovat ennemmin tulkintani mukaisia metamatemaattisia teksteja kuin ma-
temaattisia tai puhtaan filosofisia tutkimuksia.|28][30][25]
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Matemaattisen ajattelun tutkimuksen kiinnostavimmat kysymykset ja menetel-
mét ovat muuttuneet aikojen saatossa. Lakatosta tarkastellessa kaksi aikaikkunaa
ovat mielestani kiinnostavimpia: 1800-luvun alkupuoliskolta 1900-luvun puoleen-
valiin sekd matematiikan esihistoriallisista alkuajoista nykyhetken ohi tulevaisuu-
teen, siis matemaattisen ajattelun koko historia. Jalkimmaéinen aikaikkuna on re-
levantti, kun késitelladn rationaalisuuden historiallista kehitystd matematiikassa.
Edellinen aikaikkuna puolestaan siséltda ajanjakson, jolloin matemaattinen tutki-
mus muuttui formaalimmaksi ja sen kieli eksaktimmaksi. Lakatos késittelee erdita
tdmén ajanjakson tapahtumia tapaustutkimuksen kaltaisesti "rationaalisen rekon-
struktion"menetelmilla, jota késitellaan luvussa 5. Jalkimmainen, laajempi aikaik-
kuna liittyy Lakatosin kiyttdmé&éan historialliseen malliin "euklidinen projekti", jol-
la han selittdd matematiikkaa ja jonka viitekehykseen Lakatosin epistemologinen
pohdinta asettuu. Lakatos rakentaa kirjoituksissaan vastakkainasettelun: onko ma-
tematiikka ajaton, kasvava euklidinen projekti vai historiaan sidottua, heuristista
ongelmanratkaisua. Hanen tekstejaan voikin tulkita ainakin kolmella tavalla:

1. Vastineina ja avauksina 1900-luvun puolivilin metamatemaattisessa ja tie-
teenfilosofisessa keskustelussa

2. Selityksind matemaattisen ajattelun rakenteesta
3. Normatiivisina siintdéinid matemaattiseen! tutkimustychon

Téassa tutkielmassa painotan néistd ensimmaista tulkintakehystéd: 1900-luvun al-
kupuoliskon tieteellistd keskustelua. Tuon esille ja tulkitsen Lakatoksen kannano-
tot matematiikan olemuksesta niilta osin, kun nden niiden tuovan merkityksellista
sisaltod hanen aikansa metamatemaattiseen dialogiin. Nama merkitykselliset sisél-
16t koostuvat enimmékseen matematiikan rationaalisuudesta eli tarkemmin mate-
maattisen ajattelun tarkoituksenmukaisesta rakenteesta. Tarkastelen myos Laka-
tosin kannanottoja matematiikan erehtyvaisyydestd popperilaisena fallibilismina.
Kolmas tulkintakehys, eli Lakatoksen normatiiviset kannanotot jaavét vahaiselle
huomiolle, silla tutkielma keskittyy teokseen Proofs and Refutations, jonka teksti
on péadosin matemaattisen ajattelun rakenteita selittdvia toisin kuin Lakatoksen
myohempi The Methodology of Scientific Research Programmes, josta on loydetta-
visséd normatiivisempia kannanottoja.

On tulkittavissa, ettd Lakatos luokittelee teoksensa metamatematiikan filosofista
haaraa edustavaksi teokseksi, joka kritisoi ja pohtii matemaattisen tutkimuspro-
sessin systematisointia. Mielenkiintoinen nakokulma Lakatoksen formalismiin koh-
distamasta kritiikistd on Lakatosin vaitoskirjaohjaajan, R.B. Braithwaiten hieman

!Lakatosin mydhiisemmin tuotannon kuuluisa teos The Methodology of Scientific Research
Programmes siséltda normatiivisia sdantojé tieteelliseen tutkimukseen yleisemmin, tieteenalasta
riippumatta
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positivistinen nakemys tieteellisestd tutkimuksesta. Braithwaiten mukaan teoria
tulisi rakentaa abstraktien, aina voimassaolevien lakien pohjalta. [19] Lakatoksen
menetelmén historiallisuus (jopa dialektisuus) on kontrastina hénen vaitoskirjaoh-
jaajansa nakemyksiin.

Esipuheessaan Lakatos kohdistaa kritiikkinsa keihdéankarjen suuntaukseen, johon
hén viittaa formalismina. Han kdyttaa ilmaisua "present dominance of formalism",
mikd viittaa ajanjaksoon ennen 1960-lukua tai korkeintaan 1960-luvulla, jolloin
esipuhe kirjoitettiin. Itse tarkasteluissani viittaan tdhan ajanjaksoon 1900-luvun
alkupuoliskona.

"Under the present dominance of formalism, one is tempted to paraphrase Kant:
the history of mathematics, lacking the guidance of philosophy, has become blind,
while the philosophy of mathematics, turning its back on the most intriguing pheno-
mena in the history of mathematics has become empty . ... The purpose of these
essays is to approach some problems of the methodology of mathematics.” [28]
(korostukset alkuperdisestd tekstisté)

Teoksessa Proofs and Refutations Lakatos esittdd seuraavan rakenteen, joka selit-
tdd matemaattisen ajattelun toimintaa: matemaattisen lauseen todistus — vas-
taesimerkki — péivitetty lause. Tama muistuttaa rakennetta: teesi — antiteesi —
synteesi. Lakatosin mahdollisesti hegelildisen kielenkéyton tarkastelu on kuitenkin
tdmén tutkielman rajauksen ulkopuolella. Tamén rajauksen vuoksi matematiikan
erehtyviisyyden tarkastelu jad mikrotasolle: yksittdisen matemaatikon perustyon
erehtymisen muotoihin ja virheenkorjausprosessiin. Témaé tarkastelu sijoittuu lu-
kuun 6, jossa késittelen myos Lakatoksen esseeté Infinite regress and foundations
of mathematics. Tuo essee yhdistettyna teokseen Proofs and Refutations sisaltéa
Lakatoksen radikaaleimmat ajatukset matematiikan erehtyvéisyydesta. [30].

Matematiikan erehtyvaisyden tarkastelu makrotasolla, eli suurempien teoreema-
ryppaiden keskindinen kilpailu tiedeyhteison keskustelussa, jad enimmaékseen ra-
jauksen ulkopuolelle. Tamé erottelu matematiikan mikro- ja makrotason vélilla
on peraisin Teun Koetsierin tutkielmasta Lakatos’ Philosophy of Mathematics: A
Historical Approach [22|, joka on tuoreimpia Lakatosin matematiikanfilosofiaa pe-
rusteellisesti késittelevid tekstejd. Teon Koetsierin Lakatos-tutkimusta késittelen
lisdd luvussa 5.

Misséa merkityksessd Lakatos kiytti kisitettd metamatematiikka teoksessa Proofs
and Refutations? Mitd metamatematiikalla tarkoitettiin 1900-luvun alussa tai eri-
tyisemmin 1950- ja 1960-luvuilla? Pohdin taté seuraavassa alaluvussa 3.1. Huomio
keskittyy erityisesti David Hilbertin formalismiin, joka oli ajankohtainen ja mer-
kittdvd matemaattisen tutkimuksen suuntaus 1920-1940-luvuilla ja jota kohtaan
Lakatos esittad merkittavas kritiikkia.
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Luvussa 7 kisittelen Lakatosin kiinnostusta matemaattisen tutkimuksen loogisen
rakenteen selittamiseen. Teoksessa Proofs and Refutations Lakatos tarjoaa téllai-
sen selitysmallin, Todistusten ja kumoajien metodin. Luvussa 4 esittelen tdmén
mallin ja pohdin selittdako se riittavisti matemaattista tutkimusta loogisena ja
rationaalisena toimintana. Luku 4 sisédltdd pohdintaa ja péaételmia, joita luku 7
kokoaa.

3.1 Metamatemaattisen keskustelun historiallinen tausta

S.C. Kleene madaritteli kirjoittamassaan oppikirjassa Intruduction to Metamathe-
matics vuonna 1952 metamatematematiikkaa seuraavasti: "This [formalist] pro-
gram calls for a subject called ‘metamathematics’, in which they aim in particu-
lar to establish the consistency of classical mathematics. We note in advance that
metamathematics will be found to provide a rigorous mathematical technique for
investigating a great variety of foundation problems for mathematics and logic,
among which the consistency problem is the only one."[21, s. 59|

Kleenen oppikirja on yli 500-sivuinen jarkdle matemaattisesta logiikasta, rekursii-
visista funktioista ja muodollisista aksioomajirjestelmistd. Teoksen yleiskuva an-
taa metamatematiikasta hyvin matemaattisen vaikutelman kaikkine méaaritelmi-
neen, kaavoineen ja todistuksineen. Edellisessd lainauksessa Kleene viittda meta-
matematiikan sisdltdvin jonkinlaisen prosessin matematiikan tekemiseen (mathe-
matical technique), mika viittaisi metamatematiikan tarjoavan tutkimusmenetel-
mia tai metodologioita matematiikan tieteenalan sisélla. Mielesténi tdma nakemys
metamatematiikasta on laheisessé yhteydessd David Hilbertin formalistiseen ma-
tematiikan koulukuntaan ja sen metodologiaan. Kleenen lainaus vie metamatema-
tiikan askeleen kauemmaksi perusteita abstraktisti pohtivasta filosofoinnista, kohti
kiytdnnon tutkimustyotda matematiikan alalla. Seuraavassa alaluvussa huomataan,
ettd tdma suhtautumistapa on ominaista David Hilbertille ja hdnen formalismil-
leen, seka pohditaan Imre Lakatosin positiota tassa kysymyksenasettelussa.

3.1.1 David Hilbertin formalismi

Tasséa alaluvussa tarkastellaan David Hilbertin perustamaa formalismin koulukun-
taa. Formalismissa on kolme pé#periaatetta/tavoitetta, jotka taustoitetaan téssi
alaluvussa ja pohditaan niiden merkitystd suhteessa formalismin kokonaisuuteen
sekéd Imre Lakatosin ajatuksiin:

1. Loogisten sddntojen ja merkkien asettaminen aksioomatasolla

2. Valittujen aksioomien keskindinen ristiriidattomuus
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3. Pédtelmien palautettavuus aksioomiin ja siten padtelmien keskindinen risti-
riiddattomuus

Formalistisen koulukunnan tarkastelu on hyodyllistd tarkentaaksemme kasitysta
siitd, mitd Lakatos tarkoitti metamatematiikalla teoksen Proofs and Refutations
kontekstissa. Kirjoittiko Lakatos metamatematiikkaa? Tarkastelen nyt David Hil-
bertin formalismia asettaakseni vertailukohdan, jonka perusteella on mahdollista
keskustella missd médrin Proofs and Refutations on metamatematiikkaa. Forma-
lismi nahdadn teoksessa matemaattisena dogmatismina, joka asetetaan kritiikin
alle. Kasittelen dogmatismin ja skeptisismin suhdetta tarkemmin luvussa 6. Laka-
tos ei pelkistadn mainitse Hilbertiéd teoksen esipuheessa, vaan myos esittda episte-
mologista ja tieteenfilosofista kritiikkid Hilbertin ohjelmasta samalla kun kritisoi
loogista positivismia:

"Formalism’ is a bulwark of logical positivist philosophy. According to logical po-
sitivism, a statement is meaningful only if it is either ‘tautological’ or empirical.
Since informal mathematics is neither tautological’ or empirical, it must be mea-
ningless, sheer nonsense. The dogmas of logical positivism have been detrimental to
the history and philosophy of mathematics." (Korostus siséltyy alkutekstiin.) [28,
2-4|

On mielenkiintoista huomata, ettd Lakatos vaittdd loogisen positivismin olleen
haitallista matematiikan filosofialle (ja my6s matematiikan historialle, mutta taméa
nakokulma sivuutetaan). Wienin piiri otti vaikutteita David Hilbertin logiikan ja
fysiikan tutkimuksesta (Hans Hahn ja Philipp Frank olivat olleet osan urastaan
Hilbertin oppilaina). My6hemmin téssé luvussa kisiteltavd Hilbertin ajatus loo-
gisten aksioomien yhdenvertaisuudesta muiden matemaattisten aksioomien kans-
sa vaikutti merkittavisti 1900-luvun alkupuoliskon kielen formaalin loogisuuden
tutkimukseen (yhdessd Russellin ja Whiteheadin teoksen Principia Mathematica
kanssa).

Liséksi Lakatos vaittaa, ettd formaalisoitu matematiikka on hedelmétonta ja epé-
kiinnostavaa: formalisoidun jarjestelmén sisdlld matemaattiset kysymykset ovat
joko koneellisesti ratkeavia tai sellaisia, joiden pohtimiseksi formalismi ei tarjoa
tyokaluja. [28, 4]

Olen valinnut kaksi ndkokulmaa formalismin tarkastelua varten:
1. Hilbertin suuri projekti matematiikan perustan rakentamiseksi
2. Epistemologinen keskustelu ja oletukset taméan projektin taustalla

Tarkoituksenani on valaista matematiikan filosofian keskustelua 1900-luvun alus-
ta kohti Imre Lakatosia. Selvitdn ensin Hilbertin matemaattista metodologiaa,
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jonka jalkeen siirryn esityksessdni selkedmmin filosofisiin metamatemaattisiin tee-
moihin. Késitteella "teoria'viitataan muodolliseen, matemaattiseen teoriaan, eli
joukkoon muodollisia lauseita, joiden valilld vallitsee implikaatioyhteyksid. Kasi-
te "teoria"tulee kuitenkin tulkita véljasti ja epamuodollisesti, silld tarkasteltava
matemaattis-filosofinen keskustelu késittelee matemaattisen logiikan ja teorian-
muodostuksen perusteita, ollen siten korkeammalla abstraktion tasolla kuin usein
kiaytetyt muodolliset, vakiintuneet késitteet. Hilbertin metodologian tarkempi tar-
kastelu on térkead, silla Hilbert vaittda metodologiansa perustuvan inhimillisen
ajattelun rakenteisiin. Lakatos tarjoaa teoksessaan Proofs and Refutations vaih-
toehtoisen metodologian, kritisoiden samalla Hilbertia. Taméa vastakkainasettelu
pohjustetaan téssd alaluvussa ja sitd pohditaan enemmén alaluvussa 3.1.3. Stan-
ford Encyclopedia of Philosophy kiteyttda Hilbertin suuren tavoitteen mielesténi
selkedsti:

"[Hilbert’s Program| calls for a formalization of all of mathematics in arioma-
tic form, together with a proof that this axiomatization of mathematics is consis-
tent."|45]

Hilbertin mukaan matemaattinen todistus tulee olla intuitiivisesti ymmarrettavis-
sé [14, 198]. Hén asettaa kuitenkin tiukkoja ehtoja sille, millainen esitysmuoto ja
sisalto matemaattiseksi todistukseksi kelpaavalla loogisella paattelylld on. Kaikki
matemaattinen tieto oli Hilbertin mukaan esitettévissa hénen kriteeristonséa sisalla,
ja tdmaéan projektin suorittaminen olisi tehtéva, jotta matematiikka vapautettaisiin
ristiriidoista. [14] (Myohemmin Kurt Godelin epatiydellisyyslauseet osoittivat, et-
td Hilbertin metodologia on riittdméaton tamén formalisointiprojektin suorittami-
seen.) Hilbertin esittdmé "formalisointiprosessi"on kaksiosainen: ensin matemaat-
tinen tieto esitetdén aksiomaattisessa muodossa, jonka jilkeen osoitetaan valit-
tujen aksioomien muodostavan ristiriiddattoman kokonaisuuden. Néisté edellinen
vaihe, eli aksiomatisointi, tarkoittaa kiytdnndsséd jonkin tietyn tarkastelun koh-
teena olevan matematiikan osa-alueen muotoilemista matemaattisiksi lauseiksi, eli
teoreemoiksi. Nama teoreemat johdetaan loogisen péaattelyn keinoin toisista teoree-
moista, vihemman kiinnostavista aputeoreemoista eli lemmoista tai aksioomista.
Jokainen teoreema johdetaan loogisesti joko aksioomista, tai toisesta teoreemasta,
joka puolestaan on johdettu aksioomista. Hilbertin formalisointiprosessin toisessa
vaiheessa osoitetaan, ettd aksioomat ja niistd johdetut tulokset eivét ole ristirii-
dassa keskena#n. Tata jalkimmaéista vaihetta kutsutaan ristiriidattomuustodistuk-
seksi (consistency proof). Laajoille aksioomajérjestelmille ristiriidattomuustodis-
tuksen laatiminen on haastavaa, mutta onnistuessaan ne ovat olleet merkittavia
matemaattisen logiikan edistysaskeleita, esimerkiksi Gerhard Gentzenin todistus
Peanon aksioomien ristiriidattomuudesta tietyin varauksin. [14, 198-201]

Tamankaltaista loogisen perusteluketjun rakentamista voidaan kutsua nykypéi-
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vankin epamuodollisessa kielenkdytossd matemaattiseksi todistamiseksi tai vain
todistamiseksi. Epamuodollisessa kielenkéytossa sanalla "todistaminen"viitataan
jonkin lauseen johtamiseen jostain aiemmin todistetusta lauseesta. Perusteluket-
jun eksplikointia aksioomiin asti pidetdan mahdollisena, mutta usein kiinnosta-
vinta on padttelyn viimeisin lenkki, joka yhdistda tarkasteltavan lauseen aiemmin
rakennettuun tietokokonaisuuteen.

Kun kaikki tarkastelun kohteena olevat lauseet on palautettu aksioomiin asti, on
Hilbertin formalistisessa tutkimusmenetelméssé saatu selville se aksioomajoukko,
johon tutkittavat lauseet nojaavat. Tiettyé tutkittavien lauseiden joukkoa voi vas-
tata useampi mahdollinen aksioomajoukko. Aksioomajoukon valintaan liittyy kri-
teereja. Yleensa aksiomatisoinnissa pyritdan suppeimpaan mahdolliseen aksiooma-
joukkoon, valttamadn tiettya aksioomaa tai kdyttdméan jotain etukiteen tunnet-
tua aksioomajoukkoa. Keskustelu aksioomien keskindisestéd arvotuksesta on kui-
tenkin mielesténi (ja tulkintani mukaan tdmé on luettavissa myos Lakatosin kir-
joituksista) osa laajempaa matemaattis-filosofista keskustelua eiké pelkédstdén osa
Hilbertin edustamaa matemaattisen tutkimuksen metodologiaa.

Aksiomatisoinnin jéalkeen Hilbertin metodologiassa siirrytédén tarkastelemaan saa-
vutettua aksioomajoukkoa. Hilbert asettaa tutkimuksen valttaméattoméksi tavoit-
teeksi aksioomajoukon ristiriidattomuuden: aksioomajoukon looginen ristiriidat-
tomuus on todistettava. Tatéd todistusta kutsutaan nimell& " consistency proof"eli
ristiriidattomuustodistus. Ei riitd, ettd aksioomat voidaan koota joukoksi véit-
teita, joiden valilld ei ole ristiriitaa, vaan on myos todistettava, ettd alkuperai-
nen tutkimuksen kohteena oleva aksioomista johdettu vaitejoukko on ristiriidaton.
Tama voidaan muotoilla seuraavasti: jokaista tutkittavan viitejoukon aksioma-
tisoitua vaitetta P kohti on todistettava, ettd vaitteen P negaatiota —P ei voida
aksiomatisoida.|21, 55] Epdmuodollisemmin ilmaistuna: ristiriidattomassa lauseko-
konaisuudessa aksioomista ei voi loogisesti seurata yhta aikaa vaitetta ja sen vas-
tavaitettd. Ristiriitaisessa lausekokonaisuudessa puolestaan aksioomista on johdet-
tavissa vahintdan yhden véitteen osalta seké véite ettd sen vastaviite. Kurt Godel
osoitti epataydellisyyslauseillaan vuonna 1931, etta luonnollisten lukujen ominai-
suudet selittéva lausekokonaisuus on valttdméatta ristiriitainen, osoittaen Hilbertin
tavoitteen koko matematiikan formalisoinnista mahdottomaksi.

Hilbert kuvailee formalistisen ohjelmansa suhdetta inhimillisen ajattelun rakentei-
siin vuonna 1927 pitdméssaan puheessa Hampurin matemaattiselle seminaarille:

" . .this formula game is carried out according to certain definite rules, in which
the technique of our thinking is expressed. ... The fundamental idea of my proof
theory is none other than to describe the activity of our understanding, to make a
protocol of the rules according to which our thinking actually proceeds. Thinking,
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it so happens, parallels speaking and writing: we form statements and place them
one behind another.” |15, 475]

Yllaolevan sitaatin tarkeyttda on mielestani syyta korostaa Lakatosin tulkinnassa.
Hilbert vaittaéd, ettd hinen metodologiansa on inhimillisen ajattelun rakenteita
mukaileva, ja ettd tdméa muoto on vaitteiden perdakkéinen esittdminen. Mielesténi
tassa on nahtavissd matematiikan metodologian alisteisuus logiikalle. Téssé yhtey-
dessé Hilbertin formalismi muistuttaa hyvin paljon Russellin ja Whiteheadin logi-
sismia. Opettaessaan matematiikkaa Gottingenin yliopistossa Hilbert késitteli lo-
giikan saantoja aksiomaattisella tavalla, rakentaen matematiikan logiikan perustal-
le (néissd luentomateriaaleissa Hilbert sai merkittavaéd apua Paul Bernays’lta). Hil-
bert ei kuitenkaan pitanyt logiikkaa riittavina perustana matemaattisille teorioille,
kuten logisistisen koulukunnan edustajat, tarkeimpéna Russell, ennen hénta. Pel-
kat loogista kieltd maarittavit aksioomat eivéit riitd matematiikan perustaksi, mut-
ta ne ovat valttdméaton osa matemaattista aksioomajoukkoa. Wilhelm Ackermann
kokosi Hilbertin luentomateriaalin my6hemmin kirjaksi [16]. Ackermannin kokoa-
ma teos oli matematiikan yliopisto-opiskelijoille tarkoitettu johdanto logiikkaan,
joka toimisi my0s astinlautana Hilbertin ja Bernays'n mychempéan lukuteoriaa
késitteleviadn teokseen. Logiikka siis katsottiin tarpeelliseksi pohjatiedoksi luku-
teorian opiskelua varten. Tama lukuteorian teos kuitenkin viivastyi merkittévasti
Godelin julkaisujen vuoksi ja laajeni kaksiosaiseksi koko matematiikan perusteita
yleisesti késitteleviksi julkaisuksi [17]. Formalismissa uskomusten téarkeysjirjestys
kulkee seuraavasti: inhimillisen ajattelun rakenteet ovat logiikan perusta, ja edel-
leen matematiikan tutkimuskaytinnot ja sadnnot perustuvat logiikalle. Kuitenkin
kaksi vuotta aiemmin vuonna 1925 pitdméssdan Karl Weierstraftin muistopuhees-
sa Hilbert kannattaa Immanuel Kantin ndkemystd matematiikan tutkimuskohteen
ja logiikan erillisyytta:

"In recognizing that there are such preconditions [necessary for the wvalid use of
material logical deduction] that must be taken into account, we find ourselves in
agreement with the philosophers, notably with Kant. Kant taught — and it is an
integral part of his doctrine — that mathematics treats a subject matter which is
gwen independently of logic. Mathematics, therefore, can never be grounded sole-
ly on logic. Consequently, Frege’s and Dedekind’s attempts to so ground it were
doomed to failure.” [14, 192]

Palaan tahan logiikan, matematiikan ja ajattelun rakenteiden aihealueeseen myo-
hemmin luvuissa 5 ja 6 Lakatosin ajatusten valossa.

Hilbert lausuu vuoden 1927 Hampurin puheessaan heti aiemman ajattelun raken-
teita koskevan viitteensa jilkeen tieteenfilosofisen kannanoton:

.. .part of the task of science to liberate us from arbitrariness, sentiment, and habit
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and to protect us from the subjectivism that already made itself felt in Kronecker’s
views and, it seems to me, finds its culmination in intuitionism."[15, 475]

Formalistisen ohjelmansa lopulliseksi tavoitteeksi Hilbert nimedd matematiikan
vapauttamisen ennakko-oletuksista ja arvostelee kilpailijoidensa metafyysisid ja
epistemologisia nakemyksia:

"Already at this time I should like to assert what the final outcome will be: mat-
hematics is a presuppositionless science. To found it I do not need God, as does
Kronecker, or the assumption of a special faculty of our understanding attuned to
the principle of mathematical induction, as does Poincaré, or the primal intuition
of Brouwer, or, finally, as do Russell and Whitehead, axioms of infinity, reducibi-
lity, or completeness, which in fact are actual, contentual assumptions that cannot
be compensated for by consistency proofs."|15, 479]

En kéy ldpi Brouwerin ja Russellin & Whiteheadin ehdotuksia matematiikan pe-
rustaksi yhté perusteellisesti kuin Hilbertin, koska Lakatos ei kiy heidédn kanssaan
suoraan dialogia teoksessa Proofs and Refutations. Hilbertin ldhestymistapa saa-
vutti enemmaéan suosiota kuin muut kilpailevat matematiikan perustan projektit.
Kilpailevien perustanrakennusprojektien yksityiskohtaisen vertailun sijaan on hyo-
dyllisté tarkastella, millaisia filosofisia ja metodologisia kysymyksia matematiikan
alalla kiytiin niiden vastakkainasettelun seurauksena. 1900-luvun alkupuoliskolla
matematiikan tutkimusprosessit otettiin korostetun tietoisesti matemaattisen ana-
lyysin ja kehityksen kohteeksi, mistd seurasi nimitys "metamatematiikka". Taméa
ilmeni jo vuonna 1905, kun David Hilbert véitti, ettd "[we can/ consider the proof
itself to be a mathematical object.” [32]

Kokoavasti voimme siis todeta, ettd formalismi on matemaattinen koulukunta, jota
méadrittad nakemys matematiikan lahtokohta-oletuksista seké tarkkaan méaaritelty
metodologia:

1. Logiikan symbolit ja operaatiot osana matematiikan aksioomia

2. Aksioomien lukumééran ja siséllon rajoittamattomuus (poikkeus alla)
3. Vaatimus aksioomien keskenéisesté ristiriiddattomuudesta

4. Vaatimus lauseiden palautettavuudesta aksioomiin

Hilbertin formalismi rakentui Russellin ja Whiteheadin logisismin varaan sitou-
tuessaan inhimillisen ajattelun rakenteista ammentavaan logiikkaan matematiikan
perustana. Matematiikan tutkimuskohteena olevien olioiden joukkoa oli siis laa-
jennettu. Erityisen mielenkiintoista tdssd murroksessa on Hilbertin nakemys, etté
niamé uudet "metamatemaattiset"tutkimuskohteet, eli matemaattiset todistukset
sinédnsé eika niiden todistettavat, otettiin tutkimuskohteeksi ilman, etta tutkimus-
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metodologia muuttui perustavanlaatuisesti. Hilbert kohteli todistuksia koskevaa
metamatemaattista tutkimusta matemaattisen tiedon tuottamisena, ja rinnasti
asettamansa aksioomien muodostusprosessin kompleksilukujen keksimiseen ja va-
kiintumiseen [14, 195]. Taustalla kiytiin kuitenkin epistemologista keskustelua ma-
temaattisen tiedon oikeutuksesta. Matematiikka otti askeleen filosofian suuntaan
tassa laajennuksessa. Hilbertin formalismi sisélsi epistemologisia positioita, joil-
le 16ytyy historiallinen kehys ja haastajia. 1900-luvulle sijoittuu myo6s ontologista
keskustelua matemaattisten olioiden olemassaolosta, mutta keskityn nyt epistemo-
logiseen keskusteluun.

3.1.2 1900-luvun alun metamatemaattisen keskustelun filosofiset ulot-
tuvuudet

Koska Hilbert rajasi metamatematiikan puhtaasti matemaattisesti metodiksi, sii-
hen liittyvad matemaattis-filosofista keskustelua voitaisiin pitda erillisend koko-
naisuutena metamatematiikasta. Tésséd on ndenndinen ristiriita tai ainakin kom-
munikaatiotavan ero verrattuna Imre Lakatosin tuotantoon, jossa mielestédni on
lasna lausumaton ajatus metamatematiikan filosofisuudesta. Téma korostuu var-
sinkin Lakatosin yksittaisissa artikkeleissa, joissa hdn pohtii matematiikan ratio-
naalisuutta ja erehtyviisyytta. Itse nden mielekkdimpéana ndkemyksen, jossa me-
tamatematiikka sisaltda niin merkittavasti filosofista sisdltoa, ettei sen rajaaminen
filosofian ulkopuolelle ole mielekasta. Tulkitsen metamatematiikan sijainnin mate-
matiikan ja filosofian véilimaastossa siis lihemmaéksi filosofiaa kuin Hilbert.

Teos Proofs and Refutations osaltaan yhdistdd matematiikan metodologian tar-
kastelua epistemologisempaan tiedon perustan ja paattelyn tarkasteluun. Tamé
yhdistelmé ei ole ennennékeméton. Kun tarkastellaan 1900-luvun alun matematii-
kan filosofiaa, 16ydetdédn merkittéavid epistemologisia kysymyksia. Késittelen néisté
kahta:

1. Aarettomén kokonaisuus
2. Intuitionistinen formalismin kritiikki

Namaé esimerkit antavat kontekstia millaista matematiikan filosofian keskustelua
kdytiin ennen Lakatosin puheenvuoroja. Muita merkittavia esimerkkeja, jotka si-
vuutan, ovat esimerkiksi Ludwig Wittgensteinin ajatukset kielen, logiikan ja ma-
tematiikan suhteesta ja eritasoisten formaalin logiikan jarjestelmien kehitys ak-
sioomatutkimuksen rinnalla. Sivuutan my6s suuren osan matematiikan ontologian
tarkastelusta, silld vaikka esimerkiksi kysymys olemassaolotodistuksista (existence
proof) oli esilld Hilbertin metamatematiikassa, se ei saavuta merkittavid asemaa
Imre Lakatosin argumenteissa.
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Adrettomén késite matematiikassa oli filosofisen keskustelun kohteena 1900-luvun
alussa. Useaa eri konstruktiota matematiikassa voidaan kutsua epédmuodollises-
sa kielenkdytossa "darettomaksi". Lukusuoralle sijoittuvia reaalilukuja on "aére-
ton"maéra ja luonnollisten lukujen lukuméara on myos "déreton", mutta ndiden
aarettomyyksien keskendisten suuruuksien vertailu on avoin kysymys matematii-
kassa (kontinuumihypoteesi). Muita ndkokulmia ovat esimerkiksi. "aéarettomén pie-
net"etéisyydet lukusuoralla, eli infinitesimaalit ja "ddrettoméan pitkét"lukujonot.
Augustin-Louis Cauchyn ja Karl Weierstralin kehittelemé 6 — e-menetelmé pa-
lautti osan néistd "ddrettomista"kysymyksista ja kisitteista dérellisten kisitteiden
vertailuksi. Vuoden 1925 puheessaan " On the infinite"Hilbert tulkitsee aikaistaan
aarettomyyskeskustelun tilaa seuraavasti:

"Nevertheless the infinite still appears in the infinite numerical series which defines
the real numbers and in the concept of the real number system which is thought
of as a completed totality ezisting all at once."|14, 183] (lihavointi lisdtty)

Adrettomyyden eksistenssi ei ole Hilbertin oma ontologinen kanta. Héin toteaa, etté
reaalilukujen ajatellaan olevan suljettu kokonaisuus, ottaen etdisyytta kysymyk-
seen. Téama on linjassa Hilbertin formalismin yleisen linjan kanssa: aksioomiksi voi-
daan valita mielivaltaisesti mité tahansa, kunhan vaatimus ristiriidattomuudesta
pitad. Hilbert olisi siis periaatteessa hyviaksynyt minka tahansa darettomyyskan-
nan ottavan siséisesti ristiriiddattoman matemaattisen jarjestelmén, olematta etu-
kiteen filosofisesti sitoutunut suosimaan suuntausta tai toista. Itse tulkitsen, etta
Hilbert olisi mieluummin jattanyt filosofiset kannanotot lausumatta aksioomata-
solla jos mahdollista, ellei tallainen sitoutuminen olisi tuottanut kdytannon tutki-
muksia edistévid tuloksia. Adrettomyyden totaaliuden kieltdminen oli intuitionis-
tisen koulukunnan tarkeimmaélle kehittéajélle, L. E. J. Brouwerille a prior: linjaus,
jota hén perusteli ajattelun rakenteilla.[42][21] Hilbert, joka myds vetosi ajattelun
rakenteisiin loogisten aksioomien yhteydessa, piti kysymystéa siis vihemmén mer-
kityksellisend. Tamaé ilmentdaa Hilbertin yleisté linjaa kiinnostuksen keskittdmises-
td matematiikan metodologiaan ja tuloksiin, eikd matemaattis-filosofiseen pohdin-
taan. Puheessaan Hilbert esittdd kannanoton, ettd luonnossa mitédén jatkumoa ei
voida jakaa ddrettomén pieniin osiin (kvantittumis-ilmio fysiikassa). Sen sijaan han
puoltaa darettomyyden hyddyllisyytté, jopa valttamattomyytta puhtaasti ajatuk-
sellisena rakennelmana matematiikassa. [14, 185-187]

Hilbert erottaa toisistaan kaksi eri epdmuodollisen kielen "ad&retonta":

"Someone —— might say that in analysis we deal with the infinitely large and the
infinitely small as only limiting concepts, as something becoming, happening, i.e.,
with the potential infinite. But this is not the true infinite. We meet the true infinite
when we regard the totality of numbers 1,2,3.4, ... itself as a completed unity, or
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when we regard the points of an interval as a totality of things which exists all
at once. This kind of infinity is known as actual infinity."[14, 188] (kursivointi
alkuperéinen)

Tamaé kasitys darettomyydesta ja naiivi lukuteoria kuitenkin aiheuttivat merkitté-
via paradokseja, kuten Burali-Forti-paradoksin, Cantorin paradoksin ja Russellin
paradoksin. |21, 36] Nykyaikana ndmé paradoksit on ratkaistu kehittyneemmilla
lukuteorian aksiomatisoinneilla, tdrkeimpéana Zermelo-Fraenkel-lukuteoria. Hilbert
itse tarjosi vastauksekseen koko matematiikan formalisoimista hénen ajatustensa
mukaisesti, kiytannossid koko matematiikan kattavaa ristiriidattomuustodistusta,
mikd hanen mukaansa estéisi ristiriitojen muodostumisen.

L.E.J Brouwer oli Hilbertin merkittavimpia vastapelureita 1900-luvun alun ma-
tematiikanfilosofiassa. Han edusti intuitionistista koulukuntaa ja suhtautui kriit-
tisesti matematiikan perinteeseen, jossa perustavanlaatuisia maaritelmia luodaan
"tyhjastd", esimerkiksi aksioomia asetettaessa. Brouwer kyseenalaisti olemassaolo-
postulaatit, esimerkiksi darettoméan totaalisuuden. Leopold Kronecker oli jo 1880-
luvulla kritisoinut Karl Weierstraftin, Richard Dedekindin ja Georg Cantorin méaé-
ritelmié vaittden niiden olevan vain sanoja, jotka eivit ohjeista arvioimaan, tayt-
taako tutkimuskohde annettua méaaritelméé. |21, 46] Brouwerin kisitys matematii-
kasta rakentuu konstruktioille, eli hian vaati matemaattisen todistuksen sisaltavan
mielelldédn ohjeistuksen, miten tutkittava matemaattinen ilmié voidaan mallintaa
esiin, tai miten voidaan mallintaa ristiriitainen tilanne, joka osoittaisi mallinnuksen
olevan mahdotonta. Ohjeistus olisi parhaimmillaan algoritminen, mahdollisimman
vahan tulkinnanvaraa jattava prosessi. Tatd kutsutaan matematiikassa konstruk-
tiotodistukseksi (constructive proof). Jokaisen matemaattisen véitteen yhteydessa
tulisi siis esittdd prosessi, jolla tuloksen voi konstruoida. Tai vaihtoehtoisesti, jos
todistuksen kohteena on jonkin matemaattisen entiteetin olemattomuus, osoittaa,
ettd taméan konstruktio on mahdotonta. Brouwerin vaatimus konstruktiotodistuk-
sille kyseenalaistaa epésuoran todistamisen metodin, joka on hyvin yleinen, pe-
rustavanlaatuinen todistusstrategia matematiikassa. Epéasuora todistus matema-
tiikassa perustuu ristiriidan lakiin (véite ja sen vastaviite eivit voi olla totta yhta
aikaa) ja kolmannen poissuljetun lakiin (véite on joko tosi tai epétosi). Brouwer
asetti kolmannen poissuljetun lain kyseenalaiseksi. Konstruktiotodistuksessa ei sai-
si hyddyntéaa epédsuoraa todistusta. Tama tiukka vaatimus konstruktiotodistuksis-
sa ei ollut pelkastdan Brouwerin kannattama. Jules Molk kommentoi kolmannen
poissuljetun lakia ja olemassaolotodistuksia alaviitteessa ranskannoksessaan Fe-
lix Kleinin teoksesta Enzyklopddie der mathematischen Wissenschaften und thren
Grenzgebiete seuraavasti:

"In order to give a mathematical demonstration of a proposition, it does not suffice,
for example, to establish that the contrary proposition implies a contradiction. One
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has to give a procedure that, operating on the elements under consideration, by
means of a finite number of arithmetical operations in the old sense of the word,
permits one to obtain the result formulated by the proposition to be demonstrated.”
[34][42, kiddnnos ranskasta englantiin|

Brouwer itse puolestaan kirjoittaa:

"Now the principium tertii exclusi: this demands that every supposition is either
correct or incorrect, mathematically: that of every supposed fitting in a certain way
of systems in one another, either the termination or the blockage by impossibility,
can be constructed. The question of the validity of the principium tertii exclusi is
thus equivalent to the question concerning the possibility of unsolvable mathema-
tical problems. For the already proclaimed conviction that unsolvable mathematical
problems do not exist, no indication of a demonstration is present.”[42, 29| (kur-
siivi alkuperéinen)

Brouwer jatkaa myontamaélla, ettd kolmannen poissuljetun laki on péteva paitte-
lyperiaate tarkasteltaessa tietynlaisia rajattuja, ei-jatkuvia jarjestelmié, joissa voi-
daan konstruoida jokainen tapaus lapi, mahdollisesti koneellisesti. Laajennoksena
talle, Brouwer hyviaksyy myo6s lukujen ominaisuuksia koskevan induktiopdattelyn:
jos jonkin lukuteoreettisen ominaisuuden osoittava konstruktio 16ytyy mielivaltai-
selle kokonaisluvulle ja voidaan osoittaa konstruktio, jolla tdmé& ominaisuus siirtyy
systemaattisesti toiselle, uudelle kokonaisluvulle, ominaisuus on konstruoitavissa
kaikille kokonaisluvuille, vaikka niiden lukumééra on daretén. Brouwer painottaa,
ettd tallainen induktiivinen konstruointi on a posteriori-tietoa. Konstruktion mah-
dollisuutta ei voi Brouwerin mukaan arvioida a priori, mutta konstruktion mah-
dottomuus, eli ristiriidan konstruktio, voi onnistua yrityksen ja erehdyksen kautta,
miké osoittaa konstruktion mahdottomaksi a posteriori. [42, 29] Brouwer késitteli
aihetta hieman laajemmin vaitoskirjassaan. [4, 148] Ajatukset yrityksesté ja ereh-
dyksesta sekd matemaattisista teoreemoista a posteriori-tietona heijastuvat myos
Lakatosin tuotannossa: niita kasitelldan luvuissa 4 ja 5.

Arend Heyting kommentoi Brouwerin kantaa seuraavasti:

"According to Brouwer —— no science, in particular not philosophy or logic, can
be a presupposition of mathematics. It would be circular to apply any philosophical
or logical principles as means of proof, since mathematical conceptions are already
presupposed in the formation of such principles."[13|

Tamé ndkemys on Russellin logisismille ja Hilbertin formalismille téysin vastakkai-
nen. Lainauksen jalkimmaisessa virkkeessa Heytingin viittaamat "filosofis-loogiset
periaatteet"tarkoittavat aristotelista logiikkaa, jonka taustaoletuksiin kuuluu luon-
nollisten lukujen laskusdénnot, mikd johtaa kehdpéaatelméasdn yritettdessa perus-
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tella luonnollisten lukujen ominaisuuksia aristotelisen logiikan ominaisuuksilla|21,
46||42]. Tulkitsen Brouwerin kritiikin ylettyvin epistemologiseen koherentismiin
(vaitejoukon episteeminen oikeutus riippuu koko joukon ristiriidattomuudesta eiké
yksittéiset kehdpadtelmét kaada sitd). Hilbertin projektin voidaan késittdd hake-
van oikeutusta matemaattiselle tiedolle seké foundationalismin etté koherentismin
kautta. Vaikka Hilbert vaittikin, ettd matematiikan rakenteiden tulee pohjautua
ajattelun rakenteisiin, hén ei formalismin projektissaan asettanut logiikan sdanto-
ja matematiikan yldpuolelle, vaan sen rinnalle yhdistéessédan loogiset aksioomat ja
oliot lukuteoreettisiin aksioomiin ja olioihin yhdeksi suureksi aksioomajoukoksi, jo-
ka takaa matemaattisten teorioiden totuuden ristiriidattomuustodistuksien kaut-
ta. Brouwerin viite, ettei filosofiankaan tulisi asettua matematiikaan perustaksi
jaa hieman epaselviksi. Brouwerin ajatukset matematiikan perustaksi rajataan
kuitenkin tarkastelun ulkopuolelle, silla ne eivit ole Imre Lakatosin suoran kom-
mentoinnin kohteena samalla tavalla kuin Hilbertin formalismi. Brouwer kuiten-
kin asetti 1900-luvun alussa merkittévasti erilaisen, etenkin filosofisesti erilaisen,
nikemyksen matematiikan perustaksi. Matematiikan perustan ei siis vélttamatta
tarvitse olla formalismin mukainen. 1900-luvun matematiikka olisi voinut kehittya
eri tavalla, jos Brouwerin intuitionismi olisi paatynyt vallitsevaksi perustateoriaksi.

Nykyaikana kiytetyin aksioomajoukko, ZFC siséltaéd aksioomia, jotka mahdollis-
tavat olemassaoloviitteiden esittdmisen ilman ohjeistusta kyseessd olevan olion
konstruointiin. Néistd aksioomista, jotka altistuvat Brouwerin kritiikille, ovat tér-
keimpiné dérettomyyden aksiooma (on olemassa viahintdén yksi ei-dérellinen jouk-
ko, yleensé luonnolliset luvut), kolmannen poissuljetun laki, sekéd valinnan aksioo-
ma. Kolmannen poissuljetun laki on esimerkki péaattelyperiaatteesta, joka ei oh-
jeista, miten sen tuloksena olemassaolevaksi paatelty olio saadaan konstruoitua.
Valinnan aksioomaa tarvitaan tukemaan olemassaolotodistuksia, jotka perustuvat
aarettomien joukkojen osittamiseen.

Imre Lakatosin ajatusten taustalla oli siis keskustelua matematiikan perusteista,
logiikan ja matematiikan suhteesta, aarettomyyteen liittyvia joukko-opillisia para-
dokseja seka varsinkin Hilbertin kurinalaisuutta painottava formalistinen projekti
ja metodologia. Lakatos kidantad huomion matematiikan perusteista tapaan, jolla
matemaattista tutkimusta tehddén. Lakatosin Hilbertié kohtaan esittdma kritiikki
on siis merkittavésti erilaista kuin Brouwerin ja Hilbertin matematiikan perustei-
ta koskeva vastakkainasettelu. Metamatematiikkaa ja varsinkin teosta Proofs and
Refutations kisiteltdessa liikutaan veteen piirretylla viivalla matematiikan ja filo-
sofian vélimaastossa. 1900-luvun alkupuoliskon metamatemaatikot, Lakatos mu-
kaanlukien, painottivat keskustelun matemaattisia ulottuvuuksia tuottaen hyvin
matemaattista tekstid, jonka sisilto ja merkitykset eivéit helposti aukea ilman ma-
temaattista perehtyneisyytta. Mielestani Lakatosin arvo metamatemaattisessa kes-
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kustelussa 16ytyy filosofian puolelta: Lakatos tuo esiin metamatematiikan filosofi-
set ulottuvuudet ja tuo esiin filosofisia kysymyksid matemaattisten kiytantojen
ja sitoumusten pohjalta. Namaé tieteenfilosofiset rikkaudet ovat kuitenkin, teoksen
erinomaisen selkeésta rakenteesta ja tekstistd huolimatta, matemaattisen verhon ja
jargonin peitossa, mikd luo merkittdvan kynnyksen matematiikkaan perehtymét-
tomille tieteenfilosofeille uppoutua Lakatosin ajatuksiin. Toistuva esimerkki téllai-
sesta matemaattis-filosofisesta keskustelunaiheesta on "euklidisen projektin"kéasite,
jota tarkastellaan seuraavassa alaluvussa.

3.1.3 Matematiikka euklidisena projektina

Kaésite "euklidinen projekti"tai "euklidinen metodi"on keskeisessé asemassa mate-
maattis-filosofista kritiikkié, jonka Lakatos kohdistaa aikansa metamatemaattiseen
keskusteluun. Tamén késitteen sisiltoa on syyta tarkastella.

On téarkedd huomata, ettd adjektiivi "euklidinen"on téssé yhteydessa tulkittava
aatehistoriallisena eikd matemaattisena késitteend. Matemaattisessa asiayhteydes-
sé kasitteen "euklidinen"tulkitaan viittavan FEukleideen Alkeet-teoksessa esitel-
tyyn geometrian aksioomajoukkoon, joka on toiminut perustana euklidisen ava-
ruuden madrittelysséd osana geometrian ja topologian kehitystd. Matemaattises-
sa asiayhteydessd vastakohta adjektiiville "euklidinen"on adjektiivi "epéeuklidi-
nen"esimerkiksi osana termeja "epéeuklidinen avaruus'"tai "epéeuklidinen geomet-
ria", joilla viitataan epdstandardeihin, poikkeuksellisiin tilakésityksiin ja -mééri-
telmiin, kuten pallon pinnalle sijoitettu koordinaatisto. Téssé tutkielmassa tdmé
matemaattinen merkitys ei kuitenkaan ole kiytosséd, vaan adjektiivilla viitataan
tietynlaiseen matematiikan tekemisen tapaan, suorastaan arvopohjaan, jota ku-
vaillaan téssé alaluvussa.

Euklidista koulukuntaa voisi (anakronistisesti) kutsua metamatemaattiseksi aate-
suunnaksi. Eukleideen Alkeet-teos nautti miltei kyseenalaistamatonta arvostusta
1800-luvun loppupuolelle saakka. [10] Taméa ylhdinen asema piti paikkansa geo-
metriassa teoksen ollessa opetuskiytossd noin kaksituhatta vuotta, mutta myos
laajemmin tieteessd: Alkeet-teosta pidettiin erinomaisena tieteené. Aristoteles oli
pitdnyt euklidista geometriaa suuressa arvossa, René Descartes rakensi filosofi-
aa deduktiivisen péadttelyn varaan, Baruch Spinoza kirjoitti etiikkaa késittelevian
teoksensa Fthica ordine geometrico demonstrata Eudleideen Alkeet-teoksen raken-
netta mukaillen ja John Locken mukaan geometriassa on nahtavissa "the utmost
security of demonstration” |10]. Listaa voisi jatkaa. 1800-luvun loppupuolella geo-
metrian vankkumaton asema alkoi kuitenkin murentua, esimerkiksi etaisyyden ja
pinnan késitteiden osalta. 1900-luvun alkupuoliskolla geometria oli muuttunut Al-
keet-teoksen sisalloistéd, mutta sen tieteenfilosofinen asema vield sinnitteli.
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Tiedostettaessa matemaattis-filosofisen keskustelun taustat, joiden aikana ja seu-
rauksena Lakatos kirjoitti teoksen Proofs and Refutations, viittaukset eudlidiaani-
siin projekteihin voidaan tulkita viittauksiksi Hilbertin projektiin (kts. luku 3.1.1),
jota Lakatos piti mitda suurimmassa méaarin euklidisena. Kuitenkin toisinaan teok-
sessa Proofs and refutations Lakatos viittaa "euklidiseen metodiin"historiallisena,
metodologisena kokonaisuutena. Lakatos kiyttaa tata termia seké viitatakseen an-
tiikin Kreikan aikaiseen matemaattiseen tutkimukseen Eukleideen Alkeet teoksesta
eteenpdin, etté pitkdaikaisena matematiikan alan traditiona, joka on Lakatosin mu-
kaan toiminut matematiikan metodologisena perustana Euklideesta nykypéaivadn
saakka. Termilla on siis kaksoismerkitys Lakatosin tuotannossa, vaikka jalkimmaéi-
nen merkitys onkin yleisempi ja Lakatosin argumenttien kannalta relevantimpi.
Kasittelen kuitenkin hieman antiikin Kreikan metodologiaa, silla "euklidinen me-
todi"ei ole toteutunut muuttumattomana historian saatossa.

Teun Koetsier kokoaa teoksessaan Lakatos’ Philosophy of Mathematics [22] histo-
rian ja aatehistorian tutkimustuloksia taustoittaakseen Lakatoksen véitteita eukli-
disesta metodista.

Tarked artikkeli, jossa Lakatos kisittelee matematiikan perusldahtokohtia on Infini-
te Regress and foundations of mathematics|30], jota késittelen tarkemmin luvussa
6. Lakatos nostaa jopa artikkelin otsikkoon ajatuksen, ettd matematiikalla ei ole
yhté yksittdistd perustaa, vaan useita perustoja. Lakatos méaéarittelee "euklidisen
projektin"epistemologiset ulottuvuudet seuraavasti artikkelissaan A renaissance of
empiricism in the recent philosophy of mathematics?, joka julkaistiin osittaisena
vuonna 1967 ja laajemmin postuumisti vasta 1978 [29]:

"Classical epistemology has for two thousand years modelled its ideal of a theory,
whether scientific or mathematical, on its conception of Euclidean geometry. The
tdeal theory is a deductive system with an indubitable truth-injection at the top a
finite collection of axioms) — so that truth, flowing down from the top through the
safe truth-preserving channels of valid inferences, inundates the whole system. —
— Let us call those sentences of a deductive system in which some truth values are
initially injected , “basic statemets’, and the subset of basic statements which receive
the particular value true, ‘true’ basic statements. Then a system is Euclidean if it
is the [deductive| closure of those of its basic statements which are assumed to be
true. Otherwise it is quasi-empirical. "[29, 28] (kursiivi ja hakasulkeet alkuperéiset)

Késite "quasi-empirical"eli kvasi-empiirinen siséltad siis kaikki teoriat, jotka ei-
vat noudata euklidista suunnitelmaa. Lakatos tarkentaa késitteitd eksplikoimal-
la kirjoittamattomia sdantoja, jotka liittyvat euklidiseen ja kvasi-empiiriseen teo-
rianmuodostukseen: euklidista teoriaa on hyviksyttivaa vaittaa todeksi, kun taas
kvasi-empiirinen teoria on aina kyseenalainen, vaikka se keraisi tukea todistusai-
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neistosta. Euklidisessa teoriassa pieni osa ("huippu") tosia lauseita todistaa koko
teorian todeksi, kun taas kvasi-empiirisessé teoriassa tarkeimmat kasitteet selite-
tadn teorian kokonaisuuden avulla ja osana |29, 7, vapaa suomennos].

Lakatosin mukaan jokainen tieteenala joutuu valitsemaan, kumpaa epistemologis-
ta ideaalia se kiyttaa: euklidista vai kvasi-empiirista. Selitysmalli siis kattaa koko
tieteen, mutta epdilen vahvasti, ettd Lakatos olisi tarkoittanut téatd kahtiajakoa
kéytettaviksi laajemmin tieteenfilosofisessa tutkimuksessa. Ennemmin tdméa kah-
tiajako valaisee matematiikan tieteenalan luonnetta osana Lakatosin pyrkimyksia
osoittaa, ettei matematiikka vélttamatta ole euklidinen tiede. Lakatos nimeéaé kol-
me vaihetta euklidisen tieteenalan teorianmuodostusprosessissa [29, 29|

1. Esitieteellinen yrityksen ja erehdyksen kausi
2. Perusteiden rakennus: paattelyrakenteiden organisointi ja rajaukset
3. Jarjestelmén sisdén jadneiden kysymysten ratkaisujen péadtteleminen

Euklidisen tieteen itsekritiikki perustuu Lakatosin mukaan varmuuden epéilyyn:
mitéd paattelyketjut ("todistukset") oikeasti todistavat, ja ovatko kiytetyt metodit
litan vahvoja, ja siten alttiita erehdyksille [29, 30].

Kun Lakatos selostaa matemaattisen todistuksen méaaritelméas formalistisessa tra-
ditiossa, kyseessa on euklidisen epistemologian toimintaesimerkki matematiikan
tieteenalalla:

"Most of the students of modern philosophy of mathematics will instinctively define
proof according to their narrow formalist conception of mathematics. That is, they
will say that a proof is a finite sequence of formulae of some given system, where
each formula derived by a rule of the system from some of the preceeding formulae.
"Pure’ formalism admaits any formal system, so we must specify in which system
S we operate; then we speak only about an S-proof. Logicism admits essentially
only one large distinguished system, and so essentially admits a single concept of
proof."|25, 62]

Ylldoleva lainaus kuvastaa myos osaltaan matematiikan rationaalisuutta euklidi-
sessa ohjelmassa. Matematiikan rationaalisuutta késitellaén lisda luvussa 5.

Lakatos kiinnittda huomiota késitteiden maarittelyyn euklidisessa projektissa:

"EPSILON: I understand your sarcasm! Once before you queried my definitions.
I then said they are, in fact, indubitably true axioms stating the essence of the
concepts in question, with the help of infallibly clear and distinct intuition. I have
though about this since and I think I have to give up my Aristotelian view of
definitions. When I define a vague term, I in fact replace it by a new one, and
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the old term serves only as an abbreviation of my new one”[28, 121] (kursiivi
alkuperéinen)

Lakatos selittdé tata lainausta artikkelissaan The Method of Analysis-Synthesis:

"In the seventeenth and eighteenth centuries calculus, "unreasoned’ facts, invaded
mathematics. How to rationalize them, how to raise them to the level of ‘reasoned’
facts soon became a central problem. Cauchy and his followers solved the problem
by the ’‘translation-procedure’. .. The explanation of some facts about the real line
using complex function theory is analogous to the transcendental hypotheses of
physics. To deduce these hypotheses from first principles was one of the problems
which the arithmetization of mathematics and then logicization of mathematics set
out to solve."|24, 88| (kursiivi alkuperéinen)

"Kéantdminen"on siis erds tapa korjata epdvarmuutta euklidisessa projektissa.
Teoksen Proofs and Refutations toinen pailuku késittelee euklidista projektia pit-
kin kddnnosesimerkin kautta.|28, 106] Luvussa Lakatos késittelee esimerkin, jossa
avaruusgeometrian ongelma ilmaistaan ja ratkaistaan lineaarialgebran kirkkaalla
ja selkedlld kielella. Téssa on kyseessd epéaformaalin ongelman formalisointi. For-
malisoitu, ratkaistu ongelma on tautologia:

"THETA: ... If there are no counterexamples to the [formal] theorem, we shall call
the theorem a tautology: in our case an arithmetico-set theoretical tautology."|28,
124-125| (kursiivi alkuperéinen)

Euklidisen projektin sisdllda matemaattisen tutkimustyon tavoitteena on siis tau-
tologioiden tuottaminen. Lakatos jattaé teoksessa Proofs and Refutations euklidi-
sen projektin erehtyviisyyden pohtimisen avoimeksi. Matematiikan erehtyvéiisyyt-
té kasitellidn enemmaéan luvuissa 6 ja 7. Lopulliset tautologiat tayttéavat todistuk-
sille asetetun kriteerin: tulosten on oltava lopullisia ja varmoja [24, 75|. Lakatos
tulkitsee tdméan vaatimuksen olevan voimassa nykypéivianakin eri sanamuodossa
puhuttaessa riittavistéd ja valttaméttomista ehdoistal28, 63-65].

Lakatos paattelee, ettd euklidinen tutkimusohjelma on pohjimmiltaan anti-empi-
ristinen, aistihavaintoja vastustava. Hin muotoilee kaksi euklidisessa tutkimusoh-
jelmassa esiintyvaa kriteerié, jotka tukevat téata tulkintaa:

1. Vain jarjen erehtymaton intuitio voi varmentaa vaitelauseet niin, ettei epai-
lyksia jaa.
2. Tosiasiat on osoitettava varmoista periaatteista tai méadritelmista.|24, 5|

Euklidisen koulukunnan ongelmanratkaisumetodologia on Lakatosin kriittisen tar-
kastelun kohteena hénen eri kirjoituksissaan. Artikkeli The Method of Analysis-
Synthesis kiy lapi aatehistoriallisen tarkastelun tdméan metodologian kehityksesta
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historian saatossa, painottaen Eukleideen Alkeet-teoksen kirjan 13 sisdltod ja sen
metodologian myOohempéd soveltamista luonnontieteisiin. Lakatos kayttda tasté
termia "kartesiolainen kehd". Karteesiolainen kehé oli Lakatosin mukaan nykyis-
ta hypoteeseihin perustuvaa tieteellisen tutkimuksen mallia edeltényt rakenne [27,
103|. Euklidisten luonnontieteiden tarkastelu rajataan padsddntoisesti pois tasta
tutkielmasta, mutta Alkeet-teoksen kirjan 13 sisdlté on metamatemaattisesti re-
levanttia kontrastina Lakatoksen omaan todistusten ja kumoajien metodologian
esitykseen teoksessa Proofs and Refutations.

Lakatos huomauttaa, etta euklidisessa heuristiikassa tiedontuotanto ja todistami-
nen ovat erilldadn. Todistusten ja kumoajien metodissa tiedontuotanto ja todis-
taminen ovat osa samaa prosessia (tdstd enemmén luvussa 5.1). Alkeet-teoksen
kirjan 13 alkuperéistekstit ovat korruptoituneet, joten Lakatos kayttaa lahteendéan
Pappus Aleksandrialaisen selitysteosta. Allaolevasta lainauksesta kiy ilmi tiedon-
tuotannon (analyysi) ja todistamisen (synteesi) erillisyys. On huomattava, ettd
termit "analyysi"ja "synteesi"on tulkittava antiikin kreikkalaisessa merkityksessé
ja kontekstissa eikd modernimmassa esim. dialektisessa merkityksessa.

"Analysis then takes what is sought as if it were admitted and passes from it th-
rough its successive consequences to something which is admitted as the result of
synthesis: for in analysis we assume that which is sought as if it were (already) do-
ne (yeyovés ), and we inquire what it is from which this results, and again what is
the antecedent cause of the latter, and so on, until by so retracing our steps we co-
me upon something already known or belonging to the class of first principles , and
such a method we call analysis as being solution backwards (dvamolw Aoow ). "[11,
138-139]

"But in synthesis, reversing the process, we take as already done that which was
last arrived at in the analysis and , by arranging in their natural order as con-
sequences what were before antecedents, and successfully connecting them one with
another, we arrive finally at the construction of what was sought; and this we call
synthesis."[11, 138-139|

Teoksessa Proofs and Refutations euklidista metodologiaa ei eksplikoida néin suo-
raan. Tastd huolimatta sita kritisoidaan suuressa maérin. Lakatos kiinnitti erityis-
td huomiota euklidisen metodin kyvyttomyyteen késitelld vastaesimerkkeja raken-
tavasti, kuvaillen menetelmaé, jossa vastaesimerkit karsinoidaan rajattujen maa-
ritelmien avulla tulosten ulkopuolelle "heuristisesti steriiliksi"[28, 136]. Tamé&n
menetelmén vastaesimerkkien varalle Lakatos nimesi "poikkeusten poissulkemisen
menetelméksi" (exception-barring method).

Lakatos kayttda esimerkkind euklidisen tutkimuksen tekemisestd matematiikassa
1800-luvun loppupuoliskolla tapahtunutta huolellisuuden (rigour) kehitysta. Hén
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kuvailee tdmén matematiikan historian kehitysvaiheen olleen Cauchyn johtamaa
euklidisen metodologian soveltamista: "The Cauchy revolution of rigour was moti-
vated by a conscious attempt to apply Euclidean methodology to the Calculus."|28,
137| Lakatos kiinnittdd huomiota siihen, ettd Cauchyn ldhtokohta on kdytettyjen
késitteiden aiempaa tarkempi maarittely:

"As for methods, I have had to give them all the rigour that one demands in
geometry, so at never to resort to reasons drawn from the generality of algebra.” 6]

Lainauksessa "geometry'"viittaa Eukleideen Alkeet-teokseen. Cauchy siis etsi vas-
taesimerkkeja differentiaalilaskennassa (esimerkiksi hajautuvista sarjoista seuraa-
via paradokseja) soveltaen Alkeet-teoksen 13. luvun analyysid. Lihtien tutkimaan
jo melko kehittynytta 1800-luvun differentiaalilaskentaa Cauchy lahti selvittamé&aan
sen ldhtokohta-oletuksia ja méaritelmid. Aina kun tdméa palauttava paattelyketju
epédonnistui, Cauchy oli 16ytéanyt vastaesimerkin, ristiriidan tai puutteen differenti-
aalilaskennan perusteissa. Témaéan urakan jélkeen differentiaalilaskennan perusteet
oli médritelty tarkemmin kuin ennen Cauchyn tutkimusta. Prosessin toinen osa,
eli euklidisen terminologian mukaisesti synteesi, alkoi, kun tdméan vastamaéritel-
lyn perustan pohjalle alettiin rekonstruoimaan differentiaalilaskennan menetelmia.
Téastéd projektista merkittavin osan tyosti Karl Weierstrafs 1800-luvun loppupuo-
liskolla mm. funktion jatkuvuuden ja véliarvolauseen osalta.

Kun differentiaalilaskennan perusta oli rakennettu Cauchyn johdolla, sen tarkas-
teluun ei tarvitsisi enéd palata. Euklidisen ohjelman mukainen pysyvéd perusta
kestéisi ikuisesti. Sen péalle rakennettaisiin yhé selittdvimpia matemaattisia kon-
struktioita. Varma perusta ja huolellisuus konstruktioiden laatimisessa takaisivat
ristiriidattomuuden. Taméa ajatus osoittautui utopiaksi myohemmin loydettyjen
paradoksien takia, kuten aiemmin téssa padluvussa tarkasteltiin. Varman perus-
tan rakentaminen vaihtui formaalin aksioomajarjestelméan mielivaltaiseen valin-
taan ja ristiriidattomuuden vaatimus ensisijaisemmaksi tavoitteeksi aksioomava-
lintoihin verrattuna. Pohjimmiltaan tutkimuksen rakenne oli kuitenkin sama: ra-
kentaa syistd seurauksia loogisen paéttelyn kautta enenevissid maérin, kerryttéaen
matemaattista tietoa. Alkeet-teoksen luvun 13 analyysi/synteesi metodologian va-
lossa tulkittuna néaissa 1800-luvun lopun ja 1900-luvun alun metamatemaattisissa
muutoksissa analyysi, eli seurauksista syihin suuntautuva konstruktio jai taka-
alalle synteesin, eli syista seurauksiin tapahtuvan konstruktion ottaessa ensisijai-
semman asemarn.

Cauchy kiinnitti my6s huomiota matemaattisten konstruktioiden hyédyntdmaéaan
logiikkaan. Fuklidisessa perinteessd luonnollisien lukujen ominaisuuksiin perustu-
va "geometrinen'"tai "aristotelinen"logiikka, jossa erilaiset deduktiiviset padtelmét
valittavait tietosisallon perusteista péételmiin, oli vallalla.[22, VII] Cauchy kritisoi
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ankarasti mm. edeltdjiensa differentiaalilaskentaa, funktio-oppia ja sarjakehitel-
mié, vaittden niiden siséltdvan enimmaékseen induktiivista selittelyé eikd deduktii-
vista, pitavdd paattelyd. |28, 138] 1800-luvun alun differentiaalilaskennassa syntee-
sié oltiin tehty vaillinaisen analyysin kera, kunnes Cauchy palautti mielenkiinnon
analysiin ja Weierstrall ndennéisesti vei analyysin tyydyttéavaan loppuun asti dif-
ferentiaalilaskennan osalta. Lakatos kommentoi tita ajattelun muutosta vahvalla
vastakkainasettelulla:

"Inductive argument was fallible — therefore it was committed to the flames. De-
ductive argument took its place — because it was held to be infallible.”|28, 138§]
(alkuperiisessé tekstissi koko kommentti kursiivilla)

Hilbert puolestaan rakensi uudentyyppistd analyysid, kuitenkin pitden synteesié
merkityksellisempénd. Lakatos ei itse mainitse termeja analyysi tai synteesi esi-
tellessddn omaa todistusten ja kumoajien metamatemaattista teoriaansa, jota ké-
sitelladn tarkemmin luvussa 4. Lakatos kritisoi "euklidista koulukuntaa'", mutta
el sanonut omien metamatemaattisten konstruktioidensa olevan irrallisia sen vai-
kutuspiiristé tai jatkumosta. Sopivampi tulkinta onkin, ettd Lakatos oli tietoinen
(meta)matematiikan historiasta, ja oman tutkimuksensa suhteesta sithen. Tdma
historiallinen tietoisuus, tieteen historiallisuuden tiedostaminen ja kriittinen dia-
logi oman alansa tieteenhistorian kanssa on Lakatosin tuotannon erityinen ansio.
Tama ilmenee erityisesti, kun Lakatos rakentaa vastakkainasetteluita matematii-
kan kdytdnnon tutkimuksen ja formalistis-euklidisen teoriaperustan vélille teok-
sessa Proofs and Refutations sekd hdnen metamatematiikkaa késittelevissa filo-
sofisemmissa artikkeleissaan The method of analysis-synthesis, A renaissance of
empiricism in the recent philosophy of mathematics? ja Infinite regress and the
foundations of mathematics. [28][24][29][30]

4 Lakatosin todistusten ja kumoajien metodi

Teoksen Proofs and Refutations sisdlto voidaan jakaa kahteen osaan: metamate-
maattiseen keskusteluun seké todistusten ja kumoajien metodin esittelyyn. Aiem-
missa luvuissa on késitelty teosta puheenvuorona metamatemaattisessa keskuste-
lussa sekd Lakatosin asemaa keskustelijana matematiikan ja filosofian tieteenalo-
jen vilimaastossa. Nyt késittelen todistusten ja kumoajien metodia. N&ita kahta
teemaa yhdistda Lakatosin kaksi nakokulmaas:

1. Matematiikan historiallisuus
2. Matemaatikon mikrotason tyoskentelyn merkityksellisyys

Lakatosin myohempi teos The Methodology of Scientific Research Programmes|31|
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(myS6hemmin tekstissd MSRP) keskittyy enemmén tiedeyhteison makrotason tyos-
kentelyn mallintamiseen ja ohjeistamiseen esimerkiksi teorioiden vertailun nako-
kulmasta, kun taas Proofs and Refutations painottaa mikrotason tyoskentelyé,
kuten yksittaisten hypoteesien ja teoreemojen muodostamisprosessia.

Esittelen ensin metodin rungon, jonka jalkeen pohdin sen nédkokulmia ja lahtokoh-
tia. Luvuissa 5 ja 6 kisittelen metodin suhdetta ylla esitettyihin kahteen teoksen
Proofs and Refutations lapitunkevaan nakokulmaan.

Todistusten ja kumoajien metodin esittely teoksen dialogissa kestdéd pitkddn, noin
kolmasosan paalukujen tekstistd. Taustoitus koostuu vallalla olevien metamate-
maattisten periaatteiden kritisoimisesta avaruusgeometrian esimerkin kautta. Vas-
ta luvussa 1.5.c. dialogin henkil6 Lambda sanallistaa aiemmissa luvuissa esitetyn
"lemman siséllyttdmisen metodin"eksplisiittisiksi heuristisiksi sdédnndéiksi ja uudel-
leennimeéé sen "todistusten ja kumoajien metodiksi". Lambdan ajatukset dialo-
gissa heijastavat mm. Lakatosin aiempaa artikkelia Infinite regress and foundations
of mathematics|30| esitellen yhteyden popperilaisen falsifioinnin vélittymisen peri-
aatteen (principle of retransmission of falsity) ja lemmojen kriittisen tarkastelun
valilla. Alla on oma kédnnodkseni néistd heuristisista sddnnoistd Worralin ja Zaha-
rin toimittaman laitoksen vuoden 1981 korjatun julkaisun pohjalta (alkuperiiset
alaviitteet poistettu). Téssd luvussa esiintyvit odistusten ja kumoajien metodin
listaukset (ensimméinen heti alla, toinen mychemmin téssé luvussa) olen kdanté-
nyt suomeksi toisin kuin muut lainaukset téssé tutkielmassa. Kéannoés mahdollis-
taa késitteiden yksiselitteisemmén ja hienojakoisemman tarkastelun ensimmaéisté
lainausta seuraavissa tekstikappaleissa. Jotkin englanninkieliset termit ovat ma-
temaattista jargonia ja vaativat selittdmistd joka tapauksessa. Lisédksi joidenkin
termien sisalto ei tdssd yhteydessd mielestdani téysin vastaa sanakirjaméaritelmia,
vaan saavat lisimerkitysta popperilais-lakatosilaisessa kontekstissa. Naiden syiden
vuoksi lainaukset ovat suomeksi eiviatka englanniksi.

Sddnto 1: Jos aloitat otaksumasta, aseta tavoitteiksesi sekd sen todistaminen et-
ta kumoaminen. Tarkastele todistusta huolellisesti ja listaa sen ei-itsestddanselvdt
lemmat (timd on todistuksen analyysi)'. Etsi vastaesimerkkeji seki otaksumalle
(yleiset vastaesimerkit) etti epdilyttiville® lemmoille (paikalliset vastaesimerkit).

Sddnto 2: Jos aloitat yleisesti vastaesimerkistd, hylkdd otaksuma ja lisdd todis-

ISulkeissa olevat kisitteenasettelut sisdltyvit alkutekstiin, lukuunottamatta termis "hir-
vio" (poikkeus) koskevaa tarkennusta sddnndssi 2. Se on oma lisdykseni Lakatosin tekstin hen-
gessa.

2Dialogissa kisitellddn laajalti kysymystd milloin lemma on ei-itsestddnselvi. Kysymys on
subjektiivinen ja riippuu sekd matemaatikon ennakko-oletuksista ettd tdmén itsekriittisyyden
tasosta. Eri matemaatikot tuottavat hieman erilaisia lemmalistauksia ja tulkitsevat niiden itses-
tadnselvyytté eri tavoin.
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tuksen analysiisi sopiva lemma, jonka vastaesimerkki kumoaa. Seuraavaksi korvaa
hyldtty otaksuma uudella parannetulla otaksumalla, joka sisdllyttad kyseisen lem-
man lihtooletuksena eli alkuehtona. Al anna kumoamisen tulla ohitetuksi "hirvio-
nd" (poikkeuksena). Yritd sanallistaa kaikki "piilossa olevat lemmat "eksplisiittisesti.

Sddnto 3: Jos aloitat paikallisesta vastaesimerkistd, tutki onko se samalla myds
yleinen vastaesimerkki. Jos ndin on, voit soveltaa helposti sddntod 2. — —

Sddnto 4: Jos aloitat paikallisesta vastaesimerkisti joka ei ole myds yleinen, yritd
parantaa todistuksen analyysidst vaihtamalla kumottu lemma wvield kumoamatto-
maan.[28, 50, 58]

Saannosta 4 esitetddn myohemmin huomautus, ettd lemman lisédksi tai sijasta voi-
daan vaihtaa tutkimuksen kohteena oleva todistus paremmalla todistuksella (ele-
gantimmalla, vdhemmén lemmoja vaativalla tai vaikutusalueeltaan laajemmalla)|28,
59]. S&ént6 4 on esitelty dialogissa myohemmin kuin sddnnét 1-3. Sdannon 4 esit-
telee dialogissa henkilé Omega, eikd Lambda kuten sédntdjen 1-3 tapauksessa.
Henkilohahmona Lambdan tehtéviané on esitella popperilaista falsifikationismia ja
Lakatosin epistemologisia paatelmia. Lambda ennakoi artikkelia A renaissance of
empiricism in the recent philosophy of mathematics?, jonka Lakatos kirjoitti vuo-
sien 1965 ja 1967 valilla, mutta joka julkaistiin vasta 1976. Popperilaiseen epis-
temologiaan viittaa etenkin Lambdan kiyttdmé termi "retransmission of falsity".
Omegan nikemykset dialogissa puolestaan ovat Lakatosin omaa kehitelmééd. Ome-
ga kritisoi sadntoja 1-3: Vaikka lauseiden vaikutusalueen rajaaminen kasvattaa nii-
den totuusarvoa, menetetdén samalla informaatiosisaltod ja sovellusaluetta. Tassa
niakyy Lakatosin kritiikki euklidista koulukuntaa kohtaan. Lauseiden totuudelli-
suuden kasvattaminen on tarkeé arvo, mutta sen ohessa on huolehdittava, ettei to-
tuuden tavoittelu tee tieteen tuloksista tyhjid, tarpeettomia tautologioita. Omega
ajaa positiivista heuristiikkaa, eli ohjeistusta sisdllontuotantoon. Saanto 4 on po-
sitiivinen heuristiikka ja siten erilainen sd&nnéista 1-3, joiden tehtéva on parantaa
lausejarjestelman totuussisaltoa.

Todistusten ja kumoajien metodin sdannot siséltavit matemaattista jargonia. Se-
litdn seuraavaksi kaytettavia termeja laajemmin ymmarrettavalla kielelld, tavoit-
teenani avata matematiikan mikrotason tyoskentelyd muillekin kuin matematiikan
tutkijoille.

Otaksumalla tai arvauksella, englanniksi conjecture tarkoitetaan matemaattista
véitettd (eli lausetta tai teoreemaa), jota ei ole todistettu. Suomenkielinen sana
"otaksuma'viittaa matemaattiseen kontekstiin, kun taas késitetta arvaus voidaan
kayttad laajemmin varhaisesta hypoteesista. Lemma, ali apulause, on pienimuo-
toisempi otaksuma tai jo todistettu lause, jota ei varsinaisesti tutkita tai joka ei
ole sindnsé kiinnostava, mutta jota tarvitaan tutkittavan otaksuman loogisen to-
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distuksen rakentamiseksi. Lemma voi olla vélietappi otaksuman todistuksessa tai
apuviline, jonka avulla todistuksen péattelyketjua voidaan lyhentaa.

Matemaattinen otaksuma vastaa vain osittain luonnontieteen ja tieteenfilosofian
termid "hypoteesi". Otaksuman léhde voi olla esimerkiksi intuitio, ulkopuolelta
saatu tutkimuskysymys tai laajemman matemaattisen teorian pohjalta laadittu
ennuste. Otaksumaa voi tukea (corroborate) esimerkiksi numeerinen aineisto, in-
tuitio tai alustavat, epdmuodolliset todistukset. Intuitio voi téssé yhteydessa tar-
koittaa esimerkiksi samankaltaisten matemaattisten rakenteiden havaitsemista toi-
sessa, jo todistetussa matemaattisessa lauseessa tai teoriassa. Fysiikassa téllaista
intuitiota kutsutaan symmetriaksi, joka on itsessddn otaksuma eikd aina voimas-
saoleva, vaikka kyseinen otaksuma onkin saanut merkittavaa tukea onnistuneista
ennusteista esimerkiksi kvanttifysiikassa.

Otaksuman muuttaminen todistetuksi lauseeksi on matemaattinen ongelma. Suun-
nitelmallista, mutta epatiydellistd ldhestymistd ongelmanratkaisuun kutsutaan
heuristiikaksi. Yleisella tasolla heuristiikka tarkoittaa kayttdytymismalleja, joilla
ihminen ldhestyy ongelmia silloin, kun selkedd reittia ratkaisuun ei ole tiedossa.
Heuristista kiyttaytymista on tutkittu psykologian tieteenalan piirissa.

Matematiikassa substantiivi "heuristiikka"tarkoittaa suunnitelmaa tai algoritmis-
ta (ohjelmoitavaa) menetelméd, jolla lahestytddn ongelmaa silloin, kun péaattely-
ketju kysymyksenasettelusta lopputulokseen ei ole etukiteen selvilla. Lakatoksen
kritiikki euklidista koulukuntaa ja Hilbertin formalismia kohtaan vaittda niiden
aliarvioivan tai sivuuttavan heuristiikan merkityksen mikrotason matemaattisessa
tutkimustyossa.

Heuristiikan merkitys Lakatosin ajattelussa on suurelta osin lainattu George Poly-
alta. Heuristiikan hyoty ongelmanratkaisussa on toimia ajattelutapana, toiminta-
suunnitelmana tai ohjeistuksena, jolla ratkaisun lahestyminen on tehokkaampaa ja
varmempaa.|20, 243| Heuristiikkojen tutkiminen ja mééritteleminen on hyvin kéy-
tdnnonldheistd tutkimustyota. Polya listasi ja esitteli teoksessaan How to Solve It
yksinkertaisia, yleisid matemaattisia heuristiikkoja[38]. On téirkedd huomata, et-
td Lakatos maédritteli kisitteen "heuristiikka"uudelleen myohemmaéssé tuotannos-
saan. Teoksessaan MSRP kasite "positiivinen heuristiikka"tarkoittaa suosituksia,
mitd ja miten on hyodyllistd tutkia jonkin tutkimusohjelman sisilla. Vastaavasti
"negatiivinen heuristiikka'tarkoittaa suosituksia, mita ja miten ei kannata tutkia.
Namaé positiivisen ja negatiivisen heuristiikan késitteet liittyvit Lakatosin tieteen-
filosofiseen tutkimustoiminnan selitykseen tutkimusohjelmien (" research program-
mes") avulla, eikd niilla ole merkitysté teoksen Proofs and Refutations kontekstis-
sa. Téssd Lakatosin keskivaiheen tuotannon teoksessa (varhaiseksi vaiheeksi luen
hénen marxistiset kirjoituksensa Unkarissa) hénen tieteenfilosofiansa on vield hy-
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vin popperilaista eivatkd MSRP:n omaleimaiset ajatukset ole viela kehittyneet.
Tamankin tutkielman sisalla siis késite "heuristiikka"késitetadn yleisessd merki-
tyksessadn melko laajalti patevina toimintasuunnitelmana jonkin tavoitteen saa-
vuttamiseksi, kuten esimerkiksi todistusten ja kumoajien metodin saannossé 4.

Matemaattista todistamista kisiteltiin yleisluontoisesti aatehistoriallisesta nako-
kulmasta pasluvussa 3. Todistamisella Lakatos tarkoittaa euklidisen koulukunnan
mukaista todistusta, jossa hyviksytyista lahtokohdista loogisesti johdetaan todis-
tettava lause. Lakatos ei vaadi todistusten ja kumoajien metodissa tiukan formalis-
tista todistusta tarkkaan eksplikoituine aksioomajoukkoineen ja ristiriidattomuus-
todistuksineen. On térkedd havaita, ettéd todistusten ja kumoajien metodin kuvai-
lema mikrotason toiminta eroaa Hilbertin formalismista merkittavisti esimerkiksi
juuri suhtautumisessa ristiriitoihin. Saanto 1 tavoittelee ristiriitaa, joka on Hilber-
tin formalismissa kauhistus: Hilbertin ohjelmassa ristiriidoista on paastéava loogi-
sesti aukottomasti eroon, Lakatosin metodologiassa ne ovat tutkimusta eteenpéin
ajava voima. Lakatos siis aktiivisesti tavoittelee metamatematiikassaan ilmiota,
jonka poissulkemisen on Hilbertildisen metamatematiikan ytimessa (ristiriidatto-
muustodistukset). Toisaalta voidaan viittad, ettd sekd Hilbertilld ja Lakatosilla on
pohjimmiltaan sama padmaéra: ristiriidattomuus. Logiikan kolmannen poissulje-
tun laki asettaa vahvan vaatimuksen ristiriidattomuudelle matemaattisissa jarjes-
telmissé, eikd Lakatos kyseenalaista tédtd periaatetta kirjoituksissaan toisin kuin
L.E.J Brouwer|[42|. Hilbert pyrkii ristiriidattomuuteen suoraan, Lakatos puoles-
taan lahestyy ristiriidattomuutta toistuvien ristiriitojen ja parempien otaksumien
kautta. Téassé vastakkainasettelussa nikyy Lakatosin artikkelissa A renaissance of
empiricism in the recent philosophy of mathematics? esittelemé ero euklidisen ja
kvasi-empiirisen tieteentekemisen vélilla.

Mielestani Lakatos on lahempéané muiden luonnontieteiden ajattelua kuin Hilbert,
joka oli itse my0s fyysikko. Lakatos soveltaa popperilaista falsifiointiin perustuvaa
tieteenfilosofiaa matematiikkaan, kun taas Hilbert pyrki tuomaan liséda perusteel-
lista huolellisuutta (rigour) matematiikkaan. Matemaattisella kumoamisella (refu-
tation) Lakatos tarkoittaa ensisijaisesti vastaesimerkkien etsimistd. Vastaesimerk-
ki on ristiriita, jonka osoitetaan olevan loogisesti seurausta ldhtokohta-oletuksista
ja todistuksessa kiytetyistd lemmoista. Klassinen vastaesimerkki on irrationaalilu-
kujen olemassaolon todistus. Todistus, ettéd /2 ei ole esitettévissi kahden kahden
kokonaisluvun suhteena ’5’, samalla sekd todistaa irrationaalilukujen olemassao-
lon (Lakatos voisi huomauttaa, etté todistetuksi tuli vain tietynlainen, juuri tésté
paattelyketjusta nouseva méaaritelmé irrationaaliluvuille), etté lisdksi kumoaa véit-
teen, ettd jokainen luku olisi esitettévissd kahden kokonaisluvun suhteena.|[43] Pe-
rinteisesti euklidisen koulukunnan mukaan yksi vastaesimerkki riittdd kumoamaan
koko vaitteen, koska matemaattisten lauseiden ajatellaan olevan yleisesti paikkan-
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sapitdavida. Todistusten ja kumoajien menetelmé kiinnittdd huomiota juuri tdhén:
vaitteiden voimassaoloehtoihin (tai voimassaolo-avaruuteen laajemmin ajateltuna)
ja sen kaventumiseen vastaesimerkkien myota.

Vastaesimerkit jaetaan todistusten ja kumoajien menetelméssa kahteen kategori-
aan: paikallisiin (local) ja yleisiin (global). Matematiikassa ndmé termit voidaan
tulkita kahdella tavalla: Yleinen tarkoittaa koko tutkittavaa joukkoa koskevaa tu-
losta ja paikallinen jotain sen rajattua osaa (osajoukkoa) koskevaa tulosta. Ab-
straktimmassa tulkinnassa yleinen tulos koskee laajinta mahdollista asiayhteytta,
kun taas paikallinen tulos koskee rajattua asiayhteytté ja sisdltaéd ajatuksen, etta
yleinen tulos voi olla olemassa erilaisena kuin paikallinen tulos tai ettéd paikallisia
tuloksia on useampia. Esimerkkiné tésté on lukion oppiméaraan sisaltyva funktion
adriarvon késite. Funktion paikallinen dériarvo on yhden "kaaren"kuten paraabe-
likdiyrén lakipiste tai "kuopan pohja", mutta esimerkiksi korkeamman asteen po-
lynomifunktiossa naité voi olla useita, joista kaikista korkein tai matalin kohta on
yleinen &ariarvo. Todistusten ja kumoajien metodissa sanojen paikallinen ja ylei-
nen merkitys on lahempéané abstraktia tulkintaa: tulkinta-avaruutena on "kaikki
mahdolliset matemaattiset teoreemat". Euklidinen koulukunta piti vastaesimerk-
kid kyseisen tutkimuspolun loppuna tai poikkeuksena, joka tuli eristad. N&ita eri
suhtautumisia vastaesimerkkeihin késitelladn teoksen Proofs and Refutations dia-
login alkuosassa eri henkilohahmojen nakokulmien kautta.

Vastaesimerkkien merkityksen pohtiminen on koko dialogin ydinsiséltoa. Jo teok-
sen ensimmaisilla sivuilla rakennetaan erottelu vastaesimerkin eri vaikutusalueiden
valilla:

TEACHER: - - You have shown the poverty of the argument - the proof - but not
the falsity of the conjecture.

ALPHA: Will you scrap your proof then?

TEACHER: No. Criticism is not necessarily destruction. I shall improve my proof
so that it will stand up to the criticism. |28, 10|

Téamé& vuoropuhelu kisittelee matemaattisten todistusten luontiprosessia euklidi-
sesta ndkokulmasta, koulukunnan oletusten sisélla, silla repliikit sijoittuvat dialo-
gin alkupuolelle ja Alpha on henkilohahmona perinteisen euklidisen matematiikan-
filosofian edustaja. Namaé repliikit hieman laajemmassa kontekstissa teoksen sivul-
la 10 tarkentavat vastaesimerkkien toimintaperiaatetta matematiikassa: vastaesi-
merkki voi kohdistua todistukseen ilman, ettd se kumoaa itse lausetta. Opettajan
henkilohahmo vaittaa, ettei vastaesimerkki valttamatta kumoa itse todistustakaan,
joka voidaan pelastaa parantelemalla sitéd. Vastaesimerkin ja todistuksen rakenteet
eivat ole kritiikin kohteena. Vastaesimerkkié ja todistusta pidetdan euklidisen kou-
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lukunnan mukaisesti loogisina, ajattomina konstruktioina. Lakatos osoittaa, etta
vastaesimerkkien, todistusten ja lauseiden vuoropuhelu voi saada monipuolisia ja
hienovaraisempia muotoja kuin bindarinen hyvaksyminen ja hylkdaminen. Téssa
vuoropuhelussa Lakatoksen teksti lahtee tiiviisti euklidisista ldhtokohdista, mutta
ottaa askeleen kohti matemaattisten todistusten historiallista, kertyvaa tulkintaa:
loogisesti epapéatevit todistukset voivat johtaa uuteen, parannettuun todistukseen,
joka on kuitenkin loogisesti tosi sindnsé, riippumatta tavasta miten siithen paadyt-
tiin.

Alphan positio euklidiaanisen koulukunnan dogmaattisena edustajana (tai ka-
rikatyyrind) tulee selviiksi hdnen ajatuksessaan, ettd vastaesimerkin pitdisi ku-
mota lause tai sen todistus peruuttamattomasti. Téméa osa dialogia on hyvin
merkittavd. Euklidinen suhtautuminen vastaesimerkkiin tutkimuspolun umpiku-
jana vaihdetaan tulkintaan vastaesimerkistd kritiikkind. Samassa keskustelussa
merkitys tarkentuu entisestdan, kun kritiikkia kuvaillaan rakentavana kritiikki-
na. Tamé on merkittdva ndkokulman muutos verrattuna euklidiseen absoluutti-
seen suhtautumiseen vastaesimerkkeihin: vastaesimerkit ovat rakentavaa kritiik-
kid, popperilaista falsifikaatiota ja hyddyllinen vélivaihe heuristisessa ongelman-
ratkaisussa. Esseessdin Infinite regress and foundations of mathematics Laka-
tos toisaalta vaittda, ettd euklidinen koulukuntakaan ei kidytdnnosséd noudatta-
nut absoluuttista umpikuja-tulkintaa vastaesimerkeisté, vaan noudatti heuristista
ongelmanratkaisu-algoritmia.|30]

TEACHER: - — A local, but not global, counterexample is a criticism of the proof,
but not of the conjecture.

GAMMA: So, the conjecture may be true, but your proof does not prove it.

TEACHER: But I can easily elaborate, and improve the proof, by replacing the
false lemma by a slightly modified one, which your counterexample will not refute.
[28, 11] Korostus lainauksessa on alkuperéisessd tekstissd. Henkilohahmon Gam-
ma kiyttdma termi "totuus'viittaa téssd yhteydessd deduktiiviseen padttelyyn:
otaksuma on tosi jos se on looginen seuraus oletuksistaan.

Gamman henkilohahmo esittaa euklidisen kolukunnan edustajaa, mutta skeptista
tulkintaa siitd Alphan dogmatismin sijasta. Gamma kyseenalaistaa jatkuvasti esi-
tettyja vaitteita ja todistuksia, usein paljastaen niiden heikot kohdat oivaltavien
vastaesimerkkien avulla. Tulkinta vastaesimerkista tutkimuspolun loppuna perus-
tuu logiikan rakenteeseen. Yleisesti voimassaolevaksi véitetty véite ei ole tosi, jos
sille on olemassa yksikin vastaesimerkki. Euklidisen koulukunnan perinteessé pyri-
taan yleisesti voimassa oleviin absoluuttisiin totuuksiin tasogeometrian ihanteiden
mukaisesti. Matemaattisen lauseen todistaminen on tutkimuksen loppu, koska to-
distuksen ajatellaan olevan yleisesti voimassa oleva ja kaikki mahdolliset vastaesi-
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merkit pois sulkeva. Téhén tilaan péésseen matemaattisen lauseen héiritseminen
vastaesimerkilla on vakavaa, silla todistetun matemaattisen lauseen péaélle on voitu
rakentaa uusia matemaattisia lauseita todistuksineen. Mita korkeampi euklidinen
rakennelma matemaattisen lauseen padlle on rakennettu, sitd vakavampi rikko-
mus koulukunnan arvopohjaa vastaan sen kyseenalaistaminen vastaesimerkilld on.
Lakatos kuvailee euklidista suhtautumista varmuuteen seuraavasti:

"In the Euclidean methodology there are no conjectures, only theorems."|28, 107]

EPSILON: I shall call such an ’already Fuclidean’ or established theory a dominant
theory."[28, 123| (korostus Lakatosin)

"Counterexamples were regarded as grave and disastrous blemishes: they showed
that a conjecture was wrong and that one had to start proving again from scratch.”
[28, 138]

Euklidisessa késityksessd matemaattinen lause on siis joko tosi tai epétosi; vali-
muotoja ei ole. Kolmannen poissuljetun laki on absoluuttinen. Tosi teoria (ko-
koelma lauseita) kuitenkin voi saavuttaa "vakiintuneen"tai "hallitsevan"aseman,
mikd myontéd jonkinlaisen logiikan ulkopuolisen arvostus- tai arviointikriteeristén
olemassaolon myos euklidisessa viitekehyksessa. Téaméa kriteeristo ei kuitenkaan
ole epistemologinen, vaan sosiaalisesti yllapidetty. Euklidinen koulukunta ei ole
kiinnostunut tdmén sosiaalisen kriteeriston tarkastelusta, mutta Lakatos on hyvin
kiinnostunut juuri téstd matematiikan kirjoittamattomien saéntdjen kaytannosté.

Lakatoksen dialogin alkupuolella esitelldan eri suhtautumistapoja vastaesimerkkei-
hin historiallisten alaviitteiden kera. Epamieluista vastaesimerkki&, jonka huoma-
taan kaatavan téarkedksi koetun matemaattisen lauseen (tai sen todistuksen, kuten
myohemmin dialogissa tarkennetaan), kutsutaan hirviéiksi (monster). Hirvion ka-
sitteessd on keskeistd sen epamieluisuus ja ongelmallisuus todistusprosessille: hirvio
ilmaantuu kun lause tai lemma on jo todistettu eikd se vélttamétta ole pelkastaan
ristiriidassa oletusten kanssa, vaan myos niiden méaritelmien ulkopuolella. Hirvioi-
den ilmaantuminen on uhka euklidiselle késitykselle matematiikasta. Késitteiden
ja aksioomien maédritelmien uskotaan johtavan yksiselitteisiin seurauksiin, jotka
eivit tarvitse selitysta sindnséd. Aksioomien uskotaan siséltdvan kaikki matemaat-
tinen informaatiosisalto, jota lauseet todistusten kautta eksplikoivat. Hirviot rikko-
vat naitd matematiikanfilosofisia uskomuksia. Perustavanlaatuisten matemaattis-
ten lauseiden, eli niiden, joiden péaalle on rakennettu muita lauseita, kumoutumisen
uhan ndhdéaan horjuttavan koko tieteenalan uskottavuutta. Téméan ehkéisemiseksi
matemaattisen todistuksen vaaditaan olevan aukoton. Péattelyketju aksioomista
lopputulokseen, josta ei puutu yhtédan vilivaihetta, takaa todistuksen aukottomuu-
den. Tama on kuitenkin vain ideaali, joka ei kiytdnnossé usein pida paikkaansa.
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Euklideen Alkeet-teoksen todistukset ovat esimerkillisid, vaikka nykymatemaati-
kot 16ytavitkin niistd puutteita [41, 187]. Alkeet-teosta kiytettiin matematiikan
oppimateriaalina Euroopassa (ja muuallakin maailmassa, esimerkiksi islamilaisen
kulttuuripiirin sisalla|3]) olivat matematiikan oppimateriaaleja aina 1900-luvulle
asti. Teoksen huolelliset ja selkedt matemaattiset todistukset saivat malliesimerkin
tali matemaattisen ihanteen aseman. Taméa ihanne ei kuitenkaan toteutunut aina:
matemaatikkojen toimintatavat ja huolellisuus vaihtelivat eri aikakausina. Lakatos
tarkastelee teoksen Proofs and Refutations liitteessd I matemaattisen huolellisuu-
den (rigour) kehitystd 1700-1800 lukujen funktio- ja raja-arvo-opin tutkimukses-
sa. Hén toteaa Cauchyé ja Weierstrafia edeltédneiden funktio-opin ja raja-arvojen
tutkijoiden tyoskentelyn olleen nykystandardeilla mitattuna leviperiisti|28, 1.

HirviGita voi kuitenkin ilmestya viela nykypéivanakin. Lakatos pohtii hirvididen
odottamatonta ilmestymisté ja selittda, miksi hirviéita ilmestyy, vaikka todistus
olisi huolella laadittu ja tarkastettu. Todistuksen loogisen paéttelyketjun laadin-
nassa matemaatikko hyodyntdd matemaattista osaamistaan laajalti oivaltaen ja
loogisia yhteyksia rakentaen. Lakatos selittda tatd perustason ajatustyotd uuden
késitteen avulla: piilotettu lemma (hidden lemma). Piilotettu lemma on oletus, jo-
ta matemaatikko pitdéd tiedostamattaan totena todistusta rakennettaessa tai vaih-
toehtoisesti niin itsestadnselviné, ettei mainitse lemmaa kirjallisesti osana todis-
tustaan. Mahdollista on myos, ettd matemaatikko on aikonut kirjoittaa lemman
todistuksen lopullisessa versiossa, mutta ei ole pitanyt sitd tarkistuksen yhteydes-
sé tarkedna, unohti sen tai leikkasi sen pois tilansddston vuoksi |28, 46, alaviite
1|. Piilotettu lemma paljastuu usein vasta matemaattisen héirién kuten vastae-
simerkin yhteydesséa tai sovellettaessa teoriaa uusiin kayttotarkoituksiin. Lemmaa
pidetaédn havaitsemisen yhteydessa usein virheena: liian kunnianhimoisena tai risti-
riitaisena oletuksena, joka paikannetaan ilmenneiden ongelmien juurisyyksi. Piilo-
tetun lemman paljastuminen paljastaa samalla alkuperaisen todistuksen laatineen
matemaatikon ajatustyoskentelyn rakenteita, kuten itsestddnselvina pidettyja ole-
tuksia ja lilan kunnianhimoisia yleistyksid. Ndma paljastuvat eksplisiittisesti pii-
lotetun lemmojen myd6ta, tarjoten muille matemaatikoille tarttumapinnan jatkaa
edellisen matemaatikon ajatustyotd parantaen todistusta. Vaikka ristiriita tai vas-
taesimerkki ndennaisesti kumoaakin aikaisemman todistuksen, piilotetun lemman
késite perustelee miten jatkotyé saman ongelman parissa on edistyneempéd ma-
tematiikkaa kuin alkuperdinen todistus: implisiittisia oletuksia on eksplikoitu ja
todistuksen voimassaolo-avaruudesta on poistettu ristiriitainen alue.

Jokainen matemaattinen todistus voi sisdltda tuntemattoman maéadréan piilotettu-
ja lemmoja. On mahdollista, ettd piilotetut lemmat ovat vaistdméattomia joissakin
loogisissa jarjestelmissa. Télloin metamatemaattinen vaitelause "On mahdotonta
listata eksplisiittisesti kaikkia deduktiivisen padtelmén oletuksiaolisi tosi joissakin
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loogisissa jarjestelmissd (kuten ZFC tai muut nykyaikana kédytetyt aksioomajér-
jestelmét). Jokainen formaali jarjestelmé on kuvailtava ja selitettavé luonnollisella
kielelld (tai matemaattisella jargonilla). Hilbertin formalismia mukaillen téllainen
kuvailu voi esimerkiksi sisaltda selityksen kiytetysté logiikasta seka valitut aksioo-
mat. Tamé metakonteksti on olemassa jokaiselle formaalille jarjestelmalle. Vaikka
jarjestelmén siséiset oletukset ja lemmat olisivat tarkasti listattavissa, tdma ei kos-
kisi jarjestelmén metakontekstia, joka on valttdmatta inhimillinen, kielellinen ja
historiallinen.

Késitteen "piilotettu lemma'voisi suomentaa myos fraaseilla "piilossa oleva lem-
ma'"tai "piileskelevi lemma", koska lemman huomiotta jéttdminen voi jaadda mate-
maatikolta tiedostamatta. Alkutekstinen fraasi "hidden lemma"siséaltaa sekéd mer-
kityksen "piilotettu lemma'"ettd "piilossa oleva lemma". Néistd edellinen siséltaa
implisiittisesti véitteen, ettd joku tai jokin on enemmaén tai vihemmaén piilotta-
nut lemman vaikeasti havaittavaksi. Tamé tulkinta on erityisen merkityksellinen
tapauksissa, joissa matemaatikko pitdéd jotain vélivaihetta niin itsestddnselvané,
ettd jattda sen merkitsematta. Tata tulkintaa myotailee myos toivottavasti kuvit-
teelinen skenaario, jossa matemaatikko on epavarma jostakin paattelyketjun osasta
ja ohittaa siksi sen perustelun. Téllainen epérehellinen toiminta kuitenkin huomat-
taisiin viimeistddn tutkimuksen julkaisuvaiheessa jos formaali padttely tarkistet-
taisiin koneellisesti.! Tulkinta "piilossa oleva lemma'"selittds mielestéini enemmén
tapausta, jossa matemaatikko tiedostamatta pitdd lemmaa niin itsestédanselvana
ettei kirjoita sitd nakyviin tai ei tiedosta edes kidyttdneensé sitd. Kolmas tulkinta
"piileskeleva lemma'"on oma tulkintani, jossa lemma piiloutuu ja se on 16ydettavis-
sé tietoisella, aktiivisella etsinnalld. Lakatos keskittyy tekstissdan enemmén lem-
man loytymiseen kuin sen piileskelyn tapaan. Han kuitenkin valitsi saksankieliselle
termille stillschweigend kidnnoksen hidden eika tacit, mika mielestdani korostaa ma-
temaatikoiden tietaméttomyytta lemman olemassaolosta sen 1oytymiseen asti[28,
46, alaviite 1]. Matemaattisen todistuksen rakentaja ei ole tietoinen lemmoista,
jotka piileskelevat oletuksissa, joihin hanen todistuksensa nojaa. Néaista lemmois-
ta eivat ole tietoisia myoskddn matemaatikot, jotka tutustuvat todistukseen ennen
kuin vastaesimerkki tai hyvin huolellinen todistuksen analyysi paljastaa aiemmin
havaitsemattomat lemmat. Lakatosin mukaan lemmat ovat kuitenkin olemassa to-
distuksen alkuperaisesta syntyhetkesta alkaen, vaikka kukaan ei ole tietoinen niista
ennen niiden paljastumista.

Mielestéani kisite "hidden lemma"on erityisen hyodyllinen kahdessa kontekstissa:

!Koneelliseen todistuksen tarkistamiseen kiytetyt ohjelmistot kuten Coq listaavat lauseen
todistuksessa kdytetyt aksioomat, méadritelmét ja vélivaiheet. On olemassa ohjelmistoja, jotka
myo0s laativat todistuksia vélivaiheineen. Toisinaan ndmaé todistukset ovat niin laajoja, ettei ih-
minen voi tarkastaa niitd.[12] Namé ohjelmistot eivéit kuitenkaan (vield?) kykene kuvailemaan
kiyttdméaansa formaalia jérjestelméa tai selittdmadn tuloksiaan luonnollisella kielellé.
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1. Matematiikan epavarmuuden ja ainaisen keskenerdisyyden korostamisessa
2. Sisaltoatuottavana heuristiikkana todistusten ja kumoajien metodissa

Tulkinta sisdltoatuottavasta heuristiikasta viittaa todistusten ja kumoajien meto-
din sdantoon 4, joka esiteltiin aiemmin téssa kappaleessa. Lakatoksen myohemmaén
teoksen, MSRP:n kontekstissa tdma sddnto voitaisiin selittdd késitteen positive
heuristic avulla, jolloin on muodostettavissa mielenkiintoinen jatkumo Lakatok-
sen varhaisen ja myohemmaén tuotannon vilille. Sekd Proofs and Refutations etté
MSRP ottavat vaikutteita George Polyan teoksesta How to Solve It|38].

On térkedd huomata, ettd piilotettu lemma ei valttdmaéatta ole véitelause tai de-
duktiivisen paattelyketjun vélivaihe. Myos kiytettyjen termien mddritelmdt voi-
vat sisdltdd tiedostamattomia oletuksia tai epatarkkuuksia. Vastaesimerkit voi-
vat tuoda esiin kidytettyjen termien heikkoudet ja pakottaa niiden tarkemman
maédrittelemisen. |28, 43-47| Perustavanlaatuisimmillaan vastaesimerkit voivat joh-
taa matemaattisen jarjestelmén perusaksioomien uudelleenméérittelyyn.

Piilotetut lemmat ovat valttaméattomia, silla epamuodollisessa matematiikassa tut-
kijoiden ei ole mielekésté listata kaikkia taustaoletuksiaan. Matemaatikot eivét
edes kykene sanallistamaan kaikkea informaatiota, mitd he kiyttéavit tyossaan.
Matemaatikkojen sisdinen ajattelukieli, mikali se edes on kieli, ei ole sama kieli
kuin se looginen kieli, mitd he matemaattisessa tyossdén tuottavat. On kuitenkin
mahdollista listata kaikki todistuksen kannalta vdilttimdttomdt lemmat.! Lakatos
haluaa kiinnittad huomiota tapauksiin, joissa taustatiedot ja -oletukset muuttuvat
yhtékkid huomionarvoiseksi tiedoksi|28, 45, alaviite 3].

Lakatos tarjoaa todistusten ja kumoajien metodinsa uudeksi, paremmaksi, kéy-
tdnnon tyoskentelyyn pohjautuvaksi vaihtoehdoksi euklidisille kiytannéille. Eukli-
disen koulukunnan ideaalien mukaisessa tutkimustyossa vastaesimerkki kumoaa
itse vaittdman, kun taas todistusten ja kumoajien metodissa vastaesimerkin vai-
kutusalue on todistus ja sen oletukset. Euklidisen ideaalin mukainen todistettavan
lauseen hylkddminen ei kuitenkaan usein ole haluttu lopputulos, vaan matemaa-
tikko ennemmin haluaa "pelastaa"tutkimuksensa. Lakatos esittelee eri taktiikoi-
ta, joilla matemaatikko voi puolustautua vastaesimerkkeja vastaan historiallisiin
esimerkkeihin perustuen. Lakatos esittelee ndmé puolustusmenetelmét vihemmaén
hedelmallisina kontrasteina omalle todistusten ja kumoajien metodilleen rakentaen
matematiikan tieteenalan metodologian historiallista kehitystéd, kulminaatiopistee-
né todistusten ja kumoajien metodi.

Teoksen Proofs and Refutations runko muodostuu nédiden puolustautumismenetel-

! Esimerkiksi Metamath-kielells kirjoitetuista todistuksista on koottu julkinen tietokanta, jos-
sa jokainen todistus on palautettavissa ZFC-jirjestelmén aksioomiin.[33]
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mien esittelysté historiallisine esimerkkeineen seké niiden metodologisen merkityk-
sen pohdinnasta. Teksti rakentuu kohti todistusten ja kumoajien metodia ja sen
edelld esiteltyd sdantomuotoa. Allaoleva vapaasti suomentamani kaavio esittelee
tdméan rakenteen|28, v|:
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e Yleiset vastaesimerkit teoreeman uhkana
1. Antautumisen metodi: teoreeman hylkddminen
2. Hirvitiden poissulkemisen metodi: vastaesimerkin hylkd&éminen

3. Poikkeusten poissulkemisen metodi: valikoiva hylkddminen ja méaritte-
lyiden rajaaminen varman padlle pelaamisena

4. Hirvididen hienosdadon metodi
5. Lemman olettamisen metodi: todistuksen luoma teoreema
e Yleiset vastaesimerkit todistuksen uhkana: huolellisuuden ongelma
1. Hirvididen poissulkeminen teoreeman puolustamiseksi
2. Piilotetut lemmat
3. Todistusten ja kumoajien metodi
4

. Teoreeman ja huolellisuuden késitteiden venyminen todistuksen tarkas-
telussa

e Paikalliset vastaesimerkit sisallontuottajina
1. Siséllon lisédminen yhé syvenevilla todistuksilla

2. Pyrkimys lopullisiin todistuksiin seké niitd vastaaviin valttamattomiin
ja riittaviin ehtoihin
3. Eri todistukset tuottavat eri teoreemoja

Tama rakenne on Lakatosin tarkasti suunnittelema ja pedagogisesti tarkoituksen-
mukainen. Lakatos rakentaa teesinsa osana kiinnostavaa fiktiivista dialogia lukijan
mielenkiinnon yllédpitdmiseksi. Dialogin henkilshahmot ovat karikatyyrisid, mika
auttaa lukijaa havaitsemaan usein alitajunnan tasolle jadvien perustavanlaatuis-
ten oletuksen vaikutuksen tutkimustychon. Hahmot kuitenkin muuttavat ja paivit-
tavat mielipiteitddn keskustelujen edetessé, missa niakyy Lakatosin kanta dogma-
tismia vastaan. Dialogi rakentuu historiallisten esimerkkien, niiden falsifioimisen ja
késitteiden tarkastelun pohjalle. Tama popperilainen lahestymistapa luo kiinnosta-
van kontrastin tavanomaiseen, formalistiseen matemaattisen tiedon esitysmuotoon
motivoiden lukijaa.

David Corfield kiteyttdd todistusten ja kumoajien menetelmén seitseméén vai-
heeseen. Olen suomentanut tdmén lainauksen samoin kuin aiemman todistusten
ja kumoajien metodia suoraan esittelevan lainauksen. Corfieldin esitys eroaa la-
katosin omasta esityksestd. Aiempi lainaus oli Lakatosin itsenséd kirjoittama ja
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esitteli todistusten ja kumoajien metodin normatiivisena sdannostona tai toimen-
pideketjuna matemaattista tyoskentelya varten. Corfieldin teksti puolestaan antaa
kuvan todistusten ja kumoajien metodista yhékin toimenpideketjuna (methodo-
logical steps [2, 5]), mutta kuvaillen sitd ulkoapéin katsottuna. Lakatos esittelee
metodin 1960-luvulla matematiikanfilosofian ja metamatematiikan eturintamassa,
kun taas Corfield puolestaan selittdd Lakatosin metodia historiana. Lakatosin nor-
matiivinen esitys keskittyy toimenpiteisiin ja tekemiseen eli verbeihin, kun taas
Corfieldin deskriptiivinen esitys tarjoaa substantiiveja, eli véilivaiheita. Mielestani
prosessin kehédmaisyys ilmenee voimakkaammin Lakatosin alkuperéisessa norma-
tiivisessa esityksessd kuin Corfieldin kuvailussa, joka antaa ymmértdd prosessin
olevan ohi kun viimeinen vilivaihe on saavutettu. Corfieldin esityksessa vélivai-
heen 2 sulkeissa oleva todistuksen maéritelma kuuluu lainaukseen ja on Corfieldin
oma.

1. Hiomaton otaksuma.

2. Todistus (karkea ajatuskoe tai padtelmé, joka jakaa hiomattoman otaksuman
alilauseisiin ja lemmoihin).

3. Yleiset vastaesimerkit.

4. Todistuksen uudelleentarkastelu. Ongelmallinen lemma l6ydetédéan. Ongel-
mallinen lemma on voinut olle aiemmin piilossa tai ymmarretty vaarin.

5. Vastaloydetyn ongelmallisen lemman etsiminen muiden lauseiden todistuk-
sista.

6. Tarkastelu, patevatko alkuperaisen otaksuman aiemmin hyvaksytyt seuraa-
mukset endd sen kumoamisen jalkeen.

7. Vastaesimerkeista tehddan uusia esimerkkejé, avaten uusia tutkimussuuntia.

12, 5]8]

Corfieldin muotoilua voidaan kiyttaé teoksen Proofs and Refutations esimerkkien
ilmaisuun (alla yksi tutkimusketju teoksen padteoreemasta, esimerkkeji olisi mah-
dollista konstruhoida useita):

1. Hiomaton otaksuma: Kaikille monikulmioille patee ehto V —E+ F = 2 (katso
luku 2.2).

2. Todistus: Cauchyn kuminen kuutio -ajatuskoe.

3. Yleiset vastaesimerkit: sylinteri ja tdhdeksi jatketuilla viisikulmioilla p&aal-
lystetty dodekaedri [28, 16,31].
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4. Todistuksen uudelleentarkastelu: yhtenaisyyden vaatimus piilotettuna lem-
mana ja lavistdjan médritelma |28, 43-47].

5. Vastaloydetyn ongelmallisen lemman etsiminen muiden lauseiden todistuk-
sista: yhtendisyyden vaatimus lahtokohta-oletuksena Poincarén todistuksessa[28,
luku 2].

6. Tarkastelu, pateviatko alkuperdisen otaksuman aiemmin hyvéiksytyt seuraa-
mukset endd sen kumoamisen jilkeen: kylld, suppeammalla vaikutusalalla|28,
luku 2].

7. Vastaesimerkeista tehddan uusia esimerkkeja, avaten uusia tutkimussuuntia:
monitahokkaiden luokittelu [28, esim. luku 1. osio 7.| ja Poincarén lineaari-
algebra-todistus |28, luku 2].

Kokonaisvaltaisten esimerkkien ammentaminen teoksesta Proofs and Refutations
on kuitenkin hieman keinotekoista. Dialogi keskittyy yksittédisten vaiheiden pe-
rusteluun ja yksityiskohtaiseen metamatemaattiseen tarkasteluun. Matematiikan
historiasta loydetyt esimerkit, jotka ilmaistaan dialogin alaviitteissd, ovat hyvin
rajattuja. Teoksen loppuliitteessé esitellddn lukujonon suppenemisen tutkimusta
historiallisen aineiston kautta esimerkkina todistusten ja kumoajien metodin toi-
minnasta kiytdnnossa. Tapaa, jolla Lakatos hyodyntda matemaattis-historiallista
aineistoa késitelldédn alaluvussa 5.1.

Lakatosin todistusten ja kumoajien metodin tarkeimpiéd ansioita on vastaesimerk-
kien tulkitseminen hyddyllisiksi ja tutkimusta edistéaviksi tuloksiksi. Tama on pop-
perilaisen, falsifikaatioon nojaavan tieteenfilosofian soveltamista matematiikkaan.
Karl Popperin ajattelussa falsifikaatio on ajatusketjun péatoksend paamadra si-
nénsa. Lakatos puolestaan kohtelee matemaattista vastaesimerkkié, joka euklidi-
sen koulukunnan mukaisesti tulkittuna olisi popperilainen falsifikaatio, vélietap-
pina tai uutena alkuna matemaattisessa tutkimuksessa. Téssé on ndhtavissd he-
gelildinen dialektiikka: teesi (matemaattinen lause tai todistus) kohtaa antiteesin
(vastaesimerkki), joiden yhdistelmédnd muodostuu synteesi (uusi, paranneltu lause
tai todistus).

Vastaesimerkki, eli falsifikaatio, ndhdadn Lakatosin mukaan itsessdan kiintoisana
tarkastelun kohteena ja uutta siséltod tuottavana ilmiona. Lakatos soveltaa tatéa
popperilaista ajatusta euklidisen koulukunnan kdyténtoihin ja tavoitteisiin. Tés-
sé sovelluksessa kiinnostavaa on tapa, jolla Lakatos perustelee sen. Samoin kuin
Hilbert motivoi formalisminsa olemassaolevien kdytantojen (logisismi ja intuitio-
nismi) ongelmilla, Lakatos motivoi tutkimuksensa euklidisen ajattelutavan ja for-
malismin ongelmilla. Néin hén asettaa oman todistuksien ja kumoajien metodinsa
metamaattiseksi kehitysaskeleeksi Hilbertin toimintatavoista. Formalismin ongel-
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mat eivit kuitenkaan olleet samanlaisia kuin logisismin tai intuitionismin (jotka
itsessddnkin olivat ratkaisevasti erilaisia ldhestymistapoja matematiikkaan). Logi-
sismin ongelmallisuus oli ilmaistavissa formaalilla, loogisella kielella (paradoksit) ja
intuitionismin ristiriitaa formalismiin ndhen voitiin tarkastella niiden kiyttdmien
lukuteorian ja logiikan aksioomien eroavaisuuksina.[21, §11-§14| Vastakkainasette-
lut ovat siis abstrakteja ja laaja-alaisia. Lakatos puolestaan keskittyy tapaan, jolla
matemaatikot tekevéit ruohonjuuritason péaattelytyota seka yksittaisiin historialli-
siin esimerkkeihin. Hdn nostaa esiin matemaatikkojen erimielisyyksid, ja heidan
mielenmuutoksiaan, yleensé tekstin alaviitteissa.|28, 31]

Lakatosin huomio keskittyy formaalin kielen rakenteen ja tdsméllisen kdyton tar-
kastelun sijasta luonnolliseen kieleen, jolla formaalia kieltd kuvaillaan seké tapoi-
hin, joilla matemaatikot soveltavat formaaleja jéarjestelmid matematiikassa. Hil-
bertin formalismi voidaan tulkita normatiiviseksi ohjeistukseksi matemaattiseen
tyoskentelyyn, sisédltden ohjeistuksen kiytdnnon matemaattiseen tyohon: ristirii-
dattomuustodistukset. Téméa on formalismin positiivinen heuristiikka, Lakatosin
kayttamalla terminologialla ilmaistuna. Todistusten ja kumoajien metodi puoles-
taan voidaan tulkita kuvailuksi matemaattisesta tyoskentelystd. Taméan deskrip-
tion patevyys on kyseenalaista. Todistusten ja kumoajien metodi voidaan muo-
toilla normatiiviseksi ohjeistukseksi matemaattista tyoskentelya varten, mutta jo-
ka ei vaadi itsedan tarkasteltavan absoluuttisena ohjeistuksena, vaan pikemminkin
ohjenuorana. Teoksen Proofs and Refutations sisdltdmé todistusten ja kumoajien
metodi on matemaattista tutkimustyota selittdva kokonaisuus, jota perustellaan
rationaalisella rekonstruktiolla. Rationaalista rekonstruktiota ja Lakatosin tieteen-
historiallisen kuvauksen patevyytta kasitelladn luvussa 5, etenkin alaluvussa 5.1.

Todistusten ja kumoajien metodin esittelyn jéalkeen se asetetaan teoksen Proofs
and Refutations dialogissa monitahoisen kritiikin kohteeksi. Teos esittelee meto-
din enemmankin nakékulmana tai selityksena kuin normina, jota matemaatikko-
jen tulisi noudattaa. Dialogin ensimmaéisen osion lopussa painotetaan historiallista
ndkokulmaa matematiikkaan eiké dialogissa saavutettuja havaintoja, ohjenuoria ja
menetelmié. Késitteiden venytys (englanniksi "concept-stretching”) on tapa, joka
dialogissa havaitaan sopivaksi reaktioksi todistusten ja kumoajien metodin sovel-
tamiseen: matemaattisten késitteiden mééritelmid muutetaan tarvittaessa (seki
luonnollisessa ettéd formaalissa kielessd) ristiriitojen ratkaisemiseksi. Lakatos vait-
tad kasitteiden venyvyyden hyvéksymisen olleen ja olevan merkittava muutos ma-
tematiikan tieteenalalla:

TEACHER: You are wrong, Beta. [Mathematicians| did accept it, and their accep-
tance was a turning point in the history of mathematics. This revolution in mat-
hematical criticism changed the concept of mathematical truth, changed the stan-
dards of mathematical proof, changed the patterns of mathematical growth![28,
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104]

Yllaolevaan katkelmaan liittyy alaviite, jossa Lakatos selittdd mahtipontista véi-
tettd (molemmissa lainauksissa korostukset ovat Lakatosin omia):

The concepts of criticism, counterexample, consequence, truth and proof are inse-
parable; when they change, the primary change occurs in the concept of criticism
and changes in the others follow.|28, 105, alaviite 1]

Aiemmin tekstissd Lakatos esittelee historiallisuuden ja kielellisyyden murtautu-
mista matematiikkaan dialogin hahmojen erimielisyydelld. Dialogissa henkiléhah-
mo Alpha edustaa euklidista ajattelua, jossa saavutettu matemaattinen totuus
on ikuista. Alphan ajattelu seuraavassa katkelmassa ilmentad myos kartesiolaiseen
"kirkkaan ja selkedn"ajatuksen ihannetta. Katkelma valaisee kielellis-historiallisen
tiedon ja matemaattisen tiedon vastakkainasettelua matematiikan tieteenalan ke-
hityksessa

LAMBDA: So you are not interested either in counterexamples, or in proof-analysis,
or in lemma-incorporation?

ALPHA: That is right. I reject all your rules. I propose one single rule instead:
Construct rigorous (crystal-clear) proofs.

LAMBDA: You argue that the rigour of proof-analysis is unattainable. Is the rigour
of proof attainable? Cannot ’crystal clear’ thought-experiments lead to paradozical
or even contradictory results?

ALPHA: Language is vague, but thought can achieve absolute rigour.

LAMBDA: But surely ’at each stage of evolution our fathers also thought they had
reached it? If they deceived themselves, do we not likewise cheat ourselves?’*

ALPHA: "Today absolute rigour is attained. >

[Giggling in the classroom.|

GAMMA: This theory of ’crystal-clear’ proof is sheer psychologism!

ALPHA: Better than the logico-linguistic pedantry of your proof-analysis! |28, 52|

D.A. Anapolitanos esittelee esseessiddn Proofs and Refutations: A Reassessment
Lakatosin todistusten ja kumoajien metodiin kohdistuvaa kritiikkiéd. [1] Matema-
tiikan historiallisuuden ja matematiikan tutkimuksen dynaamisuuden tiedostami-
nen on tarkedd niin matematiikan, historian kuin filosofiankin nakékulmista. Ana-
politanos vaittaé, ettd matemaattisen tutkimus- ja 16ytoprosessin mallintaminen

!Lambda lainaa matemaatikko Poincaréa.|37, 214]
2Alpha lainaa samaa Poincarén teosta kuin Lambda.|37, 216]
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(rational reconstruction) Lakatosin metodin mukaiseksi on hyvin vaikeaa ja voi
onnistua parhaimmillaankin vain osittaisesti. On merkittavié, ettd Anapolitanos
kayttaa kritiikinsa selittdmiseen termié "rekonstruktio"syventymatta késitteen on-
gelmiin, joita esitellddn taméan tutkielman luvussa 5.1.

Anapolitanoksen mukaan matematiikan tutkimusprosessin kuvaaminen lakatosi-
laisittain sisaltda kaksijakoisen tavoitteen: yhté aikaa kuvailla matemaattisen 16y-
tdmisen prosessi seké laatia selittdva malli sen rakenteesta. Tamaén tavoitteen vai-
tetddn olevan liian monimutkainen. Anapolitanos erittelee esseessddn yksittaisia
syita Lakatosin metodin liialliseen kompleksisuuteen. Néistéd esitelldan tassa lu-
vussa selkeimmét padlinjat.

Lakatos rakentaa todistusten ja kumoajien metodin melko yksipuolisen aineis-
ton perusteella: 1800-luvun geometrian erés erityinen ongelma (monitahokkaiden
Euler-luokittelu). [1] Heréd véistamétto kysymys, tapahtuuko muilla matematiikan
osa-alueilla tutkimuskysymysten muodostus eri tavalla? Ehka niissd vastaesimer-
kit eivit ole yksiselitteisia tai niiden syntetisointi osaksi alkuperidista véitetta ei
ole aina mahdollista. Teoksen Proofs and Refutations postuumit kokoajat ovat tie-
dostaneet tdmén kritiikin, ja vastaavat siihen esipuheessaan vaittien, etté teoksen
myohempien lukujen tulisi hilventdd namé epailykset |28, x|. Teoksen liitteissa,
jotka laajentavat Lakatosin alkuperaisté, osissa julkaistua dialogia, todellakin tue-
taan todistusten ja kumoajien metodia muullakin historiallisella aineistolla kuin
monitahokkaiden Euler-luokittelulla. Lakatosin historiallisen aineiston késittely ei
kuitenkaan ole ongelmatonta, mikd huomataan alaluvussa 5.1.

Luku 2 ja liite 1 ovat postuumisti koottuja Lakatosin jattdmaéan aineiston pohjal-
ta, eikd héan itse ehtinyt viimeistelld niitd huolelliseen tapaansa. Luvussa 2 esitel-
ladn monitahokkaiden luokittelun ongelma vektorialgebran kielella, eli suoritetaan
kaantaminen kielijarjestelmésta toiseen. Luvun 2 kontekstissa kielijarjestelmét, joi-
den valilla viitelauseita kidnnetddn, ovat matematiikan eri osa-alueiden teorioita.
Matemaattisen teorian soveltamista sen alkuperaisen vaikutusalueen ulkopuolle pi-
detadén yleisesti teorian ansiona tai vahvistuksena sen hyodyllisyydestd. Modernin
vektorialgebran kasitteisto ja tyckalut ovat laajemmalti tunnettuja ja arvostettu-
ja matematiikan tydvélineitd kuin 1800-luvun avaruusgeometrian paikoin hyvin-
kin ristiriitainen késitteisto. Kaantamalla alkuperédinen lause vektorialgebran kie-
lijarjestelmédn loydetadn uusi, arvostettu ja voimakas kasitteisto monitahokkaiden
kuvailuun. Késitteiston voimakkuus ilmenee aksioomien valinnan selkeédné ilmene-
misend ja vaihtoehtoisten valintojen vaikutusten vertailtavuutena sekd aiemman
kielijarjestelmén piirissd syntyneiden kysymysten helppona ratkeavuutena. Tosin
nididen kysymysten vastaukset osoittautuivat olevan sidoksissa aksioomien valin-
taan, miké sopii tdydellisesti Lakatosin késitykseen matematiikan epistemologiasta
(aiheesta liséé luvuissa 5, 6 ja 7).
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Anapolitanos kyseenalaistaa Lakatosin menetelmén yleistettéavyyden. Vaikka me-
netelmé kuvaileekin joitain erityisid ongelmanratkaisuprosesseja erinomaisesti, voi-
daanko silld kuvailla kaikkea matemaattista ongelmanratkaisua? Anapolitanos véit-
tad, ettd todistusten ja kumoajien menetelma ei tee oikeutta tilanteille, joissa ma-
temaattisessa tutkimustyossd tapahtuu paradigman muutos. Néissd "Kriisitilan-
teissa'késitteellisia viitekehyksid muutetaan aktiivisesti. Anapolitanoksen mukaan
Lakatosin menetelmé ei selitd, milld perusteella kriisitilanteesta voitollisena (laa-
jimmalti tuettuna) selviytynyt kielijarjestelméa valittiin, esimerkiksi miksi Zermelo-
Fraenkel aksioomajérjestelmé (ZFC) saavutti valta-asemansa Godelin epétéydel-
lisyysteoreemojen aiheuttamassa kriisissa. Todistusten ja kumoamisten metodi ei
selitd ja priorisoi logiikan ulkopuolisia syita tutkimuksessa tehtévissé valinnoissa,
vain toteaa niiden olemassaolon ja tarjoaa niité kriteereiksi matemaattisten véittei-
den laadun vertailuun. Todistusten ja kumoajien metodi olettaa, ettd todistuksia
ja kysymyksenasetteluja innovoidaan luovasti, mutta ei ota kantaa tdhén proses-
siin. Selitysten vertailussa tutkijat pohtivat monenlaisia syité, kuten teoreemojen
ja todistusten esteettisié eroja, tuttuuttaan eri selityksien vélilld, jatkuvuuden tun-
netta aikaisempien ja uusien tulosten vélilld, tulosten intuitiivista uskottavuutta
seké jalkikdteen tarkasteltuna lauseiden hedelmallisyytta uusien lauseiden ja teo-
rioiden tuotannossa. [1]

Lakatosin menetelmé ei myoskdaan ennusta, minkélaisilla tutkimuskysymyksilla ris-
tiriitatilanteista tai paradokseista voidaan padsté eteenpéin. Todistusten ja kumoa-
jien metodin positiivinen heuristiikka (séént6 4) toimii vain ruohonjuuritasolla yk-
sittdisten teoreemojen tyostamisessi. Laajempien teoriakokonaisuuksien kehitté-
misesséd tdman heuristiikan soveltaminen ei ole mielekésta erilaisen ldhdemateriaa-
lin takia. Matemaatikot eivat kisittele laajoja matemaattisia teorioita yksittais-
ten teoreemojen tapaan, vaikka molemmat olisivatkin redusoitavissa samanmuo-
toisiksi, vain erilaajuisiksi loogisiksi paattelyketjuiksi. Vakiintuneiden teorioiden
lahtokohtaoletuksia ei olla valmiita asettamaan kyseenalaisiksi todistusten ja ku-
moajien metodin vaatimalla tavalla. Vaikka niiden kyseenalaistaminen voi johtaa
uuden, hienostuneemman jérjestelmén syntyyn Lakatosin mallin mukaisesti (ak-
sioomajarjestelmien laajennoksia késitellddn luvussa 7), niin toisinaan teorioiden
erot eiviat ole puhtaan matemaattisia, vaan filosofisia. Todistusten ja kumoajien
metodi ei tarjoa positiivista heuristiikkaa, joka toimisi matemaattisten teorioiden
filosofiseen kehittdmiseen tai vertailuun. Esimerkiksi Brouwerin intuitionalistiseen
kielijarjestelméédn ei voida péaatya Hilbertin formalistisesta kielijarjestelmasta La-
katosin menetelméaé soveltamalla.

Todistusten ja kumoajien menetelma vaikuttaa jattavin uusien, nerokkaan luovien
oivallusten ja alkuperdisten kielijarjestelmien keksimisen selitysalueensa ulkopuo-
lelle, silla se olettaa, ettd matemaattinen tutkimus alkaa aina naiivista hypotee-
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sista. Tutkimustyo voi saada alkunsa myos esimerkiksi dkillisesté oivalluksesta tai
tarpeesta kehittdd uusia termejé ja maaritelmié ajankohtaisesti kiinnostavan ma-
tematiikan osa-alueen tutkimiseksi.

Vaikka Lakatos ansiokkaasti nostaa esiin matemaattisen tutkimustyon historialli-
suuden ja monitulkintaisuuden, héan virheellisesti olettaa matematiikan tutkimus-
kysymysten olevan kirkkaita ja selkeité. Ironisesti Lakatos jattda huomiotta mate-
matiikan filosofisen luonteen laajemmalla teorioiden ja suuntausten tasolla, vaikka
mikrotason matemaattisen tyoskentelyn arvokysymysten ja erehtyviisyyden pal-
jastamisessa hén onkin edelldkavija. Toisaalta Lakatos toistuvasti painottaa kes-
kittyvansa juurikin mikrotason tyoskentelyyn, vaikka tarjoaakin todistusten ja ku-
moajien metodia matematiikkaa matematiikan rationaalisuutta laajalti selittavak-
si. Tamén tehdessddn Lakatos painottaa mikrotason tyoskentelyé liitkaa jéattden
laajemmat rationaaliset rakenteet huomiotta. Han palaa néihin teemoihin muis-
sa julkaisuissaan, kuten artikkeleissa ja teoksessa MSRP. Matematikan makrota-
son rationaalisuus, laajojen matemaattisten teorioiden arvottaminen ja vertailu
sekd, MSRP ovat taméan tutkielman rajauksen ulkopuolella, mutta Lakatosin mui-
ta matematiikanfilosofisia artikkeleita hyodynnetéan lahteiné seuraavissa luvuissa.
Etenkin Lakatosin varhaisen tuotannon artikkeli Infinite regress and foundations
of mathematics taydentda teoksen Proofs and Refutations matematiikanfilosofista
sisaltoa ratkaisevasti.

Todistusten ja kumoajien menetelméa pyrkii kehittdméan tutkimuskysymysté sel-
kedmpadn ja kumoajat huomioivampaan muotoon, muun muassa eksplikoimalla
ailemmin "piilotettuja"lemmoja ja asettamalla vastaesimerkit vuoropuheluun al-
kuperéisen véitteen kanssa. Téssa todistusten ja kumoajien metodi muistuttaa he-
gelilaista dialektiikkaa: véite ja sen vastaesimerkki yhdistetdan uusiksi lahtokohta-
oletuksiksi, joista rakennetaan uusi, tiedollisesti parempi vaite.

Tarkastellessa todistusten ja kumoajien metodia voidaan esittda seuraavat apu-
kysymykset, joiden avulla voidaan paikallistaa ja tutkia Lakatosin matematiikan-
filosofiaa: Mita tarkoitusta varten todistusten ja kumoajien metodi on luotu tai
mité sen kiytolla pyritddn saamaan aikaiseksi? Enté kuinka hyvin metodi onnistuu
tassa? Kaksi ndkokulmaa néihin kysymyksiin vastaamisessa on:

1. Metodin merkitys teoksen Proofs and Refutations dialogin kontekstissa
2. Metodin merkitys matemaatikoille tosielamén tiedeyhteisossa

Todistusten ja kumoajien merkitys matemaatikoille tosielamén tiedeyhteistssa voi
olla kahdenlainen: metodi voidaan tulkita kuvaukseksi tosiasiallisesta, kiytannossa
jo nyt tapahtuvasta mikrotason matemaattisesta tyoskentelysta tai normatiiviseksi
ohjeeksi sita varten. Naitd nakokulmia kasitellddn seuraavissa luvuissa, varsinkin
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alaluvuissa 5 ja 5.1. Merkityksellistd on my0s tarkastella, kuinka hyvin todistajien
ja kumoajien metodi onnistuu tehtévissaan.

5 Matematiikan rationaalisuus

Lakatos pohjustaa todistusten ja kumoajien metodin historiallisilla esimerkeilld
osana teoksen Proofs and Refutations dialogia. Historialliset esimerkit késittele-
vat enimmakseen avaruusgeometriaa ja matemaatikkojen mikrotason tyoskentelya
Eulerin kaavan V' — E + F' = 2 todistamiseksi. Teoksen loppuosa siséltda toisen-
kin tapaustutkimuksen, jossa historiallinen esimerkki tulkitaan todistusten ja ku-
moajien metodin kautta: Cauchyn ja hdnen aikalaistensa méaéritelmét ja tulokset
lukujonon tasaisesta suppenemisesta|28, liite 1]|. Lakatos kutsuu téatd tutkimusme-
netelméaa nimelld rationaalinen rekonstruktio. Tassé alaluvussa esittelen rationaa-
lisen rekonstruktion tutkimusmenetelméné Lakatosin kontekstissa ja Teun Koet-
sierin kritiikin menetelméé kohtaan. Rationaalisen rekonstruktion huomataan jaé-
van kauaksi sen itselleen asettamista ominaisuuksista, mutta lievennettyna olevan
kayttokelpoinen tyokalu.

Vuonna 1970 julkaistussa artikkelissaan History of Science and Its Rational Recon-
structions Lakatos selittad kisityksidan tieteenfilosofiasta, varsinkin rationaalisesta
rekonstruktiosta ja tieteenalojen rationaalisesta toiminnasta sinénsé. [26] Késitte-
len téssa alaluvussa enimmékseen kyseista tekstid. Artikkelin julkaisuajankohta on
hyvin my6héan Lakatosin tuotannossa ja se kasitteleekin enimmékseen Lakatosin
tekstin Methodology of Scientific Research Programmes (MSRP) ajatuksia. Nako-
kulma tieteesta rationaalisena toimintana, jonka rationaalisuutta selittda parhai-
ten tieteenalojen sisdinen historiankirjoitus 16ytyy kuitenkin selkeédné jo teoksesta
Proofs and Refutations. Nailta osin vuoden 1970 teksti on mielesténi sovellettavissa
my0s Lakatosin vanhemman tuotannon selitykseen.

Lakatosin mukaan jokainen rationaalinen rekonstruktio siséltdé tieteenalalle luon-
teenomaisen rakenteen tieteellisen tiedon rationaalisesta kasvusta. Naméa raken-

tiedostamattaankin. |26, 105] Lakatos ei selitd miksi hédn kuvailee rationaalisten
rekonstruktioiden olevan normatiivista. Tarjoan itse kaksi selitysmallia télle:

1. Rationaalisuus ja tiedon kasvu koko tiedeyhteison jakamina arvoina

2. Jalkiviisauden tuoma nakokulma: rationaalinen rekonstruktio rakennetaan
nayttdméaan normatiiviselta

Normatiivisuusvéiitteensa jalkeen Lakatos jatkaa vaittamaélld, ettéd rationaaliset re-
konstruktiot vaativat empiiriseen aineistoon perustuvua teorioita jaljelle jaavin
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ei-rationaalisen toiminnan selittdmiseksi. Lakatos ei nde tatd ongelmana, vaan to-
dellisen historian rikkautena verrattuna siitd tehtyihin rationaalisiin rekonstruk-
tioihin. [26, 105] Tarjoan esimerkiksi empiriikkaa vaativasta ei-rationaalisesta tie-
teellisestd toiminnasta siahkdvirran kulkusuunnan virtapiirissa.

Sahkévirran matemaattinen selittdminen yhtaldiden ja symbolien avulla oli kehit-
tynyt 1700-luvun lopulla ja 1800-luvun alkupuolella merkittavasti. Télloin myds
madriteltiin sdhkovirran suunta katodilta anodille, eli janniteldhteen positiiviselta
navalta negatiiviselle (huom. anakronistinen terminologia). Elektronit hiukkasina
kuitenkin havaittiin vasta vuonna 1897 J. J. Thomsonin katodisddekokeissa. Tamé
johti nykypéaivin oppikirjoissa esiteltdvadn selitykseen sdhkovirrasta elektronien
virtana jannitelahteen negatiiviselta navalta positiiviselle. Nykypaivangdkin sahko-
virran kulkusuunnasta kiytetaén laskukaavoissa ja yhtaloissd vanhempaa suunta-
kaytantoa positiiviselta navalta negatiiviselle, aiheuttaen ihmetysta aloittelevissa
sihkomagnetismin opiskelijoissa, jotka pitdvit suuntasddntod epérationaalisena.
Luokkatilanteessa sihkomagnetismin opettaja yleensa selittdd tdmén ndenniisen
epérationaalisuuden historiallisilla syilla.

Lakatosin mukaan tieteenalan ulkopuoliset historialliset selitykset tieteenalan si-
séisille asioille eivét ole rationaalisia. Seuraavassa katkelmassa han véittaa, etta tie-
teenalan sisdinen historiankirjoitus on ensisijaista ulkoiseen ndhden. Toinen vahva
katkelmassa esitetty viite on, ettd tieteellisen tutkimuksen logiikka selittda téy-
sin tieteellisen tiedon karttumisen rationaalisuuden. Kéaénteisesti ilmaistuna: tie-
teellisen tiedon karttumisen rationaalisuudessa ei ole mitddn, mité ei voisi selittédé
tieteellisen tutkimuksen logiikalla. Kaikki jarkiperusteisen ajattelutoiminnan tuot-
tama tieteellinen tieto on siis tieteellisen tiedontuottamisen rakenteen ansiota. Tél-
1a vaitteelld on mielestéani merkittava implikaatio esimerkiksi tekoédlyn tuottaman
tutkimusaineiston hyviksymisesséa: Jos tietokoneen tuottama tutkimus noudattaa
samoja tiedontuottamisen rakenteita (ja kiytantojd) kuin ihminen, on tutkimus
yhté rationaalinen kuin ihmisen tuottama aineisto.

The history of science is always richer than its rational reconstructions. But ratio-
nal reconstruction or internal history is primary, external history only secondary,
since the most important problems of external history are defined by internal his-
tory. External history either provides non-rational explanation of the speed, locali-
ty, selectiveness etc. of historic events as interpreted in terms of internal history;
or, when history differs from its rational reconstruction, it provides an empirical
explanation of why it differs. But the rational aspect of scientific growth is fully
accounted for by one’s logic of scientific discovery. [26, 105, kursivointi Lakatosin]|

On myo0s esitettavissd vaihtoehtoinen tulkinta lainauksen viimeiselle virkkeelle:
Ajattelijan edustama matematiikan tutkimuslogiikka riittdéd selittdméan tieteel-
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lisen tiedon karttumisen rationaalisuuden. Tiedonkarttumisen rationaalisuus on
tdmén tulkinnan piirissd hyvin helposti ja kokonaisvaltaisesti selitettévisséa ole-
va asia. Tarvitaan vain jokin looginen rakenne, joka mallintaa tiedonkarttumista,
ja ilmion rationaalisuus on selitetty. Tamaé jalkimmainen selitys kohtaa tosin ris-
tiriidan Lakatosin itsensd antamasta esimerkistd tiedontuotannon historiallisista
osista, jotka ovat hénen mukaansa epérationaalisia (esim. aiemmin esitelty sidh-
kévirran suunta). On siis olemassa tiedonkarttumisen malleja, joiden kuvailema
toiminta ei ole rationaalista. Téméan vuoksi mielestdni ensimméinen tulkinta La-
katosin vaittdmésta on uskottavampi: tiedonkarttumisen rationaalisuus on téysin
selitettavissa tietoisesti asetetuilla tieteentekemisen tyokaytannoilla.

Huomattavaa on myos, ettd Lakatos nostaa esiin mahdollisuuden rationaalisen re-
konstruktion ja historiankirjoituksen vélisille eroavaisuuksille. Historiankirjoitus
on talloin empiirista ja rationaalinen rekonstruktio rationaalista. Tieteellisen tie-
don karttuminen kuitenkin selittyy kokonaan rationaalisella rekonstruktiolla. Ra-
tionaalisen rekonstruktion selitysvoimaa ja suhdetta historiankirjoitukseen késitel-
ladn alaluvussa 5.1.

Lakatos itse nostaa esiin kahden rationaalisen rekonstruktion eroavaisuuden: ana-
lyysi-synteesin tutkimusmetodin kehittymisen antiikin kreikan matematiikassa. Han
vertaa omaa rationaalista rekonstruktiotaan ja johtopaatoksia taméan metodin ke-
hittymisestd Jaakko Hintikan ja Unto Remeksen tutkimukseen samasta aiheesta
[18]. Lakatosin tulkinnan mukaan Hintikka ja Remes olettavat analyysi-synteesin
metodin olleen heuristinen malli Eukleideen geometriassa sen jdlkeen kun kysei-
nen geometrian teoria oltiin jo ilmaistu aksiomaattisessa muodossa. Toinen heidéan
merkittava oletuksensa Lakatosin mukaan on ajatus siitéd, ettd matemaattisten to-
distuksien péaéttely on aina pétevad ja todistuksissa kiaytetyt lemmat aina mah-
dollisia todistaa. Lakatosin omassa rekonstruktiossa kreikkalaisen matematiikan
kehittymisesté esi-euklidisesta ajasta Eukleideen Alkeet-teokseen analyysi-syntee-
sin menetelméa on heuristinen tyokalu, jolla kreikkalaiset kehittivét lukemattomien
yrityksien ja erehdysten kautta Babylonialaisilta ja Egyptildisiltd perittya tieto-
pohjaa, kunnes se oli kehittynyt Eukleideen Alkeet-teoksen muotoon. Lakatos esit-
tda Eukleiden Alkeet-teoksen matematiikan kehittymisen todistusten ja kumoajien
metodin terminologian kautta. [26, 99-100] Niin Lakatos sekéd oikeuttaa todistus-
ten ja kumoajien metodin olemassaoloa matemaattisen tutkimustyon selittdjané
ettd soveltaa sitd historialliseen aineistoon, tuoden esiin uudenlaisen tulkinnan
antiikin kreikan aatehistoriasta. Seuraavassa alaluvussa késitellddn rationaalisen
rekonstruktion selitysvoimaa ja faktuaalisuutta.
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5.1 Lakatosin rationaalisten rekonstruktioiden luokittelu ja
merkitykset

Teun Koetsier tarkastelee teoksessaan Lakatos’ Philosophy of Mathematics: A His-
torical Approach|22| Lakatosin rationaalisen rekonstruktion menetelméaé kriittises-
ti. Koetsier myos maérittelee rationaalisen rekonstruktion systemaattisesti. Seu-
raavat tekstikappaleet ovat vapaasti suomennettu tiivistelméani Koetsierin teoksen
1. luvun alusta (valikoiden sivuilta 12-16).

Matematiikkaa voidaan tarkastella prosessina, eli matemaattisten toimenpiteiden
jonona. Kun jotain tiettyd matemaattisten toimenpiteiden jonoa kuvaillaan, on ky-
seessé, konstruktio matematitkan kehityksestd. Jos konstruktio viittaa matemaattis-
ten toimenpiteiden jonoon, joka oikeasti tapahtui historiassa (tdmé historia voi olla
hyvinkin 1dhelld nykyhetked), méaritelladan kyseessé olevan rekonstruktio matema-
tiskan kehityksestd. Rekonstruktiot ovat tietynlaisia konstruktioita, mutta kaikki
konstruktiot eivéit ole rekonstruktioita. Esimerkiksi opetuksessa kiytettavit peda-
gogiset esitelmét ovat usein konstruktioita, mutta eivit yleensé ole rekonstruktioita
historiallisesta kehityksesté. [22, 12]

(Re)konstruktiota voidaan kutsua rationaaliseksi, jos se perustuu selkedsti johon-
kin matemaattiseen metodologiaan (implisiittiseen sddnndstéon) ainakin osittain.
Rationaalisella (re)konstruktiolla on yleensé seuraavanlainen rakenne: Se koostuu
jonosta matemaattisia toimenpiteité ja niiden tuloksia, mukaanlukien negatiiviset
tulokset. Matemaattisiin toimenpiteisiin liittyvat implisiittiset sdannot suositte-
levat usein tietynlaista matemaattista kiyttaytymismallia aiemmin tehtyjen toi-
menpiteiden ja tulosten perusteella (konstruktio esittelee néné yhteydet). Mate-
maattiseen kiyttdytymismalliin vaikuttavat usein myds muut tekijit, esimerkiksi
matemaattiset tulokset, joita ei esitelld konstruktiossa.[22, 12]

[Koetsier esittelee| rationaalisuuden liséksi toisenkin hyodyllisen nédkokulman re-
konstruktioihin: niiden faktuaalisuuden. Rekonstruktio on sita faktuaalisempi, mi-
ta taydellisemmin se vastaa historiassa todellisesti tapahtuneiden matemaattisten
toimenpiteiden jonoa. Rekonstruktio voi siis olla rationaalisuudestaan riippumatta
faktuaalinen, kontrafaktuaalinen tai jotain niiden vililta.[22, 13]

Esityksessdan Koetsier korostaa, ettd hénen rationaalisuuskésityksensé on tarkoi-
tettu vain matematiikan rationaalisuuden tarkasteluun rekonstruktioiden konteks-
tissa. Hanen mukaansa rekonstruktioissa esiintyvat implisiittiset sddnnot tai me-
todologiat kasittelevit sitéd, millainen matemaattinen kiyttaytyminen on riittavin
tai riittaméattoman hyodyllista tietyn matemaattisen ongelman ratkaisussa. Nama
matemaattiset kidytossaannot on pidettava erilladn yleisemmistd, psykologisista
ongelmanratkaisumalleista eli heuristiikoista. [22, 13] Teoksen Proofs and Refuta-
tions aikana Lakatos vield kasitteli metodologiaa ja heuristiikkaa yhtené kokonai-
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suutena. Myohemmaéssé tuotannossaan (MSRP) hin erottelee néille késitteille eri
siséllot. (22, 16]
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Rationaalisilla (re)konstruktioilla voi olla Koetsierin mukaan neljéé eri tarkoitusta:
1. Pedagoginen
2. Metodologinen
3. Filosofinen
4. Historiallinen

Pedagogisen (re)konstruktion tarkoitus on opettaa muille jokin tietty matemaatti-
nen metodologia tai implisiittinen sddnnosto. Metodologisen (re)konstruktion tar-
koitus on puolustaa jotain tiettyd matemaattista metodologiaa, eli vaittaa sen ole-
van perustellusti toimiva ja hyddyllinen tai kuvailevan arvostettua matemaattista
toimintaa tarpeeksi tarkasti, etté tiedeyhteisé hyvéiksyy metodin selittdvan mate-
maattista toimintaa riittavasti. Tata tarkoitusta varten rekonstruktion on oltava
mahdollisimman faktuaalinen. Filosofinen (re)konstruktio selittdd matematiikan
kokonaisluonnetta: yhden tai useamman (re)konstruktion véitetdén sopivan pa-
remmin tiettyyn ndkemykseen matematiikasta kuin toiseen, esimerkiksi vertailles-
sa platonista realismia ja ndkemystd matematiikasta inhimillisend rakennelmana.
Historiallinen tarkoitus (re)konstruktioille on joko tdysin kuvaileva (deskriptiivi-
nen) tai kiyttdd rekonstruktioita aineistona jonkin historiallisen lainalaisuuden
kuten "tieteiden kehityksen"loytamiseksi. [22, 15]

Hammastyttavasti molemmat Lakatosin teoksessaan Proofs and Refutations esit-
telemét rationaaliset rekonstruktiot (monitahokkaiden avaruusgeometria ja luku-
jonon tasainen suppeneminen) ovat huomattavan kontrafaktuaalisia. Koetsier kiy
léapi Lakatosin rekonstruktioita ja l0ytda niistd anakronismeja, yksinkertaistuksia
ja ylitulkintaa. Historiankirjoituksen nakdkulmasta Lakatos ei ole ottanut aineis-
tonsa kontekstia riittavédsti huomioon. [22, 1.3.4-1.4.4] Namé puutteet eivit kui-
tenkaan tee todistusten ja kumoajien metodista epauskottavaa, vaan pelkistaan
muuttavat Lakatosin sille tarjoamat perustelut rationaalisista rekonstruktioista
rationaalisiksi konstruktioiksi. Nama konstruktiot tuovat ilmi matematiikan ratio-
naalista luonnetta tavalla, joka on sekéd tunnistettava, ettd julkaisuaikanaan tuore
ja alkuperainen. Lakatos toi esille kumoamisen merkityksen matemaattisesta tyos-
kentelysséd. Koetsierin mukaan todistusten ja kumoajien metodin arvo on myos
sen esittelemén tyoskentelytavan rikkaudessa: kumoutumiseen on tarjolla moni-
puolisia reagointitapoja, joita Hilbertin formalistinen matematiikanfilosofia ei olisi
huomannut. [22, 45] [28, 4, alaviite 1]

Néiden ajatusten valossa rationaaliset konstruktiot, jotka Lakatos on rakentanut
todistusten ja kumoajien metorin tueksi ovat mielesténi ensisijaisesti pedagogisia
ja metodologisia, eivét historiallisia. Pedagoginen tarkoitus téyttyy teoksen Proofs
and Refutations dialogissa erinomaisesti: teksti on helppolukuista, innostavaa ja
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tarkeimmét véitteet on ilmaistu selkeédsti numeroitujen listojen ja kertauksen avul-
la.

Konstruktioiden tulkinta metodologisiksi onnistuu myos, mutta heikommin kuin
pedagoginen tulkinta. Todistusten ja kumoajien metodi tarjoaa implisiittisen sédan-
noston matemaattiselle toiminnalle, jolla voidaan selittdé menestyksekdstd mate-
maattista tyoskentelyd siitd huolimatta, ettéd konstruktiossa esiintyvat matemaa-
tikot kuten Niels Henrik Abel tavoittelivat eri paaméaria kuin Lakatos kuvaili
heidén tavoitelleen, tai ettd Lakatos kuvaili heidan tyoskentelydén anakronistisella
terminologialla, mukaanlukien todistusten ja kumoajien metodin késitteet. Néista
puutteista huolimatta matematiikan historia (ja my6s historiankirjoitus) olisi voi-
nut tapahtua Lakatosin kuvailemalla tavalla. konstruktion kontrafaktuaalisuudesta
huolimatta se voi olla hyodyllinen tyokalu matemaatikoille.

Konstruktion mahdollisen filosofisen tarkoituksen suhteen olen varovainen veté-
maén yleisid johtopaéatoksid. Luvussa 6 kuitenkin pohdin konstruktion tukemia
matematiikanfilosofisia merkityksié ja véitteitd matematiikan erehtyvéisyyden kon-
tekstissa. Teos Proofs and Refutations pysyttelee korostetusti matemaatikkojen
mikrotason tyoskentelyn selittdmisessa ja kuvailussa. Vaikka teoksesta on 16ydet-
téavissd mielenkiintoisia mielenkiintoisia filosofisia irtiottoja, mahdollisesti hegeli-
ldiseen suuntaan (esimerkiksi todistusten ja kumoajien metodi teesi-antiteesi-syn-
teesi -narratiivin ilmentyméné), ndmé eivit selvistikdén ole kirjan perimmaéista
tarkoitusta Lakatosin itsensd mielestd. Teoksen Proofs and Refutations konstruk-
tioilla voi olla filosofinen merkitys osana laajempaa matematiikan filosofian tut-
kimusta, mutta teoksen itsensd kontekstissa konstruktioiden filosofinen tarkoitus
jaa vahaiseksi. Lakatos késittelee matematiikanfilosofiaa suoraan vain teoksen liit-
teissd. Hédnen matematiikanfilosofiset erilliset kirjoituksensa ([30] [29] [25] [24])
puolestaan eiviat nojaa teoksen Proofs and Refutations sisdltdmiin rationaalisiin
konstruktioihin, vaan rakentavat omat, itsenéiset argumenttinsa.

Lakatos pohtii matematiikan rationaalisuuden olemusta hyvin hegelildisella kielella
teoksen Proofs and Refutations toisessa liitteessé, joka on postuumi lisd vuoden
1976 laitoksessa. Liite ei ole kirjoitettu dialogimuotoon. Kyseisen liitteen teksti
perustuu Lakatosin vuoden 1961 viitoskirjatekstin kolmanteen lukuun, joten sen
voidaan katsoa edustavan samaa vaihetta Lakatosin ajattelussa kuin padtekstin
dialogi.

Mathematics, this product of human activity, ’alienates itself’ from the human
actiwity which has been producing it. It becomes a lwing, growing organism, that
acquires a certain autonomy from the activity that produced it; it develops its own
autonomous laws of growth, its own dialectic. — — The activity of human mathe-
maticians, as it appears in history, is only a fumbling realization of the wonderful
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dialectic of mathematical ideas. But any mathematician, if he has talent, spark,
genius, communicates with, feels the sweep of, and obeys this dialectic of ideas.
Now heuristic is concerned with the autonomous dialectic of mathematics and not
with its history, though it can study its subject only through the study of history
and through the rational reconstruction of history.[28, 146]

Matematiikan rationaalisuus ilmenee siis hegelildisena dialektiikkana, joka toteu-
tuu tiedeyhteisossd vain horjuen. Tadmé dialektiikka sindnséd on tutkijan (matema-
titkan filosofin tai aatehistorioitsijan) suoran havaintomaailman ulkopuolella. Ma-
tematiikan rationaalisuutta tarkastelevan filosofin tutkimuskohde ei siis ole mate-
maatikkojen itsessdédn horjuva ja epatiydellinen tyoskentely, vaan matematiikan
dialektiikassa ilmeneva rationaalisuus. Historiallisessa aineistossa ilmenevin mate-
maattisen toiminnan odotetaan siis olevan yhté lailla epétéydellista ja horjuvaa:
siis ei taysin rationaalista. Tama epataydellisyys ilmenee my6s matematiikan ereh-
tyvaisyytend, mita késitelladn luvussa 6.

Lakatosin rationaalisia rekonstruktioita (tai vain konstruktioita, heikennettya tul-
kintaa kiyttden) matematiikan historiasta pohdittaessa on mielesténi tarkeda huo-
mioida, etté tutkimuskohteen oletetaan olevan rationaalinen. Konstruktion raken-
taja sitoutuu johonkin késitykseen rationaalisuudesta joko tiedostamattaan tai tie-
toisesti. Talloin han valikoi tekstidédn varten historiallisesta aineistosta vain ratio-
naalisuuskasitykseensd sopivaa materiaalia tai tulkitsee aineistoa tahan kasityk-
seen sopivalla tavalla. Rationaaliseksi rekonstruktioksi tarkoitettu teksti siis maa-
laa tutkimuskohteestaan valttdmattomaésti rationaalisen kuvan. Témaéa vaikuttaa
kehapaatelmaltd, jos rationaalisen rekonstruktion tarkoituksena pidetdan pelkés-
taan tutkimuskohteen rationaalisuuden osoittamista.

Filosofisen merkitystulkinnan mukaisesti (rationaalinen re)konstruktio voi tulkita
matematiikan luonnetta. Historiallisen aineiston koherenssi (tai koherenssin puute)
kirjoittajan rationaalisuuskasityksen kanssa konstruktiossa voi dialektisessa pro-
sessissa tuottaa uusia tulkintoja matematiikan luonteesta, kirjoittajan rationaali-
suuskésityksestd tai matemaattisen tyoskentelyn metodologiasta. Namé huomiot
voidaan havaita, kun rationaaliseksi rekonstruktioksi tarkoitettua tekstia luetaan
nama laajemmat merkityskokonaisuudet mielessé pitden. Télloin voidaan myds
havaita kirjoittajan olettamasta rationaalisuuskasityksesté ja tieteenalan metodo-
logiasta piirteitd, mita ei valttamatta ole eksplikoitu tekstisséd. Esimerkiksi teoksen
Proofs and Refutations tekstistd voidaan havaita pohjimmiltaan euklidinen deduk-
tion kunnioitus, josta on kyseenalaistettu paattelyn lahtokohdat eiké itse paattelyn
mielekkyytta ajattelun rakenteena. Siitd huolimatta, etta Lakatos vaikuttaa esipu-
heensa perusteella edustavan popperilaista, falsifikaatioon nojaavaa metodologiaa,
esitteekin dialogi ldhinnd matemaattisia oivalluksia ja tyoskentelytapoja, joissa
keskiossd on vanhasta matemaattisesta tuloksesta kiinnipitdminen naennaisesta
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kumoamisesta huolimatta. Euklidisen menetelmén korvaavaksi matematiikan me-
todologiaksi paljastuukin jotain, joka on lahempéand myohemmin MSRP:ssé esitel-
tya tieteenfilosofiaa kuin popperilaista falsifikationismia. Tété aihetta késitelladn
lisaéd luvussa 6 matematiikan erehtyvaisyyden nakokulmasta.

5.2 Mikrotason rationaalisuus

Teos Proofs and Refutations on mahdollista lukea hyokkéyksend matematiikan
erehtymattomyytta vastaan. Lakatoksen taidolla rakentama jannittava narratii-
vi esittelee kiihtyvélla tahdilla vastaesimerkkeja jo "todistettuihin"vaitteisiin ja
nostaa esille lukijan perusolettamuksia matematiikan luonteesta kyseenalaistaak-
seen ne. Todistetuista tuloksista 16ydetdan jatkuvasti puutteita ja uusien nakokul-
mien valaisemia epdjohdonmukaisuuksia, jotka on korjattava. Tamén laskelmoi-
dun hyckkéiyksen merkitys ei kuitenkaan ole tehdd matematiikasta epéatieteellistéa
tai epaloogista.

Lakatos erottelee tuntemattomaan katsovan matematiikan tutkimuksen ("gues-
sing") ja todistamisen ("proving"), kuten alaluvussa 7 esitelladn. Naistd edellisen
késittelyssa Lakatos oli aikanaan edelldkévija nostaessaan otaksumien muodosta-
misen ja késittelyn tutkimuskohteeksi sindnsa. Harva kyseenalaistaa matemaattis-
ten véitteiden todistamisen olevan rationaalista toimintaa. Teoksen Proofs and Re-
futations esittdmén euklidisen koulukunnan kritiikin ja matemaattisen mikrotason
tyoskentely esilletuonnin jilkeen herdd kuitenkin kysymys: Onko matematiikan ra-
tionaalisuus kyseenalaistettava, jos sitd tarkastellaan laajana kokonaisuutena, joka
sisaltdd muutakin kuin formaalin todistamisen ja todistetut tulokset?

Oman tulkintani mukaan teoksen Proofs and Refutations siséltd voidaan selittaa
kahden tavoitteen avulla:

1. Euklidisen myytin dekonstruktio
2. Mikrotason matematiikan selittdminen

Naista edellisté tavoitetta on késitelty luvussa 3.1.3. Toinen tavoite, eli mikrotason
matematiikan selittdminen on teoksen Proofs and Refutations matematiikanfiloso-
fista ydinta. Lakatos rakentaa oman selityksensd matematiikaksi kutsutun tietee-
nalan sisaltamalle toiminnalle. Tama selitys, eli todistusten ja kumoajien metodi,
nojaa vahvasti historialliseen aineistoon ja tutkimusprosessin yksittédisten kysy-
mysten ongelmanratkaisun askeliin, eli mikrotason matemaattiseen toimintaan.

Todistusten ja kumoajien metodi onnistuu selittdmééan paremmin matemaattisen
tyoskentelyn mikrotasoa kuin sen pidempiaikaista kehitysta tiedeyhteison tasolla,
eli makrotasoa. Makrotason selityksen ongelmia ei varsinaisesti késitelld tassa tut-
kielmassa, mutta makrotason selityksiin liittyvia historiallisen aineiston kiyton on-
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gelmia késiteltiin alaluvussa 5.1. Mikrotason selityksessé Lakatosin tarjoaman mal-
lin selitysvoima on kuitenkin varteenotettava. Todistusten ja kumoajien metodin
tarjoama heuristiikka, eli ongelmanratkaisusuunnitelma vastaesimerkkien késitte-
lya varten oli julkaisuaikanaan tuore nakokulma ja viela nykyadnkin auttaa mate-
maatikkoa kiddntamadn vastaesimerkin uudeksi mahdollisuudeksi tutkimuksellisen
umpikujan sijaan. Heuristiikan pragmaattinen hyoty on hyvin merkittava: tilan-
teessa, jossa matemaatikko on torméannyt ylitsepadseméattomadn ongelmaan hénen
rakentelemansa mielleyhtymét ja hdnen hyodyntaménsa lemmat ovatkin yhé hyo-
dyllistd materiaalia sen sijasta, ettd ne olisi hylattava. Lisdksi metodin saannosto
(suomennettu tédmén tutkielman luvussa 4) tarjoaa selkedt toiminta-ohjeet, mi-
ki ehkéisee "tyhjdn paperin ongelmaa', eli uuden ratkaisuyrityksen aloittamisen
vaikeutta.

Matemaatikot eivat kuitenkaan kéayta todistusten ja kumoajien metodin heuris-
tiikkasdannostoa sellaisenaan, eivatké vastaesimerkit ole kdytdnnon tutkimustyos-
sé keskiossd Lakatosin esittelemélld tavalla (esim. |7, 108]). Lakatosin esittelemé
mikrotason matematiikan selitys ei siis vastaa todellisuutta, vaan on kontrafaktu-
aalinen. Tama ei valttamétta ole ongelmallista. Kontrafaktuaalisuuden esittdmé
haaste on lasna koko teoksen Proofs and Refutations siséllossa niin historiallisen
aineiston kasittelyssa kuin mikro- ja makrotasonkin matematiikanselityksissa. La-
katosin ottamia vapauksia historiallisen aineiston késittelyssa on kritisoitu laajalti
[7]) [46, 103]. Joidenkin tutkijoiden mielestd Lakatosin ajatukset ovat hyodyllisina
uudelleentulkittuina, esimerkiksi lievennettyind pedagogiseksi ohjelmaksi norma-
tilvisen ohjeen sijasta (|22, 1.3.3.]) tai korostamalla nykyhetken tulkitsijan késitysta
rationaalisuudesta [23, 3.2.].

Matematiikan mikrotason tyoskentelyn selittdminen, varsinkin sen rationaalisuu-
den osalta, ja keskustelunavaukset matematiikan tieteenfilosofisten perusteista ovat
yhteydessd toisiinsa hyvin kiintedlld tavalla teoksen Proofs and Refutations dia-
logissa. Viitéin, ettd Lakatosin tekstid on hyodyllistd tulkita siten, ettd tarjotut
selitysmallit ovat mahdollisia, eivit faktuaalisia. Han tarjoaa mahdollisen ratio-
naalisen selityksen matemaatikkojen mikrotason toiminnalle ja sitd kautta osoit-
taa, ettd uskottava rationaalinen selitys on mahdollinen. Teun Koetsierin mukaan
Proofs and Refutations on uskottava paédosin siksi, etté se esittelee tunnistettavaa
matemaattista kiyttaytymisté [22, 44]. TAmé& on mielenkiintoista, silla tekstin his-
torialliset esimerkit ovat muokattuja eivatkd matemaatikot kiytédnnosséa useinkaan
toimi todistusten ja kumoajien metodin mukaisella tavalla.

Lakatoksen kuvailema matemaattinen kiayttaytyminen onkin ideaalista matemaat-
tista mikrotason tyoskentelyéd. Mielestédni Lakatosin kuvauksen uskottavuus ja se-
litysvoima perustuu jaetulle arvopohjalle. Matemaatikot ovat vahvasti sitoutuneet
rationaalisuuden ja ristiriidattomuuden arvoihin. Lakatos selittdd aiemmin huo-

63



miotta jadnyttd matematiikan osa-aluetta, falsifikaatioiden dialektiikkaa, mate-
maattisia késitteitd kiyttden ja vahvasti matematiikan arvoja edustaen. Kolmas
merkittava arvo téssa tarkastelussa on koherenssi. Lakatoksen selitys tarjoaa ma-
tematiikan tieteenalalle sisdisesti ristiriidattoman selitysmallin mikrotason toimin-
nalle. Tamé ristiriidattomuus on kuitenkin saavutettu aineiston valikoivan hyo-
dyntamisen avulla, miké asettaa todistusten ja kumoajien metodin alttiiksi tule-
vien, parempien selitysmallien hyokkayksille. Lakatoksen ajatuksia koherentimpi
selitys matematiikasta voisi esimerkiksi sisallyttaé laajemman historiallisen aineis-
ton perustakseen ja jattaa vihemmén ilmioita selittdmatta. [23, 94| Matemaatikot
siis pitavat Lakatosin metamatemaattisia selityksid uskottavina ja hyodyllisind,
niiden aatehistoriallisista puutteista huolimatta. Témé& korostaa Lakatosin tekstin
erityislaatuista asemaa matematiikan ja filosofian vélimaastossa.

Teoksen Proofs and Refutations dialogi osoittaa ajatuksen epérationaalisuudesta
epauskottavaksi ja tarjoaa yhden erityisen rationaalisen selityksen matemaattiselle
toiminnalle. Myohemmissé teksteissddn, etenkin MSRP:ssé, Lakatos pohtii tieteel-
lisen tutkimustoiminnan selittdmista laajemmalla ja abstraktimmalla tasolla eiké
yvhden erityisratkaisun kautta. Tekstilli on myds pedagoginen merkitys. Teoksen
Proofs and Refutations dialogi on ajatuksia herattelevid ja nostaa esiin tieteenfi-
losofisia ja metamatemaattisia teemoja sekd matematiikan tieteenalan historialli-
suutta, mihin opiskelijat eivat valttamatta kiinnitd huomiota mekanistisessa ma-
tematiikan yliopisto-opetuksessa. Dialogin teksti on selkeédé ja sen matemaattinen
sisalté ymmarrettavad ilman laajaa perehtyneisyytta. Teksti soveltuu mielesténi
erinomaisesti matematiikan ja matematiikkaan vahvasti nojaavien oppiaineiden
kuten fysiikan kanditason oppimateriaaliksi, tai lukiotason syventdvéksi materiaa-
liksi. Tamé tukisi monitieteellisyyden ja lahdekriittisyyden laaja-alaisia oppimis-
tavoitteita (LOPS 2019 [36]) lukiomatematiikassa.

6 Matematiikan erehtyvaisyys

Lakatosin matematiikanfilosofiset intressit keskittyvét kahteen aiheeseen:
1. Matematiikan rationaalisuus
2. Matematiikan erehtyvaisyys

Niistd matematiikan rationaalisuus, jota kasitellddn luvuissa 5 ja 7, on Lakato-
sille tarkedmpi aihe. Laajentamalla rationaalisuuden késitetta kisittdméan muun-
kin kuin deduktiivisen paéttelyn, Lakatos kykeni selittdméin matemaattista mik-
rotason tyoskentelyd historiallisesta aineistosta enemmén kuin aikaisemmin. [22,
44] Téama selitys rakennettiin popperilaista, falsifiointia painottavaa metodologiaa
hyodyntéden: Lakatos asetti vastaesimerkit, eli hypoteesien ja lauseiden loogises-
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ti epatodeksi osoittamisen, keskeiseen asemaan matemaattisessa tyoskentelyssa.
Tama on ristiriidassa euklidisesta koulukunnasta kumpuavan késityksen kanssa,
jossa matemaattisen lauseen ajatellaan olevan peruuttamattomasti totta onnistu-
neen todistuksen jalkeen. Lakatosin teksti herattaakin kysymyksia: Miten ristiriita
euklidianismin edustaman "ikuisen totuuden'ja vastaesimerkkien vélilld ratkais-
taan? Onko falsifiointi mielekés tyoskentelytapa matematiikassa? Millaista ereh-
tyvaisyytta (fallibilism) esiintyy matematiikan tieteenalalla? Onko tadmé& erehty-
véisyys hyodyllista vai vaarallista? Onko erehtyvaisyyttd edes mahdollista poistaa
matematiikasta? Useimpia néistd kysymyksistd on sivuttu aiemmissa luvuissa ja
alaluvuissa. Téssd luvussa keskityn matematiikan erehtyviisyyden ja Lakatosin
pohdinnan kuvailuun.

Lakatos mainitsee teoksen Proofs and Refutations esipuheessa nojanneensa Pop-
perin filosofiaan niin paljon, ettei hin mainitse viittauksia Popperiin tekstissdin
laisinkaan. Popperilainen falsifikationismi on koko teoksen matematiikkakésityk-
sen lahtokohta: Lakatos selittda matematiikkaa popperilaisesta nakokulmasta ta-
valla, jota hénen aikanaan ei oltu ennen tehty. Lakatos ei perustele popperilai-
sen falsifikationismin lahtokohtaansa, vaan olettaa sen rakentaakseen argument-
teja matematiikan rationaalisuuden selittdmiseksi. Lakatosin yhtend motivaationa
lienee ollut popperilaisen tieteenfilosofian edustaminen: onnistunut matematiikan
rationaalisuuden selitys popperilaisen falsifikationismin pohjalta vahvistaisi tdmén
uskottavuutta tiedeyhteisossa. Koska Lakatos késittelee matematiikan erehtyvai-
syytta teoksen Proofs and Refutations tekstissa vain vahaisessd maérin, avuksi tar-
vitaan muita hénen tekstejadn ja vertailua Popperin ajatuksiin, varsinkin niissé
yhteyksissa kun Lakatos poikkeaa puhdasoppisesta popperilaisuudesta tai kehittéaa
falsifikationismia omaan suuntaansa.

Teun Koetsier méaarittelee kaksi erilaista positiota matematiikan erehtyvéaisyydesta
tyokaluksi Lakatosin késitysten tarkasteluun: [22, 1.3.5]

1. Vahva erehtyviisyys
2. Heikko erehtyvaisyys

Koetsier mééarittelee vahvan erehtyvaisyyden (strong fallibility thesis) tarkoitta-
van samanlaista falsifioinnin mahdollisuutta matematiikassa kuin Popperin mu-
kaan luonnontieteissé: kokonainen teoria on mahdollista falsifioida. Néin ollen on
mahdollista, ettd kaikki lauseet ja teoriat, joista matematiikan kokonaisuus on ra-
kennettu, falsifioitaisiin riittédvien vastaesimerkkien 16ytyessa. Talloin nykyhetken
késitys matematiikan "totuudesta'tai "edistyksestd"osoittautuisi ndennéiseksi ja
sattumalta muodostuneeksi.[22, 45]. Vahva erehtyviisyys siis kisittelee matemaat-
tisia lauseita ja teorioita joko kokonaan tosina tai kokonaan epétosina.
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Heikon erehtyvéisyyden késite huomioi tilannekohtaisuuden ja aste-erot matemaat-
tisen véitteen totuuden tai epatotuuden maéarittelyssia. Matemaattiset teoriat ovat
erehtyvaisid, mutta niitd ei voi falsifioida kokonaan. Uudemmat teoriat samasta
aiheesta syrjayttavat merkittdvan osan vanhan teorian sisdllosta. Talloin vanhan
teorian voidaan tulkita erehtyneen tai ainakin toimineen vajavaisilla tiedoilla. Uusi
teoria (tai yksittdinen lause) on monipuolisempi esimerkiksi voimassaoloehtojensa
suhteen tai selittdd aiemmin "ongelmallisen"vastaesimerkin tyydyttéavalla tavalla.
Vanha tietosisélto kuitenkin toimii perustana, jopa valttdméattoméané edellytykse-
né, uudelle tiedolle. 22, 46]

Kontrastina erehtyviisyydelle on ajatus matematiikan erehtyméattomyydestéa (in-
fallibilism). Lakatosin ajatukset ovat terdvimmilladn kohdistettuna ehdottomaan
uskoon matematiikan erehtyméttomyydesta. Téllaista matematiikkakasitysté esi-
teltiin tdmén tutkielman luvussa 5 ja erityisesti alaluvussa 3.1.3. Raiked vastak-
kainasettelu euklidisen erehtyméattomyysposition ja vahvan erehtyvaisyyden valilla
haastaa lukijaa ottamaan matematiikan erehtyvaisyyden vakavasti ja pohtimaan
Lakatosin esittamié véitteitd. Tama kirjallinen ja pedagoginen strategia teki ja te-
kee yha Lakatosin tekstistd kiinnostavamman, mutta ei ollut teoksen Proofs and
Refutations julkaisun aikaan vélttdméaton kohdeyleison kiinnostuksen herattami-
seksi, olihan matematiikan erehtyvaisyys ja epataydellisyys tullut esiin jo vuosi-
kymmenid aiemmin esimerkiksi Russelin ja Godelin 16ydoksissa.

Vahvan erehtyvaisyyden késite on popperilaista falsifikationismia sovellettuna ma-
tematiikkaan miltei sellaisenaan. Heikko erehtyvéisyys puolestaan nojaa vahvasti
Lakatosin todistusten ja kumoajien metodiin. Mielestdni ndma molemmat késitteet
ovat hyodyllisia Lakatosin tekstien tulkinnassa. Vahva erehtyvaisyys on mahdolli-
sesti lahempéna Lakatosin tekstin intentiota ja sitoutumista popperilaiseen falsifi-
kationismiin, mutta heikko erehtyvéisyys on puolustettavampi ja nykykeskustelulle
relevantimpi positio.

Teoksen Proofs and Refutations dialogiteksti siséltdd Lakatosin mukaan tarinan
dialektiikan ja rationaaliset rekonstruktiot historiasta; tekstin runsaat alaviitteet
puolestaan kuljettavat "todellista"historiaa tarinan mukana [28, 5|. Luvun 5.1 pééa-
telmien pohjalta voidaan sanoa, ettd alaviitteissa kuljetettu historiankirjoituksen
tulkinta on myos rationaalista (re)konstruktiota eikéd luotettavaa historiankirjoi-
tusta.

Dialogin teksti edustaa aluksi vahvaa erehtyvaisyytta: Lakatos vaittda esipuhees-
saan, ettel matemaattisten 10ydoksien logiikkaa voi kehittééd ilman formalismin
kritisointia ja hylkddmistd |28, 4|. Dialogissa lauseita ja teoreemoja kisitellaan
lahtokohtaisesti kokonaisuuksina, joiden oletetaan osoittautuvan loogisesti epéto-
siksi vastaesimerkin 16ytyessé (kts. luku 4). Yksi ydinsanomista todistusten ja ku-
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moajien metodissa kuitenkin on juuri kokonaisuusnakemyksen kyseenalaistaminen.
Nostaessaan ansiokkaasti esiin piilotettujen lemmojen merkityksen ja luodessaan
lauseiden voimassaoloalueiden uudelleenméarittelylle systemaattisen heuristiikan,
Lakatos tulee samalla haastaneeksi vahvan erehtyvéisyyden ja siten myos koko
teoksen popperilaiset lahtokohdat. Tekstissa ei kuitenkaan pohdita suoraan ma-
tematiikan erehtyvéisyyttd sindnsd, vaan ainoastaan matemaattista tyoskentelya
lemmojen, lauseiden ja teorioiden tasolla, joten tdmén ristiriidan suora késittely
jaa dialogissa vahéiseksi. Alaviitteet ja Lakatosin muu tuotanto antavat kuitenkin
aineistoa vahvan ja heikon erehtyvaisyyden nédennéisen ristiriidan ratkaisemiseksi.

Teoksen Proofs and Refutations alaviitteistd 10ytyvd "oikea historia'sisaltéaa sa-
manlaisia yksinkertaistuksia ja painotuksia kuin dialogissa henkilohahmojen repliik-
keiné ilmituleva rationaalinen rekonstruktio. Téma ei kuitenkaan tee alaviitteista
arvottomia. Alaluvussa 5.1 huomattiin, ettd Lakatosin rationaalisilla (re)konstruk-
tioilla on selitysvoimaa paikoittaisesta kontrafaktuaalisuudestaan huolimatta. Ala-
viitteet eivat Lakatosin vaitteestd huolimatta edusta "todellista historiaa", vaan ne
ovat oma konstruktionsa, joka kulkee erillddn dialogin leipatekstin konstruktiosta,
paikoitellen sita tukien. "... The real history will chime in in the footnotes, most
of which are to be taken, therefore, as an organic part of the essay."|28, 5] Lakatos
ei siis tarkoittanut alaviitteiden muodostavan omaa, itsendista historiankirjoitusta
tai -kertomusta, vaan tdydentdavin dialogin rekonstruktioita hieman eri nakdékul-
masta. Nain tapahtuukin. Teun Koetsierin analyysin mukaan alaviitteisiin valitut
historialliset véitteet ja toteamat maalaavat matematiikan erehtyvéiisyydestéa ku-
van, joka on paljon l&hempéné heikkoa kuin vahvaa erehtyvéisyyspositiota |22, 56].
Koetsierkaan ei analysoinut dialogin kaikkia alaviitteyta erehtyvéisyyden nakokul-
masta, vaan vain Cauchyn jatkuvuuslauseiita késittelevaé katkelmaa.

Millainen konstruktio Lakatosin "todellista historiaa"siséltavét alaviitteet ovat ma-
tematiikan erehtyvéiisyyden suhteen? Oman tulkintani mukaan alaviitteitd ei ole
mielekésta tarkastella tdssé yhteydessé irrallisena, erillisend materiaalina, vaan tay-
dennyksiné ja toisena ndkokulmana dialogin rationaalisen rekonstruktion esitta-
miin vaitteisiin matematiikan luonteesta. Dialogi tarjoaa vahvan erehtyvaisyyden
mukaista kuvaa matematiikasta, kun taas alaviitteiden nakokulma, ehkéd Lakato-
sin tarkoituksen vastaisesti, tarjoaa heikon erehtyvéisyyden mukaista nakemysta.
Kuten aiemmin on todettu, sekd dialogi etté alaviitteet sisaltavéit historiallisia
yksinkertaistuksia ja painotuksia, minkd perusteella niiden voidaan sanoa olevan
historiallisia konstruktioita, ei rekonstruktioita. Cauchy (ja Abel) eivit kiyttaneet
todistusten ja kumoajien menetelmaéd tyoskentelysséadn, eivatka Lakatosin kuvauk-
set heidéan tyoskentelystaan kestéd historialista kritiikkiéd. Historiallisen arvon sijas-
ta alaviitteiden konstruktioilla voi kuitenkin olla pedagoginen ja/tai filosofinen
merkitys.
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Mielestéani pedagoginen merkitys on ilmeinen. Alaviitteissa kulkeva "todellinen his-
toria"vuosilukuineen sitoo fiktiivisen dialogin historiankirjoitukseen lisédten tekstin
kiinnostavuutta lukijalle ja opettaen matematiikan tieteenalan tapahtumia 1800-
ja 1900-luvuilta. Filosofinen merkitys on mahdollinen (konstruktioiden eri mer-
kityskategorioita késiteltiin alaluvussa 5.1). Alaviitteiden sisdltdmét konstruktiot
voivat auttaa selittdméadn matematiikan luonnetta. Lakatosin voidaan véittda on-
nistuneen teoksen Proofs and Refutations dialogilla kyseenalaistamaan matematii-
kan erehtyméttomyyden. Dialogi ja alaviitteet tarjoavat kaksi eri vaihtoehtoa ma-
tematiikan erehtymattomyydelle: vahvan ja heikon erehtyvéisyyden. Se, etta vaih-
toehtoja on kaksi, voidaan ndhdéd vahvempana argumenttina matematiikan ereh-
tyméttomyytta vastaan kuin pelkké yksi erehtyméttomyyspositio tarjoaisi: ajatus
matematiikan erehtyviisyydesté toimii pohjana monensuuntaisille selitysmalleille.
Sekd dialogin ettd alaviitteiden historialliset konstruktiot antavat siten pluralis-
tisena kokonaisuutena uskottavuutta matematiikan erehtyvaisyydelle sindnsa, tai
ennemminkin horjuttavat erehtyméttomyyden asemaa matemaattisen tyoskente-
lyn ja tiedontuotannon kuvailuissa ja selityksissa.

Kumpi erehtymattomyyden selitysmalleista on uskottavampi: vahva vai heikko
erehtyvéisyys? Seké historiallinen aineisto, ettd Lakatosin teksti on paremmin yh-
teensopiva heikon erehtyvéaisyyden kanssa. Vaikka matemaattiset vaitteet voidaan
jakaa hienojakoisiin, loogisesti testattaviin perusvaitteisiin paremmin kuin muissa
tieteissa, tieteilijoiden kdyttaytyminen on kuitenkin samankaltaista: teorioita en-
nemmin muokataan kuin hylatdan. Vastaesimerkit 10ytyvit usein sattumalta eivéit-
ké tarkoituksellisen etsinnédn seurauksena. Lakatoksen mydhempi teos MSRP ka-
sittelee tétd kysymysté laajalti[31]. Teoksen Proofs and Refutations alaviitteiden
maalaamassa kuvassa matematiikan erehtyviisyydestd voidaan ndhda Lakatosin
ensiaskeleita puhtaasta popperilaisesta falsifikationismista lievempéédn positioon,
jota hén edustaa MSRP:ssé. Itse nden vahvan erehtyviisyyden arvon ldhinné pe-
dagogisena retoriikkana ja historiallisena kuriositeettina, kun taas heikko erehty-
vaisyys tarjoaa uskottavamman kehyksen sekd matemaattisen tiedon asteittaiselle
kehityksella ettd matematiikan rationaalisuudelle. Vaikka Proofs and Refutations
ei kasittelekddn matematiikan erehtyvéaisyyttd keskeisené aiheena, voidaan Laka-
tosin muista artikkeleista l0ytaé taustoitusta télle keskustelulle.

Tarkastelen seuraavaksi Lakatosin artikkelin Infinite regress and foundations of
mathematics kannanottoja matematiikan erehtyvéisyyteen vahvan ja heikon ereh-
tyviisyyden késitteiden avulla. Lakatos kidyttaa késitteitd theory, programme ja
rational enterprise synonyymisesti luokitellessaan rationaalisia, tieteellisia selitys-
kokonaisuuksia. Artikkelissa Lakatos késittelee teoriakokonaisuuksien totuudelli-
suutta luokitellen tieteelliset selityskokonaisuudet (teoriat) kolmen kategorian al-
le: euklidinen, empiristinen ja induktivistinen. Namé& kategoriat ovat mahdollisesti
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tulkittavissa metodologioiksi tai tutkimusohjelmiksi, mutta tdméa tulkinta vaati-
si laajempaa analyysia artikkelin tieteenfilosofisesta sijoittumisesta teosten Proofs
and Refutations ja MSRP valilla. On kuitenkin huomionarvoista, ettd julkaisua-
jankohdaltaan kyseinen artikkeli sijoittuu Lakatoksen varhaisempaan tuotantoon,
eli lahemméksi teosta Proofs and Refutations. Kaikki néisté kategorioista pyrkivét
jasentdmadn tieteellistd tietoa deduktiivisen paattelyn avulla ja Lakatos kiyttaa-
kin niistd yhteisnimitystd deductive systems, jolle kiytédn vapaata suomennosta
"deduktiivinen rakennelma". On téarkedd huomata, ettei Lakatos vaadi paattelyn
noudattavan formaalia logiikkaa, vaan myos epdmuodollinen pééttely on lahtokoh-
taisesti sallittua. Tall6in tosin kyseessé ei enéd ole formaali deduktiivinen raken-
nelma. (30, 3-4]

Kasite, joka yhdistda Lakatosin teorialuokittelun erehtyvéisyyden ja falsifikaation
tarkasteluun on epatotuuden takaisinvalittyminen (the principle of retransmission
of falsity). Lakatos tarkoittaa késitteelld vastaesimerkin vaikutusta premisseihin:
Jos jokin deduktiivisen rakennelman lopputuloksena saaduista paatelmista osoit-
tautuu epatodeksi, on talloin vahintdan yksi premisseistd epatosi. Samoin vastae-
simerkki jollekin lopputuloksena saadulle paitelmélle on samalla vastaesimerkki
vahintdan yhdelle deduktiivisen rakennelman premisseistd. On térkead huomata
kuitenkin, ettd tama ei pade toiseen suuntaan: jos jokin loogisen rakennelman pre-
misseistd on epétosi, on taysin hyvaksyttavid, ettd kaikki lopputulokset ovatkin
tosia.

Lakatosin mukaan loogiselta rakennelmalta ei vaadita epétotuuden valittymista
kuin yhteen suuntaan: lopputuloksista premisseihin. Tamé on mielesténi erityisen
tarked huomio: Vaikka matematiikan kaikki tulokset olisivat vailla vastaesimerkke-
jé, se ei takaa premissien totuutta. Tama on tunnettu, yleisesti hyvaksytty status
quo matematiikassa ja térked syy miksi aksioomista ei puhuta absoluuttisesti tosi-
na, vaan valittuina. Tama herattda kuitenkin matematiikanfilosofisen kysymyksen:
Millaista matematiika olisi, jos loogisilta jarjestelmiltd vaadittaisiin kaksisuuntais-
ta epatotuuden vélittymista? Kysymys jiaa kuitenkin tdmén tutkielman rajauksen
ulkopuolelle. Tarkastellaan seuraavaksi epatotuuden vélittymisen merkitystd ma-
tematiikan erehtyvéisyydelle.

Vahvassa erehtyviisyydesséd teoriaa tarkastellaan kokonaisuutena, heikossa taas
pienempiné osina. Epatotuuden valittyvyyden kasite ei ota kantaa, miten premis-
seihin valittyneeseen epatotuudeen tulisi suhtautua tai miten loogisen rakennelman
kokonaisuus suhtautuu osiinsa, muuten kuin mahdollisuutena, etté yksi epatotuus
loppupéaételmissa mahdollistaa kaikkien premissien epatotuuden. Tamé lisda mie-
lestdni vahvan erehtyvéisyyden uskottavuutta: yksikin epatotuus lopputuloksissa
mahdollistaa kaikkien deduktiossa kaytettyjen ldhtokohta-oletusten virheellisyy-
den. Tamé laajalle levidvan epatotuuden riski osaltaa selittdd matematiikan tie-
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teenalan vakavaa suhtautumista vastaesimerkkeihin ja epatotuuksiin. Jos mate-
maattisessa todistuksessa on hyodynnetty useaa premissid (mukaanlukien kaik-
kien lemmojen premissit), on epitoden lopputuloksen ilmaantuessa periaatteessa
kéytéava kaikki premissit 1api epatoden oletuksen 10ytamiseksi. Olisi huolimatonta
tyota lopettaa premissien tarkastelu yhden epatotuuden loytyessé, koska 16ydetty
epatotuus saattaa olla looginen seuraus useammasta kuin vain yhdesté premissis-
td. Lakatosin todistusten ja kumoajien metodi vaatii tata huolellisuutta ja liséksi
asettaa Lakatosin omaa terminologiaa kiyttden positiivisen heuristiikan eli oh-
jeistuksen, miten 16ydettyja epéatosia premisseja tulee késitelld niiden 16oydyttya.
Todistusten ja kumoajien metodi siis aloittaa vahvan erehtyviisyyden mukaisista
toimintaohjeista: epétosi lopputulos asettaa paattelyketjun kokonaisuuden kysee-
nalaiseksi, mutta jatkaa heikon erehtyviisyyden mukaisella positiivisella heuris-
tiikalla: paattelyketju jaetaan osakokonaisuuksiin ja premisseja tarkastellaan seké
muokataan yksitellen ja pienempinéd kokonaisuuksina. Metodin erehtyvaisyyskasi-
tys on siis vahvan ja heikon erehtyvéysyyden véilimaastossa.

Todistusten ja kumoajien metodi ei kuitenkaan ota kaikkia epépétevan padtte-
lyn mahdollisia ldhteitd huomioon. Tamé vahvistaa ajatusta, ettei teosta Proofs
and Refutations ole mielekésté tulkita kokonaisena matematiikan tieteenalan se-
lityksené eiké todistusten ja kumoajien metodia matemaattisen tyoskentelyn me-
todologiana, joka olisi sovellettavissa jokaiseen tilanteeseen. Metodi olettaa, etté
on loydetty vastaesimerkki, eli ristiriitainen (epétosi) lopputulos. Paattelyketju,
mukaanlukien matemaattinen paattely, voi olla epapéatevaa (unsound), vaikka lop-
putulos olisi tosi ja padttelyn logiikka virheetontéd (walid). Esimerkiksi vdhintdén
yvhdesta epatodesta lahtokohdasta tehty virheeton deduktio voi tuottaa toden lop-
putuloksen:

1. Premissi 1: Yli 80-vuotiaat eivit voi asettua puolueiden esivaaleissa ehdolle
USA:n presidentiksi.

2. Premissi 2: Joe Biden asettui esivaaleissa ehdolle USA:n presidentiksi.

3. Paatelméa: Joe Biden oli alle 80-vuotias asettuessaan esivaaleissa ehdolle
USA:n presidentiksi.

Tamén esimerkkipadtelman lopputulos on tosi ja logiikka virheetontéa, vaikka en-
simmainen premissi on epatosi.

Vaikka laajemmin filosofian piirissé onkin kéyty keskustelua téllaisen padttelyn oi-
keutuksesta (esim. pragmaattinen totuusteoria ja seurausetiikka), matemaattisen
paattelyn aloittamista epatosista lahtokohtaoletuksista ei yleensa pidetéa tarkoituk-
senmukaisena muuten kuin epésuoraa todistamista kiytettdessd. Matematiikassa
tavoitellaan viitelauseita, joiden muoto on "Jos A on tosi, niin Y on tosi." Epésuora
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todistaminen matematiikassa tahtda tdhan samaan tietosisaltoon: Epédsuora todis-
tus tuottaa viitelauseen "Joko ei-B on epétosi tai A on epétosi."Téllaisen viite-
lauseen looginen informaatiosisalté on sama kuin "Jos A on tosi, niin Y on to-
si."Lahtooletusten joukkoa A kisitelldén siis seké suorassa ettd epdsuorassa todis-
tamisessa totena kokonaisuutena. Mielesténi tdma edustaa késitysta vahvasta ereh-
tyvéisyydestd matematiikasta, vaikkakin erehdysten ehkéisemisen nédkokulmasta.
Syvéllisemmaén késityksen saamiseksi Lakatosin suhtautumisesta (tieteellisen) tie-
don erehtyviisyyteen seuraavassa alaluvussa tarkastellaan laajempaa filosofista né-
kokulmaa aiheeseen skeptisismin ja dogmatismin vastakkainasettelun kautta.

6.1 Lakatosin positio skeptisismin ja dogmatismin valimaas-
tossa

Teos Proofs and Refutations on ratkaisukeskeinen. Matematiikan erehtyvaisyyden
pohtimisen sijasta Lakatos tarjoaa ideoita ja konkreettisia tyoskentelymalleja epé-
totuuksien vahentamiseksi matematiikassa. Nédiden tyoskentelymallien valittoméana
tavoitteena ei ole taydellinen totuus euklidisen koulukunnan tavoitteiden mukai-
sesti eiké olemassaolevan teorian falsifiointi Popperin (varhaisen) falsifikationismin
mukaisesti, vaan parempi tieto kuin ajatustyon alussa. Tahéan liittyy ldheisesti tie-
don arvioiminen: Voidaanko tietdd, milloin padtelmé on tosi? Voidaanko totuutta
edes saavuttaa? Voidaan tarjota myos heikompi muotoilu: Voidaanko paéatelmia
parannella? Voidaanko tietdd, milloin padtelméa on parempi kuin edellinen?

Esipuheessaan Lakatos vaittda formalismin olevan "viimeisin linkki dogmaattisis-
ta matematiikan filosofioista"|28, 4|. Hén jatkaa, ettei teos Proofs and Refuta-
tions, jota han kutsuu "tapaustutkimukseksi", "haasta matemaattista dogmatis-
mia suoraan vaan pohtii vaitetta, ettd epamuodollinen, kvasi-empiirinen matema-
tiikka ei edisty lauseiden lukumé&aran karttumisen kautta, vaan jatkuvan speku-
latiivisten arvausten maéran kasvun ja kritiikin myota todistusten ja kumoajien
logiikan mukaisesti"[28, 5|. Teen tésté kolme huomiota:

1. Lakatos luokittelee formalismin dogmaattiseksi matematiikanfilosofiaksi.

2. Han hyviksyy péapiirteissdén dogmatismin ja formalismin. Téhan siséltyy
hyvaksyntd formaalin matematiikan edistymisestd hilbertildisen lauseiden
karttumisen mukaisesti.

3. Epamuodollinen matematiikka on erillistd formaalista matematiikasta ja sen
edistymistd on selitettdva erikseen todistusten ja kumoajien metodin logii-
kalla.

Néistd huomioista kolmas on erityisen merkittava: todistusten ja kumoajien me-
todin ei ole tarkoitus korvata formaalia matematiikkaa, vaan rakentaa rinnalle
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epamuodollisen matematiikan selitystd. Lakatos korostaa metodin logiikkaa, eli
rationaalista rakennetta, eikd eksakteja heuristisia ongelmanratkaisun askeleita.
Téassa luvussa ei keskitytd metodin puutteisiin matemaattisen tutkimustyon se-
littdmisessd kuten aiemmissa luvuissa, vaan Lakatosin suhteeseen dogmaattiseen
matematiikanfilosofiaan.

Seuraavaksi pohdin, mitd skeptisismi ja dogmatismi tarkoittavat matematiikan
filosofian kontekstissa ja asetan teoksen Proofs and Refutations tdhén jatkumoon.

Lakatos kiteyttad teoksen Proofs and Refutations esipuheessa skeptisismin ja dog-
matism médritelmét siten, ettd dogmatismi "vaittdd, ettd ithmisjarki tai -aistit
voivat saavuttaa totuuden ja tietdd saavuttaneensa sen"ja skeptisismi "kieltda to-
tuuden saavuttamisen mahdollisuuden (paitsi ehkéa mystisen kokemuksen kautta)
tai mahdollisuuden tietdd totuuden saavuttamisesta"|28, 4-5|. Lakatos kuitenkin
jattaa dogmatismin ja skeptisismin suhteen enimmakseen kasittelemétta esipuhees-
saan, vaittden skeptikkojen luovuttaneen matematiikan alalla dogmatismin voitta-
mattoman epistemologian edessi. Alaviitteessa Lakatos viittaa aiempaan, vuonna
1962 julkaistuun esseeseensa Infinite regress and foundations of mathematics, silta
varalta, ettd esipuheen lukija haluaa tutustua tarkemmin skeptisismin ja dogmatis-
min vuoropuheluun matematiikan kontekstissa. Tama essee kasittelee ensisijaisesti
epistemologiaa ja sithen on viitattu lukuisia kertoja tdméan tutkielman aiemmissa
luvuissa.[28, 5]

Essee Infinite regress and foundations of mathematics on Lakatosin varhaisemman
tuotannon (ennen MSRP:td) laajin epistemologiaa kisitteleva artikkeli. Teoksen
Proofs and Refutations kontekstissa nostan artikkelista kaksi sisiltoa tarkastelua
varten: Miten Lakatos médrittelee skeptisismin ja dogmatismin ja mikd on Laka-
tosin oma positio matematiikan epistemologian suhteen?

Artikkelin Infinite regress and foundations of mathematics mééritelmét skeptisis-
mille ja dogmatismille ovat samat, kuin teoksessa Proofs and Refutations (selvitet-
ty edellisissé tekstikappaleissa téssé alaluvussa) |30, 3]. Naiden ajatussuuntausten
epistemologisia sitoumuksia kuitenkin selitetdan suoraan ja selvasanaisesti artikke-
lissa, toisin kuin teoksen Proofs and Refutations tekstissd. Lakatosin mukaan seké
skeptikot ettd dogmaatikot edustavat kriittista rationalismia, tarkemmin sanottu-
na justifikationismia. Molempien suuntausten paskysymys on "Miten voi tietaa?",
johon skeptikot vastaavat "Ei voi tietdd.", silla heiddn mukaansa merkitykselle ja
totuudelle ei voi olla varmaa perustaa [30, 4]. Skeptikotkin siis ajattelevat, ettd
varma tieto vaatii varman perustan, mutta kieltdvit sen mahdollisuuden. Ratio-
naaliset pyrkimykset saavuttaa tietoa ovat kyvyttomia saavuttamaan tavoitteen-
sa [30, 4]. Dogmatistit puolestaan eivit luovuta, vaan yrittavit saavuttaa tietoa
johonkin rationaalisesti muodostettuun peruslahtokohtaan sitoutumalla ja raken-
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tamalla sen padlle teorioita. Lakatosin mukaan téllaiseksi peruslahtokohdaksi on
tarjottu kolmea rationalistisen tieteenfilosofian tuotetta:

1. Euklidinen tutkimusohjelma
2. Empiristinen tutkimusohjelma
3. Induktivistinen tutkimusohjelma

On tarkedd huomata, ettd olen tulkinnut sanan "tutkimusohjelma'artikkelin it-
sensa kontekstissa, ottamatta kantaa artikkelin mahdollisen ennakointiin Lakato-
sin mychemmén teoksen MSRP sisalloistd. Niistd kolmesta rationaalisen tiedon-
rakentamisen ldhtokohdasta kiinnostavin teoksen Proofs and Refutations konteks-
tissa on euklidinen tutkimusohjelma.

Lakatos kiteyttaa tulkintansa euklidisista teorioista hyvin selkeasti:

"No FEuclidean theory, however, can ever stand up to sceptical criticism. And the
most incisive sceptical arguments against mathematical dogmatism came from the
self-tormenting doubts of the dogmatists themselves— —"[30, 11]

Tamén vaitteen perusteluun Lakatos kiyttda suuren osan artikkelin sivuméaaras-
té, keskittyen vastaesimerkkien epistemologiseen rakenteeseen ja Godelin kiaén-
teentekeviin tutkimustuloksiin, kuten epatéydellisyysaksioomiin ja w-vajaisiin jar-
jestelmiin. Lakatos kdyttad Hilbertin formalismia ja sitd seurannutta (formalisti-
sen) metamatematiikan kehitysté, kuten konsistenssitodistuksia, esimerkkiné "et-
tel metamatematiikka pyséyté [skeptisismin| loputonta regressiota matemaattisis-
sa todistuksissa, vaan se ilmestyy uudelleen yha sisaltorikkaampien metateorioiden
loputtomana hierarkkiana."[30, 22]

Hilbertildinen matemaatikko, metamatemaatikko ja fyysikko Hermann Weyl kom-
mentoi Godelin epétaydellisyyslauseiden tuloksia seuraavasti:

"We are not surprised that a concrete chunk of nature, taken in its isolated pheno-
menal existence, challenges our analysis by its inexhaustibility and incompleteness
— — But it is surprising that a construct created by mind itself, the sequence of
integers, the simplest and most diaphanous thing for the constructive mind, assu-
mes a similar aspect of obscurity and deficiency when viewed from the aziomatic
angle. "[44, 220]

Lakatos ei kuitenkaan hylkda dogmatismia lopullisesti asettuen skeptikkojen puo-
lelle, vaan viittad, ettd rohkean arvailun (daring speculation) toteaminen ereh-
tyvéiseksi riittad vastaukseksi kritiikkiin[30, 20]. Hin myontéd Hilbertildisen me-
tamatematiikan kerryttdneen matematiikan tieteenalan tietosisaltod esimerkiksi
Gentzenin Peanon aritmetiikkaa koskevan konsistenssitodistuksen myotéd. Gentze-
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nin todistus on erinomainen esimerkki Lakatosin matematiikanfilosofisista nake-
myksistd: Todistaakseen Peanon aritmetiikan konsistenssin aksioomiinsa nahden
Gentzen joutui todistuksessaan nojaamaan primitiiviseen rekursiiviseen aritmetiik-
kaan (PRA) ja transfiniittiseen induktioon. Jérjestelmén konsistenssi todistettiin
siis jarjestelméan ulkopuolelta késin, merkittédvien apulauseiden olettamisen avul-
la. Tama strategia toistui Godelin jalkeisessd matematiikassa useasti: aksiooma-
jarjestelmié laajennettiin, kun suppean jarjestelmén todettiin olevan kyvyton vas-
taamaan tutkittaviin kysymyksiin. Téta laajennus-strategiaa kisitelladn enemmén
luvussa 7.

On myos tarkedd huomata, ettei Gentzenin tulos koskenut Peanon alkuperéisté ak-
sioomajoukkoa, jonka induktio-aksiooma sisélsi toisen kertaluvun logiikkaa, vaan
ensimmaisen asteen logiikan induktiossaan sisiltavaa Peanon aritmetiikkaa. Kon-
sistenssitodistuksen vaikutusalue oli siis rajattu. Hermann Weyl oli pettynyt tdhan
tulokseen, pitden sitd "pyrrhisenéd voittona'"sekéd osoituksena madalletuista todis-
tamisen arviointikriteereistd. Weyl vaitti todistuksen hamértaneen késitysta siitéa,
miké on intuitiivisesti luotettavaa aksiomaattisessa lukuteoriassa ja logiikassa [44,
220]. Mielesténi Lakatos tulkitsee Gentzenin konsistenssitodistuksen olevan mal-
liesimerkki kypsdstd tiedontuotannosta matematiikassa:

"As meta-mathematics grows, its sophisticated triviality grows ever more sophis-
ticated and ever less trivial. Triviality and certainty are Kinderkrankheiten of
knowledge."[30, 22|

Matemaattinen tieto siséltda siis implisiittistd epdvarmuutta, vahintdan Godeli-
laisen epéataydellisyyden muodossa, mutta myos todistuksien itsensd rakenteessa:
todistuksissa hyodynnetyt oletukset eivit olekaan itsestddnselviéd, vaan kritisoita-
via hienovaraisen tutkinnan ja tulkinnan kohteita. Nédiden reunachtojen sisdlla on
kuitenkin mahdollista rakentaa tietoa ja tietdé sen olevan totta. Totuuden maéari-
telmé on kuitenkin heikentynyt: sen sijasta, ettd vaite olisi sindnsa absoluuttisesti
tosi, on se tosi, jos sen oletukset ovat tosia. Tama on pohjimmiltaan dogmatisti-
nen positio. Siind missé euklidinen koulukunta ja Hilbert pitivéit paattelyperustan
totuutta oletettuna epékiinnostavan triviaalilla, mielivaltaisella tavalla, Lakatos
kaantaa skeptisen katseen néihin oletuksiin ja 16ytéa niistd uusia tutkimuskohtei-
ta. T&lloin matemaattinen tieto ei ole rakennus, joka lepdd varmalla perustalla,
vaan joukko erillisia paattelyketjuja, joista jokainen on sisaisesti konsistentti, kun-
nes se liitetddn rohkealla oivalluksella osaksi jotain toista ketjua tai katkaistaan
erillisiin osiin kiistanalaisen oletuksen kyseenalaistamisen takia.

Lakatosilaisessa késityksessd matemaattinen tiedontuotanto on dynaaminen, usei-
ta erillisia paattelyrakenteita siséltava kokonaisuus. Naita erillisia paattelyraken-
teita voi olla mahdollista kutsua hieman anakronistisesti tutkimusohjelmiksi MSRP:n
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mukaisesti. Ndin huomataan Lakatosin matematiikanfilosofian yhtenéisia piirtei-
td hdnen varhaistuotantonsa teoksen Proofs and Refutations sekd myohemmén
MSRP:n vililla.

Lakatos my6s syyttdd dogmatismia varmuuden arvon asettamisesta toisinaan to-
tuuden arvon edelle. Rudolf Carnapin Wienin piirin aikaiset logiikan kirjoitukset
saivat Lakatoksen mukaan useat loogikot pitdméadn logiikkaa symbolien keskinéi-
sien suhteiden eiké totuusmerkityksien vélittymisen tutkimuksena [30, 23, alaviite].
Lakatos ei ole kiinnostunut tyhjiossa itsenaan subsistoivista merkkijarjestelmista,
vaan matemaatikkojen tyoskennellesséin esitettamista lauseista, joiden avulla tie-
deyhteiso pyrkii padseméaédn lahemméksi totuutta. Dogmatismin ristiriitainen suh-
tautuminen intuitioon on Lakatosin erityisen kritiikin kohde. Tamén kritiikin vai-
kutusalue on laajennettavissa yleisemminkin tieteenfilosofiaan. Intuitionismin (ja
myOohemmén konstruktivistisen matematiikan) matematiikanfilosofia voi olla hel-
pommin sovitettavissa Lakatosin ldhtokohtiin matemaattisesta tutkimuksesta kuin
pohjimmiltaan euklidinen Hilbertin formalismi, vaikka Lakatoksen ajattelusta l6y-
tyykin paljon yhtymékohtia formalismin kanssa, kuten téssa ja aiemmissa luvuissa
on osoitettu.

Erés erityisalue dogmatismin ja skeptisismin vélisessé keskustelussa on dogmatis-
min suhtautuminen intuitioon. Toisaalta intuition epavarmuus tiedetdéan intuitii-
visesti, toisaalta Lakatos nostaa esiin sitaatteja, joissa matemaatikot vaittévat tai
olettavat intuition olevan ylin auktoriteetti.!? Lakatosin mielestd tdmé on ristirii-
taista: 1900-luvun metamatematiikka oli kehittynyt intuitioon nojaamiseen kohdis-
tuneesta kritiikistd, mutta 1950-luvulle tultaessa hin huomaa sekéd formalististen
etté logisististen metamatemaatikkojen asettavan oman intuitionsa "korkeimmak-
si auktoriteetiksi". Tamé naseva dogmatismin kritiikki padttyy retoriseen kysy-
mykseen:

"Why [have] foundations, if they are admittedly subjective?"[30, 23|

Lakatos jattda vastaamatta suoraan téahan itse esittdmadnsa kysymykseen, joten
ndennaisesti jaa avoimeksi, sanoutuuko hén lopulta irti dogmatistisesta, euklidi-
sesta koulukunnasta tai sen hilbertildisen formalismin edustamasta koherentismia
sisallyttavistda muodosta. Oma tulkintani mukaan Lakatos haluaa pikemminkin
nousta kysymyksen ylapuolelle ja tarkastella matemaattista tiedontuotantoa prag-

I [Matemaatikon] on muistettava, ettd korkein auktoriteetti on intuitio, ja ettd ratkeamat-
tomat ristiriidat intuition ja symbolisen logitkan vdlilld on ratkaistava luopumalla symbolisesta
logiikasta."Lakatosin viittaus Rosseriin on merkitty epéselvésti. Rosserin alkuperiisessa tekstis-
sd on selvéd, ettd viite on Rosserin itsensé eikd kolmannen kiden lainaus, kuten Lakatos antaa
ymmartad [30, 23].[40, 11]

20— ylimmdinen testi sille, onko jokin metodi soveliasta laskea metamatematiikkaan kuulu-
vaksi, on arvioida sen intuitiwista uskottavuutta — —"[21, 63]
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maattisena prosessina kiaytannon kautta. Tamaéa nékyy Lakatosin esseen paatosvirk-
keessa:

"Why not honestly admit mathematical fallibility, and try to defend the dignity
of fallible knowledge from cynical scepticism, rather than to delude ourselves that
we shall be able to mend invisibly the latest tear in the fabric of our ‘ultimate’
intuitions?"(30, 23]

Matemaattinen tieto on siis arvokasta ja kunniallista erehtyvéiisyydestddn huo-
limatta. Sen sijaan, ettd tiedeyhteiso kéyttaisi aikaansa erehtyméttomyyden il-
luusion yllapitoon, olisi sen hyddyllisempéd puolustaa saavutetun tiedon oikeu-
tusta skeptisismin ydinargumenteilta: Voidaanko tietdd mitdan? Entd voidaanko
tietdd, ettd myohempi tieto on aikaisempaa parempaa? Edelliseen kysymykseen
Lakatos vastaisi euklidisen koulukunnan ja formalismin mukaisesti "kylla", ja suh-
tautuu jalkimmaiseen kysymykseen oman tieteenfilosofiansa mukaisesti: On mah-
dollista rakentaa paittelyketjuja muotoa "B on tosi jos A on tosi"ja ndiden padtte-
lyketjujen paremmuutta voidaan vertailla filosofisten rationaalisuuskriteerien, kri-
tiikin ja dialektiikan avulla. Lakatoksen metamatematiikan takana on kaksi arvoa
ylitse muiden: rationaalisuus ja pragmaattisuus. Naméa ilmenevéit matemaatikko-
jen arkityossdan kohtaamien ongelmien ratkaisustrategioissa. Vastaus jalkimmai-
seen skeptisismin ydinkysymykseen voidaan muotoilla Lakatosin tieteenfilosofian
mukaisest my0s: mita rationaalisemman tutkimusprosessin osana matemaattinen
tieto syntyy, sitd parempaa se on, ja myos mitd enemmén (meta)matemaattinen
teoria avustaa matemaatikkoja heidéan arkityonsd ongelmien ratkaisemisessa, sité
parempi teoria on.

On merkittavéa, ettd ndiden molempien kriteerien arviointi ei ole endé matematii-
kan tutkimusmenetelmilld tarkasteltavaa tietoa, vaan tieteenfilosofista pohdintaa.
Lakatoksen vastaukset skeptisismin ongelmaan metamatematiikan saralla ovat siis
osin ldhelld Hilbertin matematiikanfilosofiaa, mutta esitetty filosofian, eiké formaa-
lin logiikan kielella.

7 Pohdintaa

Lakatos kritisoi euklidista tyoskentelytapaa matematiikassa sen kiytannosta erot-
taa totuuden l6ytaminen ja todistaminen. [27, 72|

"The two activities of guessing and proving are rigidly separated in the Euclidian
tradition. The idea of a proof which deserves its name and still is not conclusive was
alien to the rigourists [of the nineteenth century/. Counterezamples were regarded
as grave and disastrous blemishes: they showed that a conjecture was wrong and
that one had to start proving again from scratch.” |28, 138|
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Késitteen "guessing"eli arvailu kdyttdminen uraauurtavan matemaattisen tutki-
muksen kuvailuun on mielesténi retorinen tehokeino, jolla Lakatos korostaa kah-
den matemaattisen tavoitteen eroa: Eteenpéin katsova arvaileminen, josta itse kéy-
tin tdmén alaluvun otsikossa sanaa "tutkimus", on jannittavda uuden 16ytamis-
ta. Tallaista matemaattista toimintaa esiintyy usein vastaloydettyjen aihepiirien,
yvhteyksien tai sovellusten késittelyssd. Matemaatikon toiminta ei kuitenkaan ole
sokeaa arvailua, vaan suunnitelmallista, rationaalista toimintaa. Lakatosin todis-
tusten ja kumoajien metodi on malli, joka kuvailee ja selittdé varsinkin tdmén ma-
temaattisen "arvailun"rationaalista rakennetta, luvussa 5.1 esiteltyjen ajatusten
mukaisesti. Todistaminen ("proving") puolestaan on taaksepéin katsovaa toimin-
taa, jolla matemaattinen otaksuma kiinnitetddn osaksi laajempaa matemaattista
kokonaisuutta.

Riippuen matemaatikon edustamasta matemaattis-filosofisesta koulukunnasta to-
distaminen joko muuttaa otaksuman (mahdollisesti ikuiseksi) totuudeksi tai mal-
tillisemmin sitoo sen osaksi kdytetyn aksioomajoukon loogisia seurauksia. Néista
tulkintakoulukunnista edellinen edustaa euklidista ndkemysté, jota esiintyy téssa
vahvassakin muodossa esimerkiksi lukion oppikirjojen implisiittisesti vélittaméssa
matematiikkakésityksessa. Jalkimmainen tulkinta edustaa Hilbertildista formalis-
mia, joka tiedostaa valittujen aksioomien mielivaltaisuuden. Vaikka matematiikan
filosofia on harvinainen aihealue matematiikan yliopistokursseissa, useimmat ma-
temaatikot torméavat uransa aikana vahintdankin epésuorasti euklidisen koulu-
kunnan haasteisiin (paradoksit, Gédelin epatéydellisyyslauseet, vaihtoehtoiset ak-
sioomavalinnat) ja joutuvat siten rakentamaan mielessdén malleja matematiikan
tieteenalasta, jotka selittavat ja sisallyttdvat namé haasteet. Matematiikan opis-
kelu yliopistoissa ei valttaméttd anna opiskelijoille tyckaluja tdhan dialektiseen
prosessiin, jolloin merkittévien tieteenfilosofisten haasteiden, kuten paradokseihin
suhtautumisen tai aksioomiin liittyvien arvovalintojen késittely jaa alitajuiseksi
ajatustyoksi tai kokonaan késittelemétta.

Ongelmana tadmén alaluvun alun lainauksen mainitsemassa euklidisessa nakemyk-
sessé, on, ettd pieninkin vastaesimerkki kaataa koko teorian. Lakatos rekonstruoi
Cauchyn tuotantoa 1800-luvun lopulta teoksen Proofs and Refutations ensimmaéi-
sessa liitteessé osoittaakseen tdmén pyrkimyksié rajata matemaattisten lauseiden
patevyysaluetta pelastaakseen vakiintuneen matematiikan kumoutumiselta |28, lii-
te I]. Vastaesimerkkejd kuitenkin nousi rajoitettujakin lauseita kohtaan, minké La-
katos tulkitee euklidisen menetelmén perustavanlaatuiseksi ongelmaksi. Han tarjo-
aa ratkaisuvaihtoehdoksi kahden kirjoittamattoman taustaoletuksen hylkdamisté
euklidisesta metodista: |28, 13§]

1. On olemassa viitteita, joiden totuuden arvioinnissa intuitiomme on erehty-
méaton. Koko matematiikka voidaan redusoida téllaisiin vaittamiin.
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2. Looginen paéttely on erehtymaéatonta.

Lakatos alkoi luottamaan pédttelyyn enemmén mychempéd tuotantoaan kohti
asettaen deduktiivisen paattelyn tarkeaksi ja arvostetuksi tieteelliseksi tyokaluksi.
[28, 138, alaviite 4*|[30] Matematiikan tieteenalan kehitys 1900-luvun puolivilissa
ja sen jalkeen kuitenkin osoitti, ettd matemaatikot luopuivat loogisen erehtymét-
tomyyden vaatimuksesta sen sijaan, etté olisivat jatkaneet taydellisen jarjestelmén
etsintda. Hilbertin projektista matematiikan perustan rakentamiseksi luovuttiin.
Sen sijaan, ettd matemaatikot pyrkiviat luomaan formalistisen aksioomajérjestel-
maén, joka sisdltéisi kaikki matemaattiset lauseet, tyydyttiin formalisoimaan jér-
jestelmia, jotka sisaltaisivit kaytetyimmat matemaattiset lauseet. Zermelo-Fraenk-
el-aksioomat (ZFC) tdydennettyné valinta-aksioomalla ja yhdistettyné predikaat-
tilogikkaan on téllainen jarjestelmé. Tapauksissa, joissa néiden jérjestelmien se-
litysvoima ei riittdnyt, oli mahdollista rakentaa laajempi jarjestelma, joka sisalsi
halutut suppeamman jarjestelméan ulkopuolelle jadneet lauseet, kuten NBG- tai
TC-laajennokset ZFC-aksioomiin tai kontinuumihypoteesin hyvéksyminen tai hyl-
kéddminen, joista molemmat vaihtoehdot ovat konsistentteja ZFC:n kanssa.

Matemaatikot ovat rakentaneet myos ZFC:td suppeampia aksioomajarjestelmia.
On l6ydetty myos ei-triviaaleja jarjestelmié, jotka tayttavat Godelin taydellisyys-
lauseet (esimerkiksi Tarskin geometria-aksioomat ja tietyt suljetut kunnat). Nailla
suppeilla jarjestelmilld voidaan ratkaista rajattuja matemaattisia ongelmia. Go-
delin epataydellisyyslauseet muuttivat matemaatikkojen ldhestymistapaa mate-
matiikan perusteisiin. Taydellisen jarjestelmén rakentamisen sijaan alettiin tut-
kia, mitkd aksioomat ovat valttdméttomia minkakin teoreeman todistamiseksi.
Téatéa tutkimusohjelmaa kutsutaan kidnteiseksi matematiikaksi (reverse mathema-
tics). Kaéanteinen matematiikka on Lakatosin teoksen Proofs and refutations hen-
gen mukaista tutkimusta, jossa huomion ytimessd on matemaattisen todistamisen
lahtokohta-oletukset ja kielellisen maéarittelyn mielivaltaisuus, vaikka kdanteinen
matematiikka ei hyodynnéakadn Lakatosin todistusten ja kumoajien metodia tyos-
kentelystrategianaan. Lakatosin vaatimus loogisen paattelyn erehtymattomyyden
hylkdédmisesta siis toteutui ainakin tietyissd matematiikan osa-alueissa. Logiikkaa
ja méaritelmid suoraan kasittelevissd matematiikan osa-alueissa kuten kategoria-
teoriassa ja formaalin logiikan tutkimuksessa tunnettuja paradokseja ja epétaydel-
lisyyksia voidaan késitelld tapauskohtaisesti tarkkojen rajausten ja laajennosten
kautta, kuten Lakatos kuvailee dialogissaan matemaatikkojen eri strategioita "hir-
vitihin"suhtautumisessa.

Myohemmassa tuotannossaan artikkelissa Infinite Regress and Foundations of Mat-
hematics Lakatos késittelee euklidisen menetelmén epistemologiaa laajemmin ja
yksityiskohtaisemmin tyytyméttd edellisenkaltaisiin yksinkertaisiin korjausehdo-
tuksiin [30].
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Mihin todistamista tarvitaan? Eikod tuloksen l6ytaminen riitd? Matematiikan tie-
teenalalla tuloksen 16ytéamisen jélkeen se kiy ldpi ndennaisesti erilaisen prosessin
tiedeyhteisossd kuin muiden tieteenalojen kohdalla: matemaattisen tiedeyhteison
kritiikissa mielipiteiden kamppailu jaa taka-alalle huomion keskittyessa tieteenalal-
le ominaisen konstruktion, "todistuksen", patevyyden tarkasteluun. Téssa yleisen
tason matemaattisen tiedontuotannon prosessin kuvailussa epamuodolliset ja muo-
dolliset todistukset kiyttaytyvit samoin. Selvittyddn téasta prosessista ja padstyaan
osaksi matematiikan kaanonia, tulos mahdollisesti nauttii korkeampaa episteemis-
ta arvostusta kuin muiden tieteenalojen tuottama tieto. Tieteen uskotaan olevan
rationaalista toimintaa. Télle ndenndiselle erolle halutaan rationaalinen selitys:
Miksi todistaminen on rationaalista toimintaa matemaattisessa tiedontuotannos-
sa? Onko se? Ehdotan mahdollisia syitd todistamisen metodille:

e Todistaminen vakiintuneena metodina matematiikan tiedontuotannossa
e Epistemologisen lisdvahvistuksen tarve

Todistaminen on ollut matemaattisessa tiedontuotannossa kiytossa antiikin Krei-
kasta asti. Lakatos tarkastelee todistamisen epistemologiaa teoksen Proofs and re-
futations|28] liséksi erityisesti artikkeleissaan What does a proof prove?(25] ja In-
finite regress and foundations of mathematics|30]. N&itd Lakatosin metodologisia
ja epistemologisia tarkasteluja kéasiteltiin tarkemmin luvuissa 5.2 ja 4.

Teoksessa Proofs and Refutations Lakatos palauttaa metamatemaattisen keskus-
telun abstraktista, formaalista logiikasta matemaatikkojen arkityon tasolle ja sa-
malla kiytetyn kielen helpommin saavutettavaksi, filosofiseksi dialogiksi. Teosta
voidaan lukea joko erityislaatuisen helppotajuisena matemaattisena tutkielmana
tai hieman teknisend humanistisena filosofian tutkielmana. Lakatos on matema-
tiikanfilosofiassaan yhta aikaa sekd matematiikan ja filosofian vilimaastossa, etté
dogmatismin ja skeptisismin vélimaastossa. Mielestdni Lakatoksen ajatukset ovat
parhaimmillaan, kun hanta tulkitaan sillanrakentajana eri suuntien vélissa tavalla,
joka antaa uudenlaisen, hedelmallisen nakokulman matematiikkaan.
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