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Johdanto

Tamén pro gradu —tutkielman tarkoituksena on esitelld kaksoislaskentaa dis-
kreetin matematiikan nakokulmasta. Lyhyesti maariteltynd kaksoislaskenta
tarkoittaa laskutapaa, jossa lasketaan samat joukot kahdella eri tavalla ja
lopputulos on yhtasuuri. Kaksoislaskennan perusajatus tiivistyy hyvin esi-
merkkiin, jossa ddrellinen méaédrd ihmisid tapaa juhlissa ja jotkut heistd két-
televiit, mutta kukaan ei itsedéin eiké ketdin kahdesti. T4ll6in niiden ihmisten
maard, jotka kittelevit parittoman maardn muita ihmisia, on aina parillinen.
Téasta esimerkistd saadaan Kéttelylemma, joka todistetaan kappaleessa 2.3.

Tutkielmassa tarkastellaan kaksoislaskennasta kahta mielenkiintoista on-
gelmaa. Ensimmaisend tutkitaan kiintopisteen olemassaoloa. Monista kiin-
topistelauseista paneudutaan Brouwerin kiintopistelauseeseen tasossa ja ha-
vannoidaan sen kdyttéd muun muassa peliteoriassa. Toinen kiinnostava on-
gelma on, kuinka suuria tai pienid joukot voivat olla jollain tietyilld ehdoilla.
Tallaisten ongelmien ratkaiseminen antaa lopputuloksena hyddyllisia yla- tai
alarajoja esimerkiksi erilaisten verkkojen koolle.

Tutkielma pohjautuu teokseen Matousek, Nesetril: Invitation to discrete
mathematics. Oxford OUP, Oxford, 2008 [4]. Tdma teos on ldhteend ellei toi-
sin mainita. Tutkielman ymméartidmiseksi oletetaan lukijalta perustietoja yli-
opistotason matematiikasta. Verkkoteoriaa késitteleva kappale on tiivistetty
suoraan kandidaatin tyosténi, jossa on sama ldhdeteos.

Kaksi ensimmaistd tutkielman kappaletta on kertausta joukoista, relaa-
tioista ja verkkoteoriasta. Néissd kappaleissa tulee tutuksi tutkielmassa kiy-
tettdviat merkinnat. Kolmannessa ja neljannessd kappaleessa késitellddn kak-
soislaskentaa. Kolmas kappale kisittelee aihetta perinpohjaisesti, kun taas
neljannessa kappaleessa sovelletaan ja syvennetddn aihetta lisda.



1 Joukot, relaatiot ja jarjestykset

Matematiikassa voidaan tarkastella joukkoja, joiden alkiot ovat toisia jouk-
koja. Esimerkiksi méaéritelldan joukko

M = {{17 2}7 {17 2, 3}’ {27 3, 4}7 {4}}7

jolla on siis nelja luonnollisia lukuja sisdltdavad joukkoa alkioinaan, tarkem-
min sanottuna nelja osajoukkoa joukosta {1,2,3,4}. Téallaisia joukkoja esiin-
tyy usein diskreetissd matematiikassa. Jotta viltytddn sanomasta "joukko-
jen joukko", kiytetddn kisitteitd joukkojen kokoelma (engl. set system)
tai joukkoperhe (engl. family of sets) tai lyhyemmin perhe. Niin ollen
voitaisiin sanoa, ettd M on joukkoperhe joukosta {1,2,3,4}. Téllaisia jouk-
koperheitd voidaan merkitd kalligrafisilla isoilla kirjaimilla, kuten M.

Joukkoperhetta, joka sisdltdad kaikki mahdolliset osajoukot jostain jou-
kosta X merkitiin merkilld 2% ja kutsutaan joukon X potenssijoukoksi. Toi-
nen merkinti potenssijoukolle on P(X). Airellisen joukon X alkioiden luku-
méadrille kdytetddn samaa merkintdd kuin itseisarvolle eli | X|. Seuraavaksi
palautetaan mieleen relaation méaéritelma joukossa.

Maaritelm4 1.1. R on joukon X relaatio, jos jokaiselle joukon X alkioparille
(x,y) on médritelty, onko alkio x relaatiossa R alkion y kanssa vai ei. Jos alkio
x on relaatiossa R alkion y kanssa, merkitdan z Ry.

Maaritelma 1.2. Relaatio R joukossa X on
1. refleksiwvinen, jos zRx kaikilla x € X.
2. symmetrinen, jos xRy, niin yRz, kaikilla z,y € X.
3. antisymmetrinen, jos xRy ja yRx, niin x = y, kaikilla z,y € X.
4. transitivinen, jos xRy ja yRz, niin xRz, kaikilla x,y, z € X.
Maaritelma 1.3. Relaatiota R kutsutaan

1. ekvivalenssiksi (tai ekvivalenssirelaatioiksi) joukossa X, jos se on reflek-
siivinen, symmetrinen ja transitiivinen.

2. jarjestykseksi joukossa X, jos se on refleksiivinen, transitiivinen ja an-
tisymmetrinen.

3. lineaariseksi jarjestyksekst joukossa X, jos se on jarjestys ja kaikilla
alkioilla x,y € X pitee joko xRy tai yRx.



Maaritelma 1.4. Olkoon R ekvivalenssi joukossa X ja x € X.

Merkitdén R[z] joukkoa kaikista alkioista y € X, jotka ovat relaatiossa al-
kion x kanssa eli R[z] = {y € X : xRy}. Joukkoa R[x] kutsutaan alkion z
madrdamaksi ekvivalenssiluokaks:.

Propositio 1.5. Kaikille ekvivalensseille R joukossa X pitee
(i) R[x] on epdtyhji kaikilla x € X;
(ii) kaikille x,y € X joko R[z] = R[y] tai Rlx] N Rly] = 0;

(i) Jos X = U;c; Ai ja Ai(NA; = 0 kaikilla i, 5 € 1, joilla i # j, tdlloin on
olemassa sellainen yksikdsitteinen ekvivalenssirelaatio R, ettd jokaisella
i € I on olemassa sellainen x € X, ettd A; = R[z] ja jokaisella x € X
on olemassa sellainen i € I, ettd Rlx] = A;.

Todistus. Ekvivalenssin méaéritelmén nojalla:

(i) Joukko R]x] siséltéé aina alkion x, koska R on refleksiivinen.

(ii) (a) Olkoon z,y € X. Oletetaan xRy ja osoitetaan, ettd R[z] C R[y].
Jos z € R[z], niin symmetrian nojalla zRx ja téten transitiivisuuden nojalla
zRy. Néin ollen symmetrian nojalla z € R[y|, joten R[z] C R[y]. Symmetrian
nojalla yRx, joten edelld olevan pé#éttelyn nojalla Rly] C R[z]. Néin ollen
Rlz] = R[y].

(b) Oletetaan, ettd xRy ei ole totta eli todistetaan, etta talloin R[z]NR[y] =
(). Vastaoletus: z € R[x] N R[y|]. T&llin symmetrian nojalla xRz ja zRy ja
transitiivisuuden nojalla x Ry, mikd on ristiriita.

(iii) Selvésti Ry jos ja vain jos {z,y} C R[z]. O

Propositio 1.5 kuvaa joukon X jakoa ekvivalenssiluokkiin. Ekvivalenssi-
luokat ovat erillisii osajoukkoja joukosta X ja niiden yhdiste on koko joukko
X. Toisaalta kaikilla joukon X jaoilla on tdsmélleen yksi ekvivalenssi joukos-
sa X. Toisin sanoen on olemassa bijektio kuvaus joukon X kaikista ekviva-
lensseista joukon X kaikkiin osituksiin.

Miaritelmi 1.6. Olkoon X joukko ja R sen jarjestys. Télloin pari (X, R)
on jdrjestetty joukko.

Jéarjestyksid merkitdin yleensd merkein < tai <. Ensimméinen merkinta
on hyddyllinen esimerkiksi, kun halutaan puhua jonkin luonnollisten lukujen
joukon jarjestyksesti, missa jarjestys on muu kuin tavallinen suuruusjérjestys
tai kun tarkastellaan mielivaltaista jirjestysté jossain yleisessa joukossa.

Jos on olemassa jirjestys =<, niin voidaan médritelld aito suuruusjirjestys
< seuraavasti: @ < b, jos ja vain, jos a < b ja a # b. Vastaavasti a > b, jos ja
vain, jos a > b ja a # b.



1.1 Lineaariset ja osittaiset jarjestykset

Kun halutaan korostaa, ettd puhutaan epélineaarisesta jérjestyksesté, voi-
daan kayttaad termid osittainen jarjestys. Osittainen jarjestys (engl. partial
ordering) tarkoittaa samaa kuin jirjestys, eli se voi olla myos lineaarinen
jirjestys. Samoin jirjestetystd joukosta voidaan kidyttdd termid osittain jér-
jestetty joukko (engl. poset).

Esimerkki 1.7. Jarjestettyjd joukkoja ovat muun muuassa luonnolliset lu-
vut (N, <) ja reaaliluvut (R, <). Néissi jarjestys < vastaa tavallista lineaa-
rista jarjestysta.

Sanojen aakkosjirjestys sanastoissa voidaan muodollisesti tiivistdd ter-
miin leksikografinen eli sanastojirjestys. Tarkastellan ensin erityistapausta:
Olkoon X = N x N karteesinen tulo niin, ettd se muodostaa joukon kaikista
jarjestetyistd pareista (aj,as), missd ay,as € N. Madritellddn relaatio <.,
leksikografinen jérjestys joukossa X seuraavasti: (aq,as) <je: (b1,b2) pétee,
jos joko a; < by, tai a; = by ja ag < be. Jos (X1, <y), (X2, <2), ..., (X0, <p)
ovat mielivaltaisia lineaarisesti jarjestettyja joukkoja, voidaan yleisesti maa-
ritelld karteesisen tulon X; x Xy x ... x X,, leksikografinen jarjestys <.,
seuraavanlaisesti:

(CLl, ag, ..., (In) Slem (bl, bg, ceey bn)

pétee, jos (a1, as, ...,a,) = (b1, ba, ..., b,) tai jos on olemassa sellainen indeksi
i €{1,2,...,n}, ettd a; = b; kaikilla j < ijaa; < b;. Sanojen aakkosjirjestyk-
sen voisi ajatella olevan esimerkki leksikografisesta jarjestyksesti. Kuitenkin,
mitd tarkemmin sitd tarkastellaan, 10ydetdan erindisid ongelmia. Esimerkiksi
sanoilla on eri pituuksia, puhumattakaan hienouksista kuten "van Beetho-
ven", joka esiintyy B kirjaimen kohdalla tietosanakirjoissa. Seuraavaksi tar-
kastellaan epélineaarisia jirjestyksia.

Esimerkki 1.8. Luonnollisille luvuille a ja b merkintd a|b tarkoittaa, etta
luku a jakaa luvun b. Toisin sanoen on olemassa sellainen luku ¢ € N, ettéd
b = ac. Relaatio ”|” on osittainen jirjestys luonnollisten lukujen joukossa N.
Osoitetaan tdméa ndyttamalld, etta relaatio ”|” on 1. refleksiivinen, 2. transi-
tiivinen ja 3. antisymmetrinen.

1. Koska a = al, niin ala kaikilla a € N, joten relaatio ”|” on refleksiivinen.

2. Jos alb ja b|c, niin on olemassa sellaiset x,y € N, ettd b = ax ja ¢ = by,
joten ¢ = azy ja niin ollen alc. Taten relaatio ”|” on transitiivinen.

3. Jos alb ja bla, niin on olemassa sellaiset =,y € N, ettd b = az ja
a = by. Télléin a = axy eli zy = 1 ja a = b. Relaatio ”|” on siis
antisymmetrinen.



Esimerkki 1.9. Olkoon X joukko. Relaatio "C" (olla jonkin osajoukko) m&aa-
rittéd osittaisen jirjestyksen kokoelmassa 2.

Adrellisten joukkojen jirjestykset voidaan piirtds kdyttimalld nuolia ku-
ten muissakin relaatioissa. Tavallisesti téllaiset piirustukset sisdltavat paljon
nuolia. Esimerkiksi 10-alkioiselle lineaarisesti jarjestetylle joukolle pitiisi piir-
tdd 10 + 9+ ... + 1 = 55 nuolta ja silmukkaa. Transitiivisuudella voidaan
vahentad nuolien méaarai: jos tiedetddn, ettd x < y ja y =< z, niin talloin myds
r = z, joten voidaan jattda piirtdmétta nuoli x — z. Vastaavasti silmukat
voidaan jattdi piirtimitti, koska tiedetdin, etti ne ovat aina olemassa. A#-
rellisille joukoille kaikki tieto on siséllytetty relaatioon "viliton edeltdja",
joka méaaritellddn seuraavaksi.

Miaaritelma 1.10. Olkoon (X, <) jérjestetty joukko. Alkio x € X on alkion
y € X wdliton edeltdjd, jos seuraavat ehdot patevét:

1.z <yja
2. ei ole olemassa sellaista alkiota t € X, ettd o <t < y.
Merkitdan valitonta edeltdjad merkilld <.

Seuraavaksi muotoillaan tarkasti viite, ettd jarjestys < voidaan muodos-
taa uudelleen relaatiosta <.

Propositio 1.11. Olkoon (X, <X) ddrellinen joukko ja olkoon relaatio < sitd
vastaava viliton edeltaja. Tdlloin kaikille x,y € X pdtee x < vy, jos ja vain
jos on olemassa sellaiset x1,xo,....,x1 € X, ettd v <11 Q20 < ... < < Y
(sallitaan myds, ettd k =0 eli voi olla x < y).

Todistus. “<" Jos ¢ < 1 < 29 < ... < xp < y, niin tilloin * <
To = ... 21 =y, koska viliton edeltdji sisdltyy jarjestyksen relaatioon
ja relaation =< transitiivisuuden nojalla x < y.

“=" Todistetaan induktiolla.
Viite on seuraava: Olkoot x,y € X, x < y jan € N. Jos alkioille z ja y on
olemassa enintddn n kappaleita alkioita ¢t € X, joille pétee, ettd x <t < v,
niin tilléin on olemassa sellaiset x1,xs9, ...,z € X, ettd < x1 < 29 < ... <
T <1Yy.

Kun n = 0, ei ole olemassa sellaista ¢, ettd x* <t < y ja néin ollen x < y.
Téten viite patee, kun n = 0.

Todistetetaan, ettd induktio-oletuksesta seuraa induktioviite eli olete-
taan, ettd véite pitee kaikilla n johonkin ng asti. Olkoot z < y sellaiset,
ettd joukossa M,, = {t € X : © <t < y} on korkeintaan ny + 1 alkiota.

=
=



Valitaan alkio u € M,, ja tarkastellaan joukkoja M,, ={t € X 12 <t <
u} ja vastaavasti M,, = {s € X : u < s < y}. Relaation < transitiivisuuden
nojalla seuraa, ettd M,, C M,, ja M,, C M,,. Molemmilla joukoilla M,, ja
M,, on ainakin yksi alkio vihemmin kuin joukolla M,,, koska u ¢ M,, ja
u ¢ M,,. Nyt induktio-oletuksen nojalla on olemassa sellaiset alkiot z1, ..., xy
jay, Ly, ettd r <z < L <o <ujau <y < ..o <y <y. Kun
yhdistetddn ndma kaksi "ketjua", saadaan haluttu alkioiden x ja y yhdistéavi
ketju. O]

Osittain jarjestetyt joukot voidaan piirtad Hasse diagrammin avulla. Sii-
néd nuolet piirretddn pystysuunnassa niin, ettd jos x < y, niin y piirretiin
ylemmés kuin x ja nuolen kirjet korvataan pisteilla.

Esimerkki 1.12. Piirretdéan joukosta ({1,2,...,7}, <) Hasse diagrammi.

N W ke OtOy

Esimerkki 1.13. Piirretdén joukosta ({3, 4,12, 24,48, 72}, |) Hasse diagram-

mi. Ensin muodostetaan téstéd joukosta osittain jirjestetty joukko A.
A={(3<12),(3<24),(3<48),(3<72),(4 <12),(4 < 24),

(4 <48),(4 <72),(12 <24),(12 < 48),(12 < 72),(24 < 48),(24 < 72)}

48 72
24

12

Lause 1.14. Olkoon (X, =) ddrellinen osittain jdirjestetty joukko. Tdlloin
joukossa X on olemassa lineaarinen jarjestys < nun, etld ehdosta x =< y
seuraa T < .

Lauseen 1.14 perusteella jokainen osittainen jirjestys voidaan laajentaa
lineaariseksi jérjestykseksi. Téatd kutsutaan lineaariseksi laajennukseksi. En-
nen lauseen 1.14 todistusta, maaritellian pari muuta tarvittavaa kisitetta.

7



Maaritelma 1.15. Olkoon (X, <) jérjestetty joukko. Alkiota a € X kutsu-
taan joukon (X, =) minimaaliseksi alkioksi (engl. minimal element), jos ei
ole olemassa sellaista z € X, ettd x < a. Joukon maksimaalinen alkio (engl.
mazimal element) madritellddn vastaavasti. Alkiota a € X kutsutaan jou-
kon (X, X) maksimaaliseksi alkioksi, jos ei ole olemassa sellaista x € X, etti
T > a.

Lause 1.16. Jokaisella adarelliselld osittain jarjestetylld joukolla (X, =) on
ainakin ykst minimaalinen alkio.

Todistus. Valitaan xy € X mielivaltaisesti. Jos zy on joukon X minimaalinen
alkio, niin viite on totta. Jos z ei ole minimaalinen alkio joukossa (X, <),
niin silloin on olemassa erds x; < x(. Jos 1 on minimaalinen alkio, niin viite
on totta. Jos xy ei ole minimaalinen, niin talléin on olemassa jokin xo <
ja niin edelleen. Adrellisen monen toimenpiteen jilkeen piaidytidn joukon
(X, %) minimaaliseen alkioon, muuten joukolla X olisi ddrettomén monta
eri alkiota zq, 1, To, ....

]

Huomautus 1.17. Lause 1.16 ei pide ddrettomille joukoille. Esimerkiksi ko-
konaislukujen joukolla (Z, <) ei ole minimaalista alkiota.

Koska lauseen 1.16 todistus voi vaikuttaa epamédriiselta, todistetaan se
toisella hieman yleisemmalla tavalla.

Todistus. Olkoon (X, =) ja valitaan eréis x € X niin, ettd joukossa L, =
{y : y X =} on pienin mahdollinen mééra alkioita. Jos |L,| = 1 niin viite on
totta, koska x on vilttdmé&ttd minimaalinen alkio: L, = {z}. Todistetaan,
ettd |L,| > 1 on mahdoton. Tésséd tapauksessa olisi olemassa y € L,,y # «
ja télloin |L,| < |L,|, mikd on ristiriidassa alkion z valinnan kanssa. O

Seuraavaksi todistetaan lause 1.14 eli lineaarisen laajennuksen olemassao-
lo.

Todistus. Edetdan induktiolla joukon X alkioiden lukuméardn suhteen. Jos
| X| =1 ei ole mitddn todistettavaa, koska téllin joukossa X on tasan yksi
jarjestys ja se on lineaarinen.

Tehdéén induktio-oletus: jos | X| = n, niin joukolla (X, <) olemassa line-
aarinen laajennus. Néin ollen tarkastellaan jarjestettyd joukkoa (X, <), jolla
| X| = n+ 1. Olkoon zy € X joukon (X, <) minimaalinen alkio. Asetetaan
X" = X\ {zo} ja olkoon =<’ relaatio < joukossa X’'. Tiedetddn, ettd (X', =')



on jarjestetty joukko ja siten induktio-oletuksen nojalla joukossa X’ on ole-
massa lineaarinen jéarjestys <’ niin, ettd ehdosta x <’ y seuraa x <’ y kaikilla
x,y € X'. Médritetddn relaatio < joukolle X seuraavasti:

o <y kaikilla y € X,

<y aina kun z <" y.

Selvisti ehdosta x < y seuraa x < y. Relaatio < on siis lineaarinen jirjestys
joukossa X. O]

Huomautus 1.18. Minimaalisen alkion késitettd ei pidd sekoittaa minimiin
eli pienimmén alkion kisitteeseen.

Maéiritelma 1.19. Olkoon (X, <) jérjestetty joukko. Alkiota a € X kutsu-
taan joukon (X, <) pienimmiksi alkioiksi eli minimiksi, jos kaikilla x € X
pitee a = x. Toisaalta alkiota a kutsutaan joukon (X, <) suurimmaksi al-
kioksi eli maksimiksi, jos kaikilla x € X pitee x < a.

Pienin alkio on selvisti my6s minimaalinen alkio, mutta minimaalisen
alkion ei tarvitse olla aina joukon minimi. Esimerkisi luonnollisten lukujen
joukossa, joka on jirjestetty jaollisuuden mukaan, (N, |) luku 1 on sekd mini-
mi, ettd minimaalinen alkio. Kun taas esimerkiksi joukolla (N\ {1}, ), jossa
ovat kaikki luonnolliset luvut suurempia kuin luku 1 ja joukko on jarjestet-
ty jaollisuuden mukaan, ei ole pienintd alkioita, mutta darettoman monta
minimaalista alkiota. Havainnollistetaan tatd Hasse diagrammilla.

206

103

Kuten kuvasta ndhdéén, alkuluvut ovat joukon (N '\ {1},|) minimaalisia al-
kioita. Minimié ei kuitenkaan ole, koska joukko on jirjestetty jaollisuuden
mukaan ja 1 ei kuulu joukkoon.

1.2 Joukon koko ja riippumattomuus

Maéritelladn joukko P seuraavia méaritelmid varten. Olkoon (X, <) jirjes-
tetty ddrellinen joukko ja merkitdin sitd kirjaimella P.

Maiaritelma 1.20. Joukkoa A C X kutsutaan riippumattomaksi joukossa
P, jos © < y ei pdde koskaan kahdelle eri alkiolle z,y € A.



Riippumatonta joukkoa kutsutaan myds antiketjuksi. Toisin sanoen kahta
alkiota = ja y on mahdoton verrata, jos kumpikaan = < y ja y < x relaatioista
ei pade. Siispéd joukko on riippumaton, jos kaikki sen kaksi eri alkiota ovat
vertailukelvottomia.

Merkitdén «(P) riippumattoman joukon maksimikokoa joukossa P eli
a(P) =max{|A|: A riippumaton joukossa P}.

Esimerkki 1.21. Jarjestetyille joukoille P, ja P

P, P,

on a(P) =3 ja a(P) = 4.

Huomio 1.22. Kaikkien minimaalisten alkioiden joukko joukossa P on riip-
pumaton.

Maaritelma 1.23. Joukkoa A C X kutsutaan ketjuksi joukossa P, jos kai-
killa z,y € A, x ja y ovat vertailtavissa joukossa P.

Vastaavasti joukon A alkiot muodostavat lineaarisesti jérjestetyn osajou-
kon joukosta P. Olkoon w(P) maksimimé&éra ketjun alkioista joukossa P. Jér-
jestetyille joukoille P, ja P, esimerkissé 1.21 pitee w(P;) = 3 ja w(FPs) = 2.

Ylldolevat esimerkit nayttavit, ettd lukua a(P) voidaan pitdéd jarjeste-
tyn joukon P abstraktina leveytend ja lukua w(P) vastaavasti abstraktina
korkeutena.

10



2 Verkkoteoriaa

Seuraavaksi palautetaan mieleen verkkoteorian perustietoja. Kaikki tutkiel-
massa kasiteltdvit verkot ovat dérellisid ja suuntaamattomia.

2.1 Verkon maaritelmia ja merkintoja

Miaaritelma 2.1. Verkko (engl. graph) G on jérjestetty pari (V, E), missd V'
on jokin (&irellinen) joukko ja E on joukko kaksi-alkioisia osajoukkoja jou-
kosta V. Joukon V alkioita kutsutaan solmuiksi (engl. vertez) ja joukon E
alkioita kaariksi (engl. edges). Kun viitataan tunnetun verkon G solmuihin,
merkitddn V(G). Vastaavasti kiytetddn merkintdd E(G) joukon G kaaris-
ta.

Merkintaa (‘2/) voidaan kayttaa kaikille joukon V' osajoukoille, jotka ovat muo-
toa {a,b}, missd a # b ja a,b € V. Tallaisia joukkoja kutsutaan kaksioiksi.
Lyhyesti voidaan sanoa, etti verkko on pari (V) E'), missd £ C (‘2/)

Miaritelma 2.2. Jos {u,v} on jokin verkon G kaari, sanotaan, ettd solmut
u ja v ovat vierekkdiset joukossa GG tai u on solmun v naapuri. Vastaavasti v
on solmun u naapuri.

Miiritelmi 2.3. Kahta verkkoa G = (V, F) ja G' = (V' E’) sanotaan
isomorfisiksi, jos on olemassa sellainen bijektio f : V — V' ettd {x,y} € E,
jos ja vain jos {f(z), f(y)} € F’ kaikilla z,y € V,x # y. Téata bijektiota f
sanotaan verkkojen G ja G’ viliseksi isomorfismiksi. Merkitdin G = G'.

Esimerkki 2.4. Verkko G = (V, E) ja verkko G' = (V', E')
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ovat isomorfiset, silla
VvV =1{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} = V'
ja
E={{1,2},{1,5},{1,9},{2,3},{2,8}.{3,4}, {3, 7}, {4, 5},
{4,10}, {5,6},{6,7},{6,8},{7,9}, {8, 10}, {9, 10}} =F

Miaritelma 2.5 (Tédydellinen verkko). Verkkoa, jonka jokaisesta solmusta
on kaari verkon jokaiseen muuhun solmuun, kutsutaan tdydelliseksi verkoks:.
Merkitdan K, jossa n on solmujen lukumééird. Solmut ja kaaret merkitdadn
seuraavasti :

Vot - (Y)

Maiédritelmd 2.6 (Polku). Verkon G = (V,E) poluksi sanotaan jonoa
(vo, €1,01, .., €, 0;), MiSSA vg,vq,...,v; ovat verkon G eri solmuja ja kai-
killa i =1,2,...,t on olemassa kaaret e; = {v;_1,v;} € E(G). Polku on kuin
matkaloki, jossa reittid kuljetaan pisteestd pisteeseen poikkeamatta reitilta
tai sithen palaamatta ja kiydyt solmut ja kaaret tallennetaan jonoon kerran.
Polkua P, jolla on n solmua merkitdén P,.

Polun pituudeksi ¢ sanotaan polun kaarien lukumaéérai. Huomaa, etté jos
polku on yhden solmun mittainen, niin sen pituus ¢t = 0.

Esimerkki 2.7. Polku P,, kun n =7

V={01,....7", E={{i—14d}}:i=12...7}.

/‘\'j\\\/

7

Maaritelma 2.8 (Sykli). Verkon G sykliksi sanotaan jonoa

(vo, €1,v1, €2, ..., Vi1, €, Vg), MiSSA Vg, V1, ..., 01 ovat verkon G eri solmuja
ja kaikilla ¢ = 1,2,...,¢t — 1, on olemassa kaaret e; = {v;_1,v;} € E(G) sekd
kaari e; = {v;_1,v0} € E(G) jaluku ¢t > 3. Toisin sanoen ensimmaéinen solmu
ja viimeinen solmu yhdistyvét. Luku ¢ on my6s syklin pituus. Syklia C', jossa
on n solmua merkitdan C,. Jos verkossa ei ole syklié, se on sykliton.
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Esimerkki 2.9. Sykli C,

V=A{12,....n}, E={{i,i+1}:i=1,2,...,n—1}U{{1,n}}.

C)‘g (/‘4 C 5 ("‘ﬁ

Mai&ritelma 2.10. Verkkoa G sanotaan kaksiosaiseksi, jos joukko V(G) voi-
daan jakaa kahteen erilliseen joukkoon V; ja V5, niin, ettd verkon G jokainen
kaari yhdistyy joukon V; solmusta joukon V5 solmuun. Matemaattisin sym-
bolein kirjoitettuna: E(G) C {{v,v'} : v € V4,0 € V,}. Téllaisia joukkoja V;
ja V5 kutsutaan joskus verkon G luokiksi.

Esimerkki 2.11. Téydellinen kaksiosainen verkko K, , :
V=Auy,...,u,f U{vy, ..., o5},

E={{u,v}}:i=1,2...,nj=12...,m}.

[V VW DK

_[1"] 1 }\'1 2 I{] 3 7{2,;; 1’\,313
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2.2 Aliverkot, yhteniisyys ja komponentit

Seuraava madritelmd tdsmentdd ajatuksen, kuinka verkko voi sisiltyd toiseen
verkkoon.

Maaritelma 2.12. Olkoon G ja G’ verkkoja. Sanotaan, ettd G on verkon G’
aliverkko, jos V(G) C V(G') ja E(G) C E(G'). Sanotaan, ettd G on verkon
G’ indusoitu aliverkko, jos V(G) C V(G') ja E(G) = E(G") N (V(ZG)).

Toisin sanoen: Verkon G’ indusoitu aliverkko saadaan poistamalla joitakin
solmuja verkosta G’ ja poistamalla kaikki ne kaaret, jotka oli yhdistyneet
poistettuihin solmuihin. Aliverkon saadakseen voidaan myd&s poistaa joitain
kaaria, mutta kuitenkin niin, ettei yhtdin padtesolmua poisteta.

Maaritelma 2.13. Sanotaan, ettd verkko G on yhtendinen, jos kaikilla z, y €
V(G) loydetaén polku solmusta x solmuun y verkossa G.

Yhtendisyys voidaan myos madritelld toisellakin tavalla, mitd varten maé-
ritellddn seuraavat késitteet.

Miéritelmi 2.14. Olkoon G = (V, F) verkko. Jonoa (vg, e1,v1, €2, ..., €, v4)
sanotaan kdavelyksi verkossa G (laajemmin sanottuna kivelymatka ¢ solmusta
vo solmuun v;), missé vy, . . ., v; ovat solmuja, jos on olemassa sellaiset kaaret
e; = {vi_1,v;} € F kaikilla ¢ = 1,... t. Kavelyssd jotkin solmut ja kaaret
saattavat toistua. Toisin sanoen kdvely on matkaloki, jossa on voitu kulkea
samasta solmusta tai kaaresta useita kertoja.

Miéritellddn relaatio ~ joukossa V(G) asettamalla x ~ y jos ja vain jos
on olemassa kively solmusta x solmuun y verkossa G.

Lause 2.15. Relaatio ~ on ekvivalenssirelaatio verkossa G.

Todistus. Olkoon v mielivaltainen verkon G solmu. Télléin solmu v muodos-
taa O-pituisen kivelyn solmusta v solmuun v verkossa G, joten v ~ v. Téten
relaatio ~ on refleksiivinen.

Olkoot v ja u verkon G solmuja, joille v ~ u. Talloin verkossa G on ole-
massa kively (v, e, vy, eq,. .., e, u) solmusta v solmuun u. Koska tarkastellaan
verkkoa, jolle ei ole méaritelty suuntaa, niin verkossa G on olemassa myos
kively (u,ey,...,e1,v1,€,v) solmusta u solmuun v, joten myds u ~ v. Néin
ollen relaatio ~ on symmetrinen.

Olkoot v,u ja z verkon G solmuja, joille patee v ~ u ja u ~ z. Talloin
verkossa G on olemassa kévely (v, e, vy, eq,..., e, u) solmusta v solmuun u
ja kively (u,€e,..., €}, z) solmusta u solmuun z. Niin ollen verkossa G on
ainakin yksi kively solmusta v solmuun z solmun u kautta. Siispd v ~ z ja
relaatio ~ on transitiivinen.
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Koska relaatio ~ on refleksiivinen, symmetrinen ja transitiivinen, on se
ekvivalenssirelaatio.

]

MaAéritelmi 2.16. Olkoon V = ViUV,LU. ..UV, solmujoukon V jako relaa-
tion ~ madrdamiin ekvivalenssiluokkiin. Verkon G aliverkkoja, jotka ovat
joukkojen V; indusoimia, sanotaan verkon G komponenteiksi.

Seuraava huomio liittda komponenttien maaritelmén aikaisempaan maa-
ritelmédn yhtendisestd verkosta.

Huomio 2.17. Kaikki komponentit missd tahansa verkossa ovat yhtendisida,
ja verkko on yhtendinen, jos ja vain jos silld on vain yksi komponentti.

Todistus. Selvésti yhtendiselld verkolla on vain yksi komponentti, se itse.
Toisaalta mitkd tahansa kaksi solmua x,y samassa komponentissa verkossa
G voi olla yhdistetty kivelylld. Minkd tahansa kdvelyn solmusta x solmuun
y lyhintd mahdollista reittida on oltava polku. O

Maaritelma 2.18. Verkkoa G sanotaan k-solmu-yhtendiseksi, jos silld on
ainakin k£ + 1 solmua ja se pysyy yhtendisend, vaikka siitd poistettaisiin k —
1 solmua. Verkkoa G kutsutaan k-kaari-yhtendiseksi, jos siitd poistamalla
k — 1 kaarta saadaan yhd yhtendinen verkko. Verkon G solmuyhtendisyys
on maksimi k, kun verkko on k-solmu-yhtendinen, vastaavasti méaaraytyy
kaariyhtendisyys.

Esimerkki 2.19. Verkkoa G sanotaan kahdesti yhtendiseksi, jos silld on vé-
hintddn kolme solmua ja poistamalla minkd tahansa solmuista pdddymme
edelleen yhtenéiseen verkkoon.

Mairitelma 2.20. (Joitain verkkojen laskutoimituksia).
Olkoon G = (V, E) verkko. Madritellddn erilaisia uusia verkkoja, jotka on
saatu verkosta G-

1. (Kaaren poisto) G —e = (V, E\{e}), missd e € E on verkon G kaari.

2. (Kaaren lisiys) G+é = (V,EU{e}), missié e (})\F on solmu pari,
joka ei ole verkon G alkuperiinen kaari.

3. (Solmun poisto) G —v = (V \{v},{e € E:v ¢ e}), missi v € V.
(Poistetaan solmu v ja kaikki sen kaaret, joiden pditepiste se oli.)

4. (Kaaren jakaminen) G /e = <VU{Z}, (E\{{z,y}})U{{z, 2}, {z,y}}),

missi e = {z,y} € F on kaari ja z ¢ V on uusi solmu. (Piirretdéin uusi
solmu z kaareen {z,y}.)

Sanotaan, ettd verkko G” on verkon G jako, jos verkko G’ on isomorfinen
verkon kanssa, joka saadaan verkosta GG jonkin kaareen jakamisella.
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2.3 Verkon pisteméaara

Olkoon G verkko ja olkoon v solmu verkossa GG. Kaarien, jotka yhdistyvét
solmuun v verkossa G, lukumédrdd merkitddn symbolilla deg,(v). Lukua
degg(v) sanotaan solmun v asteeksi verkossa G. Toisin sanoen solmun aste
on siis solmuun yhdistyvien kaarien lukuméaéra.

Merkitain verkon G solmuja seuraavasti vy, vs, ..., v, jossain mielivaltai-
sessa jarjestyksessid. Jonoa

(degg(v1), degg(va), - - degg(vn))

sanotaan verkon astejonoksi tai verkon G pistemddrdksi. Valitsemalla eri nu-
meroinnit solmuihin samassa verkossa saadaan yleensé useita erilaisia nume-
rojonoja, jotka eroavat niiden termien jérjestykselld. Néin ollen ei voida erot-
taa kahta pistem&araé, jos toinen niistda voidaan saada toisesta uudelleenjar-
jestamalld numeroiden jarjestys. Pistemaara kirjoitetaan yleensd kasvavassa
jarjestyksessd niin, ettd pienin aste tulee ensin.

Esimerkki 2.21. Kahdella seuraavalla verkolla, toinen epéyhtenéinen ja toi-
nen yhtendinen(sykli), on sama pisteméira (2,2,2,2,2,2):

AN O

Propositio 2.22. Jokaiselle verkolle G = (V, E) on voimassa

S deg(V) = 2/

veV

Todistus. Solmun v aste on kaarien lukuméiré, jotka ovat yhdistyneet siihen.
Jokainen kaari sisdltdd 2 solmua, joten summaamalla kaikki asteet yhteen
saadaan kaarien lukumaééra kaksinkertaisena. O

Seuraus 2.23 (Kittelylemma). Paritonta astetta olevien solmujen lukumdd-
rd on aina parillinen darellisessd verkossa.

Todistus. Proposition 2.22 nojalla verkon kaikkien asteiden summa on paril-
linen. Parillista astetta olevien solmujen asteiden summa on aina parillinen.
Jotta verkon kaikkien asteiden summa on parillinen, niin myos paritonta as-
tetta olevien solmujen lukuméiran taytyy olla parillinen. O]
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3 Kaksoislaskenta

Kaksoislaskenta nimensi mukaisesti kiteyttda periaatteen: lasketaan joukon
alkiot kahdella eri tavalla ja saadaan samat tulokset [2|. Esimerkiksi kirjan-
pitdjat laskivat teknologian kehityksen alkuaikoina taulukoita seuraavasti:
ensin laskettiin rivit yhteen ja sitten sarakkeet ja lopuksi verrattiin saatuja
summia. Jos lasku oli oikein, molempien summat olivat samat. Toisin sanoen,
jos A on n X m matriisi, niin

n m m n
E E aij = E E aij.
i=1 j=1 7j=1 i=1

El kuvana

Kaksoislaskentaa voidaan siis toteuttaa eri tavoin. Suurin vaikeus yleensa
on, mitd tarkalleen ottaen pitdisi laskea kahdesti.

3.1 Brouwerin kiintopistelause tasossa

Téssé kappaleessa todistetaan Kéttelylemman, Spernerin lemman ja Brouwe-
rin kiintopistelauseen yhtapitdvyys. Kattelylemman 2.23 todistus on itse
asiassa tyypillistd kaksoislaskentaa, toisin sanoen siind kaksoislaskettiin sol-
mussa olevien kaarien pait. Kéttelylemman viite voidaan myds muotoilla
toisin sanoin: jos tiedetdan, ettd verkolla G on ainakin yksi paritonta astet-
ta oleva solmu, niin niitd on oltava ainakin kaksi. Seuraavalla sovelluksella
havainnollistetaan tata.

Piirretdéan tasoon iso kolmio, jonka kéirkisolmut ovat A, Ay ja As. Jae-
taan kolmio mielivaltaisesti ddrelliseen médraan pienempid kolmioita kuten
kuvassa 1:
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Ay 2

we
&

Kuva 1: Mielivaltaisesti kolmioitu kolmio tasossa

Yhdelldkddn kolmiolla ei saa olla sellaista solmua, ettei kaarien véliin muo-
dostu kolmiota. Eli kun katsotaan kuvaajaa tasossa, kaikki kolmion sisdpin-
nat ovat myos kolmioita. Merkitdén ison kolmion kirkisolmuja A;,;i =1,2,3
ja muita solmuja siten, ettd solmut kaaren A;A; vilissd ovat joko merkitty
merkin ¢ tai j mukaan. Muuten solmujen nimedminen on mielivaltaista.

Lemma 3.1. (Spernerin lemma tasossa)
Edelld mainitussa tilanteessa on aina olemassa pieni kolmio, jonka solmut
on nimetty kaikilla kolmella merkilla 1,2, 3.

Todistus. Méaaritetdan verkko G havainnollistamaan tilannetta. Verkon G
solmut ovat kolmioiden sisdpinnat ja ison kolmion ulkopinta eli jokaisen kol-
mion sisdlld on yksi verkon G solmu seki ison kolmion solmu 16ytyy kolmion
ulkopuolelta. Alla olevassa kuvassa 2 verkon G solmut on piirretty pienini
mustina kolmioina niitd vastaavien kolmioiden sisille ja ulkopuolella oleva
solmu on my6s merkitty kirjaimella v. Verkon G kahden solmun eli kahden
alkuperaisen kolmion sisdpinnan vililld on kaari, jos ne ovat vierekkéiset kol-
miot ja niiden yhteisen kaaren paédtesolmut ovat merkitty numeroin 1 ja 2.
Ison kolmion solmu v yhdistetdan kaarella kaikkiin niihin sisdpinnan solmui-
hin, joiden ulkoreunaa vastaava kaari on solmujen 1 ja 2 vélissa.
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Kuva 2: Verkko GG, Spernerin lemman todistuksen havaintoesimerkki

Pieni kolmio voidaan yhdistdd sen naapureihin verkossa G vain, jos pienen
kolmion kaaren solmut ovat merkitty numeroin 1 ja 2. Jos kolmion jiljelle
jadnyt solmu on merkitty numeroin 1 tai 2, niin kyseinen kolmio on vierekkéin
tdsmiélleen kahden sen naapurin kanssa. Jos jiljelle jadnyt solmu on merkitty
numerolla 3, niin tdllin kyseinen kolmio on vierekkdin tdsmélleen yhden
sen naapurin kanssa. Edelld mainittu tilanne on ainut tapaus, jossa pienen
kolmion aste verkossa G' on pariton.

Osoitetaan, ettd ulkopinnan solmun v aste on pariton verkossa G. Tél-
16in Kéttelylemman nojalla on olemassa ainakin yksi toinen solmu, jonka
aste on pariton. Namé& paritonta astetta olevat solmut 10ytyvat varitetyista
kolmioista eli niiden kolmioiden sisalté, joilla on solmut 1,2 ja 3.

Verkon G kaaret voidaan liittd4 solmuun v vain ison kolmion sivun A; A4,
kautta. Sovitun merkinnén takia talld sivulla on ainoastaan solmuja 1 ja 2.
Solmun v naapureiden méaaré riippuu sivun A; Ay solmujen 1 ja 2 jérjestyksen
muutoksista. Koska jarjestys alkaa numerolla 1 ja pdattyy numeroon 2, niin
jarjestyksen muutosten lukuméirin on oltava pariton. Téten solmun v aste
on pariton verkossa G. n

Kéytetddn Spernerin lemmaa osana Brouwerin kiintopistelauseen todis-
tusta. Ennen sitd pohjustetaan kuitenkin, mité kiintopisteella tarkoitetaan.
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Propositio 3.2. (yksiulotteinen kiintopistelause)
Kaikille jatkuville funktioille f : [0,1] — [0,1] on olemassa piste x € [0,1]
siten, ettd f(x) = x.

Téllaista pistettd x kutsutaan funktion f kiintopisteeksi. Tarkastellaan
propositiota 3.2 funktion g(z) = f(z) — z osalta. Funktio ¢ on jatkuva vi-
lilla [0, 1] ja ¢g(0) > 0 sekd g(1) < 0. Intuitiivisesti on selvid, ettéd téllaisen
jatkuvan funktion kuvaaja ei voi hyppid x-akselin yli. Koska funktio g on
jatkuva, niin g = 0 jossain pisteessid x vililla [0, 1], néin ollen funktio leik-
kaa x-akselin jossain pisteessa z. Tdma on tunnetummin Bolzanon lause. Siis
Bolzanon lauseen nojalla g(x) = 0 jollain z, toisin sanoen f(x) —z = 0, joka
on yhtépitavid f(z) = x kanssa.

Kiintopistelauseissa yleisesti viitetdén, ettd tietyissé olosuhteissa jollain
funktiolla f tdytyy olla kiintopiste eli on olemassa sellainen z, ettd f(x) =
x. Kiintopistolauseet ovat keskeisid vilineitd, kun todistetaan erityyppisten
yhtéldiden ratkaisujen olemassaoloa.

Brouwerin kiintopistelauseessa korvataan proposition 3.2 vili kolmiolla
tasossa tai tetraedrilla kolmiulotteisessa avaruudessa tai niiden vastineilla
n-uloteisissa avaruuksissa. Téssé tutkielmassa osoitetaan Brouwerin kiinto-
pistelause vain tasossa, koska Spernerin lemma 3.1 osoitettiin vain tasossa.
Todistus kuuluu suurelta osin analyysiin ja sieltd kidytetddn ja tuodaan mie-
leen tarvittavia faktoja ja merkintdja.

Merkitain A kolmioksi tasossa. Yksinkertaisuuden vuoksi valitaan kolmio
solmuilla 4; = (1,0), Ay = (0,1) ja A3 = (0,0):

Ay =(0,1)

Az = (07 O) A = (17 O)

Funktio f : A — A on jatkuva pisteessd a € A, jos kaikille € > 0 on olemassa
sellainen 0 > 0, ettd |f(x) — f(a)| < €, kun z € A ja |z — a|] < §. Funktiota
kutsutaan jatkuvaksi, jos se on jatkuva kaikissa pisteissi a € A.

Lause 3.3. (Brouwerin kiintopistelause tasossa)
Jokaisella jatkuvalla funktiolla f : A — A on kiintopiste.

Todistus. Maaritetdan kolmiolle A kolme reaaliarvoista apufunktiota 31, 3o
ja fs. Kaikille (z,y) € A asetetaan

61(x7y>:x7 ﬁ?(‘r’y):ya ﬁg(if,y)zl—il?—y
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Havainnollistetaan apufunktioita [3; geometrisesti:

Ay

As 1 A,

Apufunktioiden pddominaisuudet ovat, ettd 5; > 0 ja fi(z,y) + Bo(x,y) +
Bs(z,y) = 1 kaikilla (z,y) € A.
Seuraavaksi madritelladn joukot My, My, M3 C A :

Mi:{(xvy> EA:Bi(x7y> Zﬁz(f(xvy»}v i:17273'

Talloin joukko M; siséltdd ne pisteet, jotka eivit funktion f myo6ta siirry
kauemmas solmun A; vastakkaisesta sivusta.

Huomataan, ettd jokainen piste p € M; N My N Mj on funktion f kiinto-
piste. Jos p € My N My N M, niin talléin 5;(p) > 5;(f(p)) kaikilla i = 1,2, 3.
Koska ). Bi(p) = >_, Bi(f(p)) = 1, niin B;(p) = Bi(f(p)) kaikilla ¢, miké tar-
koittaa, ettd p = f(p). Nyt tavoitteena on osoittaa, ettd leikkaus MyNMoNM;
on epatyhja.

Tarkastellaan kolmion A perikkiisid kolmiointeja:

Jokaisen kolmioinnin kaikkien kolmioiden kérjet eli solmut nimetdin nume-
roin 1,2 tai 3 niin, ettd solmu ¢ kuuluu joukkoon M; ja Spernerin lemman
ehdot tayttyvit. Seuraavaksi todistetaan, ettd tAmé on aina jirjestettavissa.

Solmulla A; on suurin mahdollinen etdisyys sen vastakkaisesta sivusta,
joten sen etéisyys ei voi kasvaa funktion f vaikutuksesta. Sen vuoksi A; € M;
ja ndin ollen voidaan A; merkitd numerolla 1. Solmut A, ja A3 menetelldin
vastaavasti. Kun piste (x, y) on kaarella A; Ay, niin t&lloin £y (z, y)+ P (z,y) =

21



1, mista seuraa, ettd f(x,y) el voi tdyttdd molempia ehtoja S1(f(z,y)) >
Bi(z,y) ja Bo(f(x,y)) > Pa(x,y). Néin ollen (x,y) € M; U M,y ja kaikki
sivun A; Ay solmut voidaan merkité vain numeroin 1 ja 2. Kun piste (z,y) on
kaarella A; As, niin talléin 5 (x, y)+Ps(z,y) = fi(x,0)+P5(2,0) = v+1—x =
1. Tallsin 1 = By(z,0) + B3(x,0) < By (f(x,0)) 465 (f(z,0)) on ristiriita,
—— ——
€A €A
koska piste ei olisi endd kolmiossa A, joten (z,y) € M; U Mj ja kaikki tdmén
kaaren solmut voidaan merkitd vain numeroin 1 ja 3. Vastaavasti kaaren As A
solmut voidaan merkitd vain numeroin 2 ja 3. Lopulta jokainen kolmion A
piste kuuluu ainakin yhteen joukkoon M;, koska piste ei voi siirtya kauemmas
kaikista kolmesta sivusta yhté aikaa.

Nyt Spernerin lemmasta 3.1 seuraa, etti jokaisella perdkkaiselld kolmioin-
nilla on kolmio solmuin 1, 2 ja 3. Merkitdan nyt jonkin téllaisen kolmion
kolmioinnin solmuja a;1,a;2 ja a;s3 niin, ettd a;; € M;, kun i = 1,2, 3.
Tarkastellaan ddretonté pisteiden jonoa (a1, as1,as1,...). Valitaan jonosta
adreton suppeneva osajono. TAmé on aina mahdollista, koska jokaisella d&-
rettomalld pistejonolla kolmion sisdlld on suppeneva dareton osajono. Toisin
sanoen kolmio on kompakti. Valitaan suppeneva osajono (a;, 1, @j, 1, Gjs 1, ---)s
J1 < J2 < Jj3 < ... ja merkitddn jonon raja-arvoa pisteelld p.

Viitetddn, ettd p € M;. Joukon M; méirittelyn perusteella fy(aj;, 1) >
B1(f(aj, 1)) kaikilla a;,. Kun otetaan raja-arvo molemmilta puolilta, saadaan
B1(p) > B1(f(p)), koska raja-arvon ottaminen siilyttdéd jatkuvien funktioden
valilla olevan jirjestyksen.

Koska kolmioiden halkaisija perdkkiisissd kolmioinneissa suppenee kohti
0, vastaavat osajonot, esimerkiksi (a1 2, 22, a32, ...) ja (a13, a23,ass, ...), Sup-
penevat kohti pistettd p. Téstd seuraa, ettéd piste p € My ja p € Ms. Téaten
piste p on funktion f kiintopiste.

O

Huomautus 3.4. Yleisesti Brouwerin kiintopistelause patee f : K — K, missé
K on rajoitettu, konveksi ja suljettu joukko. Yksityiskohdat sivuutetaan.
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3.2 Spernerin lause

Spernerin lause on aivan jotain muuta kuin Spernerin lemma edellisessé kap-
paleessa. Nyt késitellddn n-alkioista joukkoa X ja joukkoperhettd M joukon
X osajoukoista. Joukkoperhettd M kutsutaan riippumattomaksi, jos se ei
sisilld kahta eri joukkoa A, B siten, ettd A C B.

Lause 3.5. (Spernerin lause)
Jokainen ritppumaton joukkoperhe M sisdltid emintdidn (Ln72j) joukkoa.

Itse asiassa Spernerin lause kuvaa osittain jirjestettyji joukkoja. Olkoon
2% joukkoperhe, joka sisiltdd kaikki joukon X osajoukot. Relaatio C "olla
jonkin osajoukko" on osittainen jirjestys joukossa 2X. Riippumaton joukko-
perhe on tasmélleen se joukko pareja, joiden alkiot ovat vertailukelvottomia
osittaisessa jirjestyksessi (2%, C). Osittain jirjestettyi joukkoa, jossa joukon
alkiot eivit ole pareittain vertailukelpoisia, kutsutaan yleisesti antiketjuksi,
kuten méaadritelmén 1.20 jalkeen todettiin, joten Spernerin lause antaa yla-
rajan alkioiden lukumaéaérille missa tahansa antiketjussa. Ennen kuin todis-
tetaan Spernerin lause, tulisi huomata, ettd yldraja Spernerin lauseessa on
tosiaan paras mahdollinen, koska kaikki joukon X osajoukot kooltaan |n/2]
muodostavat riippumattoman joukkoperheen tismélleen kokoa (Ln72 j)'

Joukon X osajoukkojen {A;, As, ..., Ay} muodostama ketju on jokin jouk-
ko {A, Ay, ..., Ax} niin, ettd A; C Ay C ... C Ai . Toisin sanoen se on line-
aarisesti jirjestetty osajoukko osittain jirjestetystd joukosta (2%, C).

Miiritelmé 3.6. Maksimaalinen ketju joukossa (2%, C) on sellainen ketju,
etti jos siithen lisdtdin jokin joukon 2% alkioista, niin lopputuloksena, ei ole
enda ketju.

Lemma 3.7. Kaikilla ketjuilla ja antiketjuilla on enintadn yksi yhteinen
alkio.

Todistus. Olkoon C' C 2% ketju ja olkoon A C 2% antiketju. T#llin

|C'N A] < 1, koska ketjun C' kaikki alkiot ovat keskendéin vertailtavissa ja
antiketjun A kaikki alkiot ovat kesken#dén vertailukelvottomia. Toisin sanoen
ketjulla ja antiketjulla voi olla enintddn yksi yhteinen alkio, jotta se tayttaa
molempien médritelmien ehdot.

O

Todistetaan nyt lause 3.5.
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Todistus. Kaytetetdan lemmaa 3.7 perustana télle todistukselle. Tarkastel-
laan nyt maksimaalisia ketjuja joukossa (2%, C). Maksimaalinen ketju on
ennen kaikkea ketju eli sen alkioiden taytyy olla vertailtavissa ja tdssd ta-
pauksessa jarjestyksen luo C. Maksimaalinen ketju siséaltdd yhden osajoukon
joukon X kustakin mahdollisesta koosta, jos niin ei olisi, voisi siihen lisata
alkioita, jolloin se ei olisi endd maksimaalinen. Maksimaalinen ketju joukossa
(2%, C) on muotoa:

0 C{x1} C {1, 22} C {x1, 20,23} C ... C {21, 22,23, ..., Tn}, (1)

missa x1, Ta, ..., T, ovat kaikki joukon X alkiot kirjoitettuna jossain mielival-
taisessa jarjestyksessi. Kaikki maksimaaliset ketjut néin ollen saavat aikaan
lineaarisen jirjestyksen joukon X alkioista ja toisaalta jokainen lineaarinen
jirjestys tuottaa tdsmélleen yhden maksimaalisen ketjun. Téstd saadaan tu-
loksena, ettd maksimaalisten ketjujen lukumé&ara on yhtd suuri kuin joukon
X permutaatioden lukuméara n!.

Olkoon M antiketju (riippumaton joukkoperhe). Muodostetaan kaikki
jarjestetyt parit (R, M), missé M € M on joukko ja R on maksimaalinen
ketju, joka siséltdd joukon M. Lasketaan téllaiset parit kahdella tavalla.

Yl1la olevan havainnon perusteella kaikki ketjut siséltdvit enintddn yh-
den M € M, koska M on antiketju, joten parien (R, M) lukuméird on
vihemmén tai yhtd suuri kuin maksimaalisten ketjujen lukumé&éra, joka on
n!. Toisaalta voidaan tarkastella joukkoa M € M ja kysyd kuinka monta
maksimaalista ketjua sisiltdd sen. Maksimaalinen ketju muotoa (1) sisaltaa
joukon M jos ja vain jos {x1, 2, ..., x5} = M, missd k = |M]|.

Niin ollen kysytadn, kuinka monta joukon X lineaarista jarjestysti on
sellaista, ettd ensimmaéiset k alkiota ovat vain joukon M alkioita. Joka ta-
pauksessa joukon M alkiot voidaan jarjestdd k! tavalla, jolloin madritetdan
ensimmaéiset k kappaletta joukkoja ketjussa. Alkiot, jotka eiviat kuuluu jouk-
koon M, voidaan jéarjestdd (n — k)! tavalla, mikd méarittaa loput ketjusta.
Kaiken kaikkiaan M siséltyy k!(n — k)! maksimaaliseen ketjuun. Siksi jarjes-
tettyjen parien (R, M) méérd on yhtd suuri kuin

> M| n — M),
MeM

kun taas ensimmaisen laskutavan mukaan se on enintain n!. Jaetaan saatu
lauseke luvulla n!, saadaan

> |M!!(nn7 (MY 3 ﬁ <1 (2)

MeM ’ Mem \|M]|
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Kaytetdan tietoa, etti (er;? J) on vahintddn yhtd suuri kuin mika tahansa

binomikerroin muotoa (Z), k=0,1....,n. Siksi

1> Y > M
MeM (IMI) (Ln/2J)

M= ()

Kohdassa (2) saatua epdyhtéloa kutsutaan tunnetummin LYM epéyhtéa-
16ksi (engl. LYM inequality), sen 16ytéjien Lubell [3], Meshalkin[5] ja Yama-
moto [6] mukaan. Kappaleessa 4.2 tarkastellaan vield toista erilaista todis-
tusta Spernerin lauseelle.

ja ndin ollen

O

3.3 Syklin C; ongelma

Tarkastellaan verkkoa G, jolla on n solmua. Mitd voidaan sanoa sen kaarien
lukumédrasta? Vastaus saadaan suoraan verkon méiaritelmésti. Kaarien lu-
kuméira voi olla siis mikd tahansa kokonaisluku nollan ja (;) valilta. Suurin
mahdollinen kaarien lukumaéaéara n-solmuisessa verkossa on néin ollen (g) ja
kaikki tédllaiset verkot ovat isomorfisia taydellisen verkon K, kanssa.
Palautetaan mieleen tdydellinen kaksiosainen verkko K, ,,, jota tarkas-

teltiin aikaisemmin esimerkissd 2.11. Madritetddn nyt Kso. Olkoon V =
{ur, ug} U{vr,va} ja B = {{u1,v1}}, {u1, va}, {ug, v1}, {uz, va}}.

Uy Uz

(%1 U2

Kuva 3: taydellinen kaksiosainen verkko Koo
Téamaéan kappaleen mielenkiintoinen kysymys on: Mikéd on suurin mahdol-

linen méard kaaria n-solmuisessa verkossa, jolla ei ole isomorfista aliverkkoa
verkon Ko kanssa? Toisin sanoen montako kaarta voi olla n-solmuisessa
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verkossa, joka ei sisilla neljin mittaista syklid? Tarkastellaan indusoimaton-
ta aliverkkoa ja siten esimerkiksi tidydellinen verkko /4 sisaltda verkon Ko .
Verkko K55 on siis verkon K, aliverkko kuten kuvasta 4 voi néhda.

K, Ko

Kuva 4: Téaydellinen verkko K4 ja taydellinen kaksiosainen verkko K5

Verkolla, jolla ei ole kolmion muotoista sykliéi, voi olla yhteensi |n?/4|
kaarta [4, Lause 4.7.1], joka on suunnilleen puolet (g) rajoittamattoman n-
alkioisen verkon suurimmasta mahdollisesta kaarien lukumé&arasta. Verrat-
tuna tdhdn neljan mittaisen syklin kieltdminen tekee kaarien lukumaérasta
paljon pienemmaén, niin kuin tullaan todistamaan.

Lause 3.8. Jos n solmuisella verkolla ei ole isomorfista aliverkkoa verkon
K9 kanssa, niin silld on enintddin %(n3/2 +n) kaarta.

Ennen kuin todistamme lauseen 3.8 palautetaan mieleen analyysista ylei-
semmin tunnettu Cauchy-Schwarzin epayhtald.

Propositio 3.9. (Cauchy-Schwarz epayhtals) Kaikille mielivaltaisille reaa-
liluvuille x1,xo, ..., 2, ja y1,Y2, ..., Y, patee

n n n
POEE D BN DI
i=1 =1 i=1

Siirrytddn nyt lauseen 3.8 todistukseen.

Todistus. Merkitddn verkon G kaikkia solmuja V = V(G). Méaéritelladn jouk-
ko M, joka sisdltdd kaikki parit muotoa ({u,u'},v), missd v € V, {u,u'} €
(‘2/) ja v on liitetty kaarella molempiin solmuihin v ja u'. Kaksoislasketaan
nyt joukon M koko. Toisin sanoen lasketaan aliverkot, jotka ovat muotoa:

u
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Kiinnitetylle parille {u, v’} voi olla olemassa vain yksi solmu v € V', joka
on liitettynd molempiin solmuihin « ja u’. Jos on olemassa kaksi téllaista sol-
mua v ja v, niin yhdessi solmujen u ja u' kanssa ne muodostavat isomorfisen
aliverkon téydellisen kaksiosaisen verkon K, kanssa. Téten [M| < (3).

Nyt tarkastellaan montako alkiota kuuluu joukkoon M. Jokainen solmun
v naapuripari {u, u'} muodostaa yhden alkion joukkoon M. Jos solmun v aste
on d eli sithen on liitetty d kappaletta kaaria, niin se muodostaa yhteensa (g)
alkiota joukkoon M. Sen takia, jos merkitddn joukon V solmujen asteita
di,ds,....d,, saadaan |M| = Y"1, (C;) Yhdistamailld tami aikaisempaan
arvioon saadaan uudeksi arvioksi

2; (‘;) < (’;) (3)

Toisaalta verkon G kaikkien kaarien lukumiigrd on 1 > | d;. Voidaan olettaa,
ettd verkolla G ei ole yksittaisid irrallisia solmuja, joten d; > 1 kaikilla 4.

Téll6in (é) > 1(d; — 1)? ja siten arviosta (3) saadaan, etté

n

> (di—1)* <.

=1

Kéytetddn nyt Cauchy-Schwarz epiyhtdlod niin, ettd z; = d; — 1 ja y; = 1.
Talloin

S (s — 12V < Vi =,

=1

joten
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4 Esimerkkeja

Sovelletaan ja syvennetdin kaksoislaskennan térkeitd kisitteitd seuraavissa
kappaleissa kéasiteltdvien esimerkkien avulla.

4.1 Hex-lautapeli

Hex-lautapeli kehitettiin 1940-luvulla. Se on kahden hengen strategiapeli,
jossa tarkoituksena on liikkua polkua pitkin laudan vastakkaiselle sivulle.
Aluksi pelissé valitaan pelaajien sivut eli missa suunnassa pelaajat yrittavit
muodostaa voittopolkuaan. Sitten pelaajat laittavat vuorotellen nappulansa
pelilaudalle. Normaalisti pelilauta koostuu heksagoneista, joita voi olla esi-
merkiksi 4 x 4 tai 11 x 11. Pelilautaa taytetdan pelilaudasta riippuen esimer-
kiksi piirtamalld X ja O, eri vérein tai pelinappuloin. Peli paéttyy, kun toinen
pelaaja on saanut tehtyd voittopolun omalta sivulta vastakkaiselle sivulle.

Tarkastellaan kuvien 5 ja 6 Hex-pelilautoja. Pelilaudat ovat kooltaan 4 x4
ja b x 5. Pelaaja O yrittdd muodostaa voittopolun sivulta O’ sivulle O ja
pelaaja X taas sivulta X’ sivulle X. Pelit ovat pdittyneet ja molemmat
pelit on voittanut X, koska X on onnistuneesti tehnyt polun laudan sivulta
X' sivulle X. Hex-lautapeli ei voi paattya tasapeliin, vaan niiden sédéntojen
puitteissa on olemassa aina voittostrategia. Koko kappale 4.1 on tehty David
Galen artikkelin [1] pohjalta.

Kuva 5: 4 x 4 Hex-pelilauta
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Kuva 6: 5 x 5 Hex-pelilauta

Mielenkiintoista on kuinka Hex-lautapelistd voidaan muodostaa lause, jo-
ka on yhtapitdvaa Brouwerin kiintopistelauseen 3.3 kanssa. Todistetaan nyt,
ettd Brouwerin kiintopistelause osoittaa Hex-lautapelin olevan deterministi-
nen. Tamén todistamista varten muunnetaan Hex-lautapeli verkoksi, jotta
sitd on helpompi késitelld matemaattisesti.

Merkinti 4.1. (Hez-lauta)
Olkoon (Z?2, <) osittain jirjestetty joukko, missi < on leksikografinen jérjes-
tys. Z2 méaarittiai verkon pisteet joukosta R?. Kaikilla x € R?, ||z|| = max x;.
Hex-lauta on verkko By, joka on kokoa k. Verkon Bj solmut koostuu kai-
kista alkioista 2 joukossa Z2, missd (1,1) < 2 < (k, k). Solmut z ja 2’ ovat
vierekkaiset verkossa By, jos

Iz =2l =1 ja (4)
z ja Z ovat wertailtavissa. (5)

Kuvasta 7 ndhdédin 4 x4 Hex-pelilauta verkkona. Pelilaudan rajaavat kaa-
ret ovat merkattu kompassin mukaan N, S, E, ja W. Verkon ylin solmu vasem-
malta on tavallisen Hex- pelilaudan ylin heksagoni ja vastaavasti alin solmu
oikealta kuvaa alinta heksagonia. Kaksi muuta kulmaa kuvaa keskimméisid
heksagoneja (W vasemmanpuoleista ja E oikeanpuoleista). Vaakasuuntaan
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(1.4 (4,4)
W E
(1,1) )

S

Kuva 7: 4 x 4 Hex-pelilauta verkkona

pelaava pelaaja yrittdéd tehdd polun kaarelta E kaarelle W ja vastaavasti pys-
tysuuntaan pelaava pelaaja yrittdd tehdd polun kaarelta N kaarelle S. Peli-
laudalla liikutaan siis kaaria pitkin ja solmut vastaavat alkuperdisen laudan
heksagoneja, johon voi oman pelimerkin laittaa.

Lause 4.2. (Hez-lause) Verkko By on kahden aliverkon H ja V peittama.
Toisin sanoen verkon By solmut kuuluvat joko aliverkkoon H tai V. Tdlloin
joko joukko H sisdltdd polun kaarelta E kaarelle W tai joukko V sisdltdd
polun kaarelta N kaarelle S. Hez-peli ei siis voi pddttyd tasapeliin.

Lauseen 4.2 todistuksessa kiytetddn vield seuraavaa algebrallista faktaa.

L 22,23 kolmion A kirkisolmut joukossa R? ja olkoon

Lemma 4.3. Olkoon z

p(2") = 28 + v', missi v', v v3 ovat annetut vektorit. Mddritelldin p: A —
R% p(x) = A\ (2E+ o)+ Ao (22 4+0%) + A3(23 +03), missd v = M2t +Ag2? + 323
ja Z?:l A = 1. Tdlloin funktiolla p on kiintopiste jos ja vain jos 0 kuuluu
vektoreiden v', v?, v3 virittdmddan konveksiin kolmioon.

Todistus. (Brouwer — Hex) Hex-pelilauta muodostaa kolmioinnin k x k ne-
liostd I? joukossa R2?. Geometrisesti nidhdién, etti jokainen nelién I? pis-
te voidaan ilmaista yksikésitteisesti konveksina kombinaationa jostain enin-
taan kolmen solmun joukosta, missa solmut ovat pareittain vierekkéaisia. Né-
mé kolmen solmun kombinaatiot muodostavat kaaret ja kolmiot verkkoon
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By, kuten Kuvassa 7. Toisin sanoen, kun tiedetdin kolmion kirkipisteet voi-
daan niiden avulla esittdd miké tahansa kolmion pisteistd. Tiedetdin myds,
etti miki tahansa kuvaus f verkolta B, joukkoon R? voidaan laajentaa
jatkuvaksi kuvaukseksi f joukossa I?. Eli jokaiselle = € I? 1oytyy esitys

= A2t + Xoz? 4+ A323, missi \; > 0 ja >\, = 1. Niin ollen maéiritel-
ldan R

flx) = Mf(2) + Maf(2%) + Asf(27). (6)

Oletetaan, ettd verkko By on jaettu kahteen joukkoon H ja V. Maéritel-
14an vield neljd muuta joukkoa, jotka sisdltavit kaikki verkon solmut. Joukko
W sisaltdad kaikki ne solmut, jotka ovat yhdistettynd W kaareen H-polulla
ja joukko E = H—W. Joukko S sisdltdd kaikki ne solmut, jotka ovat yh-
distettynd S kaareen V-polulla ja joukko N =V — 5. Mééritelmien nojalla
on selvid, ettd joukkojen W E N S muodostamat aliverkot eiviit ole yhte-
néisid. Haetaan ristiriitaa vastaoletuksella, ettd H-polkua ei ole olemassa E
kaarelta W kaarelle eikd V-polkua N kaarelta S kaarelle.

Olkoon ¢! ja e? joukon R? yksikkdvektoreita ja méidritetidin nyt kuvaus
f : B, — By, :

s4el ¥V ozeW

zs—e'' V 2€L

Z) = ~
/() z+e*2 V z€ 8
s—e2 ¥V zeN

Tosiaankin osoitetaan, ettd f(z) € By. Kdydédédn tapaus kerrallaan. En-
simméinen tapaus z + e' ¢ By, vain, jos z € E, miki on ristiriita oletuksen
kanssa, ettd voittopolkua H ei ole olemassa. Toisaalta z — el gé By, vain jos
2 € W, mutta tillsin z ¢ E vaan z € W. Vastaavasti z + ¢2 ¢ By vain,
jos z € N, miké on ristiriita oletuksen kanssa, ettd voittopolkua V ei ole
olemassa. Toisaalta z — e* ¢ By, vain, jos z € S, mutta tallsin z ¢ N vaan
z€e8S.

Laajennetaan funktio f jatkuvaksi funktioksi f joukossa I? kuten ylla
(6), jolloin silld tulisi olla kiintopiste. Seuraavaksi niytetdédn, ettd timé on
ristiriita. Kéytetaddn lemmaa 4.3 kuvaukseen f Keskeistd on, ettd W ja E
sekd S ja N ovat epédyhtendisii. Téméan johdosta, jos tarkastellaan kolmea
keskenddn vierekkiistd solmua mistd tahansa kolmiosta, ei voi olla niin, et-
td yksi solmuista on siirretty vektorilla e’ ja toinen solmu vektorilla —e’.
Tialloin kolmea solmua siirretiin vektoreilla, jotka sijaitsevat joukon R? sa-
massa neljanneksessi. Jotta kuvauksella f olisi kiintopiste pitéisi 0 kuulua
tdhdn solmujen muodostamaan kolmioon eli kantavektoriin, miki on mah-
dotonta, koska mitddn kolmiota ei siirretd niin, ettd mennddn vastakkaisiin
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suuntiin. Téaten ollaan paddytty kuvaukseen, jolla ei ole kiintopistetta, mika
on ristiriidassa Brouwerin kiintopistelauseen kanssa. O

4.2 Spernerin lauseen toinen todistus

Todistetaan nyt lause 3.5 toisella tavalla, johon tarvitaan seuraavia méari-
telmid ja havaintoja.

Misritelméi 4.4. Symmetrinen ketju osittain jirjestetyssi joukossa 2% on
sellainen jono Xy C Xy C ... C X, 4, ettd | X;| =i kaikilla k <i <n—k.

Symmetrinen ketju sisiltda siis yhden joukon kokoa k, yhden joukon ko-
koa k + 1, ..., yhden joukon kokoa n — k ja ei muita joukkoja (jollain luvul-
la k). Symmetrisiksi ketjuiksi jakaminen on tapa ilmaista joukko 2% monen
erillisen symmetrisen ketjun yhdisteena.

Esimerkki 4.5. Tapauksessa n = 3 ketju, joka koostuu joukois-
ta {2} ja {2,3}, on symmetrinen, koska {2} C {2,3}. Myos ketju
{0,{3},{2,3},{1,2,3}} on symmetrinen, koska () C {3} C {2,3} C {1,2,3}.
Kun taas joukkojen X; = {1}, Xy = 0 ja X3 = {1, 2,3} muodostama ketju
ei ole symmetrinen, koska joukkojen {1} ja {1,2,3} vilistd puuttuu kahden
alkion joukko Xs.

Miaritelladn seuraavaksi sulkurakenne, joka auttaa hahmottamaan sym-
metrisid ketjuja.

Mééritelma 4.6. Olkoon X = {1,2,...,n}. Kaikille joukoille M C X asete-
taan jono "mims...m,,”, joka koostuu vasemman ja oikean puoleisista suluista
seuraavan saannon mukaan

7 (77 , Z e M
m; =
7 )7’ , /L ¢ M'

Esimerkki 4.7. Tapauksessa n = 7 ja joukko M = {2,6}, saadaan jono
"mima..m;” =")()))()".

Esimerkissd 4.7 tuloksena saatu sulkujen jono on melko yleinen ja sii-
td huomataan, ettei sulkumerkkien tarvitse olla niin sanotusti oikein. Va-
semman ja oikean sulun ei siis tarvitse sopia yhteen. Tuloksesta saadaan
kuitenkin sulkujen osittaisia pareja. Suluista muodostetaan osittaisia pareja
seuraavalla tavalla: Ensin muodostetaan parit kaikista vierekkéisista sulku-
pareista 7 ()” ja sitten sivuutetaan kaikki valmiiksi muodostetut sulkuparit
ja muodostetaan jiljelld olevista suluista sulkupareja sddnnén mukaan.
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Esimerkki 4.8. Osittaisten sulkuparien muodostus:

) ) ) )0)

~~ ~—~
) ) ) )0 ) )
7~

Parien muodostuksen jilkeen osa suluista on saattanut jiddé ilman pa-
ria. S44nnosta seuraa, ettd jiljelle jidneiden sulkujen jonossa on alussa vain
sulkevat sulut ja niiden jdlkeen vain avaussulkeita. Kahdella sulkujonolla on
samat osittaiset parit, jos sulkuparit ovat samat molemmissa jonoissa ja sa-
massa kohtaan.

Esimerkki 4.9. Samat osittaiset sulkuparit: Joukot M5, My ja M3 ovat os-
ajoukkoja joukosta {1,2,...,11}:

M; = {4,5,6,8,11} : ) ) ) CCC) C) )«
My = {5,6,8,11} : ) ) ) ) ) ) )«
Mz = {5,6,8} : ) ) ) ) ) C)))

Kaksi jonoa, joilla on samat osittaiset parit, voivat erota toisitaan vain
siten, ettd toisella on joko enemmén parittomia oikeanpuoleisia sulkuja va-
semmalla tai enemmén parittomia vasemmapuoleisia sulkuja oikealla. Téasta
niahdéain, ettd kahden joukon, joilla on samat osittaiset parit vastaavissa sul-
kujonoissa, on sisdllyttivi toisiinsa eli toinen on toisen osajoukko. Kuten
esimerkissi 4.9 Mz C My C Ms.

Méé&ritetidn nyt ekvivalenssi ~ joukolle 2.

Maaritelmi 4.10. Kahden joukon M, M’ C X vililld on ekvivalenssirelaa-
tio M ~ M, jos joukolla M ja M’ on samat osittaiset sulkuparit vastaavissa
ketjuissa.

Esimerkin 4.9 joukoille My, M, ja M3 patee My ~ My ~ Ms;.

Huomautus 4.11. Jos sulkujonossa on k sulkuparia, niin joukon pienin koko
on k. Esimerkissd 4.9 on kolme sulkuparia ja pienin joukko on Msj.

Liitetaén symmetrinen ketju osaksi sulkurakennetta. Olkoon ~ [M] jo-
kin ekvivalenssiluokka ja osoitetaan, etta se koostuu symmetrisisté ketjuista.
Oletetaan, ettd ekvivalenssiluokalla ~ [M] on k sulkuparia. Talldin taytyy
olla myo6s k kappaletta vastinpareja, jotka ovat kiinnitettyjid. Matemaattises-
ti muotoiltuna: Olkoon pienin My = {cy, co, ..., ¢} ja olkoon sen vastinparit
M ={c,d, ..., ¢, }. Jotta ekvivalenssiluokan joukot M muodostavat sym-
metrisen ketjun, sulkuparien ja niiden vastinparien tulee pysyi samana kus-
sakin jonossa. (Jos sulkuparit muuttuvat eri jonoissa, jonojen symmetrisyys
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ei siily.) Esimerkiksi esimerkin 4.9 sulkuparit {5,6,8} ja niiden vastinparit
{7,9,10} ovat kiinnitettyja. Jonot voivat siis sisdltda muita alkioita, siten,
ettei uusia sulkupareja synny. Toisin sanoen isompia jonoja saadaan ketjuun
avaamalla sulkeita aina oikealta. Esimerkiksi esimerkin 4.9 ketjuun saadaan
lisdttyd jono avamaalla kolmas sulku vasemmalta katsoen, mikd on oikeim-
man puoleisin suljettu sulku:

Mg ={3,4,5,6,8,11}: ) ) ( (. ( () () ) (

Konstruoidaan nyt kaikki joukon M, ekvivalentit osajoukot joukosta X
siten, ettd ne muodostavat symmetrisen ketjun. Muodostetaan seuraavaksi
symmetrisen ketjun toiseksi pienin osajoukko. Lisétéén joukosta X \ MoU M
suurin alkio joukkoon Mj eli My = |My|+1 ja My C M;. Seuraavaksi lisdtain
joukon X \ M; U M toiseksi suurin alkio joukkoon Mj eli My = |M;|+1 =
|Mo| + 2 ja My C My C M,. Jatketaan tétd aina siihen asti, ettd saadaan
joukko M, _, jolle My € M, C My C ... C M,_;. Néin ollen jokainen
ekvivalenssiluokka ~ [M] koostuu symmetrisisti ketjuista.

Siirrytadn nyt todistamaan Spernerin lausetta 3.5 néilld tydkaluilla.

Todistus. Joukon 2% kaikilla jaoilla symmetrisiin ketjuihin (jos niité on ole-
massa) tdytyy muodostua tdsmaélleen (Ln72 j) symmetrista ketjua, koska jo-
kainen symmetrinen ketju siséltdd tédsméilleen yhden joukon kokoa |n/2].
Kaikilla ketjuilla on enintd&n yksi yhteinen joukko minkd tahansa riippu-
mattoman joukkoperheen kanssa (lemma 3.7). Néin ollen Spernerin lause on
seurausta viitteesti:

Kaikille direllisille joukoille X, joukkoperheell 2% on jako symmetrisiin
ketjuihin.

Osoitetaan tama vaite. Olkoon M C X sulkuparijono. Eli M kuuluu ekvi-
valenssiluokkaan ~ [M]. Kuten ylla todettiin tim& muodostaa symmetrisen
ketjun, jolloin M on osa yksiselitteistd symmetristd ketjua. Toisin sanoen
riitti todistaa, etti ekvivalenssiluokka ~ [M] koostuu symmetrisesta ketjus-
ta. Niin ollen ollaan todistettu, ettd joukkoperheelld 2% on jako symmetrisiin
ketjuihin eli se sisdltdd enintdan (Ln72 j) joukkoa.

O
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4.3 Kiellettyjen aliverkkojen ongelma

Kuten kappaleessa 3.3 huomattiin, on mielenkiintoista tutkia minké kokoisia
verkkoja saadaan aikaan tietyilld ehdoilla. Kiellettyjen aliverkkojen ongelma
(engl. forbidden subgraph problem) on kokonaisuudessaan osa ddrimmaisti
kombinatoriikkaa (engl. extremal combinatorics), mikd tutkii kuinka suuri
tai pieni jokin joukko &irellisid alkioita voi olla niin, ettd se tayttda tietyt
ehdot. Joukkojen alkiot voivat olla esimerkiksi verkkoja, vektoreita tai luku-
ja. Seuraavassa esimerkissd niytetddn, ettd lauseessa 3.8 saatu raja on pa-
ras mahdollinen vakiokertoimeen asti. Téssa kappaleessa lihteend on kaytet-
ty Juknan teosta, Fxtremal Combinatorics: With Applications in Computer
Science [2].

Esimerkki 4.12. (Tiivis Cy-vapaa verkko )

Olkoon p alkuluku ja V = Z, \ {0} x Z,, jossa siis solmut ovat &irellisen
kunnan alkioista muodostettuja pareja (a,b) ja a # 0. Maaritelldén verkko
G siten, ettd solmuparit (a,b) ja (¢, d) on liitetty toisiinsa kaarella jos ja vain
jos ac = b+ d (kaikki operaatiot modulo p). Kaikilla solmupareilla (a,b)
on olemassa p — 1 verran ratkaisuja yhtalolle ax = b + y. Tama on helppo
n&hd4, silld voidaan valita mikd tahansa x € Z, \ {0}(koska x = r, missi
r=1,...,p—1), niin y on yksikisitteisesti méaritelty. Niin ollen G on (p—1)-
sadnndllinen verkko, jolla on n = p(p — 1) solmua, jolloin jotkin kaarista ovat
silmukoita. T&llsin verkon G kaarien lukuméiri on n(p — 1)/2 = Q(n%?).
Perustellaan timéi. Koska 2 < p, niin 2p < p?, jolloin solmujen lukumiiristi
saadaan arvio

1
n=pp—1)=p"—pz3p°

& 2n > p?

e V2/n>p

1

> —.
p

1
V2yn

Né&in ollen kaarien lukumaarille saadaan arvio

4

n(p—1) non._ n? Iy

= = n
2 20 T 2V2y/n 22

Osoitetaan, ettd verkko G on Cy-vapaa. Olkoon (a,b) ja (¢, d) kaksi mie-
livaltaisesti valittua solmua. Etsitdén yksikésitteista ratkaisua (x,y) yhtalo-
parista
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{ax:b—l—y (1)

cx=d+y (2)

Ratkaistaan ensin y yhtélosta (2), josta saadaan y = cx —d. Sijoitetaan saatu
y yhtéloon (1) ja ratkaistaan .

ar =b+cr —d
ar —cr=b—d
(a—c)r=b—d
r=0b-d(a—c)" (a—c#0)

Lasketaan yhtélot (1) ja (2) yhteen.

ar +cxr =b+d—+2y
2y=(a+cr—b—d

Nyt yhtélopariksi saadaan
r=(b-d)(a—c)!
2y=x(a+c)—b—d

Yksikésitteinen ratkaisu saadaan vain kun a # c. Jos b = d, niin x = 0.
Néin ollen, jos a # ¢ ja b # d, niin solmuilla (a,b) ja (c,d) on tasan yksi
yhteinen naapuri. Jos a = ¢ tai b = d, niin solmuilla (a,b) ja (c,d) ei ole
yhtaan yhteistd naapuria.
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