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Résumé

Selon les lois de la thermodynamique un systéme isolé a N-corps est supposé
évoluer vers un état d’équilibre thermodynamique. Ce fait repose sur ’hypothese
fondamentale que les systémes complexes peuvent atteindre n’'importe quel état de
I’'espace des phases en un temps raisonnable, ce qui n’est possible que si leur évolution
est chaotique. Les difficultés surviennent dés lors que 'on cherche une description
quantique : la mécanique quantique interdit en effet une telle dynamique chaotique.
De plus, méme si dans la plupart des cas la thermalisation survient bel et bien, cer-
tains systémes quantiques a N-corps ont été découverts qui résistent au processus
de thermalisation. Pour résoudre ce paradoxe, 'intrication semble étre un ingrédient
essentiel. Dans ce mémoire on espére pouvoir répondre a ces questions fondamentales
dans le cadre d'un phénomene appelé "cicatrices quantiques a N-corps", récemment
observé dans des simulateurs a atomes froids. Dans ces expériences, en initialisant le
systeme dans un état non-intriqué tres ordonné, de fortes contraintes locales donnent
naissance a une dynamique non-triviale caractérisée par des oscillations de longues
durée de vie et une thermalisation trés lente. En utilisant un modele simple qui
reproduit ce phénomeéne nous sommes capable de simuler la dynamique quantique
et de ’étudier par le prisme de l'intrication. Pour cela nous sondons la structure fine
de l'intrication au cours du temps a I'aide d’outils statistiques issus de la théorie des
matrices aléatoires. Nos résultats montrent que bien que la dynamique ne soit pas
générique, elle présente tout de méme certaines caractéristiques universelles.

Mots-clefs : Chaos quantique, Evolution, Intrication, Matrices aléatoires, dyna-
mique hors-équilibre, Thermalisation, Blocage de Rydberg, Réseaux de tenseurs.
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Introduction

Bien que les fondations de la mécanique quantique aient été établies il y a main-
tenant plus d’un siécle, nous sommes toujours loin d’en avoir compris toute la richesse.
Les systemes quantiques complexes en particulier, dans lesquels de nombreuses
particules interagissent ensemble de facon cohérente, constituent un terrain de jeu
pour explorer comment les regles simples du monde quantique peuvent conduire
a ’émergence d’objets inattendus. Par exemple de nouvelles phases de la matiere
aux propriétés exotiques [1], comme les isolants topologiques [2], ou bien des qua-
siparticules au comportement étrange comme les anyons [3]. La modélisation de
ces phénomenes, qui supposent souvent de fortes correlations, reste I'un des défis
majeurs [4].

En paralléle un autre champ de recherche s’est développé ces trente dernieres
années, I'information quantique [5]. En plus d'imaginer de nouveaux outils permettant
de manipuler I'information selon les régles de la mécanique quantique, I'information
quantique a permis de formaliser notre compréhension des corrélations spécifiques
que l'on peut trouver dans le monde quantique [6]. On envisage méme aujourd’hui
d’utiliser ces concepts pour pousser plus loin notre compréhension des systémes
quantiques a N corps, en les voyant eux-mémes comme des systémes information-
nelles [7] [8].

Du coté expérimental, des progres substanciels ont été accomplis ces 40 derniéres
années dans le piégeage, 'isolation et le contréle cohérent d'un nombre toujours
plus grand de systémes quantiques individuels [9] [10] [11]. Grace a cela il est au-
jourd’hui possible de réaliser des systémes quantiques artificiels et mesurer leurs
propriétés avec une extréme précision. D’un c6té, on assiste a un effort international
pour construire des calculateurs quantiques universelles toujours plus fiables et puis-

sants [12] [13] [14] [15]. De I'autre, les simulateurs quantiques analogues ouvrent la



voie a une exploration fine de la physique des systémes quantiques a N corps au-dela
de ce qui est envisageable avec les systemes naturels [16] [17] [18]. Avec méme des
applications potentielles en physiques des particules et des hautes énergies [19].

Le concept d’intrication est au coeur de ces avancées. Il peut étre vu a la fois
comme une ressource pour le calcul quantique et comme une sonde de la structure de
corrélation des systémes quantiques. Il a été découvert notamment que les phases
topologiques de la matiere a température nulle peuvent étre classifiées par leur
propriétés universelles d’intrication [20], mais aussi que 'on peut tirer partie de
I'intrication pour modéliser efficacement des systémes de matiére condensée a I'aide
de réseaux de tenseurs [21] [22].

L'étude des systéemes quantiques a N corps hors équilibre est un domaine de
recherche relativement récent et en pleine expansion qui profite particulierement de
ces nouveaux outils [23] [24] [25]. Lobjectif est de comprendre comment ces systemes
évoluent lorsqu’ils ne sont soumis qu’a leur propre dynamique. Cette question est liée
de pres aux fondations de la physique statistique : a quelles conditions un systéeme
atteint-il un état d’équilibre, voire méme thermalise-t-il? Ces questions, a la transi-
tion quantique-classique, ne sont pourtant que le sommet de l'iceberg. La dynamique
quantique apparait en effet beaucoup plus riche et subtile que sa limite classique,
et autorise toutes sortes de régimes non-conventionnels encore mal connus. On peut
citer la localisation a N corps [26] et les cristaux temporelles [27]. L'élaboration de
diagnostiques pour sonder les différents aspects de la dynamique quantique est I'objet
du champ de recherche appelé chaos quantique [28] [29] [30].

Le travail présenté dans ce mémoire se situe a 'interface entre ce domaine de la
dynamique a N corps et la théorie de I'information quantique. Celle-ci offre en effet
une perspective particulierement puissante pour décrire la dynamique, notamment
lorsque les systemes thermalisent. L'intrication semble alors jouer un roéle essentiel,
puisqu’elle coincide au temps long avec I'’entropie thermodynamique. Plus généra-
lement on a compris ces derniéres années que la thermalisation correspond a un
brouillage de I'information. De nombreuses questions surgissent alors : Peut-on identi-
fier des propriétés universelles dans la dynamique de l'information quantique ? Quelles
sont les différentes classes d’universalité ? Que se passe-t-il dans le cas d’une dynamique
non-conventionnelle ¢ Quelles sont les temps caractéristiques ? On étudie ces questions
dans le cas d’'un systeme présentant une telle dynamique anormale associée au phéno-

mene de cicatrices quantiques a N corps. La dynamique a été simulée et on a utilisé



des outils issus de la théorie des matrices aléatoires pour caractériser 'apparition

d’'un comportement universelle du spectre d’intrication au cours de I’évolution.



Premiere partie

Chaos Quantique et Randomisation

des Sous-systemes



Chapitre 1

Evolution dans le temps des

systemes quantiques isolés

Avant toute chose, commencons par poser le cadre de la discussion qui va suivre.
Dans ce mémoire nous allons essentiellement nous intéresser a ’évolution dans le
temps des systemes quantiques. Et particulierement celle de systémes quantiques
complexes et isolés de leur environnement. Il semble donc utile de rappeler briévement

la facon dont la physique quantique envisage ce type de situation.

Systemes quantiques multicorps — Les systémes qui nous intéressent sont les
systemes quantiques composés d'un grand nombre de constituants individuels (L > 1
mais fini), qui intéragissent localement avec leurs plus proches voisins. Ils sont
souvent représentés sous la forme d’un graphe d’interaction dont les sommets sont
les constituants physiques. Lhamiltonien qui décrit le systeme prend alors la forme

d’'une somme de termes locaux [23],

H = Zh - (1.1)

J
Chaque terme décrit I'interaction locale entre un nombre fini de sites (I’hamiltonien
est dit k-local). Ce genre de systemes est tres répandu en physique de la matiere
condensée, I'exemple le plus emblématique étant probablement les systemes de type
réseaux de spins, a 1, 2 ou 3 dimensions spatiales (voir Fig. 1.1). Nous nous concen-

trerons ici sur les systémes multicorps isolés de leur environnement (sans forcage ni



bain thermique).

Etat — En physique quantique un systéme isolé est toujours décrit par un état
pur |1//> Cet état représente toute la connaissance qu’il est possible d’avoir sur ce
systeme. Typiquement si le systéme est complexe — comme par exemple une longue
chaine d’atomes en interaction — cet état est un vecteur de taille gigantesque. En effet,
si on imagine que chaque constituant individuel posséde q degrés de liberté, alors
la dimension de |w> est exponentiellement grande avec le nombre de constituants
(~0(g™M).

./.\.sitelzsiteL+1 A
Yy e EREEEN

/‘\

\.—./. U(t) — e—itH

haz 1 I I
@ mn @ e ) m— eoe @@ ‘1/)0>
site 1 site 2 site L

FIGURE 1.1 — A gauche : Exemple de représentation en graphe d’un systéme quantique a 1
dimension avec L composants, avec des conditions aux bords périodiques (en haut) et ouvertes
(en bas). A droite : L'évolution unitaire peut étre représentée sous forme de circuit.

Dynamique — L'évolution dans le temps de cet état est entierement encodée dans
Popérateur d’évolution U. Comme notre systéme est isolé, I’hamiltonien géneére seul
la dynamique (voir Fig. 1.1). Lopérateur d’évolution est alors unitaire et, pour un

hamiltonien indépendant du temps, prend une forme tres simple (a partir d’ici Z7=1) :
U(t) = e *HE, (1.2)

A partir de 1a le formalisme quantique nous offre deux représentations équivalentes
pour décrire la dynamique. La premieére considere que seuls les états évoluent alors

que les observables sont fixes :
|1,U(t)> =U(t) |1//0> (1.3)

Si I’état initial est pur, 'unitarité de U(¢) garantit que 1’état du systeme le reste a tout

instant. C’est ’évolution & la Schrodinger.



A l'inverse, dans la seconde représentation, ce sont les observables qui évoluent alors

que l’état du systeme est considéré fixe (égale a I'état initial |1p0> ci-dessus) :
OW)=U®O U (1) (1.4)

c’est I’évolution a la Heisenberg (on parle parfois directement d’observables de Hei-
senberg). La valeur initiale Oy donne alors I'opérateur O dans la représentation de
Schrédinger. A tout instant la valeur moyenne d’un observable peut étre calculée dans

I'une ou 'autre des représentations :

Oy = (W[ Olw®) = (y| 0@ [y) = Oy, (1.5)

Observer l’évolution — Imaginons que I'on veuille suivre I’évolution d’'un systéeme

quantique. Pour cela il faut d’abord décider d’'une observable a regarder. Comme
choisir une observable c’est choisir une base (propre), cela revient & adopter un certain
"point de vue" dans I'espace des états. Un point essentiel est que, pour étudier la
dynamique d’'un systéme quantique tous les points de vue — les observables — ne se
valent pas. Certaines sont plus pertinents que d’autres.
Puisque les systémes qui nous intéressent sont isolés leur énergie est nécessairement
conservée. De plus toutes les observables qui commutent avec ’hamiltonien, c’est-a-
dire pour lesquelles [H,0] = 0, sont aussi des quantités conservées '. Elles partagent
la méme base propre que H. Cela signifie que leur valeur moyenne restera stationnaire
quel que soit I’état initial, et donc que 'on ne peut pas les utiliser comme témoins de
I’évolution. De facon équivalente ’évolution des états est triviale dans la base propre
de I’énergie {|E)}. Le nombre de composantes dans la superposition et les probabilités
associées resteront les mémes a tout instant. Seules les phases relatives vont changer
(voir Fig. 1.2),

U@)

lwo) =Y cz IE) lw@®)y =Y cre FIE). (1.6)
E E

Les observables pertinentes, et les bases qu’elles définissent, sont donc celles qui ne

1. en présence de dégénérescences les quantités conservées sont les observables pour lesquelles il
existe des bases dans lesquelles O et H sont diagonales.
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FIGURE 1.2 — Dans la base des énergies I’évolution unitaire a un effet trivial que ’on visualise
plus aisément en représentant ’état par une matrice densité. Si un systéme quantique est
initialisé dans I’état pg = |1,U0>(1,U0| représenté en (a) dans la base propre du hamiltonien
H avec des sous-espaces dégénérés (carrés sombres), alors a tout instant ultérieur I'état
o) = |u/(t)> (w(t)|, en (b), évolue d’un fagon telle que seules les phases relatives "tournent".
Les sous-espaces dégénérés sont laissés complétement invariants sous 'action de 1’évolution
(figure tirée de [31]).

commutent pas avec 'hamiltonien ([H,0]# 0).

Effet de la dynamique dans les systemes génériques — De maniere générale, si
on regarde I’état quantique dans une base "pertinente" on va voir (évolution a la
Schrodinger) que le nombre de composantes impliquées dans la superposition — et les
amplitudes associées — va changer au cours du temps. Typiquement, pour un systéme
générique >, méme si I’état initial est trés "simple" — c’est-a-dire qu’il contient trés
peu de composantes dans la base d’intérét — on observe que 1’évolution va conduire

rapidement & une superposition tres "compliquée” [32],
U d N
woy=la) —2— |y@)=Y ca®la) ,ou d~0(V). (17
a=1

c’est-a-dire avec un trés grand nombre de composantes non nulles et des phases
aléatoires. De facon analogue, dans le point de vue de Heisenberg les observables qui
ne sont pas conservées vont devenir tres compliquées. Pour le comprendre, on peut
décomposer tout opérateur O dans un base compléte d’opérateurs {P;} (par exemple

la base des chaines de Pauli dans le cas d’'une chaine de spins). Imaginons alors que

2. nous préciserons ce que 'on entend par "générique" au prochain chapitre.



I'on prenne comme valeur initiale un opérateur "simple" dans cette base, par exemple
avec 1 seule composante Py. Alors, & un temps ¢ ultérieur, une évolution générique
va produire un opérateur O(¢) "compliqué", en terme du nombre de chaines de Pauli
nécessaire pour le décrire [33],

A A U®..Uf®

d
Oo =Py 0®) =) a,P, (1.8)

a=1

Cette idée de complexification, esquissée ici de maniére approximative mais que nous
préciserons bientot, constitue le fil conducteur de tout ce dont nous allons discuter

dans la suite de ce mémoire (Fig. 1.3).

‘0]1)101> évolution ‘6%696}9
|110111)

générique

FIGURE 1.3 — Représentation schématique de I'effet de I’évolution d'un systéme quantique
générique sur 'état.



Chapitre 2

Chaos quantique

Le chaos quantique n’existe pas. Bien que cette affirmation puisse sembler a
minima malhonnéte — pourquoi ce titre de chapitre dans ce cas? — voire fausse, sa
tonalité radicale a surtout le mérite de nous mettre en garde. Il y a certaines choses
qu’il est important d’avoir en téte lorsqu’on fait ses premiers pas dans ce domaine

pour le moins enchevétré [28] [34].

La premiere est que le chaos quantique ne peut pas étre défini en essayant de
transposer simplement l'idée classique de chaos au monde quantique. Nous préci-
serons pourquoi par la suite. La seconde est qu’en fait, il n’existe a ce jour aucune
définition claire et unique du chaos quantique. Comme nous le verrons, c’est plutot a
un paysage de concepts fragmenté et incomplet que I'on a affaire. Les quantités phy-
siques observées sont variées. Certaines visent simplement a caractériser le systéme
dans son ensemble alors que d’autres sondent des aspects particuliers tout au long de
la dynamique quantique. Enfin, plusieurs d’entre elles cherchent a faire le pont avec

certains traits qu’exhibent les systemes chaotiques classiques.

Avant d’exposer les multiples facettes du chaos quantique, il est bon de rappeler
brievement ce que cela signifie d’étre chaotique pour un systéme classique. Nous
aurons alors la perspective nécessaire pour comprendre (i) pourquoi définir le chaos
quantique est une tache difficile, (ii) pourquoi il existe une grande diversité d’ap-

proches, et (iii) quelle est celle que nous allons poursuivre.

10
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2.1 Chaos classique
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FIGURE 2.1 — Le chaos classique est caractérisé par une divergence exponentielle entre des
trajectoires initialement trés proches. Les billiards permettent de le visualiser dans I’espace
réel (a gauche), mais on le décrit plus généralement dans I’espace des phases (a droite).

Le chaos en physique classique est une notion précise qui posséde une définition
unifiée : on dit qu’un systéme physique est chaotique si sa dynamique montre une

hypersensibilité aux conditions initiales.

Sensibilité aux conditions initiales — Mathématiquement 1'idée classique de chaos
s’appuie sur la notion d’espace des phases. L'état d'un systéme classique peut étre re-
présenté par un point dans cet espace des phases. Ainsi un systéme chaotique posséede
la propriété suivante : deux points initialement arbitrairement proches, et soumis
a la méme dynamique, décriront des trajectoires qui divergeront exponentiellement
vite I'une de I'autre [35]. On peut quantifier cela en comparant ’écart entre les deux

trajectoires a deux instants différents (voir Fig. 2.1),

0x(¢)

~ /IL,maxt 21
ax(0) ~ © @D

Pour les systemes chaotiques cette quantité montre une croissance exponentielle dans
le temps, completement caractérisée par ce que 'on appelle 'exposant de Lyapunov

maximal, AL, max, positif.

Quel est lingrédient nécessaire pour qu’un systéeme classique soit chaotique ? —
Une trajectoire dans ’espace des phases est décrite completement par le spectre

des exposants de Lyapunov {1z, ;}. Pour les systémes conservatifs la somme de ces
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exposants doit donner 0 '. Dans le cas des systémes chaotiques au moins 'un d’eux
est positif (trajectoire divergente), ce qui signifie que d’autres doivent étre négatifs
(trajectoires convergentes) pour compenser. Ceci n’est possible que si ’hamiltonien
qui génere la dynamique est une fonction non-linéaire des positions et des moments
conjugués. C’est typiquement le cas des systémes constitués d’'un grand nombre de

particules en interaction [28] [34].

Thermalisation — L'une des conséquences majeures du comportement chaotique
dans les systémes complexes est ’'existence du phénomene de thermalisation (voir
Fig. 2.2). On se contentera ici de donner une explication intuitive [36]. Considérons
un systéme qui conserve ’énergie. Sa trajectoire dans I'espace des phases va rester
confinée a une surface d’énergie constante. Si ce systéme est chaotique alors celle-ci
va rapidement devenir trés compliquée ('espace des phases "accessible"). De sorte
qu’au cours de son évolution chaque région de cette surface va étre visitée étant donné
un temps suffisament long (i.e. x(¢) passera arbitrairement proche de n’'importe quel
point). On peut alors montrer que, dans cette limite, la surface va étre entierement
couvert, et ce uniformément ?. Par conséquent on peut associer a chaque région de
méme volume la méme probabilité d’occurence. Cela implique in fine que les moyennes
temporelles sont équivalentes a des moyennes d’ensemble, bien plus faciles a calculer.
Le chaos est donc 'ingrédient nécessaire et suffisant pour calculer les propriétés des

systeémes a ’équilibre, et ainsi donner un fondement a la physique statistique °.

®a (%, . St T

FIGURE 2.2 — Tout systéme chaotique classique composé d’un grand nombre de particules
est sujet au phénomeéne de thermalisation, qui est irréversible et indépendant de 1’état initial.

1. C’est une conséquence du Théoréme de Liouville qui dit que le volume doit étre conservé tout au
long de la trajectoire dans I’espace des phases.

2. Lluniformité est encore une conséquence du Théoréme de Liouville qui nous assure que la durée
passée dans chacune des régions est proportionnelle a son volume.

3. Une autre propriété, le mélange, peut parfois suffir a ce qu'un systéme soit ergodique. Notons
d’ailleurs que tout systéme chaotique est nécessairement mélangeant mais que I'inverse n’est pas vrai.
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Sensibilité aux perturbations & perte de mémoire — Les systémes chaotiques
classiques possedent deux autres propriétés essentielles [37].
La premieére est la sensibilité de la dynamique a une petite perturbation initiale.
Pour la mesurer on peut calculer la moyenne thermodynamique de la sensibilité aux
conditions initiales 0x(#)/0x(0), ou on imagine que 0x(0) est causé par une perturbation
initiale infinitésimale. Dans le cas d’'un systéme chaotique, on s’attend a ce que
cette fonction ait une croissance exponentielle décrite par le spectre des exposants de

Lyapunov {AL,L'},

(G )y = T

Les c; sont des constantes et la moyenne d’ensemble (-)g est réalisée sur I'espace des
phases (a I'aide de la fonction de partition) & une température inverse 8 donnée *. Aux
temps longs le comportement est controlé par 'exposant de Lyapunov maximal. Il
est intéressant de noter que cette quantité peut aussi étre écrite comme une fonction
de corrélation (a 4 points) entre deux observables arbitraires V et W a deux instants

différents ({-} désigne le crochet de Poisson),

({w,vo}’) (2.3)

5
Lautre propriété importante est la perte de la mémoire de I’état initial. Autrement
dit, rapidement I’état du systéme ne va plus du tout dépendre de I’état initial. On peut

quantifier cela en calculant la fonction de corrélation entre les coordonnées a deux

instants différents (fonction d’autocorrélation),
@) x(0)p— ()G~ ;bje-wt (2.4)

ou les b; sont des constantes. On peut montrer que dans les systemes chaotiques,
ces corrélations connaissent une décroissance exponentielle au temps long, qui est
entierement controlé par le spectre des résonances de Ruelle {1} dont les valeurs
peuvent étre complexes (éq. 2.4). Aux temps tres long le comportement est controlé

par la résonance minimale ;.

4. On aurait simplement pu calculer la valeur moyenne de 0x(¢)/0x(0). Le probleme est que cette
quantité peut parfois étre négative, de sorte que lorsqu’on moyenne sur ’ensemble thermodynamique
(fixé par B ) certains facteurs pourraient s’annuler mutuellement et ainsi cacher ce que 'on cherche a
mesurer. Pour cette raison il est préférable de prendre la moyenne de son carré.
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En résumé, la dynamique des systémes chaotiques classiques est caractérisée
par deux régimes exponentiels caractéristiques. Un régime des temps courts d’abord,
le régime de Lyapunov, ou le comportement du systéme est le reflet de la sensibilité
aux conditions initiales, décrite par le spectre des exposants de Lyapunov. Un régime
des temps longs ensuite, le régime de Ruelle, ou le comportement du systéme est
le reflet des propriétés ergodiques de la dynamique et de ’approche vers I’équilibre

thermodynamique [38] [39]; il est décrit par le spectre des résonances de Ruelle.

Fonctions de
corrélations

Ruelle

Lyapunov

temps

FIGURE 2.3 — Illustration schématique des deux régimes caractéristiques du chaos classique
(figure tirée de [40]).

2.2 Chaos quantique

Quel est I'analogue du chaos classique en physique quantique ? — Au premier
abord on peut étre tenté de transposer naivement I’idée classique de sensibilité aux
conditions initiales au formalisme quantique. Pourtant, si on essaie effectivement de
prendre deux états quantiques initiaux, trés proches en terme de recouvrement, et
qu’'on leur faire subir la méme évolution, on se rend vite compte qu’il reste toujours
constant.

(WD) = (wo| U'OU W) |910) = (woldo) , Vt. (2.5)
\_]1,_/
Cela reste vrai si, par exemple, on change de métrique de distance - en utilisant la
distance-trace ou ’entropie relative au lieu de la fidélité. Cette difficulté s’explique en
fait fondamentalement par un postulat de base de la physique quantique : 'unitarité
de I’évolution [34].
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Le probléeme de définir ce qu’est le chaos quantique est donc loin d’étre anodin.
Pour cette raison historiquement les efforts se sont d’abord restreint a chercher des
manifestations - ou signatures - quantiques du chaos classique, c’est-a-dire des corres-
pondances entre les systémes chaotiques classiques et leur analogue quantifié [41].
Dans les systemes simples a quelques corps, puis dans les systémes a N-corps. Néan-
moins ces systémes ne constituent qu'une petite partie des systémes autorisés par
la physique quantique. Ces 20 derniéres années, la recherche sur le chaos quantique
s’est étendue a ’étude de la dynamique de systémes quantiques sans équivalent
classique, comme les circuits quantiques. Malgré cela la question de la nature du
chaos quantique reste un probleme ouvert [32] [29]. Plus que cela, il n’est pas cer-
tain que la question initiale ait vraiment un sens. La dynamique quantique s’avére
particulierement riche et surprenante, et rien n’interdit a priori qu'une multitude de
mécanismes microscopiques se cachent derriere I’émergence du chaos classique. De
ce point de vue le terme "chaos quantique" ne désigne donc pas un concept unique
mais plutoét 'ensemble des phénomeénes et propriétés qui émergent des lors que la

dynamique quantique devient complexe °.

Aujourd’hui le domaine du chaos quantique trouve des applications dans des
champs de recherche variés, du transport dans la matiere condensée [43] [44] jusqu’a
la physique des trous noirs [45] [46], en passant par le controle [47] et la certification
[48] [49] de systéemes quantiques. Dans la suite on présente quelques diagnostics
du chaos quantique parmi ceux les plus souvent rencontrés dans la littérature : la
statistique du spectre d’énergie, I’écho de Loschmidt, et les corrélateurs en désordre

temporel.

Statistique des niveaux d’énergie

Comme son nom l'indique cette signature quantique du chaos est de nature sta-
tistique. L'idée intuitive est que le spectre d’énergie des systéemes quantiques qui
possedent un analogue classique chaotique est caractérisé par des corrélations uni-
verselles qui se traduisent par une répulsion des niveaux d’énergie. Leur description

repose sur la théorie des matrices aléatoires.

5. Pour cette raison le physicien M. Berry a proposé d’utiliser a la place le terme de "chaologie
quantique" pour désigner ce domaine [42].
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Cette mesure du chaos a été introduite au départ dans les années 1950 pour
décrire la structure énergétique des noyaux atomiques lourds. En proposant de consi-
dérer les fortes interactions entre les nucléons comme aléatoires, Wigner et Dyson
réussissent a décrire statistiquement I'allure de leurs spectres et montrent qu’en fait
elle ne dépend pas des détails microscopiques du systeme [50] [51]. Intuitivement
les interactions sont si compliquées que 'on peut faire comme si ’hamiltonien était
une matrice aléatoire (voir Annexe A.2). Quelques années plus tard, de nombreux
travaux visant cette fois a comprendre la limite semi-classique de systémes classiques
chaotiques simples renforcent 'idée d’une correspondance classique-quantique entre

chaos et spectre des matrices aléatoires [29].

Répulsion des niveaux d’énergie — Liidée est donc de supposer que, pour les
systémes quantiques ayant un analogue chaotique classique, ’hamiltonien est une
matrice aléatoire appartenant a un ensemble gaussien compatible avec les symétries
globales du systeme (voir Annexe A.2). La théorie des matrices aléatoires prédit des
propriétés universelles pour ces matrices, notamment pour leurs valeurs propres
et vecteurs propres. En particulier, on peut regarder I'espacement entre niveaux
d’énergie consécutifs (ce qu’on appelle des corrélations a courte distance). En faisant
I’histogramme de ces espacements entre niveaux consécutifs pour toutes les valeurs
du spectre on trouve qu’il doit suivre une distribution précise appelée distribution de

Wigner-Dyson (voir Fig. 2.4),

ﬂS2

Pwp(s) = ?e‘T . (2.6)

Sa caractéristique principale est I’absence de dégénérescence dans le spectre, ce qu’on
appelle la répulsion de niveaux.

Au contraire, le spectre des systéemes intégrables (non-chaotiques) ne présente
pas ce genre de corrélation. Les valeurs propres sont aléatoirement distribuées et tres
souvent dégénérées. Il s’en suit que la distribution des espacements consécutifs suit

une loi tres différente dite de Poisson (associée a 'ensemble diagonal),

Pp(s)=e". 2.7

Dans les systémes quantiques réalistes le spectre est fini et les interactions locales.

Les ensembles de matrices aléatoires n’en sont donc pas une modélisation exacte. Ils
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supposent en effet 'interaction de toutes les particules ensembles. Néanmoins dans
la mesure ou 'on ignore les valeurs extrémes du spectre, et en particulier si I'on se
restreint a une petite fenétre d’énergie, ils reste tres précis et fournissent une ligne

directrice pour comprendre les propriétés universelles de ces systemes [32] [29].

Ace jour ce lien entre chaos et propriétés statistiques du spectre d’énergie n’a pas

recu de preuve analytique. Il reste donc a I’état de conjectures [52] [53] :

“Pour les systéemes quantiques dont la limite classique est intégrable, les
niveaux d’énergie se comportent comme des variables aléatoires indépen-

dantes, et peuvent étre décrit par I'ensemble diagonal.” (Berry-Tabor)

“Pour les systemes quantiques dont la limite classique est non-intégrable
chaotique, les niveaux d’énergie sont corrélés, et leur distribution peut
étre entierement décrite par l’ensemble de matrices aléatoires gaussien.”

(Bohigas-Gianonni-Schmit)

Néanmoins, en ce qui concerne les systemes a 1 corps, cette correspondance classique-
quantique est considérée comme établie et bien comprise. Pour les systémes multicorps
par contre, malgré de trés nombreux indices numériques et expérimentaux concor-
dants, et de grands progres dans les dernieres années, elle n’est pas encore claire [32].
En particulier il semble que la question de savoir quelle propriété des systéemes chao-
tiques classiques est sondée par ce diagnostic ne soit pas encore parfaitement clair. De
nombreux auteurs suggerent néanmoins que la répulsion des niveaux d’énergie dans
un systéme quantique caractérise simplement la non-intégrabilité du systéeme clas-
sique associé [54] [55] [56]. Quoi qu’il en soit insistons sur le fait qu’on ne connaisse
pas a ce jour de contre-exemple flagrant pour ce diagnostic. Notons aussi que cette
signature a été trouvée dans des systemes quantiques sans équivalent classique, mais

son interprétation y est moins évidente.

La statistique des niveaux d’énergie est historiquement la premiere des signatures
quantiques du chaos classique a avoir été étudiée. De ce fait elle est appuyée par une
littérature considérable. Cela explique que les systémes quantiques qui exhibent de
la répulsion dans leur spectre d’énergie soient presque systématiquement désignés
comme des systémes chaotiques quantiques ou des systemes chaotiques génériques.

Cela n’en reste pas moins un raccourci de langage discutable.
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FIGURE 2.4 — (A gauche) : Distribution des espacements adjacents du spectre d’énergie
pour les systemes chaotiques (Wigner-Dyson). (A droite) : pour les systémes intégrables
(Poisson). Insets : interprétation de la répulsion en terme d’anticroisements (figure adaptée
de [57] [30]).

Echos & fonctions de corrélations temporelles

Des signatures quantiques du chaos classique peuvent aussi étre trouvées dans le
comportement de certaines fonctions de correlations temporelles quantiques. Il s’agit
de I’écho de Loschmidt et des corrélateurs en désordre temporel (OTOC). Ces deux
quantités sont dynamiques. Elles mesurent deux notions dictinctes de sensibilité aux
perturbations. Elles sont donc reliées a I'effet papillon classique, ce qui explique qu’on

les considére comme des mesures de chaos.

Echo de Loschmidt — Lécho de Loschmidt ® mesure a quel point état initial peut
étre recouvré apres une évolution suivie d'une inversion temporelle imparfaite (d’ou

Iappellation "mesure d’écho"). Il est défini comme [58],
LE®) = | (yo| erte ™t |y |” 2.8)

ou H, = H+V est ’hamiltonien perturbé, et V une petite perturbation. De maniere
équivalente on peut le voire comme une mesure de distance (via la fidélité) entre les
résultats de deux évolutions, 'une réguliére et 'autre perturbée. De ce point de vue

c’est une mesure de la sensibilité de I’évolution a une perturbation [59].

Corrélateur "en désordre temporel” — LLOTOC est un diagnostic qui mesure la

6. on rencontre aussi le terme décroissance de la fidélité dans la littérature, mais il est ambigué car
aussi utilisé pour parler de la probabilité de survie de 1’état initial.
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sensibilité de I’évolution a une perturbation localisée dans le temps. Il mesure aussi

la croissance des opérateurs locaux, et enfin le mélange de I'information.
OTOC(H) =(WI(HV W Vo), (2.9)

Lorsque V et W sont a la fois hermitiens et unitaires, 'OTOC est lié au commmutateur
de ces opérateurs dans le temps, OTOC(t) = 1 - ([W(¢),V(0)]?)/2 , qui diagnostique

leffet de la perturbation V sur la mesure de W plus tard, et vice versa.

Contrairement a I’écho de Loschmidt dans lequel I'effet de la perturbation est
délocalisé tout au long de I’évolution, dans ’'OTOC les perturbations sont bien loca-
lisées dans le temps. Ainsi méme si ces deux diagnostics ressemblent a priori aux
fonctions de corrélations classiques (§2.1), on voit que dans le cas quantique la notion
de perturbation n’est pas aussi évidente a définir. Il y a ainsi plusieurs facons de
le faire, contrairement au cas classique ou 'on peut toujours faire référence a une

perturbation appliquée a I’état initial.

Pour ces deux diagnostics le comportement dans les systémes simples a quelques
corps est bien compris (ex. : kicked rotor, cat map), et partage des caractéristiques
communes. Ainsi dans les systéemes avec un équivalent classique chaotique on voit
3 phases : une premiere phase de décroissance exponentielle, une seconde phase
décroissante dépendante du modele et enfin une phase de saturation (voir Fig. 2.5).
Une différence majeure entre ces deux quantités est 'échelle de temps qui est bien
supérieure pour ’'OTOC. Ce dernier est donc plus sensible a la dynamique, en particu-
lier le régime aux temps courts pour lequel on a pi montrer une correspondance entre
le comportement de 'OTOC et les exposants de Lyapunov classiques. Cela explique
qu’il ait recu autant d’attention ces dernieres années. Dans les systemes a N-corps on

peut retrouver ces propriétés mais le comportement général est moins clair [60].

Notre approche

Nous n’avons pas présenté une liste exhaustive des quantités associées au chaos
quantique. La liste étant particulierement longue. Néanmoins on peut les classer

grossierement en deux catégories : les diagnostics statiques du chaos quantique,
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FIGURE 2.5 — Décroissance typique de I’écho de Loschmidt (a) et de ’OTOC (b) pour les
systémes quantiques avec limites classique chaotique (figures tirée de [59] [33]).

comme la statistique des niveaux d’énergie, et les diagnostics dynamiques, dont les

protocoles d’écho font partie.

Les diagnostics statiques présupposent que I'essentiel de la dynamique est encodé
dans 'hamiltonien du systéme lui-méme. Bien que cette idée puisse sembler assez
intuitive, il faut rappeler que ’état du systeme au temps ¢ dépend aussi de 1’état
initial. On peut alors imaginer que pour certains systémes physiques il existe des
situations particuliéres ou le choix de I’état initial va avoir un impact significatif sur
I’évolution. Par exemple lorsque ce dernier ne se superpose qu'avec un nombre réduit
de niveaux d’énergie. Récemment de tels systéemes ont été identifiés [61]. Si 'on se
fie a leur spectre d’énergie ils sont a priori chaotiques, pourtant pour certains états
initiaux tres particuliers ils vont présenter une dynamique qui semble hautement non
générique. Avec par exemple une croissance anormalement lente de I'intrication, une
persistance de la mémoire des conditions initiales, et des indices pointant vers une
absence de thermalisation au temps long. Pour ce genre de situation les diagnostics

dynamiques sont particulierement pertinents puisqu’ils dépendent de 1’état initial.

Dans ce mémoire, on étudie un systéme physique exhibant ce genre de propriété,
le modele PXP, en utilisant un diagnostic dynamique du chaos différent de ceux présen-
tés plus haut, la statistique du spectre d’intrication (voir Ch.4). De nombreux travaux
récents [33] [62] [63] suggerent que la dynamique unitaire des systémes chaotiques
génériques possede des propriétés universelles, au sens ou elle tend a produire rapide-
ment et avec une haute probabilité des états dits typiques. Comme nous le verrons

dans les prochains chapitres, ces états typiques possedent des propriétés intéressantes
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(sous-systémes thermalisés avec une entropie quasi-maximale, brouillage maximal
de I'information, irréversibilité émergente) qui correspondent a ce qu’on attendrait
pour un comportement chaotique dans le régime asymptotique. Ce diagnostic analyse
directement le spectre d’intrication de ’état |1//(t)> tout au long de I’évolution du point
de vue de la théorie des matrices aléatoires, et permet de poser la question suivante : a
quelle point la dynamique randomise-t-elle ’état des sous-systémes au cours du temps ?
En conséquence il ne nécessite pas I'existence d'un hamiltonien, ce qui lui confere un
caractere universel. Il semble ainsi particulierement prometteur pour caractériser a
la fois la dynamique des systémes a N-corps quantiques mais aussi celle de systémes

plus généraux comme les circuits quantiques.



Chapitre 3

Evolution hors-équilibre des
systemes a N-corps : intrication &

typicalité.

Lévolution des systémes quantiques complexes peut étre approchée de bien des
maniéres. Lintrication, cette forme particuliére de corrélation quantique, semble étre
une ressource particulierement puissante pour étudier la dynamique quantique. En
mesurant la quantité d’'intrication créée au cours du temps par les interactions locales
entre les degrés de liberté individuels on peut suivre I'évolution du systeéme. Cette idée
peut étre associée a un autre concept, tout aussi puissant, celui de typicalité, formalisé
par la théorie des matrices aléatoires. L'avantage de ces outils réside dans le fait
qu’ils permettent de caractériser la dynamique quantique en restant agnostiques par
rapport aux détails du systeme, c’est-a-dire la nature des constituants individuels et
de leurs interactions. A la fin de ce chapitre nous donneront aussi quelques arguments
expliquant en quoi ces deux concepts sont liés a ’équilibration et a la thermalisation

des systémes quantiques isolés, deux problémes ouverts de la physique contemporaine.

22
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3.1 Trempe quantique

L'une des manieéres les plus communes d’étudier 1’évolution des systémes multi-
corps consiste a réaliser ce qu’on appelle une trempe quantique ("quantum quench"
en anglais), par analogie a la trempe des forgerons. C’est un protocole qui consiste a
initialiser le systeme dans I’état fondamental pg d'un hamiltonien local Hy (souvent
car il est simple a préparer ou bien car il possede des propriétés intéressantes) puis a
changer brusquement les interactions de facon a obtenir ’'hamiltonien d’intérét H et
laisser le systeme évoluer. Une autre facon de le voir, peut-étre plus simple, est qu'on
se contente d’initialiser le systéme dans un état qui n’est pas état propre de H. On
peut ensuite suivre ’état au temps ¢ pour étudier la dynamique unitaire générée par
H [25],

o(t) = e'Ht pgeiH! (3.1)

Nous ne serons intéressés qu’aux cas ou I’état initial, et donc aussi tous les suivants,

sont purs p = |yo) (Yol

Cette expérience de pensée est une version quantique de I'idée classique de dyna-
mique hors-équilibre. On sait maintenant la réaliser dans des simulateurs quantiques
analogues au sein desquels un contrdle atome par atome est possible. A l'aide de
cette technique on peut étudier de nombreux aspects liés a la dynamique des sys-
temes quantiques. L'une des questions majeures étant de comprendre comment la

thermodynamique émerge de la dynamique quantique microscopique.

En ce qui nous concerne on est intéressé a étudier les phases dynamiques quan-
tiques. La physique quantique des systemes multicorps semble permettre une tres
grande variété de dynamiques comparé aux cas classiques. Si une petite partie d’entre
elles correspond a I'idée classique de thermalisation, d’autres échappent a ce para-
digme. Il s’agit donc plus généralement de mieux comprendre ces phases dynamiques
quantiques, et en particulier de trouver un moyen de les caractériser et d’identifier
les conditions sous lesquelles elles peuvent apparaitre, indépendament de la nature
des constituants. Dans cette perspective de nombreux travaux récents suggerent de

s'intéresser a l'intrication contenue dans ces systémes [64] [65].
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3.2 Intrication typique dans les systéemes multicorps

Intrication — Llintrication est une forme particuliere de corrélation, spécifique-
ment quantique, entre deux parties d’'un systéme. Elle consiste en une superposition
de motifs de corrélations en ces deux parties. De ce fait 'espace des états effectif du
systéme entier est d’'une certaine maniére contraint et ne peut pas étre décomposé
en un produit de I'espace de chacune des parties (voir Fig. 3.1). Pour décrire un état
intriqué il faut choisir une bipartition AB du systéeme, généralement spatiale. On

peut alors écrire tout état (pur) par sa décomposition de Schmidt :
X . .
[W)ap =D Ailidali)s (3.2)
i=1

ou {Ii) AB) }i=1,..., Y sont deux bases orthonormées représentant les degrés de liberté
d’intrication du sous-systeme A avec B (et vice versa). Les coefficients 1; peuvent étre
vu comme des poids qui contiennent toute 'information sur le motif de corrélations
entre les degrés de liberté des 2 parties A et B. Ces poids, généralement en ordre
décroissant, constituent le spectre d’intrication qui est évidemment commun aux deux

parties.

Lintrication se distingue par le fait que, quand bien méme I'état du systéeme
entier est parfaitement connu (il est pur), 'incertitude sur la connaissance de I’état
des parties est élevée. Autrement dit contrairement a une corrélation classique I’état
du systeme total ne peut pas étre déduit de la mesure de ses parties. L'état d'une
partie (par ex. A) est donc une distribution classique d’états quantiques obtenue en
calculant, par trace partielle, la probabilité marginale relativement a 'autre partie
(B) :

X
pa=tre([W)ap(Wlap) = 2 pildatila . pi=A (3.3)
=1

On note que le spectre de cette matrice densité réduite est équivalent au spectre

d’intrication a un carré pres.

Quantité d’intrication — Pour les états purs une mesure simple de la quantité

d’intrication est 'entropie d’intrication. On l'obtient en calculant I’entropie de Von
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FIGURE 3.1 — Un état pur d'un systéme multicorps peut exhiber des corrélations quantiques
entre ses différentes sous-parties. Pour le voir on peut diviser le systéme en deux sous-
systéemes A et B. Si I'état globale |1//> Ap e peut étre écrit comme un produit des états des
sous-systémes |1//> 4 et |w) p alors ces deux parties sont dites intriquées. On peut effectuer
une mesure partielle sur 'un des sous-systémes, ce qui revient a ignorer 'information sur
Pautre ("Trace"). Si les deux parties sont intriquées le sous-systéme mesuré sera vu comme un
mélange statistique ("Mixed"). Le degré de mélange étant la quantique d’intrication entre les
deux parties (figure adaptée de [66]).

Neumann de I'une des parties,

Sa=-tr(palogpa) = —ilpilogpi =Sp (3.4)
i=

Elle peut s’interpréter comme une mesure moyenne du degré d’aléatoire sur la connais-
sance que l'on a des sous-systémes. L'entropie d’intrication a aussi une signification
opérationnelle puisqu’elle donne le nombre de paires de Bell équivalentes utilisables
pour réaliser un protocole d'information quantique a partir de cet état (ex. : de la
téléportation).
Prenons comme exemple une paire de Bell |([>+> = %(IOO) +|11)) qui est un état pur de
2 qubits maximalement intriqués. On note qu’il s’écrit directement dans la représen-
tation de Schmid, avec 1; = 1/v/2. La matrice densité pour un des deux qubits s’écrit

donc py = % |0) (0] + % |1) (1], et I’entropie d’intrication vaut S4 = (% + %)log(Z) =log(2).

Intrication maximale — Pour un systéeme de taille finie, il existe une valeur
maximale Sp,,x de entropie d’intrication. Cette valeur correspond a I’entropie d’une
distribution uniforme d’états quantiques. Si on appelle d 4 la dimension de la partie
A (resp. dp pour la partie B), avec d4 < dp sans perte de généralité, alors la matrice

densité réduite du sous-systéme A prend la forme p4 = 1/d 4. L'incertitude classique
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sur I'état quantique de A est alors maximale et,
Smax = 10g(dA) (3.5)

Lintrication maximale est proportionnelle a la taille du sous-systéme le plus petit. Par
exemple dans le cas d’'un systéme composé uniquement de qubits (tel que N = Ns +Np,
avec dy = 2%), on a : Spax = log(2V4) = N4 log(2).

Comme nous le verrons dans le chapitre 5 il existe des systémes dont les interactions
contraignent ’espace des états. Le nombre maximal de degrés de liberté accessibles

est donc moindre et 'entropie maximale est réduite.

Puisqu’on veut étudier I'intrication dans des systémes tres grands - idéalement
macroscopiques - on s’attend a ce que les motifs d’intrication possibles puissent
étre complexes et trés variés. Heureusement il se trouve que la plupart des états
quantiques se comportent en fait quasiment de la méme maniere. Ils exhibent un

"comportement typique" qui ne dépend pas des détails microscopiques.

Etats typiques — Considérons un systéme quantique composé d’un grand nombre
de degrés de liberté. On imagine qu’on prend au hasard un état dans ’espace de
Hilbert correspondant en suivant une distribution uniforme, c’est-a-dire que tout les
états sont équiprobables. L'état obtenu est ce qu’on appelle un état aléatoire. Comme
on va le voir les états aléatoires posseédent des propriétés d’intrication typiques
remarquables.

Pour créer concrétement un état aléatoire, une méthode consiste a fixer une base
{li)} arbitraire, puis a tirer au hasard les parties réelles et imaginaires de chaque
composante complexe ¢; = a+ib en suivant une distribution normale de moyenne zéro
et de variance unité N(0,1). On obtient,

d

Y cili) (3.6)

1
|1//>random = F =

avec la normalisation A = (Z‘ii:l leil?)2. De facon completement équivalente, on peut

aussi appliquer a un état arbitraire - par exemple |0) - une unitaire aléatoire U, 4,4,

|w>random = Urand. |0> . (37)
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Pour de tels états aléatoires on peut montrer que 'immense majorité exhibe les
mémes propriétés globales typiques (a une petite variation pres), comme par exemple
la valeur moyenne des observables globales. Autrement dit, pour un état aléatoire
donné la probabilité que celui-ci n’exhibe pas la valeur typique est exponentiellement

faible avec la dimension de 'espace de Hilbert [25],
[P’( |X|1//> — Xtypique| > 6‘) < o(e%) (3.8)

ou X désigne une quantité globale arbitraire calculé a partir de I’état du systeme,
et d » la dimension de 'espace de Hilbert. D’'un point de vue mathématique ce
phénomene est di a ce qu'on appelle la concentration de la mesure. On appelle ces

états des états typiques.

Intrication typique — Il se trouve que les états typiques ont des propriétés d’intrica-
tion remarquables. Notamment, pour ces états 'intrication entre 2 parties est toujours
quasi-maximale quelle que soit la bipartition. Autrement dit tout sous-systeme est
presque totalement mixé. Ainsi si on calcule 'entropie d’intrication moyenne pour
une bipartion AB fixée on trouve une valeur typique appelée entropie de Page [67].
Elle est donnée par,

1 (%98 1 du-1

Spage = (Sa) = —
Page (Sa) In2 k:dZB+1k 2d g

3.9

ou (-) dénote une moyenne sur ’ensemble des états aléatoires. Lorsque les deux

parties sont de taille équivalente (N4 = Np) il est pratique de ’approximer par,
1
Spage =log(da) - (3.10)

On voit aussi plus explicitement que pour un état typique, 'entropie d’intrication
est proportionnelle au nombre de constituants individuels du sous-systéme, son
"volume". Par exemple pour un systéme de qudits (d niveaux), d4 = dN4, et Spage =

Nylog(d)—1/2 ~ |A|. On parle d’intrication en loi de volume.

Au contraire les états atypiques, qui constituent une partie infime de I'espace des
états, sont généralement faiblement intriqués. Lentropie ne dépend que du nombre

de constituants a la frontiere entre les deux partitions. On appelle cela une intrication
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en loi d’aire, S ~ |0A|. Les poids dans le spectre d’intrication sont exponentiellement
décroissant. Cela a des conséquence en terme de simulations numériques. Les états
en loi d’air étant beaucoup moins cotiteux a simuler que les états intriqués en loi de

volume.

FIGURE 3.2 — Lorsqu’on partitionne un systéme physique en deux régions (en bleu v.s. en
blanc) on observe que certains états possédent une valeur d’intrication qui ne dépend que des
degré de liberté a la frontiere (en rouge). Au contraire l'intrication des états typiques implique
tous les degrés de liberté d’'une région (en bleu) (figure tirée de [25]).

Propriétés thermodynamiques — Les états typiques posseédent une propriété
remarquable qui explique pourquoi on les utilise pour étudier les fondements de la
thermodynamique. On peut montrer que, si on tire un état (pur) aléatoirement et
uniformément de n’importe quel sous-espace #5 de I'espace de Hilbert, cet état peut
étre tres bien approximé par une distribution classique d’état quantique uniforme
sur ce sous-espace [16]. La précision de 'approximation est exponentielle avec la
dimension du sous-espace. Une conséquence importante est que, si /g correspond a
un petit fenétre d’énergie & =[E,E +0E], alors I’état pur est bien approximé par 1’état
microcanonique,

%) rand..6 = Pmicro.& (3.11)

En outre, si ensuite on prend I'état réduit a un sous-systeme (spatial), on trouve une
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matrice densité qui est indistingable de I'état thermodynamique de Gibbs,

tre(|v)(¥],ana.e) = PaGibbs.é (3.12)

a une température inverse effective f fixée par 'énergie & du systeéme global.

Tout cela illustre a quel point il peut étre intéressant de combiner les concepts
d’intrication et de typicalité pour décrire la physique des systémes quantiques a
N-corps. Bien que les arguments basés sur la typicalité puissent étre considérés
comme non-physiques, I'avantage de la typicalité est qu’elle offre un cadre mathéma-
tique qui permet de comprendre dans quelles situations et pour quelles raisons les
détails peuvent étre négligés. On a ainsi un outillage puissant qui permet de déri-
ver des résultats généraux indépendament des détails microscopiques des systemes

physiques.

3.3 Dynamique typique dans les systemes multicorps

Croissance linéaire et saturation de lintrication — Les résultats pionniers de Lieb
et Robinson [68] concernant les limites de la propagation de I'information quantique
dans les systémes multicorps sont essentiels pour comprendre la dynamique hors-
équilibre des systémes multicorps. La borne de Lieb-Robinson consiste a dire que
la propagation de I'information dans les systemes hamiltoniens locaux en dehors
d’'un "cone de lumieére" est exponentiellement supprimée. Mathématiquement, on
considere deux observables locales (ayant un support sur un nombre fini de sites)
arbitraires, P'une & ¢ = 0 (A) et autre & un temps ¢ ultérieur (B), séparées dans
l'espace par un grand nombre de sites. A mesure que A(¢) évolue la distance entre les
supports des observables diminue. Le degré de commutation entre celles-ci || [A(t),l?] I,
initialement nul, ne devient significatif que lorsque les observables "se touchent",
c’est-a-dire lorsque leurs supports se recouvrent. Pour une évolution arbitraire générée
par un hamiltonien local le temps minimal requis est linéaire avec le nombre de sites
qui les séparaient initialement. De ce fait les fonctions de corrélations ne peuvent

croitre significativement au cours du temps qu’a I'intérieur de ce cone de lumiére. On
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parle de propagation balistique de I'information.
De plus, ce cone de propagation de 'information est aussi un céne contraignant la
dynamique de l'intrication. Il a été montré que [25] :
(1) silétat initial est faiblement intriqué (en loi d’aire) alors I'entropie d’intrica-
tion ne pouvait qu’au plus croitre linéairement dans le temps.
(2) il existe des hamiltoniens locaux invariants par translation qui exhibent cette
croissance linéaire.
Ce comportement a été confirmé dans des simulations numériques, pour des hamilto-
niens locaux non-intégrables et des circuits quantiques locaux aléatoires, et observé

dans des expériences d’atomes froids.

Par ailleurs cette croissance linéaire de I'intrication ne s’observe que jusqu’a ce
que le cone de lumiere ait atteint les bords du systéme. Apres cela I'intrication croit
moins vite puisqu’il reste peu de degrés de libertés a intriquer. Dans les systémes
génériques, on observe que 'entropie d’intrication sature a la valeur typique de Page
et semble y resté pour un temps arbitrairement long dans la limite thermodynamique.
C’est-a-dire que l'intrication est en loi de volume. Cela suggere que la dynamique des
systemes génériques conduit rapidement et de facon irréversible a des états typiques.

Néanmoins il n’existe pas de preuve générale de cela.

Cette croissance de I'entropie d’intrication explique aussi qu’il soit aisé de simuler
la dynamique unitaire des systemes multicorps sur de courtes échelles de temps, mais
que cela devienne exponentiellement difficile au-dela méme avec des méthodes de

compression efficaces comme celles basées sur les réseaux de tenseurs (par ex. TEBD).

Toute dynamique ergodique génére des états typiques — Si on résume les faits théo-
riques et les observations présentés jusqu’ici il semble raisonnable de faire "avec les
mains" la conjecture suivante : pour tout systéme physique local invariant par trans-
lation (hamiltonien ou circuit), la dynamique unitaire conduit avec une tres grande
probabilité a un état typique dans la limite du temps long. C’est-a-dire, redisons-le,
un état du systéme pour lequel I'état des sous-systemes est :

(1) intriqué en loi de volume avec le reste du systeme,

(2) quasi-indistingable d’un état thermique.

Les deux théorémes suivants, prouvés récemment et centraux pour notre travail,

donnent un premier élément de réponse dans cette direction [63] :
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FIGURE 3.3 — Croissance de ’entropie d’intrication dans les systémes chaotiques génériques.
On voit une premiére phase linéaire, dite balistique, qui sature rapidement a une valeur
quasi-maximale, ’entropie de Page (figure tirée de [65]).

Si on soumet un état initial arbitraire a une dynamique unitaire
ergodique, c’est-a-dire universelle ', alors dans la limite du temps
long ’état de n’importe quel sous-systeme est presque totalement
mixé. De plus les fluctuations de la matrice densité associée sont
décrites par l’ensemble de matrices aléatoires gaussien unitaire

(GUE).

Si cette dynamique unitaire aléatoire est universelle dans tout
sous-espace d’énergie & =|E,E + 0E] alors U’état de n’importe quel
sous-systeme dans la limite du temps long est approximable par un
état thermique de Gibbs. De plus les fluctuations de la matrice den-
sité associée sont décrites par une déformation faible de ’ensemble

gaussien unitaire (GUE).

Cela nous motive a aller au-dela de I’entropie d’intrication pour caractériser la dy-
namique des systémes quantiques multicorps. Comme nous allons le voir dans le
chapitre suivant il semble que les fluctuations de la matrice densité, et en particulier

du spectre d’intrication, soient un indicateur plus pertinent pour caractériser les

1. ici "universel" signifie que 'opérateur d’évolution unitaire est une matrice aléatoire gaussienne
et permet d’accéder a n'importe quel état de 'espace d’Hilbert.
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phases de la dynamique, en particulier celles qui sont non-triviales.

3.4 Equilibration & thermalisation

Ces résultats sur la dynamique typique des états et de I'intrication des systéemes
quantiques a N corps sont étroitement connectés aux phénomenes d’équilibration et de
thermalisation de systémes quantiques isolés. Bien qu’ils ne constituent pas le centre
de ce mémoire, la question des conditions de leur existence, et le cas échéant de I'échelle
de temps associée, est treés souvent présente lorsqu’on s’'intéresse a la dynamique des

systéemes quantiques macroscopiques. On donne donc quelques éléments.

L'équilibration et la thermalisation sont deux phénomeénes mystérieux, parce qu’ils
sont universels (ils semblent ne pas dépendre des détails microscopiques), et par qu’ils
sont paradoxaux : 'évolution des systemes quantiques est réversible, or ’équilibration,
et encore plus la thermalisation, sont par essence irréversibles. Expliquer comment
ces phénomeénes émergent de la physique quantique des systémes isolés constitue un
défi majeur de la recherche actuelle. D’autant plus qu’on a découvert relativement
récemment des systémes quantiques a N-corps qui ne thermalisent pas, voire qui ne

s’équilibrent pas [23].

Léquilibration correspond au fait qu'une quantité, apres avoir été initialisée a
une valeur hors-équilibre, évolue vers une certaine valeur puis reste proche de celle-
ci pendant une durée prolongée. Il semble bien accepté que deux ingrédients sont
nécessaires pour que ’équilibre puisse apparaitre dans un systéme a N-corps [25] : (1)
un nombre suffisament grand de niveaux d’énergie occupés (une grande dimension
effective), et (2) un nombre suffisant d’espacements d’énergie non-dégénérés dans le
spectre (condition de non-résonance). La typicalité assure que la premiére condition
est réalisée pour 'immense majorité des états. On peut montrer que ces états typiques
posseédent une grande dimension effective et des propriétés thermodynamiques [69].
La seconde se comprend intuitivement par le fait que, pour que les sous-systémes
s’équilibrent, il est nécessaire qu’ils soient couplés avec le reste du systeme. Il peuvent

alors déphaser. Ce couplage implique un certain degré de levée de dégénérescence.
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La thermalisation désigne ’équilibration vers un état thermique quel que soit
I’état initial. C’est un concept plus fort que celui d’équilibration, et dont la définition
peut varier selon les auteurs, avec 'addition de conditions supplémentaires, comme
par exemple I'indépendance vis-a-vis de I’état initial des sous-systéemes, une condition
importante si I'on s’intéresse a la thermalisation des sous-systémes. L'une des pistes
les plus prometteuses pour comprendre a quelles conditions un systéme quantique
dans un état pur thermalise porte le nom d’'Hypothese de Thermalisation des états
propres (ETH).

ETH - Essentiellement I’hypothése de thermalisation des états propres propose
que les observables d’'un systéme non-intégrable chaotique ont, dans la base des éner-
gies {E,,}, des éléments de matrice d’'une forme telle que l'on retrouve les prédictions
de la physique statistique microcanonique [36]. Plus précisément, pour tout opérateur

local a quelques corps O :

N N _Sth(Emn) _
<Em|O|En> = <O>micro,E_mn6mn+e 2 fO(Emn>wmn)Rmn ’ (3.13)
. Em+E, E,—En, , . . .
ou Epy = 2572, Omy = ~25 et Sy, est Uentropie thermodynamique. La fonction

fO(Emn,wmn) est lisse et dépend de l'opérateur O, et R est une matrice aléatoire

gaussienne.

La formulation de 'ETH repose sur des idées issues du chaos et de la typicalité
mais va plus loin en supposant une forme générale pour ’hamiltonien qui est plus réa-
liste physiquement qu’une simple matrice aléatoire [29]. LETH suppose que les états
propres du hamiltonien sont des superpositions aléatoires mais localisées en énergie.
Ainsi si on se restreint a une petite fenétre d’énergie [E,E + AE]?, le comportement
est celui d’'une matrice aléatoire. Néanmoins ’'ETH permet de décrire les fluctuations

Sin,Emn) _
au-dela de cette fenétre en postulant une fonction d’enveloppe e~ “3 foEmn,®mn)

pour les éléments hors-diagonaux.

LETH implique la thermalisation des sous-systémes. La valeur moyenne de O ré-
duite a tout sous-systeme A est donnée par la moyenne thermodynamique canonique :

(0) A= (OA)cano,, pE)- Cela signifie que I'état du sous-systéme est tres proche de I'état

2. La largeur de la fenétre AE est choisie de sorte d’étre trés supérieure aux espacements entre
niveaux d’énergie (qui sont exponentiellement supprimés avec la taille du systéeme, |[E; 1 — E;|
e N VE; € [E,E + AE)). Sa taille est en fait déterminée par I'énergie de Thouless, E7 = hD/L?, ou D
est la constante de diffusion et L la taille du systéme.
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thermodynamique de Gibbs. Autrement dit ’ETH implique que pour toute sous-région
le reste du systeme agit comme un bain thermique. L'entropie d’intrication correspond

alors a I'entropie thermodynamique.

Toutefois il existe de nombreuses variantes de 'ETH, et certaines questions
importantes restent sans réponse, en particulier : quelles conditions sont requises pour
qu'un systeéme satisfasse 'ETH, et a quels opérateurs 'ETH s’applique. Par ailleurs
certains auteurs affirment que tout systéeme non-intégrable thermalise et que tout
systéeme intégrable ne thermalise pas. Bien que de nombreux résultats numériques
semblent aller dans ce sens, cette affirmation est loin de faire consensus [25]. Comme

nous le verrons dans la suite le modele PXP pourrait étre un bon contre-exemple.



Chapitre 4

Statistique du spectre d’intrication

Historiquement, le spectre d’intrication a d’abord été proposé comme diagnostic de
Pordre topologique dans I’état fondamental des systémes avec un gap, et plus généra-
lement de 'ordre de brisure de symétrie [70] [71]. Ces hamiltoniens ont généralement
un état fondamental avec un spectre d’intrication qui décroit en loi de puissance ce qui
donne lieu a une entropie en loi d’air. Au contraire les états hautement excités ont un
spectre d’intrication beaucoup plus uniforme (qui obéit a la loi de Marchenko-Pastur),
ce qui donne lieu a une intrication en loi de volume [72]. Ces distributions bien dis-
tinctes des valeurs dans le spectre d’intrication refletent directement les propriétés
physiques tres différentes observées entre ’état fondamental (a 7' = 0) et les états

hautement excités (& T' >> 0).

Cette structure du spectre d’intrication peut étre décrite statistiquement en utili-
sant les outils de la théorie des matrices aléatoires : c’est ce qu’on appelle la statistique
du spectre d’intrication (ESS). Ainsi, plus récemment, il a été proposé d’utiliser la
statistique du spectre d’intrication pour caractériser les différentes phases de la dyna-
mique quantique apres une trempe [73]. Cet outil permettant une caractérisation plus
fine des corrélations quantiques, au-dela de ’entropie d’intrication. En particulier il
a été observé que les systemes chaotiques génériques génerent une dynamique qui
rapidement conduit & une structure universelle du spectre d’intrication [62] . De ce
fait ce comportement universel du spectre d’intrication peut étre pris comme une

définition du chaos quantique.

1. ici "universel" signifie que la matrice densité a partir de laquelle on obtient le spectre d’intrication
a les propriétés d’'une matrice aléatoire gaussienne - voir Annexe A.1
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Distribution du rapport des espacements adjacents — Rappelons d’abord (section
3.2) que le spectre d’intrication pour une bipartition donnée du systéme est équivalent
au spectre de la matrice densité de I'un ou 'autre des parties, aux modes nuls pres.
Dans la suite on considére le spectre de la matrice densité.

Les ensembles de matrices densité aléatoires partagent des propriétés tres proches
des ensembles d’hamiltoniens aléatoires. En particulier les corrélations dans leur

spectre sont décrites par la méme statistique (voir Annexe A.2).

Appelons p; les valeurs propres de la matrice densité, et ordonnons-les en ordre
décroissant pp > pp.1. Au lieu de calculer simplement les espacements entre valeurs

consécutives on prend le rapport des espacements adjacents [72],

_ Pr-1—DPk

. 4.1)
Pr—DPr+1

I
Ce ratio étant indépendant de la densité d’états locale dans le spectre cela permet
d’éviter les difficultés rencontrées lors du calcul de la distributios des espacements, en
particulier pour des matrices de taille finie. En particulier on n’a pas besoin d’utiliser
la procédure de dépliage (unfolding) du spectre [74].
Pour des matrices densité aléatoires, la densité d’états suit la distribution de Marchenko-
Pastur (voir Annexe A.2) et la distribution du rapport des espacements adjacents suit

I’hypotheése de Wigner-Dyson, qui est donnée par [75],

(r+r2)'6

1
Z(1+r+r2)1+3ﬁ/2 4.2)

Pwp(r)=

avec Z = 41/81v/3 et B =1 pour les matrices densité réelles. Cette quantité sonde
essentiellement la répulsion entre les valeurs dans le spectre d’intrication.

Pour évaluer la convergence au ler ordre de la distribution des rapports vers Pwp(r)
il peut étre utile de regarder la valeur moyenne de cette distribution qui est aussi
universelle. On calcule sa valeur en prenant la moyenne d’ensemble des rapports

d’espacement normalisés 7 = min{r, %},
- ) 1
(7) = (min{r, ;}> (4.3)

Pour GOE sa valeur est (F)qgor = 0.54.
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Dans le cas ou les valeurs dans le spectre d’intrication sont décorrélées, la distri-

bution des rapports d’espacements correspond a la distribution de Poisson,

1

m (4.4)

Ppyisson(r) =

Dans ce cas le rapport d’espacement moyen vaut (7)p,;s. = 0.39. En calculant tout au
long de I’évolution la distribution des rapports d’espacements adjacents on peut ainsi
évaluer a quel point la dynamique randomise les sous-systemes, et voir 'apparition

d’'un comportement universel.

1

. — Poisson 2

0.9R — GOE

— GUE )

_ GSE l.i) B
~_—

FIGURE 4.1 — Distributions théoriques du rapports des espacements adjacents pour les
ensembles gaussiens et diagonal (voir Annexe) (figure tirée de [75]).

Remarquons plusieurs choses importantes. D’abord, puisque la statistique est
calculée a partir des valeurs non nulles du spectre, cela implique que ce diagnostic est
insensible au rang de la matrice densité. C’est a la fois un avantage, puisqu’'on peut
détecter la randomisation dans un sous-espace restreint, mais aussi un inconvénient
car cela oblige a complémenter ce diagnostic avec une mesure de la taille effective
du sous-espace dans lequel le comportement universel apparait. Pour cela on peut
utiliser simplement le rang de la matrice densité (équivalent a I'entropie de Rényi Sy).
Ensuite, 'intérét de ce diagnostic réside aussi dans le fait qu’il est indépendant de
Iexistence d’'un hamiltonien. On a seulement besoin d’'un état quantique a un temps

t. On peut donc 'utiliser autant dans le cas de circuits quantiques, que dans le cas
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d’évolutions non-triviales hautement dépendantes de I’état initial pour lesquelles
caractériser ’hamiltonien ne suffit pas. Enfin, notons que puisqu’il est basé sur le
spectre d’intrication, il présente ’avantage d’étre un diagnostic informationnel. Il est
donc agnostique quant a la nature des constituants du systéme. En outre il sonde
spécifiquement des propriétés universelles au sens de la théorie des matrices aléa-
toires, c’est-a-dire que la aussi il permet d’ignorer délibérément les détails physiques

microscopiques.

Dynamique des systémes chaotiques génériques

Le fait d’utiliser la statistique du spectre d’intrication comme un diagnostic de
la dynamique quantique vient d’abord du travail pionnier de Chamon et al. [73].
Essentiellement ils montrent qu’avec cette approche il est possible de distinguer
différents types de dynamiques unitaires (non-hamiltoniennes), plus précisement
celles qui sont réversibles de celles qui ne le sont pas (en posant une certaine définition
de lirréversibilité sur laquelle nous ne nous étendrons pas). Ce travail a ensuite été
étendu en montrant que 'ESS peut étre utilisé comme une signature de 'universalité
du calcul quantique. Il est ainsi possible de discriminer si un circuit aléatoire est
construit a partir d'un ensemble de portes universel ou Clifford [76] [77], ou bien la
densité de mesures projectives nécessaire pour induire une transition de phase entre

ces deux régimes [78].

Dans [63] les auteurs démontrent analytiquement que si on soumet un état initial
arbitraire a une dynamique unitaire ergodique, c’est-a-dire universelle, alors dans
la limite du temps long I’état de n'importe quel sous-systéeme est presque totalement
mixé. De plus les fluctuations de la matrice densité associée sont décrites par ’en-
semble de matrices aléatoires gaussien unitaire (GUE). Ce résultat analytique a
été confirmé numériquement et approfondi dans plusieurs travaux [79] [80], [81] et
particulierement dans [62]. Les auteurs étudient la dynamique de trempe a partir
d’un état produit pour un circuit aléatoire unitaire d'une part et un systéme complete-
ment chaotique d’autre part (modéle d’Ising en champ transverse et longitudinal). Ils
identifient 3 phases distinctes au cours de I'évolution du spectre d’intrication, avec 3
échelles de temps :

e lere phase [{o,t(),,;] : elle survient aux temps tres courts, ¢ ~ o(1), et finit
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FIGURE 4.2 — Comportement statistique du spectre d’intrication 4 mi-chaine aux temps
courts, pour un hamiltonien chaotique (H) et un circuit aléatoire unitaire (R) & L = 16 qubits.
(a) Densité spectrale moyenne aux temps courts qui converge vers une forme universelle en
1/f (pointillés) apres t7¢c. (b) Saturation précoce du rapport d’espacement moyen a la valeur
pour GUE signalant I'apparition de la répulsion dans le spectre, indépendemment de la taille
du systeme. (¢) Largeur de bande du spectre d’intrication montrant un pic qui sépare la
dispersion initiale de la phase de compression. (d) Croissance de ’entropie d’intrication aux
temps courts, avec une phase initiale linéaire (figure tirée de [62]).

avec 'apparition de répulsion (saturation de (r) — (r)qug). Le comportement
de (r) est indépendant de la taille du systéeme et des sous-systémes, et des
détails de la dynamique (méme comportement pour le systéme physique et le
circuit). En conséquence cette randomisation au ler ordre est donc universelle,
comme le temps caractéristique associé : .y, = 5. Cette phase a lieu en
méme temps que 'entropie d’intrication croit linéairement.

e 2éme phase (¢, tLc] : elle finit au moment ot le cone de lumiere atteint
les bords du systeme, ou le rang y de la matrice densité sature, et ot S termine
sa phase balistique. Sur tout cet intervalle la densité d’états présente une

forme universelle 1/f. Cela signifie que la théorie des matrices aléatoires ne
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décrit que la structure statistique locale de I'ES. Le temps caractéristique ¢7,¢
dépend de la taille du systeme : ¢7,c = L/2.

e 3eme phase [i7,c,t 01451 : elle finit par la saturation de I'intrication a la va-
leur Spyge a treiax. ~ O(L) [65]. Durant cet intervalle le spectre d’intrication
se “comprime” jusqu’a ce que la densité d’états atteigne Marchenko-Pastur,
1/f — Pyp. Le facteur de forme spectral sature, ce qui indique que le compor-
tement purement GUE est atteint a ¢,.;4... La théorie des matrices aléatoires

décrit la statistique globale.

Notons ainsi que, jusqu’a ¢7,c de nouvelles valeurs continuent de s’ajouter au spectre
d’intrication. Ses valeurs se dispersent comme le montre le croissance de la largeur
de bande d’intrication. Apreés ¢7,¢c plus aucune nouvelle valeur ne se rajoute, ce sont
plutot les valeurs existantes qui se réorganisent pour tendre vers une distribution plus
uniforme. La largeur de bande diminue, c’est la compression du spectre d’intrication.
Par ailleurs les phases 2 et 3 ne sont pas invariantes vis-a-vis de la taille du systeme
et des sous-systemes. Leur durée peut donc s’étirer plus ou moins. Enfin on observe
que ce comportement est absent dans la limite intégrable (pour le modele physique
d’Ising). La densité d’états est un fonction delta a tout instant, ce qui implique que la

répulsion n’apparait jamais.
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FIGURE 4.3 — Comportement au temps long pour un hamiltonien chaotique (L = 16 qubits).
(a) Croissance de I'entropie d’intrication et saturation a la valeur de Page a t = 30. (b)
Saturation du facteur de forme spectrale dans sa forme universelle a ¢ = 30 signalant un
comportement pleinement de type matrice aléatoire (figure tirée de [62]).
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Ces résultats suggerent que la distribution GOE/GUE du spectre est ce vers quoi
la dynamique devrait converger asymptotiquement pour les systémes complétement
chaotiques. En conséquence on introduit une mesure de la distance entre la distribu-
tion des rapports au cours de I’évolution et cette distribution pour le cas complétement
aléatoire (GOE), entropie relative ? [82]

Di
PGOE,i

Dgi[P(r)|Pgog(r)]= Zpi In (4.5)
i

Elle vaut 0 lorsque les deux distributions coincident et a l'inverse tend vers co a

mesure qu’elles divergent 'une de 'autre. C’est donc une mesure (inverse) du degré

de randomisation de 1’état du sous-systeme.

2. Classiquement on ’appelle aussi divergence de Kullback-Leibler.



Chapitre 5

Blocage de Rydberg & modele PXP

Ces dernieres années de grandes avancées ont été accomplies dans la manipula-
tion et le controle individuel d’atomes froids, neutres ou ionisés. Cela ouvre la voie a
la réalisation de simulateurs quantiques analogues. Des systémes quantiques pour
lesquels la géométrie, I’état individuel des atomes et leurs interactions locales peuvent
étre précisément ajustés de maniere a pouvoir réaliser un systéme physiquement
équivalent a certains systemes quantiques complexes naturels. Lavantage principal
de ces dispositifs est la possibilité d’investiguer des observables et des régimes inac-
cessibles avec les systémes naturels. Les applications attendues vont de la matiere

condensée a la physique des hautes énergies en passant par la chimie.

Chaine d’atomes de Rydberg — Le systéme physique qui nous intéresse a été
réalisé expérimentalement dans un tel simulateur en 2017 par ’équipe de Lukin a
Harvard [83]. Il s’agit d’'une chaine a 1 dimension composée d’atomes dit de Rydberg.
Un état de Rydberg est un état dans lequel I'électron externe d'un atome est excité dans
un niveau d’énergie tres élevé. Il est alors tres éloigné du reste du cortege électronique,
ce qui cause l'apparition d'un dipdle électrique. Combiné a 1’état fondamental on

obtient, avec une trés bonne approximation, un systéme effectif & deux niveaux.

Chaque atome peut ensuite étre piégé dans un réseau optique pour former un
chaine réguliére, et piloté individuellement a 'aide d’excitations lasers adéquatement

ajustées. Ce systeme est décrit par ’hamiltonien effectif suivant :

Qi L] L] L]
‘%:Z?Xi_ZAiPi-’_ZViJ'Pin (5.1)
i i

i<j

42
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en unités de 7. Le premier terme décrit la transition de ’atome i entre I'état fondamen-
tal |o) et I’état de Rydberg |¢) (matrice de Pauli X '), pilotée par un signal résonant &
la fréquence ;. Ce signal peut étre mis hors-résonance en créant a l'aide de lasers un
désaccord A; suffisant avec I’état excité, A; > Q; (deuxiéme terme). P° = |o) (o| désigne
le projecteur sur 1’état de Rydberg. Enfin les atomes peuvent interagir deux-a-deux
par interaction dipolaire de type Van der Waals §’ils sont simultanément dans 1’état
de Rydberg (troisieme terme). V;; = C/r?j est 'intensité de l'interaction a la distance
rij, C >0 est une constante appelée coefficient de Van Der Waals. La magnitude de
I'interaction V;; est ajustée soit en changeant la distance entre les atomes soit en les

couplant a différents états de Rydberg.

1,013 nm Vi 420 nm

FIGURE 5.1 — Schéma du dispositif expérimental d’atomes piégés utilisé pour implémenter
la chaine avec blocage de Rydberg. [83]

Régime du blocage de Rydberg — On se concentre sur le régime de couplage
cohérent et homogene, c’est-a-dire pour lequel V; ;.1 > Q> A et avec [Q2;| = Q et
A; = A, respectivement. Dans ce régime les interactions avec les premiers voisins sont
contraintes de sorte que deux atomes voisins ne peuvent étre excités simultanément,
c’est le blocage de Rydberg. De plus les interactions au-dela des premiers voisins sont

négligeables. Dans cette limite 'hamiltonien peut étre approximé par

o Q [ [e]
Ho=Y P} (5Xi-AP))P}, (5.2)
l

avec P° = |o) (o] le projecteur sur I'état fondamental. Le blocage de Rydberg est contenu
dans le fait que P;P; , =0.

i+1

C’est dans ce régime qu’a été observé en 2017 par Bernien et al. [83] le phénomeéne

1. On reprend la notation de [Turner et al.], c’est-a-dire qu’on utilise la base {|e),|o)} ce qui donne
X =|o)(e|+]e) (o] et Z =]e)(e| —]0)(o].
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de cicatrices quantiques a N-corps. En initialisant le systéeme dans un état antifer-
romagnétique, c’est-a-dire un simple état produit alterné |[oeoe...), on observe une
réapparition périodique de ce motif pendant un temps anormalement long (Fig. 5.2).
Cette mémoire remarquable de I’état initial est associée a des oscillations de ’entropie
d’intrication et des fonctions de corrélations locales caractérisées par un amortissent
beaucoup plus lent que 1’échelle de temps de relaxation locale 1/Q2 attendue. Ce main-
tien de la cohérence pendant un temps particulierement long pour certains états
initiaux particuliers rappelle fortement le phénomeéne de cicatrice quantique a 1

particule observé dans certains modeles de billard quantique [84].
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FIGURE 5.2 — (en haut) Etat moyen de chacun des atomes de la chaine au cours du temps.
La partie a gauche de la fleche bleue correspond 2 la préparation de 'état |Zo) initial. A la
suite on distingue les oscillations caractéristiques des cicatrices quantiques (fleches vertes).
(en bas) Illustrations de l'oscillations des observables a plusieurs corps avec la densité de
murs de domaines au cours du temps, modélisation (MPS) v.s. mesures (figure tirée de [83]).

Modele PXP. — Puisqu’on va explorer la physique de ce systeme avec les outils
de 'information quantique, on choisit a partir de maintenant de parler de qubits au
lieu d’atomes de Rydberg. Dans le cas résonant idéal ou A =0, le systéme peut étre

approximé par un modele effectif simple, le modele "PXP",

L
Hpxp=) Pi1XiPi:1 (5.3)
i=1



45

Par soucis de simplicité on note P; = P; le projecteur sur I'état fondamental. L'énergie
d’interaction est normalisée a 1 (unités (/2)~1) et L désigne le nombre de sites. Ce
modele possede plusieurs symétries notables. Une symétrie d’inversion spatiale qui
associe le site j au site L — j + 1, une symétrie de reflexion spectrale dans son spectre
d’énergie qui fait que tout état propre d’énergie E > 0 posséde un partenaire d’énergie

—E, et une symétrie particule-trou.

Dans le cas ot 'on considére des conditions aux bords ouvertes, cela se traduit par
P;—o=Pi-n+1=1. Au contraire si on considere des conditions aux bords périodiques,
le site N + 1 est équivalent au site 1, et le modele PXP acquiert une symétrie par
translation [61].

oo@oo

(a)

FIGURE 5.3 — (a) Le terme local a 3 qubits PXP doit étre compris comme un bit-flip
conditionné par I’état des qubits adjacents. (b) Graphe du sous-espace dynamique émergent
a partir de I’état Zo pour 6 qubits. Il peut étre construit par application successives du
hamiltonien PXP sur cet état (figure tirée de [61]).

Espace d’Hilbert fragmenté et dynamique contrainte — Chaque terme PXP décrit
le blocage de Rydberg comme une interaction locale contrainte entre le qubit i et
ses deux plus proches voisins. Du point de vue de la dynamique cela signifie que le
qubit i subit un bit-flip conditionnellement au fait que les deux qubits voisins soient
dans leur état fondamental (Fig. 5.3a). La 1ére conséquence est que la formation ou
la disparition de motifs de n = 2 excitations adjacentes ---ee--- est impossible. On
appelle ces motifs murs de domaine. Par exemple la transition coo < oeo est autorisée,
alors que ooe «— oee est interdite. La 2éme conséquence est que le transport d'un mur
de domaine le long de la chaine est bloqué. Par exemple o e e0 — 0o ee est interdit. En
résumé ces interactions contraintes ont pour effet dynamique de conserver et figer une

configuration de murs de domaines donnée. Cela conduit a la fragmentation de I'espace
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de Hilbert en secteurs correspondant chacun a une certaine configuration de murs de
domaine, c’est-a-dire une certaine nombre de murs de tailles n variables a des positions
fixées). Par exemple {1 murn =2 au sitei = 1; 3murs n = 3 aux sitesi =5,10,16} est

une configuration qui définit un secteur. Il existe aussi un secteur sans-mur.

Ce secteur sans-mur est le secteur de plus grande dimension, elle est en fait
exponentiellement grande avec la taille du systéme. On peut le calculer en raisonnant
par récurrence. Imaginons une chaine de L sites (L impair). Tous les états respectant
la contrainte "sans-mur" peuvent étre construits a partir des états sans-mur pour
L -1 et L -2 sites. Il suffit en effet de rajouter a une extrémité (par exemple a gauche)
soit le motif o sur les états a L — 1 sites, soit le motif eo sur les états a L — 2 sites. Le
nombre total d’états est donc la somme de la dimension des secteurs sans-mur pour
L—-1etL-2sites:

drp=dp-1+dp-g. (5.4)

Dans le cas ou L est pair on a que dy, = dy,—1 puisqu’il suffit de rajouter o a gauche.
Avec les conditions initiales dg = 1 et d1 = 2 on voit que la relation de récurrence 5.4
donne en fait les entiers de la suite de Fibonacci. Ces valeurs peuvent étre retrouvées
a l'aide du nombre d’or ¢ = (1+v/5)/2 :

(pL-I-l _ (1 _ (/))L+1

dr = . 5.5
L N (5.5)

La dimension des autres secteurs (avec murs) varie avec la densité de murs.
Plus une configuration est dense en murs de domaine, plus la dimension du secteur
correspondant est petite. En effet le nombre d’états autorisées dans un secteur dépend
uniquement du nombre de qubits libres restant entre les murs de domaine. Avec la
contrainte qu’entre deux murs ’'absence de murs doit aussi étre préservée. De plus les
qubits en contact avec les murs sont aussi figés. Ces régions entre deux murs forment
alors des sous-secteurs sans-mur déconnectés les uns des autres. Le nombre d’états

dans un secteur est donc le produit du nombre d’états dans chacun d’eux.

Du point de vue de ’évolution, I’état initial fixe le(s) secteur(s) impliqué(s) dans la
dynamique. Si c’est une unique chaine de bits alors un seul secteur est sélectionné,
si c’est une superposition de chaine de bits alors la dynamique peut avoir lieu dans

plusieurs secteurs. Prenons le cas d’'une unique chaine de bits. Dans ce cas ou elle
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contient des murs de domaine alors la dynamique est fragmentée dans des sous-
secteurs sans-mur déconnectés (voir Fig. 5.4). Si elle n’en contient pas, ce qui est le cas
par exemple de I'état [Zg) =|oeoe...), alors 'évolution a lieu sur tous les qubits mais
reste restreinte au secteur sans-mur, elle n’est pas fragmentée. On peut donc toujours

se ramener au secteur sans-mur pour comprendre cette dynamique contrainte.

A partir d’un état produit initial |1,U0> donné on peut facilement construire le
secteur dans lequel la dynamique est contrainte en appliquant de facon répétée
I’hamiltonien Hpxp sur |u/0>. De cette facon on génere toutes les chaines de bits
autorisées dans le secteur. Cette construction peut étre comprise a partir du dé-
veloppement de Taylor de I'opérateur d’évolution en puissances du hamiltonien :
U=e "t =1 jHt+ H?t2/2 - iH3t3/3! + .... Les états générés a chaque fois que H est
appliqué peuvent étre identifiés aux sommets d'un graphe ou les arétes représentent

1 unique bit-flip. Lhamiltonien est la matrice d’adjacence de ce graphe (voir Fig. 5.3).

SETEL L LAy

FIGURE 5.4 — La dynamique contrainte du modéle PXP (représenté sous forme de circuit)
est tres dépendante de I’état initial. Cette dynamique est gelée (portes blanches) sur les qubits
(en violet) pour lesquels le motif initial est conservé par les contraintes. La dynamique se
fragmente donc entre des régions déconnectées du systéme impliquant un nombre réduit de
qubits (portes vertes). Cela donne naissance a des secteurs dynamiques émergents.

Non-intégrabilité & Statistique du spectre d’énergie — Le nombre d’états propres
atypiques d’intrication faible dans ’hamiltonien du modéle PXP dépend linéairement
de la taille du systéme, alors que 1’espace d’Hilbert croit exponentiellement. Ainsi

dans la limite thermodynamique (N > 1), ce sous-ensemble d’états propres spéciaux
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FIGURE 5.5 — La statistique du spectre d’énergie suggére que le modele PXP est non-
intégrable (Wigner-Dyson) et donc chaotique (figure tirée de [61]).

est de mesure nulle. Autrement dit il constitue une fraction négligeable du spectre.

Comme le suggere la répulsion des niveaux dans la statistique du spectre d’énergie
il semble que le modeéle PXP soit non-intégrable chaotique dans la limite thermody-
namique [61]. Ce diagnostic est supposé indiquer que la dynamique est ergodique
quelque soit ’état initial. C’est-a-dire qu’elle meéne rapidement vers un état station-
naire sans mémoire de I’état initial qui couvre la totalité de I'espace de Hilbert et
exhibe une entropie d’intrication en loi de volume (entropie de Page). Le modele est
donc un exemple de systeme physique ou ce diagnostic échoue. La croissance balis-
tique de I’entropie d’intrication est aussi supposée étre la marque d’'une dynamique
chaotique générique, néanmoins la pente observée est significativement plus faible
que dans les systemes génériques [61]. Pour toutes ces raisons on parle de brisure
faible de lergodicité par le modele PXP ("faible" car le sous-ensemble d’états propres
anormaux est de taille négligeable). Pour finir, on note que I'état |Z9) possede une
distribution inhabituelle dans la base des énergies, il est dispersé sur un petit nombre
d’états propres répartis dans tout le spectre. Comme mentionné dans la section 3.4,
il semble qu’'un état initial avec de telles propriétés ne favorise pas une convergence

rapide vers I’équilibre.

Conséquences sur l'intrication spatiale — Puisqu’en général ’espace de Hilbert du
modele PXP est restreint on s’attend a ce que l'intrication maximale, pour une bipar-
tition égale, soit plus faible que I'intrication maximale pour un systéme générique.

Il n’existe pas a notre connaissance de formule analytique exacte pour I'intrication
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typique dans le modele PXP. Néanmoins dans [85] ils dérivent une formule de l'intri-
cation maximale a mi-chaine pour une chaine de qubit avec une contrainte de type
blocage de Rydberg (PXP) a la frontiere de la bipartition :

¢o+1

L 1
Shioct. = 5 og(#) +log(9 +2) - £ log (7

¢

) (5.6)

Néanmoins ils ne tiennent pas compte de I’effet des contraintes dans le volume de

chacune des parties de la chaine.
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Résultats
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Chapitre 6

Chaos non-générique dans le modele
PXP

6.1 Introduction

De précédents travaux montrent que le modele PXP génére une dynamique inhabi-
tuelle lorsqu’on I'initialise dans I’état |Zs). En particulier la croissance anormalement
lente de I'entropie d’intrication au cours du temps indique une dynamique différente
de celle des systemes chaotiques génériques. On sait qu’a cause des interactions lo-
cales contraintes PXP la dynamique est restreinte a un petit sous-espace de 'espace
de Hilbert, de taille ~ (/)L (voir chapitre 5). Néanmoins cela ne suffit pas a expliquer sa
lenteur. D’autres mécanismes plus subtils la sous-tendent, difficiles a interpréter (c’est

ce que suggere aussi I'observation des cicatrices quantiques multicorps) [83] [61].

Jusqu’a maintenant cette dynamique n’a été simulée que pour des temps courts
c’est-a-dire ¢ < 20. On ne sait donc que peu de choses sur le comportement aux temps

longs. De nombreuses questions restent sans réponses.

Nous choisissons d’étudier cette dynamique a travers le prisme de I'intrication.
Plus précisément, inspiré par le travail de Chang et al. [62] sur les systemes chaotiques
génériques mais aussi par de précédent travaux par Chamon et al. [73], on utilise la

statistique du spectre d’intrication comme un outil pour caractériser la dynamique

51
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quantique au-dela de I'entropie d’intrication. Cela nous permet d’aborder les questions
suivantes :

e La dynamique s’équilibre-t-elle ? A priori on ne s’attend pas a ce que le systéeme
thermalise puisque I'espace de Hilbert ne peut étre exploré totalement. Par
contre la question de la survenue de 1’équilibration est ouverte. En particulier,
si on prend I'entropie d’intrication comme marqueur de la dynamique, a quelle
valeur et a quelle échelle de temps sature-t-elle?

e Quel genre d’état obtient-on au temps long ? En particulier a quel point est-il
typique ? Quelle est sa structure d’intrication au-dela de ’entropie du point de
vue de la statistique du spectre d’intrication ? Autrement dit a quel point les
sous-systémes sont-ils randomisés? A quelle échelle de temps acquiert-il sa
forme asymptotique ?

o Plus généralement, cette dynamique est-elle un phénoméne isolé ou une nouvelle
classe de dynamique quantique ?

Pour cela on souhaiterait savoir si, en paralléle de la croissance de ’entropie, il
g’établit une structure universelle particuliere du spectre d’intrication. On utilise donc
les outils issus de la théorie des matrices aléatoires au spectre de la matrice densité
réduite associée a une demie chaine. Cette partition est pertinente car (i) ’'entropie
d’intrication a mi-chaine est un marqueur tres répandu pour suivre la dynamique
des systemes quantiques, et surtout (ii) on maximise le nombre de degré de libertés

impliqués ce qui devrait garantir une meilleur statistique.

6.2 Méthodes

La simulation de la dynamique repose sur I'algorithme TEBD (voir Appendice
A.1). A chaque pas de temps l'état du systéme est représenté sous forme d’un état
produit de matrices (MPS), a partir duquel il est aisé d’extraire le spectre d’intrication.
L'opérateur d’évolution unitaire pour 1 pas de temps est décomposé en un produit
de petits opérateurs unitaires locaux par trotterisation. Avec cette méthode il est
plus simple de choisir des conditions aux bords ouvertes. Les termes aux bords sont
P1XyP3 et P;,_9X1_1Py1. Bien que cela implique de briser la symétrie de translation
(on a alors 4 choix d’états "quasi-|Z3)" selon le motif conservé aux bords), la physique

dans le volume n’est pas significativement différente du cas périodique si L est assez
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grand. De plus on remarque qu’en choisissant comme motif aux bords |1...1) on peut
simuler la dynamique de n + 1 qubits avec n qubits (impair). On prend donc comme
état initial |Z9) =[101...01).

En utilisant cet méthode on est capable de simuler la dynamique d’'une chaine
contrainte contenant jusqu’a L = 35 qubits. Les simulations ont été réalisées sans
tronquer le spectre pour étre certain d’obtenir une statistique non biaisée. De plus on
a cherché a atteindre des temps extrémement longs ¢ ~ 1800, de facon a se rapprocher
autant que possible d’'un éventuel régime d’équilibration de I'entropie d’intrication.
Bien que l'on atteigne des dimensions de lien de 'ordre de y = 2584, ce n’est pas la
mémoire qui est le facteur limitant (ce qui s’explique par la structure en réseau de
tenseurs) mais le temps de calcul. La précision de la simulation TEBD a des temps si
longs est assurée par un pas de temps tres petit 6¢ = 0.01. La convergence aux temps
longs est vérifiée par comparaison avec une méthode de diagonalisation exacte sur un
nombre croissant de qubits. Cette méthode a été développée spécifiquement pour le
modele PXP et optimisée en diagonalisant directement 'hamiltonien projeté dans le
secteur sans-mur (on 'appellera parfois sous-espace déconnecté). On vérifie ainsi qu’en
I’absence de troncation la précision de I'algorithme TEBD dépend essentiellement de

la taille du pas de temps mais tres peu de la taille du systéeme.

6.3 Entropie d’intrication aux temps longs

a0 Bipartite Entanglement Entropy - PYP (30gb)

3.5

3.0

2.5

151

1.0

0.5 -

0.0

o 2 4 6 & 10 12 14

time
FIGURE 6.1 — Reproduction avec I’algorithme TEBD du résultat de [61] montrant 'entropie
d’intrication au temps courts a partir des états initiaux |Zg), |Z2), |Z3), |Z4) avec des conditions
aux bords ouvertes pour 30 qubits.
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Avant toute chose on veut vérifier la justesse de I'algorithme d’évolution temporelle
TEBD. A la figure 6.1 on reproduit les résultats trouvés par Turner et al. [61] pour le
modele PXP. On calcule la croissance de I’entropie d’intrication lors d'une trempe a

partir de 4 états produits initiaux qui different par leur périodicité :

1Z0) = looo0--") 6.1)
1Z5) =loeoe--") 6.2)
|Z3) =looeoos--) (6.3)
|Z4) =loooeoo0s--) (6.4)

Les résultats originaux ont été obtenus a partir de la méthode iTEBD qui a
Pavantage de modéliser I’évolution du systéme dans la limite thermodynamique
(L — o00) avec un colit relativement faible . Néanmoins 4 mesure que 'on augmente
la durée de I’évolution la dimension de lien augmente exponentiellement ce qui ne
permet pas d’atteindre des temps longs sans une approximation préjudiciable. Cela
explique en partie pourquoi les études théoriques n’ont pas exploré des temps plus
longs %. C’est aussi la raison pour laquelle nos résultats ont été produits a I'aide de la
méthode TEBD sur une chaine de taille finie avec des conditions aux bords ouvertes.
Méme pour des temps tres longs la dimension de I'indice de lien finit par saturer a
une valeur controlable car dépendante de L (au plus y = d%/2). Il est donc plus aisé de
simuler I’évolution pendant des temps tres longs. Par ailleurs, la modélisation d’'un
systeme de taille finie reproduit plus fidéelement le comportement que I'on observerait
dans des expériences avec atomes de Rydberg. Le code de I'algorithme TEBD a été
construit a partir de zéro.

Finalement, bien que les méthodes utilisées soient un peu différentes, la concordance
entre les deux est assurée par le fait qu’'on ait simulé un grand nombre de qubits. Les
effets de bords sont ainsi minimisés et les prédictions physiques a I'intérieur de la
chaine sont quasiment équivalentes. On constate ainsi une excellente adéquation entre

les deux tracés de I’entropie d’intrication bipartite au cours du temps au milieu de la

1. Pour un nombre L = oo de sites I’algorithme iTEBD a un coup computationnel en espace de
0(d?y?) et en temps de G(d?> y?), alors que pour L sites (fini) TEBD a un coup computationnel en espace
de G(Ldy?) et en temps de G(Ld?y?) (ou1 d est la dimension de I'indice physique et y la dimension de
Iindice de lien - voir Annexe A.1)

2. Lautre raison étant que ces études se concentraient essentiellement sur le phénomeéne de
cicatrices quantiques qui survient a des temps relativement courts.
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chaine. On est capable de retrouver la croissance globalement linéaire caractéristique
de I’entropie aux temps courts ainsi que les oscillations spécifiques a ce modele dies

aux cicatrices quantiques.

11.63

A e

V) 6.06

L=29 — Page
T L=31 T~ état aléatoire
14 - L=33 S(t=1800)

T T T T T T T T
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800
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FIGURE 6.2 — Croissance de ’entropie d’intrication dans le temps pour L =29,31,33et35
qubits a partir de I’état |Z). L'entropie typique de Page (gris plein), 'entropie d’un état pur
aléatoire dans le sous-espace sans-mur (pointillé noir), et 1a valeur de S(¢) a ¢ = 1800 (pointillé
gris) sont données pour 35 qubits.

On simule ensuite la dynamique de trempe initialisée dans I’état |Zo) pour 4 tailles
de systemes jusqu’a L = 35 qubits (voir Fig. 6.2). On calcule I'entropie d’intrication au
cours du temps a mi-chaine (L étant impair, on pose que la longueur de la partie de
gauche (A) est la plus petite : Ly =Lg—1=|L/2]).

Notre simulation montre que ’entropie d’intrication croit extrémement lentement
comparé aux systéemes génériques ou aux circuits aléatoires pour lesquels on a un

temps de relaxation t,.74, ~ O(L).

Aux temps courts on observe la croissance linéaire attendue pour les systemes
avec interactions locales, la phase balistique. La pente est indépendante de la taille
du systeme. Pour les systéemes génériques et les circuits aléatoires (de Haar) cette
phase est supposée durer jusqu'a t7,c = L /2 ~ O(L), et correspond au temps mis par
le cone de lumiere d’intrication pour rejoindre les bords du systéeme [62]. C’est la
délocalisation progressive de I'information initialement localisée sur chaque qubit par
Paction des interactions locales. Dans le cas du modele PXP la phase balistique dure

plus longtemps mais reste de 'ordre de la taille du systéme, t1.c pxp) ~ G(L). A cela
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se superposent aussi les oscillations de courtes période typiques du phénomeéne de
"cicatrice quantique". On voit a la figure 6.4(a) qu’elles se poursuivent bien apres la

phase de croissance balistique.

Aux temps intermédiaires I’entropie continue a croitre mais encore plus lentement.
On observe en particulier des fluctuations de faible amplitude et de longue période
(At ~ 150), inexistante dans les systémes chaotiques génériques, et qui ont tendance a

s’amortir aux temps longs ¢ ~ 1500.

Comme le montre la Fig. 6.2, méme a des temps tres longs (¢ = 1800) on ne peut
pas affirmer clairement 'existence d'une valeur d’équilibre pour 'entropie d’intrication
(le temps de calcul trés important, de 'ordre de 2160 heures, soit ~ 90 jours, est le
facteur limitant). Pour prouver I’équilibration il faudrait atteindre un temps tel que
la phase ou I'entropie est a I’équilibre soit plus longue la phase hors-équilibre initiale.

On peut estimer que cela requiérerait un temps de simulation ~ 5x plus long!

Néanmoins le comportement au temps long semble s’amortir, ce qui suggere
Pexistence d’'une valeur asymptotique d’équilibre. Si on regarde S(¢) pour 35 qubits,
cette valeur semble tres inférieure a ’entropie de Page correspondante, méme si 'on
tient compte des corrections pour une chaine contrainte, Sp,g. corrigée. Cela laisse
penser que la croissance de l'intrication dans le modele PXP est incomplete a ¢ — oo.
C’est cohérent avec le fait que la dynamique est piégée dans un petit sous-espace et

que tous les degrés de libertés ne soient pas accessibles.

On calcule aussi 'entropie d’intrication en fonction de la taille des sous-systémes
( Fig. 6.3) a différents instants. Comme attendu pour un systéme avec des interac-
tions locales et des conditions aux limites périodiques on voit ’établissement d’une
courbe avec une forme quasi-pyramidale typique : la courbe de Page. Néanmoins, a la
différence d'un systéeme chaotique générique, on constate que 1’évolution contrainte
générée par le modele PXP conduit a des valeurs d’entropie plus faibles, quelque soit
la taille du sous-systeme. Cela conduit a une courbe de Page significativement plus

aplatie.
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FIGURE 6.3 — Entropie d’intrication le long de la chaine en fonction de la taille des sous-
systemes, a différents instants au cours de I'évolution (35 qubits). On voit I’apparition d'une
courbe de type Page en "pyramide aplatie" qui sature bien avant la courbe de Page théorique
typique (pointillés).

6.4 Apparition d’un comportement universel

On se concentre ensuite sur la statistique du spectre d’intrication pour la méme
bipartition a mi-chaine. Pour évaluer plus aisément 'apparition d'un comportement
universel on commence par tracer le ler moment de la distribution des rapports
d’espacements adjacent : le rapport moyen des espacements adjacents (7). Cette
quantité est sensible uniquement a la répulsion entre les valeurs adjacentes du
spectre. A la figure 6.4(c) on voit que (F) sature trés rapidement a une valeur proche
de la valeur théorique pour GOE (#)qor = 0.56359. L'approche vers le comportement
de type matrice aléatoire se fait en un temps ¢, ~ 0(10), ce qui est deux fois plus
long que le temps observé dans [62]. Néanmoins il est bien indépendent de la taille
du systeme. L'entropie relative a GOE, Dk [P(r)|GOE], qui est une mesure de la

distance entre ces deux distributions, confirme ce comportement ( Fig. 6.4(d)).

De plus on trace le rang y de la matrice densité réduite ( Fig. 6.4(b)). Il donne le
nombre de degrés de liberté d’intrication, c’est-a-dire la dimension effective de I'espace
de Hilbert du sous-systeme dans le temps. Partant d’'un état initial non-intriqué,
le rang a ¢ = 0 est nul. Il croit ensuite rapidement, puis sature a un temps ¢, qui

dépend de la taille du systeme. Durant cette phase initiale les interactions locales
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FIGURE 6.4 — Comportement aux temps courts. (a), (b) et (c) montrent des quantités perti-
nentes aux temps courts (¢ < 80) pour 29, 31, 33 et 35 qubits. (d) pour 35 qubits seulement.
(a) Entropie d’intrication de la demi-chaine aux temps courts. La phase balistique initiale
est linéaire (fit en pointillés) et dure un temps t7,c ~ O(L). S’y superposent les oscillations de
cicatrice quantique de courte période. (b) Croissance du rang de la matrice densité réduite.
dézzu% = 2584 est la dimension du sous-espace sans-mur (SM) évaluée par eq. 5.5 et vérifiée
par comptage pour 35 qubits. (¢) Rapport d’espacement moyen en fonction du temps. Une
moyenne glissante a été appliquée (intervalle = 500 points). Les zones ombragées représentent
Perreur standard sur la moyenne pour chacune des courbes. (d) Entropie relative a GOE pour
35 qubits.

créent rapidement un grand nombre de degrés de liberté d’intrication entre les moitiés
gauche et droite du systéme. On note que le rang auquel la matrice densité sature est
tres inférieur a celui que I'on aurait pour un systéme générique équivalent ou méme
pour une demi-chaine avec contrainte [85] (ysqz. < (,bL/ 2 « 2L2) Par contre il est bien
égale a la dimension du sous-espace sans-mur que l'on peut évaluer numériquement

en comptant les configurations de bits qui satisfont les contraintes locales PXP a
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partir de 'état |Z2) (xsqr. = dspr). La matrice densité réduite n’atteint donc jamais son
rang maximal mais explore entiérement le sous-espace accessible. Cela suggere que
si une valeur d’équilibre existe pour 'entropie (a des temps hors de portée de notre
simulation), elle correspondrait a I’entropie moyenne d’un état aléatoire pris dans ce

sous-espace sans-mur ( Fig. 6.2).

Par ailleurs, on voit aussi que, pour les tailles de systemes considérées, ¢, est
toujours supérieur a ¢,,,. En outre, on voit ( Fig. 6.4(a)) que 'apparition de la
répulsion se fait bien avant la fin de la phase de croissance balistique (linéaire) de
I'entropie d’intrication (¢,,; = tLc Pxp)/4 pour 35 qubits). Cela montre quil y a
une premiére phase, avant ¢, durant laquelle les premiers degrés de liberté
d’intrication sont créés et rapidement exhibent de la répulsion. Elle est suivie d'une
deuxieme phase au cours de laquelle la dynamique randomise la matrice densité a
mesure que les derniers degrés de liberté d’intrication se rajoutent. Tout ceci a lieu
lors de la phase de croissance balistique de I’entropie d’intrication, c’est-a-dire avant
que le cone de lumiere ait supposément atteint les bords du systéeme et bien avant
que I'entropie n’approche une éventuelle valeur d’équilibre. Le fait que ’entropie
continue a grandir apres que le rang a saturé montre que les valeurs dans le spectre
continuent a se redistribuer parmi celles existantes. Cela se fait en conservant la
structure universelle. Néanmoins, alors que dans les systéemes génériques cela conduit
rapidement a un rétrécissement du spectre d’intrication autour de la distribution
uniforme donnant ’entropie typique quasi-maximale, dans le cas du modele PXP cela
se fait tres lentement. Cela suggere que la dynamique |Z2) du modele PXP implique un
mécanisme dynamique qui freine ce rétrécissement du spectre d’intrication. Se poser
la question de I'existence de I’équilibration revient alors & demander si ce mécanisme

pourrait empécher la convergence vers un spectre étroit.

Pour compléter I'information donnée par le rapport d’espacement moyen on trace
la distribution complete P(r), a différent instant autour de ¢, d’abord (voir Fig.
6.5), puis a un temps beaucoup plus long (voir Fig. 6.6). On peut voir clairement
Iétablissement d’une distribution de type Wigner-Dyson avec une répulsion claire
proche de ¢ ,, des que le nombre de valeur singuliere devient suffisant pour obtenir
une bonne statistique. Au temps long la distribution de Wigner-Dyson est maintenue.
Avec ce résultat on peut affirmer que la dynamique |Z2) du modele PXP randomise

Iétat des sous-systemes de telle maniere qu’ils exhibent rapidement un comportement
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FIGURE 6.5 — Distribution des rapports d’espacement moyen du spectre d’intrication a
différents instants ¢ = 8,12,14,20 au voisinage de ¢ (35 qubits). (1ere ligne) échelle linéaire,
(2éme ligne) échelle log-log.

de type matrice aléatoire. Contrairement aux systémes génériques cela se fait dans
un secteur de I'espace de Hilbert qui est fixé par I’état inital et par les interactions

contraintes du modeéle PXP.
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FIGURE 6.6 — Distribution des rapports d’espacement moyen du spectre d’intrication au
temps long ¢ = 948 (35 qubits).

Finissons sur une remarque concernant la thermalisation des sous-systémes. La
statistique des niveaux d’énergie suggere que le PXP thermalise (Wigner-Dyson).
Néanmoins 'état |Z9) dans la base des états propres de I’énergie n’est distribué que
sur une portion du spectre de mesure nulle, et cette superposition n’est pas concentré

dans une fenétre restreinte d’énergie; de ce fait on ne peut pas s’attendre a ce que
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I’état au temps long soit lui-méme concentré dans une fenétre d’énergie et donc exhibe
des propriétés thermodynamiques au niveau des sous-systémes. Notre étude vient
confirmer cela en montrant que (i) quand bien méme I’état a ¢ s’est randomisé ’entropie
d’intrication est loin de s’étre stabilisée ce qui suggere que les autres observables
non plus, (ii) de plus la dynamique ne produisant de mélange aléatoire que dans
un secteur restreint déconnecté (la matrice densité n’atteint pas son rang maximal),
I’entropie d’intrication ne peut pas atteindre sa valeur maximale qui, pour les systémes
chaotiques génériques, correspond a I’entropie thermodynamique des sous-systémes.
Il y a donc de fortes présomptions pour penser que méme si la dynamique |Z2) du
modele PXP venait a s’équilibrer I’état d’équilibre ne présente pas de comportement
thermodynamique pour les observables des sous-systemes. Ajoutons tout de méme
que le comportement de type matrice aléatoire des sous-systémes suggere qu’au temps
long la valeur moyenne des observables définies sur le secteur déconnecté pourrait

étre bien approximée par une moyenne d’ensemble sur ce sous-espace.



Conclusion

Nos résultats de simulation de la dynamique de trempe pour le modele PXP
confirment que l'intrication croit anormalement lentement a partir de I'état |Zo).
Toutes les phases de la croissance de I’entropie d’intrication sont beaucoup plus
longues que dans le cas d’'une dynamique chaotique générique : la phase balistique
initiale et surtout la phase intermédiaire qui précede I'équilibre dans les systémes
génériques. Aux temps longs le comportement suggere 'apparition d’'une saturation de
I’entropie, a une valeur tres inférieure a la valeur typique de Page pour une évolution
générique. Cependant I'intervalle de temps étudié n’est pas suffisant pour affirmer
avec certitude qu’il y a équilibration. Il est limité par la durée trés importante des
simulations. Une analyse de la dépendance en fonction de la taille du systéme pourrait

fournir un résultat plus robuste sans avoir a étendre le temps de simulation.

Plus important, nous avons ensuite investigué I'apparition d'un comportement
de type matrice aléatoire dans le spectre d’'intrication. Nous avons trouvé que la
répulsion commence a se manifester (saturation a (F)gog) trés toét, avant la fin de la
phase balistique de l'intrication (comme pour les systémes génériques), mais aussi
avant la saturation du rang de la matrice densité ce qui n’avait jamais été observé
(t ™ or < trank <trLc,pxp). Ainsi on voit que, bien que cela soit un peu plus lent que
dans les systemes chaotiques génériques, la dynamique du modele PXP randomise
trés rapidement les sous-systémes et les maintient randomisé alors que de nouvelles
valeurs continuent de se rajouter dans le spectre d’intrication. Nous avons observé
clairement la distribution de Wigner-Dyson ce qui signifie que la théorie des matrices

aléatoires décrit les corrélations locales dans le spectre d’intrication.

Enfin nous avons montré que la dynamique |Z9) est unique car, bien qu’elle

induise une randomisation des sous-systémes, cela survient dans un sous-espace de
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I’espace de Hilbert total. Cela se distingue donc clairement des systémes chaotiques
génériques. De plus ce résultat conforte 1'idée que s’il existe une valeur d’équilibre
pour 'entropie d’intrication elle devrait étre tres inférieure a la valeur typique de

Page.

D’un point de vue expérimental, la répulsion mesurée par la statistique du spectre
d’intrication est difficile a observer bien qu’en principe cela soit possible en réalisant la
tomographie de ’état évolué. Ce protocole est coliteux en mesures mais les simulations
montrent que le temps d’évolution a atteindre est accessible aux expériences avec
atomes de Rydberg actuelles, avec un nombre de qubits supérieur a celui atteint dans
les simulations [83]. Idéalement on voudrait trouver une quantité plus aisée 4 mesurer,
comme par exemple une fonction de corrélation temporelle sur des observables locales,
dont le comportement dépendrait des corrélations dans le spectre d’intrication. La

probabilité de survie pourrait étre un candidat a investiguer [55].

Par ailleurs il reste a explorer 'apparition éventuelle de corrélations longues
distances dans le spectre d’intrication en utilisant par exemple le facteur de forme
spectral. On pourrait alors trancher la question de 'apparition d'un comportement
pleinement de type matrice aléatoire, et voir a quel moment de la croissance de

Ientropie il survient.

Enfin la comparaison entre la croissance inhabituelle de 'entropie et la rando-
misation du spectre d’intrication dans le modele PXP suggere que ces deux sondes
sont plus indépendantes que ce que I'on pensait jusque-la. Comprendre - dans le cas
du modele PXP - a quels mécanismes microscopiques chacune est sensible pourrait
permettre par exemple de comprendre laquelle de ces deux sonde détermine essen-
tiellement le comportement des observables au temps long de ce type de systéeme

quantique inhabituel.



Annexe A

Matériel Supplémentaire

A.1 Méthode de réseaux de tenseurs pour I’évolu-
tion unitaire

La simulation des systemes quantiques a N-corps est une tache particuliérement
difficile. Cela tient essentiellement au fait que 'espace des états est exponentiellement
grand avec le nombre de constituants. Le colit en mémoire est rapidement tres élevé.
Le développement de méthodes numériques efficaces est donc crucial pour aller plus
loin dans notre compréhension de nouvelles phases quantiques de la matiere, de
nouvelles architectures de calcul quantique, ou bien de ce qui nous occupe ici c’est-a-
dire la dynamique des systémes a N corps.

Les méthodes basées sur les réseaux de tenseurs offrent des performances remar-
quables pour ce type de problemes. Elles sont tres variées. Néanmoins elles peuvent
toujours se réduire a au moins I'un des deux ingrédients suivants, ou une combinaison
des deux. D’un c6té la représentation en réseau de tenseurs des états quantiques. Elle
tire partie du fait que I'information contenue dans un état quantique est la plupart
du temps tres structurée. Cela se traduit par 'existence de corrélations quantiques.
L'état produit de matrices (MPS) est un exemple d’une telle représentation compressée.
De l'autre la représentation en réseau de tenseurs des opérateurs (hermitiens ou
unitaires). Elles s’appuient généralement sur les symétries du systéemes et la propriété
de localité des interactions. La décimation par bloc d’évolution temporelle (TEBD)
est un exemple de méthode qui permet de simuler 1’évolution d'un état sous forme
de MPS en décomposant 'opérateur d’évolution en un produit de petits opérateurs
d’évolution locaux.
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A.l.1 MPS

Un état produit de matrices est une représentation alternative d’'un ket |w>
[86]. Elle est particulierement utile pour les systémes a 1 dimension impliquant
de nombreux degrés de liberté, comme par exemple les systémes composés d’un
grand nombre de qubits. Pour construire une telle représentation on s’appuie sur 2
ingrédients : 'opération de remodelage basée sur la propriété de multilinéarité de
I’espace des états, ainsi que 'opération de décomposition aux valeurs singuliéres d'une
matrice (SVD).

Remodelage & multilinéarité — Considérons un systeme physique de grande
taille composé de plusieurs systemes simples (L qudits). Chacun d’eux posséde un
espace des états #; = C% de dimension d;. Lespace de Hilbert du systéme entier
S = F Q@ Ho® ... A7, est formé par leur produit tensoriel, et sera donc de dimension
d=dqixdgx...xdj. Cest-a-dire qu’il implique toutes les combinaisons possibles des
degrés de liberté locaux. Cette structure confere a tout état |w> de A la propriété
d’étre multilinéaire. Cela signifie que tout vecteur d’état (tenseur a 1 seul indice) peut
étre remodelé en un tenseur a k < L indices pourvu que le produit de leur dimension
respective corresponde a la dimension totale de I'espace des états du systeme.

Prenons un état |w> arbitraire, que 'on va noter v;. En notant |j;) la base locale
associée au site i on peut le décomposer dans la base locale produit tensoriel des L
sites : |w> =Y iir Wit jr 1T JL)- A partir de 14 on peut par exemple le remodeler
en un tenseur a 2 indices de telle maniére a partitionner le systéme en séparant le
ler site (le plus a gauche) des autres,

Vi — Viije.r (A.1)

.....

La dimension de I'espace de Hilbert est bien préservée : d1 xdgz . 1, =d. Cela peut étre
représenté de facon diagrammatique (voir Fig.A.1a).

Décomposition aux valeurs singuliéres & intrication — Considérons maintenant
une bipartition plus générale du systéeme, par exemple une bipartion gauche-droite. Il
se trouve qu’on peut toujours réécrire I'état |1//> dans une forme qui rend explicite la
relation entre les degrés de liberté de la partie gauche et de la partie droite. C’est la
décomposition de Schmidt :

ly) =Y Aqla)g®ladp (A.2)

Les |a)g (resp. |a)p) sont les degrés de libertés de la partie gauche (resp. de la
partie droite). Les coefficients {A,}, qui sont réels et positifs, constituent le spectre
d’intrication. Ils expriment le poids des corrélations quantiques entre les deux parties.
Cette représentation peut étre calculée effectivement en remodelant d’abord |w> en
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une matrice v, j,, puis en réalisant une décomposition aux valeurs singuliéres (SVD)
de cette matrice (voir Fig. A.1) :

Yioip = Z rlGlic o yP1p (A.3)

ou l'indice jg = j1...J; implique tous les degrés de libertés de la partie gauche, et jp =
Ji+1...jL de la partie droite. De cette facon on retrouve les coefﬁc1ents Aa , appelées
valeurs de Schmidt, ainsi que les degrés de liberté gauche |a)g = I‘a “1J1--JDg et
droite |a)p = Y[ 1ip |71+1.--JL)p- Lindice a est appelé indice de lien. Sa dimension
correspond au nombre de valeurs de Schmidt et informe sur le degré de corrélation
entre les deux parties.

Construire un MPS — On peut appliquer cette opération plusieurs fois pour com-
pletement décomposer |w> en un état produit de matrices. Pour cela on commence
par remodeler la fonction d’onde pour séparer les degrés de liberté du ler site (j1)
des L —1 autres. On réalise ensuite une SVD, ce qui fait apparaitre I'indice de lien
a1, puis on recontracte la matrice de valeurs singulieres avec la matrice singuliere
droite. La matrice résultante doit alors étre remodelée pour séparer le 2eéme site (j2)
des suivants. L'indice de lien a est fusionné avec I'indice physique jo. On peut alors
a nouveau appliquer une SVD et répéter le méme algorithme. A chaque itération
la matrice singuliére gauche I''™ est remodelée en un tenseur de rang 3 de facon a
faire réapparaitre I'indice physique j, (FEZZ] f i” — E{f}g " ). En répétant 'opération L — 1
fois on aboutit a une décomposition complete de }1//) en un réseau de tenseurs (voir
Fig.A.1b) !,

vy= ¥ % AT A T - A T A i) (A0

a1 aLaL+1 a/+|

Les matrices de valeurs singuliéres aux extrémités sont triviales A[H AEXLLE] =(1),et
sont rajoutées ad hoc pour des raisons pratiques lors de 11mplementat10n numérique
de la méthode. Par ailleurs puisque les valeurs singulieres A, constituent le spectre
d’intrication associé a une bipartition donnée, on peut interpréter le MPS comme une

représentation explicite de la structure d’intrication de 1’état |w>

Normalisation & formes canoniques — La forme du MPS a I'équation A.4 est
appelée forme canonique (Fig.A.1b). Comme dans la décomposition de Schmidt, cha-
cune des matrices A"! contient toute I'information sur la normalisation de I'état |y ).
Cest-a-dire que trA! = 1.

Néanmoins cette forme n’est pas la plus pratique si on utilise des méthodes pour les-
quelles le MPS doit étre régulierement mis a jour localement. C’est le cas par exemple
de la méthode TEBD pour représenter I’évolution temporelle. Il est alors plus pratique

1. La derniére SVD donne une matrice singuliére droite mais par convention on harmonise la

notation tel que YGA\HR =T Ef\\”él .
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de manipuler et stocker directement les tenseurs I'*! Al»*11 = Bl (yoir Fig.A.2). En
effet lors d’'une opération locale la normalisation pourra étre mise a jour directement
en évitant des opérations inutiles (contractions et SVDs). Cette forme est appelée
forme canonique droite (voir Fig.A.1c). Notons qu’il existe une forme canonique gauche
équivalente 2. Notons qu’on peut stocker en paralléle les matrices A" si nécessaire,
de fagon a pouvoir rapidement investiguer la structure d’intrication.

remodeler SVD

‘@ > 3 >

(b)

T N e T e R 1 SR P ey RG2S
I I I I

()
= Al = - = — ] - A - = - ] —
I I I

FIGURE A.1 — (a) remodelage et décomposition aux valeurs singuliéres de la fonction d’onde.
(b) forme canonique de I'état produit de matrices, ou deux matrices A triviales ont été rajoutées
aux extrémités (pointillées). (¢c) Transformation pour passer a la forme canonique gauche (A)
ou droite (B).

Compression & efficacité numérique — Lintérét principale de la représentation
MPS est qu’elle permet une représentation compressée des états quantiques, et par
conséquent des simulations numériques particulierement efficaces. L'idée est que 'on
peut tronquer les valeurs singulieres les plus faibles, réduisant de fait la dimension
du sous-espace local correspondant. Si on appelle y le nombre de valeurs singuliére
(i.e. la dimension de I'indice de lien) cela correspond a poser un Yrone. < - Les états
suivant la loi d’aire d'intrication peuvent étre fortement compressés car leur spectre
de valeurs singuliéeres ne posseéde qu'un petit nombre de valeurs significatives. On
peut donc tronquer une grande partie du spectre tout en conservant une excellente
approximation de I’état initial. La représentation ne requiert alors qu'un nombre
de coefficients polynomiale avec le nombre sites. La représentation MPS atteint sa
limite lorsque l'intrication suit une loi de volume. Dans ce cas la plupart des valeurs
singulieres sont élevées et ne peuvent étre tronquées sans modifier significativement
I’état. Il faut alors un nombre exponentiel de coefficients pour le représenter. Enfin un
MPS ne requiert qu'un nombre polynomiale d’opération pour étre construit.

Dans le cas du modele PXP on ne réalise aucune compression de I'état car on veut
garder le plus grand nombre possible de valeurs singuliéres pour étre d’avoir une
bonne statistique (voir chapitre 4).

2. En effet il y a un choix arbitraire ici. On aurait tout aussi bien ph utiliser la contraction
AT = A7) Cest 1a forme canonique gauche.
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A.1.2 TEBD

La méthode de décimation par blocs d’évolution temporelle permet de simuler
I’évolution unitaire, c’est-a-dire évaluer |u/(t)> =U(t) |W0>- Elle est pleinement efficace
lorsqu’on la combine avec la représentation MPS [87].

L'idée de base est de décomposer 'opérateur d’évolution en un produit de petites
opérations unitaires locales. Ceci peut étre réalisé facilement dans le cas ou I'évolution
est générée par un hamiltonien local, en s’appuyant sur la décomposition de Suzuki-
Trotter (éq.A.8).

Cette décomposition n’est valide que pour un pas de temps §¢ suffisament petit.
Pour cette raison I'implémentation de la méthode TEBD requiert d’abord de discrétiser
I’évolution en petit pas de temps avant d’utiliser Suzuki-Trotter pour obtenir la
représentation finale de 'opérateur d’évolution dite en mur de briques (voir Fig.A.2).

Décomposition en petits pas de temps — Considérons '’hamiltonien H indépendant du
temps. Dans ce cas on est assuré qu’il commute avec lui-méme. On peut alors diviser
I'intervalle de temps sur lequel se déroule I’évolution en petites étapes de temps,
o0t =t/n, et opérateur d’évolution devient,

Ut)=e H! = (e-iﬁﬂ)” =Un, (A5)

Décomposition en "mur de briques” — Liévolution sur 1 pas de temps Us; peut en-
suite étre décomposée en un produit de petites unitaires locales. En effet,comme
I’hamiltonien H = 25":1 h; est local, Popérateur d’évolution prend la forme suivante :

Us, = e 01 b (A.6)

Cela suggere qu’on peut décomposer Us; en un produit d’opérateurs locaux avec
une bonne approximation. Pour cela on commence par regrouper les termes dans
I’hamiltonien qui commutent entre eux. C’est-a-dire tout les 3 sites dans le cas du
modele PXP (h; =PXP):

Us; = o 10t (ijsmodohj +Xj=3mod1 1 + Zj=3mod2hj) (A.7)

Chacun des groupes ne commute pas avec 'autre, mais en utilisant la formule de
Suzuki-Trotter au ler ordre ?,

OtA+B) _ 0tA 8LB | 5542 (A.8)

3. valable méme si A et B ne commutent pas tant que 6¢ est suffisament petit.
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on peut réécrire U en un produit de 3 unitaires avec une erreur maitrisée,
Us, = e—i5t2j:3modohj] [e—ithzsmomhj] [e—ithzsmonhj + @(5,52) (A.9)

Enfin, puisque pour chacune de ces unitaires les 4 ; commutent, on peut utiliser le
fait que,
eATB=eheB | §i[A,B]1=0 (A.10)

pour finalement les décomposer exactement en un produit d’opérateurs locaux appelés
portes de Trotter,

U =| [T ™| T1 ™| T e + o6 @1
Jj=3mod0 J=3mod1l Jj=3mod2

Cette décomposition peut étre représentée sous forme diagrammatique comme un
circuit pour lequel I’état initial est un MPS sur lequel vont s’appliquer des portes
unitaires locales (voir Fig.A.2). La forme canonique du MPS est préservée lors de
I’application successive de ces portes.

Notons qu’il existe aussi une décomposition de Suzuki-Trotter au 2" ordre dans le
cas ou l'on recherche une précision supérieure. Néanmoins elle implique in fine un
plus grand nombre d’opérations.

= Al == Bl == B2 == BBl mm Bl4] = Bl mm Bl6] mm co i oo mmm oo mmm eos mm coo =

I I I | I I I I I
| U J | U J | U )

FIGURE A.2 — évolution dans le temps.

Contraction locale d’une porte de Trotter sur le MPS — Il nous reste a expliquer
lalgorithme de contraction d’une porte de Trotter sur le MPS. Pour qu'un algorithme
de contraction de réseau de tenseurs soit efficace on veut généralement éviter de faire
grossir trop vite les tenseurs.

Dans le cas du modele PXP une porte de Trotter s’applique sur 3 sites. Il est plus
judicieux de commencer par contracter les 3 tenseurs correspondant a ces sites (voir
Fig.A.3). Cela se fait en deux contractions successives : on contracte B 1! avec B!,
puis le tenseur résultant avec B**1. On peut ensuite contracter ce tenseur a 3 sites
avec la porte de Trotter (on obtient C).

L'étape suivante consiste a retrouver la représentation MPS. Puisque la porte de
Trotter implique 3 sites cela nécessite deux SVDs successives. La premiere SVD vise
a séparer le site de gauche des deux autres. Pour cela il est nécessaire de faire un
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remodelage judicieux, c’est-a-dire fusionner I'indice physique du ler site avec I'indice
de lien de gauche, et les indices physiques des deux autres avec l'indice de lien de
droite. Comme on utilise la forme canonique droite du MPS, toute SVD va bien donner
une matrice singuliére droite dans la forme canonique droite mais aussi une matrice
singuliére gauche dans la forme canonique gauche (4). Cette forme est dite mixte. I1
faut donc transformer cette derniére en forme canonique droite B. On recontracte
ensuite la matrice de valeur singuliére avec la matrice singuliére droite, puis le tout
peut étre a son tour remodelé de facon a isoler I'indice associé au 2eme site du 3éme,
avant d’appliquer la deuxieme SVD. La encore on obtient une forme canonique gauche
qui doit étre transformée en forme canonique droite. Pour faire cela, on peut en
principe effectuer la contraction,
B = AT AT (A.12)

Néanmoins cela implique de prendre I'inverse d'une matrice ce qui est numérique-
ment instable lorsque la matrice contient de petits coefficients. A la place on peut
utiliser 'astuce suivante : on contracte le tenseur initiale (avant SVD) avec la matrice
singuliere droite obtenue apres SVD. Par exemple, selon la Fig.A.3, on a que

By = CRP By Buit = s, ansa). (A.13)
On obtient alors la forme canonique droite désirée. Finalement, on est capable de
retrouver le MPS mis a jour pour les 3 sites dans leur forme canonique droite. L'intri-
cation encodée dans les matrices A a changé.

Sources d’erreurs — Les sources d’erreurs dans les méthodes basées sur la décomposi-
tion de Trotter sont de trois types :

e taille du pas de temps 5.

e degré de non-commutation des termes locaux du hamiltonien.

e erreur d’arrondi numérique. Néanmoins en évitant d’avoir a calculer I'in-
verse des matrices de valeurs singuliéres on a éliminé la source la plus probable
d’instabilité numérique de ce type.

Les deux premiers types d’erreurs sont intrinseques a la décomposition de Trotter et
sont explicitement définis dans la borne suivante. Si on appelle T1(6t) = ]'[JL.:1 e i0th;
Papproximation de Trotter au ler ordre de 'opérateur d’évolution Ug;, alors I’erreur
est bornée supérieurement par [88],

||T1(5t)—U5t|| < =)
2 =

A\

(A.14)

L
2 hi,hj]

i=j+1

C’est-a-dire que lerreur est au plus proportionnelle a §¢2 et dépend du degré de
commutation entre les termes du hamiltonien. De maniére générale il faut considérer
cette borne avec précaution, 'erreur de Trotter étant parfois surestimée. Néanmoins



71

s store C for *.
\ <N NN EEN BN N .y !
fiHE - =-» - H I
\_l.__.l___l_.l I
1

]
( ) :#
U [ v ]

| | | St==F==Fk7 *SVD

Jn-1 » T
* o AT g-form- _Q_

- B['Lfl] - = A A[nfll A[ﬂ] -

1 | Yy iy
¥ svD

same. (27 = il
1

- B[“*U -— B["] - BinH] - ‘
1 1 1

Jn—1 Jn Jn+1

§ (. e e e e e e e e
+ H = ¢ ¢ = i
| iy it e ] e e e e 1

FIGURE A.3 — contraction d’une porte de Trotter sur 3 site.

pour des hamiltoniens locaux de nombreux résultats numériques laissent penser
qu’elle est précise.

Matrice PXP

Pour I'implémentation numérique on a utilisé a la place des termes PXP des
termes PY P équivalents a une transformation de jauge pres. La physique restera
donc la méme. Ce choix présente un avantage numérique significatif étant donné que
Pon a a stocker uniquement des nombres réels. On sauve donc du temps de calcul et
de la mémoire.

En effet, comme le terme PY P est représenté par la matrice :

P YPi=|" " (A.15)

~ O O
S O O -
oS O

8x8
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lorsqu’on écrit 'opérateur d’évolution U =e les nombres imaginaires dispa-

raissent.
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A.2 Introduction a la Théorie des Matrices Aléa-
toires

La théorie des matrices aléatoires fournit 'outillage pour caractériser le "compor-
tement typique" (statistique) de matrices. Plus précisément elle montre que toutes
les matrices construites a partir des mémes hypothéses de base vont exhiber des
caractéristiques communes dites "universelles". Une matrice étant caractérisée en
particulier par ses valeurs et vecteurs propres, ce sont ces quantités qui vont avoir un
comportement universel. En physique ces propriétés universelles peuvent soit servir
de sonde, comme dans le cas des systémes chaotiques, ou bien expliquer comment un
méme comportement peut émerger de systémes a priori trés différents.

Qu’est-ce qu’une matrice aléatoire? — c’est une matrice, appellons-la M, dont les
éléments sont des nombres - réels ou complexes* - choisis aléatoirement et indé-
pendamment en suivant une distribution de probabilité donnée. On peut demander
en plus que la matrice ait certaines propriétés globales, par exemple qu’elle soit
symétrique ou bien invariante sous une transformation donnée.

Ensemble de matrices aléatoires — Llensemble de toutes les matrices possibles sui-
vant un jeu de régles donné forment un ensemble de matrices aléatoires. Différents
ensembles ont été identifiés et étudiés par les mathématiciens.

0.21 1.3 5.14 0.899

094 —5.66 1.07 0.03 :
3.15 -28 —-3.65 222 ‘
-4.96 7.7 —6.17 —1.432 ' BRE ‘

FIGURE A.4 — Exemple schématique d’'une matrice aléatoire de nombre réels construite en
suivant une loi gaussienne (GOE).

On pourrait poser la question suivante : supposons qu’on nous donne une matrice
arbitraire, est-il possible de déterminer si elle appartient & un ensemble donné de
matrices aléatoires ¢

La réponse a cette question est oui. Cela s’explique par le fait que les matrices aléa-
toires d'un méme ensemble partagent des propriétés universelles. Pour le comprendre
on peut s’intéresser aux éléments de la matrice M. Puisqu’ils sont aléatoirement
échantillonnés a partir d'une méme distribution et indépendamment les uns des
autres, alors la matrice doit étre aléatoire aussi. On doit pouvoir lui associer une

4. voire méme quaternioniques!
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distribution de probabilité P de telle facon qu'on puisse la considérer a son tour comme
une variable aléatoire. Une maniére simple de le faire est de considérer la distribution
de probabilité conjointe de tous les éléments de matrice. Si M est de taille m x n, et
x;j est un de ses éléments, alors comme ils sont indépendamment et identiquement
distribués la distribution conjointe s’écrit :

P[M]:=P(x11,%12,...,Xmn) = P(x11) P(x12) ... P(X1.,) (A.16)

Cette distribution est universelle pour toute matrice définie a partir des mémes postu-
lats que M. Autrement dit elle ne dépend pas des détails de la matrice. Néanmoins,
analytiquement elle n’est pas toujours simple a dériver, et dans les faits il faut un
large échantillon de matrices pour la vérifier.

Heureusement il existe d’autres propriétés universelles plus pratiques a utiliser,
liées notamment au spectre des valeurs propres (et aux vecteurs propres associés).
Nous allons les détailler dans le cas d’ensemble de matrices aléatoires particuliers :
les ensembles gaussiens et 'ensemble diagonal. Ces ensembles sont particulierement
pertinent pour étudier les systéemes chaotiques.

Ensembles Gaussiens

Les ensembles gaussiens sont des ensembles de matrices aléatoires carrées (n x
n) dont les éléments sont choisis i.i.d.° en suivant une distribution de probabilité
gaussienne centrée en 0 et de variance 1 (notée .4/(0,1)). Selon que les éléments sont
réels ou complexes®, il y a f=1 ou B =27 nombres réels a tirer aléatoirement, et
on a affaire a 'ensemble gaussien orthogonal (GOE) ou unitaire (GUE). En outre on
exige que les valeurs propres soient réelles. Pour cela il suffit de symétriser la matrice
aléatoire gaussienne M dans le cas ou x;; € R, et de la rendre hermitienne dans le cas
oux;; €C,

T

GOE (R) : %:M = MT'=M (A.17)
T

GUE (C): @:M => M =M. (A.18)

La distribution conjointe des éléments de matrice pour ces ensembles est proportion-
nelle a : .
PIM] o e 2™ (A.19)

5. indépendamment et identiquement distribués

6. il existe aussi le cas ou les éléments sont des quaternions, que nous ne détaillons pas ici.

7. ce parameétre f désigne le nombre de variables aléatoires réelles indépendantes et identiquement
distribuées nécessaires pour définir un élément de matrice. On 'appelle nombre de Dyson.
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a un facteur de normalisation pres. Comme la trace est invariante par rotation i.e. par
changement de base, cette distribution conjointe est invariante par transformation
orthogonale (resp. unitaire) pour toute matrice M symétrique (resp. hermitienne).
Cela explique les noms donnés a ces deux ensembles. Les matrices sont appelées
matrices de Wigner.

Alors que les éléments de matrices sont indépendants, les valeurs propres des
matrices des ensembles gaussiens sont corrélées. Cela se traduit d’abord par le fait que
leur distribution de probabilité conjointe P(A1,...,A,) n’est pas factorisable. De celle-ci
on peut dériver plusieurs quantités caractéristiques universelles qui témoignent de
ces corrélations.

Distribution des valeurs propres — Les valeurs propres des ensembles gaussiens ont
tendance a se concentrer dans l'intervalle [-1/208n,\/28n] qui dépend de la taille
de la matrice. Pour décrire leur répartition on peut calculer la densité moyenne
de valeurs propres (DOS(A1)) autour d'une valeur A donnée (aussi appelée densité
spectrale moyenne). Il suffit de compter le nombre de valeurs propres égales a 1 et
a normaliser par n le nombre total de valeurs propres. Pour éviter que le résultat
dépende de la taille de la matrice on renormalise au préalable chaque valeur propre
par un nombre proportionnel & n, par exemple A — A = A/y/pn °. Dans la limite o1 I'on
considere des matrices de grande taille (n — co) cette densité spectrale moyenne vaut,

! V4-)2 (A.20)

1& - -
(DOS(L)), __ = <; izzlm “A) =
et prend une forme de demi-cercle caractéristique appelée semicercle de Wigner. (voir
Fig.A.5).

Distribution des espacements — Considérons I'ensemble des valeurs propres ordonnées
en ordre décroissant 11 > A9 >...> A,. On désigne par s = 1; — A;_1 I’espacement entre
deux valeurs propres adjacentes. La probabilité qu’il existe un espacement d’'une
valeur s donnée est,

GOE:  Pgog(s)= gse-%sz (A.21)

32
GUE:  Poug(s)= —s?e "
T

(A.22)
et est appellée distribution de Wigner-Dyson (ou "hypothese de Wigner"). Dans le
cas ou on utilise ces ensembles pour décrire ’hamiltonien d’'un systéme physique, la
répulsion peut étre interprétée physiquement comme un anticroisement généralisé
résultant du couplage (aléatoire) entre tous les niveaux d’énergie [90].

8. Dans ce cas les valeurs seront distribuées dans l'intervalle [-v/2, /2]
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0.6 ‘ ‘
m— Semicircle
= GOE

05+ GUE 7

== GSE

FIGURE A.5 — Densité spectrale moyenne renormalisé pour 3 matrices dans GOE, GUE et
GSE respectivement (n = 8). Quand n — oo la distribution tend vers le semicercle de Wigner
dans l'intervalle [—\/§, V2] (figure tirée de [89]).

Remarquons enfin que tout hamiltonien peut étre rendu diagonale tel que ses
vecteurs propres forment une base. La théorie des matrices aléatoires spécifie alors
la statistique de ses valeurs propres et vecteurs propres. Pourtant dans cette base
I’hamiltonien est trivial et ne ressemble pas a une matrice aléatoire. La raison est
que les énoncés de la RMT valent pour un ensemble d’hamiltoniens aléatoires tirés
aléatoirement dans une base fixée. Ainsi quand bien méme on choisirait de les écrire
dans la base propre de I'un d’entre eux, pour tous les autres cette base n’aurait rien
de spéciale [29].

Ensemble de Wishart-Laguerre

Lensemble de Wishart-Laguerre ? est un ensemble de matrices aléatoires hermi-
tiennes et positives semi-définies. Il permet de décrire le comportement d’'une matrice
densité tirée au hasard selon une distribution uniforme (mesure de Haar).

Une matrice de Wishart est une matrice carrée p,«, contruite a partir d'une matrice
aléatoire rectangulaire ¥, ,, dont les entrées peuvent étre réelles ou complexes '°,
indépendament et identiquement distribuée selon une distribution normale N(0,1).

Si on prend le cas ou les entrées ¥;; € R alors,

p=vyT (A.23)

9. Parfois désigné simplement comme ensemble de Laguerre (LOE, LUE, LSE).
10. voire quaternioniques.
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FIGURE A.6 — Distribution des espacements entre valeurs propres adjacentes pour GOE et
GUE (figure tirée de [91]).

Ainsi par définition les matrices de Wishart sont hermitiennes, positives semi-définies
et invariantes par rotation (orthogonale ou unitaire selon qu’elles sont réelles ou
complexes). A la différence des ensembles gaussien orthogonaux et unitaires les
matrices de Wishart ont ainsi des valeurs propres {p;} positives ou nulles (0 < p).

On a supposé que n < m sans perte de généralité ''. Le rapport y = n/m détermine
les caractéristiques spectrales de p (si p était une matrice densité réduite y définirait
la bipartition). Ainsi les valeurs propres sont concentrés dans l'intervalle [a_,a.],
avec ay =(1+/y)%

Distribution des valeurs propres — La densité spectrale moyenne n’est pas la méme
que GOE/GUE. Dans la limite ou n,m — oo, elle obéit a la loi de Marchenko-Pastur,

1
(DOS(p)), = —Dup(p) (A.24)

,m—00

avec :

1
Dup(P)= ——/(p-a_Xa,-p). (A.25)
2myp

ou p = p/M. Cette distribution est indépendante de I'indice de Dyson . Elle ne dépend
que du rapport y (la bipartition). Dans le cas ou n = m (bipartition égale), on a que

11. le rang de p est donc borné par le rang "ligne" de ¥, qui est égale a sa dimension. Au contraire
si on avait n > m le rang de p serait limité par le rang colonne, p aurait donc un rang inférieur a sa
dimension.
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y=1et pel0,4], et alors la distribution de Marchenko-Pastur prend la forme simple,

_ 1 [4-p
gr-m =—q/—. A.26
mp (P) o 7 ( )

Notons que pour une matrice densité réduite il y a déja une normalisation (telle que
tr(p) = 1). Les valeurs propres sont donc entre 0 et 1. Pour retrouver la correspondence
avec I'expression de la distribution de Marchenko-Pastur ci-dessus il faut simplement
renormaliser les valeurs propres avant de faire I’histogramme, p = 4p/pnax.

Distribution des espacements — Les corrélations dans le spectre sont par contre de la
méme nature que dans les ensembles gaussien orthonaux et unitaires. La distribution
des espacements est donc la distribution de Wigner-Dyson (eq.A.22).

o _
l
0 |
~~
~< o |
\—/‘_
Q
v |
o
o |
o | T T T ]
0 1 2 3 4
A

FIGURE A.7 — Densité spectrale moyenne d’'une matrice de 'ensemble de Wishart-Laguerre,
décrite par la distribution de Marchenko-Pastur pour un rapport de forme y=1.Ici A =p
désigne les valeurs propres normalisées.

Ensemble Diagonal

L'ensemble diagonal est I’ensemble de toutes les matrices aléatoires pour les-
quelles les entrées sur la diagonale sont réelles indépendamment et identiquement
distribuées selon une loi normale, et les entrées hors-diagonales sont nulles. Par
définition le spectre de ces matrices ne présente pas de corrélations et la distribution
des espacements s est décrite par la loi de Poisson,

Ppyisson(s) = e ’. (A.27)
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Dépliage du spectre & distribution des ratios

Lorsqu’on étudie les propriétés statistiques spectrales de matrices de taille finie il
est nécessaire de prétraiter le spectre par une procédure appelée dépliage [92].
In fine on veut pouvoir comparer les propriétés statistiques de la matrice d’intérét
avec les résultats de la théorie des matrices aléatoires qui sont normalisés. Il faut
donc a priori normaliser le spectre. Néanmoins pour les matrices de taille finie le
spectre n’est pas uniforme, souvent il est moins dense aux bords qu’au centre. Ce
qui va causer des fluctuations indésirables aux bords lors de I’histogrammage. Pour
remédier a cela il faut renormaliser localement le spectre par la densité d’état. On peut
additionnellement tronquer les valeurs extrémes du spectre. De nombreuses méthodes
existes. Néanmoins ces procédures de lissage des données peuvent introduire des biais
et fausser l'interprétation des résultats. Pour contourner ces problemes, dans le cas
de la distribution des espacements adjacents, [74] ont suggéré d’utiliser le ratio des
espacements adjacents a la place. Dans [75] les distributions correspondantes pour
les ensembles gaussiens et diagonaux ont été dérivées (voir 4). Elle évitent d’avoir a
réaliser la procédure de dépliage du spectre.
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