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RESUMEN

Sean A un anillo conmutativo perfecto, a un ideal de A y ¢ un conjunto no vacio
de ideales de A. Denotemos por D(A) la categoria derivada de la categoria de los A-

modulos y por DJ: (A) la subcategoria plena de D(A) cuyos objetos son los A-complejos
limitados a la izquierda con cohomologia finita. En este trabajo introducimos los
funtores derivados

RI; (=), LA*?(-): D(A) — D(A),

y probamos que si X* € D(A)e Y* € D£ (A). Entonces existe un isomorfismo natural
RHom (RI ,(X*®), Y*) = RHom4 (X, LA®?(Y*)).

Nuestro resultado es una generalizacion, en el contexto de los anillos perfectos, del
celebrado Teorema de Dualidad de Greenlees-May.

Palabras clave

Sistema de ideales, @-torsion, cohomologia local, médulo Matlis reflexivo, topologia
Max, homologia local, cohomologia local formal, homologia local formal, categoria
derivada, cohomologia local derivada, dualidad de Greenlees-May.
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ABSTRACT

Let A be a perfect commutative ring, a an ideal of A and ¢ a non-empty set of ideals
of A. We denote by D(A) the derived category of the category of A-modules and

by DZ (A) the full subcategory of D(A) whose objects are the bounded below chain
complexes with finite cohomology. In this work we introduce the derived funtors

RI,, (), LAY(-): D(A) — D(A),

and we show that if X®* € D(A) and Y* € DZ (A), then there is a natural isomorphism
RHomy (RT, ,,(X*®), Y*) = RHom4 (X, LA*?(Y*)).

Our result is a generalization, in the context of perfect rings, of the celebrated Greenlees-
May Duality Theorem.
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Introduccion

La cohomologia local fue introducida por Alexander Grothendieck a principios de
los afios sesenta, en sus seminarios en Harvard y el IHES (Institut de Hautes Etudes
Scientifiques). En base a las lecturas de Grothendieck en Harvard, Robin Hartshorne
publicéd en 1967 su ahora clasica monografia Local Cohomology, a seminar given by
A. Grothendieck, Harvard University, Fall 1961 (ver [11]). Las conferencias en el IHES
fueron publicadas inicialmente en 1968, y posteriormente republicadas en 2005 con el
titulo Séminaire de Géométrie Algébrique du Bois Marie - 1962 - Cohomologie locale des
faisceaux cohérents et théorémes de Lefschetz locaux et gloubax-SGA 2 (ver [10]). Desde
entonces, la cohomologia local se ha convertido en una herramienta indispensable en
geometria algebraica y algebra conmutativa y es objeto de mucha investigacion.

En geometria algebraica, la cohomologia local fue introducida como una teoria analoga
de la cohomologia relativa. Recordemos su definiciéon: Sean X un espacio topologico
y Z un subconjunto cerrado de X. Para cada haz & de grupos abelianos sobre X, el
conjunto

I[;(X,5):={s € F (X)| Supp(s) C Z}

es un subgrupo del grupo de secciones globales & (X). Ademas, si ¢ : & — & esun
morfismo de haces de grupos abelianos, la restriccion de @y : F (X) — & (X) para
[7(X, %) induce un homomorfismo de grupos

FZ(X,(p) . I’Z(X,?) — rz(X,?)

Las correspondencias & +— [/(X, )y ¢ +— I (X, @) definen un funtor exacto a
la izquierda

T,(X,-): Sh(X) —> Ab

de la categoria Sh(X) de haces abelianos sobre X en la categoria de grupos abelianos
Ab. Desde que Sh(X) posse suficientes objetos inyectivos existen los funtores derivados
a la derecha {%ITZ(X, _)}i>0 del funtor I'7(X, —). Para cada entero no negativo i, el
i-ésimo funtor de cohomologia local de X soportado en Z es definido por

HL(X,-):= BT, (X,-).

En particular, desde que el funtor [';(X, —) es exacto a la izquierda, existe un isomor-
fismo natural

HY(X,-) = T,(X,-).

Dado un haz & € Sh(X), el grupo H E(X,? ) es obtenido de la siguiente manera:
consideremos una resolucion inyectiva 0 — & — #° de &, i.e.,, un complejo

1



exacto de haces abelianos
0_>97_>f0_>f1_>...’
donde cada _#" es un haz inyectivo. Entonces,
Hy(X,.9) = H(IZ(X, 7*)).

Notemos que cuando Z = X, la cohomologia descrita arriba es precisamente la coho-
mologia de haces sobre X.

Ahora consideremos el abierto U = X \ Z, entonces existe una sucesion exacta larga
natural

0—TI,(X,F)—T(X,F)—T(UF|y) - HL(X,F) — -

—HL(X,F) —H(X,F)—H(U,F|y) S H (X, F)— -

Esta sucesion muestra que los grupos de cohomologia HZZ(X,97 ) juegan un rol seme-
jante a los grupos de cohomologia relativa de X con respecto a U. De hecho, para
“buenos espacios” en los cuales la cohomologia de haces coincide con la cohomologia
singular (por ejemplo, espacios de Hausdorff paracompactos), existe un isomorfismo

HL(X,G)=H (X, U,G),

donde G es un grupo Abeliano, G es el haz constante asociado a G y H (X, U, G) es el
i-ésimo grupo de cohomologia singular de X relativo a U con coeficientes en G .

Por otro lado, si V C X es un conjunto abierto tal que Z C V, entonces existe un
isomorfismo de o-funtores

HY (X, F)=H,(V,Fly).

Tal resultado es un analogo al conocido Teorema de la Excision de la cohomologia
singular.

A continuacién consideremos un esquema (X, @x), Z C X un subconjunto cerrado y
 un @x-mdbdulo cuasi-coherente. Supongamos que existe un subconjunto abierto
afin V = SpecA de X tal que Z C V. Entonces

HL (X, F) = Hy(V, F|y) = Hy (V, M),
donde M :=F (V) y M es el haz de @x-modulos asociado a M. Pero
I7(V,M) = {m € M| Supp(m) C Z}.

Por lo tanto, cuando A es un anillo Noetheriano y Z = V(a) para algin ideal a de A
obtenemos la siguiente igualdad:

I,(V,M)={meM|a"m =0 para algin n € N}.

La ultima relacion permite abordar la teoria de la cohomologia local desde una pers-
pectiva totalmente algebraica.



Sean A un anillo conmutativo (no necesariamente Noetheriano) y a un ideal de A.
Dado un A-médulo M, el submédulo de a-torsion de M es definido por

[(M) :={m e M| a"m = 0 para algin n € N}.

Si f: M — N es un homomorfismo A-lineal, su restriccion a I;(M) induce un
homomorfismo I;(f) : I3(M) — I;(N). Las correspondencias M +— I;(M) y f +—>
I;(f) definen un funtor aditivo exacto a la izquierda

[ (=) : Mod s —> Mody,

de la categoria de A-mddulos Mod 4 en si misma. Como Mod 4 es una categoria con
suficientes objetos inyectivos, existen los funtores derivados a la derecha {92 iT,( _)}izo
del funtor I';(—). Para cada entero no negativo i, el i-ésimo funtor de cohomologia local
soportado en a es definido por

H;(-) = R'Ti(-).
Nuevamente, desde que el funtor I'7(X, —) es exacto a la izquierda, existe un isomorfis-
mo natural de funtores
Hg(_) = ra(_)-
Dado un A-médulo M, el A-médulo H 5(M ) es obtenido de la siguiente manera: consi-
deremos una resolucion inyectiva 0 — M — [*® de M, i.e., un complejo exacto de
A-moédulos
0—oM-—0I1"—51'—...,

donde cada I" es un A-mddulo inyectivo. Entonces,
H (M) = H'(I,(I*)).
Uno de los resultados clasicos garantiza la existencia de un isomorfismo natural
HS(—) =~ li_r)nExti\(A/an, -).
neN

Otra aproximacion interesante que permite calcular la cohomologia local soportada
en un ideal: Dado un elemento a del anillo A consideremos el complejo de A-mddulos

C,: 0 A—5A, 0,

donde A es colocado en la posiciéon 0, A, en la posicion 1y 1: A — A, es el mapa de
localizacion. Para una sucesion finita @ = a4, a,, ..., a,, de elementos de A, el complejo
de Cech algebraico es definido por

Cs:=Cp ®Cy,® - ®C, .

Supongamos que a = (a4, ..., a,) es un ideal finitamente generado de A, entonces existe
un isomorfismo natural ‘ L

Hy () =H(Cz®-).
La teoria de cohomologia local en su contexto algebraico ha sido ampliamente estudiada
y es una area fecunda de investigacion. De hecho existen muchos articulos y libros en
esta direccion. Ver por ejemplo el excelente libro de TY. Brodman and R. Sharp ([6]),
asi como las referencias que aparecen en el texto.

Ahora recordemos que una familia de soportes en un espacio topolégico X es un
conjunto () de cerrados de X tal que



(1) Si§y,S, € Q), entonces S; U S, € Q;
(2) SiS; €Qy S, C Sy esun subconjunto cerrado de X, entonces S, € ().
Familias de soportes fueron introducidas para estudiar una variante de la cohomologia

de haces, la denominada cohomologia con soportes en (). Dado un haz & de grupos
abelianos sobre X, el conjunto

[0(X,F):={se F(X)| Supp(s) € Q}

es un subgrupo del grupo de secciones globales # (X). Ademas, si f : ¥ — & esun
morfismo de haces de grupos abelianos, la restriccién de fy : F (X) — Z(X) para
[o(X, %) induce un homomorfismo de grupos

Las correspondencias F +— [(X, ¥ )y f + (X, f) definen un funtor exacto a
la izquierda
[o(X,-):Sh(X) — Ab,

cuyos funtores derivados a la derecha
HL(X, F )= B To(X,F)

son precisamente los grupos de cohomologia de X con coeficientes en F y con soporte
en la familia (). Note que esta cohomologia generaliza la cohomologia local soportada
en un cerrado Z de X. De hecho vale la igualdad,

Hy (X, ) =Hg (X, F),

donde
Qy :={W CZ| W es un subconjunto cerrado en X}.

En el contexto algebraico existe una nocién analoga a la de familia de soportes, a saber:
Un sistema completo de ideales es un conjunto @ de ideales de un anillo conmutativo
A tal que

(i) Sia;,a, € d, entonces a; - a, € O;

(ii) Sia; € @y a, 2 a; esunideal de A, entonces a, € .
Tal nocioén fue introducida por T.Y. Brodman and R. Sharp en [6], y por K. Divanni-Azar,

R. Naghipour and M.Tousi en [8], donde los autores presentan brevemente los modulos
de cohomologia local generalizada soportada en @,

H (M) := R'Tp(M).

Aqui I'p(—) es el funtor (exacto a la izquierda) de la categoria de A-mddulos sobre si
misma que asocia a cada A-mddulo M el A-mddulo,

[p(M)={x e M|ax =0 paraalgin aec ®}.
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Los fundamentos de esta teoria de cohomologia local generalizada, asi como versiones
generalizadas de resultados clasicos, son estudiados con mayor profundidad por L.
A. Alba-Sarria, R. Callejas-Bedregal y N. Caro-Tuesta en [1]. Como nuestro trabajo
esta soportado sobre tal teoria, recopilamos en el Capitulo 1 las nociones basicas de
cohomologia local generalizada e incluimos demostraciones detalladas de cada una de
las proposiciones enunciadas.

Supongamos a partir de ahora que A es un anillo conmutativo Noetheriano. Denotemos
por I el cogenerador inyectivo minimal de la categoria de A-mé6dulos. Un A-médulo
M es denominado I-Matlis reflexivo si el homomorfismo natural evaluaciéon de M
en Hom 4 (Hom (M, I),1) es un isomorfismo. Tales m6dulos son clasificados por R.
G. Belshoff, E. E. Enochs and J. R. Garcia Rozas en [5]. En la primera seccién del
Capitulo 2 introducimos los modulos E- Matlis reflexivos, donde E es un cogenerador
inyectivo arbitrario de la categoria de A-modulos, y generalizamos algunas propiedades
presentadas en [5]. En la secciéon 2.2 introducimos los A-moédulos maximalmente
completos como aquellos mdédulos M tales que el homomorfismo natural M —
1iin M/aM es un isomorfismo, y probamos entre otros resultados, que si M es un

aeM
A-médulo finitamente generado, entonces existe un isomorfismo natural

Hom(Homu(M,I),1) = liLnM/aM
aeM

(ver el Teorema 7). En particular, un A-mddulo M finitamente generado es I-Matlis
reflexivo, si y solo si, M es maximalmente completo. Un resultado clasico de cohomo-
logia local es el siguiente: Si (A, m) es local y M es un A-moédulo finitamente generado,
entonces an(M ) es un moédulo Artiniano para todo i > 0 (ver [6, Theorem 7.1.3]). En
la seccion final del Capitulo 2 extendemos ese resultado para un anillo Noetheriano
cualquiera y demostramos que si M es un A-moédulo I-Matlis reflexivo, entonces
H5\4(M ) es un modulo Artiniano para todo i > 0, donde M denota el sistema de
ideales generado por el conjunto de ideales maximales de A ( ver el Teorema 9).

En [19], R. Takahashi, Y. Yoshini and Y. Yoshisawa introducen la llamada cohomologia
local con respecto a un par de ideales a y b de A como una generalizacion de la teoria
de cohomologia local para un ideal. Mas precisamente, a cada A-médulo M asocian el
conjunto

I s(M) := {x € M| a"x C bx para algun entero positivo n}.
Como es de esperar, tal correspondencia define un funtor exacto a la izquierda
Ii6(=) : Mod 4, — Mod y,
cuyos funtores derivados a la derecha,
HY (M) = BT, (M),

son los moédulos de cohomologia local con respecto al par de ideales a y b. Uno de los
aspectos importantes de esta teoria es que modulos de cohomologia local con respecto
a un par de ideales pueden ser calculados como los médulos de cohomologia de un
complejo generalizado de Cech. De manera mas explicita, para un elemento a € A, los



autores consideran el conjunto multiplicativo S, , := {a" + b| n € N, b € b} y definen
el complejo de A-mddulos

Cop:  0——A—A,; —0,

donde A es colocado en la posicion 0, el médulo de fracciones A, := S;IIJA esta
en la posicion 1y 1: A — A, es el mapa de localizacion. Para una sucesion finita
a=ay,ap,..,a, de elementos de A, definen el complejo de Cech con respecto a la sucesion
a y el ideal b por

Cd,h = Cﬂ],b ® Caz,b ®--Q Cﬂn,h'

Y demuestran que si a = (ay,...,4,) es el ideal generado por los elementos ay,..,a, ,
entonces existe un isomorfismo natural

HE (-) 2 H (Cap @)

En el Capitulo 3 introducimos los funtores de cohomologia local con respecto a un ideal
y un conjunto de ideales de A como una generalizacion de los funtores estudiados en
[19], pero con la diferencia que el estudio de nuestra teoria local es abordado en el
contexto de la cohomologia generalizada descrita en el primer capitulo. De manera mas
explicita, dados un ideal a < A y un conjunto no vacio ¢ de ideales de A, definimos el
funtor

T

donde G(a, @) es un sistema completo de ideales de A descrito en la seccién 3.1 Como
en el caso de [19], la importancia este tipo especial de cohomologia local radica en
que puede ser calculada como la cohomologia de cierto complejo de A-modulos. De
forma mas concreta, para un elemento a € A, primero consideramos el conjunto
multiplicativo

(—) = rg(a’(p)(—) : MOdA —> MOdA,

Sao:=1{a"+b|n>0ybebparaalginb e (p)}.

a,¢ -

Luego definimos el complejo de A-mo6dulos

Cso: 0 A—=Agp 0,
donde A es colocado en la posiciéon 0, el mdédulo de fracciones Aa,(p =5, }pA esta
en la posicion 1y 1: A — A, es el mapa de localizacion. Para una sucesion finita
a=a,ay,..,a, de elementos de A, definimos el complejo de Cech con respecto a la
sucesion a y el conjunto de ideales ¢ como

Cdf(P = C“MP ® C“z:‘P ®-® Cﬂn:(P'

Y entonces demostramos en el Teorema 10 que si a = (ay, ..., 4,,) es el ideal generado
por los elementos ay,..,a, , entonces existe un isomorfismo natural

i
Ha,qo

(-) =H'(Cj,®-).

En la seccion 3.3, introducimos el co-complejo de Cech de un modulo M con respecto a la
sucesion a y a un conjunto de ideales ¢ como el complejo de A-mo6dulos Hom(Cg’(P,M).
Luego definimos el i-ésimo funtor de homologia local com respecto al par (a, ¢) por

Y1) 1= H Hom(C3,, )



como nocién dual de la cohomologia local. Y entonces demostramos en el Teorema 11
que si M es un A-modulo Matlis reflexivo con respecto a un cogenerador inyectivo de
la categoria de A-moédulos, existe un isomorfismo natural

H?(M)= lim Tor{(A/b,M).
(—
beG(a,p)

En particular,
Hy* (M) = A¥(M),
donde
LP(_ . — ] —
AYP (=)= h(_m (A/b®y4 —).
beg(a,p)

Supongamos que (A, m) es un anillo local (Noetheriano). Dado un ideal a de A y un
A-moédulo finitamente generado M, Peter Schenzel estudia, de manera sistematica,

en [17] los médulos de cohomologia formal li(_men(M/a”M). En el caso no local,

neN
proponemos estudiar los moédulos de cohomologia formal generalizados

i 12 i
Fi (M) := %HM(M/aM),
de

donde @ es un sistema completo de ideales de A y M es el sistema generado por los
ideales maximales de A. Las propiedades de estos médulos son descritas en el Capitulo
4. En particular, demostramos que si M es un A-mddulos Matlis reflexivo de dimension
d, entonces %(M ) es Artiniano (ver Teorema 19). En la seccioén 4.3 introducimos los
modulos de homologia formal generalizados
F M) := li_n)mHi\/l(M/aM),
aed

y probamos un resultado de dualidad entre los funtores %(—) y S P(-) (ver el
Teorema 20).

Finalmente, en el Capitulo 5 generalizamos el estudio de la cohomologia local de
modulos para complejos de modulos. De manera mas precisa: Sean @ es un sistema
completo de ideales de un anillo conmutativo A, K(A) la categoria homotdpica de
Mod, y D(A) la categoria derivada de Mod 4 . Consideremos el funtor triangulado

Ip(-): K(A) — K(A)

definido por Ty (C®)? := Ty (C?) para todo i € Z . Desde que todo complejo de A-
modulos posee una resolucion semi-inyectiva, existe el funtor derivado a la derecha

RIp(-) : D(A) —s D(A).

En la seccidon 5.1 describimos con precision el funtor RIg(—) y definimos, para cada
entero i, el i-ésimo funtor de cohomologia local derivado con respecto a ©

H (—) : D(A) — Mod
como la composicion de los funtores

RIgp(-)

D(A) D(A) D Mod,
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En la seccion 5.2 introducimos los funtores derivados

RT, ,(-), LA®? : D(A) — D(A),

P

y usamos los resultados del Capitulo 3 para demostrar nuestros proximos resultados:

e Sea X*® € D(A). Entonces existen isomorfismos naturales en D(A),

RI,,

(X*)=Cy, @5 X",
e Supongamos que A es un anillo perfecto. Sea X*® € DJ; (A), entonces existen
isomorfismos naturales en DJ: (A),

LAY?(X*) = RHomy4(C3 ,,

X*®).

Ver el Teorema 27 y el Teorema 29. Finalizamos el trabajo demostrando nuestro
resultado principal (Teorema 31), el cual generaliza para anillo perfectos, el celebrado
Teorema de dualidad de Greenlees-May (ver [13, Corollary 4.1.1]). Mas precisamente:
Supongamos que A es un anillo conmutativo perfecto y sean X®* € D(A)e Y* € D£ (A),
entonces existe un isomorfismo natural

RHom  (RL, ,(X*), Y*) = RHom,(X,LAY?(Y*)).

Para facilitar el entendimiento del Capitulo 5 hemos incluido un Apéndice A donde re-
copilamos las nociones basicas sobre Categorias Derivadas, Resoluciones de Complejos
y Funtores Derivados.

Es importante indicar que, como fruto de mi investigacion, pretendemos publicar dos
articulos con los resultados principales de mi tesis doctoral.



CAPITULO 1

Preliminares

En [6] y [8], los autores introdujeron una teoria de cohomologia local generalizada. Los
fundamentos de tal teoria, asi como versiones generalizadas de resultados clasicos son
estudiadas con profundidad en [1]. Con el objetivo que el trabajo sea autocontenido,
incluimos demostraciones detalladas de cada una de las proposiciones enunciadas.

A lo largo de este capitulo, A denotara un anillo conmutativo con elemento unitario.
Escribiremos a < A para indicar que a es un ideal de A.

1.1. Sistemas de ideales

Definicién 1.1. Sea @ un conjunto no vacio de ideales de A. Decimos que @ es un
sistema de ideales de A si, para cada par a,b € @ existe ¢ € ® tal que ¢ C ab.

Un sistema de ideales es completo cuando satisface la siguiente condicion: sia € @ y b
es un ideal de A tal que b 2 a, entonces b € .

Ejemplo 1.1. Un ejemplo importante de sistema de ideales de A es el conjunto formado
por todas las potencias de un ideal a de A, i.e.,

{a"| n > 0}.
Ejemplo 1.2. Dada una coleccién no vacia ¢ de ideales de A, el conjunto
(p)y:={b<A|lb2ay---a, paraalgunos aj,...,a, € @}

es un sistema de ideales completo, que llamaremos sistema generado por ¢. De hecho,
(@) es el menor (con respecto a la inclusion) sistema de ideales completo que contiene
a @. En particular, si ¢ = {a} para algtn ideal a de A, el sistema generado por ¢ sera
denotado por (a). De esa manera,

(a)={b < Alb2a" paraalgun entero n > 1}.

En el caso que ¢ = (), definimos

(0) :={A}.



Ejemplo 1.3. Sea f : A — B un homomorfismo de anillos. Supongamos que @ es
un sistema completo de ideales de A, entonces

(@) :={b < B| 7 (b) € D}
es un sistema completo de ideales de B. Mas aun,
f(@) =({aB| a € D}).

En efecto, si b € f,(®), entonces f~!(b) € @. Desde que b 2 f~!(b)B obtenemos que
b € ({aB| a € ®}). Reciprocamente, si b € ({aB| a € ®}), entonces b 2 (a;B)---(axB)
para algunos a; € ®. Luego, f~1(b) 2 f~*((a1B)---(axB)) 2 f ' (;B)--- f 1 (axB) 2
a; -+ ax. Como @ es un sistema completo concluimos que f~!(b) € @ y por lo tanto,

be f.(D).

Por otro lado, si W es un sistema completo de ideales de B, entonces
(W) := {a < Alae{f (b)) paraalgin ideal b e \If}

es un sistema completo de ideales de A.

Recordemos que el “conjunto de ceros ” de un ideal a de A es dado por
V(a)={peSpecA: p2aj

Lema 1. Supongamos que A es Noetheriano y sea @ una coleccion no vacia de ideales
de A. Entonces @ es un sistema completo, si y solo si, posee la siguiente propiedad: un
ideal a de A es un elemento de @, si y solo si, V(a) C .

Prueba. Supongamos que @ es un sistema completo y sea a un ideal de A tal que
V(a) € ®. Desde que A es Noetheriano, el conjunto de ideales primos minimales
sobre a es finito. Denotemos por py,...,p; tales ideales, entonces va = p; N--- N p,.
Nuevamente, como A es Noetheriano, existe un entero positivo r tal que a 2 \/Er.
Luego,

a2 (prN--Nps)" 2 ph--pg.

Esto implica que a € ®. La otra direccion es obvia.

Reciprocamente, supongamos que P tiene la propiedad mencionada. Siae€ @ y b es
un ideal de A que contiene g, la inclusiéon V(b) C V(a) implica que b € ®. Mas aun,
desde que V(ab) = V(a)U V(b) para todo par de ideales a, b de A, obtenemos que D es
cerrado por producto de ideales. Por lo tanto @ es un sistema completo de ideales. W

Una nocién que esta intimamente ligada con la nocion de sistemas de ideales de un
anillo, es la siguiente.

Definicion 1.2. Un subconjunto V de Spec(A) es cerrado por especializacion si para
cada par p C g de ideales primos, p € )V implica que g € V.
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Por ejemplo, para cada A-mdédulo M, el conjunto
Supp(M) = {p € Spec(A)| M, # O}
es cerrado por especializacion.

Ahora consideremos los conjuntos S = {sistemas completos de ideales de A} y £ =
{subconjuntos cerrados por especializacion de Spec(A)}.

Proposicion 1. Supongamos que A es Noetheriano, entonces la aplicacion

F: S — E
D +— dNSpec(A)

es una biyeccion.

Prueba. Consideremos la aplicacion

G: £ — S
YV — (V).

Probaremos que G = F~!. En efecto, sea @ € S. Supongamos que a D py ---p, para
algunos py, ..., ps € PNSpec(A). Desde que @ es un sistema completo de ideales, a € P,
pues p; ---ps € D. Por otro lado, si a € @, entonces por el Lema 1, V(a) C D y por lo
tanto, V(a) C (@ N Spec(A)). Nuevamente, por el Lema 1, a € (& N Spec(A)). Esto
prueba que (® N Spec(A)) = @ para todo @ € S, o equivalentemente, G o F =idg.

Ahora tome V € £. Es claro que (V) N Spec(A) 2 V. Reciprocamente, si p € (V) N
Spec(A), entonces p 2 p; - -+ ps para algunos py,...,ps € V, entonces existe un indice
i tal que p 2 p;. Como V es cerrado por especializacion, concluimos que p € V. En
consecuencia, (V)NSpec(A) = V paratodo V € £, o equivalentemente, FoG =ide. W

1.2. El funtor @-torsion

Sean @ un sistema de ideales de A y M un A-mddulo. Consideremos el conjunto
[p(M):={x € M| ax =0 para algin a e ®}.

Es claro que 0 € I',(M). Afirmamos que I (M) es un submoddulo de M. En efecto: si
x,y € Ip(M), existen a,b € @ tales que ax = 0 y by = 0. Elijamos ¢ € @ de modo que
¢ C ab, entonces c(x —y) = 0. Ademas, a(rx) = r(ax) = 0 para todo r € A.

Lema 2. Asuma que A es un anillo Noetheriano y que @ es un sistema completo de
ideales de A. Para todo A-modulo M vale la siguiente igualdad:

[p(M) = {x € M| Supp(Ax) C D}.

Prueba. Sea x un elemento de M. Supongamos que x € [, (M), entonces existe a € O
tal que ax = 0, esto implica que a € Ann(x). Como ® es completo, Ann(x) € D.
Usando el Lema 1 obtenemos que Supp(Ax) = V(Ann(x)) C ©.

Reciprocamente, si Supp(Ax) C @, o equivalentemente, V(Ann(x)) € ®. Luego,
Ann(x) € @ por el Lema 1. Desde que, obviamente, Ann(x)x = 0, concluimos que
X € rq)(M ) [ |
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Ahora sea f : M — N un homomorfismo de A-mddulos. Si x € M es tal que ax =0
para algin a € @, entonces af (x) = 0. En consecuencia, f(Ip(M)) C Ip(N). Por lo
tanto, la restriccion de f para [ (M) induce un homomorfismo de A-modulos

Io(f): lo(M) — Ip(N).

No es dificil ver que las correspondencias M + Ip(M) v f + Ip(f) definen un
funtor A-lineal
rq)(—) : MOdA — MOdA.

de la categoria de A-mddulos Mod 4 en si misma.

Definicion 1.3. El funtor I (—) es llamado @-torsién. Diremos que un A-moédulo M
es @-torsion cuando (M) = M. En el caso que [ (M) = 0, diremos que M es libre
de ®-torsion.

Lema 3. Asuma que A es un anillo Noetheriano y que ®@ es un sistema completo de
ideales de A. Entonces, un A-modulo M es @-torsion, si y solamente si, Supp(M) C .

Prueba. Supongamos que M es ®-torsion. El Lema 2 implica que V(Ann(x)) =

Supp(Ax) C © para todo x € M. Desde que Supp(M) = U V(Ann(x)), obtene-

xeM
mos que Supp(M) C .

Reciprocamente, si Supp(M) C @, entonces Supp(Ax) C ® para cada x € M. Por lo
tanto, gracias al Lema 2, concluimos que [, (M) = M. |

Ejemplo 1.4. Asuma que A es un anillo Noetheriano y que @ es un sistema completo
de ideales de A. Dado un ideal primo p € Spec(A), entonces A/p es @-torsion, si y
solamente si, p € @. Por otro lado, A/p es libre de torsion, si y solamente si, p ¢ D.

Lema 4. Asuma que A es un anillo Noetheriano y que ®@ es un sistema completo de
ideales de A. Entonces, la subcategoria plena de Mod 4 cuyos objetos son los A-mddulos
D-torsion es una categoria de Serre.

Prueba. Sea
0—wL—M-—N—0

una sucesion exacta de A-modulos. Sabemos que Supp(M) = Supp(L) U Supp(N).

Esto implica que M es ®-torsidn, si y solamente si, L y N son ®-torsion. |

Proposicion 2. Para todo sistema @ de ideales de A y todo A-méodulo M, tenemos que

To(M) = |_JTa(M)

aed

Prueba. Six € [H(M), entonces bx = 0 para algin b € ©. Por lo tanto, x € I;,(M). Por
otro lado, si x € I},(M) para algun b € @, entonces existe n > 1 tal que b"”x = 0. Como
@ es un sistema de ideales,existe ¢ € ® tal que ¢ C b". Esto implica que cx = 0 y por
lo tanto, x € [, (M). En consecuencia, [p(M) = U [L(M). |

aed
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Observacion. Consideremos el orden parcial < en el conjunto @ definido por la inclu-
sion inversa, i.e.,

ax<b, si bCa.
Para un A-médulo M, las inclusiones I;(M) «—— I,(M), cuando a<b inducen
un sistema directo de A-modulos tal que

lim Iy (M) = |_JTu(M)
aed aed

Por lo tanto, la Proposicion 2 puede ser reescrita de la siguiente manera: Para todo
sistema @ de ideales de A y todo A-mddulo M, tenemos que

Tp (M) = lim Ty (M)

aed

Corolario 1. Supongamos que A es un anillo Noetheriano y que @ es un sistema de
ideales de A. Si I es un A-moédulo inyectivo, entonces I (1) también es un A-médulo
inyectivo. Mas aun, Ip(I) es un sumando directo de I.

Prueba. Sea a € ®. Por [6, Proposition 2.1.4], I';(I) es un A-moddulo inyectivo. Desde
que A es Noetheriano, limites directos de A-mddulos inyectivos también son inyectivos.
Por la Proposicion 2 concluimos que Ip(I) es inyectivo. La tltima afirmacion es
consecuencia del hecho que la sucesioén exacta

0 —>Ip(l) I —I/Tp(l) — 0
se escinde. [ |

Lema 5. El funtor Ii,(—) es exacto a la izquierda.

Prueba. Sea

f g

0 M N L 0

una sucesion exacta de A-modulos. Desde que I'p(—) es un funtor tenemos que I (g) o
Ip(f) = Ip(g o f) = Ip(0) = 0. Por otro lado, si y € Ker(Ip(g)), entonces existe
ae€®talque ay =0y g(y) = 0. Como Ker(g) = Im(f) podemos escribir y = f(x)
para algun x € M. En vista que f es un homomorfismo A-lineal inyectivo, Ann(x) =
Ann(f(x)) = Ann(y). Esta igualdad implica que a € Ann(x) y por lo tanto, x € I, (M).
De esa manera, Ker(Ip(g)) = Im(Ip(f)). Finalmente, si x € Ker(Ip(f)), la igualdad
Ann(x) = Ann(f(x)) garantiza que x = 0. En conclusion, la sucesion

Lo (f)

I
0 Tp(M) o(8)

[p(N) Io(L)

es exacta. [ |

Observacion. En general el funtor I (—) no es exacto a la derecha. Por ejemplo, consi-
deremos A = Z el anillo de los numeros enteros y @ := ({(2),(3),(5),...}), el sistema
generado por todos los ideales maximales de Z. Entonces I(Z) = 0. En efecto, si
x € Ip(Z), entonces existe a € O tal que ax = 0. Por definicién de sistema generado,
a2 (py)---(ps) para algunos numeros primos py, ..., ps. En particular, p; ---psx =0, lo
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que implica que x = 0.

Ahora fijemos un nimero primo p. Afirmamos que I (Z/pZ) = Z/pZ. En efecto,

desde que [},(Z/pZ) = 0 cuando q # p y I,(Z/pZ) = Z/pZ, la igualdad I (Z/pZ) =
[(4)(Z/pZ) (vea el Lema 2), demuestra la afirmacién.

qeSpec(Z)

A continuacion consideremos la sucesion exacta

0 7t

Z 2/ pZ 0.

Después de aplicar el funtor @-torsion obtenemos la sucesion

0 0 0 Z/pZ — 0,

que claramente no es exacta a la derecha.

1.3. Funtores de cohomologia local generalizada

Sea @ un sistema de ideales de A. Como la categoria de los A-mddulos Mod 4 posee
suficientes objetos inyectivos, i.e., para cada A-moédulo M existe un homomorfismo A-
lineal inyectivo 0 — M — I, donde I es un A-moédulo inyectivo, podemos considerar

los funtores derivados a la derecha {%ﬂb(—)}bo del funtor ®@-torsion.

Definicion 1.4. Para cada i > 0, el i-ésimo funtor de cohomologia local generalizada
soportada en @ es definido por

Hy () = T (-).
Siguen directamente de la definicion, las siguientes propiedades:

(i) Los funtores [ip(—) y H?D(—) son naturalmente isomorfos, pues I (—) es exacto
a la izquierda.

(ii) Sil es un A-modulo inyectivo, entonces HfD(I ) =0 paratodoi>1.

(iii) Toda sucesion exacta corta 0 — L — M —> N — 0 induce naturalmente
una sucesion exacta larga en los modulos de cohomologia local

5 Se
0—— HY (L) — HY (M) — HY(N) —— HL (L) — HY (M) — HL (N) —= -
De manera explicita, para cada A-médulo M, el A-moédulo HéD(M ) es obtenido de la
siguiente manera: Sea 0 — M — E* una resolucién inyectiva de M, entonces
Hy (M) = H' (T (E*)).
Como antes, consideremos el orden parcial < en @ definido por la inclusién inversa,

a<b, si bCa.
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Sean M un A-méduloy 0 —— M —— E*® una resolucién inyectiva de M. Dado un

par de ideales a,b € @ tal que a < b, las inclusiones T,(E!) —— T, (E) definen un

morfismo de complejos

0 — [L(EY) —— Ty (E') —— [L(E?) — ---

[ | |

0 — (E?) — L(E') — L(E?) — -
Tal morfismo induce, para cada i > 0, un homomorfismo de A-mo6dulos
i s HYy (M) — Hi (M),

No es dificil ver que {HQ(M ), léa} es un sistema directo de A-modulos.

Lema 6. Para todo sistema completo @ de ideales de A, la sucesion {h_)m HS(—)} es
acd i>0
un o-funtor cohomoldgico.

Prueba. Para a € @, cada sucesion exacta corta A-modulos

0 L M N 0

induce una sucesion exacta de modulos
60 61
0 — HY(L) — HYM) — HYN) —— H}(L) — H}(M) — HL(N) —— -

Desde que el funtor limite directo es exacto, obtenemos la siguiente sucesiéon exacta
larga

AO
0— li_r)an(L) —>li_)mHg(M) —>li_r>an(N) —q’>1i_)mH§(L) —
acd aed aed aed

donde Ay, = lim 6} para todo i > 0.
aed

Por otro lado, dado un diagrama conmutativo con filas exactas

0 L M N 0

Lol

0 L M’ N’ 0,

el diagrama



es commutativo para cada ideal a en @ y para todo i > 0. Después de tomar limites
directos obtenemos que el siguiente diagrama

. Al )
Hi (N) ——H (L)

I

. A .
Hi (N') —=H{ (L)

es commutativo, concluyendo que la sucesion {lim Hg(—)} es un o-funtor coho-
—
i>0

aed >
mologico. |

Proposicion 3. Sea @ un sistema completo de ideales de A.

(i) Existe un tinico isomorfismo de 6-funtores
{Ti Lim Hy () — H&(—)}
aed i>0
tal que T® = Id.
(ii) En consecuencia, para todo A-médulo M y todoi > 0,

n_r)an(M) = Hi, (M),

aed

Prueba. Por el Lema 2 y el Lema 6 es suficiente probar que el 6-funtor { lim H ( —)}
—
>0

aed >
es universal. Para tal objetivo, sea I un A-mddulo inyectivo. Entonces H;(I ) = 0 para
todo i > 1y todo a € ®. Por lo tanto lim H(I) = 0 para todo i > 1. |
—
aed

A continuacién consideremos un homomorfismo f : A — B de anillos Noetherianos.
Dado un B-moédulo L, denotaremos por L, la restriccion de escalares de L a A via f.

Corolario 2. Sea @ un sistema de ideales de A. Si E es un B-modulo inyectivo, entonces
E 4 es Ip-aciclico.

Prueba. Por [6, Theorem 4.1.6], E4 es [;-aciclico para todo ideal a de A. Ahora el
resultado es una aplicacion inmediadata de la parte (ii) de la Proposicion 3. |
Corolario 3. Sean @ un sistema completo de ideales de A y M un médulo sobre A.

Entonces HED(M) = 0 para todo i > dim(M).

Prueba. Para cada a € @, el Teorema del anulamiento de Grothendieck (vea por
ejemplo [6, Theorem 6.1.2]) garantiza que H;(M) = 0 para todo i > dim(M). El
resultado ahora sigue directamente de la parte (ii) de la Proposicion 3. |
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Corolario 4. Para todo sistema completo O de ideales de A y todo i > 0, existe un

isomorfismo natural , ,
1 ~ 13 1
Hg(-) = limExt), (A/a,-).
aed

Prueba. Cqmo vimos en la Introduccion de nuestro trabajo, para cada ideal a € @, los
funtores H);(-) y lim Ext’, (A/a", —) son naturalmente isomorfos. Por lo tanto, por la
—

neN
Proposicion 3 y desde que limites directos conmutan con limites directos, tenemos los

isomorfismos naturales
i ~1: . i n ~1: . i n
Hg(-) = h_)mh_)mExtA(A/a ,—) = h_)mh_)mExtA(A/a ;=)
aed neN neN aed

Pero, para cada n € N fijjo, el conjunto {a” : a € @} es un subconjunto cofinal de @. En
consecuencia, ' '
: i n ~1; i _
h_)mExtA(A/a ,—) = ll_r)nExtA(A/b, ).
aed bed

Por lo tanto, tenemos un isomorfismo natural

H,(—) = lim lim Ext!, (A/b, -) = lim Ext} (A/b, ).
neN ped bed

Esto prueba el corolario. |
Lema 7. Asuma que A es un anillo Noetheriano. Sean ®@ un sistema completo de ideales

de A y M un A-modulo, entonces HéD(M) es O-torsion para todoi > 0

Prueba. Basta observar que cada A-moédulo de cohomolologia local HED(M ) es un
subcociente de un médulo @-torsion y aplicar el Lema 4. |

Dado f : A — B un homomorfismo de anillos conmutativos y @ un sistema completo
de ideales de A, recordemos que f,(®) = (DPB), donde ®B = {aB| a € ®} (vea el Ejem-
plo 1.3). En los siguientes resultados, L4 denotara el A-mddulo obtenido al restringir
la estructura de un B-moédulo L a A via f.

Lema 8. Sean f : A — B un homomorfismo de anillos conmutativos Noetherianos y ®
un sistema completo de ideales de A. Para todo B-modulo L vale la igualdad

Ip(La) = T ()(L),

como subconjuntos de L. Por lo tanto,

Io(La) = (Tr)(L))a

como A-médulos.

Prueba. Six € L4 estal que V(Anny(x)) C D, consideremos p € V(anng(x)). Enton-
ces f~1(p) € V(Anny(x)) y por lo tanto, f~(p) € @, o equivalentemente, p € f,(P),
lo cual demuestra que V(anng(x)) C f.(P) y en consecuencia, [p(L4) C Iy (@)(L).
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Reciprocamente, sea x € L tal que Anng(x) € f,(®). Entonces f~'(Anng(x)) € ®.
Pero f~!(Anng(x)) € Anny(x) y como @ es un sistema completo de ideales de A,
obtenemos que Anny(x) € P. En consecuencia, I'r ()(L) € Ip(La).

La ultima afirmacion es consecuencia del hecho que restriccion por escalares preserva

inclusiones, y por lo tanto, (I, (¢)(L))4 es un A-submodulo de Ly. [

Por otro lado, el Lema 8 garantiza también que I (Ly) tiene estructura de médulo
sobre B (de hecho es un B-submédulo of L). Mas generalmente, tenemos el siguiente
resultado.

Proposicion 4. Sea L un médulo sobre B. Para cualquier i > 0, Hy,(Ls) también es un
B-moédulo. Mas aun, existe un isomorfismo

Hy (La) = Hy g (L)

como B-médulos.

Prueba. Consideremos una resolucion inyectiva de L

0 L EY E!

en Modg. Por el Corolario 2,

0 Ly E§ E}

es una resolucion aciclica de L 4. Por lo tanto, H3, (L4) = H(Ip(E}, ). Pero, por el Lema
8, Tq;(Ei) = Fﬂ(q))(Ej) es un B-modulo para todo j. Consecuentemente, Hé)(LA) es un
modulo sobre B para todo i > 0. Nuevamente, por el Lema 8 obtenemos que

Hy(La) = H' (T (E})) = H' (T @) (EY) = H ) (L),

Esto prueba el resultado. |

Proposicion 5. Sean f : A — B un homomorfismo de anillos Noetherianos, ® un
sistema completo de ideales de A, M un A-modulo y S un B-modulo que como A-méodulo
es plano. Entonces

Hg(M)®4 S = Hy ¢, (M ®4 S)

para todoi > 0.
Prueba. Ver [1, Theorem 1.15] [ |

Finalizamos este capitulo presentando una version de la sucesion de Mayer-Vietoris.
Antes recordemos lo siguiente: sean a y b dos ideales de A y E un A-moédulo inyectivo.
Entonces, como se ve en [6, pag. 53], la sucesion de A-mddulos

0 —— Ty (E) —— Ty(E) @ Ty (E) —5— Ty (E) —— 0, (L.1)

donde f(x) = (x,x) y g(x,v) = x — v, es exacta. Este resultado puede ser facilmente
generalizado para sistemas completos de ideales de A, como veremos a continuacion.
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Proposicion 6. Sean @ y\W dos sistemas completos de ideales de A. Para todo A-modulo
M existe una sucesion exacta

0 ——— Tpng(M) —— Tp(M) @ Ty(M) — Lipuyy (M) ——

1
HCDH\IJ

(M) — Hg,(M) @ Hy, (M) —— H g, (M) ——— Hg, (M) — -
Prueba. Es suficiente probar que si E es un A-moédulo inyectivo, entonces la sucesion
de A-moddulos

f g
0 — Ipnw(E) — [o(E) ® Iy (E) — Louw)(E) — 0,

donde f(x) = (x,x) y g(x,v) = x —, es exacta. Es claro que f es un A-homomorfismo
inyectivo y que Ker(g) = Im(f). Por otro lado, si z € ;g ) (E), entonces por el Lema
2 tenemos que Ann(z) 2 ay---a,by -+ by para algunos a; € ® y b; € W. Por lo tanto,
z € I3p(E) = I3p(E), donde a = a;---a, € P y b :=by---by € W. Més aun, existen
x €IL(E) CIp(E) ey € IL(E) C Iy(E) tal que z = x —p por la exactitud de la sucesion

(1.1). m
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CAPITULO 2

Moédulos retflexivos y la Topologia Max

Sean A un anillo conmutativo Noetheriano e I el cogenerador inyectivo minimal de la
categoria de A-mddulos. R. G. Belshoff, E. E. Enochs y J. R. Garcia Rozas introducen y
clasifican en [5] los I-médulos Matlis reflexivos. En la primera seccion de este capitulo
introducimos los médulos E- Matlis reflexivos, donde E es un cogenerador inyectivo
arbitrario de la categoria de A-modulos, y generalizamos algunas propiedades presen-
tadas en [5]. En la seccion 2.2 introducimos los A-moédulos maximalmente completos
y probamos entre otros resultados, que si M es un A-moédulo finitamente generado,
entonces M es [-Matlis reflexivo, si y solo si, M es maximalmente completo (ver
el Teorema 7 para un enunciado mas completo). Finalmente, en la tltima secciéon
probamos que si M es un A-moédulo I-Matlis reflexivo, entonces H;Vl(M ) es Artiniano
para todo i > 0, donde M denota el sistema de ideales generado por el conjunto de
ideales maximales de A (ver el Teorema 9). Nuestro resultado generaliza [6, Theorem
7.1.3].

2.1. Modulos E-Matlis reflexivos

Empezamos esta seccion recordando que un A- médulo E es un cogenerador inyectivo
de A si el funtor
Hom (-, E) : (Mod4)°? — Mody4

es exacto y fiel. El principal ejemplo de un cogenerador inyectivo de A es dado por

EA[ @ A/m

meMax(A)

’

donde, como es usual, E4(M) denota la capsula inyectiva de un A-mddulo M. Cuando
A es un anillo Noetheriano vale la igualdad

EA[ @ A/m)|= @ E4(A/m).

meMax(A) meMax(A)

20



A continuacion, fijemos un cogenerador inyectivo E de A y denotemos por Dg(—) el
funtor (contravariante) Hom 4 (—, E). Notemos que existe una transformacién natural

o: ld(—) —> DEDE(_)
que es inyectiva para cada A-médulo M. A saber,

Oy : M — Homy(Homy(M,E),E)
X —  Op(x): @ r— @(x).

La inyectividad de 0, es consecuencia del siguiente diagrama conmutativo

Hom (A, M) LDe, Hom 4 (Hom (M, E), Hom4(A, E))

% F

M O Hom 4(Hom 4(M, E), E)

y del hecho que la primera fila es inyectiva, a raiz que Dg(—) es un funtor fiel.

Definicion 2.1. Diremos que un A-médulo M es E-Matlis reflexivo si

GM ‘M — DEDE(M)

, SIm-

es una biyeccion. Cuando el anillo A es Noetherianoy E = E A[ @ A/m
meMax(A)

plemente diremos que M es Matlis reflexivo.

Antes de enunciar el proximo resultado, recordemos que una subcategoria plena C de
la categoria de A-modulos Mod 4 es una subcategoria de Serre, si para toda sucesion
exacta 0 — L — M — N — 0 de A-moddulos, M pertenece a C, si y solamente
si, Ly N pertenecen a C. Por ejemplo, la subcategoria de los A-méddulos finitamente
generados mod 4 es una subcategoria de Serre.

Proposicion 7. La clase formada por todos los A-modulos E-Matlis reflexivos es una
subcategoria de Serre.

Prueba. Sea

f g

0 L M N 0

una sucesion exacta de A-mddulos. Desde que Dg(—) es un funtor exacto y 6 es una
transformacion natural, el siguiente diagrama

0 L f M g N 0 (1)
0, Ou On
0 ——— D Dp(L) 22 b, pp (M) 22258 b Dy (N) ——— 0

es conmutativo con filas exactas y cuyos homomorfismos verticales son inyectivos.
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Supongamos que M es E-Matlis reflexivo, entonces 6); es un isomorfismo. Sea
z € DEDg(N), entonces z = DpDg(g)(y) para algin y € DgDg(N). Por otro lado,
existe m € M tal que y = O);(m). Luego, z = DgDg(g)(0)s(m)). Ahora sea x = g(m),
entonces Oy (x) = On(g(m)) = DpDg(g)0p(m) = z. Esto prueba que Oy es sobreyec-
tiva (biyectiva) y, por lo tanto, N es E-Matlis reflexivo.

Ahora probaremos que L es E-Matlis reflexivo. Tomemos x € DgDg(L), entonces
existe m € M tal que DgDg(f)(x) = O)((m), pues Oy es un homomorfismo A-lineal
sobreyectivo. Luego g(m) = g(@‘ (DEDE(f)( ))). Mas, Oy o ¢ = DgDg(g) o Oy.
Asi, g(m) = GN o DEDEg(g) 0 Op 00y Y(DeDg(f))(x) = DgDg(g o f) = 0. Desde que
Ker(g) =Im(f), existe | € L tal que m = g(I). Ademéas, DgDg(f) o 01(l) =0y (f (1) =
Or(m) = DgDg(f)(x). En consecuencia, 07 (I) = x, debido a que DgDg(f) es un
homomorfismo inyectivo. Esto implica que 6; es un homomorfismo sobreyectivo
(biyectivo).

Reciprocamente, supongamos ahora que L y N son E-Matlis reflexivos, entonces 0] y
On son isomorfismos. Aplicando el Lema de los cinco al diagrama (2.1), concluimos
que 0y, también es un isomorfismo y por lo tanto, M es E-Matlis reflexivo. |

A continuacion, probaremos otras propiedades sobre A-mddulos E-Matlis reflexivos,
semejantes a las establecidas en [5]. Antes recordemos lo siguiente: Sean X un A-
moédulo y {N;};¢; una familia de A-modulos. Para cada j € I denotemos por A; : Nj —

@ N; la inclusion natural. Entonces la aplicacion

i€l

T ]_[HomA(Ni,X) — Homu(EPN;, X)
iel iel
(i) > ¥,
donde 1 : @ N; — X es el tnico homomorfismo de A-moédulos que hace conmuta-

i€l
tivo cada uno de los siguientes diagramas

N—>X

\/

En la siguiente proposicion, denotaremos por ¢ : @ N; — | | N; la inclusién natu-

iel i€l

es un isomorfismo.

ral.

Proposicion 8. Si M es un A-modulo E-Matlis reflexivo, entonces M no contiene sumas
directas infinitas.

Prueba. Supongamos que @ M; esta contenida en M. Por la Proposicion 7, @ M;
iel iel

y cada sumando directo M; son A-moddulos E-reflexivos. Denotemos por « el ho-

momorfismo A-lineal inyectivo, resultado de la composicion de los homomorfismos
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¥
P pe(Mi) —— | | De(Mi) —=- Dr
i€l i€l
tenemos el homomorfismo sobreyectivo

D

iel

@ Mi] . Como Dg es un funtor exacto, ob-

i€l

2_1 e} DE(OC) . DEDE —> DE

@DAMZ-)] = | [ peDe(M).

iel iel

Denotemos por © el isomorfismo 9@ M, : @ M; — DEDE(@MZ-). Afirmamos

ot iel iel
1€
que el siguiente diagrama
PM———| [,
i€l i€l
SIS || |om
iel
Y loDg(a)
DgDg @Mi] ——=| | peDe(M))
iel iel
es conmutativo. En efecto, dado (x;) € @Mi tenemos que Dg(©((x;))) = O((x;)) o .
iel
Sea A;: Dg(M;) — @ Dg(M;) la inclusion natural. Entonces, para ¢ € Dg(M;) se

i€l
cumple que (a o Aj)(¢) = a(Aj(p)) =1, donde Ppo ;=@ ytpod; =0cuandoi=j.
Luego,

(O((xi1)) o @) o Aj)(@) = O((x;) () = P((x;)) = P(x;}) = Op, (x))().
Por lo tanto, (O((x;))oa)o A; = QM].(x]-) para todo j € I. Pero
(Eo| [6u, 0 0((x) = Z((On, (x)))
i€l
es el inico homomorfismo A-lineal tal que 3((6y,(x;))) o A; = 6;(x;) para todo j € I.
Esto implica que, ¥ o ]_[eM,- o1=0((x;))oa.
i€l
En consecuencia, : es un homomorfismo sobreyectivo y por lo tanto, un isomorfismo.
Pero, esto solo puede suceder cuando el conjunto de indices I es finito. |
El siguiente resultado sera usado en la proxima seccion.
Proposicion 9. Si M es un A-modulo Artiniano, entonces existe un homomorfismo
inyectivo ¢ : M — E" para algun niimero enteron > 1.

Prueba. Consideremos la familia

 :={kere| ¢ : M —> E" para alglin entero positivo n}.
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Note que & = 0, pues E es un cogenerador inyectivo. Como M es Artiniano, #
tiene un elemento minimal, digamos kerg. Caso exista un elemento 0 # x € kerg,
podemos hallar i : M — E tal que 1(x) = 0. Defina el homomorfismo ¢ : M —
E ® E" por ¢(m) = (¢(m), p(m)). Entonces kerp € F . Pero kerp C kerg, lo que
es una contradiccion. Esto implica que kerg = 0 y por lo tanto, ¢ : M —> E" es un
homomorfismo inyectivo. L

Proposicion 10. Un A-médulo M es E-Matlis reflexivo, si y solo si, Dg(M) es E-Matlis
reflexivo.

Prueba. Supongamos que M es E-Matlis reflexivo. Consideremos el homomorfismo
A-lineal Op, () : Dp(M) —> DgDgDg(M). Tome un elemento ¢ € DgDgDg(M),
entonces @ o 0y € Dg(M). Afirmamos que Op,(p)(@ © Op) = @. En efecto, sea
B € DpDpM, entonces existe x € M tal que f = O)(x). Luego,

Oppm)(P 0 Onm)(B) = B(@ 0 Opr) = Opi(x) (@ 0 Opr) = p(On(x)) = ().

Por lo tanto, Op_ () es sobreyectivo, y en consecuencia, Dg(M) es E-Matlis reflexivo.

Reciprocamente, supongamos que Dg(M) es E-Matlis reflexivo. Observemos que
Dg(Oy) o Op,(m) = idp,(m). Desde que Op,(u) es un isomorfismo tenemos que
Dg(0)) también es un isomorfismo. Como Dg(—) es un funtor exacto y fiel, con-
cluimos que 0, es un isomorfismo. Por lo tanto, M es E-Matlis reflexivo. [ |

En particular, obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 5. Si A es E-Matlis reflexivo, entonces A es semilocal.

Prueba. Como A es E-Matlis reflexivo, Dg(A) es E-Matlis reflexivo en virtud de la
Proposicion 10. Pero Dg(A) = Homy (A, E) = E. Por otro lado, desde que E4 es un
sumando directo de E, la Proposicién 7 garantiza que E 4 también es E-Matlis reflexivo.
Luego, por la Proposicion 8, E4 no contiene sumas directas infinitas. En consecuencia,
A/m # 0 apenas para una cantidad finita de ideales maximales. Por lo tanto, A es
semilocal. |

Proposicion 11. Supongamos que A es Noetheriano. Si M es un A-moddulo finitamente
generado y E-Matlis reflexivo, entonces Supp(M) N Max(A) es un conjunto finito.

Prueba. Como el anillo A es Noetheriano, podemos escribir E = @ EA(A/p) para
peA
algtn conjunto de indices A C Spec(A). Desde que E es un cogenerador inyectivo de
A tenemos que Max(A) C A. Como M es finitamente generado existe un isomorfismo
natural Dg(M) = @ Hom 4 (M, E4(A/p)). ELhecho que Dg(M) es E-Matlis reflexivo
peA
(gracias a la Proposicion 10) implica que solamente un nimero finito de los A-mo6dulos
Hom (M, EA(A/p)) es diferente de cero. En particular, Hom (M, E4(A/m)) # 0
para un numero finito de ideales maximales m de A. Finalmente, la igualdad

Ass(Hom (M, E4(A/p))) = Supp(M) N Ass(E4(A/p)) = Supp(M) N {p},

para cada ideal primo p, demuestra el resultado. |
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Antes de enunciar el siguiente resultado, recordemos que dados A-médulos X, Y, Z,
existe un homomorfismo natural

Y :Homy(X,Y)®4 Z — Homy(Homy(Z,X), Y)
que es un isomorfismo cuando Y es inyectivo y Z es de presentacion finita. A saber,
Y(f ®2)(g) = (f 0 g)(2), paratodo f € Homy(X,Y),g € Homy(Z,X),z€ Z.

Proposicion 12. Supongamos que A es Noetheriano. Sean M un A-moédulo finitamente
generado y N un A-moédulo E-Matlis reflexivo. Entonces los A-médulos Ext);(M,N) y

Tor? (M, N) son E-Matlis reflexivos para todo n > 0.

Prueba. Primero notemos que existe un diagrama conmutativo

Hom (M, N)—Z% s Hom (M, DpDg(N))

OHom 4 (M, N)l Ela‘l

DgDg(Homy(M, N)) ———— Dg(M ®4 Dg(N))

=

I

donde OV := Homy (M, 6y) v o es el isomorfismo de adjuncién Tensor-Hom. Desde
que N es E-Matlis reflexivo, 6N es un isomorfismo. Como M es finitamente generado,
y también es un isomorfismo. En consecuencia, Oom ,(M,N) €5 un isomorfismo y, por
lo tanto, Hom 4 (M, N) es E-Matlis reflexivo.

Para demostrar que Extf‘(M , N) es E-Matlis reflexivo, consideremos una resolucion
libre F, — M — 0 donde cada F,, es finitamente generado . De esa manera, cada A-
modulo Hom 4 (F,, N) es E-Matlis reflexivo. Como la clase de los E-Matlis reflexivos
es una categoria de Serre (Proposicion 7), concluimos que Ext’} (M, N) es E-Matlis
reflexivo para todo n > 0.

De manera semejante, tenemos el diagrama conmutativo

M®A9N

M®u N ~ M ®4 DgDg(N)

6M®ANl Elyl
Dg(o)

DEDE(M ®4 N) T> DE(HOITIA(M, DE(N)))

Desde que N es E-Matlis reflexivo, M®4 O es un isomorfismo. Como M es finitamente
generado, y también es un isomorfismo. Por otro lado, como o es el isomorfismo de
adjuncion Tensor-Hom, Dg(0) también es un isomorfismo. En consecuencia, Oyg , N
es un isomorfismo y, por lo tanto, M®4 N es E-Matlis reflexivo. Tomando nuevamente
una resolucion libre de M de rango finito, obtenemos que los A-médulos Tor!; (M, N)
son E-Matlis reflexivos para todo n > 0.
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2.2. Topologia Max

Denotaremos por M el sistema completo de ideales generado por el conjunto Max(A)
de todos los ideales maximales de A, i.e.,

M := (Max(A)).

Asi, un ideal a < A es un elemento de M, si y solo si, existen ideales maximales
my, ..., M, y enteros positivos ny,.., 1, tales que a 2 m’fl g

Supongamos que un A-moédulo M esta equipado con una topologia 7. Recordemos
que T es una topologia lineal, si (M, +, T) es un grupo aditivo topologico tal que O tiene
un sistema fundamental de vecindades abierta consistente de submodulos de M. En
esta situacion, es habitual decir que M esta linealmente topologizado.

Consideremos ahora un A-médulo M. Equiparemos M con una topologia lineal como
sigue: diremos que un subconjunto U de M es abierto, si para cada m € U existe
a e Mtalque m+aM C U.De esa manera, el conjunto {aM| a € M} forma un sistema
fundamental de vecindades del elemento cero de M. Tal topologia sera llamada de
topologia max. Note que M es Hausdorff, si y solo si, ﬂ aM = 0. Observe también

aeEM
que M es un conjunto dirigido con respecto al orden parcial dado por a <b, sib C a.

Para cada par de ideales a,b € M tales que a < b consideremos el homomorfismo
natural de A-modulos

Q@ : M/bDM — M/aM. Entonces {M/aM, ¢,,} forma un sistema inverso de A-
modulos. Denotaremos por A y(M) su limite inverso, i.e.,

Apm(M) = lim M/aM.
aeM

Ahora equipemos cada A-moddulo cociente M/aM con la topologia discreta y A y((M)
con la topologia limite inverso, i.e., con la menor topologia tal que cada una de las
proyecciones 77, : A (M) —> M/aM es continua. Recordemos que la topologia limite
inverso es lineal donde el conjunto {ker(7,)| a € M} es un sistema fundamental de
vecindades de 0 € A ((M). De este modo, el homomorfismo natural de A-médulos

X +— (x+aM)

es continuo. En efecto, dado a € M tenemos que ¢! (ker(r,)) = aM. Observe que
M es Hausdorff con respecto a la topologia Max, si y solo si, el homomorfismo ¢ es
inyectivo.

Por otro lado, cuando M = A, el A-mddulo A ((A) también es un anillo y ¢ un
homomorfismo de anillos.

Definicion 2.2. Diremos que un A-médulo M es maximalmente completo cuando ¢
es una biyeccion.

Lema 9. Sea M un A-médulo Artiniano, entonces M es maximalmente completo, si y
solo si, M es finitamente generado. En particular, todo anillo Artiniano es maximalmente
completo.
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Prueba. Desde que M es Artiniano, la familia & = {aM},., de submddulos de M
posee un elemento minimal, digamos bM. Luego aM = bM para todo a < b. Esto
implica que
A (M) =1lim M/aM =1lim M/aM = M/bM.

— —

aeM b=<a
Supongamos que M es maximalmente completo, entonces bM = 0 para algun b €
M. Esto implica que Ann(M) € M pues a C Ann(M). Por lo tanto, existen ideales
maximales diferentes my,.., 1, y enteros positivos ny,..., 1, tales que Ann(M) 2

ny ng . .

m; ---m;’. El homomorfismo A-lineal sobreyectivo

A/m ®--®A/M & ®A/m @ ®A/m; = A/m]" - -mg° — A/Ann(M)
——————
ny veces ng veces

implica que A/Ann(M) es un A-mddulo Artiniano y por lo tanto, un anillo Artiniano.
Como M tiene estructura de A/Ann(M )-moddulo, M es Artiniano como A/Ann(M)-
modulo. Por lo tanto, M es finitamente generado como A/Ann(M )-médulo o, equiva-
lentemente, M es finitamente generado como A-maddulo.

Reciprocamente, supongamos que M es finitamente generado. Como M es Artiniano,
sabemos que V(Ann(M)) = Supp(M) es un conjunto finito formado por ideales ma-
ximales, digamos my, ..., mg. Entonces \/Ann(M) = m; N---Nmg = my ---m; € M.
Por otro lado, Att4(M) C V(Ann(M)), donde Att,(M) es el conjunto de los ideales
primos anexados de M. Luego, por [18, Lemma 2.5] existe un entero positivo # tal que
Ann(M)"M = 0. Por lo tanto, M es maximalmente completo. |

Proposicion 13. Supongamos que M es un A-médulo M-torsion, entonces D(M) es

maximalmente completo. En particular, ﬂ aD(M) = 0.
aEM

Prueba. El objetivo es demostrar que el homomorfismo canénico
¢ : D(M) — A p(D(M))
es una biyeccion. Pero tenemos los siguientes isomorfismos naturales

D(M) = D(Tyy(M))
~ D(li_)m Hom(A/a, M))
aemM

=~ h(_mD(HomA(A/a,M))
aeM

= h(_rn D(M)®4 A/a
aeM

~ lim D(M)/aD(M)
—
aeM

= Au(D(M)),

donde el penultimo isomorfismo sigue por la adjuncion Hom — ®. Ahora no es dificil
ver que este isomorfismo es precisamente ¢. [

Corolario 6. Sea M un A-modulo. Son validas las siguientes afirmaciones:
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(i) Si M es Artiniano, entonces D(M) es maximalmente completo.

(ii) Si M es finitamente generado, entonces D(M) es maximalmente completo. En
particular, si M es Matlis reflexivo y finitamente generado, M es maximalmente
completo.

(iii) D(E) es maximalmente completo.

Prueba. (i) Basta notar que Supp(M) C Max(A) cuando M es Artiniano.
(ii) En el caso que M es finitamente generado,
Ass(D(M)) = Ass(Homu (M, E)) = Supp(M) N Ass(E) C Ass(E) C M.

Esto implica que D(M) es M-torsion. Por lo tanto, DD(M) es maximalmente
completo.

(iii) Observe que E es M-torsion. En efecto,

Tu(E)= P TuEsA/m)=  Ex(4/m)=E.

meMax(A) meMax(A)

Por lo tanto, D(E) es maximalmente completo.

Lema 10. Sia € M, entonces D(E)®,4 A/a es isomorfo a A/a.

Prueba. Como a € M existen ideales maximales my, ..., 11, y enteros positivos 11y, ..., 1,
n ng . .z

tales que a D m; ---m;°. Un argumento semejante al usado en la demostracion del

Lema 9 prueba que A/a es un anillo Artiniano. Por lo tanto, A/a posee una cantidad

finita de ideales maximales, digamos Max(A/a) = {n;/a,...,n;/a}. Afirmamos que

D(A/a) = Homu(A/a,E) es el cogenerador inyectivo minimal de A/a. En efecto,

k k
consideremos el A/a-modulo M := @A/ a/m;/a= @A/ui. Entonces visto como
i=1 i=1
A-modulo se cumple que

k
L(EAM) = P Eaam) = € Ea(a/m)=E,
i=1 meMax(A)

pues el funtor I;(—) preserva sumas directas y ademas [;(E4(A/n;)) = E5(A/n;) para
todoi=1,.,kyI[(Es(A/m)) = 0 para un ideal maximal m € {ny,...,1;}. Por lo tanto,
aplicando el [6, Lemma 10.1.16] obtenemos,

Ey/a(M) =Homy(A/a, E4(M)) = Homy (A/a, T,(E4(M))
=Homy(A/a,E) = D(A/a).

Luego, por [15, Theorem 1.6, (5)],

Homy,;(Hom4(A/a,E),Homy(A/a,E)) = A/a.
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Ahora tenemos los siguientes isomorfismos naturales

Hom,;(Hom(A/a,E),Hom,(A/a, E)) = Hom (Hom4(A/a,E), E)
=~ Homy(E,E)®4 A/a,

lo que prueba el lema. |

Teorema 7. Sea M un A-moédulo finitamente generado, entonces existen isomorfismos
canénicos

DD(M) = Ay (A)®4 M = Ay (M).

Prueba. Primero probaremos que DD(M) = A ,,(A) ®4 M. Para esto, supongamos
inicialmente que M = A. Usando el Lema 10 tenemos los siguientes isomorfismos
naturales

Am(A) = lim A/a

aeM

= ﬁ(LﬂD(E)@A Ala
aeM

~ lim DD(A/&)
—
aeM

=~ D(li_r)n D(A/a))

aemM
= D(I(E)) = D(E)
= DD(A).

En el caso general, tenemos lo siguientes isomorfismos naturales
DD(M) = D(E)®4 M = DD(A)®4 M = A ((A) ®4 M.

A continuacién probaremos que A (M) = DD(M). Aplicando nuevamente el Lema
10, tenemos los siguientes isomorfismos naturales

Am(M) = lim A/a@s M

aeEM
= h(_m D(E)®@sA/a®@s M
aeM
=1lim DD(M ®4 A/a)
%
aeM
= D(h_r)n DM ®4 A/a))
aeM
~ D(h_r)n Hom (M, D(A/a)))
aeM
=~ D(Hom (M, h_)m D(A/a))
aeM
=~ D(Homy (M, Ty(E)))
=~ D(Homu(M, E))
=DD(M).
Asi concluimos la demostracion del Teorema. u
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En virtud del Teorema 7, el funtor de completamiento maximal restricto a la categoria
mod,4 de los A-moddulos finitamente generados ,

A (=) :mody — Mody,
es exacto y fiel.

Proposicion 14. Sea M un A-médulo tal que Supp(M) C M, entonces M tiene una
estructura natural de A y,(A)-modulo tal que

AM(A)®AM%’M

como A y4(A)-modulos.

Prueba. Supongamos inicialmente que M es un A-moédulo finitamente generado.
Entonces V(Ann(M)) C M. Luego, por el Lema 1, b := Ann(M) € M. Consideremos
la projeccion 7y, : A (A) — A/b.Desde que M es un A/b-moddulo, M tiene estructura
natural de A y,(a)-modulo por restricciéon de escalares. De manera mas especifica,

(ry+a)-m=rym paratodo (ry+a)e Ay(A) yparatodo me M.

Consideremos ahora un homomorfismo de A-médulos f : M — N, donde Supp(N) C
Max(A). Escribamos ¢ = Ann(M) € M. Probaremos que f es un homomorfimos de
A p1(A)-mddulos. En efecto, para todo m € M y para todo (1, + a) € A y((A) tenemos

f(ra+a))-m= f(rym) = f(roem) = roc f(m) = e f(m) = (ry + a) f (m).

Ademas, para cada A-moddulo finitamente generado M tenemos un isomorfismo natural
de A p((A)-mddulos A y(A)®4 M = M por el Teorema 7.

En el caso general, podemos escribir M = li_n)lMi, donde cada M; es un submodulo
iel

finitamente generado de M. Por el argumento previo, M también es un limite directo

de A ((A)-moddulos. Por lo tanto, M tiene estructura natural de A ((A)-mddulo y

ademas,

Apm(A) @4 M = A p(A)®4 ﬁ_n)lMi

i€l
= h_r)nAM (A)®4 M;
i€l
=1limM; =M,
—
i€l
que demuestra el enunciado. |

Corolario 8. Para todo A-mddulo M, su dual generalizado de Matlis D(M) tiene una
estructura natural de A y4(A)-modulo. Si M es Artiniano, entonces D(M) es finitamente
generado como A \q(A)-modulo.

Prueba. Desde que Supp(E) € Max(A), E tiene una estructura natural de A y((A)-
modulo. Por lo tanto, D(M) = Hom (M, E) tiene estructura natural de A (A)-
modulo.
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Supongamos ahora que M es Artiniano. Gracias a la Proposicion 9 existe una sucesion
exacta 0 — M — E" para algin n > 1. Después de aplicar el funtor D(—) obtenemos
la sucesion exacta D(E") — D(M) — 0. Desde que D(E) = A y4(A) por el Corolario
6, sigue el resultado. [ |

Proposicion 15. Sea M un A-médulo finitamente generado, entonces existe un isomor-
fismo canédnico de A-modulos

meMax(A)

Prueba. Para todo A-moédulo finitamente generado tenemos los siguientes isomorfis-
mos naturales

DD(M)

Il

D|HomaM, @5 Ea(A/m))
meMax(A)

IR
O

P Homa(M,Ex(A/m))
meMax(A)

[ | D(Homu(M, Ex(A/m))

N

meMax(A)

Il

M ®4 D(Ep(A/m))
meMax(A)

1%

My HomA(EA(A/m), EA(A/IH))
meMax(A)

—

M ®A Am

[l

meMax(A)

—_—

M,

Il

meMax(A)
Ahora el resultado sigue directamente del Teorema 7. |

Proposicion 16. Si A es un anillo Noetheriano, entonces A \((A) es un A-médulo
fielmente plano.

Prueba. Por el Teorema 7, el A-mddulo A ,,(A) es plano. Ahora sea 11 un ideal maximal
de A. Por la Proposicion 15 tenemos

nap@z=n [ 4,
meMax(A)

- [ o
)

meMax(A

s ] A
meMax(A)

Por lo tanto, nA y(A) ; A r(A), 1o cual demuestra el resultado. [ |
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2.3. Maoddulos reflexivos y cohomologia local

Lema 11. Sean M un A-médulo, @ un sistema completo de ideales de A y X un subcon-
junto de Spec(A) que contiene Supp(M). Entonces

Ip(M) = [ixnoy (M)

Prueba. Sea x € Ip(x), entonces Supp(Ax) € ®. Como Supp(Ax) C Supp(M) € X
tenemos que Supp(Ax) C (X N®). Por lo tanto, x € [ xne)(M). La inclusion reciproca
es clara, pues (X N D) C . |

Proposicion 17. Sean © un sistema completo de ideales de A y M un A-médulo tal
que Supp(M)N® = {my,...,mg} € Max(A). Entonces

S
i ~ i
Hi (M) = @Hmj (M)
j=1
para todo i.

Prueba. Haremos la demostracién por induccién sobre s. Supongamos inicialmente
que s = 1, entonces Supp(M) N ® = {m} C Max(A). Consideremos una resolucion in-
yectiva minimal (I’,d’) de M. Entonces Supp(M) = Supp(I°) 2 Supp(I') 2 ---.
Luego, Supp(I') N ® C Supp(M)N® = {m)} para todo i. Caso exista j tal que
Supp(I') N ® = (@ (podemos suponer que es el mayor indice con tal propiedad),
tenemos que I' = 0 para todo i > j y Supp(I’) N ® = {m} para todo i < j. Por el
Lema 11 obtenemos que Ty (I') = Ty (I') y Tp(d') = T, (d?) para todo i. Por lo tanto,
HéD(M) = H! (M). Por otro lado, si Supp(I’) N® = {m} para todo i, claramente la
conclusion es la misma.

Ahora supongamos que la Proposicion es valida para s > 1 y que Supp(M)Nd =
{my,...,mg, mg, 1} € Max(A). Consideremos el sistema completo de ideales

v .= <m1,..., m5> No.

Note que W N (m,,q) = {A}, pues si a € W N ({m,, ), entonces a 2 m, ;" y a2
m; ---m?s para algunos enteros no negativos 1,1y, ...,1,. Por la comaximalidad
de los ideales m, ;" y m;" ---my°, concluimos que a = A. También observe que
m,,; € (my,...,m;). Por lo tanto,

Supp(M)NY = (Supp(M)ND)N(my, ..., mg) = {my, ..., Mg, Mg, 1 JO(M, ..., M) = {1, ...

S
Por la hipoétesis inductiva tenemos que HiI,(M )= @ an],(M ). Ahora consideremos
j=1

el sistema de ideales completo @’ := (W U (m,_; )). Entonces
{my,..., mg,mgq} = Supp(M)N® 2 Supp(M)ND" 2 {my,..., m,, M}
Luego, aplicando el Lema 11, tenemos que
Ho (M) = Hiyppvyney (M) = Higuppavyney (M) = He (M)
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para todo i. Finalmente, aplicando la sucesion (exacta) de Mayer-Vietoris a los sistemas
Wy (my, 1) (ver Proposicion 6),

0——— (M) ——— Ly(M)® L, (M) — Ip(M) — Hj (M)

S~ —
0 0
—Hy,(M)®H], (M) ——— Hy(M) ——— H;(M) ——
~——
0
obtenemos que
S s+1

Hy (M) = Hy (M) @ Hy, | (M) = (D H}, (M)@Hy, | (M) = HH], (M)
j=1

para todo i. Esto demuestra el resultado. |
Lema 12. Sea M un A-mddulo finitamente generado. Entonces an(M) es Artiniano

para todo 1.

Prueba. Tenemos que (H, (M), = an A (M) es un A, -mddulo Artiniano. También

(H{n(M N = H:n A, (M,,) = 0 cuando n es un ideal maximal diferente de m. Por lo tanto,
H! (M) es Artiniano. |

Proposicion 18. Sea M un A-médulo finitamente generado tal que Supp(M)N M es
un subconjunto finito de Max(A). Entonces H' (M) es Artiniano para todo i.

Prueba. Digamos que Supp(M)N M = {my,...,,m;} € Max(A), entonces por la Pro-
S
posicién 17 tenemos que HIM(M ) = @ H:n](M ). El Lema 12 garantiza que an}_ (M)
j=1

es un A-méddulo Artiniano para todo j = 1,...,s. Por lo tanto, para cada entero no
negativo i, el A-médulo H', (M) también es Artiniano. |

Teorema 9. Supongamos que M es un A-méodulo reflexivo, entonces HZM(M) es Arti-
niano para todo i > 0.

Prueba. Por [5, Theorem 12], existe una sucesion exacta de A-moédulos

0 L M N 0, (2.2)

donde L es finitamente generado y N es Artiniano. Como la clase de los A-médulos
reflexivos es una categoria de Serre (Proposicion 7), L es reflexivo. Luego, como
consecuencia de la Proposicion 11 y la Proposiciéon 18 obtenemos que Hi\/l(L) es un
A-mobdulo Artiniano para todo i.
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Consideremos ahora la sucesion exacta larga inducida por la sucesion corta (2.2),

50 s
0 —— Ty (L) —— Ty (M) —— Ty (N) ——= Hj (L) — H}, (M) — H}, ((N) —% -+
~——

0

) ji-l . . St )
-+ — HJ{(N) —% H (L) — H (M) — H) (N) — H{ (L) ——— -
~—— ~——
0 0

Elhecho de N ser Artiniano implica que Hj\/l(N ) =0 paratodoi > 1,puesdim(N) =0
(ver Corolario 3). Luego,

H;Vl(M) = HZM(L) para todo 1> 2.

Por lo tanto, Hj\/t(M ) es Artiniano para todo i > 2. Por otro lado, el homomorfismo
sobreyectivo H}M(L) — H}M(M ) —— 0 implica que H}M(M ) es un cociente del

modulo Artiniano H}M(L) y, por lo tanto, también es un modulo Artiniano. Finalmente,
consideremos la parte inicial de la sucesion exacta larga

0 —— Ty (L) —L T (M) 2= T (N).

Note que Ty((M)/ker(g) es un mddulo Artiniano, pues I'\(M)/ker(g) = Im(g) y
Im(g) es un submodulo del moédulo Artiniano I'y(L). Desde que I'y4(L) es Artiniano,
concluimos que I'y((M) es Artiniano, pues la clase de los A-mo6dulos Artinianos es
una categoria de Serre. |
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CAPITULO 3

Los funtores de cohomologia H i,(P(—)

En este capitulo introducimos un tipo especial de funtores de cohomologia local, que
generalizan aquellos presentados por R. Takahashi, Y. Yoshino and T. Yoshisawa en
[19], pero a diferencia de los mencionados autores, nuestra teoria es abordada usando
el lenguaje presentado en el capitulo 1. En el Teorema 10 demostramos que “nuestros”
modulos de cohomologia local pueden ser calculados como mddulos de cohomologia
de ciertos complejos de Cech generalizados. Nuestro resultado generaliza [19, Theorem
2.4]. En la seccion 3.3, introducimos una teoria de homologia local como una nocién
dual de la cohomologia local definida en la seccién 3.2 y demostramos, que si un
moédulo es Matlis reflexivo, en el sentido del capitulo 2, la homologia local de tal
modulo puede ser calculada en términos de un limite inverso de ciertos modulos Tor.

A lo largo de este capitulo, A denotara un anillo conmutativo Noetheriano, a un ideal
de Ay @ un conjunto no vacio de ideales de A.

3.1. Elfuntor de torsion [ ,(-)

Consideremos el siguiente conjunto de ideales de A.
G(a,@):={c JA: b+rc e (a)paraalgin ideal b € (p)}.

Explicitamente, un ideal ¢ de A es un elemento de G(a, @), si y solo si, existen un
nimero natural # > 1 y un ideal b € (@) tal que b+c¢ 2 a".

Lema 13. El conjunto G(a, @) es un sistema completo de ideales de A.
Prueba. i) Seanc € G(a, @)y b < A tal que d 2 . Entonces tenemos las siguientes

inclusiones: b+ b 2 ¢ +b 2 a" para algun n > 1 y algtn b € (). Por lo tanto,
bed(a @)

ii) Supongamos que ¢, d € G(a, @), entonces podemos escoger numeros naturales
my n e ideales b,b’” € (@) tales que c +b 2 a™ y b+ b’ 2 a”. Luego, cd+Dbb’ 2
(c+Db)(d+Db’") 2 a™". Por i) concluimos que cd € G(a, ).
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El lema anterior nos permite definir, usando el lenguaje presentado en el capitulo 1, el
siguiente funtor.

Definicion 3.1. El (a, ¢)-funtor de torsién I}, ,,(—) : Mod 4 —> Mod es definido por:

I3 (p(_) = rg(a,(p)(_)-

De manera mas explicita, para cada A-moédulo M sobre A,

I

1,p(M) ={x€M: Sup(Ax) C G(a, @)}

Como Sup(Ax) = V(Ann(x)), el Lema 1 implica que un elemento x de M pertenece a

I3,(M) si, y solo si, Ann(x) + b 2 a" para algin n > 1 y algtn ideal b € (¢).

A continuaciéon tomemos un elemento a € A y consideremos el siguiente conjunto

Sap={a"+b: n>0,bebparaalginb e (p)}.

Observamos que S, , es un subconjunto multiplicativo de A. En efecto, es claro que
1 €S, , Ademis, six,y €S, , podemos escribir x =a"™ + b e y = a" + ¢ para algunos
enteros no negativos m, n y algunos ideales b,c € ¢ con b € by ¢ € c. Por lo tanto,
xy =a™" +d, donde d € b+ c. Desde que (@) es un sistema completo de ideales,
b+ €(¢) y en consecuencia, xy € S, .

Dado un A-mddulo M, denotaremos por Mu,(p el mdédulo de fracciones de M con

respecto al conjunto multiplicativo S, o, i.e, My, = S, }pM .

a,p>

Lema 14. Son validas las siguientes afirmaciones:

i) 0€§,, siysolosiace Vb para algin ideal b € (p).
ii) SipeG(a,p)NSpec(A) ya € a, entoncespN Sy, # 0.

iii) Sia=<{ay,....,ar), entonces la sucesion natural de A-modulos

k
0 —— T (M) — M — @Mai,(p (3.1)
i=1

es exacta.

Prueba. i) Supongamos que 0 € S, ,, entonces existen un entero no negativo 1,
un ideal b € @ y un elemento b € b tal que 0 = a” + b. Esto implica que a” € b
o equivalentemente, a € Vb. Reciprocamente, si a € Vb para algtn ideal b € @,
entonces b := —a" € b. Luego podemos escribir 0 = a” + b, lo que muestra que
0€ S,

ii) Supongamos que existe un ideal primo p tal que p € G(a, ¢), entonces p+b 2 a”
para algiin nimero natural n > 1 y algtn ideal b € ¢. Si ademas suponemos que
a € a, es posible escribir a” = x+b con x € py b € b. Luego, x = a" + (-b) €
SapNp.
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iii) El primer homomorfismo A-lineal en la sucesion (3.1) es la inclusion natural
1, que obviamente es inyectivo. El segundo homomorfismo, que denotaremos

k
por 7t es dado por 7t(x) = (F,...,7) € @Mai,(p para todo x € M. Debemos
i=1
probar que ker(7) = im(1). En efecto, si x € I} ,,(M), entonces existe un nimero
natural n > 1 y un ideal b € ¢ de manera que Ann(x)+b 2 a". Luego, para cada
i =1,...,k podemos escribir a} = r; + b; con r; € Ann(x) y b; € b. Por lo tanto,
a;x = b;x, o equivalentemente, (a; + (~b;))x = 0. Desde que a' + (=b;) € S, o,
la dltima relaciéon muestra que 7 (x) = 0. Reciprocamente, supongamos que
x € ker(m). Entonces para cada i = 1,...,k existe un entero no negativo #;,
un ideal b; € ¢ y un elemento b; € b; tal que (a?i + b;)x = 0. De esa forma,
rp= a?i +b; € Ann(x). Por lo tanto, sin:=n; +---+nyb=0b; +---+ b € ¢,
las relaciones anteriores implican que a” € Ann(x)+b. En consecuencia, x € I ,,.

3.2. Los funtores de cohomologia H; ()
Comenzamos esta seccion presentando una de las principales nociones de nuestro
trabajo.

Definicioén 3.2. Para cada entero no negativo 1 > 0, el i-ésimo funtor de cohomologia
local con respecto al par (a, ¢), denotado por Hzi,(p(_)’ es definido como i-ésimo funtor
derivado a la derecha del (a, ¢)- funtor de torsion [ (), ie.,

Hé{,(p(_) = \%Zra,(p(_)'
Por lo visto en el capitulo 1, las siguientes propiedades caracterizan a los funtores
io(_
{Ha"l’( )}izo'
i) Los funtores HgKP(_) I;,¢(-) son isomorfos naturalmente.

ii) HZ’(I)(E ) = 0 para todo mddulo inyectivo E y para todo entero positivo i > 0.

iii) Toda sucesion exacta corta de médulos

0 L M N 0
induce una sucesion exacta larga natural

d

0 —— Ty (L) —= Ty (M) —= T (N) == H} (L) — H} (M) —---

a,p
Proposicion 19. Sea M un A-maodulo. Si a € a, entonces

Hé’(p(Ma,(p) =0 paratodo i > 0.
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Prueba. Sea [*® una resolucion inyectiva de M, entonces (I°),, es una resolucién
inyectiva de M, . Luego, HfL(P(Ma,(p) = H/(T ((I*)a,p))- Ahora escriba cada I' co-

4,
mo suma directa de médulos inyectivos irreducibles, I’ = @ EA( A/p)ﬂi(llM)'
peSpec(A)
Entonces
AN i(pM) (o,
(Il)a'(f) = @ EA(A/Q)Z,(; = @ EA&,(P(AQ’({)/DAQ’(P)FI(D M)
peSpec(A) peSpec(A)

Por lo tanto, gracias a la parte ii) del Lema 14, obtenemos

~ i(pM)y —
= @ Ea,y(Ang/nd,, )" #0) = 0.
peG(a, @
En consecuencia, Hf]’(p(Ma,(p) = 0 para todo entero no negativo 1. [

Necesitaremos del siguiente resultado sobre localizaciones.

Lema 15. Sean S y T dos subconjuntos multiplicativos de A, entonces existe un isomor-
fismo de A-algebras

As®4 AT = (Ag)7F,

donde T := i(T) es la imagen de T via el homomorfismo de localizacién 1 : A — Ag.

Prueba. Consideremos el homomorfismo de A-algebras 0 : A — Ag ®4 At definido
por o(a) = 1(a)® 1. Notemos que si a € S, entonces o(a) es una unidad de Ag @4 Ar.
Luego, por la propiedad universal de Ag, existe un inico homomorfismo de A-algebras
a:Ag — Ag®y Ar tal que el siguiente diagrama es conmutativo

As®q Ar.

Observemos que para cualquier elemento t € T, a(i(t)) = o(t) = to(1) =1 ®{ es
una unidad de Ag ®4 Ar. Denotemos por j : Ag — (Ag)7 el homomorfismo de
localizaciéon. La propiedad universal de (Ag)7 garantiza la existencia de un nico
homomorfismo de A-algebras 8 : (Ag)7 — Ag ®4 A tal que el diagrama que sigue

es conmutativo.
\ /

As®4 AT.

(As)T

Sea k : A — At el homomorfismo de localizaciéon. Desde que la composicion jo:
A — (Ag)7 lleva elementos de T en unidades de (Ag)7, la propiedad universal de
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A7 implica que existe un inico homomorfismo de A-algebras ¢ : Ay — (Ag)7 tal
que el siguiente diagrama es conmutativo.

k

jou /

(As)F

A Ar

Consideremos ahora la aplicacién A-bilineal y : Ag x Ay — (Ag)7 definida por
7(x,v) = j(x)@(v). Entonces, por la propiedad universal del producto tensorial Ag ®,4
Ar, existe un inico homomorfismo A-lineal 6 : Ag ®4 Ar — (Ag)7 de manera tal
que el siguiente diagrama conmuta.

AS XAT AS ®AAT

o A

(As)F

No es dificil verificar que f o 0 =id y 6 o = id. Esto concluye la demostracion. W

Definicion 3.3. Para un elemento a de A y un conjunto no vacio de ideales ¢ de A,
definimos el complejo C7 , por

Cop: 0 A — Ay, —0,
0 S——

1

donde A esta colocado en la posicion 0, A, , en la posicion 1, y ¢ es la aplicacion de
localizacion.

Observemos que para un médulo M sobre A,

HO(C;@ ®a M) =ker(1®@M)
= {x €M: rx=0paraalginre€ Sa!(p}

={xeM: (a"+b)x =0 para algunos n > 1,b € {(¢) con b € b}
={xeM: a" € Ann(x) + b para algunos n > 1,b € (@)}
= ra,rp(M):

donde a es el ideal principal generado por a.
Ahora podemos definir el complejo generalizado de Cech de la siguiente manera:

Definicion 3.4. Para una sucesion finita @ = ay, ..., a,, de elementos de A y un conjunto
no vacio ¢ de ideales de A, el complejo de A-médulos C*;, es definido por

n
° . °
C*ap = () Ch g
i=1

39



Por ejemplo, como consecuencia del Lema 15, para n = 2 tenemos el siguiente complejo

C.(al'ﬂz)rfp : 0 A AaMP €BA“z»‘P (Aal'q’)az»(P —0
De manera mas general,
n
Cap: 0—A— Ao — P Au g — = As o Jap — 0

i=1 i<j

En el proximo lema usaremos la siguiente notacion: Dada una sucesion d = ay, ..., a4,
de elementos de A y un elemento b € A, denotaremos por U b la sucesion ay, ..., a,, b.

Lema 16. Sean ¢ un conjunto no vacio de ideales de A y M un A-moédulo. Existe una
sucesion exacta corta de complejos de A-mébdulos.

O e C.d,(p[_]‘] ®Mb e C.ﬁUb,({) ®M _>C.d'(P ®M e 0
Prueba. Sigue directamente de la definicion. |

El siguiente resultado permite calcular los médulos de cohomologia local soportados en
el sistema de ideales G(a, ) en términos de los modulos de cohomologia del complejo
generalizado de Cech.

Teorema 10. Sea d = ay, ..., a,, una sucesion finita de elementos de A y ¢ un conjunto
no vacio de ideales de A. Para todo i > 0 existe un isomorfismo natural de funtores

H. () = H(C ®4 ),

donde a = (ay,...,a,) es el ideal generado por la sucesion a.

Prueba. La parte iii) del Lema 14 garantiza la existencia de un isomorfismo natural de
funtores
0/pe ~
H (C a,p ®4A _) = ra,<p(_)-

Como la sucesion {Hi(C *590®4 _)}i>0 es un o-funtor cohomolégico, para demostrar el

Teorema es suficiente mostrar que H'(C® a,0 ®a ) = 0 para todo A-médulo inyectivo I

y para todo i > 1. A partir de la descomposicion [ = @ EA(A/p) y del hecho que
peSpec(A)

cada funtor H'(C® 4,0 ®4 —) preserva sumas directas, podemos suponer sin pérdida de

generalidad que I = E4(A/p) para algin ideal primo p. Procederemos por induccién

sobre n, el nimero de elementos de la sucesion 4.

Sin =1, entonces el complejo de A-modulos C3, , ®4 E4(A/p) es dado por

0 —— E4(A/p) ——=E4(A/p),, o —— O,

a,p

Tenemos las siguientes posibilidades: si p € G({a;), ¢), entonces por la parte ii) del
Lema 14, pNS, ,, # 0. Por lo tanto, E4(A/p),,,, = 0 (ver [6, Proposition 10.1.14 (i)]. Por
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otro lado, si p € G({a1), ¢), entonces pN S, , = 0. Caso contrario, existe un elemento
¢ € pNS,, - Por lo tanto podemos escribir ¢ = aj +b, para algin b € (@) con b € b. Asi,
aj = (=b)+c € b+p.Luego p € G({a;), ), lo que contradice nuestra suposicion. Como
consecuencia de [6, Proposition 10.1.14 (i)], EA(A/p) = E4(A/p)a,, como A-modulos.
En cualquiera de los casos, obtenemos que H! (C,,0 ®a Ea(A/p)) = 0.

Ahora supongamos que # > 1 y que el resultado vale para valores menores o iguales
que n. Sea ay,....,d,,a,,1 una sucesion finita de elementos de A. Denote por 4 la
sucesion ay, ..., a,. Por el Lema 16 existe una sucesioén exacta corta de complejos de
A-médulos

0— C.d,(p[_l] ® EA(A/p)an+1 — C.dUan+1,(p ® EA(A/IJ) E— C.d,(p ® EA(A/]J) —0.
Tal sucesion induce una sucesion exacta larga de A-modulos de cohomologia

0 —H(C*4p[~1]® Ea(A/p)a,,,) — H(C*aa,, 0 ® Ea(A/p) — HO(C* 1, ® E4(A/p))

Antl

<0
S HY(C® 4,0 [-11® EA(A/p)a, ) — H (C*aua, 1.0 ® Ea(A/p) — H'(C*5,, ® EA(A/p))

An+l

0

2, H(C*4[-11® Ea(A/p)a,,,) = H?(C*aua,,,.0 ® Ea(A/p) — H(C* 4 ® Ea(A/p)) — -

0 0

Desde que E4(A/p),,,, es un médulo inyectivo, deducimos a partir de la hipétesis

inductiva que

+1

H'(C*4,»[-11® E4(A/p),,,,) = 0 paratodoi > 2

y .
H'(C®4,, ®Ea(A/p)) = 0 paratodoi > 1.

Esto implica que
H'(C®20a,,,,0 ® EA(A/p)) = 0 para todo i > 2.

Finalmente, como

H(C*4p ® Ea(A/p)) = T (EA(A/p))

HY(C*; o [-11®EA(A/p)a,,,) = HY(C*4p ® EA(A/p),,.,,) = Ta p(EA(A/p)a,., ),

Antl

vemos que 6" = I3,0(f), donde f : E4(A/p) — EA(A/p)a,.,, es el mapa de localizacion.

Consideremos ahora el conjunto multiplicativo T := {1, Apils aﬁ 1 } Tenemos dos
posibilidades: Si pN T # (), entonces por [6, Proposition 10.1.14 (i)], EA(A/p),,,, = 0.
Por otro lado, si pN T = (), entonces por [6, Proposition 10.1.14 ()], EA(A/p),,,, =
EA(A/p) como A-mddulos. En cualquier caso, la sucesion exacta larga permite concluir
que

HY(C*20a,.,,9 ® Ea(A/p)) = 0.

Esto completa el proceso inductivo, y por lo tanto, la demostracién del Teorema. W
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Observacion. Para completar el paso inductivo, también podemos proceder de la

. ) . e . . .,
siguiente manera: Desde que C*;y,, , =C*, . ®C®;, existe una sucesion espectral

EYT = HP(C*,,., ®H(C* @ EA(A/p)) = HPM(C 4y, ® Ea(A/p)).

En vista que H1(C*;®E 4 (A/p)) = 0 para todo g > 1 por causa de la hipotesis inductiva,
la sucesion espectral degenera. Por lo tanto tenemos los siguientes isomorfismos

H'(C® 0., ® EA(A/p)) = H(C*, ., ® HY(C® 2 ® EA(A/p)))
= Hl(c.anH ® ra,q)(EA(A/p)))

=H'( 0 —— Ty o(EA(A/p) — Ty o (Ea(A/p),,,, — 0).

Esto implica que
H'(C*4ua,.,,p ® Ea(A/p)) = 0 paratodo i > 2.
Finalmente, si p € G(a, @) entonces [} ,,(E4(A/p) = 0. Por otro lado, si p € G(a, ),

entonces I; ,(Eo(A/p)) = E4(A/p). Luego podemos usar el mismo argumento que en
la parte final de la demostracién del Teorema para concluir que

I‘I1 (C.ﬁuan+1,(p ®EA(A/D)) =0.

3.3. Homologia local

La homologia local con respecto a un ideal es estudiada con profundidad en [9]. En esta
seccion introducimos una definicion de homologia local como una nocién dual de la
cohomologia local estudiada en la seccion 3.2. Dada una sucesion finita @ = ay, ..., a,, de
elementos de A, un conjunto no vacio ¢ de ideales de A y un A-moédulo M, definimos el

co-complejo de Cech generalizado de M como el complejo de A-médulos Hom(C;’(p, M).

Definicion 3.5. Para cada i > 0 definimos el i-ésimo funtor de homologia local con
respecto al par (a, ¢) por
H"(-) := H,(Hom(C},, )

i apr

De esa forma, para cada A-modulo M,

H?(p(M) = Hi(Hom(C;,(p,M))-

Por ejemplo, cuando n = 1 y n = 2, la homologia local con respecto al par (a, ¢) puede
ser calculada como la homologia de los siguientes complejos, respectivamente.

0 —— Homy (A M)— M ——0

ane’
Yy

0 —— Homy (A M) —— Homy(A M)@®Hom4(A M)— M ——0

al,(p)az,go’ ay,p’ a,p’
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Lema 17. Sean E y N dos modulos sobre A tales que E es inyectivo y N es finitamente
generado. Para cada i > 0 existe un isomorfismo natural

Tor(N, Dg(-)) = Dg(Ext}, (N, -)).

Prueba. Sea P, una resolucion libre de N tal que cada término de P, es de rango finito.
Luego,
Tor/(N, Dg(~)) = Tor{(N,Hom4(—, E))

= Hi<7)o ® HomA(_l E))

=~ H,;(Hom(Homx(P,,—), E))

= HomA (Hl (Hom(P.l _))i E)

= Hom (Ext, (N, ~), E)

= Dg(Ext' (N, -)).

Teorema 11. Sean E un A-modulo inyectivo y M un A-mébdulo E-Matlis reflexivo,
entonces para cada i > 0, existe un isomorfismo natural

H/*(M)= lim Tor{(A/b,M).
H
beG(a,p)

Prueba. Por la definicién de médulo E-Matlis reflexivo, D Dg(M) = M. Aplicando el
Lema 17, obtenemos lo siguiente:

HY?(M) = H (Homy(C; o, M)
= Hi(HomA(Cdy(p, DEDEM)
H;(Hom4(Cz,o ®4 DM, E))

a,pr

. i
lim  Ext), (A/b, DgM))
beG(a, @)

li(_m DE(Exth‘(A/b,DEM))
beG(a,p)
= lim Tor?'(A/b, DeDgM)
beG(a,p)
=~ lim Tor{(A/b,M).

H

beG(a,p)

[l

Ahora definimos el funtor A% : Mod 4 — Mod 4 por

AR (=)= lim (A/b@,-)
beg(a,p)
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Corolario 12. Sean E un A-médulo inyectivo y M un A-médulo E-Matlis reflexivo,
entonces existe un isomorfismo natural

Hy ? (M) = A¥*(M).

Prueba. Basta recordar que
Tory (A/b,M) = A/b®,4 M = M/bM
y aplicar el Teorema 11. |

Corolario 13. Sean E un A-moédulo inyectivo y M un A-médulo E-Matlis reflexivo,
entonces

H;"*(DgM) = Dg(Hj ,,(M)).

Prueba. Por la Proposiciéon 10, DgM es un A-médulo E-Matlis reflexivo. Luego, por
el Teorema 11, el Lema 17 y el Corolario 4, obtenemos lo siguiente.
d, .
H?(DgM) = lim Tor/!(A/b, DgM)
beG(a, @)
~ 1; i
~ h(_m Dg(Ext (A/b,M))
beG(a,p)
~ : i
=~ Dg( h_r)n Ext), (A/b,M))
beG(a,p)
= Dg(Hj (M)
[ |
Corolario 14. Sea0 — L — M — N — 0 una sucesioén exacta corta de médulos

Artinianos, entonces existe una sucesion exacta larga en los modulos de homologia local
con respecto al par (a, @)

oo ——H Y (M) — H]?(N) — Hy *(L) — Hy " (M) — Hy ¥ (N) — 0.

Prueba. Para cada b € G(a, @), la sucesién exacta corta 0 — L — M — N — 0
induce una sucesion exacta larga

-+- —> Tor(A/b, L) —> Tor? (A/b, M) —> Tor? (A/b,N) —> ---
-+ > A/BQL— A/bM — A/bQN — 0.

Desde que L, M y N son A-mo6dulos Artinianos, los médulos que aparecen en la

sucesion exacta larga también son Artinianos. Por [12, Corollaire 7.2] el funtor limite

inverso es exacto en la categoria de los A-mddulos Artinianos. Por lo tanto, aplicando
{iin (—), obtenemos la sucesion exacta larga

beG(a,¢)
-oo—> lim Tor?(A/b,L) — lim Tor{(A/b,M)— lim Tor?(A/b,N)—> -
«— «— —
beG(a,¢) beG(a,p) beG(a,p)
---— lim A/bQ®L— lim A/HBM — lim A/b®QN — 0.
— — «—
beG(a,) beG(a,@) beG(a,¢)

Finalmente, como modulos Artinianos son Matlis reflexivos, el Teorema 11 demuestra
que la ultima sucesion es precisamente la sucesion exacta larga deseada. |
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CAPITULO l

Cohomologia formal generalizada y los
funtores F (-)

Supongamos que (A, m) es un anillo local (Noetheriano). Dado un ideal a de A y un A-

modulo finitamente generado M, Peter Schenzel estudia, de manera sistematica, en [17]

los médulos de cohomologia formal @H;n (M/a"M). En el caso no local, proponemos
neN

estudiar los modulos de cohomologia formal generalizados F (M) := lin H',,(M/aM),

aed
donde @ es un sistema completo de ideales de A y M es el sistema generado por los

ideales maximales de A. Las propiedades de estos modulos son descritas en este capitulo.

En particular, demostramos que si M es un A-médulos Matlis reflexivo de dimension d,

entonces ¥ (M) es Artiniano (ver el Teorema 19). En la seccién 4.3 introducimos los

médulos de homologia formal generalizados F (M) := li_n}HZM(M/aM), y probamos
aed

un resultado de dualidad entre los funtores % (-) y &, ®(-) (ver el Teorema 20).

4.1. Cohomologia formal generalizada

Sean a = ay,...,a,, una sucesion finita de elementos de A, ¢ un conjunto no vacio de
ideales de A y @ un sistema completo de ideales de A. Denote por a = (ay,...,a,) el
ideal generado por a4y, ..., a,. Como antes, equipamos @ con el orden parcial < definido
por la inclusion inversa:

a<b, si bCa.

Dado un A-médulo M, el conjunto {C@ o ®A M/bM, Vpe, 5}, donde
Vo : Ca, o ®4 M/cM — Cy, , ®4 M/OM

es el mapa de complejos inducido por el A-homomorfismo natural M/cM — M/bM
toda vez que b < ¢ en @, es un sistema inverso de complejos de A-mddulos.
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Definicion 4.1. Para un entero i, el médulo de cohomologia

Hi(liLn(C@ o ®4 M/bM))
be®

es llamado i-ésimo médulo de cohomologia ®-formal con respecto al ideal a. En el
caso que A es un anillo semilocal y a = J, el radical de Jacobson de A, escribiremos
simplemente i-ésimo modulo de cohomologia ®-formal.

Para cada par de ideales a,b en @ tales que a < b consideremos el homomorfismo
natural

Qap : M/DM — M/aM.

Entonces
{HE , (M/aM); H, o (pap) : HY (M/OM) — Hj ,(M/aM), a < b}
es un sistema inverso de A-modulos.

Proposicion 20. Con las notaciones previas y suponiendo que @ posee un subconjunto
enumerable cofinal, existe la siguiente sucesion exacta

0—s % HY ) (M/bM) — Hi@% Ca, o ®4 M/OM) — %(wa(M/bM)) — 0
be be be

para todo i € 7.

Prueba. Supongamos que @ posee un subconjunto enumerable cofinal ¢ = {cy,c,c3,...}.
Vamos definir inductivamente una sucesion de elementos b, € ¢ de la siguiente manera:

by =cyyc, <b,yb,, <b, param < n.Lanueva sucesion {by,b,,b3,...} es cresciente

y es un subconjunto cofinal de ®@. Luego podemos asumir que @ = {({b,0,,03,...})
conb; 2bj,q paratodoj>1.

Por otro lado, el complejo generalizado de Cech Cq, ¢ €s un complejo de A-modulos
planos. Luego para cada n > 1 el epimorfismo natural M/b,,; — M/b,, induce un
morfismo de complejos de A-modulos

el cual es un epimorfismo en cada posicion. Por la definicién de limite inverso existe
una sucesion exacta corta de complejos de A-modulos

0— yLn(Cg, @ ®4A M/bn) —_— ]_[(Cg, @ ®4A M/bn) —_— l_[(cg, @ ®4A M/hn) —0.
nx=1 nx=1 nx=1

Ahora, la sucesion exacta larga de modulos de cohomologia proporciona la primera
parte de la afirmacion. Para este fin se divide en sucesiones breves y exactas y se tiene
en cuenta que la homologia conmuta con productos directos. |

Corolario 15. Supongamos que @ es un sistema completo de ideales de A que posee un
subconjunto enumerable cofinal.
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(i) Si(A,m) es un anillo local y M es un A-modulo Matlis reflexivo de dimension d,
entonces existe un isomorfismo de A-maédulos

H'(imC,, , ®4 M/bM) = lim(H} ,,(M/bM))
bed bed

paratodoi>d—1.

(ii) Si A es un anillo semilocal, a = J es el radical de Jacobson de A, ¢ = {0} y M es
un A-moédulo Matlis reflexivo, entonces existe un isomorfismo de A-modulos

H' (lim C, ® M/bM) = lim(H;(M/bM))
be® bed

para todo i € 7.

Prueba. Para demostrar la afirmacion final, podemos aplicar [2, Theorem 1.3] que

garantiza que H”gl( X (p)(M ) es un A-modulo Artiniano y por lo tanto,H”gl( . (p)(M/ bM)

también es un A-moédulo Artiniano. Luego m 'HY (M/bM) = 0 por [12, Corollai-

a0l
bed

re 7.2]. La prueba ahora es consecuencia de la primera parte. |

Observacién. La parte (ii) del Corolario 15 nos motiva a estudiar de manera indepen-
diente los A-mo6dulos @H%(M /bM), donde A es un anillo Noetheriano arbitrario y

bed
@ un sistema completo de ideales de A cualquiera. La proxima seccion estara dedicada

a estudiar las propiedades de tales modulos.

4.2. Los funtores % (-)

A lo largo de esta seccion, M denotara el sistema generado por el conjunto de ideales
maximales de A, i.e., M = (Max(A)) y @ un sistema completo de ideales de A. Como
siempre, consideremos en @ el orden parcial < inducido por la inclusién inversa. Sean
i un entero no negativo y M un A-moédulo. Para cada par de ideales a,b en @ tales
que a < b consideremos el homomorfismo natural

Qap: M/BDM — M/aM.
Entonces
(i (M/aM); Hy (@)  Hiy (M/M) — H (M/aM),a < b}
es un sistema inverso de A-modulos. Esto nos permite definir el A-modulo

F (M) = @HM(M/&M).
aed

Recordemos que 9‘3 (M) viene equipado con una coleccién de homomorfismos de
A-mbdulos p, : %(M) — Hé\/t(M/aM) tales que si a <b, el siguiente diagrama es
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conmutativo

/\

i (M/bM) sl Pa0) i (M/aM).

Dado un homomorfismo de A-moédulos f : M — N, para cada ideal a € ® existe un
unico homomorfismo A-lineal f; : M/aM — N/aN que hace el siguiente diagrama
conmutativo

f

M—N

TfMl lTZN
fa

M/aM ——— N/aN,

pues aM C ker(mty o f). Ahora consideremos los homomorfismos
Hiy(fa) o py': T (M) — Hi(M/aN).
Desde que (pé\{J ofy=fio (pé\g siempre que a < b, obtenemos

Hi () © (Hiy(fo) o py") = (Hiy (@2%) o Hiyy(fy)) © py”
= (H)y((f2) o Hiyy(921)) 0 p"
= H',,(f2) o (Hy,(p2) o po")
:HZM(fa)opa .

Consecuentemente, por la propiedad universal del limite inverso 97(; (N) = h(Ln Hi\/l(N /aN),

aed
existe un Unico homomorfismo de A-moddulos

Fi(f): Fi (M) — FL(N)

tal que pY o %( f) = H3\/1( f2) o pM para todo ideal a € ®. El siguiente diagrama
conmutativo ilustra las relaciones obtenidas.

lg"

M N
Pa Pa

: Hiy(f) N
(M/aM) ——— H/,,(N/aN) Py
(@) Hy (o)

H (/om) — b (N6,

Ahora no es dificil ver que las correspondencias

M +— Fd(M); (f :M — N) +— (F(f) : T (M) — FL(N))
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definen, para cada i > 0, un funtor de la categoria de A-moédulos en si misma.
%(—) : Mod , — Mod ,.

Teorema 16. Si M es un A-médulo reflexivo de dimension d, entonces %d (M) es un
modulo Artiniano.

Prueba. Por el Teorema de la Independencia (Proposicion 4) podemos asumir que
Ann(M) = 0 y por lo tanto, dim(A) = d. Como HdM(—) es un funtor A-lineal exacto a
la derecha, el Teorema de Watts ([16, Theorem 5.45]) implica que
HY (M/aM) = H},(A) ®4 M/aM

= HY,(A)®4 (M ®4 A/a)

=~ (H4,(A) @41 M)®, A/a (4.1)

~H4,(M)®, A/a

= HY,(M)/aH4 (M)
para todo ideal a € ©.

Consideremos ahora el conjunto C = {aHfVl(M ): ae CD}. Desde que Hjivl(M ) es Arti-

niano por el Teorema 9, existe un ideal b € @ tal que ijlVl(M ) es un elemento minimal
de C. Luego, para cada ideal c € ®@ tal que b <,

cH4 (M) = bH4 (M).
En consecuencia,
Ty (M) = limH} (M/aM)
aed
= h(_mHjiVl(M/r:M)
b=<c
= lim H{(M)/cH},(M)
b=<c
= h(LanM(M)/ijiw (M)
b=<c
= H},(M)/bH4 (M)
=~ HY%, (M/bM).

(4.2)

Desde que M/bM es reflexivo (Proposicion 7), una nueva aplicacién del Teorema 9

garantiza que H?M(M /bM) es Artiniano y por lo tanto, %d(M ) también es Artiniano.
[

Observacion. Dado un sistema completo @ de ideales de A podemos equipar un A-
moédulo M con una topologia lineal, denominada topologia ®-adica, definida de la
siguiente manera: un subconjunto U de M es abierto, si para cada x € M existe un
ideal a € @ tal que x + aM C M. Obviamente la topologia Max estudiada en la seccion
2,2 es un caso particular cuando @ = M. En este camino, el homomorfismo candnico

¢:M— limM/aM
H
aed
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es continuo, donde li(_mM/ aM esta equipado con su topologia natural. Es posible de-

aed
mostrar que tal limite proyectivo es el completamiento de Hausdorff de M con respecto

a la topologia @-adica (ver la referencia [3]). En estos términos, la relacion (4.1) implica
que si M es un A-médulo de dimension d, entonces %d(M ) es el completamiento de

Hausdorff del médulo H?\A(M ).

Proposicion 21. Para todo A-médulo M y para cada i > 0, el A-mddulo %(M) es
@-separado, es decir,

ma%(M):O.

aed

Prueba. Note que

i ~ 12 i
() aei (M) = lim a i (M)
aed aed
~1: . i
acd bed
C limlim aH, (M/bM)
——
aed bed
= limlim aH (M/bM)
— ¢—
be® acd

Desde que, para cada b € O fijo,

. i ~1; i
lim aH,(M/bM) = lim aH}, ,(M/bM)

acd b<a

y como

aH', (M/bM) = ah_)mExt;(A/c, M/bM)

ced
C lim aExt’, (A/c, M/bM)
—
ced
0
=0,
siempre que b < a, concluimos que
m aFg (M) =0.
acd

Corolario 17. Si M es A-mddulo reflexivo de dimension d, entonces ZD”I(M) es Haus-
dorff completo con respecto a la topologia O -adica.

Prueba. Por el Teorema 4.2, %d(M ) es un A-modulo Artiniano. Ahora el resultado es
consecuencia de [3, Theorem 3.6]. [ |
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Sea S un subconjunto multiplicativo de A. En [14] los autores introdujeron la co-
localizacién de un A-médulo M con respecto a S como el S~! A-médulo

S_1M := Hom4(S7'A, M).

Dado un homomofismo de A-médulos f : M — N, denote por S_; f elhomomorfismo
Hom,(S7'A, f):S_;M — S_; N. Las correspondencias

M—S_ M, f+——S_f

definen un funtor de la categoria Mod, en la categoria Modg-1,, cuya restriccidon
a la subcategoria (plena) de los A-mé6dulos Artinianos es un funtor exacto (ver [14,
Proposition 2.4]).

Sip es unideal primo de Ay S = A—p escribiremos ;M en lugar de S_; M. El cosoporte
de M es el conjunto

cosupp (M) := {p € SpecA: M = O}.

Proposicion 22. Sean S un subconjunto multiplicativo de A, ®@ un sistema completo de
ideales de A y M un A-mddulo. Supongamos que S N a = () para todo a € O, entonces

S_1FL(M)=0

para todo i > 0.

Prueba. Sea f € S_lgcg(M) = Homy,(S71A, %(M)) y tome ¢ € S~1A. Para cada
a € D, existe t € SNa.Porlo tanto,f(g) = f(%) = tf(%) € a%(M). De esa manera,

f (5) € ﬂ a%(M) paratodo £ € S™1A. Pero, por la Proposicién 21, ﬂ a%(M) =0.
aed aed
En consecuencia, f = 0. [ |

Corolario 18. Sean ©@ un sistema completo de ideales de A y M un A-moédulo. Entonces
cosupp 4 (Fg (M)) € @

para todoi > 0.

Prueba. Sea p € cosupp,(F (M)). Por la Proposicion 22, (A —p) N a = () para algiin
a € ®. Esto implica que p 2 a. Desde que @ es un sistema completo de ideales de A,
concluimos que p € . |

Dado un A-médulo M, en [3] los autores definen, para cada i > 0, la i-ésima homologia
local M con respecto a M por

HM(M) := lim Tor'(A/a, M).
H
aeM

y demuestran las siguientes equivalencias El siguiente resultado muestra una relaciéon
entre las nociones de homologia local y cohomologia formal.
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Proposicion 23. Si M es A-modulo reflexivo entonces

- FI(M), sii=0
HM(F (M) =17®
i (o (M) { 0, sii> 0.

Prueba. Por [3, Lemma 3.4], tenemos que

H(F (M) = Y limH) (M/aM)))
aed
= lim (HEM (H, (M/aM)).

aed

Afirmamos que, para cada a € @ y para cada j > 0, el A-médulo Hi\A(M/aM)) es
@-separado. En efecto,

M bH),, (M/aM)) = lim bH),, (M/aM))
bed bed
= lim bH/ (M/aM))

b V—/—
0

=0.

Pero por el Teorema 9, para cada a € @ y para cada j > 0, el A-mo6dulo Hh(M/ aM)
es Artiniano, pues A/aM es reflexivo (ver Proposicion 7). Luego, por [3, Theorem 3.6]

H), (M/aM), sii=0

HMH. (M/aM)) =

Por lo tanto, aplicando h(_rn(—), obtenemos el resultado deseado. |
aed

Lema 18. Sea M un A-médulo, entonces

i) Paratodoi >0, H’M(M) tiene estructura natural de A \((A)-modulo tal que
A(A) @4 Hiy (M) = Hi, (M)
como A y(A)-modulos.

ii) Si @ es un sistema completo de ideales de A, entonces %(M) tiene estructura
natural de A y((A)-modulo.

Prueba. Sea i un entero no negativo. Sabemos por el Lema 7 que HZM(M ) es un A-
modulo M-torsion, o equivalentemente, Supp(HiM(M )) € M. Ahora la parte i) es

consecuencia directa de la Proposicioén 14. Por otro lado, como 9; (M) =1lim Hj\A(M ),
H

aed
la parte ii) sigue inmediatamente de i). |
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A continuacién consideremos el homomorfismo canénico ¢ : A — A ((A).

Teorema 19. Sea M un A-modulo finitamente generado, entonces existen isomorfismos
de A \((A)-modulos

Iy (M) = M%H;AM)(AM(M)/MM(M».
de

para todoi > 0.

Prueba. Sea N un A-mddulo finitamente generado, entonces por el Lema 18, H’M(N )
tiene estructura de A 4,(A)-mddulo. Mas atn,

H'(N) = A py(A) @4 H ((N)

como A ,(A)-moédulos para cualquier i > 0. Desde que A 4(A) es un A-mddulo plano
gracias a la Proposicion 16, la Proposicion 5 y el Teorema 7 implican que

Hiy(N) = H} () (Ap(A) @4 N) =HL (o (Au(N) = HL (0 (Au(N)).
Tomemos ahora N = M/aM con a € ®. En vista que
Ay (M/aM) = A y(M)/aA (M),

obtenemos ' '
H',(M/aM) = H;*(M)(AM(M)/aAM(M)).
Después de aplicar h(_m(—) obtenemos el resultado deseado. [

aed

4.3. Homologia formal generalizada

Ahora estudiaremos una nocion dual de cohomologia formal. Para cada par de ideales
a,b en O tales que a < b consideremos la inclusiéon natural

Ipa s (0:pr @) — (0 :pr D).
Entonces, para cada i > 0,
{FM((0 01 )5 HM (1) : (0251 @) — HM((0 201 b)), a < b)
es un sistema directo de A-médulos. Esto permite definir el A-médulo &, ®(M) por
F M) = h_)mHl.M((O ‘M ).
acd

Recordemos que &, ® (M) viene equipado con una coleccién de homomorfismos de
A-modulos j, : HIM((O M ) — ZCD(M) tales que si a < b, el siguiente diagrama es
conmutativo




Dado un homomorfismo de A-médulos g : M — N, para cada ideal a € O, existe
un unico homomorfismo A-lineal g, : (0 :); a) — (0 :y a) que hace el siguiente
diagrama conmutativo

M—Ef N

(0 ‘M J)L)(O ‘N ﬁ).

De manera explicita, g, es la restriccion de g al submoédulo (0 :j; a). Ahora considere-
mos los homomorfismos

PN o HM(g,) : HM((0 251 7)) — Fh (M),

Desde que g, o té\g = lé\g o g, siempre que a < b, obtenemos

(jé\] oHlM(gh))oHiM(L{,\g)ZJ'é\IO(HfVl(gb)OHIM(‘%»
=i o (HM(N) 0 HM(g2)
= (jy' o (H" (1)) o HM(ga)
:jé\]OHzM(ga)-

Luego, por la propiedad universal del limite directo &; ®(M) = h_rr}HfM(O M ), existe

aed
un tnico homomorfismo de A-mddulos

F*(9): F* (M) — FP(N)

tal que %q)(f) ojM=jNo HlM(ga) para todo ideal a € @. El siguiente diagrama
conmutativo resume las relaciones obtenidas.

| g

M M N
+ (Lap) Hi" (1)

HM(f)

HM(0 251 b) HM(0:x D).

Ahora no es dificil ver que las correspondencias
M — FP(M); (§: M —N)— (F*(g): Ty (M) — FP(N))
definen, para cada i > 0, un funtor de la categoria de A-mddulos en si misma.
F®(~): Mod, —> Mod.,.

El siguiente resultado es un acompafiante del Teorema 19.
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Proposicion 24. Sea M un A-mddulo Artiniano, entonces existen isomorfismos de
A p(A)-médulos
) ~ i M) .
FP (M) =limH{"7((0 2y a)).
aed
para todoi > 0.

Prueba. Dado un A-moédulo Artiniano N, la Proposicion 14 garantiza que N tiene
estructura de A y;(A)-moédulo, pues SuppN € MaxA. Como consecuencia de [3, Pro-
position 2.6], existe un isomorfismo de A 4,(A)-mddulos

(M) (

M ~ 1P
HM(N) = H*™(N).

Ahora tome N = (0:); a) con a € @. Después de aplicar el funtor h_)m(—) obtenemos,

aed
para cada i > 0, un isomorfismo de A y;(A)-moédulos

F;* (M) = im H((0 1 a))
aed
L pM
= lim HY (0 2y ),
aed

lo que demuestra el resultado. |

Para finalizar este capitulo probaremos que los funtores 9&; vy ®(-) son duales
en el siguiente sentido.

Teorema 20. Sea @ un sistema completo de ideales de A y M un A-modulo, entonces

(i) F®(DM) = DF}(M),
(ii) 4 (DM)=DZF.*(M)

para todoi > 0.

Prueba. Por la adjuncién Tor-Hom
D(M/aM) = D(A/a®, M)
=~ Homu(A/a,DM)
=(0:pm A)

para todo a € ®@. Luego, gracias a [3, Theorem 2.5], obtenemos los siguientes isomor-
fismos de A-modulos

F*(DM) = limH((0 :py a))
acd
=~ 1im H(D(M/aM))
—
aed
= lim DH,(M/aM)
aed
~ D(li(_mHﬁVl(M/aM))
acd

= D(F3(M)).
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Esto demuestra (i). Para demostrar (ii), recordemos que para todo A-moédulo N y para
todo A-mddulo inyectivo I,

N ®4 Homy(M,I) = Hom 4 (Homu (N, M), ).

En particular para N = A/a con a € @ e I = E el cogenerador inyectivo de A, obtene-
mos

DM/aDM = A/a®, D(M)
= D(A/a,M)
= D((O ‘M CI))

Por lo tanto, aplicando nuevamente [3, Theorem 2.5], obtenemos los siguientes iso-
morfismos de A-mddulos

Fp(DM) = limH}, ((DM/aDM)))

aed

~ 1iLnHZM(D((0 ‘M )
aed

EliLnDH,-M((O M a))
aed

gD(li_>mH,-M((0 ‘M a))

aed

= D(F*(M)).
[ |

Corolario 21. Si M es un A-médulo Matlis reflexivo, entonces %(M) y Z(D(M)
también son modulos reflexivos para todo i > 0.

Prueba. Aplicando el Teorema 20 obtenemos

DDZ (M)

IR

DZF®(D >
F4(DDM
T (M).

1R

1

Esto prueba que 9&; (M) es reflexivo. La reflexividad de %, ®(M) se demuestra de
manera analoga. u

Corolario 22. Si M es un A-médulo reflexivo de dimension d, entonces %CD(DM) es
un A-médulo finitamente generado.

Prueba. Por el Teorema 4.2 %d (M) es un A-mddulo Artiniano. Por lo tanto, D(%d (M))

es finitamente generado. Por la parte (i) del Teorema 20 concluimos que %CD(DM ) es
un A-moddulo finitamente generado. |

Corolario 23. Supongamos que A es un anillo completo con respecto a la topologia
J -adica, donde [J es el radical de Jacobson de A. Si M es un A-moédulo reflexivo de
dimension d, entonces %q)(DM) es O -torsion.
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Prueba. Por el Corolario 17 %d (M) es Hausdorff completo con respecto a la topologia
®-adica. Entonces, por [3, Proposition 1.11, (ii)] D(%d(M )) es @-torsion. Ahora el
resultado es consecuencia de la parte (i) del Teorema 20. [ |

Corolario 24. Si M es un A-modulo Matlis reflexivo, entonces
A (5 (DM)) = DL(F° (M)
para todo j > 0.

Prueba. Por la Proposicion 23 y la dualidad entre cohomologia local y homologia local
(ver [3, Theorem 2.5]) tenemos los siguientes isomorfismos de A-modulos

Am(F(DM)) = Ay (DF®(DM)))
= DIy (" (M)).

Corolario 25. Si S es un subconjunto multiplicativo de A y M un A-modulo, entonces

D(S'F (M) = S_,F; (DM).

Prueba. Por la adjuncion Hom-Tensor y el Teorema 20 tenemos los siguientes isomor-
fismos de A-mddulos
D(S™' %P (M)) = Hom (ST % (M), E)
=~ Hom,(S'A®y F® (M), E)
= Hom,(S™'A, Homy(F* (M), E))
=~ Homy(S™'A, D(Z (M)
=S_1D(F3)(M)
=S5 ,9%,(DM).

Esto demuestra el resultado. |
Corolario 26. Sea M un A-moédulo, entonces ZCD(M) es @-torsion para todo i > 0.
Prueba. Tenemos que demostrar que Supp%q) (M) C D.Tomep ¢ Cossup(% (DM)),
entonces por el Corolario 25 D((Z(D(M))p) = 0. Esto implica que (gfp(M))p = 0 pues

E es un cogenerador inyectivo de A. Por lo tanto, p ¢ Supp%q)(M). De esa forma,
SuppZ(D(M) - Cossup(%(DM)). Ahora el resultado sigue del Corolario 18. M
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CAPITULO 5

Cohomologia local derivada

En este Capitulo generalizamos el estudio de la cohomologia local de médulos para
complejos de moédulos. En la Secciéon 5.1 describimos con precision la construccion del
funtor funtor derivado a la derecha RIp(—) : D(A) — D(A), donde @ es un sistema
completo de ideales de un anillo conmutativo Noetheriano A y D(A) es la categoria
derivada de la categoria Mod 4, lo que nos permite definir, para cada entero i, el i-ésimo
funtor de cohomologia local derivado con respecto a @. En la seccién 5.2 introducimos
los funtores derivados RI; ,,(—), LAY? : D(A) — D(A), y usamos los resultados del
Capitulo 3 para demostrar algunos isomorfismos naturales ( Ver el Teorema 27 y el
Teorema 29). Finalmente, en la seccion 5.3 demostramos nuestro resultado principal,
una version generalizada del celebrado Teorema de dualidad de Greenlees-May que
muestra una adjuncion entre los funtores RI;; ,(—) y LA*®(~), cuando el anillo A es
perfecto (ver el Teorema 31).

5.1. Cohomologia local derivada
Sea @ un sistema completo de ideales de A. Para un complejo de A-moédulos C*®
definamos el complejo I, (C*) por
[p(C*)" :=Iop(C")
con diferencial
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Eice) = To(9¢e) = 6¢e 1 Tp(C") — Ip(C™Y).

Para un morfismo de A-complejos f = {f" : C" — D"}, ., entre C* y D*® definimos
el morfismo de A-complejos I (f) : Ip(C®) — I (D®) por

Ip(f) = {lo(f") = f" : Tp(C") — Top(D")},ez

Las correspondencias C®* + I(C®) y [f] > [Io(f)] (donde [ ] indica la clase
modulo homotopia) definen un funtor

Tp(=) : K(A) — K(A).

Afirmamos que [ (—) es un funtor triangulado. En efecto, desde que Ip(M @& N) =
[p(M) @ Ip(N) para todo par de A-moddulos,el funtor I (—) es aditivo. Ademas,

(Lo (C)[1]" = (Tp(C*)"! = Ip(C™) = Tp(C*[1]")
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para todo A-complejo C*® y para todo n € Z. Esto implica que [ (—) conmuta con el
funtor 1-traslacion. Por otro lado, si

C* - D*——C(a)* — C*[1]
es un triangulo distinguido en K(A), un célculo directo muestra que I (C(a)®) =
C(Ip())® y como [ (C[1]®) = Tp(C*)[1], después de aplicar el funtor I (—) al tridn-

gulo distiguido de arriba, obtenemos el tridngulo distinguido en K(A)

T (@)
—

[p(C*) [p(D*) — C(Ip(a))® — Ip(C*)[1].

Esto prueba la afirmacion. Luego, la composicion de los funtores

también es un funtor triangulado. En consecuencia, existe el funtor derivado a la
derecha de Q o I'p(—) (ver el Corolario 33). Denotaremos tal funtor por Rl (—).

Definicion 5.1. El funtor
RIp(-): D(A) — D(A)
es llamado funtor ®@-torsion derivado.

A continuacién vamos a describir, de manera detallada, la construcciéon del funtor
®-torsion derivado. Dado un complejo de A-moédulos C* defina

RI(C®) :=TIp(Ice),

donde 1: C* —— Ice esuna resoluciéon semi-inyectiva de C*®. Tal definicién es inde-

pendiente de la eleccion de la resolucion semi-inyectiva. En efecto, sea A : C* —— E .
otra resolucion semi-inyectiva de C®, entonces por la parte ii) de la Proposicién 33,

existe un tnico K(A)-isomorfismo y : Ic. —= Ec. tal que el siguiente diagrama en
KC(A) es conmutativo.

C*———Ic.
idc-l glal y
C*—2 L Ec..
En particular,

I}D(IC.) = rq)(ECc).

Ahora sea a = i : C®* —— D*® un morfismo en D(A), donde C* # x-2,pe.

Entonces por la Proposicién 32 existen un Gnico morfismo y :Ixe —— Ip. y un
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tinico casi-isomorfismo (y por lo tanto un K(A)-isomorfismo) o : Iye —— Ice en
IC(A) tal que el siguiente diagrama en K(A) es conmutativo

cr et xo ¥, pe

tCJ/N lxlpv " J,~
o V4

Defina

;1. . . 1
Veamos que este morfismo esta bien definido. En efecto, si a = 1 es otra represen-
1

., P ?1 . ) )
tacion de o con C® +—— Xl —— D* , entonces existe un d1agrama conmutativo en

K(A)

X.

~ @
~lo

P

o X3 —2 . pe

P

~ ng ¢
X?.

Nuevamente por la Proposicion 32, existen un inico morfismo 7y : I Xy — Ipe v

un Unico casi-isomorfismo (y por lo tanto un K(A)-isomorfismo) oy : [ Xs —Ice

en K(A) tal que el siguiente diagrama en K(A) es conmutativo

Co 1 D*

lcl"’ le J/,\, lDJ/N
it 71
IC' T IXI. E— ID"

De la misma manera, por la Proposicion 32, existen un inico morfismo y; : I xs — Ip»

y un Unico casi-isomorfismo (y por lo tanto un K(A)-isomorfismo) o, : I X3 — 1

en KC(A) tal que el siguiente diagrama en K(A) es conmutativo

co x32.pe

Lcl'\' lle,\, LDJ:V
02 72
ICo T IX; e ID"

Una vez mas,por la Proposicién 32, existen un tnico casi-isomorfismo (y por lo tanto
un KC(A)-isomorfismo) & : 1 x3 — Ixe y un tnico casi-isomorfismo (y por lo tanto
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un K(A)-isomorfismo) C: Ixs 1 x; en K(A) tal que el siguiente diagrama en

IC(A) es conmutativo

xoel x3 L xe

lxlf\f IXZJN le lfv
C 3

0

Tales diagramas inducen el siguiente diagrama conmutativo en K(A)

Ixs.

Después de aplicar el funtor I'y(—) al diagrama, obtenemos que

No es dificil ver que Rl (—) preserva morfismos identidad y composicién de morfismos.
Por lo tanto,

RIp(-): D(A) — D(A)

es un funtor. Mas aun, se trata de un funtor triangulado. En efecto, sea
/1 /1
ce L pe I ca) 24 oo
un triangulo distinguido en D(A), donde

f

C*—2D* L Cla) 2= C[1]

es un triangulo distinguido en KC(A). Escogemos 1c: C* ——Ice vy 1p: D®* ——1Ipe
dos resoluciones semi-inyectivas, entonces por la Proposicién 32 existe un unico K(A)-
morfismo a : Ice —— Ip. talque @oic = ipoa. Definimos el morfismo de complejos

1:C(a)®* —— C(a)® por /" = (lé+1,l%). Desde que ic y ip son casi-isomorfismos

(inyectivos), | también es un casi-isomorfismo (inyectivo). Ahora consideremos un
morfismo ¢: X®* —— C(a)°® y un casi-isomorfismo inyectivo C: X* —— Y* . Co-
mo Ice[1] es un complejo semi-inyectivo, la Proposicién 31 garantiza la existen-
cia de un morfismo de complejos y : Y* ——Ic.[1] tal que ¥ o C = 1y o ¢, donde
711 : C(@)® —— Ic+[1] esla proyeccién natural. Del mismo modo, por la Proposicion

31 existe un morfismo de complejos 6 :Y®* —— Ip. tal que O o C = 1, o €, donde
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705 : C(@)®* —— Ipe eslaproyeccion natural, pues Ipe es un complejo semi-inyectivo.

Definimos el morfismo ¢ : Y* —— C(a®) por

P"(y)="(v),0"(®))

Entonces, ¢ o C = €. Por la Proposicién 31 concluimos que C(a®) es un complejo
semi-inyectivo y por lo tanto, 1: C(a)® —— C(a)® es una resolucién semi-inyectiva
de C(a)®. Luego, podemos escoger I¢(q)» = C(a@)°. De esa manera,

a f g
2 Ipe Ic(ay Icep)

es un triangulo distinguido en /C(A). Por lo tanto,

Tp(Ice) = Ty (Ipe) L, Lo (Ic(ay) £, Io(Icepn)
es un tridngulo distinguido en D(A). Esto prueba que Rl (—) es un funtor triangulado.
A continuacion, para cada C® € K(A), consideremos el morfismo de complejos
fc: Qolyp(C®) =Ip(C*) — Rlgp(—) 0 Q(C*) =Ip(Ice)
dado por 77¢c = I‘q;(iii—cc), donde i :C®*—— C*® es una resolucion semi-inyectiva.
Si f:C®*——D® esun morfismo de complejos, existe (por la Proposicion 31) un

K(A)-morfismo f: Ice —— Ipe tal que el siguiente K(A)-diagrama es conmutativo

f

Cc®*——D"*

T

I Ce —— I De-
Este ultimo diagrama induce el siguiente diagrama conmutativo en D(A):

Tp(C*) —= T (Ice)

Fcp(f)l lmf)

T (D*) =2 T (Ipe).
En consecuencia, 11 = {f]c}c. eK(4) Qolp — RIp(—) o Q es una transformacion
natural. Finalmente, afirmamos que el par (R(Ip)(—), 77) satisface la propiedad universal
que caracteriza al funtor derivado a la derecha de Q o [. En efecto, sean G : D(A) —
D(A) un funtor triangulado y C : Q o [(—) — G o Q un morfismo de funtores
triangulados. Para cada C*® € K(A), consideremos el morfismo de complejos

QC . qu)(c.) = FCD(IC‘) —> G(C.)
dado por O¢ := Cc o Tp(tc/1))7!, donde 1 : C* ——Ic. es una resoluciéon semi-

inyectiva de C*. Esto define, por construccion, un inico morfismo de funtores trian-

gulados 6 : Rl — G talque C =6 o1.

62



Ahora consideremos, para cada i € Z, el i-ésimo funtor de cohomologia
H(-): K(A) — Mod,, .

Por definiciéon, H'(—) transforma casi isomorfismos en isomorfismos. La propiedad
universal de la categoria derivada D(A) garantiza la existencia de un unico funtor

H'(-): D(A) — Mod,

tal que el siguiente diagrama es conmutativo

Denotemos por Hé)(—) la composicién de los funtores

RIp(- Hi(-
*O, pA) 2, Mod, .

D(A)

Definicion 5.2. Para cada i € Z, el funtor HéD(—) : D(A) — Mody es llamado i-ésimo
funtor de cohomologia local derivado con respecto a D.
De manera explicita, para cada C® € D(A),

Hop(C*) = H'(Tp (Ic+)

donde C®* — I¢. es una resoluciéon semi-inyectiva de C*®. Y para todo morfismo

% € Hompyu)(C*, D*),

Hé;(%) = ﬁf(r“’(”) = H'(Tp(p)) o (H'(Tp(0))) 7,

[p(0)
donde
cretx—* ,pe,
lClN lxl:v lDlN
Ieo T Iye —L 1.

es un diagrama conmutativo tal que las columnas son resoluciones semi-inyectivas
(ver Proposicion 32).

Para concluir esta seccion, note lo siguiente: Desde que el funtor natural
Mod A~ D(A)
que asocia a cada A-moédulo M el complejo concentrado en grado cero

0 M 0

63



y cada homomorfismo de A-médulos f : A —> N el morfismo de complejos

]

es plenamente fiel, podemos identificar Mod, como una subcategoria plena de D(A).
Por lo tanto, las nociones de cohomologia local para modulos estudiadas en el capitulo
1, pueden ser estudiadas con mayor generalidad, en el contexto de las categorias
derivadas.

5.2. Algunos Isomorfismos

En esta seccién, Com(A) denotara la categoria de complejos de A-mddulos, ¢ un
conjunto no vacio de ideales de A, @ = ay, ..., 4,, una sucesion finita de elementos de A
y a={ay,...,a,) el ideal generado por tales elementos.

Definicidén 5.3. Sea F : Com(A) — Com(A) un funtor.

(i) Decimos que F sale a la izquierda si para todo n € Z, existe m € Z tal que para
todo X*® € Com(A) con H'(X*) = 0 para todo i > m, tenemos que H(F(X®)) =0
para todo i > n.

(if) Decimos que F sale a la derecha si para todo n € Z, existe m € Z tal que para
todo X*® € Com(A) con H'(X*) = 0 para todo i < m, tenemos que H'(F(X*)) =0
para todo i < n.

(iif) Decimos que F es un funtor de salida si F sale a la izquierda y sale a la derecha.

El siguiente lema facilitara la demostracion de nuestros proximos resultados.

Lema 19. Sean F,G : Com(A) — Com(A) dos funtores aditivos que conmutan con
traslaciones y preservan exactitud de sucesiones exactas cortas de A-complejos que se
escinden en cada grado. Dada una transformacion natural T : F — G, las siguientes
afirmaciones son verdaderas:

(i) Si X es un complejo limitado de A-médulos tal que Tyi : F(X') — G(X?) es
un casi-isomorfismo para todo i € 7, entonces Tx. : F(X®) — G(X*) es un
casi-isomorfismo.

(ii) SiF y G salen ala derecha y X es un complejo de A-modulos limitado a la izquierda
tal que Txi : F(X') — G(X") es un casi-isomorfismo para todo i € 7, entonces
Txe : F(X®) — G(X?*) es un casi-isomorfismo.

(iii) Si F y G salen a la izquierda y X es un complejo de A-médulos limitado a la
derecha tal que Txi : F(X') — G(X") es un casi-isomorfismo para todo i € Z,
entonces Txe : F(X®) — G(X*®) es un casi-isomorfismo.
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(iv) Si F y G son funtores de salida y X® es un complejo de A-modulos de manera

que Tyi : F(X') — G(X') es un casi-isomorfismo para todo i € 7, entonces
Txe : F(X®) — G(X?*) es un casi-isomorfismo.

Prueba. (i) Sin pérdida de generalidad podemos suponer que

(i)

5% ot

X*: 0 X0 x! xn-1 Xn 0.

Sea

0 sn—2
Ox %

Y*: 0 X0 x1 X2 xn-1 0,

el complejo que resulta de “retirar” el término X" del complejo X*. Consideremos
la sucesion exacta de complejos que se escinde en cada grado

0—— X"[n] Xe Ye 0.

Después de aplicar los funtores F y G obtenemos el siguiente diagrama conmu-
tativo de A-complejos con filas exactas

0 —— F(X™)[n] F(X*) F(Y*)——0

TX”[H]J Tx-l TyoJ

0— G(X")[n] — G(X*) — G(Y*)——0

Por hipotesis, Txn[,) es un casi-isomorfismo. Luego, para probar que Tx. es un
casi-isomorfismo, es suficiente probar que Ty. es un casi-isomorfismo. Desde
que Y* es un complejo limitado podemos proceder como en la etapa anterior
hasta llegar a un nivel que necesitamos, Txo, que es un casi-isomorfismo por la
hipétesis.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que

NY
bX

X*: 0 X0 x!

Dado un entero i € Z deseamos probar que H(Ty.) : H/(F(X*)) — H/(G(X*))
es un isomorfismo. Desde que F y G salen a la derecha, podemos escoger j
correspondiente a i + 1. Consideremos los complejos

0% yi 1 %
Y*: 0 X X X/ X/ 0

j+1
Z®: o — Xt 2 xiv2 0,

Entonces existe una sucesion exacta de complejos que se escinde en cada grado

0 Ye X* VA 0.
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(iii)

Aplicando los funtores F y G obtenemos el siguiente diagrama conmutativo de
A-complejos con filas exactas

0—— F(Y*)— F(X*)—— F(Z°*)——0
Ty.l Tx.l Tz.l
0—G(Y*) — G(X*) — G(Z°)—— 0.

El diagrama anterior induce el siguiente diagrama conmutativo de A-mddulos
con filas exactas

0=H"1(F(Z*)) —— H!(F(Y*)) — H!(F(X*) —— H!(F(Z*)

H"(Tml Hi(n«)l

0=H"1G(Z*)) — H(G(Y*)) — H(G(X*) — H!(G(Z*) = 0.

0

Desde que Y* es limitado, sigue de la parte (i) que H(Ty+) es un isomorfismo y,
en consecuencia, H' (T ) también es un isomorfismo.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que
5”71
X*: Xl XX 0.

Dado un entero i € Z deseamos probar que H(Tx.) : H (F(X*)) — H/(G(X*))
es un isomorfismo. Desde que F y G salen a la izquierda, podemos escoger j
correspondiente a i — 2. Consideremos los complejos

. 5j . 6n—1
ye: 0— X X xitl ...y xnl X xn. g

j—2
7% . Xi2 % Xxi-1 0.

Entonces existe una sucesion exacta de complejos que se escinde en cada grado

0 Ye* X* VA 0.

Aplicando los funtores F y G obtenemos el siguiente diagrama conmutativo de
A-complejos con filas exactas

0—— F(Y*) —— F(X*) —— F(Z*) —— 0
Ty.l Tx.l TZ.J
0—— G(Y*) — G(X*) — G(Z*) —— 0.

El diagrama anterior induce el siguiente diagrama conmutativo de A-moédulos
con filas exactas

0=H"Y(F(z*)) — H/(F(Y*)) — H/(F(X*)) —— H(F(Z*)) = 0

Hi(Ty.)J Hi(Txe) l

0=H"1(G(Z*)) — H{(G(Y*)) — H!(G(X*)) — H(G(Z*)) = 0.

Desde que Y* es limitado, sigue de la parte (i) que H'(Ty.) es un isomorfismo y,
en consecuencia, H'(Tx.) también es un isomorfismo.
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(iv) Dado un complejo de A-moddulos

Xo: e x1 2 x0
consideremos los complejos
50
Ye: 0 X0 —x!
y
6_2
Z%: o —— X2 X x T —0.

Entonces existe una sucesion exacta de complejos que se escinde en cada grado

0 Ye X* VA 0.

Aplicando los funtores F y G obtenemos el siguiente diagrama conmutativo de
A-complejos con filas exactas

0—— F(Y*) — F(X*) —— F(Z*) —— 0

Ty.l Tx.l Tz.l

0—— G(Y*) — G(X*) — G(Z*) —— 0.

Desde que Y* es limitada a la izquierda, Ty es un casi-isomorfismo por la parte
(i). Como Z* es limitada a la derecha, T es un casi-isomorfismo por la parte (ii).
Por lo tanto, T es un casi-isomorfismo.

Teorema 27. Sea X® € D(A). Entonces existen isomorfismos naturales en D(A),

RI.

Lp(X*)=Cs, ek X°.

Prueba. Sea X®* —— E*® una resolucion semi-inyectiva de X*. Entonces

y

RI.

4,p(X®) =T

ap(E®)

Cap®iX*=Ch,® E*=C;,®, ",

pues C7 , es un complejo semi-plano. Por lo tanto, para demostrar el resultado, es

suficiente establecer un casi-isomorfismo I} ,(E*®) —C a0 ®aE®.

Consideremos un complejo de A-moddulos Y*. Para cada i € Z sea

Ty Ty (V) =Thp(Y) — (Ch, @4 Y) = (Ch, @4 Y*)

la composicion de los homomorfismos de A-mddulos

I

wp(Y) == HY (V) =5 HO(CY, @4 ) —— (C, 84 Y*),

67



donde el segundo isomorfismo (natural) sigue del Teorema 10 y el tltimo homomorfis-
mo es la composicién de los homomorfismos de A-médulos

HO(C3,, ®4 Y') = Ker(90®, YI) —— C3, @4 Y —— @ )s®4 Y =(C3,)
S+t=i

Es claro que
TY - (Ty)zeZ ra (p(Y.) B CL;,(p ®A y*

es un morfismo natural de A-complejos.

Por otro lado, desde que cada E’ es inyectivo, H/ (C? ) E') = Hj (Ei) = 0 para
todo j > 1. Por lo tanto, T}, : Ta’(p(Ei) — (C' ) ®4 Yo)l es un casi-isomorfismo.

0 ——— I o(EY) 0 0 0

P |

0—(Cs )@ E' —(Cy ) @ E'— - ——(C3,,)" ®4 E' — 0.

Como I;(-): Com(A) — Com(A) y Cio®a (=) : Com(A) — Com(A) son funtores
aditivos de salida que conmutan con traslaciones y preservan exactitud de sucesiones
exactas cortas de A-complejos que se escinden en cada grado , concluimos por la parte
(iv) del Lema 19 que Tg : I ,,(E®) — Cg'(p ®4 E® es un casi-isomorfismo. |

Corolario 28. Sean X*®,Y*® € D(A). Entonces existen isomorfismos naturales

(i) RI,(X®) = R, ,(A)®Y X°.

(i) X*®% RI, ,(Y*) =R, ,(X*®Y*) =R

LX) Ye.

Prueba. (i) Aplicando el Teorema 27 y la propiedad asociativa del funtor derivado
tensor (ver Proposicion 39), existen isomorfismos naturales

RT, ,(A) &) X* = (C3,, ®% A) &k X*
=Cs, @ (A®) X°)
=Cy,®5 X*
= R, ,(X°*).

(ii) Gracias al Teorema 27 existen isomorfismos naturales
X* @Y RIL,(Y*) = X* &% (C3, &% V*),
R[ ,(X*®L Y )=C? o (X, Y*)
3, A a,p OA A

y
Rrw(X')®A =(Che® )®A Y.

Pero, por las propiedades asociativas y conmutativa del tensor derivado, los tres
complejos de la derecha son naturalmente isomorfos (ver Proposicion 39).
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Dado un elemento s € A consideremos el siguiente diagrama conmutativo

0—— A[X]®A L A[X]—— 0

0 A—" A, 0,

donde f;(p(X),b) = (sX —1)p(X) + b, g(p(X), b) = b es la segunda proyeccion, i, es
el homomorfismo de localizacién y gl (p(X)) = p(%) Denotemos por L? el complejo
de A-moédulos definido por la fila superior del diagrama anterior, concentrado en los
grados 0 y 1. Notemos que la fila inferior es precisamente el complejo de Cech C?.

Ademas los homomorfismos g0 y ¢! definen un casi-isomorfismo g, : L —— C¢ .

Dado un elemento a € A, el conjunto multiplicativo S, ,, junto con el orden parcial
< definido por s < f si existe r € A tal que ¢t = rs, es un conjunto dirigido. Para
cada par de elementos s,t € S, , tal que s < t consideremos los homomorfismos
de A-méddulos ¢y 1 A[IX]@A — A[X]|® Ay 035 : A[X] — A[X] definidos por
P2 (p(X),b) = p(rX) + by ¥L(p(X)) = p(rX), respectivamente. Entonces el siguiente
diagrama

0—— A[X]@A L0 A[X]—— 0

| |
0—— A[X]@A L A[X] —— 0
es conmutativo. Esto define un morfismo de complejos de A-médulos Py : L§ — L3.
No es dificil ver que
{L;, 11th . L; E— L;, Sis < t}SESa,(p
es un sistema directo de complejos de A-moddulos. Sea
Ly = h_)m L? € Com(A).
seS

ap

De manera analoga, para cada par s,t € S, , tal que s < £, el siguiente diagrama

0 A—S A, 0

A, 0

%) =0 Esto define un morfismo de complejos

es conmutativo, donde o2 (b) = by oy (%) = 2

de A-méddulos

No es dificil ver que

(C s €2 — CF, sis <t

es un sistema directo de complejos de A-modulos. Desde que h_)m A = A (pues
seSm@
o) =idy paratodos < t)y h_n} As = Ay, Obtenemos
SESap
li_>m Cs=Cyy

S€S1,
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Ahora es claro que los casi-isomorfismos g, : L —— C¢ inducen un casi-isomorfismo
de complejos de A-mddulos

g:La, — Cagp -

Recordemos que un anillo A es perfecto si todo A-mddulo plano es proyectivo. Tales
anillos fueron introducidos por Hymann Bass en [4] donde demostro, entre otros
resultados, que un anillo A es perfecto, si y solo si, limites directos filtrados de A-
moédulos proyectivos son proyectivos. Por lo tanto, si asumimos que A es perfecto,

Lip—Caop
es una resolucion semi-proyectiva de C7 .
Definimos ahora el complejo de A-modulos

L:i,(p = L;b(p Rp - ®4a L:zn,(p’

donde @ = ay, ..., a,, es una sucesién finita de elemntos de A. Entonces L} , — C3 ,

es una resolucion semi-proyectiva de C7 .

A continuacién, denotemos por DJ: (A) la subcategoria plena de D(A) cuyos objetos
son los complejos de A-moddulos X*® tales que H;(X®) es un A-mddulo finitamente
generado para todo i € Z vy, existe un entero k de manera que H;(X*®) = 0 para todo
i>k.

Teorema 29. Supongamos que A es un anillo perfecto. Sea X*® € Di (A), entonces existen

isomorfismos naturales en Dz (A),

LA*?(X®) =~ RHom,(C?

zpr X°)-

Prueba. Sea F®* —— X* una resolucién semi-libre de X* tal que F; es finitamente
generado para todo i € Z. Entonces

LAY®(X®) = AP (F®)

y
RHom4(C7 ,, X*) = Hom4 (L7, X) = Homu (L7, F®).
Luego, para demostrar el Teorema es suficiente establecer un casi-isomorfismo natural

Homy (L3, F*) = S AVP(F*).

Consideremos un objeto Y* € D£ (A). Para cada i € Z sea

¢} :Homy(LY,, Y*®); = Homy(L

o Yi) — AMP(Y;) = AT (Y?);

[ ]
a,p’

la composicion de los homomorfismos de A-mddulos

Homa(Lg,, ¥i) = | [Homa((L3 ) Yers) — Ho(Hom4((C3 . )o, Vi) —— AM(Y),
seZ
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donde el dltimo isomorfismo (natural) sigue del Corolario 12 y el segundo homomor-
fismo es composicion de los homomorfismos de A-modulos

I_[ Hom 4 ((L7 )5 Ys+i) — Homu (L))o, Yi) — Ho(Hom((L ), Y7))
SEZ
= Hy(Hom4((Ch ) Vi),
Es claro que
¢ = (8] )iez : Homy(LE,, Y*) — AP (Y?)
es un morfismo natural de A-complejos.

Por otro lado, desde que cada F; es un A-moédulo proyectivo (libre),

H; (L}, )(Fi) = Hj(C3,,) ®4 Fi) =H;*(F;) = 0 para todo j > 1.

Por lo tanto, CZ,F :Homy (LS, F;) — A%P(F;) es un casi-isomorfismo.

[ )
a,p’

0 —— Homy((L7 ,)o, Fi) —— Homy ((LF )1, Fi) — - —— Hom((LF ;,)n, Fi) —— 0

i | |

0—— AY(F)) 0 0 0.

Como Homy(LF , -) : Com(A) — Com(A) y A*?(=) : Com(A) — Com(A) son

funtores aditivos de salida que conmutan con traslaciones y preservan exactitud de
sucesiones exactas cortas de A-complejos que se escinden en cada grado , concluimos
por la parte (iv) del Lema 19 que, concluimos por el Lema 19 que

¢t :Homy (LS, F®*) — AP (F®)
es un casi-isomorfismo. [ |

Corolario 30. Supongamos que A es un anillo perfecto. Sea X*® € D]; (A), entonces existe
un isomorfismo natural,

LAY?(X®) = RHomA(Rra,(p(A)' X*).

Prueba. Gracias al Teorema 27 existen isomorfismos naturales

RI.

~ (® L ~ (e
a,<p(A) = Ca,(p ®4 A= CMP'

Luego, por el Teorema 29,

LAY?(X®) = RHomA(Rra,(p(A)' X*).

Proposicion 25. Sea X* € DJ: (A). Entonces existe un isomorfismo en D(A),
LAY@9)(X*) = X* @k AT>P)(A).
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Prueba. Desde que X* € DZ(A), admite una resolucion semi-libre L®* —— X*® de la
forma

L:-- L, L, 0,

donde cada L; es un A-moédulo libre finitamente generado. Gracias al Corolario 12 y el
hecho que cada L, = A"* es libre de rango finito, tenemos los siguientes isomorfismos
naturales

Li @4 A9P(A) = A" @4 Hy(Homy4 (C3 ) A))

N
= (P Hy(Hom,(C3,,, A))
i=1

1
= Ho(E) Hom(C3,, 4))
i=1

= Ho(Hom4(C3 ) Lk))
= AY@P) (L)

En consecuencia,

LAY@9)(x®) = AG@®)(L°)
= [*®, A9 (A)
= X* gL AY@9)(A),

lo que demuestra el resultado. |

5.3. Dualidad de Greenlees-May

Finalizamos nuestro trabajo presentando una versiéon generalizada del celebrado Teo-
rema de dualidad de Greenlees-May(ver [13, Corollary 4.1.1]), en el contexto de los
anillos perfectos.

Teorema 31. Supongamos que el anillo A es perfecto. Sean X®* € D(A) y Y*® € DZ(A).
Entonces existe un isomorfismo natural

RHom 4 (RI ,(X®), Y*) = RHom4 (X, LA®?(Y*)).
Prueba. Usando el Corolario 28, el Corolario 30 y el Isomorfismo de Adjuncién (Pro-

posicion 39), obtenemos

RHom 4 (RT,,(X*®), Y*) = RHom 4 (R, ,(A) ®5 X, V*)
= RHom 4 (X*, RHom4(RT} ,,(A), Y*))
~ RHomy (X*, LAY?(Y*)).
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Corolario 32. Supongamos que el anillo A es perfecto. Sean X®,Y* € DJ; (A). Entonces
existe un isomorfismo natural

LAY?(RHom4(X*,Y*®)) = RHom,(X®*,LA*?(Y*)).

Prueba. Por el Corolario 28, el Corolario 30, el Isomorfismo de Adjuncion (Proposicion
39) y el Teorema 31 tenemos

LA®?(RHom,4(X*,Y*®)) = RHom 4 (RT, ,,(A), RHom4 (X*,Y*))
= RHom (RT} ,(A) &% X°, Y*)
=~ RHom, (R}, (X*), Y*)
(

=~ RHomy (X*,LAY?(Y*®)).
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Conclusiones

Los resultados obtenidos son recientes y potencializaran el desarrollo de esta impor-
tante area de la matematica.
Como primer fruto de mi investigacion, publicamos el siguiente articulo:

Caro Tuesta, N., Duran Quifiones, S. I., Mendoza Quispe, W. (2021). Una teoria de
cohomologia local generalizada. Pesquimat, 24(2), 13-33.
https://doi.org/10.15381/pesquimat.v24i2.21674

Dicho articulo se sustenta en el capitulo 3 de mi tesis doctoral. Ademas de ello, estan
en fase de preparacion, tres articulos adicionales, relativos a los resultados principales
de los capitulos 2, 4 y 5 del presente trabajo.
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APENDICE / \

Categorias Derivadas

En este apéndice recolectamos algunas nociones basicas sobre categorias derivadas,
resoluciones de complejos y funtores derivados. El lector interesado en mas detalles y
en las demostraciones de los resultados presentados aqui, puede consultar el excelente
libro Derived Categories de Amnon Yekutieli ([20], asi como el manuscrito Derived
Category Methods in Commutative Algebra (notas en preparacion) de Lars Winther
Christensen, Hans-Bjern Foxby y Henrik Holm ([7]).

1.1. Categorias Derivadas

A lo largo de esta seccién, & denotara una categoria abeliana. Son ejemplos de
categorias abelianas,

i) & = Mody, la categoria de los A-mddulos sobre un anillo conmutativo A.

ii) & = Mod(@x), la categoria de haces de @x-mddulos, donde (X, ) es un espa-
cio anillado.

iii) & = QCoh(0@x), la categoria de @x-modulos casi-coherentes sobre un esquema

(X, O%).

Un complejo en & es un diagrama

ce . c19,c0 8 1o

de morfismos en & tal que 6"*! 0 8" = 0 para todo # € Z.

Un morfismo de complejos ¢ : C* — D*® es una coleccién de morfismos {¢" : C" — D"}
en & tal que el siguiente diagrama es conmutativo.

nez

-1 n cn+1
e cn-1_0 cn_9 ,cnv1_ 07

(Pnll (Pnl (pn+ll

.. —>Drl—1 ! D"

nal an+1
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La categoria Com(8/), cuyos objetos son los complejos en & y cuyos morfismos son los
morfismos de complejos, también es una categoria abeliana.

Todo morfismo ¢ : C* — D* en Com(%/) induce, para cada entero #, un morfismo
H"(¢p): H"(C®) — H"*(D*®) en &. Decimos que ¢ es un casi-isomorfismo, si H" (¢)
es un isomorfismo para todo n. Es usual denotar un casi- isomorfismo por un diagrama
de la forma

p:C*——D".
Una homotopia entre dos morfismos de complejos ¢, 1) : C* — D*® es una coleccién
de morfismos {h” C"— D”_l}neZ en & tal que

" =" =" o™ + "L 0 6" para todo n € Z.

5n+1

cn-1 on-! cn o" cn+l

| s

...—>D”_1 on-1 D” o
La categoria homotopica de &/, denotada por K (&), es definida como la categoria cuyos

objetos son los complejos en & y cuyos morfismos son los morfismos de complejos
moédulo homotopia, i.e.,

Homy(¢)(C*, D*®) := Homce () (C*, D*)/ {¢ ~y, 0}.

Los isomorfismos en K(&/) son llamados de equivalencias homotopicas.

D”+1 an+1

Si ¢ ~}, 1, entonces H" () = H"(¢) para todo n € Z. Por lo tanto, es clara la nocién
de casi isomorfismo en (/). Esto permite ver

H'(-): K(f) —

como un funtor que transforma casi isomorfismos en isomorfismos.

La categoria homotopica (&) es aditiva, pero no es abeliana. Sin embargo, tiene es-
tructura de categoria triangulada, cuyos triangulos distinguidos son aquellos isomorfos
a triangulos de la forma

C* 25 D*——C(a) —C*[1],
donde el complejo C(a)®, llamado cono de «, es definido por

1
TR ]

(a) — a on

Definicién A.1. La categoria derivada de una categoria abeliana &/ es unpar (D(%/), Q)
formada por una categoria D(&/) y un funtor Q : K(&) — D(&) que transforma casi
isomorfismos en isomorfismos con la siguiente propiedad universal: dadas una catego-

ria C y un funtor F : (&) — C que transforma casi isomorfismos en isomorfismos,
existe un unico funtor G : D(&/) — C tal que Go Q = F.

1
C(a)"=C"" ®D" con &} —l

K(sf) —2— D(s7)
1
G
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En otras palabras, la categoria derivada D(%/) es la localizacion de la categoria ho-
motodpica K(&) con respecto al sistema multiplicativo S formado por todos los casi
isomorfismos de K(&/), i.e.,

D(/) =K()[S7})
De manera mas explicita, los objetos de D(&/) son los mismos que de K(&) , osea

complejos en &, y cada morfismo a : C* — D*® en D(&) es una clase de equiva-

) P ..
lencia de pares C® +—— X* %, D*, con 1 un casi isomorfismo, donde dos pares

(Ghe <l’li—1 X7 o, D*y C* <l’li—2 X3 ELEIN D* son equivalentes, si existe un diagra-

ma conmutativo en K(&/)

X7
~ 1
41
coe B xs® pe
U3
~ P2
X3.

Es usual escribir el morfismo a en forma de fracciéon a = % Ahora sean dados dos

morfismos a = ¢ :C*— Dy B = 4 : D* — E*® en D(&), entonces existe un
o

N
SN,

que permite definir la composicion

diagrama conmutativo

Yo e .
0ob C*— E*°.
Por otro lado, el funtor Q : K(&) — D(&) es la identidad sobre objetos, i.e., Q(C*®) =

C* para todo complejo C* y para cada morfismo ¢C®* — D*® en K(&/), el morfismo
Q(@): C* — D* em D(¥) es dado por

poa:=

Qp) =

B idc. ’

Note que, para cada n € Z, el n-ésimo funtor de cohomologia H"(-) : K(&) — &
transforma casi-isomorfismos en isomorfismos. Por lo tanto, existe un tnico funtor
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H(

a =

—): D(8¢) — & tal que H"(~) o Q = H"(-). En consecuencia, un morfismo
?e
b

Es importante observar que como K (%) es una categoria triangulada, existe una tinica
estructura de categoria triangulada sobre D(&/) tal que Q es un funtor triangulado.

n D(&) es un isomorfismo, si y solo si, ¢ es un isomorfismo en K(&).

1.2. Resoluciones de complejos

En esta seccion, A denotara un anillo conmutativo con elemento unitario y K(A) la
categoria homotopica K(Com(Mod ,)). Ademas, nos referiremos a los complejos de
A-modulos como simplemente complejos.

Recordemos que para dos complejos X*® e Y, el complejo homomorfismo Hom 4 (X*®, Y*®)
es definido por

Hom/j(X*®,Y*):= ]_[HomA(X”, yien
i€Z
con diferencial 6" : Hom/; (X*®,Y*®) — HomTl(X’, Y*) especificado por

5"(f) = (8% 0 fi+ (=1)"fir1 0 0% )icz.

Definicion A.2. Un complejo P*® es llamado semi-proyectivo si el funtor Hom 4 (P*®, —)
preserva casi-isomorfismos sobreyectivos.

Una resolucion semi-proyectiva de un complejo X*® es un complejo semi-proyectivo P*®
junto con un casi-isomorfismo P®* —— X* .

Proposicion 26. Todo complejo X® posee una resolucion proyectiva 1 : P* —— X* ,
donde 1t puede ser escogido sobreyectivo.

El siguiente resultado proporciona caracterizaciones tutiles del concepto de semi-
proyectividad.

Proposicion 27. Dado un complejo P®, las siguientes condiciones son equivalentes.

(i) P* es semi-proyectivo.
(i) Hom 4 (P*®,—) preserva sucesiones exactas y casi-isomorfismos.

(iii) Dados un morfismo de complejos a : P* —— Y* y un casi-isomorfismo sobreyec-
tivo p: X*——Y* existe un morfismo y: P* ——X* talquea = foy.

(iv) P* esun complejo de A-modulos proyectivos yHom 4 (P®, —) preserva casi-isomorfismos.

A menos de homotopia, morfismos de complejos semi-proyectivos se factorizan a
través de casi-isomorfismos.
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Proposicion 28. Sean P* un complejo semi-proyectivo, a : P* —— Y*® un morfismo
de complejos y B : X* ——Y*® un casi-isomorfismo. Entonces existe un tinico C(A)-

morfismo y : P* —— X*® talquea = oy en C(A).
Proposicion 29. Sea f: Q®* —— P* un morfismo de complejos.
(i) Si P*® es semi-proyectivo y f es un casi-isomorfismo, entonces existe un casi-
isomorfismo P®* —— Q° .

(ii)) Si P*® y Q°® son semi-proyectivos, entonces 5 es un casi-isomorfismo, si y solo si, 3
es un isomorfismo en K(A), osea, una equivalencia homotépica.

De manera dual tenemos la siguiente nocion.

Definiciéon A.3. Un complejo I°® es llamado semi-inyectivo si el funtor Hom4(—, I°)
preserva casi-isomorfismos sobreyectivos.

Una resolucion semi-inyectiva de un complejo X*® es un complejo semi-inyectivo I*
junto con un casi-isomorfismo X®——1° .

Proposicion 30. Todo complejo X*® posee una resolucion inyectiva 1: X* ——1°,
donde 1 puede ser escogido inyectivo.

El siguiente resultado proporciona caracterizaciones tutiles del concepto de semi-
inyectividad.

Proposicion 31. Dado un complejo I°®, las siguientes condiciones son equivalentes.

(i) I°® es semi-inyectivo.
(ii)) Hom(—,1®) preserva sucesiones exactas y casi-isomorfismos.

(iii) Dados un morfismo de complejos a : X®* —— I* y un casi-isomorfismo inyectivo
B:X®*——Y* existe un morfismo y:Y®* ——1I° tal que a =y o p.

(iv) I°® es un complejo de A-médulos inyectivos yHom 4(—, [ ®) preserva casi-isomorfismos.

A menos de homotopia, morfismos de complejos semi-inyectivos se factorizan a través
de casi-isomorfismos. Mas precisamente

Proposicion 32. Sean I* un complejo semi-inyectivo, o : X®* ——1°* un morfismo
de complejos y B : X* —— Y*® un casi-isomorfismo. Entonces existe un tinico K(A)-

morfismo y : Y®* ——1° tal quea = y o  en KC(A).

Proposicion 33. Sea f:1°* —— E® un morfismo de complejos.

(i) Sil® essemi-inyectivoy 5 es un casi-isomorfismo, entonces existe un casi-isomorfismo
E*——1°.
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(ii) SiI® y E® son semi-inyectivos, entonces 5 es un casi-isomorfismo, si y solo si,  es
un isomorfismo en K(A), osea, una equivalencia homotépica.

Proposicion 34. SiP® es un complejo semi-proyectivo e I® es un complejo semi-inyectivo,
entonces Hom 4 (P*®,1°) es semi-inyectivo.

Ahora recordemos que dados dos complejos X*®, Y*, el complejo tensor X* ®4 Y* es
definido por

(X*®,Y®)":= <EE> )(iQQA Y/

i+j=n
con diferencial " : (X*®, Y*)" — (X*®,4 Y*)"*! dado por
5" (x®p) = 0l (x) @+ (-1)'x @5} (v) (xeX',pe V).

Definicion A.4. Un complejo F* es llamado semi-plano si el funtor —®,4 F*® preserva
casi-isomorfismos inyectivos.

Por ejemplo, todo complejo acotado de A-moddulos planos es semi-plano. Ademas,
todo complejo semi-proyectivo es semi-plano.

Proposicion 35. Dado un complejo F*, las siguientes condiciones son equivalentes.

(i) F* es semi-plano.
(ii) —®y4 F*® preserva sucesiones exactas y casi-isomorfismos.

(iii) F*® es un complejo de A-modulos planos y —Q®,4 F® preserva casi-isomorfismos.

Proposicion 36. Sea a : F* —— G* un casi-isomorfismo de complejos semi-planos.
Entonces

(i) Para todo complejo X*®, el morfismo inducido X® ®4 « es un casi-isomorfismo.

(ii) Para todo complejo Y*, el morfismo inducido a ®4 Y* es un casi-isomorfismo.

1.3. Funtores Derivados

En esta seccion, &/ denotara una categoria abeliana, & una categoria triangulada y
F: K(&) — & un funtor triangulado.

Definicion A.5. Un funtor derivado a la derecha de F es un par (RF, ) formado por
un funtor triangulado RF : D(&/) — & y un morfismo de funtores triangulados
1 : F — RF o Q con la siguiente propiedad universal: dados un funtor triangulado
G:D(/) — & y un morfismo de funtores triangulados & : F —> G o Q, existe un
unico morfismo de funtores triangulados 0 : RF — G tal que £ = 0 o .

RFoQ

N A

GoQ.

30



Es claro que si un funtor derivado ala derecha (RF, 17) existe, entonces es tnico, a menos
de isomorfismo unico de funtores triangulados. El proximo resultado proporciona
condiciones suficientes para la existencia del funtor derivado a la derecha.

Proposicion 37. Supongamos que existe una subcategoria triangulada plena J C K (/)
con las siguientes dos propiedades:

(i) Si i :1®* —=E® esun casi-isomorfismoen J entonces F(1p): F(I*) —— F(E®)

es un isomorfismo en & .

(ii) Para todo C*® € K(&/) existe un casi-isomorfismo C® ——I°® para alginI® € J.

Entonces existe RF : D(/) — &.
Corolario 33. Sea A un anillo conmutativo con elemento unitario, entonces todo funtor

triangulado F : K(A) — & posee un funtor derivado a la derecha RF : D(A) — &

Prueba. Basta tomar J = K(A);_i,y, la subcategoria triangulada plena de K'(A) cuyos
objetos son los complejos semi-inyectivos, usar la Proposicion 30 y la parte (ii) de la
Proposicién 33 y luego aplicar la Proposicién 37. |

De manera mas explicita, para cada C* € D(A),

donde X*® —— I esunaresolucion semi-inyectiva de X*®. Ademas, si a = $.co—pe

es un morfismo en D(A), entonces por la Proposicion 32, existen un tnico morfis-
mo  :Iy —— I} y un Unico casi-isomorfismo y : Iy —— I en K(A) tal que el
siguiente diagrama es conmutativo

cr et x* ¥, pe

Y (A LS

Entonces

F
RF(a) = Ey) :F(C*) — F(D*).
F(o)
Ahora sea C* € K(A). No es dificil verificar que el funtor
Hom,4(C*®,-) : K(A) — K(A)
es triangulado. Por lo tanto,

F=QoHomyu(C* -): K(A) — D(A)

también es un funtor triangulado. En consecuencia, existe el funtor derivado a la
derecha RF de F, que habitualmente es denotado por RHom 4(C*,—).
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Definicion A.6. Dado un complejo C*®, el funtor
RHom,4(C®,—-): D(A) — D(A)

es llamado funtor homomorfismo derivado.
Los funtores HiperExt son definidos tomando homologia,i.e.,

Ext'(C*,D®) := HRHomj,(C®, D*).

Por lo visto arriba,
RHom,(C*®,D®) = Homyu(C*, Ip),

donde D* —— I}, esunaresolucién semi-inyectiva de D*. Es posible probar el funtor
homomorfismo derivado tiene la propiedad balanceada, en el sentido que

RHom4(C*®,D®) = Hom4 (P2, D*®),
donde P2 —— C*® es una resolucion semi-proyectiva de C*.

Definicién A.7. Un funtor derivado a la izquierda de F es un par (LF,#) formado por
un funtor triangulado LF : D(&/) — & y un morfismo de funtores triangulados

1 : LF o Q — F con la siguiente propiedad universal: dados un funtor triangulado
G :D(¥) — & y un morfismo de funtores triangulados C : G o Q —> F, existe un
unico morfismo de funtores triangulados A : G — LF tal que C =7 o A.

Q ! F
S A
GoQ.

Es claro que si un funtor derivado a la izquierda (LF, 17) existe, entonces es Unico, a me-
nos de isomorfismo unico de funtores triangulados. El proximo resultado proporciona
condiciones suficientes para la existencia del funtor derivado a la izquierda.

LFo

Proposicion 38. Supongamos que existe una subcategoria triangulada plena J C K(%/)
con las siguientes dos propiedades:

(i) Si 1 : P* ——= Q® esun casi-isomorfismo en J entonces F(1p) : F(P*) —— F(Q®)
es un isomorfismo en &.

(ii) Paratodo C*® € K(&) existe un casi-isomorfismo P®* —— C® para algin P® € J.

Entonces existe LF : D(&/) — &.

Corolario 34. Sea A un anillo conmutativo con elemento unitario, entonces todo funtor
triangulado F : K(A) — & posee un funtor derivado a la izquierda LF : D(A) — &

Prueba. Basta tomar J = K(A);_p,oy, la subcategoria triangulada plena de KC(A), usar
la Proposicion 26 y la parte (ii) de la Proposicion 29, y aplicar la Proposicion 38. W
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De manera mas explicita, para cada C* € D(A),

LF(C®) = F(PY),

donde P? —— C*® esunaresolucion semi-proyectivade C*. Ademas, si a = L :C*——D*

es un morfismo en D(A), entonces por la Proposicion 28, existen un tnico morfis-
mo Y : Py —— P y un unico casi-isomorfismo y : Py LA P2 en K(A) tal que el
siguiente diagrama es conmutativo

P @

c*erx*-%,pe

P +Z-py P,

Entonces

Dado un complejo D*® el funtor
-®4D*: K(A) — K(A)
es triangulado. Por lo tanto,
F=Qo(-®4D*): K(A) — D(A)

también es un funtor triangulado. En consecuencia, existe el funtor derivado a la
izquierda LF de F, que es usualmente denotado por — ®£1 De.

Definicion A.8. Dado un complejo D*®, el funtor
—®L D*: D(A) — D(A)

es llamado funtor tensor derivado. Los funtores HiperTor son definidos tomando homo-
logia,i.e., _
Tor;(C*,D*):=H'(C* &), D).

Por lo visto arriba,
C*®L D*=P2®, D",

donde P2 —— C* es una resoluciéon semi-proyectiva de C*. Es posible probar el

funtor tensor derivado también tiene la propiedad balanceada, en el sentido que
C*®LD*=C*®, P},

donde P —— D* es una resolucion semi-proyectiva de D®. Mas aun, es posible

usar, de manera mas general, resoluciones semi-planas.

Vamos a resumir en la siguiente Proposicion, los mas importantes isomorfismos que
fueron usados en el Capitulo 5.
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Proposicion 39. Para A-complejos C*, D® y E®,

(i) Existe un isomorfismo en D(A)
C*®j D* =D&} C*,
que es natural en C* y D*.
(ii) Existe un isomorfismo en D(A)
(C*®L D*)eL E* =C* oL (D* L E*),
que es natural en C* , D® y E°.
(iii) Existe un isomorfismo en D(A)
RHom ,4(C*® ®£‘ D*,E®*) = RHom,4(C*®,RHomy(D*, E®)),

que es natural en C*, D*® y E®.

El ultimo isomorfismo natural es conocido como isomorfismo de adjuncion derivado
Hom-Tensor.
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