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RESUMEN

Sean A un anillo conmutativo perfecto, a un ideal de A y ϕ un conjunto no vacío
de ideales de A. Denotemos por D(A) la categoría derivada de la categoría de los A-
módulos y porDf<(A) la subcategoría plena deD(A) cuyos objetos son losA-complejos
limitados a la izquierda con cohomología �nita. En este trabajo introducimos los
funtores derivados

RΓa,ϕ(−), LΛa,ϕ(−) :D(A) −→D(A),

y probamos que si X• ∈ D(A) e Y • ∈ Df<(A). Entonces existe un isomor�smo natural

RHomA(RΓa,ϕ(X
•),Y •) � RHomA(X,LΛ

a,ϕ(Y •)).

Nuestro resultado es una generalización, en el contexto de los anillos perfectos, del
celebrado Teorema de Dualidad de Greenlees-May.

Palabras clave
Sistema de ideales, Φ-torsión, cohomología local, módulo Matlis re�exivo, topología
Max, homología local, cohomología local formal, homología local formal, categoría
derivada, cohomología local derivada, dualidad de Greenlees-May.

VIII



A GENERALIZATION OF LOCAL COHOMOLOGY FOR COMPLEX OF
MODULES

Wilfredo Mendoza Quispe

2022

Advisor : Dr. Alfonso Pérez Salvatierra
Degree obtained : Doctor in Pure Mathematics

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ABSTRACT

Let A be a perfect commutative ring, a an ideal of A and ϕ a non-empty set of ideals
of A. We denote by D(A) the derived category of the category of A-modules and

by Df<(A) the full subcategory of D(A) whose objects are the bounded below chain
complexes with �nite cohomology. In this work we introduce the derived funtors

RΓa,ϕ(−), LΛa,ϕ(−) :D(A) −→D(A),

and we show that if X• ∈ D(A) and Y • ∈ Df<(A), then there is a natural isomorphism

RHomA(RΓa,ϕ(X
•),Y •) � RHomA(X,LΛ

a,ϕ(Y •)).

Our result is a generalization, in the context of perfect rings, of the celebratedGreenlees-
May Duality Theorem.

Keywords
System of ideals, Φ-torsion, local cohomology, Matlis re�exive module, Max topology,
local homology, formal local cohomology, formal local homology, derived category,
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Introducción

La cohomología local fue introducida por Alexander Grothendieck a principios de
los años sesenta, en sus seminarios en Harvard y el IHES (Institut de Hautes Études
Scienti�ques). En base a las lecturas de Grothendieck en Harvard, Robin Hartshorne
publicó en 1967 su ahora clásica monografía Local Cohomology, a seminar given by
A. Grothendieck, Harvard University, Fall 1961 (ver [11]). Las conferencias en el IHES
fueron publicadas inicialmente en 1968, y posteriormente republicadas en 2005 con el
título Séminaire de Géométrie Algébrique du Bois Marie - 1962 - Cohomologie locale des
faisceaux cohérents et théorèmes de Lefschetz locaux et gloubax-SGA 2 (ver [10]). Desde
entonces, la cohomología local se ha convertido en una herramienta indispensable en
geometría algebraica y álgebra conmutativa y es objeto de mucha investigación.

En geometría algebraica, la cohomología local fue introducida como una teoría análoga
de la cohomología relativa. Recordemos su de�nición: Sean X un espacio topológico
y Z un subconjunto cerrado de X . Para cada haz F de grupos abelianos sobre X , el
conjunto

ΓZ(X,F ) := {s ∈ F (X)| Supp(s) ⊆ Z}
es un subgrupo del grupo de secciones globales F (X). Además, si ϕ : F −→ G es un
mor�smo de haces de grupos abelianos, la restricción de ϕX : F (X) −→ G (X) para
ΓZ(X,F ) induce un homomor�smo de grupos

ΓZ(X,ϕ) : ΓZ(X,F ) −→ ΓZ(X,G ).

Las correspondencias F 7−→ ΓZ(X,F ) y ϕ 7−→ ΓZ(X,ϕ) de�nen un funtor exacto a
la izquierda

ΓZ(X,−) : Sh(X) −→ Ab

de la categoría Sh(X) de haces abelianos sobre X en la categoría de grupos abelianos
Ab. Desde que Sh(X) posse su�cientes objetos inyectivos existen los funtores derivados

a la derecha
{
R iΓZ(X,−)

}
i≥0 del funtor ΓZ(X,−). Para cada entero no negativo i , el

i-ésimo funtor de cohomología local de X soportado en Z es de�nido por

Hi
Z(X,−) :=R iΓZ(X,−).

En particular, desde que el funtor ΓZ(X,−) es exacto a la izquierda, existe un isomor-
�smo natural

H0
Z(X,−) � ΓZ(X,−).

Dado un haz F ∈ Sh(X), el grupo H i
Z(X,F ) es obtenido de la siguiente manera:

consideremos una resolución inyectiva 0 −→ F −→ J • de F , i.e., un complejo
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exacto de haces abelianos

0 −→ F −→ J 0 −→ J 1 −→ ·· · ,

donde cada J n es un haz inyectivo. Entonces,

Hi
Z(X,F ) = Hi(ΓZ(X,J

•)).

Notemos que cuando Z = X , la cohomología descrita arriba es precisamente la coho-
mología de haces sobre X .

Ahora consideremos el abierto U = X \Z , entonces existe una sucesión exacta larga
natural

0 // ΓZ(X,F ) // Γ(X,F ) // Γ(U,F |U ) ∂ // H1
Z(X,F ) // · · ·

// Hi
Z(X,F ) // Hi(X,F ) // Hi(U,F |U ) ∂ // Hi+1

Z (X,F ) // · · ·

Esta sucesión muestra que los grupos de cohomología Hi
Z(X,F ) juegan un rol seme-

jante a los grupos de cohomología relativa de X con respecto a U . De hecho, para
“buenos espacios” en los cuales la cohomología de haces coincide con la cohomología
singular (por ejemplo, espacios de Hausdor� paracompactos), existe un isomor�smo

Hi
Z(X,G) �Hi(X,U,G),

donde G es un grupo Abeliano, G es el haz constante asociado a G yHi(X,U,G) es el
i-ésimo grupo de cohomología singular de X relativo a U con coe�cientes en G .

Por otro lado, si V ⊆ X es un conjunto abierto tal que Z ⊆ V , entonces existe un
isomor�smo de δ-funtores

Hi
Z(X,F ) �Hi

Z(V ,F |V ).

Tal resultado es un análogo al conocido Teorema de la Excisión de la cohomología
singular.

A continuación consideremos un esquema (X,OX ), Z ⊆ X un subconjunto cerrado y
F un OX-módulo cuasi-coherente. Supongamos que existe un subconjunto abierto
afín V = SpecA de X tal que Z ⊆ V . Entonces

Hi
Z(X,F ) �Hi

Z(V ,F |V ) �Hi
Z(V ,M̃),

dondeM := F (V ) y M̃ es el haz de OX-módulos asociado aM . Pero

ΓZ(V ,M̃) = {m ∈M | Supp(m) ⊆ Z} .

Por lo tanto, cuando A es un anillo Noetheriano y Z = V (a) para algún ideal a de A
obtenemos la siguiente igualdad:

ΓZ(V ,M̃) = {m ∈M | anm = 0 para algún n ∈ N} .

La última relación permite abordar la teoría de la cohomología local desde una pers-
pectiva totalmente algebraica.
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Sean A un anillo conmutativo (no necesariamente Noetheriano) y a un ideal de A.
Dado un A-móduloM , el submódulo de a-torsión deM es de�nido por

Γa(M) := {m ∈M | anm = 0 para algún n ∈ N} .
Si f : M −→ N es un homomor�smo A-lineal, su restricción a Γa(M) induce un
homomor�smo Γa(f ) : Γa(M) −→ Γa(N ). Las correspondenciasM 7−→ Γa(M) y f 7−→
Γa(f ) de�nen un funtor aditivo exacto a la izquierda

Γa(−) :ModA −→ModA,

de la categoría de A-módulosModA en sí misma. ComoModA es una categoría con

su�cientes objetos inyectivos, existen los funtores derivados a la derecha
{
R iΓa(−)

}
i≥0

del funtor Γa(−). Para cada entero no negativo i , el i-ésimo funtor de cohomología local
soportado en a es de�nido por

Hi
a(−) :=R iΓa(−).

Nuevamente, desde que el funtor ΓZ(X,−) es exacto a la izquierda, existe un isomor�s-
mo natural de funtores

H0
a(−) � Γa(−).

Dado un A-móduloM , el A-módulo H i
a(M) es obtenido de la siguiente manera: consi-

deremos una resolución inyectiva 0 −→M −→ I• deM , i.e., un complejo exacto de
A-módulos

0 −→M −→ I0 −→ I1 −→ ·· · ,
donde cada In es un A-módulo inyectivo. Entonces,

Hi
a(M) = Hi(Γa(I

•)).

Uno de los resultados clásicos garantiza la existencia de un isomor�smo natural

Hia(−) � lim−−→
n∈N

ExtiA(A/a
n,−).

Otra aproximación interesante que permite calcular la cohomología local soportada
en un ideal: Dado un elemento a del anillo A consideremos el complejo de A-módulos

Ča : 0 // A ι // Aa // 0 ,

donde A es colocado en la posición 0, Aa en la posición 1 y ι : A −→ Aa es el mapa de
localización. Para una sucesión �nita ā = a1, a2, ..., an de elementos de A, el complejo
de Čech algebraico es de�nido por

Čā := Ča1 ⊗ Ča2 ⊗ · · · ⊗ Čan .
Supongamos que a = (a1, ..., an) es un ideal �nitamente generado de A, entonces existe
un isomor�smo natural

Hia(−) � Hi(Ča ⊗−).
La teoría de cohomología local en su contexto algebraico ha sido ampliamente estudiada
y es una área fecunda de investigación. De hecho existen muchos artículos y libros en
esta dirección. Ver por ejemplo el excelente libro de T.Y. Brodman and R. Sharp ([6]),
así como las referencias que aparecen en el texto.

Ahora recordemos que una familia de soportes en un espacio topológico X es un
conjunto Ω de cerrados de X tal que
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(1) Si S1,S2 ∈Ω, entonces S1 ∪ S2 ∈Ω;

(2) Si S1 ∈Ω y S2 ⊆ S1 es un subconjunto cerrado de X , entonces S2 ∈Ω.

Familias de soportes fueron introducidas para estudiar una variante de la cohomología
de haces, la denominada cohomología con soportes en Ω. Dado un haz F de grupos
abelianos sobre X , el conjunto

ΓΩ(X,F ) := {s ∈ F (X)| Supp(s) ∈Ω}

es un subgrupo del grupo de secciones globales F (X). Además, si f : F −→ G es un
mor�smo de haces de grupos abelianos, la restricción de fX : F (X) −→ G (X) para
ΓΩ(X,F ) induce un homomor�smo de grupos

ΓΩ(X,f ) : ΓΩ(X,F ) −→ ΓΩ(X,G ).

Las correspondencias F 7−→ ΓΩ(X,F ) y f 7−→ ΓΩ(X,f ) de�nen un funtor exacto a
la izquierda

ΓΩ(X,−) : Sh(X) −→ Ab,

cuyos funtores derivados a la derecha

Hi
Ω(X,F ) :=R iΓΩ(X,F )

son precisamente los grupos de cohomología de X con coe�cientes en F y con soporte
en la familiaΩ. Note que esta cohomología generaliza la cohomología local soportada
en un cerrado Z de X . De hecho vale la igualdad,

Hi
Z(X,F ) = Hi

ΩZ
(X,F ),

donde
ΩZ := {W ⊆ Z |W es un subconjunto cerrado en X} .

En el contexto algebraico existe una noción análoga a la de familia de soportes, a saber:
Un sistema completo de ideales es un conjunto Φ de ideales de un anillo conmutativo
A tal que

(i) Si a1,a2 ∈Φ, entonces a1 · a2 ∈Φ;

(ii) Si a1 ∈Φ y a2 ⊇ a1 es un ideal de A, entonces a2 ∈Φ.

Tal noción fue introducida por T.Y. Brodman and R. Sharp en [6], y por K. Divanni-Azar,
R. Naghipour and M.Tousi en [8], donde los autores presentan brevemente losmódulos
de cohomología local generalizada soportada en Φ,

Hi
Φ(M) :=R iΓΦ(M).

Aquí ΓΦ(−) es el funtor (exacto a la izquierda) de la categoría de A-módulos sobre sí
misma que asocia a cada A-móduloM el A-módulo,

ΓΦ(M) = {x ∈M | ax = 0 para algún a ∈Φ} .
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Los fundamentos de esta teoría de cohomología local generalizada, así como versiones
generalizadas de resultados clásicos, son estudiados con mayor profundidad por L.
A. Alba-Sarria, R. Callejas-Bedregal y N. Caro-Tuesta en [1]. Como nuestro trabajo
está soportado sobre tal teoría, recopilamos en el Capítulo 1 las nociones básicas de
cohomología local generalizada e incluímos demostraciones detalladas de cada una de
las proposiciones enunciadas.

Supongamos a partir de ahora queA es un anillo conmutativo Noetheriano. Denotemos
por I el cogenerador inyectivo minimal de la categoría de A-módulos. Un A-módulo
M es denominado I-Matlis re�exivo si el homomor�smo natural evaluación de M
en HomA(HomA(M,I ), I ) es un isomor�smo. Tales módulos son clasi�cados por R.
G. Belsho�, E. E. Enochs and J. R. García Rozas en [5]. En la primera sección del
Capítulo 2 introducimos los módulos E- Matlis re�exivos, donde E es un cogenerador
inyectivo arbitrario de la categoría deA-módulos, y generalizamos algunas propiedades
presentadas en [5]. En la sección 2.2 introducimos los A-módulos maximalmente
completos como aquellos módulos M tales que el homomor�smo natural M −→
lim←−−
a∈M

M/aM es un isomor�smo, y probamos entre otros resultados, que si M es un

A-módulo �nitamente generado, entonces existe un isomor�smo natural

HomA(HomA(M,I ), I ) � lim←−−
a∈M

M/aM

(ver el Teorema 7). En particular, un A-móduloM �nitamente generado es I-Matlis
re�exivo, si y solo si,M es maximalmente completo. Un resultado clásico de cohomo-
logía local es el siguiente: Si (A,m) es local yM es un A-módulo �nitamente generado,
entonces Hi

m(M) es un módulo Artiniano para todo i ≥ 0 (ver [6, Theorem 7.1.3]). En
la sección �nal del Capítulo 2 extendemos ese resultado para un anillo Noetheriano
cualquiera y demostramos que si M es un A-módulo I-Matlis re�exivo, entonces
Hi
M(M) es un módulo Artiniano para todo i ≥ 0, donde M denota el sistema de

ideales generado por el conjunto de ideales maximales de A ( ver el Teorema 9).

En [19], R. Takahashi, Y. Yoshini and Y. Yoshisawa introducen la llamada cohomología
local con respecto a un par de ideales a y b de A como una generalización de la teoría
de cohomología local para un ideal. Más precisamente, a cada A-móduloM asocian el
conjunto

Γa,b(M) := {x ∈M | anx ⊆ bx para algún entero positivo n} .

Como es de esperar, tal correspondencia de�ne un funtor exacto a la izquierda

Γa,b(−) :ModA −→ModA,

cuyos funtores derivados a la derecha,

Hi
a,b(M) :=R iΓa,b(M),

son los módulos de cohomología local con respecto al par de ideales a y b. Uno de los
aspectos importantes de esta teoría es que módulos de cohomología local con respecto
a un par de ideales pueden ser calculados como los módulos de cohomología de un
complejo generalizado de Čech. De manera más explícita, para un elemento a ∈ A, los
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autores consideran el conjunto multiplicativo Sa,b := {an + b| n ∈ N, b ∈ b} y de�nen
el complejo de A-módulos

Ča,b : 0 // A ι // Aa,b // 0 ,

donde A es colocado en la posición 0, el módulo de fracciones Aa,b := S−1a,bA está
en la posición 1 y ι : A −→ Aa,b es el mapa de localización. Para una sucesión �nita
ā = a1, a2, ..., an de elementos deA, de�nen el complejo de Čech con respecto a la sucesión
ā y el ideal b por

Čā,b := Ča1,b ⊗ Ča2,b ⊗ · · · ⊗ Čan,b.
Y demuestran que si a = (a1, ..., an) es el ideal generado por los elementos a1, .., an ,
entonces existe un isomor�smo natural

Hia,b(−) � Hi(Čā,b ⊗−).

En el Capítulo 3 introducimos los funtores de cohomología local con respecto a un ideal
y un conjunto de ideales de A como una generalización de los funtores estudiados en
[19], pero con la diferencia que el estudio de nuestra teoría local es abordado en el
contexto de la cohomología generalizada descrita en el primer capítulo. De manera más
explícita, dados un ideal aE A y un conjunto no vacío ϕ de ideales de A, de�nimos el
funtor

Γa,ϕ(−) := ΓG(a,ϕ)(−) :ModA −→ModA,

donde G(a,ϕ) es un sistema completo de ideales de A descrito en la sección 3.1 Como
en el caso de [19], la importancia este tipo especial de cohomología local radica en
que puede ser calculada como la cohomología de cierto complejo de A-módulos. De
forma más concreta, para un elemento a ∈ A, primero consideramos el conjunto
multiplicativo

Sa,ϕ := {an + b| n ≥ 0 y b ∈ b para algún b ∈ 〈ϕ〉} .

Luego de�nimos el complejo de A-módulos

C•a,ϕ : 0 // A ι // Aa,b // 0 ,

donde A es colocado en la posición 0, el módulo de fracciones Aa,ϕ := S−1a,ϕA está
en la posición 1 y ι : A −→ Aa,b es el mapa de localización. Para una sucesión �nita
ā = a1, a2, ..., an de elementos de A, de�nimos el complejo de Čech con respecto a la
sucesión ā y el conjunto de ideales ϕ como

C•ā,ϕ := Ča1,ϕ ⊗ Ča2,ϕ ⊗ · · · ⊗ Čan,ϕ .

Y entonces demostramos en el Teorema 10 que si a = (a1, ..., an) es el ideal generado
por los elementos a1, .., an , entonces existe un isomor�smo natural

Hia,ϕ(−) � Hi(C•ā,ϕ ⊗−).

En la sección 3.3, introducimos el co-complejo de Cech de un móduloM con respecto a la
sucesión ā y a un conjunto de ideales ϕ como el complejo de A-módulos Hom(C•ā,ϕ ,M).
Luego de�nimos el i-ésimo funtor de homología local com respecto al par (a,ϕ) por

H
a,ϕ
i (−) := Hi(Hom(C•ā,ϕ ,−))
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como noción dual de la cohomología local. Y entonces demostramos en el Teorema 11
que siM es un A-módulo Matlis re�exivo con respecto a un cogenerador inyectivo de
la categoría de A-módulos, existe un isomor�smo natural

H
a,ϕ
i (M) � lim←−−

b∈G(a,ϕ)
TorAi (A/b,M).

En particular,
H

a,ϕ
0 (M) �Λa,ϕ(M),

donde
Λa,ϕ(−) := lim←−−

b∈G(a,ϕ)
(A/b⊗A −).

Supongamos que (A,m) es un anillo local (Noetheriano). Dado un ideal a de A y un
A-módulo �nitamente generadoM , Peter Schenzel estudia, de manera sistemática,
en [17] los módulos de cohomología formal lim←−−

n∈N
Hi

m(M/a
nM). En el caso no local,

proponemos estudiar los módulos de cohomología formal generalizados

F i
Φ (M) := lim←−−

a∈Φ
Hi
M(M/aM),

donde Φ es un sistema completo de ideales de A yM es el sistema generado por los
ideales maximales de A. Las propiedades de estos módulos son descritas en el Capítulo
4. En particular, demostramos que siM es unA-módulos Matlis re�exivo de dimensión
d , entonces F i

Φ (M) es Artiniano (ver Teorema 19). En la sección 4.3 introducimos los
módulos de homología formal generalizados

F Φ
i (M) := lim−−→

a∈Φ
Hi
M(M/aM),

y probamos un resultado de dualidad entre los funtores F i
Φ (−) y F Φ

i (−) (ver el
Teorema 20).

Finalmente, en el Capítulo 5 generalizamos el estudio de la cohomología local de
módulos para complejos de módulos. De manera más precisa: Sean Φ es un sistema
completo de ideales de un anillo conmutativo A, K(A) la categoría homotópica de
ModA y D(A) la categoría derivada deModA . Consideremos el funtor triangulado

ΓΦ(−) :K(A) −→K(A)

de�nido por ΓΦ(C
•)i := ΓΦ(C

i) para todo i ∈ Z . Desde que todo complejo de A-
módulos posee una resolución semi-inyectiva, existe el funtor derivado a la derecha

RΓΦ(−) :D(A) −→D(A).

En la sección 5.1 describimos con precisión el funtor RΓΦ(−) y de�nimos, para cada
entero i , el i-ésimo funtor de cohomología local derivado con respecto a Φ

Hi
Φ(−) :D(A) −→ModA

como la composición de los funtores

D(A) RΓΦ(−)
// D(A) H̃i (−)

// ModA .
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En la sección 5.2 introducimos los funtores derivados

RΓa,ϕ(−), LΛa,ϕ :D(A) −→D(A),

y usamos los resultados del Capítulo 3 para demostrar nuestros próximos resultados:

• Sea X• ∈ D(A). Entonces existen isomor�smos naturales en D(A),

RΓa,ϕ(X
•) � C•ā,ϕ ⊗LA X•.

• Supongamos que A es un anillo perfecto. Sea X• ∈ Df<(A), entonces existen
isomor�smos naturales en Df<(A),

LΛa,ϕ(X•) � RHomA(C
•
ā,ϕ ,X

•).

Ver el Teorema 27 y el Teorema 29. Finalizamos el trabajo demostrando nuestro
resultado principal (Teorema 31), el cual generaliza para anillo perfectos, el celebrado
Teorema de dualidad de Greenlees-May (ver [13, Corollary 4.1.1]). Más precisamente:

Supongamos que A es un anillo conmutativo perfecto y sean X• ∈ D(A) e Y • ∈ Df<(A),
entonces existe un isomor�smo natural

RHomA(RΓa,ϕ(X
•),Y •) � RHomA(X,LΛ

a,ϕ(Y •)).

Para facilitar el entendimiento del Capítulo 5 hemos incluído un Apéndice A donde re-
copilamos las nociones básicas sobre Categorías Derivadas, Resoluciones de Complejos
y Funtores Derivados.

Es importante indicar que, como fruto de mi investigación, pretendemos publicar dos
artículos con los resultados principales de mi tesis doctoral.
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CAPÍTULO 1
Preliminares

En [6] y [8], los autores introdujeron una teoría de cohomología local generalizada. Los
fundamentos de tal teoría, así como versiones generalizadas de resultados clásicos son
estudiadas con profundidad en [1]. Con el objetivo que el trabajo sea autocontenido,
incluímos demostraciones detalladas de cada una de las proposiciones enunciadas.

A lo largo de este capítulo, A denotará un anillo conmutativo con elemento unitario.
Escribiremos aE A para indicar que a es un ideal de A.

1.1. Sistemas de ideales

De�nición 1.1. Sea Φ un conjunto no vacío de ideales de A. Decimos que Φ es un
sistema de ideales de A si, para cada par a,b ∈Φ existe c ∈Φ tal que c ⊆ ab.
Un sistema de ideales es completo cuando satisface la siguiente condición: si a ∈Φ y b

es un ideal de A tal que b ⊇ a, entonces b ∈Φ.

Ejemplo 1.1. Un ejemplo importante de sistema de ideales deA es el conjunto formado
por todas las potencias de un ideal a de A, i.e.,

{an| n ≥ 0} .

Ejemplo 1.2. Dada una colección no vacía ϕ de ideales de A, el conjunto

〈ϕ〉 := {bE A| b ⊇ a1 · · ·an para algunos a1, ...,an ∈ ϕ}

es un sistema de ideales completo, que llamaremos sistema generado por ϕ. De hecho,
〈ϕ〉 es el menor (con respecto a la inclusión) sistema de ideales completo que contiene
a ϕ. En particular, si ϕ = {a} para algún ideal a de A, el sistema generado por ϕ será
denotado por 〈a〉. De esa manera,

〈a〉 = {bE A| b ⊇ an para algún entero n ≥ 1} .

En el caso que ϕ = ∅, de�nimos
〈∅〉 := {A} .
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Ejemplo 1.3. Sea f : A −→ B un homomor�smo de anillos. Supongamos que Φ es
un sistema completo de ideales de A, entonces

f∗(Φ) :=
{
bE B| f −1(b) ∈Φ

}

es un sistema completo de ideales de B. Más aún,

f∗(Φ) = 〈{aB| a ∈Φ}〉.

En efecto, si b ∈ f∗(Φ), entonces f −1(b) ∈ Φ. Desde que b ⊇ f −1(b)B obtenemos que
b ∈ 〈{aB| a ∈Φ}〉. Recíprocamente, si b ∈ 〈{aB| a ∈Φ}〉, entonces b ⊇ (a1B) · · · (akB)
para algunos ai ∈ Φ. Luego, f −1(b) ⊇ f −1((a1B) · · · (akB)) ⊇ f −1(a1B) · · · f −1(akB) ⊇
a1 · · ·ak . Como Φ es un sistema completo concluimos que f −1(b) ∈Φ y por lo tanto,
b ∈ f∗(Φ).

Por otro lado, siΨ es un sistema completo de ideales de B, entonces

f ∗(Ψ) :=
{
aE A| a ∈ 〈f −1(b)〉 para algún ideal b ∈Ψ

}

es un sistema completo de ideales de A.

Recordemos que el “conjunto de ceros ” de un ideal a de A es dado por

V(a) = {p ∈ SpecA : p ⊇ a}

Lema 1. Supongamos que A es Noetheriano y sea Φ una colección no vacía de ideales
de A. Entonces Φ es un sistema completo, si y solo si, posee la siguiente propiedad: un
ideal a de A es un elemento de Φ, si y solo si, V(a) ⊆Φ.

Prueba. Supongamos que Φ es un sistema completo y sea a un ideal de A tal que
V(a) ⊆ Φ. Desde que A es Noetheriano, el conjunto de ideales primos minimales
sobre a es �nito. Denotemos por p1, . . . ,ps tales ideales, entonces

√
a = p1 ∩ · · · ∩ ps.

Nuevamente, como A es Noetheriano, existe un entero positivo r tal que a ⊇
√
a
r
.

Luego,

a ⊇ (p1 ∩ · · · ∩ ps)r ⊇ pr1 · · ·prs .

Ésto implica que a ∈Φ. La otra dirección es obvia.

Recíprocamente, supongamos que Φ tiene la propiedad mencionada. Si a ∈Φ y b es
un ideal de A que contiene a, la inclusión V (b) ⊆ V (a) implica que b ∈ Φ. Más aún,
desde que V (ab) = V (a)∪V (b) para todo par de ideales a,b de A, obtenemos queΦ es
cerrado por producto de ideales. Por lo tanto Φ es un sistema completo de ideales. �

Una noción que está intimamente ligada con la noción de sistemas de ideales de un
anillo, es la siguiente.

De�nición 1.2. Un subconjunto V de Spec(A) es cerrado por especialización si para
cada par p ⊆ q de ideales primos, p ∈ V implica que q ∈ V .
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Por ejemplo, para cada A-móduloM , el conjunto

Supp(M) =
{
p ∈ Spec(A)|Mp , 0

}

es cerrado por especialización.

Ahora consideremos los conjuntos S = {sistemas completos de ideales de A} y E =
{subconjuntos cerrados por especialización de Spec(A)}.
Proposición 1. Supongamos que A es Noetheriano, entonces la aplicación

F : S −→ E
Φ 7−→ Φ ∩ Spec(A)

es una biyección.

Prueba. Consideremos la aplicación

G : E −→ S
V 7−→ 〈V〉.

Probaremos que G = F−1. En efecto, sea Φ ∈ S . Supongamos que a ⊇ p1 · · ·ps para
algunos p1, ...,ps ∈Φ∩Spec(A). Desde queΦ es un sistema completo de ideales, a ∈Φ,
pues p1 · · ·ps ∈Φ. Por otro lado, si a ∈Φ, entonces por el Lema 1, V (a) ⊆Φ y por lo
tanto, V (a) ⊆ 〈Φ ∩ Spec(A)〉. Nuevamente, por el Lema 1, a ∈ 〈Φ ∩ Spec(A)〉. Esto
prueba que 〈Φ ∩ Spec(A)〉 =Φ para todo Φ ∈ S , o equivalentemente, G ◦F = idS .
Ahora tome V ∈ E . Es claro que 〈V〉 ∩ Spec(A) ⊇ V . Recíprocamente, si p ∈ 〈V〉 ∩
Spec(A), entonces p ⊇ p1 · · ·ps para algunos p1, ...,ps ∈ V , entonces existe un índice
i tal que p ⊇ pi . Como V es cerrado por especialización, concluimos que p ∈ V . En
consecuencia, 〈V〉∩Spec(A) = V para todoV ∈ E , o equivalentemente, F◦G = idE . �

1.2. El funtor Φ-torsión

Sean Φ un sistema de ideales de A yM un A-módulo. Consideremos el conjunto

ΓΦ(M) := {x ∈M | ax = 0 para algún a ∈Φ} .
Es claro que 0 ∈ ΓΦ(M). A�rmamos que ΓΦ(M) es un submódulo deM . En efecto: si
x,y ∈ ΓΦ(M), existen a,b ∈Φ tales que ax = 0 y by = 0. Elijamos c ∈Φ de modo que
c ⊆ ab, entonces c(x − y) = 0. Además, a(rx) = r(ax) = 0 para todo r ∈ A.
Lema 2. Asuma que A es un anillo Noetheriano y que Φ es un sistema completo de
ideales de A. Para todo A-móduloM vale la siguiente igualdad:

ΓΦ(M) = {x ∈M | Supp(Ax) ⊆Φ} .

Prueba. Sea x un elemento deM . Supongamos que x ∈ ΓΦ(M), entonces existe a ∈Φ
tal que ax = 0, esto implica que a ⊆ Ann(x). Como Φ es completo, Ann(x) ∈ Φ.
Usando el Lema 1 obtenemos que Supp(Ax) = V (Ann(x)) ⊆Φ.

Recíprocamente, si Supp(Ax) ⊆ Φ, o equivalentemente, V (Ann(x)) ⊆ Φ. Luego,
Ann(x) ∈ Φ por el Lema 1. Desde que, obviamente, Ann(x)x = 0, concluimos que
x ∈ ΓΦ(M). �
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Ahora sea f :M −→N un homomor�smo de A-módulos. Si x ∈M es tal que ax = 0
para algún a ∈ Φ, entonces af (x) = 0. En consecuencia, f (ΓΦ(M)) ⊆ ΓΦ(N ). Por lo
tanto, la restricción de f para ΓΦ(M) induce un homomor�smo de A-módulos

ΓΦ(f ) : ΓΦ(M) −→ ΓΦ(N ).

No es difícil ver que las correspondencias M 7−→ ΓΦ(M) y f 7−→ ΓΦ(f ) de�nen un
funtor A-lineal

ΓΦ(−) :ModA −→ModA.

de la categoría de A-módulosModA en sí misma.

De�nición 1.3. El funtor ΓΦ(−) es llamado Φ-torsión. Diremos que un A-móduloM
es Φ-torsión cuando ΓΦ(M) =M . En el caso que ΓΦ(M) = 0, diremos queM es libre
de Φ-torsión.

Lema 3. Asuma que A es un anillo Noetheriano y que Φ es un sistema completo de
ideales de A. Entonces, un A-móduloM es Φ-torsión, si y solamente si, Supp(M) ⊆Φ.

Prueba. Supongamos que M es Φ-torsión. El Lema 2 implica que V (Ann(x)) =

Supp(Ax) ⊆ Φ para todo x ∈ M . Desde que Supp(M) =
⋃

x∈M
V (Ann(x)), obtene-

mos que Supp(M) ⊆Φ.

Recíprocamente, si Supp(M) ⊆Φ, entonces Supp(Ax) ⊆Φ para cada x ∈M . Por lo
tanto, gracias al Lema 2, concluimos que ΓΦ(M) =M . �

Ejemplo 1.4. Asuma que A es un anillo Noetheriano y que Φ es un sistema completo
de ideales de A. Dado un ideal primo p ∈ Spec(A), entonces A/p es Φ-torsión, si y
solamente si, p ∈Φ. Por otro lado, A/p es libre de torsión, si y solamente si, p <Φ.

Lema 4. Asuma que A es un anillo Noetheriano y que Φ es un sistema completo de
ideales de A. Entonces, la subcategoría plena de ModA cuyos objetos son los A-módulos
Φ-torsión es una categoría de Serre.

Prueba. Sea
0 −→ L −→M −→N −→ 0

una sucesión exacta de A-módulos. Sabemos que Supp(M) = Supp(L)∪ Supp(N ).
Esto implica queM es Φ-torsión, si y solamente si, L y N son Φ-torsión. �

Proposición 2. Para todo sistema Φ de ideales de A y todo A-móduloM , tenemos que

ΓΦ(M) =
⋃

a∈Φ
Γa(M).

Prueba. Si x ∈ ΓΦ(M), entonces bx = 0 para algún b ∈Φ. Por lo tanto, x ∈ Γb(M). Por
otro lado, si x ∈ Γb(M) para algún b ∈Φ, entonces existe n ≥ 1 tal que bnx = 0. Como
Φ es un sistema de ideales,existe c ∈Φ tal que c ⊆ bn. Esto implica que cx = 0 y por

lo tanto, x ∈ ΓΦ(M). En consecuencia, ΓΦ(M) =
⋃

a∈Φ
Γa(M). �
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Observación. Consideremos el orden parcial � en el conjunto Φ de�nido por la inclu-
sión inversa, i.e.,

a � b, si b ⊆ a.

Para unA-móduloM , las inclusiones Γa(M) Γb(M), cuando a � b inducen

un sistema directo de A-módulos tal que

lim−−→
a∈Φ

Γa(M) =
⋃

a∈Φ
Γa(M).

Por lo tanto, la Proposición 2 puede ser reescrita de la siguiente manera: Para todo
sistema Φ de ideales de A y todo A-móduloM , tenemos que

ΓΦ(M) = lim−−→
a∈Φ

Γa(M).

Corolario 1. Supongamos que A es un anillo Noetheriano y que Φ es un sistema de
ideales de A. Si I es un A-módulo inyectivo, entonces ΓΦ(I ) también es un A-módulo
inyectivo. Más aún, ΓΦ(I ) es un sumando directo de I .

Prueba. Sea a ∈Φ. Por [6, Proposition 2.1.4], Γa(I ) es un A-módulo inyectivo. Desde
queA es Noetheriano, límites directos deA-módulos inyectivos también son inyectivos.
Por la Proposición 2 concluimos que ΓΦ(I ) es inyectivo. La última a�rmación es
consecuencia del hecho que la sucesión exacta

0 −→ ΓΦ(I ) −→ I −→ I /ΓΦ(I ) −→ 0

se escinde. �

Lema 5. El funtor ΓΦ(−) es exacto a la izquierda.

Prueba. Sea

0 //M
f

// N
g

// L // 0

una sucesión exacta de A-módulos. Desde que ΓΦ(−) es un funtor tenemos que ΓΦ(g)◦
ΓΦ(f ) = ΓΦ(g ◦ f ) = ΓΦ(0) = 0. Por otro lado, si y ∈ Ker(ΓΦ(g)), entonces existe
a ∈ Φ tal que ay = 0 y g(y) = 0. Como Ker(g) = Im(f ) podemos escribir y = f (x)
para algún x ∈M . En vista que f es un homomor�smo A-lineal inyectivo, Ann(x) =
Ann(f (x)) = Ann(y). Esta igualdad implica que a ⊆ Ann(x) y por lo tanto, x ∈ ΓΦ(M).
De esa manera, Ker(ΓΦ(g)) = Im(ΓΦ(f )). Finalmente, si x ∈ Ker(ΓΦ(f )), la igualdad
Ann(x) = Ann(f (x)) garantiza que x = 0. En conclusión, la sucesión

0 // ΓΦ(M)
ΓΦ(f )

// ΓΦ(N )
ΓΦ(g)

// ΓΦ(L)

es exacta. �

Observación. En general el funtor ΓΦ(−) no es exacto a la derecha. Por ejemplo, consi-
deremos A = Z el anillo de los números enteros y Φ := 〈{(2), (3), (5), ...}〉, el sistema
generado por todos los ideales maximales de Z. Entonces ΓΦ(Z) = 0. En efecto, si
x ∈ ΓΦ(Z), entonces existe a ∈Φ tal que ax = 0. Por de�nición de sistema generado,
a ⊇ (p1) · · · (ps) para algunos números primos p1, ...,ps. En particular, p1 · · ·psx = 0, lo
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que implica que x = 0.
Ahora �jemos un número primo p. A�rmamos que ΓΦ(Z/pZ) = Z/pZ. En efecto,
desde que Γq(Z/pZ) = 0 cuando q , p y Γp(Z/pZ) = Z/pZ, la igualdad ΓΦ(Z/pZ) =⋃

q∈Spec(Z)
Γ(q)(Z/pZ) (vea el Lema 2), demuestra la a�rmación.

A continuación consideremos la sucesión exacta

0 // Z
p

// Z // Z/pZ // 0.

Después de aplicar el funtor Φ-torsión obtenemos la sucesión

0 // 0 // 0 // Z/pZ // 0,

que claramente no es exacta a la derecha.

1.3. Funtores de cohomología local generalizada

Sea Φ un sistema de ideales de A. Como la categoría de los A-módulosModA posee
su�cientes objetos inyectivos, i.e., para cada A-móduloM existe un homomor�smo A-
lineal inyectivo 0 −→M −→ I , donde I es unA-módulo inyectivo, podemos considerar

los funtores derivados a la derecha
{
R iΓΦ(−)

}
i≥0 del funtor Φ-torsión.

De�nición 1.4. Para cada i ≥ 0, el i-ésimo funtor de cohomología local generalizada
soportada en Φ es de�nido por

Hi
Φ(−) :=R iΓΦ(−).

Siguen directamente de la de�nición, las siguientes propiedades:

(i) Los funtores ΓΦ(−) y H0
Φ(−) son naturalmente isomorfos, pues ΓΦ(−) es exacto

a la izquierda.

(ii) Si I es un A-módulo inyectivo, entonces Hi
Φ(I ) = 0 para todo i ≥ 1.

(iii) Toda sucesión exacta corta 0 −→ L −→M −→ N −→ 0 induce naturalmente
una sucesión exacta larga en los módulos de cohomología local

0 // H0
Φ(L)

// H0
Φ(M) // H0

Φ(N )
δ0Φ // H1

Φ(L)
// H1

Φ(M) // H1
Φ(N )

δ1Φ // · · · .

De manera explícita, para cada A-móduloM , el A-módulo Hi
Φ(M) es obtenido de la

siguiente manera: Sea 0 −→M −→ E• una resolución inyectiva deM , entonces

Hi
Φ(M) = Hi(ΓΦ(E

•)).

Como antes, consideremos el orden parcial � en Φ de�nido por la inclusión inversa,

a � b, si b ⊆ a.
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SeanM un A-módulo y 0 //M // E• una resolución inyectiva deM . Dado un

par de ideales a,b ∈Φ tal que a � b, las inclusiones Γa(E
i) Γb(E

i) de�nen un

mor�smo de complejos

0 Γa(E
0) Γa(E

1) Γa(E
2) · · ·

0 Γb(E
0) Γb(E

1) Γb(E
2) · · ·

Tal mor�smo induce, para cada i ≥ 0, un homomor�smo de A-módulos

ιiba : H
i
a(M) −→Hi

b(M).

No es difícil ver que
{
Hi

a(M), ιiba
}
es un sistema directo de A-módulos.

Lema 6. Para todo sistema completo Φ de ideales de A, la sucesión

lim−−→
a∈Φ

Hi
a(−)


i≥0

es

un δ-funtor cohomológico.

Prueba. Para a ∈Φ, cada sucesión exacta corta A-módulos

0 // L //M // N // 0

induce una sucesión exacta de módulos

0 // H0
a(L) // H0

a(M) // H0
a(N )

δ0a // H1
a(L) // H1

a(M) // H1
a(N )

δ1a // · · · .

Desde que el funtor límite directo es exacto, obtenemos la siguiente sucesión exacta
larga

0 // lim−−→
a∈Φ

H0
a(L) // lim−−→

a∈Φ
H0

a(M) // lim−−→
a∈Φ

H0
a(N )

∆0
Φ // lim−−→

a∈Φ
H1

a(L) // · · · ,

donde ∆iΦ = lim−−→
a∈Φ

δia para todo i ≥ 0.

Por otro lado, dado un diagrama conmutativo con �las exactas

0 // L //

��

M //

��

N //

��

0

0 // L′ //M ′ // N ′ // 0,

el diagrama

Hi
a(N )

δia //

��

Hi+1
a (L)

��

Hi
a(N

′)
δia // Hi+1

a (L′)
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es commutativo para cada ideal a en Φ y para todo i ≥ 0. Después de tomar límites
directos obtenemos que el siguiente diagrama

Hi
Φ(N )

∆iΦ //

��

Hi+1
Φ (L)

��

Hi
Φ(N

′)
∆iΦ // Hi+1

Φ (L′)

es commutativo, concluyendo que la sucesión

lim−−→
a∈Φ

Hi
a(−)


i≥0

es un δ-funtor coho-

mológico. �

Proposición 3. Sea Φ un sistema completo de ideales de A.

(i) Existe un único isomor�smo de δ-funtores
T

i : lim−−→
a∈Φ

Hi
a(−) −→Hi

Φ(−)

i≥0

tal que T 0 = Id .

(ii) En consecuencia, para todo A-móduloM y todo i ≥ 0,

lim−−→
a∈Φ

Hi
a(M) �Hi

Φ(M).

Prueba. Por el Lema 2 y el Lema 6 es su�ciente probar que el δ-funtor

lim−−→
a∈Φ

Hi
a(−)


i≥0

es universal. Para tal objetivo, sea I un A-módulo inyectivo. Entonces Hi
a(I ) = 0 para

todo i ≥ 1 y todo a ∈Φ. Por lo tanto lim−−→
a∈Φ

Hi
a(I ) = 0 para todo i ≥ 1. �

A continuación consideremos un homomor�smo f : A −→ B de anillos Noetherianos.
Dado un B-módulo L, denotaremos por LA la restricción de escalares de L a A vía f .

Corolario 2. Sea Φ un sistema de ideales de A. Si E es un B-módulo inyectivo, entonces
EA es ΓΦ-acíclico.

Prueba. Por [6, Theorem 4.1.6], EA es Γa-acíclico para todo ideal a de A. Ahora el
resultado es una aplicación inmediadata de la parte (ii) de la Proposición 3. �

Corolario 3. Sean Φ un sistema completo de ideales de A y M un módulo sobre A.
Entonces Hi

Φ(M) = 0 para todo i > dim(M).

Prueba. Para cada a ∈ Φ, el Teorema del anulamiento de Grothendieck (vea por
ejemplo [6, Theorem 6.1.2]) garantiza que Hi

a(M) = 0 para todo i > dim(M). El
resultado ahora sigue directamente de la parte (ii) de la Proposición 3. �
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Corolario 4. Para todo sistema completo Φ de ideales de A y todo i ≥ 0, existe un
isomor�smo natural

Hi
Φ(−) � lim−−→

a∈Φ
ExtiA(A/a,−).

Prueba. Como vimos en la Introducción de nuestro trabajo, para cada ideal a ∈Φ, los
funtores Hi

a(−) y lim−−→
n∈N

ExtiA(A/a
n,−) son naturalmente isomorfos. Por lo tanto, por la

Proposición 3 y desde que límites directos conmutan con límites directos, tenemos los
isomor�smos naturales

Hi
Φ(−) � lim−−→

a∈Φ
lim−−→
n∈N

ExtiA(A/a
n,−) � lim−−→

n∈N
lim−−→
a∈Φ

ExtiA(A/a
n,−).

Pero, para cada n ∈ N �jo, el conjunto {an : a ∈Φ} es un subconjunto co�nal de Φ. En
consecuencia,

lim−−→
a∈Φ

ExtiA(A/a
n,−) � lim−−→

b∈Φ
ExtiA(A/b,−).

Por lo tanto, tenemos un isomor�smo natural

Hi
ϕ(−) � lim−−→

n∈N
lim−−→
b∈Φ

ExtiA(A/b,−) = lim−−→
b∈Φ

ExtiA(A/b,−).

Esto prueba el corolario. �

Lema 7. Asuma que A es un anillo Noetheriano. Sean Φ un sistema completo de ideales
de A yM un A-módulo, entonces Hi

Φ(M) es Φ-torsión para todo i ≥ 0

Prueba. Basta observar que cada A-módulo de cohomolología local Hi
Φ(M) es un

subcociente de un módulo Φ-torsión y aplicar el Lema 4. �

Dado f : A −→ B un homomor�smo de anillos conmutativos yΦ un sistema completo
de ideales de A, recordemos que f∗(Φ) = 〈ΦB〉, donde ΦB = {aB| a ∈Φ} (vea el Ejem-
plo 1.3). En los siguientes resultados, LA denotará el A-módulo obtenido al restringir
la estructura de un B-módulo L a A vía f .

Lema 8. Sean f : A −→ B un homomor�smo de anillos conmutativos Noetherianos y Φ
un sistema completo de ideales de A. Para todo B-módulo L vale la igualdad

ΓΦ(LA) = Γf∗(Φ)(L),

como subconjuntos de L. Por lo tanto,

ΓΦ(LA) = (Γf∗(Φ)(L))A

como A-módulos.

Prueba. Si x ∈ LA es tal que V (AnnA(x)) ⊆Φ, consideremos p ∈ V (annB(x)). Enton-
ces f −1(p) ∈ V (AnnA(x)) y por lo tanto, f −1(p) ∈ Φ, o equivalentemente, p ∈ f∗(Φ),
lo cual demuestra que V (annB(x)) ⊆ f∗(Φ) y en consecuencia, ΓΦ(LA) ⊆ Γf∗(Φ)(L).

17



Recíprocamente, sea x ∈ L tal que AnnB(x) ∈ f∗(Φ). Entonces f −1(AnnB(x)) ∈ Φ.
Pero f −1(AnnB(x)) ⊆ AnnA(x) y como Φ es un sistema completo de ideales de A,
obtenemos que AnnA(x) ∈Φ. En consecuencia, Γf∗(Φ)(L) ⊆ Γφ(LA).

La última a�rmación es consecuencia del hecho que restricción por escalares preserva
inclusiones, y por lo tanto, (Γf∗(Φ)(L))A es un A-submódulo de LA. �

Por otro lado, el Lema 8 garantiza también que ΓΦ(LA) tiene estructura de módulo
sobre B (de hecho es un B-submódulo of L). Más generalmente, tenemos el siguiente
resultado.

Proposición 4. Sea L un módulo sobre B. Para cualquier i ≥ 0, Hi
Φ(LA) también es un

B-módulo. Más aún, existe un isomor�smo

Hi
Φ(LA) �Hi

f∗(Φ)(L)

como B-módulos.

Prueba. Consideremos una resolución inyectiva de L

0 // L // E0 // E1 // · · ·

en ModB. Por el Corolário 2,

0 // LA // E0
A

// E1
A

// · · ·

es una resolución acíclica de LA. Por lo tanto,H
∗
Φ(LA) = H∗(ΓΦ(E

∗
A)). Pero, por el Lema

8, ΓΦ(E
j
A) = Γf∗(Φ)(E

j ) es un B-módulo para todo j . Consecuentemente, Hi
Φ(LA) es un

módulo sobre B para todo i > 0. Nuevamente, por el Lema 8 obtenemos que

H∗Φ(LA) = H∗(ΓΦ(E
∗
A)) = H∗(Γf∗(Φ)(E

∗)) = Hi
f∗(Φ)(L).

Esto prueba el resultado. �

Proposición 5. Sean f : A −→ B un homomor�smo de anillos Noetherianos, Φ un
sistema completo de ideales de A,M un A-módulo y S un B-módulo que como A-módulo
es plano. Entonces

Hi
Φ(M)⊗A S �Hi

f∗(Φ)(M ⊗A S)
para todo i ≥ 0.

Prueba. Ver [1, Theorem 1.15] �

Finalizamos este capítulo presentando una versión de la sucesión de Mayer-Vietoris.
Antes recordemos lo siguiente: sean a y b dos ideales de A y E un A-módulo inyectivo.
Entonces, como se ve en [6, pág. 53], la sucesión de A-módulos

0 // Γa+b(E)
f

// Γa(E)⊕ Γb(E)
g

// Γa∩b(E) // 0, (1.1)

donde f (x) = (x,x) y g(x,y) = x − y, es exacta. Este resultado puede ser fácilmente
generalizado para sistemas completos de ideales de A, como veremos a continuación.
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Proposición 6. SeanΦ yΨ dos sistemas completos de ideales deA. Para todoA-módulo
M existe una sucesión exacta

0 // ΓΦ∩Ψ(M) // ΓΦ(M)⊕ ΓΨ(M) // Γ〈Φ∪Ψ〉(M) //

H1
Φ∩Ψ(M) // H1

Φ(M)⊕H1
Ψ(M) // H1

〈Φ∪Ψ〉(M) // H2
Φ∩Ψ(M) // · · ·

Prueba. Es su�ciente probar que si E es un A-módulo inyectivo, entonces la sucesión
de A-módulos

0 // ΓΦ∩Ψ(E)
f

// ΓΦ(E)⊕ ΓΨ(E)
g

// Γ〈Φ∪Ψ〉(E) // 0,

donde f (x) = (x,x) y g(x,y) = x−y, es exacta. Es claro que f es un A-homomor�smo
inyectivo y que Ker(g) = Im(f ). Por otro lado, si z ∈ Γ〈Φ∪Ψ〉(E), entonces por el Lema
2 tenemos que Ann(z) ⊇ a1 · · ·arb1 · · ·bs para algunos ai ∈ Φ y bj ∈Ψ. Por lo tanto,
z ∈ Γab(E) = Γa∩b(E), donde a = a1 · · ·ar ∈ Φ y b := b1 · · ·bs ∈ Ψ. Más aún, existen
x ∈ Γa(E) ⊆ ΓΦ(E) e y ∈ Γb(E) ⊆ ΓΨ(E) tal que z = x− y por la exactitud de la sucesión
(1.1). �

19



CAPÍTULO 2
Módulos re�exivos y la Topología Max

Sean A un anillo conmutativo Noetheriano e I el cogenerador inyectivo minimal de la
categoría de A-módulos. R. G. Belsho�, E. E. Enochs y J. R. García Rozas introducen y
clasi�can en [5] los I -módulos Matlis re�exivos. En la primera sección de este capítulo
introducimos los módulos E- Matlis re�exivos, donde E es un cogenerador inyectivo
arbitrario de la categoría de A-módulos, y generalizamos algunas propiedades presen-
tadas en [5]. En la sección 2.2 introducimos los A-módulos maximalmente completos
y probamos entre otros resultados, que siM es un A-módulo �nitamente generado,
entonces M es I-Matlis re�exivo, si y solo si, M es maximalmente completo (ver
el Teorema 7 para un enunciado más completo). Finalmente, en la última sección
probamos que siM es un A-módulo I -Matlis re�exivo, entoncesHi

M(M) es Artiniano
para todo i ≥ 0, dondeM denota el sistema de ideales generado por el conjunto de
ideales maximales de A (ver el Teorema 9). Nuestro resultado generaliza [6, Theorem
7.1.3].

2.1. Módulos E-Matlis re�exivos

Empezamos esta sección recordando que un A- módulo E es un cogenerador inyectivo
de A si el funtor

HomA(−,E) : (ModA)
op −→ModA

es exacto y �el. El principal ejemplo de un cogenerador inyectivo de A es dado por

EA




⊕

m∈Max(A)

A/m


 ,

donde, como es usual, EA(M) denota la cápsula inyectiva de un A-móduloM . Cuando
A es un anillo Noetheriano vale la igualdad

EA




⊕

m∈Max(A)

A/m)


 =

⊕

m∈Max(A)

EA(A/m).
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A continuación, �jemos un cogenerador inyectivo E de A y denotemos por DE(−) el
funtor (contravariante) HomA(−,E). Notemos que existe una transformación natural

θ : id(−) −→DEDE(−)

que es inyectiva para cada A-móduloM . A saber,

θM : M −→ HomA(HomA(M,E),E)
x 7−→ θM(x) : ϕ 7−→ ϕ(x).

La inyectividad de θM es consecuencia del siguiente diagrama conmutativo

HomA(A,M)
DE //

�

��

HomA(HomA(M,E),HomA(A,E))

�

��

M
θM // HomA(HomA(M,E),E)

y del hecho que la primera �la es inyectiva, a raiz que DE(−) es un funtor �el.

De�nición 2.1. Diremos que un A-móduloM es E-Matlis re�exivo si

θM :M −→DEDE(M)

es una biyección. Cuando el anillo A es Noetheriano y E = EA




⊕

m∈Max(A)

A/m


, sim-

plemente diremos queM es Matlis re�exivo.

Antes de enunciar el próximo resultado, recordemos que una subcategoría plena C de
la categoría de A-módulosModA es una subcategoría de Serre, si para toda sucesión
exacta 0 −→ L −→M −→ N −→ 0 de A-módulos,M pertenece a C, si y solamente
si, L y N pertenecen a C. Por ejemplo, la subcategoría de los A-módulos �nitamente
generados modA es una subcategoría de Serre.

Proposición 7. La clase formada por todos los A-módulos E-Matlis re�exivos es una
subcategoría de Serre.

Prueba. Sea

0 // L
f

//M
g

// N // 0

una sucesión exacta de A-módulos. Desde que DE(−) es un funtor exacto y θ es una
transformación natural, el siguiente diagrama

0 // L

θL

��

f
//M

θM

��

g
// N

θN

��

// 0

0 // DEDE(L)
DEDE(f )

// DEDE(M)
DEDE(g)

// DEDE(N ) // 0

(2.1)

es conmutativo con �las exactas y cuyos homomor�smos verticales son inyectivos.
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Supongamos que M es E-Matlis re�exivo, entonces θM es un isomor�smo. Sea
z ∈ DEDE(N ), entonces z = DEDE(g)(y) para algún y ∈ DEDE(N ). Por otro lado,
existe m ∈M tal que y = θM(m). Luego, z =DEDE(g)(θM(m)). Ahora sea x = g(m),
entonces θN (x) = θN (g(m)) =DEDE(g)θM(m) = z. Esto prueba que θN es sobreyec-
tiva (biyectiva) y, por lo tanto, N es E-Matlis re�exivo.
Ahora probaremos que L es E-Matlis re�exivo. Tomemos x ∈ DEDE(L), entonces
existe m ∈M tal que DEDE(f )(x) = θM(m), pues θM es un homomor�smo A-lineal
sobreyectivo. Luego, g(m) = g(θ−1M (DEDE(f )(x))). Mas, θN ◦ g = DEDE(g) ◦ θM .
Así, g(m) = θ−1N ◦DEDE(g) ◦θM ◦θ−1M (DEDE(f ))(x) = DEDE(g ◦ f ) = 0. Desde que
Ker(g) = Im(f ), existe l ∈ L tal que m = g(l). Además, DEDE(f ) ◦θL(l) = θM(f (l) =
θM(m) = DEDE(f )(x). En consecuencia, θL(l) = x, debido a que DEDE(f ) es un
homomor�smo inyectivo. Esto implica que θL es un homomor�smo sobreyectivo
(biyectivo).

Recíprocamente, supongamos ahora que L y N son E-Matlis re�exivos, entonces θL y
θN son isomor�smos. Aplicando el Lema de los cinco al diagrama (2.1), concluimos
que θM también es un isomor�smo y por lo tanto,M es E-Matlis re�exivo. �

A continuación, probaremos otras propiedades sobre A-módulos E-Matlis re�exivos,
semejantes a las establecidas en [5]. Antes recordemos lo siguiente: Sean X un A-
módulo y {Ni}i∈I una familia deA-módulos. Para cada j ∈ I denotemos por λj :Nj −→⊕

i∈I
Ni la inclusión natural. Entonces la aplicación

Σ :
∏

i∈I
HomA(Ni ,X) −→ HomA(

⊕

i∈I
Ni ,X)

(ϕi) 7−→ ψ,

donde ψ :
⊕

i∈I
Ni −→ X es el único homomor�smo de A-módulos que hace conmuta-

tivo cada uno de los siguientes diagramas

⊕

i∈I
Ni

ψ
// X

Nj ,
λj

``

ϕj

BB

es un isomor�smo.

En la siguiente proposición, denotaremos por ι :
⊕

i∈I
Ni −→

∏

i∈I
Ni la inclusión natu-

ral.

Proposición 8. SiM es un A-módulo E-Matlis re�exivo, entoncesM no contiene sumas
directas in�nitas.

Prueba. Supongamos que
⊕

i∈I
Mi está contenida enM . Por la Proposición 7,

⊕

i∈I
Mi

y cada sumando directo Mi son A-módulos E-re�exivos. Denotemos por α el ho-
momor�smo A-lineal inyectivo, resultado de la composición de los homomor�smos
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⊕

i∈I
DE(Mi)

ι //

∏

i∈I
DE(Mi)

Σ

�

// DE



⊕

i∈I
Mi


 . ComoDE es un funtor exacto, ob-

tenemos el homomor�smo sobreyectivo

Σ−1 ◦DE(α) :DEDE



⊕

i∈I
Mi


 −→DE



⊕

i∈I
DE(Mi)


 �

∏

i∈I
DEDE(Mi).

Denotemos porΘ el isomor�smo θ⊕

i∈I
Mi

:
⊕

i∈I
Mi −→DEDE(

⊕

i∈I
Mi). A�rmamos

que el siguiente diagrama

⊕

i∈I
Mi

ι //

�Θ

��

∏

i∈I
Mi

�

∏

i∈I
θMi

��

DEDE



⊕

i∈I
Mi



Σ−1◦DE(α)

//

∏

i∈I
DEDE(Mi)

es conmutativo. En efecto, dado (xi) ∈
⊕

i∈I
Mi tenemos queDE(Θ((xi))) =Θ((xi))◦α.

Sea Λj :DE(Mj ) −→
⊕

i∈I
DE(Mi) la inclusión natural. Entonces, para ϕ ∈DE(Mi) se

cumple que (α ◦Λj )(ϕ) = α(Λj(ϕ)) = ψ, donde ψ ◦λj = ϕ y ψ ◦λi = 0 cuando i , j .
Luego,

((Θ((xi)) ◦α) ◦Λj )(ϕ) =Θ((xi))(ψ) = ψ((xi)) = ϕ(xj ) = θMj
(xj )(ϕ).

Por lo tanto, (Θ((xi)) ◦α) ◦Λj = θMj
(xj ) para todo j ∈ I . Pero

(Σ ◦
∏

i∈I
θMi
◦ ι)((xi)) = Σ((θMi

(xi)))

es el único homomor�smo A-lineal tal que Σ((θMi
(xi))) ◦Λj = θj(xj ) para todo j ∈ I .

Ésto implica que, Σ ◦
∏

i∈I
θMi
◦ ι =Θ((xi)) ◦α.

En consecuencia, ι es un homomor�smo sobreyectivo y por lo tanto, un isomor�smo.
Pero, esto solo puede suceder cuando el conjunto de índices I es �nito. �

El siguiente resultado será usado en la próxima sección.

Proposición 9. Si M es un A-módulo Artiniano, entonces existe un homomor�smo
inyectivo ϕ :M −→ En para algún número entero n ≥ 1.

Prueba. Consideremos la familia

F := {kerϕ| ϕ :M −→ En para algún entero positivo n} .
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Note que F , ∅, pues E es un cogenerador inyectivo. Como M es Artiniano, F
tiene un elemento minimal, digamos kerϕ. Caso exista un elemento 0 , x ∈ kerϕ,
podemos hallar ψ :M −→ E tal que ψ(x) , 0. De�na el homomor�smo ϕ̂ :M −→
E ⊕ En por ϕ̂(m) = (ψ(m),ϕ(m)). Entonces kerϕ̂ ∈ F . Pero kerϕ̂ ( kerϕ, lo que
es una contradicción. Ésto implica que kerϕ = 0 y por lo tanto, ϕ :M −→ En es un
homomor�smo inyectivo. �

Proposición 10. Un A-móduloM es E-Matlis re�exivo, si y solo si, DE(M) es E-Matlis
re�exivo.

Prueba. Supongamos queM es E-Matlis re�exivo. Consideremos el homomor�smo
A-lineal θDE(M) : DE(M) −→ DEDEDE(M). Tome un elemento ϕ ∈ DEDEDE(M),
entonces ϕ ◦ θM ∈ DE(M). A�rmamos que θDE(M)(ϕ ◦ θM ) = ϕ. En efecto, sea
β ∈DEDEM , entonces existe x ∈M tal que β = θM(x). Luego,

θDE(M)(ϕ ◦θM )(β) = β(ϕ ◦θM ) = θM(x)(ϕ ◦θM ) = ϕ(θM(x)) = ϕ(β).

Por lo tanto, θDE(M) es sobreyectivo, y en consecuencia, DE(M) es E-Matlis re�exivo.

Recíprocamente, supongamos que DE(M) es E-Matlis re�exivo. Observemos que
DE(θM ) ◦ θDE(M) = idDE(M). Desde que θDE(M) es un isomor�smo tenemos que
DE(θM ) también es un isomor�smo. Como DE(−) es un funtor exacto y �el, con-
cluímos que θM es un isomor�smo. Por lo tanto,M es E-Matlis re�exivo. �

En particular, obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 5. Si A es E-Matlis re�exivo, entonces A es semilocal.

Prueba. Como A es E-Matlis re�exivo, DE(A) es E-Matlis re�exivo en virtud de la
Proposición 10. Pero DE(A) = HomA(A,E) � E. Por otro lado, desde que EA es un
sumando directo de E, la Proposición 7 garantiza que EA también es E-Matlis re�exivo.
Luego, por la Proposición 8, EA no contiene sumas directas in�nitas. En consecuencia,
A/m , 0 apenas para una cantidad �nita de ideales maximales. Por lo tanto, A es
semilocal. �

Proposición 11. Supongamos que A es Noetheriano. SiM es un A-módulo �nitamente
generado y E-Matlis re�exivo, entonces Supp(M)∩Max(A) es un conjunto �nito.

Prueba. Como el anillo A es Noetheriano, podemos escribir E =
⊕

p∈Λ
EA(A/p) para

algún conjunto de índices Λ ⊆ Spec(A). Desde que E es un cogenerador inyectivo de
A tenemos queMax(A) ⊆Λ. ComoM es �nitamente generado existe un isomor�smo

naturalDE(M) �
⊕

p∈Λ
HomA(M, EA(A/p)). El hecho queDE(M) es E-Matlis re�exivo

(gracias a la Proposición 10) implica que solamente un número �nito de los A-módulos
HomA(M, EA(A/p)) es diferente de cero. En particular, HomA(M, EA(A/m)) , 0
para un número �nito de ideales maximales m de A. Finalmente, la igualdad

Ass(HomA(M, EA(A/p))) = Supp(M)∩Ass(EA(A/p)) = Supp(M)∩ {p} ,

para cada ideal primo p, demuestra el resultado. �

24



Antes de enunciar el siguiente resultado, recordemos que dados A-módulos X,Y ,Z ,
existe un homomor�smo natural

γ : HomA(X,Y )⊗A Z −→HomA(HomA(Z,X),Y )

que es un isomor�smo cuando Y es inyectivo y Z es de presentación �nita. A saber,

γ(f ⊗ z)(g) = (f ◦ g)(z), para todo f ∈HomA(X,Y ), g ∈HomA(Z,X), z ∈ Z.

Proposición 12. Supongamos que A es Noetheriano. SeanM un A-módulo �nitamente
generado y N un A-módulo E-Matlis re�exivo. Entonces los A-módulos ExtnA(M,N ) y

TorAn (M,N ) son E-Matlis re�exivos para todo n ≥ 0.

Prueba. Primero notemos que existe un diagrama conmutativo

HomA(M, N )

θHomA(M, N )

��

θN

�

// HomA(M, DEDE(N ))

σ−1�

��

DEDE(HomA(M, N ))
γ

�

// DE(M ⊗ADE(N ))

donde θN := HomA(M,θN ) y σ es el isomor�smo de adjunción Tensor-Hom. Desde
que N es E-Matlis re�exivo, θN es un isomor�smo. ComoM es �nitamente generado,
γ también es un isomor�smo. En consecuencia, θHomA(M,N ) es un isomor�smo y, por
lo tanto, HomA(M, N ) es E-Matlis re�exivo.

Para demostrar que ExtnA(M, N ) es E-Matlis re�exivo, consideremos una resolución
libre F∗ −→M −→ 0 donde cada Fn es �nitamente generado . De esa manera, cada A-
módulo HomA(Fn, N ) es E-Matlis re�exivo. Como la clase de los E-Matlis re�exivos
es una categoría de Serre (Proposición 7), concluimos que ExtnA(M, N ) es E-Matlis
re�exivo para todo n ≥ 0.

De manera semejante, tenemos el diagrama conmutativo

M ⊗AN

θM⊗AN

��

M⊗AθN
�

//M ⊗ADEDE(N )

γ−1�

��

DEDE(M ⊗AN )
DE(σ)

�

// DE(HomA(M, DE(N))).

Desde queN esE-Matlis re�exivo,M⊗AθN es un isomor�smo. ComoM es �nitamente
generado, γ también es un isomor�smo. Por otro lado, como σ es el isomor�smo de
adjunción Tensor-Hom, DE(σ) también es un isomor�smo. En consecuencia, θM⊗AN
es un isomor�smo y, por lo tanto,M⊗AN es E-Matlis re�exivo. Tomando nuevamente
una resolución libre deM de rango �nito, obtenemos que los A-módulos TornA(M, N )
son E-Matlis re�exivos para todo n ≥ 0.

�
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2.2. Topología Max

Denotaremos porM el sistema completo de ideales generado por el conjuntoMax(A)
de todos los ideales maximales de A, i.e.,

M := 〈Max(A)〉.

Así, un ideal a E A es un elemento de M, si y solo si, existen ideales maximales
m1, ...,ms y enteros positivos n1, ..,ns tales que a ⊇m

n1
1 · · ·m

ns
s .

Supongamos que un A-móduloM está equipado con una topología τ. Recordemos
que τ es una topología lineal, si (M,+,τ) es un grupo aditivo topológico tal que 0 tiene
un sistema fundamental de vecindades abierta consistente de submódulos deM . En
esta situación, es habitual decir queM está linealmente topologizado.

Consideremos ahora un A-móduloM . EquiparemosM con una topología lineal como
sigue: diremos que un subconjunto U de M es abierto, si para cada m ∈ U existe
a ∈M tal quem+aM ⊆U . De esa manera, el conjunto {aM | a ∈M} forma un sistema
fundamental de vecindades del elemento cero de M . Tal topología será llamada de

topología max. Note queM es Hausdor�, si y solo si,
⋂

a∈M
aM = 0. Observe también

queM es un conjunto dirigido con respecto al orden parcial dado por a � b, si b ⊆ a.
Para cada par de ideales a,b ∈ M tales que a � b consideremos el homomor�smo
natural de A-módulos
ϕab : M/bM −→ M/aM . Entonces {M/aM,ϕab} forma un sistema inverso de A-
módulos. Denotaremos por ΛM(M) su límite inverso, i.e.,

ΛM(M) = lim←−−
a∈M

M/aM.

Ahora equipemos cada A-módulo cocienteM/aM con la topología discreta y ΛM(M)
con la topologia límite inverso, i.e., con la menor topología tal que cada una de las
proyeccionesπa :ΛM(M) −→M/aM es continua. Recordemos que la topología límite
inverso es lineal donde el conjunto {ker(πa)| a ∈M} es un sistema fundamental de
vecindades de 0 ∈ΛM(M). De este modo, el homomor�smo natural de A-módulos

ϕ : M −→ ΛM(M)
x 7−→ (x + aM)

es continuo. En efecto, dado a ∈M tenemos que ϕ−1(ker(πa)) = aM . Observe que
M es Hausdor� con respecto a la topología Max, si y solo si, el homomor�smo ϕ es
inyectivo.

Por otro lado, cuando M = A, el A-módulo ΛM(A) también es un anillo y ϕ un
homomor�smo de anillos.

De�nición 2.2. Diremos que un A-móduloM es maximalmente completo cuando ϕ
es una biyección.

Lema 9. SeaM un A-módulo Artiniano, entoncesM es maximalmente completo, si y
solo si,M es �nitamente generado. En particular, todo anillo Artiniano es maximalmente
completo.
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Prueba. Desde queM es Artiniano, la familia F = {aM}a∈M de submódulos deM
posee un elemento minimal, digamos bM . Luego aM = bM para todo a � b. Esto
implica que

ΛM(M) = lim←−−
a∈M

M/aM � lim←−−
b�a

M/aM =M/bM.

Supongamos que M es maximalmente completo, entonces bM = 0 para algún b ∈
M. Ésto implica que Ann(M) ∈ M pues a ⊆ Ann(M). Por lo tanto, existen ideales
maximales diferentes m1, ..,ms y enteros positivos n1, ...,ns tales que Ann(M) ⊇
m
n1
1 · · ·m

ns
s . El homomor�smo A-lineal sobreyectivo

A/m1 ⊕ · · · ⊕A/m1︸                 ︷︷                 ︸
n1 veces

⊕· · · ⊕A/ms ⊕ · · · ⊕A/ms︸            ︷︷            ︸
ns veces

� A/m
n1
1 · · ·m

ns
s −→ A/Ann(M)

implica que A/Ann(M) es un A-módulo Artiniano y por lo tanto, un anillo Artiniano.
ComoM tiene estructura de A/Ann(M)-módulo,M es Artiniano como A/Ann(M)-
módulo. Por lo tanto,M es �nitamente generado como A/Ann(M)-módulo o, equiva-
lentemente,M es �nitamente generado como A-módulo.
Recíprocamente, supongamos queM es �nitamente generado. ComoM es Artiniano,
sabemos que V (Ann(M)) = Supp(M) es un conjunto �nito formado por ideales ma-
ximales, digamos m1, ...,ms. Entonces

√
Ann(M) = m1 ∩ · · · ∩ms = m1 · · ·ms ∈ M.

Por otro lado, AttA(M) ⊆ V (Ann(M)), donde AttA(M) es el conjunto de los ideales
primos anexados deM . Luego, por [18, Lemma 2.5] existe un entero positivo n tal que
Ann(M)nM = 0. Por lo tanto,M es maximalmente completo. �

Proposición 13. Supongamos queM es un A-móduloM-torsión, entonces D(M) es

maximalmente completo. En particular,
⋂

a∈M
aD(M) = 0.

Prueba. El objetivo es demostrar que el homomor�smo canónico

ϕ :D(M) −→ΛM(D(M))

es una biyección. Pero tenemos los siguientes isomor�smos naturales

D(M) =D(ΓM(M))

�D(lim−−→
a∈M

HomA(A/a,M))

� lim←−−
a∈M

D(HomA(A/a,M))

� lim←−−
a∈M

D(M)⊗A A/a

� lim←−−
a∈M

D(M)/aD(M)

=ΛM(D(M)),

donde el penúltimo isomor�smo sigue por la adjunción Hom−⊗. Ahora no es difícil
ver que este isomor�smo es precisamente ϕ. �

Corolario 6. SeaM un A-módulo. Son válidas las siguientes a�rmaciones:
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(i) SiM es Artiniano, entonces D(M) es maximalmente completo.

(ii) Si M es �nitamente generado, entonces D(M) es maximalmente completo. En
particular, siM es Matlis re�exivo y �nitamente generado,M es maximalmente
completo.

(iii) D(E) es maximalmente completo.

Prueba. (i) Basta notar que Supp(M) ⊆Max(A) cuandoM es Artiniano.

(ii) En el caso queM es �nitamente generado,

Ass(D(M)) = Ass(HomA(M,E)) = Supp(M)∩Ass(E) ⊆ Ass(E) ⊆M.

Esto implica que D(M) esM-torsión. Por lo tanto, DD(M) es maximalmente
completo.

(iii) Observe que E esM-torsión. En efecto,

ΓM(E) �
⊕

m∈Max(A)

ΓM(EA(A/m)) �
⊕

m∈Max(A)

EA(A/m) = E.

Por lo tanto, D(E) es maximalmente completo.

�

Lema 10. Si a ∈M, entonces D(E)⊗A A/a es isomorfo a A/a.

Prueba. Como a ∈M existen ideales maximalesm1, ...,ms y enteros positivos n1, ...,ns
tales que a ⊇m

n1
1 · · ·m

ns
s . Un argumento semejante al usado en la demostración del

Lema 9 prueba que A/a es un anillo Artiniano. Por lo tanto, A/a posee una cantidad
�nita de ideales maximales, digamos Max(A/a) = {n1/a, ...,nk/a}. A�rmamos que
D(A/a) = HomA(A/a,E) es el cogenerador inyectivo minimal de A/a. En efecto,

consideremos el A/a-móduloM :=

k⊕

i=1

A/a/ni /a �
k⊕

i=1

A/ni . Entonces visto como

A-módulo se cumple que

Γa(EA(M)) =

k⊕

i=1

EA(A/ni) =
⊕

m∈Max(A)

EA(A/m) = E,

pues el funtor Γa(−) preserva sumas directas y además Γa(EA(A/ni)) = EA(A/ni) para
todo i = 1, .., k y Γa(EA(A/m)) = 0 para un ideal maximal m < {n1, ...,nk}. Por lo tanto,
aplicando el [6, Lemma 10.1.16] obtenemos,

EA/a(M) �HomA(A/a,EA(M)) �HomA(A/a,Γa(EA(M))

= HomA(A/a,E) =D(A/a).

Luego, por [15, Theorem 1.6, (5)],

HomA/a(HomA(A/a,E),HomA(A/a,E)) � A/a.
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Ahora tenemos los siguientes isomor�smos naturales

HomA/a(HomA(A/a,E),HomA(A/a,E)) �HomA(HomA(A/a,E),E)

�HomA(E,E)⊗A A/a,

lo que prueba el lema. �

Teorema 7. SeaM un A-módulo �nitamente generado, entonces existen isomor�smos
canónicos

DD(M) �ΛM(A)⊗AM �ΛM(M).

Prueba. Primero probaremos que DD(M) � ΛM(A)⊗AM . Para esto, supongamos
inicialmente que M = A. Usando el Lema 10 tenemos los siguientes isomor�smos
naturales

ΛM(A) = lim←−−
a∈M

A/a

� lim←−−
a∈M

D(E)⊗A A/a

� lim←−−
a∈M

DD(A/a)

�D(lim−−→
a∈M

D(A/a))

�D(ΓM(E)) �D(E)

=DD(A).

En el caso general, tenemos lo siguientes isomor�smos naturales

DD(M) �D(E)⊗AM �DD(A)⊗AM �ΛM(A)⊗AM.

A continuación probaremos que ΛM(M) �DD(M). Aplicando nuevamente el Lema
10, tenemos los siguientes isomor�smos naturales

ΛM(M) � lim←−−
a∈M

A/a⊗AM

� lim←−−
a∈M

D(E)⊗A A/a⊗AM

� lim←−−
a∈M

DD(M ⊗A A/a)

�D(lim−−→
a∈M

D(M ⊗A A/a))

�D(lim−−→
a∈M

HomA(M,D(A/a)))

�D(HomA(M, lim−−→
a∈M

D(A/a))

�D(HomA(M,ΓM(E)))

�D(HomA(M,E))

=DD(M).

Así concluimos la demostración del Teorema. �
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En virtud del Teorema 7, el funtor de completamiento maximal restricto a la categoría
modA de los A-módulos �nitamente generados ,

ΛM(−) : modA −→ModA,

es exacto y �el.

Proposición 14. SeaM un A-módulo tal que Supp(M) ⊆M, entoncesM tiene una
estructura natural de ΛM(A)-módulo tal que

ΛM(A)⊗AM �M

como ΛM(A)-módulos.

Prueba. Supongamos inicialmente que M es un A-módulo �nitamente generado.
Entonces V (Ann(M)) ⊆M. Luego, por el Lema 1, b := Ann(M) ∈M. Consideremos
la projecciónπb :ΛM(A) −→ A/b. Desde queM es unA/b-módulo,M tiene estructura
natural de ΛM(a)-módulo por restricción de escalares. De manera más especí�ca,

(ra + a) ·m = rbm para todo (ra + a) ∈ΛM(A) y para todo m ∈M.

Consideremos ahora un homomor�smo deA-módulos f :M −→N , donde Supp(N ) ⊆
Max(A). Escribamos c = Ann(M) ∈M. Probaremos que f es un homomor�mos de
ΛM(A)-módulos. En efecto, para todo m ∈M y para todo (ra + a) ∈ΛM(A) tenemos

f ((ra + a)) ·m = f (rbm) = f (rbcm) = rbcf (m) = rcf (m) = (ra + a)f (m).

Además, para cadaA-módulo �nitamente generadoM tenemos un isomor�smo natural
de ΛM(A)-módulos ΛM(A)⊗AM �M por el Teorema 7.

En el caso general, podemos escribirM � lim−−→
i∈I

Mi , donde cadaMi es un submódulo

�nitamente generado deM . Por el argumento previo,M también es un límite directo
de ΛM(A)-módulos. Por lo tanto, M tiene estructura natural de ΛM(A)-módulo y
además,

ΛM(A)⊗AM �ΛM(A)⊗A lim−−→
i∈I

Mi

� lim−−→
i∈I

ΛM(A)⊗AMi

� lim−−→
i∈I

Mi �M,

que demuestra el enunciado. �

Corolario 8. Para todo A-móduloM , su dual generalizado de Matlis D(M) tiene una
estructura natural de ΛM(A)-módulo. SiM es Artiniano, entonces D(M) es �nitamente
generado como ΛM(A)-módulo.

Prueba. Desde que Supp(E) ⊆ Max(A), E tiene una estructura natural de ΛM(A)-
módulo. Por lo tanto, D(M) = HomA(M,E) tiene estructura natural de ΛM(A)-
módulo.
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Supongamos ahora queM es Artiniano. Gracias a la Proposición 9 existe una sucesión
exacta 0 −→M −→ En para algún n ≥ 1. Después de aplicar el funtorD(−) obtenemos
la sucesión exactaD(En) −→D(M) −→ 0. Desde queD(E) �ΛM(A) por el Corolario
6, sigue el resultado. �

Proposición 15. SeaM un A-módulo �nitamente generado, entonces existe un isomor-
�smo canónico de A-módulos

ΛM(M) �
∏

m∈Max(A)

M̂m.

Prueba. Para todo A-módulo �nitamente generado tenemos los siguientes isomor�s-
mos naturales

DD(M) �D


HomA(M,

⊕

m∈Max(A)

EA(A/m))




�D




⊕

m∈Max(A)

HomA(M,EA(A/m))




�

∏

m∈Max(A)

D(HomA(M,EA(A/m))

�

∏

m∈Max(A)

M ⊗AD(EA(A/m))

�

∏

m∈Max(A)

M ⊗AHomA(EA(A/m),EA(A/m))

�

∏

m∈Max(A)

M ⊗A Âm

�

∏

m∈Max(A)

M̂m.

Ahora el resultado sigue directamente del Teorema 7. �

Proposición 16. Si A es un anillo Noetheriano, entonces ΛM(A) es un A-módulo
�elmente plano.

Prueba. Por el Teorema 7, elA-móduloΛM(A) es plano. Ahora sea n un ideal maximal
de A. Por la Proposición 15 tenemos

nΛM(A) � n
∏

m∈Max(A)

Âm

=
∏

m∈Max(A)

nÂm

$
∏

m∈Max(A)

Âm

�ΛM(A).

Por lo tanto, nΛM(A)$ΛM(A), lo cual demuestra el resultado. �
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2.3. Módulos re�exivos y cohomología local

Lema 11. SeanM un A-módulo, Φ un sistema completo de ideales de A y X un subcon-
junto de Spec(A) que contiene Supp(M). Entonces

ΓΦ(M) = Γ〈X∩Φ〉(M).

Prueba. Sea x ∈ ΓΦ(x), entonces Supp(Ax) ⊆ Φ. Como Supp(Ax) ⊆ Supp(M) ⊆ X
tenemos que Supp(Ax) ⊆ 〈X∩Φ〉. Por lo tanto, x ∈ Γ〈X∩Φ〉(M). La inclusión recíproca
es clara, pues 〈X ∩Φ〉 ⊆Φ. �

Proposición 17. Sean Φ un sistema completo de ideales de A yM un A-módulo tal
que Supp(M)∩Φ = {m1, ...,ms} ⊆Max(A). Entonces

Hi
Φ(M) �

s⊕

j=1

Hi
mj
(M)

para todo i .

Prueba. Haremos la demostración por inducción sobre s. Supongamos inicialmente
que s = 1, entonces Supp(M)∩Φ = {m} ⊆Max(A). Consideremos una resolución in-
yectiva minimal (I i ,d i) de M . Entonces Supp(M) = Supp(I0) ⊇ Supp(I1) ⊇ · · · .
Luego, Supp(I i) ∩ Φ ⊆ Supp(M) ∩ Φ = {m} para todo i . Caso exista j tal que
Supp(I i) ∩ Φ = ∅ (podemos suponer que es el mayor índice con tal propiedad),
tenemos que I i = 0 para todo i ≥ j y Supp(I i) ∩Φ = {m} para todo i < j . Por el
Lema 11 obtenemos que ΓΦ(I

i) = Γm(I
i) y ΓΦ(d

i) = Γm(d
i) para todo i . Por lo tanto,

Hi
Φ(M) = Hi

m(M). Por otro lado, si Supp(I i)∩Φ = {m} para todo i , claramente la
conclusión es la misma.
Ahora supongamos que la Proposición es válida para s ≥ 1 y que Supp(M)∩Φ =
{m1, ...,ms,ms+1} ⊆Max(A). Consideremos el sistema completo de ideales

Ψ := 〈m1, ...,ms〉 ∩Φ.

Note que Ψ ∩ 〈ms+1〉 = {A}, pues si a ∈ Ψ ∩ 〈ms+1〉, entonces a ⊇ ms+1
n y a ⊇

m1
n1 · · ·mns

s para algunos enteros no negativos n,n1, ...,ns. Por la comaximalidad
de los ideales ms+1

n y m1
n1 · · ·mns

s , concluimos que a = A. También observe que
ms+1 < 〈m1, ...,ms〉. Por lo tanto,

Supp(M)∩Ψ = (Supp(M)∩Φ)∩〈m1, ...,ms〉 = {m1, ...,ms,ms+1}∩〈m1, ...,ms〉 = {m1, ...,ms} .

Por la hipótesis inductiva tenemos que Hi
Ψ(M) �

s⊕

j=1

Hi
mj
(M). Ahora consideremos

el sistema de ideales completo Φ′ := 〈Ψ∪ 〈ms+1〉〉. Entonces

{m1, ...,ms,ms+1} = Supp(M)∩Φ ⊇ Supp(M)∩Φ′ ⊇ {m1, ...,ms,ms+1} .

Luego, aplicando el Lema 11, tenemos que

Hi
Φ(M) = Hi

〈Supp(M)∩Φ〉(M) = Hi
〈Supp(M)∩Φ〉(M) = Hi

Φ(M)
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para todo i . Finalmente, aplicando la sucesión (exacta) de Mayer-Vietoris a los sistemas
Ψ y 〈ms+1〉 (ver Proposición 6),

0 // ΓA(M)
︸︷︷︸

0

// ΓΨ(M)⊕ Γms+1
(M) // ΓΦ(M) // H1

A(M)
︸  ︷︷  ︸

0

// H1
Ψ(M)⊕H1

ms+1
(M) // H1

Φ(M) // H2
A(M)

︸  ︷︷  ︸
0

// · · ·

obtenemos que

Hi
Φ(M) �H1

Ψ(M)⊕H1
ms+1

(M) �

s⊕

j=1

Hi
mj
(M)⊕H1

ms+1
(M) �

s+1⊕

j=1

Hi
mj
(M)

para todo i . Ésto demuestra el resultado. �

Lema 12. Sea M un A-módulo �nitamente generado. Entonces Hi
m(M) es Artiniano

para todo i .

Prueba. Tenemos que (Hi
m(M))m �Hi

mAm
(Mm) es unAm-módulo Artiniano. También

(Hi
m(M))n �Hi

mAn
(Mn) = 0 cuando n es un ideal maximal diferente dem. Por lo tanto,

Hi
m(M) es Artiniano. �

Proposición 18. SeaM un A-módulo �nitamente generado tal que Supp(M)∩M es
un subconjunto �nito deMax(A). Entonces Hi

M(M) es Artiniano para todo i .

Prueba. Digamos que Supp(M)∩M = {m1, ...,ms} ⊆Max(A), entonces por la Pro-

posición 17 tenemos que Hi
M(M) �

s⊕

j=1

Hi
mj
(M). El Lema 12 garantiza que Hi

mj
(M)

es un A-módulo Artiniano para todo j = 1, ..., s. Por lo tanto, para cada entero no
negativo i , el A-módulo Hi

M(M) también es Artiniano. �

Teorema 9. Supongamos queM es un A-módulo re�exivo, entonces Hi
M(M) es Arti-

niano para todo i ≥ 0.

Prueba. Por [5, Theorem 12], existe una sucesión exacta de A-módulos

0 // L //M // N // 0 , (2.2)

donde L es �nitamente generado y N es Artiniano. Como la clase de los A-módulos
re�exivos es una categoría de Serre (Proposición 7), L es re�exivo. Luego, como
consecuencia de la Proposición 11 y la Proposición 18 obtenemos que Hi

M(L) es un
A-módulo Artiniano para todo i .
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Consideremos ahora la sucesión exacta larga inducida por la sucesión corta (2.2),

0 // ΓM(L) // ΓM(M) // ΓM(N )
δ0M // H1

M(L) // H1
M(M) // H1

M(N )
︸  ︷︷  ︸

0

δ1M // · · ·

· · · // Hi−1
M (N )

︸   ︷︷   ︸
0

δi−1M // Hi
M(L) // Hi

M(M) // Hi
M(N )

︸  ︷︷  ︸
0

δiM // Hi+1
M (L) // · · ·

El hecho deN ser Artiniano implica queHi
M(N ) = 0 para todo i ≥ 1, pues dim(N ) = 0

(ver Corolario 3). Luego,

Hi
M(M) �Hi

M(L) para todo i ≥ 2.

Por lo tanto, Hi
M(M) es Artiniano para todo i ≥ 2. Por otro lado, el homomor�smo

sobreyectivo H1
M(L) // H1

M(M) // 0 implica que H1
M(M) es un cociente del

módulo ArtinianoH1
M(L) y, por lo tanto, también es un módulo Artiniano. Finalmente,

consideremos la parte inicial de la sucesión exacta larga

0 // ΓM(L)
f

// ΓM(M)
g

// ΓM(N ).

Note que ΓM(M)/ker(g) es un módulo Artiniano, pues ΓM(M)/ker(g) � Im(g) y
Im(g) es un submódulo del módulo Artiniano ΓM(L). Desde que ΓM(L) es Artiniano,
concluimos que ΓM(M) es Artiniano, pues la clase de los A-módulos Artinianos es
una categoría de Serre. �
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CAPÍTULO 3
Los funtores de cohomología H i

a,ϕ(−)

En este capítulo introducimos un tipo especial de funtores de cohomología local, que
generalizan aquellos presentados por R. Takahashi, Y. Yoshino and T. Yoshisawa en
[19], pero a diferencia de los mencionados autores, nuestra teoría es abordada usando
el lenguaje presentado en el capítulo 1. En el Teorema 10 demostramos que “nuestros”
módulos de cohomología local pueden ser calculados como módulos de cohomología
de ciertos complejos de Čech generalizados. Nuestro resultado generaliza [19, Theorem
2.4]. En la sección 3.3, introducimos una teoría de homología local como una noción
dual de la cohomología local de�nida en la sección 3.2 y demostramos, que si un
módulo es Matlis re�exivo, en el sentido del capítulo 2, la homología local de tal
módulo puede ser calculada en términos de un límite inverso de ciertos módulos Tor.

A lo largo de este capítulo, A denotará un anillo conmutativo Noetheriano, a un ideal
de A y ϕ un conjunto no vacío de ideales de A.

3.1. El funtor de torsión Γa,ϕ(−)

Consideremos el siguiente conjunto de ideales de A.

G(a,ϕ) := {cE A : b+ c ∈ 〈 a〉 para algún ideal b ∈ 〈ϕ〉} .

Explícitamente, un ideal c de A es un elemento de G(a,ϕ), si y solo si, existen un
número natural n ≥ 1 y un ideal b ∈ 〈ϕ〉 tal que b+ c ⊇ an.

Lema 13. El conjunto G(a,ϕ) es un sistema completo de ideales de A.

Prueba. i) Sean c ∈ G(a,ϕ) y dE A tal que d ⊇ c. Entonces tenemos las siguientes
inclusiones: d + b ⊇ c + b ⊇ an para algún n ≥ 1 y algún b ∈ 〈ϕ〉. Por lo tanto,
d ∈ G(a,ϕ).

ii) Supongamos que c,d ∈ G(a,ϕ), entonces podemos escoger números naturales
m y n e ideales b,b′ ∈ 〈ϕ〉 tales que c+ b ⊇ am y d+ b′ ⊇ an. Luego, cd+ bb′ ⊇
(c+ b)(d+ b′) ⊇ am+n. Por i) concluimos que cd ∈ G(a,ϕ).
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�

El lema anterior nos permite de�nir, usando el lenguaje presentado en el capítulo 1, el
siguiente funtor.

De�nición 3.1. El (a,ϕ)-funtor de torsión Γa,ϕ(−) : ModA −→ModA es de�nido por:

Γa,ϕ(−) := ΓG(a,ϕ)(−).

De manera más explícita, para cada A-móduloM sobre A,

Γa,ϕ(M) = {x ∈M : Sup(Ax) ⊆ G(a,ϕ)} .

Como Sup(Ax) = V(Ann(x)), el Lema 1 implica que un elemento x deM pertenece a
Γa,ϕ(M) si, y solo sí, Ann(x) + b ⊇ an para algún n ≥ 1 y algún ideal b ∈ 〈ϕ〉.

A continuación tomemos un elemento a ∈ A y consideremos el siguiente conjunto

Sa,ϕ = {an + b : n ≥ 0, b ∈ b para algún b ∈ 〈ϕ〉} .

Observamos que Sa,ϕ es un subconjunto multiplicativo de A. En efecto, es claro que
1 ∈ Sa,ϕ . Además, si x,y ∈ Sa,ϕ podemos escribir x = am + b e y = an + c para algunos
enteros no negativos m,n y algunos ideales b,c ∈ ϕ con b ∈ b y c ∈ c. Por lo tanto,
xy = am+n + d , donde d ∈ b + c. Desde que 〈ϕ〉 es un sistema completo de ideales,
b+ c ∈ 〈ϕ〉 y en consecuencia, xy ∈ Sa,ϕ .

Dado un A-módulo M , denotaremos por Ma,ϕ el módulo de fracciones de M con

respecto al conjunto multiplicativo Sa,ϕ , i.e.,Ma,ϕ = S−1a,ϕM.

Lema 14. Son válidas las siguientes a�rmaciones:

i) 0 ∈ Sa,ϕ si y solo si a ∈
√
b para algún ideal b ∈ 〈ϕ〉.

ii) Si p ∈ G(a,ϕ)∩ Spec(A) y a ∈ a, entonces p∩ Sa,ϕ , ∅.

iii) Si a = 〈a1, ...., ak〉, entonces la sucesión natural de A-módulos

0 // Γa,ϕ(M) //M //

k⊕

i=1

Mai ,ϕ (3.1)

es exacta.

Prueba. i) Supongamos que 0 ∈ Sa,ϕ , entonces existen un entero no negativo n,
un ideal b ∈ ϕ y un elemento b ∈ b tal que 0 = an + b. Esto implica que an ∈ b
o equivalentemente, a ∈

√
b. Recíprocamente, si a ∈

√
b para algún ideal b ∈ ϕ,

entonces b := −an ∈ b. Luego podemos escribir 0 = an + b, lo que muestra que
0 ∈ Sa,ϕ .

ii) Supongamos que existe un ideal primo p tal que p ∈ G(a,ϕ), entonces p+ b ⊇ an

para algún número natural n ≥ 1 y algún ideal b ∈ ϕ. Si además suponemos que
a ∈ a, es posible escribir an = x + b con x ∈ p y b ∈ b. Luego, x = an + (−b) ∈
Sa,ϕ ∩ p.
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iii) El primer homomor�smo A-lineal en la sucesión (3.1) es la inclusión natural
ι, que obviamente es inyectivo. El segundo homomor�smo, que denotaremos

por π es dado por π(x) = (x1 , ...,
x
1 ) ∈

k⊕

i=1

Mai ,ϕ para todo x ∈ M . Debemos

probar que ker(π) = im(ι). En efecto, si x ∈ Γa,ϕ(M), entonces existe un número
natural n ≥ 1 y un ideal b ∈ ϕ de manera que Ann(x)+b ⊇ an. Luego, para cada
i = 1, ..., k podemos escribir ani = ri + bi con ri ∈ Ann(x) y bi ∈ b. Por lo tanto,
ani x = bix, o equivalentemente, (ani + (−bi))x = 0. Desde que ani + (−bi) ∈ Sai ,ϕ ,
la última relación muestra que π(x) = 0. Recíprocamente, supongamos que
x ∈ ker(π). Entonces para cada i = 1, ..., k existe un entero no negativo ni ,
un ideal bi ∈ ϕ y un elemento bi ∈ bi tal que (a

ni
i + bi)x = 0. De esa forma,

ri := a
ni
i + bi ∈ Ann(x). Por lo tanto, si n := n1 + · · ·+nk y b = b1 + · · ·+ bk ∈ ϕ,

las relaciones anteriores implican que an ⊆ Ann(x)+b. En consecuencia, x ∈ Γa,ϕ .

�

3.2. Los funtores de cohomología Hi
a,ϕ(−)

Comenzamos esta sección presentando una de las principales nociones de nuestro
trabajo.

De�nición 3.2. Para cada entero no negativo i ≥ 0, el i-ésimo funtor de cohomología
local con respecto al par (a,ϕ), denotado por Hi

a,ϕ(−), es de�nido como i-ésimo funtor
derivado a la derecha del (a,ϕ)- funtor de torsión Γa,ϕ(−), i.e.,

Hi
a,ϕ(−) :=R iΓa,ϕ(−).

Por lo visto en el capítulo 1, las siguientes propiedades caracterizan a los funtores{
H i

a,ϕ(−)
}
i≥0.

i) Los funtores H0
a,ϕ(−) y Γa,ϕ(−) son isomorfos naturalmente.

ii) Hi
a,ϕ(E) = 0 para todo módulo inyectivo E y para todo entero positivo i > 0.

iii) Toda sucesión exacta corta de módulos

0 // L //M // N // 0

induce una sucesión exacta larga natural

0 // Γa,ϕ(L) // Γa,ϕ(M) // Γa,ϕ(N )
∂ // H1

a,ϕ(L) // H1
a,ϕ(M) // · · ·

Proposición 19. SeaM un A-módulo. Si a ∈ a, entonces

Hi
a,ϕ(Ma,ϕ) = 0 para todo i ≥ 0.
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Prueba. Sea I• una resolución inyectiva de M , entonces (I•)a,ϕ es una resolución

inyectiva deMa,ϕ . Luego, H
i
a,ϕ(Ma,ϕ) = Hi(Γa,ϕ((I

•)a,ϕ)). Ahora escriba cada I
i co-

mo suma directa de módulos inyectivos irreducibles, I i =
⊕

p∈Spec(A)
EA(A/p)

µi (p,M).

Entonces

(I i)a,ϕ �
⊕

p∈Spec(A)
EA(A/p)

µi (p,M)
a,ϕ �

⊕

p∈Spec(A)
EAa,ϕ (Aa,ϕ/pAa,ϕ

)µi (p,M).

Por lo tanto, gracias a la parte ii) del Lema 14, obtenemos

Γa,ϕ(I
i)a,ϕ �

⊕

p∈G(a,ϕ)
Γa,ϕ(EAa,ϕ (Aa,ϕ/pAa,ϕ

)µi (p,M)) = 0.

En consecuencia, Hi
a,ϕ(Ma,ϕ) = 0 para todo entero no negativo i . �

Necesitaremos del siguiente resultado sobre localizaciones.

Lema 15. Sean S y T dos subconjuntos multiplicativos de A, entonces existe un isomor-
�smo de A-álgebras

AS ⊗A AT � (AS )T ,

donde T := ι(T ) es la imagen de T vía el homomor�smo de localización ι : A −→ AS .

Prueba. Consideremos el homomor�smo de A-álgebras σ : A −→ AS ⊗A AT de�nido
por σ(a) = ι(a)⊗ 1. Notemos que si a ∈ S , entonces σ(a) es una unidad de AS ⊗A AT .
Luego, por la propiedad universal de AS , existe un único homomor�smo de A-álgebras
α : AS −→ AS ⊗A AT tal que el siguiente diagrama es conmutativo

A ι //

σ
##

AS

α
zz

AS ⊗A AT .

Observemos que para cualquier elemento t ∈ T , α(ι(t)) = σ(t) = tσ(1) = 1 ⊗ t
1 es

una unidad de AS ⊗A AT . Denotemos por j : AS −→ (AS )T el homomor�smo de
localización. La propiedad universal de (AS )T garantiza la existencia de un único
homomor�smo de A-álgebras β : (AS )T −→ AS ⊗A AT tal que el diagrama que sigue
es conmutativo.

AS
j

//

α
$$

(AS )T

β
yy

AS ⊗A AT .

Sea k : A −→ AT el homomor�smo de localización. Desde que la composición j ◦ ι :
A −→ (AS )T lleva elementos de T en unidades de (AS )T , la propiedad universal de
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AT implica que existe un único homomor�smo de A-álgebras ϕ : AT −→ (AS )T tal
que el siguiente diagrama es conmutativo.

A k //

j◦ι
!!

AT

ϕ
||

(AS )T .

Consideremos ahora la aplicación A-bilineal γ : AS × AT −→ (AS )T de�nida por
γ(x,y) = j(x)ϕ(y). Entonces, por la propiedad universal del producto tensorial AS ⊗A
AT , existe un único homomor�smo A-lineal θ : AS ⊗A AT −→ (AS )T de manera tal
que el siguiente diagrama conmuta.

AS ×AT
⊗

//

γ
$$

AS ⊗A AT

θ
yy

(AS )T .

No es difícil veri�car que β ◦θ = id y θ ◦ β = id. Esto concluye la demostración. �

De�nición 3.3. Para un elemento a de A y un conjunto no vacío de ideales ϕ de A,
de�nimos el complejo C•a,ϕ por

C•a,ϕ : 0 // A︸︷︷︸
0

ι // Aa,ϕ︸︷︷︸
1

// 0,

donde A está colocado en la posición 0, Aa,ϕ en la posición 1, y ι es la aplicación de
localización.

Observemos que para un móduloM sobre A,

H0(C•a,ϕ ⊗AM) = ker(ι⊗M)

=
{
x ∈M : rx = 0 para algún r ∈ Sa,ϕ

}

= {x ∈M : (an + b)x = 0 para algunos n ≥ 1,b ∈ 〈ϕ〉 con b ∈ b}
= {x ∈M : an ∈ Ann(x) + b para algunos n ≥ 1,b ∈ 〈ϕ〉}
= Γa,ϕ(M),

donde a es el ideal principal generado por a.

Ahora podemos de�nir el complejo generalizado de Čech de la siguiente manera:

De�nición 3.4. Para una sucesión �nita ā = a1, ..., an de elementos deA y un conjunto
no vacío ϕ de ideales de A, el complejo de A-módulos C•ā,ϕ es de�nido por

C•ā,ϕ :=

n⊗

i=1

C•ai ,ϕ .
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Por ejemplo, como consecuencia del Lema 15, para n = 2 tenemos el siguiente complejo

C•(a1,a2),ϕ : 0 // A // Aa1,ϕ ⊕Aa2,ϕ // (Aa1,ϕ)a2,ϕ
// 0

De manera más general,

C•ā,ϕ : 0 // A //

n⊕

i=1

Aai ,ϕ
//

⊕

i<j

(Aai ,ϕ)aj ,ϕ
// · · · // (· · ·Aa1,ϕ · · · )an,ϕ // // 0

En el próximo lema usaremos la siguiente notación: Dada una sucesión ā = a1, ..., an
de elementos de A y un elemento b ∈ A, denotaremos por ā∪b la sucesión a1, ..., an, b.

Lema 16. Sean ϕ un conjunto no vacío de ideales de A yM un A-módulo. Existe una
sucesión exacta corta de complejos de A-módulos.

0 // C•ā,ϕ[−1]⊗Mb
// C•ā∪b,ϕ ⊗M // C•ā,ϕ ⊗M // 0

Prueba. Sigue directamente de la de�nición. �

El siguiente resultado permite calcular los módulos de cohomología local soportados en
el sistema de ideales G(a,ϕ) en términos de los módulos de cohomología del complejo
generalizado de Čech.

Teorema 10. Sea ā = a1, ..., an una sucesión �nita de elementos de A y ϕ un conjunto
no vacío de ideales de A. Para todo i ≥ 0 existe un isomor�smo natural de funtores

Hi
a,ϕ(−) �Hi(C•ā,ϕ ⊗A −),

donde a = 〈a1, ..., an〉 es el ideal generado por la sucesión ā.

Prueba. La parte iii) del Lema 14 garantiza la existencia de un isomor�smo natural de
funtores

H0(C•ā,ϕ ⊗A −) � Γa,ϕ(−).

Como la sucesión
{
Hi(C•ā,ϕ ⊗A −)

}
i≥0 es un δ-funtor cohomológico, para demostrar el

Teorema es su�ciente mostrar queHi(C•ā,ϕ ⊗A I ) = 0 para todo A-módulo inyectivo I

y para todo i ≥ 1. A partir de la descomposición I �
⊕

p∈Spec(A)
EA(A/p) y del hecho que

cada funtor Hi(C•ā,ϕ ⊗A −) preserva sumas directas, podemos suponer sin pérdida de
generalidad que I = EA(A/p) para algún ideal primo p. Procederemos por inducción
sobre n, el número de elementos de la sucesión ā.

Si n = 1, entonces el complejo de A-módulos C•a1,ϕ ⊗A EA(A/p) es dado por

0 // EA(A/p)
ι // EA(A/p)a1,ϕ

// 0,

Tenemos las siguientes posibilidades: si p ∈ G(〈a1〉,ϕ), entonces por la parte ii) del
Lema 14, p∩Sa,ϕ , ∅. Por lo tanto, EA(A/p)a1,ϕ = 0 (ver [6, Proposition 10.1.14 (i)]. Por
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otro lado, si p < G(〈a1〉,ϕ), entonces p∩ Sa1,ϕ = ∅. Caso contrario, existe un elemento
c ∈ p∩Sa1,ϕ . Por lo tanto podemos escribir c = an1+b, para algún b ∈ 〈ϕ〉 con b ∈ b. Así,
an1 = (−b)+c ∈ b+p. Luego p ∈ G(〈a1〉,ϕ), lo que contradice nuestra suposición. Como
consecuencia de [6, Proposition 10.1.14 (i)], EA(A/p) � EA(A/p)a1,ϕ como A-módulos.

En cualquiera de los casos, obtenemos que H1(C•a1,ϕ ⊗A EA(A/p)) = 0.
Ahora supongamos que n ≥ 1 y que el resultado vale para valores menores o iguales
que n. Sea a1, ...., an, an+1 una sucesión �nita de elementos de A. Denote por ā la
sucesión a1, ..., an. Por el Lema 16 existe una sucesión exacta corta de complejos de
A-módulos

0 // C•ā,ϕ[−1]⊗EA(A/p)an+1 // C•ā∪an+1,ϕ ⊗EA(A/p) // C•ā,ϕ ⊗EA(A/p) // 0.

Tal sucesión induce una sucesión exacta larga de A-módulos de cohomología

0 // H0(C•ā,ϕ[−1]⊗EA(A/p)an+1) // H0(C•ā∪an+1,ϕ ⊗EA(A/p)) // H0(C•ā,ϕ ⊗EA(A/p))

δ0 // H1(C•ā,ϕ[−1]⊗EA(A/p)an+1) // H1(C•ā∪an+1,ϕ ⊗EA(A/p)) // H1(C•ā,ϕ ⊗EA(A/p))︸                   ︷︷                   ︸
0

δ1 // H2(C•ā,ϕ[−1]⊗EA(A/p)an+1)︸                              ︷︷                              ︸
0

// H2(C•ā∪an+1,ϕ ⊗EA(A/p)) // H2(C•ā,ϕ ⊗EA(A/p))︸                   ︷︷                   ︸
0

// · · ·

Desde que EA(A/p)an+1 es un módulo inyectivo, deducimos a partir de la hipótesis
inductiva que

Hi(C•ā,ϕ[−1]⊗EA(A/p)an+1) = 0 para todo i ≥ 2

y
Hi(C•ā,ϕ ⊗EA(A/p)) = 0 para todo i ≥ 1.

Ésto implica que

Hi(C•ā∪an+1,ϕ ⊗EA(A/p)) = 0 para todo i ≥ 2.

Finalmente, como
H0(C•ā,ϕ ⊗EA(A/p)) � Γa,ϕ(EA(A/p))

y

H1(C•ā,ϕ[−1]⊗EA(A/p)an+1) = H0(C•ā,ϕ ⊗EA(A/p)an+1) � Γa,ϕ(EA(A/p)an+1),

vemos que δ0 = Γa,ϕ(f ), donde f : EA(A/p) −→ EA(A/p)an+1 es el mapa de localización.

Consideremos ahora el conjunto multiplicativo T :=
{
1, an+1, a

2
n+1, ...

}
. Tenemos dos

posibilidades: Si p∩T , ∅, entonces por [6, Proposition 10.1.14 (i)], EA(A/p)an+1 = 0.
Por otro lado, si p∩ T = ∅, entonces por [6, Proposition 10.1.14 (i)], EA(A/p)an+1 �
EA(A/p) como A-módulos. En cualquier caso, la sucesión exacta larga permite concluir
que

H1(C•ā∪an+1,ϕ ⊗EA(A/p)) = 0.

Ésto completa el proceso inductivo, y por lo tanto, la demostración del Teorema. �
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Observación. Para completar el paso inductivo, también podemos proceder de la
siguiente manera: Desde que C•ā∪an+1 = C•an+1 ⊗C•ā, existe una sucesión espectral

E
p,q
2 = Hp(C•an+1 ⊗H

q(C•ā ⊗EA(A/p)))⇒Hp+q(C•ā∪an+1 ⊗EA(A/p)).

En vista queHq(C•ā⊗EA(A/p)) = 0 para todo q ≥ 1 por causa de la hipótesis inductiva,
la sucesión espectral degenera. Por lo tanto tenemos los siguientes isomor�smos

Hi(C•ā∪an+1 ⊗EA(A/p)) �Hi(C•an+1 ⊗H
0(C•ā ⊗EA(A/p)))

�Hi(C•an+1 ⊗ Γa,ϕ(EA(A/p)))
= Hi( 0 // Γa,ϕ(EA(A/p) // Γa,ϕ(EA(A/p)an+1

// 0 ).

Ésto implica que

Hi(C•ā∪an+1,ϕ ⊗EA(A/p)) = 0 para todo i ≥ 2.

Finalmente, si p < G(a,ϕ) entonces Γa,ϕ(EA(A/p) = 0. Por otro lado, si p ∈ G(a,ϕ),
entonces Γa,ϕ(EA(A/p)) = EA(A/p). Luego podemos usar el mismo argumento que en
la parte �nal de la demostración del Teorema para concluir que

H1(C•ā∪an+1,ϕ ⊗EA(A/p)) = 0.

3.3. Homología local

La homología local con respecto a un ideal es estudiada con profundidad en [9]. En esta
sección introducimos una de�nición de homología local como una noción dual de la
cohomología local estudiada en la sección 3.2. Dada una sucesión �nita ā = a1, ..., an de
elementos deA, un conjunto no vacíoϕ de ideales deA y unA-móduloM , de�nimos el
co-complejo de Cech generalizado deM como el complejo de A-módulos Hom(C•ā,ϕ ,M).

De�nición 3.5. Para cada i ≥ 0 de�nimos el i-ésimo funtor de homología local con
respecto al par (a,ϕ) por

H
a,ϕ
i (−) := Hi(Hom(C•ā,ϕ ,−))

De esa forma, para cada A-móduloM ,

H
a,ϕ
i (M) := Hi(Hom(C•ā,ϕ ,M)).

Por ejemplo, cuando n = 1 y n = 2, la homología local con respecto al par (a,ϕ) puede
ser calculada como la homología de los siguientes complejos, respectivamente.

0 // HomA(Aa1,ϕ ,M) //M // 0

y

0 // HomA(Aa1,ϕ)a2,ϕ ,M) // HomA(Aa1,ϕ ,M)⊕HomA(Aa2,ϕ ,M) //M // 0
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Lema 17. Sean E y N dos módulos sobre A tales que E es inyectivo y N es �nitamente
generado. Para cada i ≥ 0 existe un isomor�smo natural

TorAi (N,DE(−)) �DE(ExtiA(N,−)).

Prueba. Sea P• una resolución libre deN tal que cada término de P• es de rango �nito.
Luego,

TorAi (N,DE(−)) = TorAi (N,HomA(−,E))
= Hi(P• ⊗HomA(−,E))
�Hi(HomA(HomA(P•,−),E))
�HomA(H

i(Hom(P•,−)),E)
= HomA(Ext

i
A(N,−),E)

=DE(Ext
i
A(N,−)).

�

Teorema 11. Sean E un A-módulo inyectivo y M un A-módulo E-Matlis re�exivo,
entonces para cada i ≥ 0, existe un isomor�smo natural

H
a,ϕ
i (M) � lim←−−

b∈G(a,ϕ)
TorAi (A/b,M).

Prueba. Por la de�nición de módulo E-Matlis re�exivo, DEDE(M) �M . Aplicando el
Lema 17, obtenemos lo siguiente:

H
a,ϕ
i (M) = Hi(HomA(Cā,ϕ ,M)

�Hi(HomA(Cā,ϕ ,DEDEM)

�Hi(HomA(Cā,ϕ ⊗ADEM,E))
�DE(H

i(Cā,ϕ ⊗ADEM))

�DE(H
i
a,ϕ(DEM))

�DE( lim−−→
b∈G(a,ϕ)

ExtiA(A/b,DEM))

� lim←−−
b∈G(a,ϕ)

DE(Ext
i
A(A/b,DEM))

� lim←−−
b∈G(a,ϕ)

TorAi (A/b,DEDEM)

� lim←−−
b∈G(a,ϕ)

TorAi (A/b,M).

�

Ahora de�nimos el funtor Λa,ϕ : ModA −→ModA por

Λa,ϕ(−) := lim←−−
b∈G(a,ϕ)

(A/b⊗A −).
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Corolario 12. Sean E un A-módulo inyectivo y M un A-módulo E-Matlis re�exivo,
entonces existe un isomor�smo natural

H
a,ϕ
0 (M) �Λa,ϕ(M).

Prueba. Basta recordar que

TorA0 (A/b,M) � A/b⊗AM �M/bM
y aplicar el Teorema 11. �

Corolario 13. Sean E un A-módulo inyectivo y M un A-módulo E-Matlis re�exivo,
entonces

H
a,ϕ
i (DEM) �DE(H

i
a,ϕ(M)).

Prueba. Por la Proposición 10, DEM es un A-módulo E-Matlis re�exivo. Luego, por
el Teorema 11, el Lema 17 y el Corolario 4, obtenemos lo siguiente.

H
a,ϕ
i (DEM) � lim←−−

b∈G(a,ϕ)
TorAi (A/b,DEM)

� lim←−−
b∈G(a,ϕ)

DE(Ext
i
A(A/b,M))

�DE( lim−−→
b∈G(a,ϕ)

ExtiA(A/b,M))

�DE(H
i
a,ϕ(M)).

�

Corolario 14. Sea 0 −→ L −→M −→N −→ 0 una sucesión exacta corta de módulos
Artinianos, entonces existe una sucesión exacta larga en los módulos de homología local
con respecto al par (a,ϕ)

· · · // H
a,ϕ
1 (M) // H

a,ϕ
1 (N ) // H

a,ϕ
0 (L) // H

a,ϕ
0 (M) // H

a,ϕ
0 (N ) // 0.

Prueba. Para cada b ∈ G(a,ϕ), la sucesión exacta corta 0 −→ L −→M −→ N −→ 0
induce una sucesión exacta larga

· · · −→ TorAi (A/b,L) −→ TorAi (A/b,M) −→ TorAi (A/b,N ) −→ ·· ·
· · · → A/b⊗L −→ A/b⊗M −→ A/b⊗N −→ 0.

Desde que L, M y N son A-módulos Artinianos, los módulos que aparecen en la
sucesión exacta larga también son Artinianos. Por [12, Corollaire 7.2] el funtor límite
inverso es exacto en la categoría de los A-módulos Artinianos. Por lo tanto, aplicando
lim←−−

b∈G(a,ϕ)
(−), obtenemos la sucesión exacta larga

· · · −→ lim←−−
b∈G(a,ϕ)

TorAi (A/b,L) −→ lim←−−
b∈G(a,ϕ)

TorAi (A/b,M) −→ lim←−−
b∈G(a,ϕ)

TorAi (A/b,N ) −→ ·· ·

· · · → lim←−−
b∈G(a,ϕ)

A/b⊗L −→ lim←−−
b∈G(a,ϕ)

A/b⊗M −→ lim←−−
b∈G(a,ϕ)

A/b⊗N −→ 0.

Finalmente, como módulos Artinianos son Matlis re�exivos, el Teorema 11 demuestra
que la última sucesión es precisamente la sucesión exacta larga deseada. �
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CAPÍTULO 4
Cohomología formal generalizada y los
funtores F i

Φ (−)

Supongamos que (A,m) es un anillo local (Noetheriano). Dado un ideal a de A y un A-
módulo �nitamente generadoM , Peter Schenzel estudia, de manera sistemática, en [17]
los módulos de cohomología formal lim←−−

n∈N
Hi

m(M/a
nM). En el caso no local, proponemos

estudiar losmódulos de cohomología formal generalizados F i
Φ (M) := lim←−−

a∈Φ
Hi
M(M/aM),

donde Φ es un sistema completo de ideales de A yM es el sistema generado por los
idealesmaximales deA. Las propiedades de estosmódulos son descritas en este capítulo.
En particular, demostramos que siM es unA-módulos Matlis re�exivo de dimensión d ,
entonces F i

Φ (M) es Artiniano (ver el Teorema 19). En la sección 4.3 introducimos los

módulos de homología formal generalizados F Φ
i (M) := lim−−→

a∈Φ
Hi
M(M/aM), y probamos

un resultado de dualidad entre los funtores F i
Φ (−) y F Φ

i (−) (ver el Teorema 20).

4.1. Cohomología formal generalizada

Sean a = a1, ..., an una sucesión �nita de elementos de A, ϕ un conjunto no vacío de
ideales de A y Φ un sistema completo de ideales de A. Denote por a = 〈a1, ..., an〉 el
ideal generado por a1, ..., an. Como antes, equipamosΦ con el orden parcial � de�nido
por la inclusión inversa:

a � b, si b ⊆ a.

Dado un A-móduloM , el conjunto
{
Ca, ϕ ⊗AM/bM, γbc,�

}
, donde

γbc : Ca, ϕ ⊗AM/cM −→ Ca, ϕ ⊗AM/bM

es el mapa de complejos inducido por el A-homomor�smo naturalM/cM −→M/bM
toda vez que b � c en Φ, es un sistema inverso de complejos de A-módulos.
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De�nición 4.1. Para un entero i , el módulo de cohomología

Hi(lim←−−
b∈Φ

(Ca, ϕ ⊗AM/bM))

es llamado i-ésimo módulo de cohomología Φ-formal con respecto al ideal a. En el
caso que A es un anillo semilocal y a = J, el radical de Jacobson de A, escribiremos
simplemente i-ésimo módulo de cohomología Φ-formal.

Para cada par de ideales a,b en Φ tales que a � b consideremos el homomor�smo
natural

ϕab :M/bM −→M/aM.

Entonces
{
Hi

a,ϕ(M/aM); Hi
a,ϕ(ϕab) : H

i
a,ϕ(M/bM) −→Hi

a,ϕ(M/aM),a � b
}

es un sistema inverso de A-módulos.

Proposición 20. Con las notaciones previas y suponiendo que Φ posee un subconjunto
enumerable co�nal, existe la siguiente sucesión exacta

0 // lim←−−
b∈Φ

1Hi+1
a,ϕ(M/bM) // Hi(lim←−−

b∈Φ
Ca, ϕ ⊗AM/bM) // lim←−−

b∈Φ
(Hi

a,ϕ(M/bM)) // 0

para todo i ∈ Z.

Prueba. Supongamos queΦ posee un subconjunto enumerable co�nalφ = {c1,c2,c3, . . . }.
Vamos de�nir inductivamente una sucesión de elementos bn ∈ φ de la siguientemanera:
b1 = c1 y cn � bn y bm � bn param < n. La nueva sucesión {b1,b2,b3, . . . } es cresciente
y es un subconjunto co�nal de Φ. Luego podemos asumir que Φ = 〈{b1,b2,b3, . . . }〉
con bj ⊇ bj+1 para todo j ≥ 1.

Por otro lado, el complejo generalizado de Čech Ca, ϕ es un complejo de A-módulos
planos. Luego para cada n ≥ 1 el epimor�smo naturalM/bn+1 −→M/bn induce un
mor�smo de complejos de A-módulos

Ca, ϕ ⊗AM/bn+1 −→ Ca, ϕ ⊗AM/bn,

el cual es un epimor�smo en cada posición. Por la de�nición de límite inverso existe
una sucesión exacta corta de complejos de A-módulos

0 // lim←−−
n≥1

(Ca, ϕ ⊗AM/bn) //

∏

n≥1
(Ca, ϕ ⊗AM/bn) //

∏

n≥1
(Ca, ϕ ⊗AM/bn) // 0.

Ahora, la sucesión exacta larga de módulos de cohomología proporciona la primera
parte de la a�rmación. Para este �n se divide en sucesiones breves y exactas y se tiene
en cuenta que la homología conmuta con productos directos. �

Corolario 15. Supongamos que Φ es un sistema completo de ideales de A que posee un
subconjunto enumerable co�nal.
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(i) Si (A,m) es un anillo local yM es un A-módulo Matlis re�exivo de dimensión d ,
entonces existe un isomor�smo de A-módulos

Hi(lim←−−
b∈Φ
Ca, ϕ ⊗AM/bM) � lim←−−

b∈Φ
(Hi

a,ϕ(M/bM))

para todo i ≥ d − 1.

(ii) Si A es un anillo semilocal, a = J es el radical de Jacobson de A, ϕ = {0} yM es
un A-módulo Matlis re�exivo, entonces existe un isomor�smo de A-módulos

Hi(lim←−−
b∈Φ
Ca ⊗AM/bM) � lim←−−

b∈Φ
(Hi

J(M/bM))

para todo i ∈ Z.

Prueba. Para demostrar la a�rmación �nal, podemos aplicar [2, Theorem 1.3] que
garantiza que Hd

G(a,ϕ)(M) es un A-módulo Artiniano y por lo tanto,Hd
G(a,ϕ)(M/bM)

también es un A-módulo Artiniano. Luego lim←−−
b∈Φ

1Hd
a,ϕ(M/bM) = 0 por [12, Corollai-

re 7.2]. La prueba ahora es consecuencia de la primera parte. �

Observación. La parte (ii) del Corolário 15 nos motiva a estudiar de manera indepen-
diente los A-módulos lim←−−

b∈Φ
Hi
M(M/bM), donde A es un anillo Noetheriano arbitrario y

Φ un sistema completo de ideales de A cualquiera. La próxima sección estará dedicada
a estudiar las propiedades de tales módulos.

4.2. Los funtores F i
Φ (−)

A lo largo de esta sección,M denotará el sistema generado por el conjunto de ideales
maximales de A, i.e.,M = 〈Max(A)〉 y Φ un sistema completo de ideales de A. Como
siempre, consideremos en Φ el orden parcial � inducido por la inclusión inversa. Sean
i un entero no negativo yM un A-módulo. Para cada par de ideales a,b en Φ tales
que a � b consideremos el homomor�smo natural

ϕab :M/bM −→M/aM.

Entonces
{
Hi
M(M/aM); Hi

M(ϕab) : H
i
M(M/bM) −→Hi

M(M/aM),a � b
}

es un sistema inverso de A-módulos. Esto nos permite de�nir el A-módulo

F i
Φ (M) := lim←−−

a∈Φ
Hi
M(M/aM).

Recordemos que F i
Φ (M) viene equipado con una colección de homomor�smos de

A-módulos pa : F
i

Φ (M) −→Hi
M(M/aM) tales que si a � b, el siguiente diagrama es
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conmutativo

F i
Φ (M)

pb

yy

pa

%%

Hi
M(M/bM)

Hi
M(ϕab)

// Hi
M(M/aM).

Dado un homomor�smo de A-módulos f :M −→N , para cada ideal a ∈Φ existe un
único homomor�smo A-lineal fa :M/aM −→N/aN que hace el siguiente diagrama
conmutativo

M
f

//

πM

��

N

πN

��

M/aM
fa

// N/aN,

pues aM ⊆ ker(πN ◦ f ). Ahora consideremos los homomor�smos

Hi
M(fa) ◦ pMa : F i

Φ (M) −→Hi
M(M/aN ).

Desde que ϕNab ◦ fb = fa ◦ϕMab siempre que a � b, obtenemos

Hi
M(ϕNab) ◦ (Hi

M(fb) ◦ pMb ) = (Hi
M(ϕNab) ◦Hi

M(fb)) ◦ pMb
= (Hi

M(fa) ◦Hi
M(ϕMab)) ◦ pMb

= Hi
M(fa) ◦ (Hi

M(ϕMab) ◦ pMb )

= Hi
M(fa) ◦ pMa .

Consecuentemente, por la propiedad universal del límite inversoF i
Φ (N ) = lim←−−

a∈Φ
Hi
M(N/aN ),

existe un único homomor�smo de A-módulos

F i
Φ (f ) : F

i
Φ (M) −→ F i

Φ (N )

tal que pNa ◦ F i
Φ (f ) = Hi

M(fa) ◦ pMa para todo ideal a ∈ Φ. El siguiente diagrama
conmutativo ilustra las relaciones obtenidas.

F i
Φ (M)

pMa

��

∃! F i
Φ (f )

//

pMb

$$

F i
Φ (N )

pNa

��

pNb

zz

Hi
M(M/aM)

Hi
M(fa)

//

Hi
M(ϕMab )

��

Hi
M(N/aN )

Hi
M(ϕNab)

��

Hi
M(M/bM)

Hi
M(fJ )

// Hi
M(N/bN ).

Ahora no es difícil ver que las correspondencias

M 7−→ F i
Φ (M); (f :M −→N ) 7−→ (F i

Φ (f ) : F
i

Φ (M) −→ F i
Φ (N ))
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de�nen, para cada i ≥ 0, un funtor de la categoría de A-módulos en sí misma.

F i
Φ (−) :ModA −→ModA.

Teorema 16. SiM es un A-módulo re�exivo de dimensión d , entonces F d
Φ (M) es un

módulo Artiniano.

Prueba. Por el Teorema de la Independencia (Proposición 4) podemos asumir que
Ann(M) = 0 y por lo tanto, dim(A) = d . Como Hd

M(−) es un funtor A-lineal exacto a
la derecha, el Teorema de Watts ([16, Theorem 5.45]) implica que

Hd
M(M/aM) �Hd

M(A)⊗AM/aM
�Hd

M(A)⊗A (M ⊗A A/a)
� (Hd

M(A)⊗AM)⊗A A/a
�Hd

M(M)⊗A A/a
�Hd

M(M)/aHd
M(M)

(4.1)

para todo ideal a ∈Φ.

Consideremos ahora el conjunto C =
{
aHd
M(M) : a ∈Φ

}
. Desde que Hd

M(M) es Arti-

niano por el Teorema 9, existe un ideal b ∈Φ tal que bHd
M(M) es un elemento minimal

de C . Luego, para cada ideal c ∈Φ tal que b � c,

cHd
M(M) = bHd

M(M).

En consecuencia,

F d
Φ (M) = lim←−−

a∈Φ
Hd
M(M/aM)

= lim←−−
b�c

Hd
M(M/cM)

= lim←−−
b�c

Hd
M(M)/cHd

M(M)

= lim←−−
b�c

Hd
M(M)/bHd

M(M)

= Hd
M(M)/bHd

M(M)

�Hd
M(M/bM).

(4.2)

Desde queM/bM es re�exivo (Proposición 7), una nueva aplicación del Teorema 9
garantiza que Hd

M(M/bM) es Artiniano y por lo tanto, F d
Φ (M) también es Artiniano.

�

Observación. Dado un sistema completo Φ de ideales de A podemos equipar un A-
módulo M con una topología lineal, denominada topología Φ-ádica, de�nida de la
siguiente manera: un subconjunto U deM es abierto, si para cada x ∈M existe un
ideal a ∈Φ tal que x+aM ⊆M . Obviamente la topología Max estudiada en la sección
2,2 es un caso particular cuando Φ =M. En este camino, el homomor�smo canónico

ϕ :M −→ lim←−−
a∈Φ

M/aM
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es continuo, donde lim←−−
a∈Φ

M/aM está equipado con su topología natural. Es posible de-

mostrar que tal límite proyectivo es el completamiento de Hausdor� deM con respecto
a la topologíaΦ-ádica (ver la referencia [3]). En estos términos, la relación (4.1) implica
que siM es un A-módulo de dimensión d , entonces F d

Φ (M) es el completamiento de

Hausdor� del módulo Hd
M(M).

Proposición 21. Para todo A-módulo M y para cada i ≥ 0, el A-módulo F i
Φ (M) es

Φ-separado, es decir, ⋂

a∈Φ
aF i

Φ (M) = 0.

Prueba. Note que

⋂

a∈Φ
aF i

Φ (M) � lim←−−
a∈Φ

aF i
Φ (M)

� lim←−−
a∈Φ

a lim←−−
b∈Φ

Hi
M(M/bM)

⊆ lim←−−
a∈Φ

lim←−−
b∈Φ

aHi
M(M/bM)

� lim←−−
b∈Φ

lim←−−
a∈Φ

aHi
M(M/bM)

Desde que, para cada b ∈Φ �jo,

lim←−−
a∈Φ

aHi
M(M/bM) � lim←−−

b�a
aHi
M(M/bM)

y como

aHi
M(M/bM) � a lim−−→

c∈Φ
ExtiA(A/c,M/bM)

⊆ lim−−→
c∈Φ

aExtiA(A/c,M/bM)
︸                  ︷︷                  ︸

0

= 0,

siempre que b � a, concluimos que

⋂

a∈Φ
aF i

Φ (M) = 0.

�

Corolario 17. SiM es A-módulo re�exivo de dimensión d , entonces F d
Φ (M) es Haus-

dor� completo con respecto a la topología Φ-ádica.

Prueba. Por el Teorema 4.2, F d
Φ (M) es un A-módulo Artiniano. Ahora el resultado es

consecuencia de [3, Theorem 3.6]. �
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Sea S un subconjunto multiplicativo de A. En [14] los autores introdujeron la co-
localización de un A-móduloM con respecto a S como el S−1A-módulo

S−1M := HomA(S
−1A,M).

Dado un homomo�smo deA-módulos f :M −→N , denote por S−1f el homomor�smo
HomA(S

−1A,f ) : S−1M −→ S−1N . Las correspondencias

M 7−→ S−1M, f 7−→ S−1f

de�nen un funtor de la categoría ModA en la categoría ModS−1A, cuya restricción
a la subcategoría (plena) de los A-módulos Artinianos es un funtor exacto (ver [14,
Proposition 2.4]).

Si p es un ideal primo de A y S = A−p escribiremos pM en lugar de S−1M . El cosoporte
deM es el conjunto

cosuppA(M) :=
{
p ∈ SpecA : pM , 0

}
.

Proposición 22. Sean S un subconjunto multiplicativo de A, Φ un sistema completo de
ideales de A yM un A-módulo. Supongamos que S ∩ a , ∅ para todo a ∈Φ, entonces

S−1F
i

Φ (M) = 0

para todo i ≥ 0.

Prueba. Sea f ∈ S−1F i
Φ (M) = HomA(S

−1A, F i
Φ (M)) y tome r

s ∈ S−1A. Para cada

a ∈Φ, existe t ∈ S∩a. Por lo tanto, f
(
r
s

)
= f

(
tr
ts

)
= tf

(
r
ts

)
∈ aF i

Φ (M). De esa manera,

f
(
r
s

)
∈
⋂

a∈Φ
aF i

Φ (M) para todo r
s ∈ S−1A. Pero, por la Proposición 21,

⋂

a∈Φ
aF i

Φ (M) = 0.

En consecuencia, f = 0. �

Corolario 18. Sean Φ un sistema completo de ideales de A yM un A-módulo. Entonces

cosuppA(F
i

Φ (M)) ⊆Φ

para todo i ≥ 0.

Prueba. Sea p ∈ cosuppA(F i
Φ (M)). Por la Proposición 22, (A− p)∩ a = ∅ para algún

a ∈Φ. Ésto implica que p ⊇ a. Desde que Φ es un sistema completo de ideales de A,
concluimos que p ∈Φ. �

Dado un A-móduloM , en [3] los autores de�nen, para cada i ≥ 0, la i-ésima homología
localM con respecto aM por

HMi (M) := lim←−−
a∈M

TorAi (A/a,M).

y demuestran las siguientes equivalencias El siguiente resultado muestra una relación
entre las nociones de homología local y cohomología formal.
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Proposición 23. SiM es A-módulo re�exivo entonces

HMi (F
j

Φ (M)) =


F

j
Φ (M), si i = 0

0, si i > 0.

Prueba. Por [3, Lemma 3.4], tenemos que

HMi (F
j

Φ (M)) = HMi (lim←−−
a∈Φ

(H
j
M(M/aM)))

� lim←−−
a∈Φ

(HMi (H
j
M(M/aM)).

A�rmamos que, para cada a ∈ Φ y para cada j ≥ 0, el A-módulo H
j
M(M/aM)) es

Φ-separado. En efecto,

⋂

b∈Φ
bH

j
M(M/aM)) � lim←−−

b∈Φ
bH

j
M(M/aM))

� lim←−−
a�b

bH
j
M(M/aM))

︸           ︷︷           ︸
0

= 0.

Pero por el Teorema 9, para cada a ∈Φ y para cada j ≥ 0, el A-módulo H
j
M(M/aM)

es Artiniano, pues A/aM es re�exivo (ver Proposición 7). Luego, por [3, Theorem 3.6]

HMi (H
j
M(M/aM)) =


H
j
M(M/aM), si i = 0

0, si i > 0.

Por lo tanto, aplicando lim←−−
a∈Φ

(−), obtenemos el resultado deseado. �

Lema 18. SeaM un A-módulo, entonces

i) Para todo i ≥ 0, Hi
M(M) tiene estructura natural de ΛM(A)-módulo tal que

ΛM(A)⊗AHi
M(M) �Hi

M(M)

como ΛM(A)-módulos.

ii) Si Φ es un sistema completo de ideales de A, entonces F i
Φ (M) tiene estructura

natural de ΛM(A)-módulo.

Prueba. Sea i un entero no negativo. Sabemos por el Lema 7 que Hi
M(M) es un A-

móduloM-torsión, o equivalentemente, Supp(Hi
M(M)) ⊆ M. Ahora la parte i) es

consecuencia directa de la Proposición 14. Por otro lado, como F i
Φ (M) = lim←−−

a∈Φ
Hi
M(M),

la parte ii) sigue inmediatamente de i). �
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A continuación consideremos el homomor�smo canónico ϕ : A −→ΛM(A).

Teorema 19. SeaM un A-módulo �nitamente generado, entonces existen isomor�smos
de ΛM(A)-módulos

F i
Φ (M) � lim←−−

a∈Φ
Hi
ϕ∗(M)(ΛM(M)/aΛM(M)).

para todo i ≥ 0.

Prueba. Sea N un A-módulo �nitamente generado, entonces por el Lema 18, Hi
M(N )

tiene estructura de ΛM(A)-módulo. Más aún,

Hi
M(N ) �ΛM(A)⊗AHi

M(N )

como ΛM(A)-módulos para cualquier i ≥ 0. Desde que ΛA(A) es un A-módulo plano
gracias a la Proposición 16, la Proposición 5 y el Teorema 7 implican que

Hi
M(N ) �Hi

ϕ∗(M)(ΛM(A)⊗AN ) �Hi
ϕ∗(M)(ΛM(N )) �Hi

ϕ∗(M)(ΛM(N )).

Tomemos ahora N =M/aM con a ∈Φ. En vista que

ΛM(M/aM) �ΛM(M)/aΛM(M),

obtenemos
Hi
M(M/aM) �Hi

ϕ∗(M)(ΛM(M)/aΛM(M)).

Después de aplicar lim←−−
a∈Φ

(−) obtenemos el resultado deseado. �

4.3. Homología formal generalizada

Ahora estudiaremos una noción dual de cohomología formal. Para cada par de ideales
a,b en Φ tales que a � b consideremos la inclusión natural

ιba : (0 :M a) −→ (0 :M b).

Entonces, para cada i ≥ 0,
{
HMi ((0 :M a)); HMi (ιba) : H

M
i ((0 :M a)) −→HMi ((0 :M b)),a � b

}

es un sistema directo de A-módulos. Ésto permite de�nir el A-módulo F Φ
i (M) por

F Φ
i (M) := lim−−→

a∈Φ
HMi ((0 :M a)).

Recordemos que F Φ
i (M) viene equipado con una colección de homomor�smos de

A-módulos ja : H
M
i ((0 :M a) −→ F Φ

i (M) tales que si a � b, el siguiente diagrama es
conmutativo

F Φ
i (M)

HMi ((0 :M a))
HMi (ιba)

//

ja

88

HMi ((0 :M b)).

jb

ff
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Dado un homomor�smo de A-módulos g :M −→ N , para cada ideal a ∈ Φ, existe
un único homomor�smo A-lineal ga : (0 :M a) −→ (0 :N a) que hace el siguiente
diagrama conmutativo

M
g

// N

(0 :M a)
ga

//

ιM

OO

(0 :N a).

ιN

OO

De manera explícita, ga es la restricción de g al submódulo (0 :M a). Ahora considere-
mos los homomor�smos

jNa ◦HMi (ga) : H
M
i ((0 :M a)) −→ F i

Φ (M).

Desde que gb ◦ ιMba = ιNba ◦ ga siempre que a � b, obtenemos

(jNb ◦HMi (gb)) ◦HMi (ιNba) = j
N
b ◦ (HMi (gb) ◦HMi (ιMba))

= jNb ◦ (HMi (ιNba) ◦HMi (ga)

= (jNb ◦ (HMi (ιNba)) ◦HMi (ga)

= jNa ◦HMi (ga).

Luego, por la propiedad universal del límite directo F Φ
i (M) = lim−−→

a∈Φ
HMi (0 :M a), existe

un único homomor�smo de A-módulos

F Φ
i (g) : F Φ

i (M) −→ F Φ
i (N )

tal que F Φ
i (f ) ◦ jMa = jNa ◦HMi (ga) para todo ideal a ∈ Φ. El siguiente diagrama

conmutativo resume las relaciones obtenidas.

F Φ
i (M)

∃! F Φ
i (g)

// F Φ
i (N )

HMi (0 :M a)

jMa

OO

HMi (fa)
//

HMi (ιMab)

��

HMi (0 :N a)

HMi (ιNab)

��

jNa

OO

HMi (0 :M b)
HMi (fJ )

//

jMb

::

HMi (0 :N b).

jNb

dd

Ahora no es difícil ver que las correspondencias

M 7−→ F Φ
i (M); (g :M −→N ) 7−→ (F Φ

i (g) : F i
Φ (M) −→ F Φ

i (N ))

de�nen, para cada i ≥ 0, un funtor de la categoría de A-módulos en sí misma.

F Φ
i (−) :ModA −→ModA.

El siguiente resultado es un acompañante del Teorema 19.
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Proposición 24. Sea M un A-módulo Artiniano, entonces existen isomor�smos de
ΛM(A)-módulos

F Φ
i (M) � lim−−→

a∈Φ
H
ϕ∗(M)
i ((0 :M a)).

para todo i ≥ 0.

Prueba. Dado un A-módulo Artiniano N , la Proposición 14 garantiza que N tiene
estructura de ΛM(A)-módulo, pues SuppN ⊆MaxA. Como consecuencia de [3, Pro-
position 2.6], existe un isomor�smo de ΛM(A)-módulos

HMi (N ) �H
ϕ∗(M)
i (N ).

Ahora tome N = (0 :M a) con a ∈Φ. Después de aplicar el funtor lim−−→
a∈Φ

(−) obtenemos,

para cada i ≥ 0, un isomor�smo de ΛM(A)-módulos

F Φ
i (M) = lim−−→

a∈Φ
HMi ((0 :M a))

� lim−−→
a∈Φ

H
ϕ∗(M)
i ((0 :M a)),

lo que demuestra el resultado. �

Para �nalizar este capítulo probaremos que los funtores F i
Φ (−) y F Φ

i (−) son duales
en el siguiente sentido.

Teorema 20. Sea Φ un sistema completo de ideales de A yM un A-módulo, entonces

(i) F Φ
i (DM) �DF i

Φ (M),

(ii) F i
Φ (DM) �DF Φ

i (M)

para todo i ≥ 0.

Prueba. Por la adjunción Tor-Hom

D(M/aM) �D(A/a⊗AM)

�HomA(A/a,DM)

� (0 :DM A)

para todo a ∈Φ. Luego, gracias a [3, Theorem 2.5], obtenemos los siguientes isomor-
�smos de A-módulos

F Φ
i (DM) = lim−−→

a∈Φ
HMi ((0 :DM a))

� lim−−→
a∈Φ

HMi (D(M/aM))

� lim−−→
a∈Φ

DHi
M(M/aM)

�D(lim←−−
a∈Φ

Hi
M(M/aM))

=D(F i
Φ (M)).
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Ésto demuestra (i). Para demostrar (ii), recordemos que para todo A-módulo N y para
todo A-módulo inyectivo I ,

N ⊗AHomA(M,I ) �HomA(HomA(N,M), I ).

En particular para N = A/a con a ∈Φ e I = E el cogenerador inyectivo de A, obtene-
mos

DM/aDM � A/a⊗AD(M)

�D(A/a,M)

�D((0 :M a)).

Por lo tanto, aplicando nuevamente [3, Theorem 2.5], obtenemos los siguientes iso-
mor�smos de A-módulos

F i
Φ (DM) = lim←−−

a∈Φ
Hi
M((DM/aDM)))

� lim←−−
a∈Φ

Hi
M(D((0 :M a)))

� lim←−−
a∈Φ

DHMi ((0 :M a))

�D(lim−−→
a∈Φ

HMi ((0 :M a))

=D(F Φ
i (M)).

�

Corolario 21. Si M es un A-módulo Matlis re�exivo, entonces F i
Φ (M) y F Φ

i (M)
también son módulos re�exivos para todo i ≥ 0.

Prueba. Aplicando el Teorema 20 obtenemos

DDF i
Φ (M) �DF Φ

i (DM)

� F i
Φ (DDM)

� F i
Φ (M).

Esto prueba que F i
Φ (M) es re�exivo. La re�exividad de F Φ

i (M) se demuestra de
manera análoga. �

Corolario 22. SiM es un A-módulo re�exivo de dimensión d , entonces F Φ
d (DM) es

un A-módulo �nitamente generado.

Prueba. Por el Teorema 4.2F d
Φ (M) es unA-móduloArtiniano. Por lo tanto,D(F d

Φ (M))

es �nitamente generado. Por la parte (i) del Teorema 20 concluimos que F Φ
d (DM) es

un A-módulo �nitamente generado. �

Corolario 23. Supongamos que A es un anillo completo con respecto a la topología
J -ádica, donde J es el radical de Jacobson de A. Si M es un A-módulo re�exivo de
dimensión d , entonces F Φ

d (DM) es Φ-torsión.
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Prueba. Por el Corolario 17F d
Φ (M) es Hausdor� completo con respecto a la topología

Φ-ádica. Entonces, por [3, Proposition 1.11, (ii)] D(F d
Φ (M)) es Φ-torsión. Ahora el

resultado es consecuencia de la parte (i) del Teorema 20. �

Corolario 24. SiM es un A-módulo Matlis re�exivo, entonces

ΛM(F i
Φ (DM)) �DΓM(F Φ

j (M))

para todo j ≥ 0.

Prueba. Por la Proposición 23 y la dualidad entre cohomología local y homología local
(ver [3, Theorem 2.5]) tenemos los siguientes isomor�smos de A-módulos

ΛM(F
j

Φ (DM)) �ΛM(DF Φ
j (DM)))

�DΓM(F Φ
j (M)).

�

Corolario 25. Si S es un subconjunto multiplicativo de A yM un A-módulo, entonces

D(S−1F Φ
i (M)) � S−1F

i
Φ (DM).

Prueba. Por la adjunción Hom-Tensor y el Teorema 20 tenemos los siguientes isomor-
�smos de A-módulos

D(S−1F Φ
i (M)) = HomA(S

−1F Φ
i (M),E)

�HomA(S
−1A⊗AF Φ

i (M),E)

�HomA(S
−1A,HomA(F

Φ
i (M),E))

�HomA(S
−1A,D(F Φ

i (M)))

= S−1D(F i
Φ )(M)

� S−1F
i

Φ (DM).

Ésto demuestra el resultado. �

Corolario 26. SeaM un A-módulo, entonces F Φ
i (M) es Φ-torsión para todo i ≥ 0.

Prueba. Tenemos que demostrar que SuppF Φ
i (M) ⊆Φ. Tome p < Cossup(F i

Φ (DM)),

entonces por el Corolário 25D((F Φ
i (M))p) = 0. Ésto implica que (F Φ

i (M))p = 0 pues

E es un cogenerador inyectivo de A. Por lo tanto, p < SuppF Φ
i (M). De esa forma,

SuppF Φ
i (M) ⊆ Cossup(F i

Φ (DM)). Ahora el resultado sigue del Corolario 18. �
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CAPÍTULO 5
Cohomología local derivada

En este Capítulo generalizamos el estudio de la cohomología local de módulos para
complejos de módulos. En la Sección 5.1 describimos con precisión la construcción del
funtor funtor derivado a la derecha RΓΦ(−) :D(A) −→D(A), donde Φ es un sistema
completo de ideales de un anillo conmutativo Noetheriano A y D(A) es la categoría
derivada de la categoríaModA, lo que nos permite de�nir, para cada entero i , el i-ésimo
funtor de cohomología local derivado con respecto a Φ. En la sección 5.2 introducimos
los funtores derivados RΓa,ϕ(−), LΛa,ϕ :D(A) −→D(A), y usamos los resultados del
Capítulo 3 para demostrar algunos isomor�smos naturales ( Ver el Teorema 27 y el
Teorema 29). Finalmente, en la sección 5.3 demostramos nuestro resultado principal,
una versión generalizada del celebrado Teorema de dualidad de Greenlees-May que
muestra una adjunción entre los funtores RΓa,ϕ(−) y LΛa,ϕ(−), cuando el anillo A es
perfecto (ver el Teorema 31).

5.1. Cohomología local derivada

Sea Φ un sistema completo de ideales de A. Para un complejo de A-módulos C•

de�namos el complejo ΓΦ(C
•) por

ΓΦ(C
•)n := ΓΦ(C

n)

con diferencial

δnΓΦ(C•) := ΓΦ(δ
n
C•) = δ

n
C• : ΓΦ(C

n) −→ ΓΦ(C
n+1).

Para un mor�smo de A-complejos f = {f n : Cn −→Dn}n∈Z entre C• y D• de�nimos
el mor�smo de A-complejos ΓΦ(f ) : ΓΦ(C

•) −→ ΓΦ(D
•) por

ΓΦ(f ) := {ΓΦ(f n) = f n : ΓΦ(Cn) −→ ΓΦ(D
n)}n∈Z

Las correspondencias C• 7−→ ΓΦ(C
•) y [f ] 7−→ [ΓΦ(f )] (donde [ ] indica la clase

módulo homotopía) de�nen un funtor

ΓΦ(−) :K(A) −→K(A).

A�rmamos que ΓΦ(−) es un funtor triangulado. En efecto, desde que ΓΦ(M ⊕N ) �
ΓΦ(M)⊕ ΓΦ(N ) para todo par de A-módulos,el funtor ΓΦ(−) es aditivo. Además,

(ΓΦ(C
•)[1]n = (ΓΦ(C

•)n+1 = ΓΦ(C
n+1) = ΓΦ(C

•[1]n)
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para todo A-complejo C• y para todo n ∈ Z. Esto implica que ΓΦ(−) conmuta con el
funtor 1-traslación. Por otro lado, si

C• α // D• // C(α)• // C•[1]

es un triángulo distinguido en K(A), un cálculo directo muestra que ΓΦ(C(α)
•) =

C(ΓΦ(α))
• y como ΓΦ(C[1]

•) = ΓΦ(C
•)[1], después de aplicar el funtor ΓΦ(−) al trián-

gulo distiguido de arriba, obtenemos el triángulo distinguido en K(A)

ΓΦ(C
•)

ΓΦ(α)
// ΓΦ(D

•) // C(ΓΦ(α))
• // ΓΦ(C

•)[1] .

Esto prueba la a�rmación. Luego, la composición de los funtores

K(A) ΓΦ(−)
// K(A) Q

// D(A)

también es un funtor triangulado. En consecuencia, existe el funtor derivado a la
derecha de Q ◦ ΓΦ(−) (ver el Corolario 33). Denotaremos tal funtor por RΓΦ(−).

De�nición 5.1. El funtor

RΓΦ(−) :D(A) −→D(A)

es llamado funtor Φ-torsión derivado.

A continuación vamos a describir, de manera detallada, la construcción del funtor
Φ-torsión derivado. Dado un complejo de A-módulos C• de�na

RΓΦ(C
•) := ΓΦ(IC•),

donde ι : C• ∼ // IC• es una resolución semi-inyectiva de C•. Tal de�nición es inde-

pendiente de la elección de la resolución semi-inyectiva. En efecto, sea λ : C• ∼ // EC•
otra resolución semi-inyectiva de C•, entonces por la parte ii) de la Proposición 33,

existe un único K(A)-isomor�smo γ : IC•
� // EC• tal que el siguiente diagrama en

K(A) es conmutativo.

C• ι
∼ //

idC•

��

IC•

∃! γ�

��

C• λ
∼ // EC• .

En particular,

ΓΦ(IC•) � ΓΦ(EC•).

Ahora sea α =
ϕ

ψ
: C• // D• un mor�smo en D(A), donde C• X

ψ
∼oo

ϕ
// D• .

Entonces por la Proposición 32 existen un único mor�smo γ : IX• // ID• y un
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único casi-isomor�smo (y por lo tanto un K(A)-isomor�smo) σ : IX•
� // IC• en

K(A) tal que el siguiente diagrama en K(A) es conmutativo

C•

ιC ∼
��

X•∼
ψ

oo
ϕ

//

ιX ∼
��

D•

ιD ∼
��

IC• IX•
γ

//σ
�

oo ID• .

De�na

RF(α) :=
ΓΦ(γ)

ΓΦ(σ)
: ΓΦ(C

•) −→ ΓΦ(D
•).

Veamos que este mor�smo está bien de�nido. En efecto, si α =
ϕ1

ψ1
es otra represen-

tación de α con C• X1
ψ1

∼oo
ϕ1

// D• , entonces existe un diagrama conmutativo en

K(A)
X•

ψ

∼

~~

ϕ

!!

C• X•2
ϕ2

//
ψ2

∼oo

θ∼

OO

∼ β

��

D•

X•1 .

ϕ1

>>

ψ1

∼

``

Nuevamente por la Proposición 32, existen un único mor�smo γ1 : IX•1
// ID• y

un único casi-isomor�smo (y por lo tanto un K(A)-isomor�smo) σ1 : IX•1
� // IC•

en K(A) tal que el siguiente diagrama en K(A) es conmutativo

C•

ιC ∼
��

X•1∼
ψ1

oo
ϕ1

//

ιX1 ∼
��

D•

ιD ∼
��

IC• IX•1
γ1

//
σ1
�

oo ID• .

De lamismamanera, por la Proposición 32, existen un únicomor�smo γ2 : IX•2
// ID•

y un único casi-isomor�smo (y por lo tanto un K(A)-isomor�smo) σ2 : IX•2
� // IC•

en K(A) tal que el siguiente diagrama en K(A) es conmutativo

C•

ιC ∼
��

X•2∼
ψ2

oo
ϕ1

//

ιX2 ∼
��

D•

ιD ∼
��

IC• IX•2
γ2

//
σ2
�

oo ID• .

Una vez más,por la Proposición 32, existen un único casi-isomor�smo (y por lo tanto
un K(A)-isomor�smo) ξ : IX•2

// IX• y un único casi-isomor�smo (y por lo tanto
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un K(A)-isomor�smo) ζ : IX•2
� // IX•1 en K(A) tal que el siguiente diagrama en

K(A) es conmutativo

X•

ιX ∼
��

X•2∼
θoo

β
∼ //

ιX2 ∼
��

X•1
ιX1 ∼

��

IX• IX•2
ξ

�

//
ζ

�

oo IX•1 .

Tales diagramas inducen el siguiente diagrama conmutativo en K(A)

IX•

σ
�

~~

γ

!!

IC• X•2
γ2◦ιX2 //

σ2◦ιX2
∼oo

ζ◦ιX2∼

OO

∼ ξ◦ιX2

��

ID•

IX•1 .

γ1

>>

σ1
�

``

Después de aplicar el funtor ΓΦ(−) al diagrama, obtenemos que

ΓΦ(γ)

ΓΦ(σ)
=
ΓΦ(γ1)

ΓΦ(σ1)
.

No es difícil ver queRΓΦ(−) preservamor�smos identidad y composición demor�smos.
Por lo tanto,

RΓΦ(−) :D(A) −→D(A)
es un funtor. Más aún, se trata de un funtor triangulado. En efecto, sea

C•
α/1

// D•
f /1

// C(α)•
g/1

// C•[1]

un triángulo distinguido en D(A), donde

C• α // D•
f

// C(α)•
g

// C•[1]

es un triángulo distinguido enK(A). Escogemos ιC : C• ∼ // IC• y ιD :D• ∼ // ID•
dos resoluciones semi-inyectivas, entonces por la Proposición 32 existe un únicoK(A)-
mor�smo α̃ : IC• // ID• tal que α̃◦ιC = ιD◦α. De�nimos el mor�smo de complejos

ι : C(α)• // C(α̃)• por ιn = (ιn+1C , ιnD). Desde que ιC y ιD son casi-isomor�smos
(inyectivos), ι también es un casi-isomor�smo (inyectivo). Ahora consideremos un
mor�smo ε : X• // C(α̃)• y un casi-isomor�smo inyectivo ζ : X• ∼ // Y • . Co-
mo IC•[1] es un complejo semi-inyectivo, la Proposición 31 garantiza la existen-
cia de un mor�smo de complejos γ : Y • // IC•[1] tal que γ ◦ ζ = π1 ◦ ε, donde
π1 : C(α̃)

• // IC•[1] es la proyección natural. Del mismo modo, por la Proposición

31 existe un mor�smo de complejos θ : Y • // ID• tal que θ ◦ ζ = π2 ◦ ε, donde
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π2 : C(α̃)
• // ID• es la proyección natural, pues ID• es un complejo semi-inyectivo.

De�nimos el mor�smo ϕ : Y • // C(α̃•) por

ϕn(y) = (γn(y),θn(y)).

Entonces, ϕ ◦ ζ = ε. Por la Proposición 31 concluimos que C(α̃•) es un complejo

semi-inyectivo y por lo tanto, ι : C(α)• ∼ // C(α̃)• es una resolución semi-inyectiva

de C(α)•. Luego, podemos escoger IC(α)• = C(α̃)•. De esa manera,

IC•
α̃ // ID•

f̃
// IC(α)•

g̃
// IC•[1]

es un triángulo distinguido en K(A). Por lo tanto,

ΓΦ(IC•)
α̃ // ΓΦ(ID•)

f̃
// ΓΦ(IC(α)•)

g̃
// ΓΦ(IC•[1])

es un triángulo distinguido enD(A). Esto prueba que RΓΦ(−) es un funtor triangulado.

A continuación, para cada C• ∈ K(A), consideremos el mor�smo de complejos

ηC :Q ◦ ΓΦ(C•) = ΓΦ(C
•) −→ RΓΦ(−) ◦Q(C•) = ΓΦ(IC•)

dado por ηC = ΓΦ(
ιC
idC

), donde ιC : C• ∼ // C• es una resolución semi-inyectiva.

Si f : C• // D• es un mor�smo de complejos, existe (por la Proposición 31) un

K(A)-mor�smo f̃ : IC• // ID• tal que el siguiente K(A)-diagrama es conmutativo

C•
f

//

ιC
��

D•

ιD
��

IC•
f̃

// ID• .

Este último diagrama induce el siguiente diagrama conmutativo en D(A):

ΓΦ(C
•)

ηC
//

ΓΦ(f )
��

ΓΦ(IC•)

ΓΦ(f̃ )
��

ΓΦ(D
•)

ηD
// ΓΦ(ID•).

En consecuencia, η =
{
ηC

}
C•∈K(A) : Q ◦ ΓΦ −→ RΓΦ(−) ◦Q es una transformación

natural. Finalmente, a�rmamos que el par (R(ΓΦ)(−),η) satisface la propiedad universal
que caracteriza al funtor derivado a la derecha de Q ◦ΓΦ . En efecto, sean G :D(A) −→
D(A) un funtor triangulado y ζ : Q ◦ ΓΦ(−) −→ G ◦ Q un mor�smo de funtores
triangulados. Para cada C• ∈ K(A), consideremos el mor�smo de complejos

θC : RΓΦ(C
•) = ΓΦ(IC•) −→ G(C•)

dado por θC := ζC ◦ (ΓΦ(ιC /1))−1, donde ιC : C• ∼ // IC• es una resolución semi-
inyectiva de C•. Esto de�ne, por construcción, un único mor�smo de funtores trian-
gulados θ : RΓΦ −→ G tal que ζ = θ ◦ η .
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Ahora consideremos, para cada i ∈ Z, el i-ésimo funtor de cohomología

Hi(−) :K(A) // ModA .

Por de�nición, Hi(−) transforma casi isomor�smos en isomor�smos. La propiedad
universal de la categoría derivada D(A) garantiza la existencia de un único funtor

H̃i(−) :D(A) −→ModA

tal que el siguiente diagrama es conmutativo

K(A)

Hi (−)
��

Q
// D(A)

H̃i (−)
{{

ModA.

Denotemos por Hi
Φ(−) la composición de los funtores

D(A) RΓΦ(−)
// D(A) H̃i (−)

// ModA .

De�nición 5.2. Para cada i ∈ Z, el funtorHi
Φ(−) :D(A) −→ModA es llamado i-ésimo

funtor de cohomología local derivado con respecto a Φ.

De manera explícita, para cada C• ∈ D(A),

Hi
Φ(C

•) = Hi(ΓΦ(IC•)),

donde C• −→ IC• es una resolución semi-inyectiva de C•. Y para todo mor�smo
ϕ

ψ
∈HomD(A)(C

•,D•),

Hi
Φ(
ϕ

ψ
) = H̃i

(
ΓΦ(γ)

ΓΦ(σ)

)
= Hi(ΓΦ(γ)) ◦ (Hi(ΓΦ(σ)))

−1,

donde

C•

ιC ∼
��

X•
ψ
∼oo

ϕ
//

ιX ∼
��

D•

ιD ∼
��

IC• IX•
σ
∼oo

γ
// ID•

,

es un diagrama conmutativo tal que las columnas son resoluciones semi-inyectivas
(ver Proposición 32).

Para concluir esta sección, note lo siguiente: Desde que el funtor natural

ModA −→D(A)

que asocia a cada A-móduloM el complejo concentrado en grado cero

· · · // 0 //M // 0 // · · ·
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y cada homomor�smo de A-módulos f : A −→N el mor�smo de complejos

· · · // 0 //

��

M //

f
��

0 //

��

· · ·

· · · // 0 // N // 0 // · · ·

es plenamente �el, podemos identi�car ModA como una subcategoría plena de D(A).
Por lo tanto, las nociones de cohomología local para módulos estudiadas en el capítulo
1, pueden ser estudiadas con mayor generalidad, en el contexto de las categorías
derivadas.

5.2. Algunos Isomor�smos

En esta sección, Com(A) denotará la categoría de complejos de A-módulos, ϕ un
conjunto no vacío de ideales de A, ā = a1, ..., an una sucesión �nita de elementos de A
y a = 〈a1, ..., an〉 el ideal generado por tales elementos.

De�nición 5.3. Sea F : Com(A) −→ Com(A) un funtor.

(i) Decimos que F sale a la izquierda si para todo n ∈ Z, existe m ∈ Z tal que para
todoX• ∈ Com(A) conHi(X•) = 0 para todo i > m, tenemos queHi(F(X•)) = 0
para todo i > n.

(ii) Decimos que F sale a la derecha si para todo n ∈ Z, existe m ∈ Z tal que para
todoX• ∈ Com(A) conHi(X•) = 0 para todo i < m, tenemos queHi(F(X•)) = 0
para todo i < n.

(iii) Decimos que F es un funtor de salida si F sale a la izquierda y sale a la derecha.

El siguiente lema facilitará la demostración de nuestros próximos resultados.

Lema 19. Sean F,G : Com(A) −→ Com(A) dos funtores aditivos que conmutan con
traslaciones y preservan exactitud de sucesiones exactas cortas de A-complejos que se
escinden en cada grado. Dada una transformación natural T : F −→ G, las siguientes
a�rmaciones son verdaderas:

(i) Si X es un complejo limitado de A-módulos tal que TX i : F(X
i) −→ G(X i) es

un casi-isomor�smo para todo i ∈ Z, entonces TX• : F(X•) −→ G(X•) es un
casi-isomor�smo.

(ii) Si F yG salen a la derecha yX es un complejo deA-módulos limitado a la izquierda
tal que TX i : F(X

i) −→ G(X i) es un casi-isomor�smo para todo i ∈ Z, entonces
TX• : F(X

•) −→ G(X•) es un casi-isomor�smo.

(iii) Si F y G salen a la izquierda y X es un complejo de A-módulos limitado a la
derecha tal que TX i : F(X

i) −→ G(X i) es un casi-isomor�smo para todo i ∈ Z,
entonces TX• : F(X

•) −→ G(X•) es un casi-isomor�smo.
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(iv) Si F y G son funtores de salida y X• es un complejo de A-módulos de manera
que TX i : F(X

i) −→ G(X i) es un casi-isomor�smo para todo i ∈ Z, entonces
TX• : F(X

•) −→ G(X•) es un casi-isomor�smo.

Prueba. (i) Sin pérdida de generalidad podemos suponer que

X• : 0 // X0
δ0X // X1 // · · · // Xn−1

δn−1X // Xn // 0.

Sea

Y • : 0 // X0
δ0X // X1 // · · · // Xn−2

δn−2X // Xn−1 // 0,

el complejo que resulta de “retirar” el términoXn del complejoX•. Consideremos
la sucesión exacta de complejos que se escinde en cada grado

0 // Xn[n] // X• // Y • // 0 .

Después de aplicar los funtores F y G obtenemos el siguiente diagrama conmu-
tativo de A-complejos con �las exactas

0 // F(Xn)[n]

TXn[n]
��

// F(X•)

TX•
��

// F(Y •)

TY•
��

// 0

0 // G(Xn)[n] // G(X•) // G(Y •) // 0

Por hipótesis, TXn[n] es un casi-isomor�smo. Luego, para probar que TX• es un
casi-isomor�smo, es su�ciente probar que TY • es un casi-isomor�smo. Desde
que Y • es un complejo limitado podemos proceder como en la etapa anterior
hasta llegar a un nivel que necesitamos, TX0 , que es un casi-isomor�smo por la
hipótesis.

(ii) Sin pérdida de generalidad podemos suponer que

X• : 0 // X0
δ0X // X1 // · · · .

Dado un entero i ∈ Z deseamos probar que Hi(TX•) : H
i(F(X•)) −→Hi(G(X•))

es un isomor�smo. Desde que F y G salen a la derecha, podemos escoger j
correspondiente a i +1. Consideremos los complejos

Y • : 0 // X0
δ0X // X1 // · · · // Xj−1

δ
j−1
X // Xj // 0

y

Z• : · · · // Xj+1
δ
j+1
X // Xj+2 // 0 .

Entonces existe una sucesión exacta de complejos que se escinde en cada grado

0 // Y • // X• // Z• // 0 .
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Aplicando los funtores F y G obtenemos el siguiente diagrama conmutativo de
A-complejos con �las exactas

0 // F(Y •)

TY•
��

// F(X•)

TX•
��

// F(Z•)

TZ•
��

// 0

0 // G(Y •) // G(X•) // G(Z•) // 0.

El diagrama anterior induce el siguiente diagrama conmutativo de A-módulos
con �las exactas

0 = Hi−1(F(Z•)) // Hi(F(Y •))

Hi (TY• )
��

// Hi(F(X•)

Hi (TX• )
��

// Hi(F(Z•) = 0

0 = Hi−1(G(Z•)) // Hi(G(Y •)) // Hi(G(X•) // Hi(G(Z•) = 0.

Desde que Y • es limitado, sigue de la parte (i) que Hi(TY •) es un isomor�smo y,
en consecuencia, Hi(TX•) también es un isomor�smo.

(iii) Sin pérdida de generalidad podemos suponer que

X• : · · · // Xn−1
δn−1X // Xn // 0.

Dado un entero i ∈ Z deseamos probar que Hi(TX•) : H
i(F(X•)) −→Hi(G(X•))

es un isomor�smo. Desde que F y G salen a la izquierda, podemos escoger j
correspondiente a i − 2. Consideremos los complejos

Y • : 0 // Xj
δ
j
X // Xj+1 // · · · // Xn−1

δn−1X // Xn // 0

y

Z• : · · · // Xj−2
δ
j−2
X // Xj−1 // 0 .

Entonces existe una sucesión exacta de complejos que se escinde en cada grado

0 // Y • // X• // Z• // 0 .

Aplicando los funtores F y G obtenemos el siguiente diagrama conmutativo de
A-complejos con �las exactas

0 // F(Y •)

TY•
��

// F(X•)

TX•
��

// F(Z•)

TZ•
��

// 0

0 // G(Y •) // G(X•) // G(Z•) // 0.

El diagrama anterior induce el siguiente diagrama conmutativo de A-módulos
con �las exactas

0 = Hi−1(F(Z•)) // Hi(F(Y •))

Hi (TY• )
��

// Hi(F(X•))

Hi (TX• )
��

// Hi(F(Z•)) = 0

0 = Hi−1(G(Z•)) // Hi(G(Y •)) // Hi(G(X•)) // Hi(G(Z•)) = 0.

Desde que Y • es limitado, sigue de la parte (i) que Hi(TY •) es un isomor�smo y,
en consecuencia, Hi(TX•) también es un isomor�smo.
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(iv) Dado un complejo de A-módulos

X• : · · · // X−1
δ−1X // X0

δ0X // X1 // · · ·

consideremos los complejos

Y • : 0 // X0
δ0X // X1 // · · ·

y

Z• : · · · // X−2
δ−2X // X−1 // 0.

Entonces existe una sucesión exacta de complejos que se escinde en cada grado

0 // Y • // X• // Z• // 0 .

Aplicando los funtores F y G obtenemos el siguiente diagrama conmutativo de
A-complejos con �las exactas

0 // F(Y •)

TY•
��

// F(X•)

TX•
��

// F(Z•)

TZ•
��

// 0

0 // G(Y •) // G(X•) // G(Z•) // 0.

Desde que Y • es limitada a la izquierda, TY es un casi-isomor�smo por la parte
(i). Como Z• es limitada a la derecha, TZ es un casi-isomor�smo por la parte (ii).
Por lo tanto, TX es un casi-isomor�smo.

�

Teorema 27. Sea X• ∈ D(A). Entonces existen isomor�smos naturales en D(A),

RΓa,ϕ(X
•) � C•ā,ϕ ⊗LA X•.

Prueba. Sea X• � // E• una resolución semi-inyectiva de X•. Entonces

RΓa,ϕ(X
•) � Γa,ϕ(E

•)

y
C•ā,ϕ ⊗LA X• � C•ā,ϕ ⊗LA E• � C•ā,ϕ ⊗A E•,

pues C•ā,ϕ es un complejo semi-plano. Por lo tanto, para demostrar el resultado, es

su�ciente establecer un casi-isomor�smo Γa,ϕ(E
•) � // C•ā,ϕ ⊗A E• .

Consideremos un complejo de A-módulos Y •. Para cada i ∈ Z sea

T iY : Γa,ϕ(Y
•)i = Γa,ϕ(Y

i) −→ (C•ā,ϕ ⊗A Y i) = (C•ā,ϕ ⊗A Y •)i

la composición de los homomor�smos de A-módulos

Γa,ϕ(Y
i)

� // H0
a,ϕ(Y

i)
� // H0(C•ā,ϕ ⊗A Ei) // (C•ā,ϕ ⊗A Y •)i ,
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donde el segundo isomor�smo (natural) sigue del Teorema 10 y el último homomor�s-
mo es la composición de los homomor�smos de A-módulos

H0(C•ā,ϕ ⊗A Y i) = Ker(∂0 ⊗A Y i) // C•ā,ϕ ⊗A Y i //

⊕

s+t=i

(C•ā,ϕ)s ⊗A Y t = (C•ā,ϕ)⊗A Y •)i .

Es claro que
TY = (T iY )i∈Z : Γa,ϕ(Y

•) −→ C•ā,ϕ ⊗A Y •

es un mor�smo natural de A-complejos.

Por otro lado, desde que cada Ei es inyectivo, Hj(C•ā,ϕ)⊗A Ei) � H
j
a,ϕ(E

i) = 0 para

todo j ≥ 1. Por lo tanto, T i
E : Γa,ϕ(E

i) −→ (C•ā,ϕ)⊗A Y•)i es un casi-isomor�smo.

0 // Γa,ϕ(E
i) //

T iE
��

0

��

// · · · // 0 //

��

0

0 // (C•ā,ϕ)
0 ⊗A Ei // (C•ā,ϕ)

1 ⊗A Ei // · · · // (C•ā,ϕ)
n ⊗A Ei // 0.

Como Γa(−) : Com(A) −→ Com(A) y C•ā,ϕ ⊗A (−) : Com(A) −→ Com(A) son funtores
aditivos de salida que conmutan con traslaciones y preservan exactitud de sucesiones
exactas cortas de A-complejos que se escinden en cada grado , concluimos por la parte
(iv) del Lema 19 que TE : Γa,ϕ(E

•) −→ C•ā,ϕ ⊗A E• es un casi-isomor�smo. �

Corolario 28. Sean X•,Y • ∈ D(A). Entonces existen isomor�smos naturales

(i) RΓa,ϕ(X
•) � RΓa,ϕ(A)⊗LA X•.

(ii) X• ⊗LA RΓa,ϕ(Y •) � RΓa,ϕ(X
• ⊗Y •) � RΓa,ϕ(X

•)⊗LA Y •.

Prueba. (i) Aplicando el Teorema 27 y la propiedad asociativa del funtor derivado
tensor (ver Proposición 39), existen isomor�smos naturales

RΓa,ϕ(A)⊗LA X• � (C•a,ϕ ⊗LA A)⊗LA X•

� C•a,ϕ ⊗LA (A⊗LA X•)
� C•a,ϕ ⊗LA X•

� RΓa,ϕ(X
•).

(ii) Gracias al Teorema 27 existen isomor�smos naturales

X• ⊗LA RΓa,ϕ(Y •) � X• ⊗LA (C•a,ϕ ⊗LA Y •),

RΓa,ϕ(X
• ⊗LA Y •) � C•a,ϕ ⊗LA (X ⊗LA Y •)

y
RΓa,ϕ(X

•)⊗LA Y � (C•a,ϕ ⊗LA X)⊗LA Y •.
Pero, por las propiedades asociativas y conmutativa del tensor derivado, los tres
complejos de la derecha son naturalmente isomorfos (ver Proposición 39).

�

68



Dado un elemento s ∈ A consideremos el siguiente diagrama conmutativo

0 // A[X]⊕A
g0s

��

fs
// A[X]

g1s
��

// 0

0 // A
ιs // As // 0,

donde fs(p(X), b) = (sX − 1)p(X) + b, g0s (p(X), b) = b es la segunda proyección, ιs es
el homomor�smo de localización y g1s (p(X)) = p(

1
s ). Denotemos por L•s el complejo

de A-módulos de�nido por la �la superior del diagrama anterior, concentrado en los
grados 0 y 1. Notemos que la �la inferior es precisamente el complejo de Čech C•s .

Además los homomor�smos g0s y g1s de�nen un casi-isomor�smo gs : L
•
s
� // C•s .

Dado un elemento a ∈ A, el conjunto multiplicativo Sa,ϕ junto con el orden parcial
6 de�nido por s 6 t si existe r ∈ A tal que t = rs, es un conjunto dirigido. Para
cada par de elementos s, t ∈ Sa,ϕ tal que s 6 t consideremos los homomor�smos
de A-módulos ψts : A[X] ⊕ A −→ A[X] ⊕ A y σts : A[X] −→ A[X] de�nidos por
ψ0
ts(p(X), b) = p(rX) + b y ψ

1
ts(p(X)) = p(rX), respectivamente. Entonces el siguiente

diagrama

0 // A[X]⊕A
ψ0
ts
��

fs
// A[X]

ψ1
ts
��

// 0

0 // A[X]⊕A ft
// A[X] // 0

es conmutativo. Esto de�ne un mor�smo de complejos de A-módulos ψts : L
•
s −→ L•t .

No es di�cil ver que
{L•s ,ψts : L•s −→ L•t , si s 6 t}s∈Sa,ϕ

es un sistema directo de complejos de A-módulos. Sea

L•a,ϕ := lim−−→
s∈Sa,ϕ

L•s ∈ Com(A).

De manera análoga, para cada par s, t ∈ Sa,ϕ tal que s 6 t, el siguiente diagrama

0 // A

σ0
ts
��

ιs // As

σ1
ts
��

// 0

0 // A
ιt // At // 0

es conmutativo, donde σ0
ts(b) = b y σ

1
ts(

b
s ) =

rb
t . Esto de�ne un mor�smo de complejos

de A-módulos
σts : C

•
s −→ C•t .

No es difícil ver que

{C•s ,ψts : C•s −→ C•t , si s 6 t}s∈Sa,ϕ
es un sistema directo de complejos de A-módulos. Desde que lim−−→

s∈Sa,ϕ
A � A (pues

σ0
ts = idA para todo s 6 t) y lim−−→

s∈Sa,ϕ
As � Aa,ϕ , obtenemos

lim−−→
s∈Sa,ϕ

C•s � C
•
a,ϕ .
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Ahora es claro que los casi-isomor�smos gs : L
•
s
∼ // C•s inducen un casi-isomor�smo

de complejos de A-módulos

g : L•a,ϕ
∼ // C•a,ϕ .

Recordemos que un anillo A es perfecto si todo A-módulo plano es proyectivo. Tales
anillos fueron introducidos por Hymann Bass en [4] donde demostró, entre otros
resultados, que un anillo A es perfecto, si y solo si, límites directos �ltrados de A-
módulos proyectivos son proyectivos. Por lo tanto, si asumimos que A es perfecto,

L•a,ϕ
∼ // C•a,ϕ

es una resolución semi-proyectiva de C•a,ϕ .

De�nimos ahora el complejo de A-módulos

L•ā,ϕ := L•a1,ϕ ⊗A · · · ⊗A L
•
an,ϕ

,

donde ā = a1, ..., an es una sucesión �nita de elemntos de A. Entonces L•ā,ϕ
∼ // C•ā,ϕ

es una resolución semi-proyectiva de C•ā,ϕ .

A continuación, denotemos por Df<(A) la subcategoría plena de D(A) cuyos objetos
son los complejos de A-módulos X• tales que Hi(X

•) es un A-módulo �nitamente
generado para todo i ∈ Z y, existe un entero k de manera que Hi(X

•) = 0 para todo
i > k.

Teorema 29. Supongamos queA es un anillo perfecto. SeaX• ∈ Df<(A), entonces existen
isomor�smos naturales en Df<(A),

LΛa,ϕ(X•) � RHomA(C
•
ā,ϕ ,X

•).

Prueba. Sea F• � // X• una resolución semi-libre de X• tal que Fi es �nitamente
generado para todo i ∈ Z. Entonces

LΛa,ϕ(X•) �Λa,ϕ(F•)

y
RHomA(C

•
ā,ϕ ,X

•) �HomA(L
•
ā,ϕ ,X) �HomA(L

•
ā,ϕ ,F

•).

Luego, para demostrar el Teorema es su�ciente establecer un casi-isomor�smo natural

HomA(L
•
ā,ϕ ,F

•) � // Λa,ϕ(F•) .

Consideremos un objeto Y • ∈ Df<(A). Para cada i ∈ Z sea

ζYi : HomA(L
•
ā,ϕ ,Y

•)i = HomA(L
•
ā,ϕ ,Yi) −→Λa,ϕ(Yi) =Λa,ϕ(Y •)i

la composición de los homomor�smos de A-módulos

HomA(L
•
ā,ϕ ,Yi) =

∏

s∈Z
HomA((L

•
ā,ϕ)s,Ys+i) // H0(HomA((C

•
ā,ϕ)0,Yi))

� // Λa,ϕ(Yi),
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donde el último isomor�smo (natural) sigue del Corolario 12 y el segundo homomor-
�smo es composición de los homomor�smos de A-módulos

∏

s∈Z
HomA((L

•
ā,ϕ)s,Ys+i) // HomA((L

•
ā,ϕ)0,Yi)

// H0(HomA((L
•
ā,ϕ),Yi))

� // H0(HomA((C
•
ā,ϕ),Yi)).

Es claro que
ζY = (ζYi )i∈Z : HomA(L

•
ā,ϕ ,Y

•) −→Λa,ϕ(Y •)

es un mor�smo natural de A-complejos.

Por otro lado, desde que cada Fi es un A-módulo proyectivo (libre),

Hj(L
•
ā,ϕ)(Fi) �Hj(C

•
ā,ϕ)⊗A Fi) �H

a,ϕ
j (Fi) = 0 para todo j ≥ 1.

Por lo tanto, ζF
i
: HomA(L

•
ā,ϕ ,Fi) −→Λa,ϕ(Fi) es un casi-isomor�smo.

0 // HomA((L
•
ā,ϕ)0,Fi)

//

ζFi
��

HomA((L
•
ā,ϕ)1,Fi)

��

// · · · // HomA((L
•
ā,ϕ)n,Fi)

//

��

0

0 // Λa,ϕ(Fi) // 0 // · · · // 0 // 0.

Como HomA(L
•
ā,ϕ ,−) : Com(A) −→ Com(A) y Λa,ϕ(−) : Com(A) −→ Com(A) son

funtores aditivos de salida que conmutan con traslaciones y preservan exactitud de
sucesiones exactas cortas de A-complejos que se escinden en cada grado , concluimos
por la parte (iv) del Lema 19 que, concluimos por el Lema 19 que

ζF : HomA(L
•
ā ,F
•) −→Λa,ϕ(F•)

es un casi-isomor�smo. �

Corolario 30. Supongamos que A es un anillo perfecto. Sea X• ∈ Df<(A), entonces existe
un isomor�smo natural,

LΛa,ϕ(X•) � RHomA(RΓa,ϕ(A),X
•).

Prueba. Gracias al Teorema 27 existen isomor�smos naturales

RΓa,ϕ(A) � C
•
a,ϕ ⊗LA A � C•a,ϕ .

Luego, por el Teorema 29,

LΛa,ϕ(X•) � RHomA(RΓa,ϕ(A),X
•).

�

Proposición 25. Sea X• ∈ Df<(A). Entonces existe un isomor�smo en D(A),

LΛG(a,ϕ)(X•) � X• ⊗LAΛG(a,ϕ)(A).
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Prueba. Desde que X• ∈ Df<(A), admite una resolución semi-libre L• ∼ // X• de la
forma

L : · · · // Ln // · · · // Lm // 0 ,

donde cada Lk es un A-módulo libre �nitamente generado. Gracias al Corolario 12 y el
hecho que cada Lk � A

nk es libre de rango �nito, tenemos los siguientes isomor�smos
naturales

Lk ⊗AΛG(a,ϕ)(A) � Ank ⊗AH0(HomA(C
•
a,ϕ ,A))

�

nk⊕

i=1

H0(HomA(C
•
a,ϕ ,A))

�H0(

nk⊕

i=1

HomA(C
•
a,ϕ ,A))

�H0(HomA(C
•
a,ϕ ,Lk))

�ΛG(a,ϕ)(Lk)

En consecuencia,

LΛG(a,ϕ)(X•) �ΛG(a,ϕ)(L•)

� L• ⊗AΛG(a,ϕ)(A)
� X• ⊗LAΛG(a,ϕ)(A),

lo que demuestra el resultado. �

5.3. Dualidad de Greenlees-May

Finalizamos nuestro trabajo presentando una versión generalizada del celebrado Teo-
rema de dualidad de Greenlees-May(ver [13, Corollary 4.1.1]), en el contexto de los
anillos perfectos.

Teorema 31. Supongamos que el anillo A es perfecto. Sean X• ∈ D(A) y Y • ∈ Df<(A).
Entonces existe un isomor�smo natural

RHomA(RΓa,ϕ(X
•),Y •) � RHomA(X,LΛ

a,ϕ(Y •)).

Prueba. Usando el Corolario 28, el Corolario 30 y el Isomor�smo de Adjunción (Pro-
posición 39), obtenemos

RHomA(RΓa,ϕ(X
•),Y •) � RHomA(RΓa,ϕ(A)⊗LA X•,Y •)

� RHomA(X
•,RHomA(RΓa,ϕ(A),Y

•))

� RHomA(X
•,LΛa,ϕ(Y •)).

�
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Corolario 32. Supongamos que el anillo A es perfecto. Sean X•,Y • ∈ Df<(A). Entonces
existe un isomor�smo natural

LΛa,ϕ(RHomA(X
•,Y •)) � RHomA(X

•,LΛa,ϕ(Y •)).

Prueba. Por el Corolario 28, el Corolario 30, el Isomor�smo de Adjunción (Proposición
39) y el Teorema 31 tenemos

LΛa,ϕ(RHomA(X
•,Y •)) � RHomA(RΓa,ϕ(A),RHomA(X

•,Y •))

� RHomA(RΓa,ϕ(A)⊗LA X•,Y •)
� RHomA(RΓa,ϕ(X

•),Y •)

� RHomA(X
•,LΛa,ϕ(Y •)).

�
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Conclusiones

Los resultados obtenidos son recientes y potencializarán el desarrollo de esta impor-
tante área de la matemática.
Como primer fruto de mi investigación, publicamos el siguiente artículo:

Caro Tuesta, N., Durán Quiñones, S. I., Mendoza Quispe, W. (2021). Una teoría de
cohomología local generalizada. Pesquimat, 24(2), 13-33.
https://doi.org/10.15381/pesquimat.v24i2.21674

Dicho artículo se sustenta en el capítulo 3 de mi tesis doctoral. Además de ello, están
en fase de preparación, tres artículos adicionales, relativos a los resultados principales
de los capítulos 2, 4 y 5 del presente trabajo.
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APÉNDICE A
Categorías Derivadas

En este apéndice recolectamos algunas nociones básicas sobre categorías derivadas,
resoluciones de complejos y funtores derivados. El lector interesado en más detalles y
en las demostraciones de los resultados presentados aquí, puede consultar el excelente
libro Derived Categories de Amnon Yekutieli ([20], así como el manuscrito Derived
Category Methods in Commutative Algebra (notas en preparación) de Lars Winther
Christensen, Hans-Bjørn Foxby y Henrik Holm ([7]).

1.1. Categorías Derivadas

A lo largo de esta sección, A denotará una categoría abeliana. Son ejemplos de
categorías abelianas,

i) A =ModA, la categoría de los A-módulos sobre un anillo conmutativo A.

ii) A =Mod(OX ), la categoría de haces de OX-módulos, donde (X,OX ) es un espa-
cio anillado.

iii) A =QCoh(OX ), la categoría de OX-módulos casi-coherentes sobre un esquema
(X,OX ).

Un complejo en A es un diagrama

C• : · · · // C−1 δ−1 // C0 δ0 // C1 δ1 // · · ·
de mor�smos en A tal que δn+1 ◦ δn = 0 para todo n ∈ Z.

Unmor�smo de complejosϕ : C• −→D• es una colección demor�smos {ϕn : Cn −→Dn}n∈Z
en A tal que el siguiente diagrama es conmutativo.

· · · // Cn−1

ϕn−1

��

δn−1 // Cn

ϕn

��

δn // Cn+1

ϕn+1

��

δn+1 // · · ·

· · · // Dn−1 ∂n−1 // Dn ∂n // Dn+1 ∂n+1 // · · · .
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La categoría Com(A ), cuyos objetos son los complejos en A y cuyos mor�smos son los
mor�smos de complejos, también es una categoría abeliana.

Todo mor�smo ϕ : C• −→D• en Com(A ) induce, para cada entero n, un mor�smo
Hn(ϕ) : Hn(C•) −→Hn(D•) en A . Decimos que ϕ es un casi-isomor�smo, si Hn(ϕ)
es un isomor�smo para todo n. Es usual denotar un casi- isomor�smo por un diagrama
de la forma

ϕ : C• ∼ // D• .

Una homotopía entre dos mor�smos de complejos ϕ,ψ : C• −→D• es una colección
de mor�smos

{
hn : Cn −→Dn−1

}
n∈Z en A tal que

ϕn −ψn = ∂n−1 ◦ hn + hn+1 ◦ δn para todo n ∈ Z.

· · · // Cn−1 δn−1 //

��

Cn

hn

||

ϕn

��

ψn

��

δn // Cn+1

hn+1
|| ��

δn+1 // · · ·

· · · // Dn−1 ∂n−1 // Dn ∂n // Dn+1 ∂n+1 // · · · .
La categoría homotópica deA , denotada porK(A ), es de�nida como la categoría cuyos
objetos son los complejos en A y cuyos mor�smos son los mor�smos de complejos
módulo homotopía, i.e.,

HomK(A )(C
•,D•) := HomCom(A )(C

•,D•)/ {ϕ ∼h 0} .
Los isomor�smos en K(A ) son llamados de equivalencias homotópicas.

Si ϕ ∼h ψ, entonces Hn(ϕ) = Hn(ψ) para todo n ∈ Z. Por lo tanto, es clara la noción
de casi isomor�smo en K(A ). Esto permite ver

Hn(−) :K(A ) −→A
como un funtor que transforma casi isomor�smos en isomor�smos.

La categoría homotópica K(A ) es aditiva, pero no es abeliana. Sin embargo, tiene es-
tructura de categoría triangulada, cuyos triángulos distinguidos son aquellos isomorfos
a triángulos de la forma

C• α // D• // C(α)• // C•[1] ,

donde el complejo C(α)•, llamado cono de α, es de�nido por

C(α)n = Cn+1 ⊕Dn con δnC(α) =

[
−δn+1C 0
αn δn

]
.

De�niciónA.1. La categoría derivada de una categoría abelianaA es un par (D(A ),Q)
formada por una categoríaD(A ) y un funtorQ :K(A ) −→D(A ) que transforma casi
isomor�smos en isomor�smos con la siguiente propiedad universal: dadas una catego-
ría C y un funtor F :K(A ) −→ C que transforma casi isomor�smos en isomor�smos,
existe un único funtor G :D(A ) −→ C tal que G ◦Q = F.

K(A )
Q

//

F

��

D(A )

∃! G
{{

C.
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En otras palabras, la categoría derivada D(A ) es la localización de la categoría ho-
motópica K(A ) con respecto al sistema multiplicativo S formado por todos los casi
isomor�smos de K(A ), i.e.,

D(A ) = K(A )[S−1].

De manera más explícita, los objetos de D(A ) son los mismos que de K(A ) , osea
complejos en A , y cada mor�smo α : C• −→ D• en D(A ) es una clase de equiva-

lencia de pares C• X•∼
ψ

oo
ϕ

// D• , con ψ un casi isomor�smo, donde dos pares

C• X•1∼
ψ1

oo
ϕ1

// D• y C• X•2∼
ψ2

oo
ϕ2

// D• son equivalentes, si existe un diagra-

ma conmutativo en K(A )

X•1

ψ1

∼

~~

ϕ1

  

C• X•3
ϕ3

//
ψ3

∼oo

OO

��

D•

X•2 .

ϕ2

>>

ψ2

∼

``

Es usual escribir el mor�smo α en forma de fracción α =
ϕ

ψ
. Ahora sean dados dos

mor�smos α =
ϕ

ψ
: C• −→ D• y β =

γ

σ
: D• −→ E• en D(A ), entonces existe un

diagrama conmutativo

Z•

θ
∼

}}

λ

!!

X•

ψ
∼

~~

ϕ

  

Y •

σ
∼

~~

γ

!!

C• D• E•,

que permite de�nir la composición

β ◦α :=
γ ◦λ
ψ ◦θ : C• −→ E•.

Por otro lado, el funtorQ :K(A ) −→D(A ) es la identidad sobre objetos, i.e.,Q(C•) =
C• para todo complejo C• y para cada mor�smo ϕC• −→D• en K(A ), el mor�smo
Q(ϕ) : C• −→D• em D(A ) es dado por

Q(ϕ) =
ϕ

idC•
.

Note que, para cada n ∈ Z, el n-ésimo funtor de cohomología Hn(−) : K(A ) −→ A
transforma casi-isomor�smos en isomor�smos. Por lo tanto, existe un único funtor
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H̃n(−) : D(A ) −→ A tal que H̃n(−) ◦Q = Hn(−). En consecuencia, un mor�smo

α =
ϕ

ψ
en D(A ) es un isomor�smo, si y solo si, ϕ es un isomor�smo en K(A ).

Es importante observar que comoK(A ) es una categoría triangulada, existe una única
estructura de categoría triangulada sobre D(A ) tal que Q es un funtor triangulado.

1.2. Resoluciones de complejos

En esta sección, A denotará un anillo conmutativo con elemento unitário y K(A) la
categoría homotópica K(Com(ModA)). Además, nos referiremos a los complejos de
A-módulos como simplemente complejos.

Recordemos que para dos complejosX• eY •, el complejo homomor�smoHomA(X
•,Y •)

es de�nido por

Homn
A(X

•,Y •) :=
∏

i∈Z
HomA(X

n,Y i+n)

con diferencial δn : Homn
A(X

•,Y •) −→Homn+1
A (X•,Y •) especi�cado por

δn(f ) = (δi+nY ◦ fi + (−1)nfi+1 ◦ δiX )i∈Z.

De�nición A.2. Un complejo P• es llamado semi-proyectivo si el funtorHomA(P
•,−)

preserva casi-isomor�smos sobreyectivos.

Una resolución semi-proyectiva de un complejo X• es un complejo semi-proyectivo P•

junto con un casi-isomor�smo P• ∼ // X• .

Proposición 26. Todo complejo X• posee una resolución proyectiva π : P• ∼ // X• ,
donde π puede ser escogido sobreyectivo.

El siguiente resultado proporciona caracterizaciones útiles del concepto de semi-
proyectividad.

Proposición 27. Dado un complejo P•, las siguientes condiciones son equivalentes.

(i) P• es semi-proyectivo.

(ii) HomA(P
•,−) preserva sucesiones exactas y casi-isomor�smos.

(iii) Dados un mor�smo de complejos α : P• // Y • y un casi-isomor�smo sobreyec-

tivo β : X• ∼ // Y • existe un mor�smo γ : P• // X• tal que α = β ◦γ .

(iv) P• es un complejo deA-módulos proyectivos yHomA(P
•,−) preserva casi-isomor�smos.

A menos de homotopía, mor�smos de complejos semi-proyectivos se factorizan a
través de casi-isomor�smos.
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Proposición 28. Sean P• un complejo semi-proyectivo, α : P• // Y • un mor�smo

de complejos y β : X• ∼ // Y • un casi-isomor�smo. Entonces existe un único K(A)-
mor�smo γ : P• // X• tal que α = β ◦γ en K(A).

Proposición 29. Sea β :Q• // P• un mor�smo de complejos.

(i) Si P• es semi-proyectivo y β es un casi-isomor�smo, entonces existe un casi-

isomor�smo P• ∼ // Q• .

(ii) Si P• y Q• son semi-proyectivos, entonces β es un casi-isomor�smo, si y solo si, β
es un isomor�smo en K(A), osea, una equivalencia homotópica.

De manera dual tenemos la siguiente noción.

De�nición A.3. Un complejo I• es llamado semi-inyectivo si el funtor HomA(−, I•)
preserva casi-isomor�smos sobreyectivos.

Una resolución semi-inyectiva de un complejo X• es un complejo semi-inyectivo I•

junto con un casi-isomor�smo X• ∼ // I• .

Proposición 30. Todo complejo X• posee una resolución inyectiva ι : X• ∼ // I• ,
donde ι puede ser escogido inyectivo.

El siguiente resultado proporciona caracterizaciones útiles del concepto de semi-
inyectividad.

Proposición 31. Dado un complejo I•, las siguientes condiciones son equivalentes.

(i) I• es semi-inyectivo.

(ii) HomA(−, I•) preserva sucesiones exactas y casi-isomor�smos.

(iii) Dados un mor�smo de complejos α : X• // I• y un casi-isomor�smo inyectivo

β : X• ∼ // Y • existe un mor�smo γ : Y • // I• tal que α = γ ◦ β.

(iv) I• es un complejo deA-módulos inyectivos yHomA(−, I•) preserva casi-isomor�smos.

A menos de homotopía, mor�smos de complejos semi-inyectivos se factorizan a través
de casi-isomor�smos. Más precisamente

Proposición 32. Sean I• un complejo semi-inyectivo, α : X• // I• un mor�smo

de complejos y β : X• ∼ // Y • un casi-isomor�smo. Entonces existe un único K(A)-
mor�smo γ : Y • // I• tal que α = γ ◦ β en K(A).

Proposición 33. Sea β : I• // E• un mor�smo de complejos.

(i) Si I• es semi-inyectivo y β es un casi-isomor�smo, entonces existe un casi-isomor�smo

E• ∼ // I• .
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(ii) Si I• y E• son semi-inyectivos, entonces β es un casi-isomor�smo, si y solo si, β es
un isomor�smo en K(A), osea, una equivalencia homotópica.

Proposición 34. Si P• es un complejo semi-proyectivo e I• es un complejo semi-inyectivo,
entonces HomA(P

•, I•) es semi-inyectivo.

Ahora recordemos que dados dos complejos X•,Y •, el complejo tensor X• ⊗A Y • es
de�nido por

(X• ⊗A Y •)n :=
⊕

i+j=n

X i ⊗A Y j

con diferencial δn : (X• ⊗A Y •)n −→ (X• ⊗A Y •)n+1 dado por

δn(x⊗ y) = δiX(x)⊗ y + (−1)ix⊗ δjY (y) (x ∈ X i , y ∈ Y j ).
De�nición A.4. Un complejo F• es llamado semi-plano si el funtor −⊗A F• preserva
casi-isomor�smos inyectivos.

Por ejemplo, todo complejo acotado de A-módulos planos es semi-plano. Además,
todo complejo semi-proyectivo es semi-plano.

Proposición 35. Dado un complejo F•, las siguientes condiciones son equivalentes.

(i) F• es semi-plano.

(ii) −⊗A F• preserva sucesiones exactas y casi-isomor�smos.

(iii) F• es un complejo de A-módulos planos y −⊗A F• preserva casi-isomor�smos.

Proposición 36. Sea α : F• // G• un casi-isomor�smo de complejos semi-planos.
Entonces

(i) Para todo complejo X•, el mor�smo inducido X• ⊗A α es un casi-isomor�smo.

(ii) Para todo complejo Y •, el mor�smo inducido α ⊗A Y • es un casi-isomor�smo.

1.3. Funtores Derivados

En esta sección, A denotará una categoría abeliana, E una categoría triangulada y
F :K(A ) −→ E un funtor triangulado.

De�nición A.5. Un funtor derivado a la derecha de F es un par (RF,η) formado por
un funtor triangulado RF : D(A ) −→ E y un mor�smo de funtores triangulados
η : F −→ RF ◦Q con la siguiente propiedad universal: dados un funtor triangulado
G : D(A ) −→ E y un mor�smo de funtores triangulados ξ : F −→ G ◦Q, existe un
único mor�smo de funtores triangulados θ : RF −→ G tal que ξ = θ ◦ η .

F
η

//

ξ
!!

RF ◦Q

θ
zz

G ◦Q.
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Es claro que si un funtor derivado a la derecha (RF,η) existe, entonces es único, amenos
de isomor�smo único de funtores triangulados. El próximo resultado proporciona
condiciones su�cientes para la existencia del funtor derivado a la derecha.

Proposición 37. Supongamos que existe una subcategoría triangulada plenaJ ⊆ K(A )
con las siguientes dos propiedades:

(i) Si ψ : I• ∼ // E• es un casi-isomor�smo enJ entonces F(ψ) : F(I•) � // F(E•)
es un isomor�smo en E .

(ii) Para todo C• ∈ K(A ) existe un casi-isomor�smo C• ∼ // I• para algún I• ∈ J .

Entonces existe RF :D(A ) −→ E .

Corolario 33. Sea A un anillo conmutativo con elemento unitario, entonces todo funtor
triangulado F :K(A) −→ E posee un funtor derivado a la derecha RF :D(A) −→ E

Prueba. Basta tomar J =K(A)s−iny , la subcategoría triangulada plena de K(A) cuyos
objetos son los complejos semi-inyectivos, usar la Proposición 30 y la parte (ii) de la
Proposición 33 y luego aplicar la Proposición 37. �

De manera más explícita, para cada C• ∈ D(A),

RF(C•) = F(I•C),

donde X• ∼ // I•X es una resolución semi-inyectiva deX•. Además, si α =
ϕ

ψ
: C• // D•

es un mor�smo en D(A), entonces por la Proposición 32, existen un único mor�s-

mo γ : I•X
// I•D y un único casi-isomor�smo γ : I•X

σ
∼ // I•C en K(A) tal que el

siguiente diagrama es conmutativo

C•

∼
��

X•∼
ψ

oo
ϕ

//

∼
��

D•

∼
��

I•C I•X
γ

//σ
∼oo I•D .

Entonces

RF(α) =
F(γ)

F(σ)
: F(C•) −→ F(D•).

Ahora sea C• ∈ K(A). No es difícil veri�car que el funtor

HomA(C
•,−) :K(A) −→K(A)

es triangulado. Por lo tanto,

F =Q ◦HomA(C
•,−) :K(A) −→D(A)

también es un funtor triangulado. En consecuencia, existe el funtor derivado a la
derecha RF de F , que habitualmente es denotado por RHomA(C

•,−).
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De�nición A.6. Dado un complejo C•, el funtor

RHomA(C
•,−) :D(A) −→D(A)

es llamado funtor homomor�smo derivado.
Los funtores HiperExt son de�nidos tomando homología,i.e.,

Exti(C•,D•) := Hi
RHomA(C

•,D•).

Por lo visto arriba,
RHomA(C

•,D•) �HomA(C
•, I•D),

donde D• ∼ // I•D es una resolución semi-inyectiva deD•. Es posible probar el funtor
homomor�smo derivado tiene la propiedad balanceada, en el sentido que

RHomA(C
•,D•) �HomA(P

•
C ,D

•),

donde P•C
∼ // C• es una resolución semi-proyectiva de C•.

De�nición A.7. Un funtor derivado a la izquierda de F es un par (LF,η) formado por
un funtor triangulado LF :D(A ) −→ E y un mor�smo de funtores triangulados
η : LF ◦Q −→ F con la siguiente propiedad universal: dados un funtor triangulado
G : D(A ) −→ E y un mor�smo de funtores triangulados ζ : G ◦Q −→ F, existe un
único mor�smo de funtores triangulados λ : G −→ LF tal que ζ = η ◦λ.

LF ◦Q η
// F

G ◦Q.
λ

dd

ζ

==

Es claro que si un funtor derivado a la izquierda (LF,η) existe, entonces es único, a me-
nos de isomor�smo único de funtores triangulados. El próximo resultado proporciona
condiciones su�cientes para la existencia del funtor derivado a la izquierda.

Proposición 38. Supongamos que existe una subcategoría triangulada plenaJ ⊆ K(A )
con las siguientes dos propiedades:

(i) Si ψ : P• ∼ // Q• es un casi-isomor�smo enJ entonces F(ψ) : F(P•) � // F(Q•)
es un isomor�smo en E .

(ii) Para todoC• ∈ K(A ) existe un casi-isomor�smo P• ∼ // C• para algún P• ∈ J .

Entonces existe LF :D(A ) −→ E .

Corolario 34. Sea A un anillo conmutativo con elemento unitario, entonces todo funtor
triangulado F :K(A) −→ E posee un funtor derivado a la izquierda LF :D(A) −→ E

Prueba. Basta tomar J =K(A)s−proy , la subcategoría triangulada plena de K(A), usar
la Proposición 26 y la parte (ii) de la Proposición 29, y aplicar la Proposición 38. �
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De manera más explícita, para cada C• ∈ D(A),

LF(C•) = F(P•C ),

donde P•C
∼ // C• es una resolución semi-proyectiva deC•. Además, si α =

ϕ

ψ
: C• // D•

es un mor�smo en D(A), entonces por la Proposición 28, existen un único mor�s-

mo γ : P•X
// P•D y un único casi-isomor�smo γ : P•X

σ
∼ // P•C en K(A) tal que el

siguiente diagrama es conmutativo

C• X•∼
ψ

oo
ϕ

// D•

P•C

∼
OO

P•X

∼
OO

γ
//σ

∼oo P•D .

∼
OO

Entonces

LF(α) =
F(γ)

F(σ)
: F(C•) −→ F(D•).

Dado un complejo D• el funtor

−⊗AD• :K(A) −→K(A)

es triangulado. Por lo tanto,

F =Q ◦ (−⊗AD•) :K(A) −→D(A)

también es un funtor triangulado. En consecuencia, existe el funtor derivado a la
izquierda LF de F , que es usualmente denotado por −⊗LAD•.

De�nición A.8. Dado un complejo D•, el funtor

−⊗LAD• :D(A) −→D(A)

es llamado funtor tensor derivado. Los funtores HiperTor son de�nidos tomando homo-
logía,i.e.,

Tori(C
•,D•) := H−i(C• ⊗LAD•).

Por lo visto arriba,
C• ⊗LAD• � P•C ⊗AD•,

donde P•C
∼ // C• es una resolución semi-proyectiva de C•. Es posible probar el

funtor tensor derivado también tiene la propiedad balanceada, en el sentido que

C• ⊗LAD• � C• ⊗A P•D ,

donde P•D
∼ // D• es una resolución semi-proyectiva de D•. Más aún, es posible

usar, de manera más general, resoluciones semi-planas.

Vamos a resumir en la siguiente Proposición, los más importantes isomor�smos que
fueron usados en el Capítulo 5.
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Proposición 39. Para A-complejos C•, D• y E•,

(i) Existe un isomor�smo en D(A)

C• ⊗LAD• �D• ⊗LA C•,

que es natural en C• y D•.

(ii) Existe un isomor�smo en D(A)

(C• ⊗LAD•)⊗LA E• � C• ⊗LA (D• ⊗LA E•),

que es natural en C• , D• y E•.

(iii) Existe un isomor�smo en D(A)

RHomA(C
• ⊗LAD•,E•) � RHomA(C

•,RHomA(D
•,E•)),

que es natural en C•, D• y E•.

El último isomor�smo natural es conocido como isomor�smo de adjunción derivado
Hom-Tensor.
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