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Sfidriliselt siimmeetrilised staatilised mustad augud
skalaar-mittemeetrilisuse teoorias
Einsteini iildrelatiivsusteooria saab formuleerida vihemalt kolmel ekvivalentsel moel, kasutades
aegruumi geomeetria kirjeldamiseks kdverust, vidnet voi mittemeetrilisust. Kosmoloogilised
vaatlused toovad vilja teooria probleemid, mistdttu on loodud mitmeid laiendatud gravitatsiooni-
teooriaid. Kéesolevas toos uurime iildrelatiivsusteooria siimmeetrilise teleparalleelse ekvivalendi
laiendust: skalaar-mittemeetrilisuse teooriat, kus aegruumi geomeetria kirjeldamiseks kasuta-
takse mittemeetrilisust ja gravitatsiooniga mitteminimaalselt seotud skalaarvilja. To6s leiame
skalaar-mittemeetrilisuse teooriate klassis sfadriliselt simmeetriliste staatiliste mustade aukude
mitmesugused analiiiitilised lahendid. Esitame lahendite olemasolu teoreemi asiimptootiliselt
Minkowski mustade aukude jaoks. Lahendite puhul uurime nende kéitumist asiimptootikas ja

hindame selle pohjal fiitisikalisust, samuti leiame ka siindmuste horisondi asukoha.

Miirksonad: Skalaar-tensortiitipi gravitatsiooniteooriad, teleparalleelsed gravitatsiooniteooriad,

mustad augud

CERCS: P190 Matemaatiline ja iildine teoreetiline fiilisika, klassikaline mehaanika, kvantme-

haanika, relatiivsus, gravitatsioon, statistiline fiiiisika, termodiinaamika

Spherically symmetric static black holes
in scalar-nonmetricity theory
Einstein’s general theory of relativity can be formulated in at least three equivalent forms based
on the quantity — curvature, torsion or nonmetricity — describing the geometry of spacetime.
Cosmological observations bring out the shortcomings of general relativity and motivate the
formulation of extended theories of gravitation. In this work we investigate an extension of
the symmetric teleparallel equivalent of general relativity, called scalar-nonmetricity theory,
where spacetime is described via nonmetricity and a scalar field nonminimally coupled to gravity.
We find some analytical solutions for spherically symmetric static black holes in a class of
scalar-nonmetricity theories and present a no-hair theorem for asymptotically Minkowski black
holes. Finally we analyse if the solutions describe a physical black hole, by studying their

behaviour at asymptotics. Additionally we find the position of their event horizon.
Keywords: Scalar-tensor theories of gravity, teleparallel theories of gravity, black holes
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Sissejuhatus

Aastal 1915 formuleeris Albert Einstein iildrelatiivsusteooria (URT), mis seob gravitatsiooni-
nihtused aegruumi geomeetriaga ning asendas Newtoni teooria kui meile kdige tdpsema teada-
oleva gravitatsiooni kirjeldava teooria. Erinevalt Newtoni gravitatsiooniteooriast on URT vdime-
line piisava tidpsusega selgitama néhtusi, nagu planeetide periheeli nihe ning valguse korvalekalle
massiivsest objektist moddumisel. Sellegipoolest on iildrelatiivsusteoorial samuti omad prob-
leemid. Uheks niiteks on universumi kiirenev paisumine, mida ei suuda URT selgitada ilma
teooriasse tumeenergia rolli tditva kosmoloogilise konstandi lisamiseta. Kosmoloogiline konstant
on aga samuti probleemne, kuna selle osakestefiilisikast arvutatud teoreetiline véértus ei ole
kooskdlas vaatlustulemustega. Samuti suudab URT selgitada vaadeldud galaktikate poorlemis-
koveraid ainult teooriasse tumeaine lisamisel, mida pole siiamaani suudetud vaadelda, kuigi see

peaks moodustama enamuse meie universumis olevast ainest. [1][2]

Nende ebakdlade lahendamise lootuses on loodud erinevaid URT laiendusi, nagu f(R) voi
skalaar-kdveruse teooria. URT kirjeldab aegruumi geomeetriat kdveruse kaudu, kuid samuti on
loodud URT-ga ekvivalentseid teooriaid, kus gravitatsiooninzhtusi tingivad teised geomeetrilised
suurused. Uldrelatiivsusteooria teleparalleelne ekvivalent (URTTE) kasutab geomeetria kirjelda-
miseks visnet ning iildrelatiivsusteooria siimmeetriline teleparalleelne ekvivalent (URTSTE) teeb
seda vdidnde ja kOveruse asemel mittemeetrilisuse kaudu. Seetdttu on laiendatud gravitatsiooni-
teooriate loomisel laiendatud ka URT-ga ekvivalentseid teooriaid, niiteks skalaar-viinde ja
skalaar-mittemeetrilisuse teooriad. Siinkohal on oluline mainida, et URTTE ja URTSTE laien-

dused ei ole ekvivalentsed vastavate URT laiendustega. [3][4]

Uheks olulisemaks Einsteini iildrelatiivsusteooria ennustuseks on mustade aukude olemas-
olu, mis kujutavad endast matemaatiliselt viljavorrandite 10kspinnaga (horisondiga) lahendit.
URT-s méiravad musta augu omadused iiheselt 4ra kolm parameetrit: mass, impulsimoment
ja laeng. Samuti on laiendatud gravitatsiooniteooriates leitud mitmeid musta augu lahendeid,
kusjuures skalaarvélja sisaldavates teooriates lisandub skalaarvéli neljandaks musta augu oma-
dusi médravaks parameetriks. [5] Niilidseks kinnitavad mustade aukude olemasolu mitmed
vaatlustulemused, nagu mustadest aukudest jiddvustatud pildid [6][7] ja gravitatsioonilainete

detekteerimine [8][9].



Kéesolevas bakalaureusetods uurime lahemalt viéljavorrandeid, mis ilmnevad URTSTE laiendu-
ses, kuhu on lisatud gravitatsiooniga mitteminimaalselt seotud skalaarvili ning mida nimetatakse
skalaar-mittemeetrilisuse teooriaks. T60 eesmirgiks on lahendada viljavorrandid sfidriliselt
siimmeetriliste staatiliste mustade aukude jaoks. Tédiendavalt uurime leitud lahendite kditumist

astimptootikas ja nende vastavust Newtoni piiriga, et teha jareldusi lahendite fiiiisikalisuse kohta.

Esimeses peatiikis tutvustame t60 kdigus vajaminevaid moisteid ning matemaatilisi vahendeid
ja anname iilevaate URT-st ja selle laiendustest, tdpsemalt skalaar-mittemeetrilisuse teooriast.
Teises peatiikis uurime ldhemalt teoorias ilmnevaid viljavorrandeid sfddriliselt simmeetriliste
staatiliste mustade aukude kontekstis. Kolmandas peatiikis lahendame viljavorrandid analiiiiti-
liselt mitmetel erijuhtudel. Saadud lahendite omaduste uurimisega tegeleb t60 neljas peatiikk.

Viimastes peatiikkides arutleme mdonede t60 aspektide iile ning esitame kokkuvotte.

Enamik td66s sooritatud arvutusi on tehtud Pythonil pdhinevas programmeerimiskeskkonnas

Jupyter, kasutades Sympy paketti [10].

Tahistused

A - suurus A on arvutatud, kasutades Levi-Civita seostust

BBMB - Bocharova-Bronnikov-Melnikov-Bekenstein

URT - iildrelatiivsusteooria

URTSTE - iildrelatiivsusteooria siimmeetriline teleparalleelne ekvivalent
URTTE - iildrelatiivsusteooria teleparalleelne ekvivalent

Rasvases kirjas tdhistame moisted nende esmakordsel defineerimisel.



1 Teoreetiline taust

1.1 Geomeetria

Peatiikis tutvustame aegruumi geomeetria kirjeldamiseks vajalikke maoisteid ja nendevahelisi
seoseid, mida iilejddnud to6 kdigus kasutame. Peatiikk pohineb allikal [11], kui ei ole viidatud

teisiti.

Aegruumi kirjeldamiseks kasutatakse teist jirku kovariantset tensorit g,,,,, mida nimetatakse

meetriliseks tensoriks ehk meetrikaks. Meetrika kaudu defineeritakse vektorite skalaarkorrutis
a-b=g,a'b’ (D

ning seega kannab meetrika infot aegruumi punktidevaheliste kauguste ja nurkade kohta. Infinitesi-

maalsete nihkevektorite skalaarkorrutis annab meetrilise intervalli
ds* = Guvdxtdz” . 2)

Vektorite ja tensorite kiitumist paralleelnihetel kirjeldab seostus I'* ,,, mis annab eeskirja vektori
vOi tensori komponentide muutumisele erinevates punktides. Seostuse kaudu defineeritakse

tensorite kovariantsed tuletised. Esimest jarku tensori ehk vektori kovariantne tuletis on
V, A" = 9, A" + TH AN, 3)

kus oleme osatuletise jaoks kasutanud tdhistust

DAH,
ox?

— 94" @)

Kui puutujavektori V# = ‘f—: komponendid ei muutu paralleelnihkel modda joont, mida kirjeldab
parameeter 7, siis nimetatakse joont autoparalleelseks. Autoparalleelse joone tingimus on antud
valemiga [12]

V'V, VE=0. (5)

Kbige iildisemal juhul nimetatakse seostust meetrilis-afiinseks ja selle voib esitada kolme eri

komponendi summana

F)\p,l/ = F)\w/ + K)\p,l/ + L)\;w . (6)
Esimest liiget valemis (6) nimetatakse Levi-Civita seostuseks
g (0vGup + 0uvp — Opgpuw) (7)
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see tuleneb vahetult meetrikast. Teine komponent ehk kontortsiooni tensor

K* g (Topw = Thpw — Top) = _KM/\V ()

v

N —

soltub aegruumi vaéndetensorist, mis defineeritakse seostuse alumiste indeksite antisiimmeetria
kaudu
A opA A A
T =2 =17 =17, )

Alumiste indeksite suhtes siimmeetrilise seostuse korral on viindetensor null, mis tihendab, et

seostus on vddndevaba. Viimast seostuse (6) komponenti nimetatakse disformatsiooni tensoriks

L)\

g)\p (Qp,uu - Qupu - Qupu) = L/\Vu (10)

DO | —

1%

ja see sOltub mittemeetrilisuse tensorist, mis on kovariantne tuletis meetrikast

quu = vpg;w = 0pGu — Fap,u,gcw - Fapuguoc . (11)

Nieme, et vddne on puhtalt seostuse omadus, aga mittemeetrilisus sdltub nii seostusest kui
ka meetrikast. Seostuse kaudu defineeritakse aegruumi koverust kirjeldavad suurused, nagu

Riemanni koverustensor
R =017, = 0,17, + T%,,17 1o =T, 00, (12)
mille ahendamisel saadakse Ricci tensor
R, = R 60, (13)
millest omakorda leitakse Ricci skalaar
R=R,.g". (14)

Uldrelatiivsusteoorias eeldatakse, et seostus koosneb ainult Levi-Civita seostusest. Levi-Civita
seostuse definitsioonist (7) jareldub automaatselt, et viidne ja mittemeetrilisus on nullid ning
aegruumi geomeetriat jadb kirjeldama ainult kdverus. Analoogselt on vdimalik seostusele seada
teisi, meetrikast sdltumatuid tingimusi [4]. Uldrelatiivsusteooria siimmeetrilises teleparalleelses
ekvivalendis (URTSTE) ja selle laiendustes eeldatakse, et seostus on tasane (koverus on null) ja
vddndevaba ning kogu geomeetriat kirjeldab mittemeetrilisus [13]. Levi-Civita seostuse kaudu

leitud Ricci skalaari R ja URTSTE mittemeetrilisuse skalaari vahelist seost kirjeldab valem [4]
R=Q -V, (Q"-Q), (15)
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kus () on mittemeetrilisuse skalaar

1 1 1 1 ~
Q = _ZQQBVQQBV + 5@@57@76& + ZQaQa - §QaQa (16)

ning Q. ja Q® on mittemeetrilisuse tensori jiljed

Qu=0Q.%, Q" = Q.. (17)

1.2 Uldrelatiivsusteooria

Uldrelatiivsusteoorias, kus eeldatakse Levi-Civita seostust, on ruumi viine ja mittemeetrili-
sus nullid ning aegruumi geomeetriat kirjeldatakse ainult kdveruse kaudu. Mojufunktsionaal

pannakse kirja kahe litkkme summana [11]

04

" 167Gy

Ser + Sm. (18)

kus c on valguse kiirus vaakumis, G’y on Newtoni gravitatsioonikonstant ning Einsteini-Hilberti

mojufunktsionaal
Spy = / de/=gR (19)
kannab infot aegruumi geomeetria kohta ja .S,, on mateeriast tingitud moju. Meetrika determinan-

di g ees olev miinusmirk on tingitud sellest, et neljamddtmelise aegruumi korral on determinant

negatiivne. Mojufunktsionaali varieerimisel meetrika jirgi saame Einsteini véljavorrandid [11]

° ° 1 °
_ 2
G;w = R,uzz - §guuR =K Ju, (20)
kusjuures x? = BWCfN , G, on Einsteini tensor ja 7,, on mateeriatensor (energia-impulsi

tensor), mis on aegruumi koveruse tekitajaks.

Uldrelatiivsusteooriat on vdimalik iildistada gravitatsioonidiinaamika muutmisega. Uheks voi-
maluseks on lisada aegruumi gravitatsiooniga mitteminimaalselt seotud skalaarvili ®, mille
tulemusena [12]

S =Sr+ Se + S, 21)

kus
Sp = / d'z/=gA(®)R, (22)

Sp = / d'z\/—g [—%B(@)gwa@a@ — V(@) . (23)



Funktsioonid A(®), B(P) ja V(P) on vabad funktsioonid, mille fikseerimine miérab konkreetse
teooria, kusjuures kui .A(®) on konstantne, siis on skalaarvili gravitatsiooniga minimaalselt
seotud. Mojufunktsionaali varieerimisel meetrika ja skalaarvélja jirgi saadakse viljavorrandid
skalaar-kdveruse teoorias [12]. Teine lihtne voimalus URT iildistamiseks on muuta lagranZiaani
tiheduse funktsionaalne sdltuvus Ricci skalaarist iildisele kujule f (R), mille tulemusena saame

f(R) teooria, kus mdjufunktsionaal on

Str) = / d'z/=gf(R). (24)

1.3 Skalaar-mittemeetrilisuse teooria

Alapeatiikk teeb sissejuhatusse skalaar-mittemeetrilisuse teooriasse ja pohineb allikal [4], kui ei

ole viidatud teisiti.

Erinevalt URT-st, eeldatakse iildrelatiivsusteooria siimmeetrilises teleparalleelses ekvivalendis

(URTSTE), et seostus on viindevaba ja tasane. See tihendab, et peavad kehtima tingimused [13]
T, =0, R o =0. (25)

Analoogselt URT-ga esitatakse ka URTSTE-s mdjufunktsionaal kahe osana, kusjuures Einsteini-

Hilberti mojufunktsionaali asemel on mdjufunktsionaal [13]

Sq = / d'zy/=9@Q, (26)

kuna ainuke geomeetriat kirjeldav mittetriviaalne suurus on mittemeetrilisus. Valemi (15) abil
taandub mojufunktsionaal Einsteini-Hilberti mojufunktsionaaliks (19), kuhu on lisatud &déreliige,
mis litkkumisvdrrandeid ei mdjuta. Seetdttu on kummastki teooriast leitud litkumisvorrandid
samad, mis kinnitab teooriate ekvivalentsust. URTSTE-le gravitatsiooniga mitteminimaalselt
seotud skalaarvilja @ lisamise tulemusena saame skalaar-mittemeetrilisuse teooria mojufunktsio-

naaliga

S 1 / d'z/=g (Ly+ L) + S, (27)

T o2

kus £, on gravitatsioonidiinaamikat kirjeldav lagranZiaani tihedus
L, =A®)Q — B(®)g*0,293P — 2V(P) . (28)
Lagrange’i kordajatest A koosnev liige £,
L =20, T RF g + 20,2 T o5 (29)
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tagab, et koverustensor ja vddndetensor on nullid. Analoogselt skalaar-kdveruse teooriatega on
skalaarvili gravitatsiooniga minimaalselt seotud, kui .4 on arvuline konstant. Mdjufunktsionaali

(27) varieerimisel meetrika jdrgi saame viljavorrandid

2
\/?Va (V _gAPa/Ll/) - gMVAQ + A ( uaBQl/aﬂ - 2Qo¢5uPa6 )
g (30)

+ %gw (Bg*?0,205® + 2V) — B0, 90,® = K*T,,,

M, =

kus P, on superpotentsiaal

1

~ 1
EL v + - (Qa Qa> g,u,u - g (5auQu + 5auQu) (31)

[e7 —
P, =—
ning 0, on Kroneckeri delta. Skalaar-mittemeetrilisuse teoorias esinevad suurused on seotud

Levi-Civita seostusest arvutatud Einsteini tensoriga valemi

2
)
kaudu. Selle seose abil on voimalik esitada viljavorrandid (30) kujul

dA
dd

. 1
G,uu = Va (\/ _gPauu) - 59#1/@ =+ Pyaﬁ@uaﬁ - QQaﬁ,uPaﬁu (32)

1
KT = AG,, 4 2==P%,,,0,® + 59 (Bg*P0,293® +2V) — B9, 20,®.  (33)

Kuna meetrilis-afiinsetes gravitatsiooniteooriates on seostus ja meetrika sdltumatud, siis peame

varieerima ka seostuse jdrgi, millest saame

€. = V5 {0,A[V, (V=39"") 8,7, (V=307")]} = (4

M@djufunktsionaali varieerimine skalaarvélja jirgi annab

o . B dA ay
« O‘B R — _—
2BV ,V @+—d<bg 0, P0sP + d@Q 2d<1> 0. (35)

Analoogselt URT-ga on vdimalik ka URTSTE iildistada lagranZiaani tiheduse funktsionaalse

sOltuvuse muutmisega, mida nimetatakse f(()) teooriaks, kus

Ly =[f(Q). (36)

Viimane on esitatav skalaar-mittemeetrilisuse teooria kaudu, kui teha valik

df

Al®) = -5

B(®) =0, V(®) = (g{;p @) (37)

kus ® on skalaarvili. Niisuguse valiku tegemisel tuleb arvestada, et =L =£ 0, millest jireldub, et

d'~‘I>2

® = (. Jarelikult on f(Q) teooria iildise skalaar-mittemeetrilisuse teooria erijuht.
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1.4 Lie tuletis ja Killingi vektorid

Alapeatiikk pohineb allikal [11], kui ei ole viidatud teistmoodi. Kédesolevas t66s on olulised
meetrika simmeetriad ehk isomeetriad, mille rakendamine lihtsustab markimisvairselt vorran-
deid. Seetdttu on olulisteks matemaatilisteks vahenditeks Lie tuletised ja Killingi vektorid, mille

tutvustamisega jiargnev alapeatiikk tegeleb.

Lie tuletis kujutab endast suunatuletise tildistust koordinaatidest sdltumatule kujule. Lie tuletis

meetrikast vektori V'” suunas defineeritakse valemiga
Lvguw = VP09 + 0,V 90 + 0,V g, . (38)

Killingi vektoriteks nimetatakse isomeetriat genereerivaid vektoreid ehk vektoreid, mille suunas
Lie tuletis meetrikast on null

£vguw = 0. (39)
Levi-Civita seostuse korral jdareldub sellest automaatselt, et on ka tdidetud tingimus
Ly, =0, (40)
kus Lie tuletis seostusest on leitav valemiga [3]
Ly, =Voo,I,, — 0,V 7, +9,VT,, + 0,V ,, + 0,0,V (41)

Meetrilis-afiinsetes teooriates on seostus meetrikast sdltumatu. Seetottu, kui nduda, et seostus
peab samuti rahuldama siimmeetriatingimusi, siis peavad meetrika ja seostus tditma kahte soltu-

matut tingimust (39) ja (40), kusjuures valemis (40) tuleb asendada I = T

Sfadrilise simmeetriaga siisteemide uurimisel on otstarbekas kasutada sfdirilisi koordinaa-
te " = (Ct r 0 <p>. Nendes koordinaatides tagavad kolmruumi sféddrilise simmeetria kolm

Killingi vektorit

Vi =R =sinpey+cotbcosype,, 42)
Vy =8 =cospey—cotfsinpe,, 43)
Vy=T=e,, (44)

kus ey ja e, on baasivektorid. Lisaks ruumilistele siimmeetriatele saame nduda ka aegruumi

staatilisust, mis tihendab, et leidub Killingi vektor, mis on risti hiiperpindadega, kus ¢ on

11



konstantne. Sfédrilistes koordinaatides staatilisust tagav Killingi vektor on

Vo =e, (45)

kus e¢ on ajakoordinaadi baasivektor.
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2 Sfaariliselt siimmeetriliste valjavorrandite uurimine

Peatiikis uurime iildiseid skalaar-mittemeetrilisuse teooria véljavorrandeid sfiirilise simmeetria-
ga staatilise musta augu kontekstis. Esimeses alapeatiikis 2.1 tagame, et skalaarvili, mis on
gravitatsiooniga seotud, ja aegruumi geomeetria vastaksid staatilisuse, sfidrilise siimmeetria ja
skalaar-mittemeetrilisuse teooria tingimustele. Peatiikis 2.2 leiame viljavorrandite ekvivalentsed
kujud siimmeetriatingimusi rahuldavas aegruumis. Viimases alapeatiikis 2.3 analiilisime vilja-
vorrandeid ja esitame teoreemi, mis seab piirangu vabadele funktsioonidele, mille korral leiduvad
asiimptootiliselt Minkowski musta augu lahendid. Kédesolevas peatiikis ja edaspidi kasutame

tthikuid, kus ¢ = 1.

2.1 Geomeetria ja siimmeetria tingimused

Stédriliselt simmeetriliste staatiliste mustade aukude uurimiseks tuleb esmalt tagada, et aegruumi
geomeetria rahuldab samuti staatilisuse ja siimmeetria ndudeid. See tihendab, et aegruumi
meetrika jaoks peab kehtima tingimus (39) kdigi Killingi vektorite (42)—(45) korral. Signatuuriga

—, 4+, 4+, +) meetrika, mis vastab nendele tingimustele, on esitatav kujul [13]
g ]
ds® = —gudt® + gppdr® + 12d6? + r? sin® 0dp? (46)

kus g4 ja g, on positiivsed funktsioonid radiaalkoordinaadist r. Kédesolevas t60s nduame, et
seostus, mis on meetrikast sdltumatu, rahuldaks samuti siimmeetriatingimusi. Jiarelikult peab
koigi Killingi vektorite (42)—(45) korral kehtima samuti tingimus (40). Skalaar-mittemeetrilisuse
teooriates peavad lisaks olema tdidetud tingimused (25), mis tagavad, et seostus on tasane ja
vidndevaba. Esimene seostuse kordajate hulk, mis rahuldab kdiki eelnevalt mainitud tingimusi,

on [13]

[ c I%, 0 0 ] _O 0 0 0_
M, = re., I't, 0 0 oI 00
0 o -1 0 0O 0 00
|0 0 0o —=f]0o 0 0 0
_O 0 c 0 ] _O 0 0 c 11
0 0 TI%, 0 0 0 0 TI%., | @)
c I'y 0 0 0 0 0 cot#
0 0 0 —sinfcost| |c I'?, cotd O
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kus ¢ # 0 on suvaline konstant ning I'*,.,, I'",.. ja I'?,., on radiaalkoordinaadist r soltuvad vabad
funktsioonid. Seejuures vabad funktsioonid ei ole omavahel sdltumatud ning nende vahel kehtib

SE0S
d ,
%ercp = CFtrr + erap(l—‘ rr er(p) . (48)

Lisaks seostuse kordajatele (47) leidub veel teine seostuse kordajate hulk, mille puhul on tdidetud

vajalikud siimmeetria ja geomeetria tingimused [13]

(20—]{1) (CFt99+1>thg

—C (20 — (k) thg )— c+k T 00 0 0
(Zc—k') Crtgg-i-l thg
o e I, 0 0
w =
0 0 Te 0
0 0 0 thg sin2 0
—c(2c—k)T"9 c(2c— k)T +c 0O 0
c (20 — k) Iy +c rr,., 0 0
0 0 | P 0
0 0 0 Frgg sin2 0
0 0 c 0 0 0 0 c
—eltyy—1 —cltgp—1
0 0 FT—‘;Z 0 0 0 0 FT—Zee
c ~Hw=l 0 0 0 0  cotd
06
0 0 0 —sinfcosf| |c % cot 6 0
L J L 09 J

(49)
Eelmise juhuga analoogselt on c ja k suvalised konstandid ning I'?,.., I'",.., I''gg ja I'"p9 # 0 on

vabad funktsioonid, mis soltuvad koordinaadist r ja on omavahel seotud diferentsiaalvorrandite

d

glﬂ”% = —¢C [(26 — k) thg + 2} thg — Frggrrrr -1 , (503)
d 2c — k)T — K| It 131!

d_FtGH —_ {[C( C ) 00 + %C ] 00 + } 00 o FTHGFtrr (50b)
r T 00

kaudu. Lisaks geomeetriat kirjeldavale meetrikale ja seostusele on skalaar-mittemeetrilisuse
teoorias aegruumi lisatud gravitatsiooniga seotud skalaarvéli. Sfidriliselt simmeetrilisele aegruu-
mile lisaks nduame, et skalaarvili rahuldab samuti siimmeetriatingimusi, mistdttu voime valemi

(41) eeskujul panna kirja Lie tuletise skalaarviljast ® vektori V' suunas
Ly®=V79,D. (5D

Lie tuletise rakendamisel sfédrilist siimmeetriat ja staatilisust genereerivate Killingi vektorite

(42)—(45) suunas leiame, et skalaarvili, mis voib iildjuhul olla funktsioon kdigist koordinaatidest

14



O(t, 1,0, ), lihtsustub funktsiooniks (r).

Tasase ja vidndevaba aegruumi geomeetriat kirjeldab tédielikult mittemeetrilisuse tensor Q) ..,
mis on antud valemiga (11). Sfédriliselt siimmeetrilise staatilise aegruumi mittemeetrilisuse
tensori leidmiseks kasutame meetrikat (46) ning seostuse kordajaid (47) voi (49). Ruumi kok-
kuhoiuks ei hakka me mittemeetrilisuse tensori komponente vélja kirjutama. Valemi (15) voi
(16) abil saame leida mittemeetrilisuse skalaarid. Kuna sobivaid seostuse kordajaid on kaks
komplekti, siis esitame siinkohal mdlema jaoks arvutatud mittemeetrilisuse skalaarid. Esimesest

seostuse kordajate hulgast (47) leitud mittemeetrilisuse skalaar on

1 d 9 d
Ql = m{r <_3T FQON} +4) gT‘T%gtt + {3T FWI”(P %gw +r [3T [_20 I_\tmr -
(52)
-2 Iuprcp( Fr1rr - er@)] - 12F<€"¢>} Grr + 497"7" (gTT + 1) }gtt}
ja teine seostuse kordajate hulk (49) annab meile
Q2 = ! 2¢er® (k —2¢) g2 (I"go)° 49u +32er® | |2 (k —2¢) T, (Tgg)° +
A2l (D7) I e
+ (k- 2) (2 + 4eDtgy — 26 (k — 2¢) (m@)Q) (I 6)? } g+
dg dg 2
r \3 T tt r 2
+ <(2C — k‘) (F 99) dr + W (k‘ — 20) r 00 (Fteg) ) gm} +
217 dgtt T t 2 dgtt 3 r \3
+ 2r°T 00 [4T 00 + T (k:F 00 + 2)] g +4r | 2er(2c — k) + e Gor (T"00)” ¢ gut

d Tr
+ {207"3 {% (2¢c — k) grr g0 (Ftee)2 + [ (4T, (2c — k) (T"g0)* + 8) Tgp+
+ 2[2(3¢ — 2k) + (k — 20) T" 1 T o] (T'0)” + 4 (2¢ — k)* (Ptag)3 +

+ 2c (20 — k’)2 (Ft99>4 :| g?,r:| — 8r [FTW« (Fr09)3 + Crtgg (2 + (20 — l{) thg) (Fr99)2:| gi’r—

d rr
— 2’[‘3 % (kFtOH + 2) gTT‘Frgg 4 4y |ik2r2 (Ft99)2 + (Fr99)2 (Frae +92— k?"QFtM,> +
+2r <2T2FT” +4r + 2cr (k — 2¢) (Ftea)Q +kr (rI",, +2) Fteﬁ) Fre)@] gfr}gft} .
(33)

Mittemeetrilisuse skalaarid esinevad otseselt viljavorrandites (30) ja (35) ja nende keeruline

kuju viitab otseselt viljavorrandite keerukusele.
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2.2 Viljavorrandite ekvivalentsed kujud

To6 teoreetilise sissejuhatuse osas oleme vilja toonud iildised skalaar-mittemeetrilisuse teooria
viljavorrandid (30), (34) ja (35), mis on saadud modjufunktsionaali (27) varieerimisel vasta-
valt meetrika, seostuse ja skalaarvilja jirgi. Kuna uurime sfiiriliselt siimmeetrilisi staatilisi
muste auke tasases ja vddndevabas aegruumis, saame véljavorrandeid oluliselt lihtsustada. Eel-
nevas alapeatiikis leitud siimmeetriatingimusi rahuldava meetrika (46), seostuse (47) voi (49)
ja skalaarvilja ®(r) asendamine viljavorranditesse annab viljavorrandid, mida peab niisugus-
te simmeetriatega aegruum skalaar-mittemeetrilisuse teoorias rahuldama. Kummagi seostuse
kordajate hulga puhul muutub suur osa meetrika ja seostuse viljavOrranditest triviaalseteks,

kusjuures meetrika véljavorrandid (30) saame siimboolselt kirjutada kujul

My My 0 0
Mtr Mrr O 0 9
M}LV = =K 77LV (54)
0 0 My 0

0 0 0 ./\/l 00 sin2 0

ning seostuse viljavorrandid (34) kujul

C. = =0. (55)

Mustade aukude uurimisel voime eeldada, et aegruumis puuduvad igasugused mateeriavormid,

mistdttu on mateeriatensor null ehk 7, = 0.

Mateeriatensori puudumisel saame lahendada meetrika viljavorrandite ainukese mittediagonaal-

komponendi M, vorrandi. Esimese seostuse kordajate hulga (47) korral on vorrand kujul

 3cdd(r) dA(®)
Me=5"0 a0 O (56)

mille lahendamiseks on kaks voimalust

dd(r)
dr

dA(D)
dd

=0,

=0. (57)

Esimene voimalus vastab olukorrale, kus skalaarvéli on konstantne, ning teine juhule, kus A on

konstant. Konstantse skalaarvélja korral on A samuti konstantne ning skalaar-mittemeetrilisuse
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teooria taandub URTSTE-ks, kuhu on lisatud konstantne skalaarvili, mis on ekvivalentne Einstei-
ni iildrelatiivsusteooriaga, kus Newtoni gravitatsioonikonstant Gy on iimber defineeritud ja V(®)
on kosmoloogilise konstandi rollis. Kui aga .4 on konstantne, siis on skalaarvéli gravitatsiooniga
minimaalselt seotud. Selle tulemusena taandub skalaar-mittemeetrilisuse teooria URTSTE-ks,
kus on gravitatsioonikonstant iimber defineeritud ja kuhu on lisatud skalaarvili. Teadaolevalt on

URT-i varasemalt pohjalikult uuritud, mistdttu ei paku need erijuhud meile kiesolevas toos huvi.

Teise seostuse kordajate hulga (49) korral on meetrika viljavorrandite mittediagonaalkomponent

_ |k : d®(r) dA(®)
M, = 5 c(2¢ — k)Iyo(r) o dp 0. (58)
Selle vorrandi lahendamiseks on kolm varianti
k dd(r) dA(P)
_ 2 — Ft e = _—
2 C( c k) 00 (T) 0 ) dr O ) dCI) O ) (59)

kusjuures viimased kaks annavad taaskord kas konstantse skalaarvilja voi konstantse A, seega

jatame need korvale. Edaspidi uurime ldhemalt esimest voimalust ehk lahendame vorrandi
k t
5~ c(2¢ — k)p(r) =0. (60)

Lahendid jagunevad kaheks haruks. Esimeses harus, kus eeldame, et 2¢ # k # 0, saame avaldada

seostuse komponendi
k

- 2c(2c — k)

Teises harus votame ¢ = k = 0, mistdttu seostuse komponent ' gy jéiib vabaks. Seostuse kordajad

F%g(?”) (61)

I'",,jaT*,.. on arvutatavad seostest (50a) ja (50b), mis teises harus lihtsustuvad kujudele

d

%Frga = —F’"%F’”TT — 1, (623)
d It

o == =Tl (62b)

To6s uurime ainult teist haru, kuna sellele vastavad viljavorrandid on lihtsamad ja esimese haru

uurimiseks ei jddnud piisavalt aega. Tingimuse ¢ = k = ( asendamisel viljavOrranditesse leiame,
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et kolm jarelejadnud meetrika viljavorrandit M, = 0, M,.. = 0 ja Myg = 0 on

d d d r d
" ngr 2 TZQM‘ Grr Fr99 TGrr r? ad

B(4Ld)?
. (dr ) -V = 07
20y
d d d
d 1 1 <P [Mgg =P\ dA
My = [0 = A |-t —Mar ) 22
TGugrr T2 TG, Grr I 2 dd
L (63)
_ B(59) _
— - 4+ V=0,
20y

My = A+

2 2
_ d%gm« n 1 dg n j?gtt B (d%gtt) B d%grr
49492 2rGugrr | dr 29t Grr 495 Grr 2rgz,
d d
i (I) 0w dA B ( )
+ dr + dr + r o —dr T Ndr 7). +yVY=0.
(grr Fr09 29ttgrr TGrr dd 29rr

Teise haru korral on seostuse viljavorrand C; = 0 automaalselt rahuldatud ning seostuse vilja-

vorranditest jadb alles

d@ 2 2
=12 2 rr | 7. -
dq)dgtt q) dq)dr 60 2
9 I il r
{ dr dr <( o)’ dr? “drdr ) rr

d*P dd d® dg,, dA
+ (2 S +4T— — (Fr99)2 —_ g ) ng:| gtt} —_— O

dQA 2 dd 2 d@ dgtt
rr Fr V] 5
Gt == d(I)2 { (T g d grr ( ) d’f’) dT +

dr? dr dr dr ad
(64)
Skalaarvélja vorrand (35) on teises harus
289 Aol Lpdg 449 v () e
azr ar9 | dr ar Jtt N B Q—— _V_ (dr) @ 0. (65)
Grr grr gitGrr T Grr d® Grr

2.3 Lahendite olemasolu teoreem

Kéesolevas alapeatiikis leiame skalaar-mittemeetrilisuse teoorias kehtiva lahendite olemasolu
teoreemi (ingl no-hair theorem), mille abil on véimalik seada piiranguid teooriatele, milles
leidub sfédrilise simmeetriaga staatilisi musta augu lahendeid, mis on astimptootikas kirjeldata-
vad Minkowski meetrikaga. Alapeatiikis ldbi viidud analiiiis on analoogne artiklis [14] tehtuga

skalaar-viiande teoorias.
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Teoreemi tuletamiseks leiame esiteks meetrika viljavorrandite (33) jilje vaakumis, kus mateeria-
tensor on null

AG + %8“@ (@" - Q") + B, 20" + 4V = 0. (66)

Einsteini viljavorranditest (20) jélje leidmisel ja seose (15) kasutamisel on véimalik vorrandisse

(66) tekitada tdisdivergentsi liige
AQ — B2, @00 — 4V = v, [A (Q“ - Q)] . 67)

Jargnevalt integreerime saadud tulemust iile ruumipiirkonna V', millega tdhistame musta augu
stindmuste horisondist viljapoole jddvat aegruumi piirkonda. Integreerimisel kasutame Gaussi
teoreemi, mille kohaselt saame asendada integraali iile aegruumi piirkonna V' integraaliga iile

hiiperpinna 0V, mis iimbritseb piirkonda V' [11],

/ \/—gVuA”d‘la: = V—gAtn,d’z (68)
1% oV

kus A" on suvaline vektor ning n,, on hiiperpinna OV puutujavektor. Valemi (67) integreerimine
annab seose
/ d*z/—g (AQ — BO,PO"® — 4V) = / A (Q“ — Qﬂ) n,d>x . (69)
v oV

Teiseks kirjutame skalaarvélja vorrandi (35) timber kujul

1dB 1dA d
L
@}b@ () (—2 _dCD(I) B) ~ 390 dQ) +

v, (Bovre) (70)
ning integreerime seda samuti iile aegruumi piirkonna V. Gaussi teoreemi arvestamisel saame
integreerimise tulemusena

= | Bovrbn,d’zr. (71)
ov

1dB 1dA dy
4 H it _ 7
/dx\/_[ﬁd)@@( prachs B) S50+ d(b]

Jiargnevalt nduame, et musta augu lahend oleks astimptootiliselt Minkowski, mis tdhendab, et

piiril 7 — oo vOtab meetrika kuju
ds* = N drtdz” = —dt® + dr? + r2dh* + r? sin? 0d902 ) (72)

Uurime vorrandite (69) ja (71) paremaid pooli, kus integreerime iile piirkonna V. Piirkond
koosneb stindmuste horisondist, asiimptootikast ehk ruumilisest 10pmatusest ning tuleviku ja
mineviku hiiperpindadest. Viimase kahe normaalivektorid on vastassuunalised ja aegruumi staa-

tilisuse tottu vastavad panused integraalile taanduvad. Seetdttu analiilisime kummagi integraali
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(69) ja (71) paremat poolt esiteks siindmuste horisondil ja seejirel ruumilises I6pmatuses.

Vorrandi (69) parema poole uurimiseks vaatame, mis juhtub integrandiga siindmuste horisondil.
Selleks peame leidma mittemeetrilisuse tensori jdlgede vahe. Kuna kéesolevas t60s lahendame
seostuse kordajate (49) korral leitud viljavorrandeid teises harus, kus ¢ = k£ = 0, siis leiame

sellele harule vastava mittemeetrilisuse tensori jilgede vahe

Q“—@“z(&JJE@” 2 @0 44 A 0). (73)

9rr 97»T»FT99 gitgrr T9rr T

Paneme tihele, et selle esimesed kaks komponenti on nullist erinevad. Sfdiriliselt simmeet-
rilise staatilise musta augu siindmuste horisondil iihtib normaalivektor n* Killingi vektoriga
(45), kusjuures selle vektori norm on siindmuste horisondil null, millest tuleneb et g;;, = 0 (vt
peatiikk 4.2). Jarelikult on stindmuste horisondil n; = 0 ja n, = 0, mistottu on vorrandi (69)
paremal pool olev integrand samuti siindmuste horisondil null. Kuna skalaarvili soltub ainult
radiaalkoordinaadist ®(r) ning siindmuste horisondil on n,. = 0, siis on lihtne néha, et valemi

(71) parema poole integrand on siindmuste horisondil null.

Ruumilises 10pmatuses asuva hiiperpinna normaalivektor on radiaalsuunaline, mis tdhendab,
et ainuke nullist erinev komponent on n". Kuna eeldame, et asiimptootikas kirjeldab aegruumi
Minkowski meetrika, siis n, = n" # 0 ning vorrandi (69) paremal poolel olev integrand on null,
kui nouda, et

lim Igg(r) ~ £r? — +o0, (74)

r—r00
kus ¢ € (0, 2). Kuna soovime, et meetrika oleks asiimptootiliselt Minkowski, siis peab selle taga-
jarjel skalaarvélja ®(r) tuletis ruumilises 16pmatuses olema null, mistottu VE® = 0. Jarelikult

on valemi (71) parema poole integrand ruumilises 10pmatuses samuti null.

Nieme, et nii siindmuste horisondil kui ka astimptootikas muutuvad vorrandite (69) ja (71)
integrandid nulliks, mistottu on kummagi vorrandi paremad pooled nullid. Nende omavahelisel

liitmisel saame tingimuse

1dA 1dB dVy
4o [ _ - - 1z i, _
/dm‘/ g[@ (A 5 <I>q)>+2 (I)<I>8N<I>8 o + q)(b 4y 0, (75)

mida peavad vabad funktsioonid A, 3 ja V tditma, et uuritavas teoorias leiduksid asiimptootiliselt

Minkowski musta augu lahendid. Valem (75) kujutab endast lahendite olemasoluks tarvilikku
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aga mitte piisavat tingimust. Seega saame lahendite olemasolu teoreemina viita, et kui vabad
funktsioonid ei rahulda tingimust (75), siis ei ole vdoimalik leida musta augu lahendeid, mida
kirjeldab astiimptootikas Minkowski meetrika. Kui aga tingimus on tédidetud, tuleb lahendite
asiimptootikat eraldi uurida, enne kui saame viita, et lahend on vdi ei ole asiimptootiliselt

Minkowski.

Saadud tulemuse pohjal saame médrata vabade funktsioonide kuju, mida kasutame véljavOrran-
dite lahendamiseks. Liigse keerukuse viltimiseks on mdistlik valida vdoimalikult lihtsad vabad
funktsioonid, mistdttu uurime kéesolevas toos teooriaid, kus skalaarvilja potentsiaal V(®) puu-
dub ning kineetiline liige B(®) = /3, kus 3 on konstant. Kuna tingimus (75) on kindlasti tdidetud,
kui

Q <A — %%@) + %Z—g@@wb@“@ + %@ -4V =0, (76)
siis juba tehtud valikute arvestamisel saame leida ka mitteminimaalse seose funktsiooni A(®).

Leiame, et asiimptootiliselt Minkowski musta augu lahendid on véimalikud, kui .4 on vordeline

d2-ga. Tipsemalt valime kiesolevas t66s teooriate klassi mitteminimaalse seose funktsiooniga

A(D) = pg@Q , (77)

kus p on parameeter, mille fikseerimine miérab teooria. Parameetri puhul eeldame, et p # 0, kuna
vastasel juhul muutub mitteminimaalse seose funktsioon nulliks. Kui konstantse .4 korral on voi-
malik gravitatsioonikonstant iimber defineerida, siis A = 0 puhul muutub gravitatsioonikonstant

16pmatuks ja teooria singulaarseks.
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3 Viljavorrandite lahendamine

Peatiikis lahendame véljavorrandid (63)—(65), mille tulemusena saame sfédriliselt siimmeetri-
liste staatiliste mustade aukude lahendid skalaar-mittemeetrilisuse teooriates. ViljavOorrandite
lahendamisel 1ihtume eelmisest alapeatiikist, kus fikseerisime teooriate klassi méadravad vabad
funktsioonid

po?

Jargnevalt kirjeldame protseduuri, mille tulemusena jouame sféddriliselt siimmeetriliste staatiliste
mustade aukude lahenditeni selles skalaar-mittemeetrilisuse teooriate klassis. Esiteks asendame
seosed (78) viljavorranditesse (63)—(65). Lisaks eeldame, et meetrika komponentide g;; ja g,

vahel kehtib seos

1
gt = —, (79)

rr

mis kehtib paljudes tuntud musta augu lahendites, nagu Schwarzschildi lahend [11]. See lihtsus-
tab oluliselt viljavorrandite lahendamist, kuna saame vOrranditest elimineerida otsitava muutuja

gt Pidrast selle eelduse tegemist konstrueerime véljavorranditest My, = 0 ja M,.. = 0 vorrandi

dd
My + M,y = —prd — pOI'Tyy — 27“1““99% =0, (80)
millest on véimalik avaldada seostuse kordaja
prd
[Myg= —————. 81
Y pb+2ris ®b
Siin ja edaspidi eeldame, et
d _r
p<I>+2rd—<I>7£0:>CI>7£Cr 2 (82)
T

kus C on integreerimiskonstant, kuna vastasel juhul tekib valemisse (81) nulliga jagamine. Ska-
laarvilja ® = Cr~% asendamisel viljavorranditesse saame kontrollida, et niisuguse skalaarvilja
korral lahendid puuduvad, mistdttu ei vihenda eelduse tegemine saadavate lahendite arvu. Vor-
randi (81) asendamine kodikidesse viljavorranditesse vihendab otsitavate suuruste arvu veel iihe
vorra ning asendamise tulemusena jadb meile alles neli vorrandit: M, = 0, Mgy = 0,C,. = 0 ja

skalaarvélja vorrand. Esimesest on vdoimalik avaldada meetrika komponendi g, tuletis

dgn {47 ()" = @ (g — 1) 2022 (0 + 1) +p2] 1

dr r (p@ + 27"2—?) P ’ (83)
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mille asendamisel véljavorrandisse Mgy = 0 saame

d?®  dd [ dP dd ([ dP
Mg = [7’@— - — (7"— - Cb)} [PQCDQ (1= grr) + 47’5 (7’% +p<1>)] =0. (84)

Paneme tihele, et vorrandid (83) ja (84) moodustavad esimest ja teist jarku harilike diferentsiaal-
vorrandite siisteemi, mis seob allesjddnud otsitavaid funktsioone ®(r) ja g,..(r). Jarelikult saame
nende diferentsiaalvorrandite lahendamisel kitte koik otsitavad suurused g4, g, 799 ja @. Kui
nende korral on seostuse viljavorrand C, = 0 ja skalaarvélja vorrand samuti rahuldatud, oleme

koik viljavorrandid (63)—(65) lahendanud ning joudnud musta augu lahendini.

3.1 Esimene lahendustee

Voérrandi (84) lahendamiseks on kaks eri voimalust. Vaatame esiteks olukorda, kus esimene sulg
on null ehk lahendame vorrandi

d  dd [ dP
o —_ (=) =0. 85
" dr? dr (r ) 0 (85)

Diferentsiaalvorrandi lahendamisel leiame, et skalaarvili on kujul

O(r) = Or it (86)

kus C' on integreerimiskonstant. Diferentsiaalvorrandit (85) rahuldab ka skalaarvili ¢ = Crs,

kuid see on vastuolus eespool tehtud eeldusega (82). Samuti oleme korvale jdatnud konstant-
se skalaarvilja lahendi. Lahendi (86) asendamisel skalaarvilja ja seostuse vorrandisse ning
vorrandisse (83) leiame, et esimesed kaks on automaatselt rahuldatud, ning viimasest saame
diferentsiaalvorrandi meetrika komponendi g, jaoks

dgrr  14+pgi.  P—1gw
dr l—pr p+1r

=0, (87)

kusjuures oleme eeldanud, et p # =+1. Diferentsiaalvorrandi lahendamisel ja eelduse (79)

arvestamisel saame musta augu lahendi, mida kirjeldab meetrika

1\? - dr?
ds® = — (1%) <1 + COTPT}> dt® + 5 r —( r?df* + r? sin”® Odp? |
P= (%) (1 +corm)
(83)
kus Cj on integreerimiskonstant. Vorrandi (81) abil leiame, et
1
g0 (r) = (%i) r (89)
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ning seoste (62a) ja (62b) kaudu arvutame iilejdédnud seostuse vabad funktsioonid
1 /p—1 d 1 p—1 2
,(r)=—-——| | =TI “Tloy | —— r..(r)=——m.: 90
(r) T(p+1> Llr oo+~ 90(p+1)]’ (r) 1 (90)
Paneme samuti tihele, et seostuse komponent [y 1dheb piirprotsessis » — oo 10pmata suureks,

mis on kooskolas eelmises peatiikis lahendite olemasolu teoreemi tuletamisel tehtud eeldusega.

3.2 Teine lahendustee

Teine voimalus vorrandi (84) lahendamiseks on arvestada, et teine sulg on null ehk lahendada

diferentsiaalvorrand
dd
p2o? (1—gm)+ 4r—r (r—r +p<1>) =0. 91)
Lahendamine annab seose skalaarvilja ® ja meetrika komponendi g, vahel

(D(T) _ Ce%(flnrif%\/g?dr) 7 (92)

kus C' on integreerimiskonstant. Integraali ees olev mérgi vabadus (+) on tingitud ruutjuurest

integrandis. Skalaarvélja asendamisel seosesse (83) saame diferentsiaalvorrandi

d 3
v Ger F 2095 + g.(p+1)+gn(p—1)=0, (93)

millel on kolm eri lahendit vastavalt sellele, kas p = —1, p = 1 v&i p # £1. Kdigil kolmel juhul
tuleb lahendi leidmiseks lisaks koordinaadi r positiivsusele, mis on niikuinii vaikimisi eeldatud,

eeldada, et /g, > 0, mistottu skalaarvélja ja g,,. vaheline seos (92) votab hoopis kuju
O(r) = Cek(-Inrt) §vardr). (94)

Samuti saame veenduda, et sellel kujul skalaarvili rahuldab seostuse véljavorrandit (64) ja

skalaarvélja vorrandit (65).

Kui p = —1, siis diferentsiaalvorrandi (93) lahendamisel ja eelduse (79) arvestamisel saame

meetrika lahendiks

) 1\’ 9 dr? 2902 | 2 i 2 2
ds® = — 1—7 dt +W+T do + r°sin Hd@, (95)

kus '} on suvaline konstant. Musta augu lahendit, mida kirjeldab niisugusel kujul meetrika, ni-
metatakse Bocharova-Bronnikovi-Melnikovi-Bekensteini (BBMB) mustaks auguks [15]. Valemi
(94) kaudu leiame skalaarvilja

O = —0xnxf (96)
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millest omakorda saame valemite (81), (62a) ja (62b) abil seostuse kordajad
(Cl — T)%P%g(T) + Ft99<7“)
(Cr —r)? 7

kusjuures r > (. Siinkohal 1dheb meetrika komponent I'" gy piirprotsessis » — oo negatiivsesse

[Mog(r) =Cr —, [ (r) =0, Ft”(r) = -

O7)

I6pmatusse, mis on samuti kooskolas eeldusega (74).

Kui p = 1, siis on meetrika lahend kujul

o\ 17 dr?

ds® = — [1 +W <——2>] dt* + : 5 +r2d0* + r?sin® 0dp?,  (98)
r e

kusjuures funktsiooni W (z) nimetatakse Lamberti funktsiooniks ja defineeritakse vorrandi

W(z)eW® = 2 (99)

lahendina [16]. Meetrika komponentide ja Lamberti funktsiooni omaduste [16] abil leiame

skalaarvilja
1
¢=0C,——F—F—~, 100
W (=5 o
millest omakorda saame leida seostuse kordajad
C
I"go(r) = —r {1 +W (——2)} , (101)
r
w2 (-4
[(r) = — ( - ) 5 (102)
P W ()
1+ W (—£2)] 41tp — It
Ftrr(r) — r [ ( r )] dr ‘992 66 (103)

W (-2)
Kuna Lamberti funktsioon W (—%) on piirprotsessis 7 — oo null, siis saame L’Hospitali reegli

abil leida, et ka p = 1 korral leitud I'"yy on kooskdlas tingimusega (74).

Diferentsiaalvorrandi (93) lahendamisel iildise p jaoks, kus p # =1, ei ole vdimalik leida

ildlahendit meetrika komponendi g, jaoks, kuid leiame tingimuse

1 1 K_Cs
(HE ¢g—> (13FK\/97> B (109

mida peab meetrika komponent g, rahuldama. Siinkohal oleme defineerinud suuruse K para-

meetri p kaudu,

1
K=-1P

L—=p
ning C5 on integreerimiskonstant. Kindlate parameetrite p védrtuste korral on vdimalik tingimu-

) (105)

sest (104) avaldada g,.- ning jouda musta augu lahendini [17]. K&esolevas to0s me ei ole seda

teinud, vaid piirdume juba leitud lahenditega ja nende analiilisimisega.
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3.3 Lahendite kokkuvote

Vabade funktsioonide (78) poolt méiratud teooriate klassis leitud sféddriliselt simmeetrilised
staatilised mustade aukude lahendid, mis rahuldavad eeldust (79), saame vastavalt parameetri p

viadrtusele klassifitseerida jargmiselt:

1. Parameeter p # +1:

* Esimene lahendite klass on kirjeldatud meetrikaga
d 2
dt?+ A +r2d02% . (106)

(23) (o)
() ()

kus dQ? = df? + sin? dy?, ning skalaarviili ja seostuse komponent on antud kujul

ds* = —

O(r) = Cr w1, (107)
I+p
rr =(—r. 108
00 () (1_p>7’ (108)
* Teises lahendite klassis peab meetrika komponent g,.. rahuldama tingimust
1+ 1F )z—, K=—. (109)
( \/97"7”> < K\/Grr r 1—-p
2. Parameeter p = —1:
Lahendiks on BBMB meetrika
i\’ dr?

ds? = — (1 — —1) dt* + ;2 + 72d6? 4 r* sin? Od* (110)

AN

ning skalaarvili ja seostuse komponent on antud valemitega:
O(r) = ——, (111)
F%a(?‘) :Cl —T. (112)

3. Parameeter p = 1:

Lahendit kirjeldab meetrika

2 2
ds? = — {1 W (—@)] dt? + [ dr ~ o r2d60% + 12 sin? 0dp?, (113)

r Lew (-2)]
skalaarvili
1
O(r)=0C | ————FF~ 114
(" ey (14
ja seostuse kordaja
[Mgo(r) = —r {1 +W (—%)} : (115)



4 Lahendite uurimine

Peatiikis analiiiisime eespool leitud sfiidrilise simmeetriaga staatiliste mustade aukude lahendeid.
Alapeatiikis 4.1 uurime lahendite kditumist ruumilises astimptootikas ja jireldame selle pohjal,
kas lahendid kirjeldavad fiitisikalist musta auku. Alapeatiikis 4.2 leiame lahendite siindmuste
horisondi ning viimases alapeatiikis 4.3 esitame kédesolevas t60s leitud fiiiisikalised musta augu

lahendid.

4.1 Asiimptootika

Laiendatud gravitatsiooniteooriates leitud lahendite puhul on oluline, et piirjuhul oleks lahend
kooskdlas Newtoni gravitatsiooniteooriaga. Selleks uurime, kuidas kiituvad lahendid mustast
august eemal, kus musta augu mdju aegruumi geomeetriale on véga viike. Piisavalt viikese mdju
korral voib aegruumi kirjeldada Minkowski meetrikaga, mis sfédrilistes koordinaatides on kujul
(72), kuhu on lisatud viike, Newtoni gravitatsioonipotentsiaalist tingitud hiiritus. Niisuguses

aegruumis on meetrika komponent

2G N M
gy =14+2U0=1- "2 (116)
r
kus U = —E¥M 5 Newtoni gravitatsioonipotentsiaal ning kasutame sama konventsiooni nagu

T

valemis (46). [12]

To06s leitud mustade aukude lahendite analiiiisimiseks kontrollime rittaarenduse meetodil, kas
lahendid on kooskdlas Newtoni piiriga ehk kas mustast august eemaldumisel votab meetrika
komponent g;; kuju (116). Funktsiooni f(z) Taylori reaks punkti z = a iimbruses nimetatakse

1dpmatut summat

>, f(n)
fy =37 n,@ (v =a)", (117)
n=0 ’

kus f( tihistab funktsiooni f () n-jérku tuletist. Newtoni piiri kontrollimiseks uurime lahendeid
mustast august piisavalt kaugel, kus r ldheb véiga suureks. Seetottu rakendame Taylori ritta-
arendust funktsioonile g, (r) piiril 7 — oo ja vaatame, kas tulemus iihtib valemiga (116). Lisaks
Newtoni piiri kontrollimisele tasub ka uurida, mis juhtub skalaarvilja lahenditega piirprotsessis

r — OQ.
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4.1.1 Lahendid, kus p # £1

Kisitleme esmalt kdige tildisemat lahendite klassi, mille korral teooriat méddrav parameeter
p # *1. Viljavorrandite lahendiks on meetrika (106), millest komponent
P+ 1 2 p—1
Gu(r) = (—) (1 + Oorﬁ> . (118)
p—1
Uurime esiteks g piirvéértust

2
ptl
_ ) pe _1a]-
lim gy (r) = <” 1> LD (119)
r—00

00, pé(-11).
Nieme, et meetrika jadb 16plikuks, kui p € (—1, 1) ning on otseselt asiimptootikas kirjeldatav
Minkowski meetrikaga, kui p = 0. Viimase oleme juba varasemalt vilistanud, et véltida teooria
muutumist singulaarseks. Astimptootikas 16plik meetrika on vdimeline kirjeldama astimptoo-
tiliselt Minkowski aegruumi Ka siis, kui p # 0. See on voimalik, kui teha koordinaatteisendus
koordinaatidele ¢ ja r, mille tulemusena meetrika komponendid gy ja g,,- muutuvad ruumilises

16pmatuses tiheks.

Newtoni piiri kontrollimiseks paneme tihele, et meil ei ole tarvis meetrika komponenti (118)
ritta arendada, kuna see on juba astmerea kujul. Ndeme, et ainuke voimalus iihitada g;; Newtoni
piiriga (116) on kui valemis (118) on r astmel —1. See on aga taaskord vdimalik ainult siis,
kui p = 0, mis on vilistatud. Sellegipoolest saame valida p nullile kuitahes ldhedaseks nii, et
i a2 7! ehk jouame Newtoni piirile kuitahes ldhedale. Siiski voime viita, et lahend meetri-

kaga (106) ei ole Newtoni piiriga kooskdlas kuna tdpne vastavus on ainult siis, kui p = 0.

Lisaks meetrikale tasub uurida ka skalaarvilja kditumist. Viljavorrandeid rahuldav skalaar-
vili on antud valemiga (107). Leiame skalaarvilja piirvdirtuse protsessis 7 — 0o

b oo, pe(—1,0
lim ®(r) = lim Cr™#»1 = ( ) . (120)

r—00 r—00
0, p ¢ (_ 17 O)
Paneme tihele, et skalaarvili on 16plik ainult siis, kui p ¢ (—1,0). Lopmatu skalaarvili vastab
gravitatsioonikonstandi véartusele Gy = 0, jarelikult peab fiiiisikalise teooria puhul nii meetrika
kui ka skalaarvili jadma asiimptootikas 16plikuks, mis on vdimalik, kui p € (0, 1). Kui aga

skalaarvili on null, siis jareldub et 4 = 0, mis muudab teooria singulaarseks. Seetdttu ndeme, et
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iga p viirtuse korral on skalaarvilja lahend ebafiitisikaline.

Analiiiisist saame jdreldada, et lahendite klass, mida kirjeldavad meetrika (106) ja skalaar-
vili (107) et ole fiiiisikaliselt realistlikud. Ndeme, et teooria puhul ei ole rahuldatud Newtoni
piir, kuigi saame jouda piirile kuitahes ldhedale, ning lahendid jadvad 16plikuks ainult siis, kui
parameeter p asub kindlas vahemikus. Kuigi meetrika on vdimalik lihtsa koordinaatteisenduse-
ga teisendada astimptootiliselt Minkowski meetrikaks, siis isegi parameetri p vahemikus, kus

skalaarvili on 10plik, muutub teooria asiimptootikas singulaarseks.

4.1.2 Lahendid, kus p = —1

Parameetri p véirtusel p = —1 leidsime BBMB musta augu lahendi, mida iseloomustab meetrika

(110). Meetrika komponendi gy, rittarendusel saame

kus oleme piirdunud kahe esimese liikmega, kuna piirprotsessis 7 — oo muutuvad iilejdinud
liitkmed kiiresti nulliks. Ndeme, et tulemus on kooskdlas Newtoni piiriga (116), kui miirata
konstant C; = Gy M, kus M on musta augu mass. Sellest tulenevalt saame piirprotsessis r — 0o

Minkowski meetrika (72).

Skalaarvélja lahendi (111) uurimisel asiimptootikas leiame, et

lim ®(r) = C. (122)

r—00
Siit on n#ha, et konstant C' on skalaarvilja véiartus musta augu puudumisel. See vdiks olla
koosk®dlas iildrelatiivsusteooriaga, kus gravitatsioonikonstant on Gy, mistottu A = 1. Kuna
A= —g@z leiame, et

C=.,/—=. (123)

8
d(r) = \/—m. (124)

Leidsime, et meetrika lahend (110) on kooskdlas Newtoni piiriga, kui fikseerida konstant .
Samuti veendusime, et ka skalaarvéli (111) on fiiiisikaliselt realistlik ning andsime tdlgenduse

lahendis esinevale konstandile C.
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4.1.3 Lahendid,kusp =1

Kui valida p = 1, siis kirjeldab sfdiriliselt simmeetrilise ja staatilise musta augu aegruumi
meetrika (113). Taaskord korgemat jarku liikmete kdrvale jdtmisel saame meetrika komponendi

gy rittaarendusel

zl—Q—CZ, (125)

r—00 T

it

kus oleme arvestanud Lamberti funktsiooni omadust [16]

d =0. (126)

Paneme tihele, et valikul Cy = Gy M on meie leitud lahend kooskdlas Newtoni piiriga (116).

Seetottu langeb ka lahend (113) asiimptootikas kokku Minkowski meetrikaga (72).

Uurime skalaarvilja (114) kditumist piirprotsessis 7 — oo. Kuna piirprotsessis muutub Lam-

berti funktsioon W (—%) nulliks, siis peame kasutama L’Hospitali reeglit, mille abil saame

1 ]
li I — - 127
A T e Ve et

Sarnaselt eelmisele alapeatiikile nduame, et skalaarvilja viirtus astimptootikas oleks selline, mis

piirvidrtuseks

taastab meile URT-i ehk muudab A = 1. Kiesoleval juhul on A = gqﬂ, mistSttu

8 8GnM
C=4/Co= =] —5—. 128
\/ 23 \/ 5 (128)

Konstantide asendamisel ndeme, et skalaarvilja lahend on

| 8GyM
d(r) = \/ B () (129)

Leidsime, et teooriale p = 1 leitud lahend (113) on samuti kooskdlas Newtoni piiriga ning
kirjeldab astimptootikas Minkowski aegruumi. Samuti veendusime, et skalaarvili (114) on

fliiisikaline, ning méérasime nii meetrikas kui ka skalaarviljas esinevad konstandid.

4.2 Siindmuste horisont

Teadaolevalt on oluliseks musta auguga kaasnevaks nihtuseks siindmuste horisont, mida kirjeldab

musta auku iimbritsev hiiperpind, mille seest ei ole isegi valgusel voimalik paédseda. Stindmuste
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horisondile matemaatilisema definitsiooni andmiseks sfédriliselt siimmeetriliste staatiliste mus-
tade aukude korral on otstarbekas kasutada Killingi horisondi mdistet. Killingi horisondiks
nimetatakse null-hiiperpinda, millel Killingi vektori norm on null, kusjuures null-hiiperpind
on pind, mille normaalivektori norm on null. Jirelikult on Killingi horisondi normaalivektoriks
seesama Killingi vektor, mis Killingi horisondi defineerib ja sellel null on. Staatilise aegruumi
korral on teada, et siindmuste horisont iihtib Killingi horisondiga, kus Killingi vektori (45) norm

on null. Vektori (45) norm on null, siis kui
91t =10, (130)

mida késitlemegi kiesolevas to0s matemaatilise siindmuste horisondi definitsioonina. [12]

Jargnevalt leiame leitud lahendite siindmuste horisondi asukohad. Kuigi musta augu lahendite
klass meetrikaga (106) ei kirjelda asiimptootiliselt Minkowski aegruumi véime sellegipoolest
uurida, kas lahenditel ilmneb siindmuste horisont. Vorrandi g;; = 0 lahendamisel leiame, et

siindmuste horisont leidub koordinaadi

1\ »1
- (-a) -

vaartusel.

Fiitisikaliselt huvitavam on aga uurida fiilisikaliselt realistlikke lahendeid. Teises lahendite klas-
sis, kus p = —1 ning musta augu lahend on méiératud meetrikaga (110) eksisteerib siindmuste

horisont, kui

r=0C=GyM, (132)

kus oleme vastavalt eelmises alapeatiikis (4.1) tehtud analiiiisile asendanud konstandi (.

Meetrika lahendi (113) siindmuste horisondi saame leida vorrandi

W (—GNM) =1, (133)

r

lahendamisel radiaalkoordinaadi 7 jaoks. Siinkohal oleme taaskord eelmise alapeatiiki kohaselt
asendanud lahendis konstandi Cy = Gy M. Teame, et Lamberti funktsioon omab reaalarvulisi
vidrtusi kui argument —GNTM > —%, kusjuures vorduse korral ongi Lamberti funktsiooni

vadrtuseks —1 [16]. Seetottu leiame, et siindmuste horisont leidub radiaalkoordinaadi vaartusel
r=GyMe. (134)
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4.3 Fisikaliste lahendite kokkuvote

Alapeatiikis esitame eelnevates alapeatiikkides tehtud analiilisi pohjal leitud fiiiisikalised sfaa-
rilise siimmeetriaga staatiliste mustade aukude lahendid skalaar-mittemeetrilisuse teooriate
klassis, mille madravad vabad funktsioonid (78). Fiiiisikaline tihendab, et lahendid on ruumilises
I6pmatuses kirjeldatavad Minkowski meetrikaga (72) ning lahendit iseloomustav meetrika ja
skalaarvili on aegruumis 16plik ega ei muuda teooriat singulaarseks. Leidsime kaks fiiiisikalist

lahendit, mis kirjeldavad musta auku massiga M :

* Teoorias, kus vabad funktsioonid on kujul

A:—gqﬂ, B=p5, Yy =0, (135)

leidub BBMB lahend, mida kirjeldab meetrika

MY\ dr?
d32 = — (1 — GN ) dt2 -+ (TTJ\JQ -+ T2d92 + T2 Sin2 8dg@2 . (136)
1 — =222

T
T

Skalaarvélja lahend on

8
d(r) = \/—m. (137)

Mustal augul on siindmuste horisont musta augu keskpunktist kaugusel r = Gy M.

* Teoorias, kus vabad funktsioonid on kujul

Azgcb?, B=23, V=0, (138)

leidub musta augu lahend, mida kirjeldab meetrika

GyM\ ]’ dr?
ds®> = — [1 + W (— N )] dt’+ ! 2+r2d92+7’2 sin? 0dg02, (139)
r [T W (-]

ning skalaarvili

8GN M
O(r) = \/—WN_GM) (140)

Stindmuste horisont asub musta augu keskelt kaugusel r = Gy Me.
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5 Arutelu

Viljavorrandite uurimisel joudsime viie vorrandini (63)—(65), mis kirjeldavad mateeriavaba
aegruumi sfidriliselt siimmeetrilises staatilises skalaar-mittemeetrilisuse teoorias. Lihemal vaat-
lusel on vdimalik mérgata, et nendest viiest on soltumatud ainult neli [17]. Sellegipoolest
uurisime kiesolevas toos koiki viit vorrandit, kuna viljavorrandite lahendamise puhul ei ole
vahet milliseid me kisitleme, peaasi et koik oleksid lahendatud. Vorrandid seovad omavahel
seitset tundmatut suurust, millest kolm vaba funktsiooni A(®), B(®) ja V(P) méidravad teooria
ning iilejddnud neli otsitavat suurust — meetrika komponendid g;(7) ja g,..(r), skalaarvili ®(r)
ning seostuse komponent ['" g4 (r) — midravad musta augu lahendi. Seetdttu ei saa vorrandeid
ildjuhul lahendada ja tuleb fikseerida vidhemalt kolm tundmatut suurust. Standardne 1dhenemine
on esmalt fikseerida teooria ehk vabad funktsioonid, mida tegime ka kédesolevas t66s. Parast
vabade funktsioonide fikseerimist sidusid neli sdltumatut vorrandit nelja otsitavat suurust, mis
tahendab, et teoreetiliselt on voimalik koik vorrandid lahendada ja saada musta augu lahend.
Reaalsuses on vorrandid viga keerulised, kuna kdik muutujad on omavahel igas vorrandis seotud
ja nende eraldamine ei ole nii lihtne. Seetottu on moistlik teha moningaid eeldusi, mis aitavad
muutujaid eraldada ja niimoodi lahendamist lihtsustada. Kéesolevas t60s eeldasime meetrika
komponentide vahel seost (79). Seejdrel tuleb vorrandite lahendamiseks vorrandeid erineval
moel kombineerida ja manipuleerida enne kui on vdoimalik jouda lahenduvate diferentsiaalvor-
randiteni, nagu oli néha peatiikis 3. VOrrandite kombineerimine ei ole ilmselge, mistottu tuli
3. peatiikis kirjeldatud protseduurini joudmiseks proovida mitmeid erinevaid kombinatsioone.
Samuti andis programmeerimiskeskkond Jupyter, milles on tehtud enamik kéesoleva t60 arvutusi,
tihti diferentsiaalvOrrandite lahendid alternatiivsel kujul ning need tuli késitsi teisendada sobivale,

to0s esitatud, kujule.

Viljavorrandite lahendamisel leidsime kolm lahendit vastavalt mitteminimaalse seose funkt-
sioonis .4 esineva parameetri p véirtusele. Nendest kolmest leidsime, et kaks lahendit saavad
kirjeldada asiimptootiliselt Minkowski musta augu lahendit, kusjuures iiks lahend (136) on
varem teadaoleva BBMB musta augu lahendi kujul [15]. Teine fiiiisikaliselt realistlik lahend
(139) sisaldab endast Lamberti funktsiooni. Kuigi kédesoleva t60 eesmérk ei olnud uurida musta
augu siindmuste horisondi sisse jddvat piirkonda, mistdttu eeldasime meetrika komponentide gy,
ja g, positiivsust, paneme tihele, et leitud BBMB lahend (136) kirjeldab ka stindmuste horisondi

sisse jddvat piirkonda. Samas aga ei ole Lamberti funktsioon defineeritud, kui tema argument on
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vidiksem kui — %, mida ta siindmuste horisondi sisse jdédva piirkonna puhul peaks olema. Seetottu
ei ole Lamberti funktsiooni sisaldav lahend (139) voimeline kirjeldama siindmuste horisondi

sisse jadvat piirkonda, mistottu tuleks seda eraldi uurida.

Lisaks leidsime eraldiseisva lahendite klassi, mis peab rahuldama tingimust (109). Kuna me ei
uurinud pohjalikumalt tingimusest tulenevaid lahendeid, siis ei saa me kiesoleva to6 kontekstis
viita midagi nende fiiiisikalisuse vO1 ebafiiiisikalisuse kohta. Moned néited tingimusest (109)

leitud lahendite kohta on toodud artiklis [17], kus on nende fiilisikalisust ka pdgusalt analiiiisitud.

Kéesolevas t60s leitud lahendid on ainult viike osa vOimalikest skalaar-mittemeetrilisuse
teooriates leiduvatest lahenditest. Nagu varem mainitud, on voimalik leida veel lahendeid,
mis peavad rahuldama tingimust (109). Samuti saab uurida lahendeid skalaar-mittemeetrilisuse
teoorias, kus esineb mittetriviaalne skalaarvilja potentsiaal (V # 0) v&i mittekonstantne ki-
neetiline liige BB. Lisaks voib analiilisida osakeste trajektoore t60s leitud mustade aukude gra-
vitatsiooniviljas voi uurida kuidas kiituvad teoorias gravitatsioonilained. Viimaste pdhjal on
vOimalik skalaar-mittemeetrilisuse teooriat kontrollida, kui vorrelda tulemusi mustade aukude

piltide [6][7] ja gravitatsioonilainete vaatlustulemustega [8][9].
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6 Kokkuvote

Kiesoleva to0 eesmark oli leida sfadriliselt simmeetriliste staatiliste mustade aukude lahen-
deid iildrelatiivsusteooria laienduses, mida nimetatakse skalaar-mittemeetrilisuse teooriaks. T60
kdigus uurisime teoorias ilmnevaid véljavorrandeid ning leidsime nende lahendid konkreetses

teooriate klassis. Viimaks analiiiisisime lahendite fiitisikalisust.

To60 teoreetilise tausta osas tutvustasime aegruumi geomeetria kirjeldamiseks kasutatavaid
matemaatilisi moisteid ning tdime vélja Einsteini poolt formuleeritud iildrelatiivsusteooria
pohilised, t60 kontekstis olulised aspektid. Lisaks selgitasime, kuidas on voimalik iildrelatiiv-
susteooriat iildistada laiendatud graviatsiooniteooriateks, kusjuures andsime tipsema iilevaate
skalaar-mittemeetrilisuse teooriast. Sfadrilise siimmeetriaga staatiliste mustade aukude uuri-

miseks tutvustasime lisaks matemaatilisi vahendeid, nagu Killingi vektorid ja Lie tuletis.

Teises peatiikis esitasime skalaar-mittemeetrilisuse teoorias staatilist ja sfadriliselt simmeetrilist
aegruumi kirjeldava meetrika ja seostuse kordajad ning leidsime selle pohjal siimmeetriatingimus-
tele vastavad viljavorrandid, mida peab musta augu lahend rahuldama. Lisaks uurisime iildiseid
viljavorrandeid ldahemalt ja tuletasime lahendite olemasolu teoreemi ehk leidsime tingimuse
vabadele funktsioonide, mille korral ei ole voimalik leida musta augu lahendit, mida kirjeldab

asiimptootikas Minkowski meetrika.

Kolmandas peatiikis kirjeldasime viljavorrandite lahendamise protseduuri. Lahendamisel leidsi-
me neli erinevat lahendite klassi vastavalt teooriat fikseeriva parameetri p viirtusele. Parameetri
védrtusel p # +1 leidsime kaks klassi musta augu lahendeid, millest esimest kirjeldab meetrika
(106) ning teine on antud tingimusega (109). Erijuhtudel kui p = —1 leidsime BBMB musta
augu lahendi (110) ning p = 1 korral leidub Lamberti funktsiooni kaudu antud lahend (113).

Peatiikis 4 analiiiisisime leitud musta augu lahendeid (106), (110) ja (113) ning tegime ja-
reldusi nende fiitisikalisuse kohta. Fiiiisikalisuse kontrollimiseks vaatasime kas lahendid on
kooskolas Newtoni piiriga ning uurisime lahendite kditumist ruumilises l10pmatuses. Jiareldasime,
et musta augu lahend (106), kus p # +1 ei kirjelda fiiiisikalist musta auku, kuid lahendid (110)
ja (113) saavad kirjeldada fiitisikalist musta auku, kui fikseerida lahendis esinevad konstandid.

Téiendavalt leidsime lahendite puhul siindmuste horisondi asukoha.
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Viimases ehk arutelu peatiikis tdime eraldi esile teoorias olevate vorrandite ja otsitavate suuruste
arvu ja selgitasime selle moju viljavorrandite lahendamisele. Lisaks arutlesime kas leitud lahen-
did on vdimelised kirjeldama musta augu piirkonda, mis jddb siindmuste horisondist sissepoole

ning tdime vilja, kuidas on vdimalik kdesolevat t66d jitkata.
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