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BEVEZETÉS
IK'

A matematikai és a számítástudományi módszereknek a kü
lönféle tudományágakban való alkalmazására egy különösen szép 

példa a vetületekből történő rekonstrukció problémaköre» Az 

orvosi diagnosztikában, a molekuláris biológiában és a rádió- 

asztronómiában jelentkezett elsőként gyakorlati igény haté
kony rekonstrukció elvégzésére, amihez újszerűsége folytán 

nemcsak bizonyos technikai kérdéseket kellett megoldani? ha
nem - mint elméleti problémának - a matematikán belüli tisz
tázását is. A komplex kutatások eredményeként alakult ki a
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rekonstrukciós problémakör matematikai eszközöket felhaszná-
illetve az 1970-es évek elejétől kezdve az

-• ■

■ ■ ■

“ néló szakirodalma, 
elméletek konkrét megvalósulásaként jelentek meg és terjed-

*
tek el a különböző típusú és fajtájú számitógépes tomográ- 

fok /computerized tomograph. :СТ/, amelyek bevezetése forra
dalmi változást hozott a Röntgen- és izotóp-diagnosztikában.

A dolgozat - az egyes speciális alkalmazási területek
től függetlenül - a két vetület alapján végzett rekonstruk
ció matematikai módszereivel foglalkozik. Az I. fejezet az 

irodalom és az alkalmazott módszerek áttekintését tartalmaz
za. А II. fejezet az un. x~ és y-irányú összefüggő alakza
tok rekonstrukciójára ad egy algoritmust /ezek az alakzatok 

az irodalomból ismert rekonstruálható formáknál általánosabb 

osztályt alkotnak/. Az algoritmusnak megvan az az elvárható 

tulajdonsága, hogy aíiokat és csak azokat az alakzatokat ál
lítja elő, amelyek az adott vetületeknek megfelelnek. Ugyan
itt definiáljuk az un. piramis-szerit alakzatok fogalmát, a- 

mely - az irodalomban található CHANG-féle feltételhez ha
sonlóan - biztosítja a rekonstrukció egyértelműségét.

A III. és a IV. fejezet speciális tulajdonságokkal ren
delkező mátrixok rekonstruálhatóságának a kérdéseivel fog
lalkozik. Ezen belül a minimális terjedelmű illetve a szét
választható változójú mátrixok /kópfüggvények/ megoldási a- 

lakjaira vonatkozó állításokat bizonyítunk.
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I. A REKONSTRUKCIÓS PROBLÉI,IA ÉS AZ ALKALMAZOTT MÓDSZEREK

I» A rekonstrukciós probléma
P.

A rekonstrukciós problémát аз egyes alkalmazási terüle
teken meglévő fizikai háttértől és a különféle torzító hatá
roktól elvonatkoztatva a következőképpen fogalmazhatjuk meg:

Legyen /.(a sik egy véges r0 sugarú, & középpontú 

körén belül értelmezett függvénynek az OXf derékszögű 

koordináta-rendszerbeli alakja és legyen (Ti/V egy másik koor
dináta-rendszer, amely az előzőből U körüli 
forgatással áll elő / XCÜ^- /, Ekkor az f üggvény
tr- -irányú vetületi-függvénye /vagy egyszerűen vetülete/ 

igy kapható:

Ш

■ " §m
'-szögű el- r

m
■MI. .
Ш

vJr •-

Természetesen, további vetületeket is előállíthatunk megfe
lelő szögű elforgatás és (l) segítségével,

A rekonstrukciós probléma alapkérdése: Adott véges sok, 
'.lönböző irányú vetület, fi'- C**■*)*

Keresendő olyan kát-változós függvény, aminek éppen a mega-
» *w -irányú

--etületei. /Szokás a rekonstrukciós problémát általánosabban, 
térbeli formák közvetlen jellemzésére alkalmas 3-változós 

függvényekre kimondani, ezt azonban rögtön vissza is vezetik 

a 2-dimenziós esetre az által, hogy a térbeli struktúra né
hány síkmetszetét rekonstruálják csupán és belőlük állítják 

vissza a teljes 3-dimenziós alakot./
A kérdést matematikai szempontból elsőként RADON/íJ/izs- 

gálta meg 1917-ben és egy egzakt megoldást adott rá. A to
vábbi kutatások - akkor még valószínűleg az alkalmazási le
hetőségek hiányában - viszonylag sokáig várattak magukra. 
195о-Ъап BRACEWELL [2] egy olyan eljárást talált, amelyet 
aztán a mikrohullámú sugárzást kibocsátó Nap-felületek képi 
rekonstrukciójára alkalmazott. Később jelentős lépéseket 
tett e témakörben CORIJACK [3,4], aki a megoldási módszeren

(I)
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és annak fizikai kísérlettel való próbáján kívül három lehet
séges alkalmazási területet említett meg: a radiológiát /az 

emberi test szövetek xiöntgen sugaras abszorpciós együttható
inak a meghatározására/, az izotóp diagnosztikát /a pozitron 

megsemmisülések eloszlási képeinek a meghatározására/ és a 

sűrűségmérést /az elektromosan töltött részecskék energia 

veszteségeiből/. Hasonló matematikai probléma jelentkezett 
az elektron-mikroszkópoknál a komplex bio-molekulák vizsgá
latakor, ahol a molekuláris struktúrákat különböző szögű 

transzmissziós mikro-fotó felvételekből rekonstruálták /DE- 

ROSIER, KLUG [5] /• Ettől kezdve egyre több módszer és kísér
let eredmsmyéről számoltak be. Kialakultak a rekonstrukciós 

algoritmusok nagy csoportjai: a konvolúciós eljárások /RA1VIA- 
CHANDRAN, LAKSHMINARAYAKAN [s] /, az ART - algebrai rekon
strukciós technikák /GORDON, BENDER, HERMÁN [?] / és a Pou- 
rier-raódszerek /I.IERSEREAU, OPPENHEIM [ö] /, majd esek legkü
lönfélébb változatai, rendszerezésük és összehasonlításaik 

j 9—16j• Az irodalomban már nemcsak közvetlenül az algoritmu
sokkal kapcsolatos kérdések szerepeltek, hanem olyan elvi 
problémák is, mint pl. egy meghatározott pontosságú rekon
strukcióhoz szükséges vetületek száma [17,18].

A fejlődésnek nagyon lényeges állomását jelentette az 

első transzmissziós számitógépes tomográf, az EMI Scanner 

megjelenése [l9,2o]. Ez a készülék az emberi koponya és agy 

kb. 1 cm vastag transzverzális rétegének /síkmetszetének/ a 

Képeit állította elő 180 különböző irányból felvett vetületi 
adatok segítségével. Azóta egyre pontosabb rekonstrukcióra 

képes készülékeket fejlesztettek ki J21,22j, egyúttal tovább 

szélesítették a rekonstrukciós problémakört az egyes sztoc
hasztikus jellemzők hatásának a vizsgálatától kezdve egészen 

a számitógépes szimuláció kérdéséig [23] •
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2. iterativ rekonstrukciós módszerek

ЧA rekonstrukciós módszereknek erre az osztályára az a 

jellemző, hogy a problémát egy nagy méretű lineáris egyenlet
rendszer /rendszerint csak kozelitő/ megoldására vezetik visz- 

Ezt a megoldást speciális alakú függvények, mátrixok 

formájában keresik, vagyis feltételezik, hogy a rekonstruá- 

andó függvény értelmezési tartamánya lefedhető egy olyan />/?- 
es négyzethálóval, aminek a négyzetein belül a keresendő 

függvény konstans, a négyzethálón kivül pedig 1*
ábra/. Legyen ez a mátrix t - (fi.ff Egyúttal a vetületek

sza*

4?»i *J' -f-K
, ЛЙ

■ ■>» 
MУ•-

\

-

. tv'
Jl

1. Ábra. A f -szögű j_ vetületi vektor ?-dik 
elemének a képzése sr.t

.1
/.l) szerinti definíciója helyett egy másik vetület fogalom
ból indulnak ki, amely a tényleges alkalmazásokkal szorosabb 

összhangban van. Az (l) szerint előállított , ff (^z)*
, ftin vetületi függvényeknek most az f<1' , ::r

tо я л

(N/ vetületi vektorok felelnek meg* A к-dik vetületi 
? -dik elemét f

■!- f• « Л

- f(0vektor,j 
ábra/

60 -et úgy kapjuk meg, hogy /1.f * fi щ
T J*'/) £

(if) г\/ ^ ” , . j
ahol dy arányossági tényező azt mutatja meg, hogy az 6*//' 

négyzetnek hányad része esik a Á-dik vetület /-dik sávjába*
Erre a vetület fogalomra ill. definícióra és a (2) által

(Of60
•■Jíí

is ;í

meghatározót г lineáris egyenletrendszerre épülnek az un. al
gebrai rekonstrukciós technikák /röviden: ART/, amelyeket 
GORDON, BENDER és HERMAN közöltek 1970-ben [7]. (2)-ben az

t
’■T-

* g

.4
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(О fa, О-j-íj -к az ismeretlenek:, -к a mérésekből adottak, Эгу 

a vetületeknek a négyzethálóhoz való geometriai viszonyából
AЬ

лЛ ír
■iszámíthatók» Az egyik iterációs eljárás rövid ismertetése 

a következő:
Induljunk ki egy tetszőleges /pl. F-0 /.mátrixból» Ve-

I (Ogyük а к -dik vetületet, j- -t és а к -dik vetület minden egygs

' 1
' h;

' ■ ?' /'f
■ .1

sávjában annyival növeljünk minden egyes mátrix elemet, hogy
W / legyen

■yi
f pá(k) / £- 4,Лezután a sávokban éppen az előirt -fe 

a (2s) szerint kéozett összeg» Például, ha а к-dik vetület £ -
'Ymdik sávjában a vetület értéke 4g ' most, akkor legyen

(t> к’-?/«
4- ---------- ТГТ"

•rffe
I.*}

äГ(^1 Г
4 ^(3) fi

/-minden olyan / i, j) -re amely benne van a, / -dik vetület 
dik sávjában, f 3) -ban AÍ jelzi a Л-dik vetület /-dik sáv
jában levő négyzetek számát. Utána а Л/У -dik vetületre vé
gezzük el ugyanezt. Az /Védik vetület után ismét az első vetü
letet vesszük. Bizonyítható, hogy ez a módszer konvergens 

[12,15,24 5 ha létezik a megadott vetületeknek megfelelő mát-

Ц
r ‘v-'V

■Ы

- \

. Ж

Yrix.
Igazolható, hogy ha a (2) egyenletrendszer határozatlan 

/Al-M < n.ft/, akkor (3) a lehetséges megoldások közül pont a 

minimális varianciájúhoz fog konvergálni [l5,24,25J. Az eljá
rásnak ez a tulajdonsága adta aztán az ötletet egyéb módszerek 

kidolgozásához, hogy a (2) egyenletrendszerhez már eleve bi
zonyos előirt tulajdonságú mátrixokat /mátrix-képeket/ keres- 

mint pl. maximális entrópiájút, "simát", stb. [15,25*
1. Az ART (3) formáját tovább finomították azzal, hogy fi-

mátrix nem-negativitását[öj 
- ARi2, a különféle zajok jelenlétét - ART3 [27I, a mátrlk- 

kép várható "simaságát".[2d]
Az ART közé tartozó módszerek száma tovább nőtt, amikor 

az egyes vetületekhez tartozó sávokban a módositásokat (3) 

helyett szorzásokkal végezték el:

h ’ h ' TF, - -1
multiplikativ forraáj ának jl5j » szemben / 3/-

%

4-
>. ■ T-At-

■í Л
'' "

■■ :#

■Л 

■ 1

senek,
2 о

gyelembe vették a rekonstruálandó ■П

,:4
5 $
: Щ

■%

№íe i
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Ezt nevezik az ART
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mal, amely az ART additiv formáját jelenti«,
Az ART módszerekhez hasonlók az ugyancsak iterációs jel

legű un. SÍRT /szimultán rekonstrukciós technikák/ algorit
musai /GILBERT, 1972 [ll]/, amelyek - az ART-tol eltérően ä 

a következő iterációhoz valamennyi vetületet egyidejűleg, 
egyszerre használják fel. A SIRT-nek is van additiv és mul
tiplikativ változata. /Az iterativ módszerek általános ösz- 

szehasonlitására lásd [l2-15j./

.£

3*
'Ш

V; 1

hi

4.у

.if
3. Két-dimenziós Fourier-rekonstrukciók

s i
A Pourier-rekonstrukciós módszerek /BRACEW3LL, 1956 [2] / 

a keresendő / L*>y) függvény Fourier-transzformáltj át, Y) -
t használják fel a megoldáshoz. Az f(á,í/) és az kö
zötti kapcsolat:

, v J

^*0

>>> = // /Г4)
■— -»cC

^ÍX.Y) függvénynek az / (*,//) függvény vetületeiből való 

meghatározására az un. "vetület-szelet" tétel nyújt lehetősé
get.

Az

•7
■w

v "Vetület-szelet tétel j8,17,29]: Jelöljük az fa) 

szögű vetület egy-dimenziós Fourier-transzformált ját -
val,
egyenes

akkor a Fourier-térben az origón áthaladó i -szögű U
'Smentén, Tfa,!/-(?)-ra teljesül /2, ábra/, hogy яГ/ d.

•* 8

2. Ábra. Vetület-szelet tétel szemléltetése

-j függvény Fourier-transzformáltj ának ér-Tenát az
tékeit egy egyenes mentén megkaphatjuk, ha a megfelelő vetü
let Fourier-transzformáltját vesszük. Az egyenesek menti ér-//

ÜZItiíC
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tekékből, szeletekből aztán interpoláció segítségével állít
hatjuk elő a teljes TO(,Y) -t. Végül az inverz Fourier-transz- 

formácidt felhasználva kapjuk a keresett függvényt:
i- У</^Хс/ У'

■ a*5I, ш
*4ÍJ nÜS

-HŰ

Ilivel és 'FCX, Y) között kölcsönösen egyértelmű
kapcsolat van, ezért -J-(x,ly) pontos rekonstrukciójához az 

¥(X, Y') teljes Fourier-térbeli alakját ismerni kellene, ami 
a vetület-szelet tételből láthatóan csak az összes irányú ve- 

tületből lenne előállítható. A gyakorlatban azonban csak vé
ges sok vetület áll rendelkezésre*

További nehézséget okoz még az is, hogy a véges sok vet Il
letet csak véges sok pontban ismerjük. Ennek aztán az a követ
kezménye,, hogy az eredményként kapott kép felbontása romlik 

és a folytonos Fourier-transzformáltak helyett az un. diszkrét 
Fourier-transzformációt /DFT/ kell használnunk [8,16,18;®

A Fourier-transzformációs módszerek akkor bizonyultak 

különösen használhatónak, amikor valamilyen szimmetrikus alak
zat rekonstrukcióját kellett elvégezni [is], mint pl. különféle 

biológiai makro-molekulák térbeli formáját elektron-mikroszkó- 

felvételekből [ő,3o]. Egyébként, elegendően nagy számú 

/128-256 db/ és felbontású vetületből akár fénykép finomsági! 
képeket lehet rekonstruálni [~8, 17j ezzel a módszerre??;.

víf1 
' 2

%■

V

a:Ш

p OS Ш
■d?m

f I
W.4. Konvolúciós filterezés

■. > ;

Ezt a módszert elsőként BRACEWELL és RIDDLE mutatta meg 

1967-ben, később LAKSHMINARAYANM és RAMACHANDRAN tőlük füg
getlenül publikálták fő"7. A konvolúciós filterezés lényege az 

j'(x,y) függvény egy filterezett változatának az elő- Лeredeti
állítása.

T '■
Válasszuk az egyik legegyszerűbb filter-függvényt, aminek 

a Fourier-térbeli polár-koordinátás alakja: i?

ha I fcl < A/2 • 
l c?. ha \ÍZÍ>X/J. ■ ■#Ш-

;

rT-<
■-

•4
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/ A valamilyen előre választott konstans/ és akkor az f 

függvény filterezettjenek, -fCxJ/A-nak a Fourier-térbeli po- 

lár-koordinátás alakja:
r . 1

. *
(5) % (/г, Сe, fa).
Ebből a filterezett függvény polár-koordinátás alakja igy kap
ható :

%
■■ ■ $;.■

Г? JO
Ал! /?.гс<йя Af- ф) ifi

■

fYr, <f)f} Y (ft Ф)ff/e
r c ~^o r

5) oehelyettesitésévol
-7" Ax/gr<u&fy-$) : ' őj£ «7/ - / / jT/^, Ф) Y/f '% ff»e

' e —о '
У&с/Ф.

■

Aák
A-A"

Itt a belső integrál felfogható úgy is, mint két, Fourier-tér- 

ben levő függvény / ^0?,Ф) és (£/• (&) / szorzatának az in
verz Fourier-transzformációja. Ez viszont a konvolúciós tétel 
szerint egyenlő az azoknak megfelelő normál-térbeli függvények 

konvolúciójával, vagyis m,
t,

Af c^o h-
fP (r. f) = J fű /0 >/? ^

^ '>o

(6) ■ 7*

■ *

ahol
A/2.A/zzAs 2.ni Asrf/г = f ./f/eh(s)= )iA/5rfA?e

~ zx>(?) ■A:s

, ;(\j f > pedig a -szögű vetületét jelöli f(f*?) -nak, amire
pedig a már emlitétt vetület-szelet tétel folytán igaz, hogy

-f.yv/’/j

.
й:

<■-•0

e/a ={$&}>*JZf#,9)e
—*o л

Tehát fr/Af) és egyúttal (o) szerinti előállitásához
(7)-et kell előre kiszámolni, fßfr) ~ek pedig már adottak. 
Mivel csak diszkrét pontokban ismerjük /közelítőleg/ a véges

:3
&
rvtw Г

sok vetületet, ezért (7) kiszámításához numerikus matematikai 
módszereket kell alkalmazni.

Ennek az eljárásnak több olyan tulajdonsága is van, ami
nek révén a 2. és 3. pontban ismertetett két másik eljárásnál 
is gyakrabban használják ezt, főleg a transzmissziós számitó- 

gépes tomográfoknál [21,lőj. Esek a tulajdonságok:
1/ (7)-ben a belső integrálást minden egyes vetületre 

külön-külön is el lehet végezni a többitől függetle-

";3

i.
■‘if.

l-b

4
1

,’;A
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■л

-т
■ Л

ф

*
nül /vagyis már az adatok - az egyes vetületek - be
gyűjtése közben elkezdődhet a feldolgozás/j

2/ az fr Лг, függvényt tetszőleges rész-területén ki
számíthatjuk anélkül, hogy a teljes függvényt rekon
struálnunk kellene;

3/ ez a módszer könnyen kiterjeszthető más típusú, gyor
sabb adat-begyűjtési módokra is /legyező-nyaláb alakú 

sugárzás/[31,32j.
Az ismertetett módszerek gyorsaságának az összehasonlí

tására szolgál a következő táblázat [16]:

: Щr. 5

%
.'...Г;,J
' '’iS.

*:Í
3*

'«
■ .‘л

' Щ
a szorzások számaa módszer á
fő/V
1, -3 á//"/7

1,6 Ыr?z

..:ás szempontok szerinti Összehasonlításokat is tárgyadnak még 

!9-I5]-ben.
Az említett három alaptípuson kívül még jónéhány rekon

strukciós módszer ismeretes [ЗЗ-Зв] , azonban a gyakorlatban ezt 
a hármat használják a legtöbbet.

3•V/iterációnként/
2 2

ART *> -
Courier
Konvolúciós

m

*>.

1,
-4
M

Щя
о' ál

*•. 's >**■*£ 
■ ЛЩ

/уЛ
é ~ :4

У
■Ш

У.'«

ы'V

,-
ж

■г-ЗЖ

< tibi
■я
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II. HOMOGÉN REKONSTRUKCIÓ КЕТ VETÜLETBŐL

1. A homogén rekonstrukciós probléma

A rekonstruálandó függvény szempontjából az algoritmuso
kat két osztályba lehet sorolni:

a/ inhomogén rekonstrukciós algoritmusok, 
b/ homogén rekonstrukciós algoritmusok.

Az a/ osztályba azok az algoritmusok tartoznak, amelyeknél ■j'fay) 

értékkészlete tetszőleges /általában nem-negativ/ értékekből 
áll. A b/ osztály algoritmusait az a/ olyan speciális eseté
nek lehet tekinteni, araikor jfx,y) csak 0 vagy / értéket 
vehet fel /karakterisztikus fiiggyény/. így a homogén rekon
strukciós algoritmusok homogén anyagú tárgyak síkmetszeteinek 

a rekonstrukciójára alkalmasak, ahol definíciója:
fi , ha (x,y) eleme a tárgynak,
) 0 különben.

Kézenfekvő, hogy ezt a függvényt a sikban egy görbe vo
nal által határolt síkidommal szemléltessük. 1973-ban közöl
te CHANG és CHOW azt az algoritmust [39j » amellyel olyan homo
gén tárgyak síkmetszetei rekonstruálhatók az

■ ■ if
• 1H'

■ NI
-í0

.

.JÍBr

.
*9•f Cx, у ^ _=rfa) "NiIfe ■ ••*.

, s...

tó
4

.

■

Xr,
(9)
és az

Ф ,(10)
vetületekből, amelyek egyenes szakaszokkal határoltak, kon
vexek és két, egymásra merőleges tengelyre nézve szimmetri
kusak. Módszerük - a meglehetősen speciális feltételeket ki
használva - geometriai megfontolásokon alapszik.

NF-.

iK
А (з) függvény síkidommal való szemléltetése helyett al~

bináris mátrixot is. A biná- , ;>kalmazzunk most egy F — ({i\\xn 

ris mátrixok esetében (9/ és (lo) vetületek éppen a mátrix sor
*• «

ás oszlop-összegeit fogják jelenteni:
fi c/" /. h fi Uö

fiiM ' а.У
(ll) i -dik sorban levő /-к száma;

F -dik oszlopban levő /-k száma .
= az

( 12) íJ £*■*■/

• *
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A bináris mátrixoknak fii)-bői és fl2)-ből történő rekon
strukciójára több algoritmus is született [40,42}» Felhaszná
lásuknál azonban az a probléma jelentkezik, hogy ugyanahoz a 

két vetülethez bizonyos esetekben nag:/on sok bináris mátrix 

tartozhat /pl. ha f = 1 és = , altkor n! különböző le
hetséges megoldás van/, űrinek a problémának a kiküszöbölésé- 

-e két út kínálkozik: vagy további vetületeket is hozzáveszünk 

fll^-hez és (l2)-höz [43,44] , vagy pedig valamilyen feltételt 

rőtünk ki a keresendő bináris mátrixra, mint pl. CHANG és CHOW 

már emlitett módszerében [39] • A továbbiakban mi kizárólag ez
zel az utóbbi lehetőséggel foglalkozunk.

A feltételnek vagy tulajdonságnak a jó megválasztása 

fontos tényező, mert kettős követelménynek kell megfelelnie. 
Olyannak kell lennie, hogy a lehetséges megoldások száma gya
korlati szempontból is elfogadható szinten maradjon, de nem 

szabad .leszűkítenie ezzel a speciális tulajdonsággal az al
kalmazhatóság körét túlságosan. Egy ilyen algoritmust muta
tunk be a következő pontban {45 {•

.legjegyezzük, hogy a homogén rekonstrukció egy-egy lehet
séges általánosítására láthatunk példákat {42,44,4б]-Ъап.

Ш
■m 

• ;■**

S
и

■ Ш
r "m

я
.•г. 'Ш•A.- ъ1

к H- «-Мщ
•. ■ # 1

'V1,

I
:í.

Г

$2. Egy rekonstrukciós módszer ismertetése
■ .

rj*
2.1 Definíciók és jelölések

4
- &

A tárgyalás folyamán az algoritmus lépéseinek a szemlél
tetéséhez fel fogjuk használni azt a tényt, hogy bármely nxn~ 

es bináris f mátrixot egyértelmű módon lehet jellemezni va
lamely egységnyi négyzetekből felépülő £ bináris mintával 
/3. ábra/. Vagyis ha a bináris mátrix elemeit -fij -vei jelöl- 

j ük / t,j - -4 Л - •
nyi négyzeteit pedig (<-,J ^ -vei, akkor az 

finiciája:

1r.

%

Xn / és az minta nekik megfelelő egység-
£ bináris minta de-

■)

i , *

■Á

Hf - *]■
i

<*4
SZffGID

r*
* c <*'-

4fi í £

•í ?
3!

Л !
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а'МШ !1 \ 1 О с 1?с ■я
; ■ 7 1 f t» г 1

><■•'

-V.<? I с 17 7 С
F -

Г ! С г 7 7 7 л
7 1 \ 1 \ С ШРг ! г ' *1I с> \t?__ 7 1 С С

í

Ш3. Ábra. Az F bináris mátrix és az egyértelmű módon 
hozzárendelhető -j' bináris minta

■?*

Egy ,5 sikidom x-irányú összefüggő, ha bárhogyan is hú
sunk az X tengellyel párhuzamos egyenest, amely metszi -S ~et, 
az ilyen egyenesnek a síkidommal közös része vagy csak egyet
len pont vagy csak egyetlen szakasz lesz /4. ábra/. Ugyanígy

~',~h

M
’MA

r ’ út

ni
' 45---------------------------------------------------------------------------------------------------

4. Ábra. xy-összefüggő, Sz nem x-irányú összefüggő, 
Ss nem y-irányú összefüggő

■ #

■Xi

•:.A
1

'
definiálhatók az y-irányú. összefüggő síkidomok. Egy sikidom 
pedig akkor kétirányú összefüggő, ha x- és y-irányú összefüg
gő is. megjegyezzük, hogy' a kétirányú összefüggés a konvexi
tásnál gyöngébb feltétel.

Ezek után fogalmazhatjuk meg pontosan a feladatot. Kere
sendő az az j bináris minta /ill. a hozzá tartozó Jf bináris 

mátrix/, amely kétirányú összefüggő, sorainak és oszlopainak 

az összege rendre a megadott ^ és
Az algoritmus leírásához még két további definícióra

Жyótí

' ; ét

■ 4
: /?

vektorok.

a. . i,;-í

lesz szükségünk. hágnák nevezzük és C. -vei jelöljük azt a hal
améi у része a keresendő { -nek,mázt,

' $ 

•I
■4

c cf.

“ F.Mл
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; Ч

1 ' , ■У;Г»•

'‘Ц
-

'V ‘ЛBuroknak nevezzük azt а Ь halmazt, amelyről azt tudjuk, hogy
- •

■ árajta kívül nincs eleme \ -nek, vagyis ez a halmaz tartalmazza 

- -et:
№■

i-. -4 
, ■ Ш

b ? {.

Az algoritmus iterativ módon közelit az f-hez úgy, hogy 

egy kezdeti magot minden egyes lépésben bővit, egy kezdeti 
burkot pedig szűkít. A k -dik lépésben kialakult magot €^ - 

val, a burkot pedig bk -val fogjuk jelölni.
.Ojt

‘I
A kezdeti mag és a kezdeti burok meghatározása, valamint 
az iteráció során szükséges halmazok

2.2 ti
u

(*>
Nyilvánvaló, hogy az -+ -nek nem lehet eleme az { 

az f4-'* vektorok 

vül, ezért legyen

V-- ,..’фés
« .által meghatározott ! négyzeten ki- mhossza

■

к = r, c -
A ci halmaz konstruálásakor azt használjuk ki, hogy az 

•f feltevés szerint- kétirányú összefüggő» Ehhez szükségesek 

az alábbi halmazok

■4;*1
4.

* ■ ; г -л■üíf

*4
, <4>e rh 

-{P+t. <-4>£ rí
■ /л fi .Y>.l

■ V $
.. Ü'J

Cx

В /7'a
Vо s legyen ■

с* = Qx n с д .
így g, pontosan azokat a négyzeteket fogja tartalmazni, ame
lyek a feltételezett x-irányú összefüggés miatt biztosan ré
szei j -nek mert számú négyzet az í -dik sorban x-irá
nyú összefüggően csak úgy helyezkedhet el, ha ezek a négyze
tek is köztük vannak. Ezért 
(13)

»'■ ■ •••*»

- У-»
>:?4
a• -

■4b

UT
-!*■ 4

$о e f &
Hasonló módon

:cy ~ -b j я c -/ •
íahol

- ír, (4>eTh
- № /, «.J>‘ rI-

M-У
' > П

f

•Ч&
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Az y-irányú összefüggés feltétele miatt:
cr •/,

(13) és (l4)-ből az következik, hogy /5c ábra/
(14) C// - Л

— fi, & á у ez f,
Könnyű belátni a fenti definiciók alapján, hogy a 4/ # Ф - 

hoz szükséges és elegendő feltétel, hogy vagy

?
£

■

- fi fi
1

' ^ Ж

’ФMf* / \ (\ У > j,rt/2] 

К**! í,lJj > [n/2]
■•■a•i.vagy , V

. v,

teljesüljön. Ezek után két eset lehetséges:
= </ .

, akkor válasszunk ki egy tetszőleges /*- 
6 Л-t és legyen

*1
a/ ha Cr , akkor legyen 

о/ h
C1 4ЛН Í̂V3 чу fii 

Л'''-íSjJ.
V:,

; C fi
c1

/Később még visszatérünk a b/ esettel kapcsolatos problémák
ighoz./

Az iterációs lépések közben a burok halmazok előállítá
sához még két másik halmaz lass szükséges. Nevezzük vizs.zin-

/4 -val azt a halmazt, amely а 4/tes buroknak és jelöljük

J1Й*r
t’:4
'■ifi:

■■■: 4Mm

/Xlx]//fi \ /*\//• к £ <X /XX/ _IX> Щ//ЛУсУ//Щ
W7MZ:

Q 2Zfi
4

/

fix
fik77 2fi X/

ziá.3
I5 /V

-,Я1
i

J__ __
/^--(7 16 !T6 2 Z Z)

5. Ábra. a/ K, előállítása i -bői; b/ óy előálli-
-ból; с/ C} — CX(J 6q •llJ>tása -f

c*) , , „4 segítségével a következő mádon készíthető elés az 

/ja ábra/:
■ ■ * 5 

t

-»¥ ii■■ i xlt

a/ ha a 7 t-dik sorában nincs eleme -nak, akkor
-nak eleme lesz az /-dik sor minden egyes négy-

.... -X .1. 4- ■ ЧЦ

sete;
Ví*

ifi*';

'%Йfi 1
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• .fc
■J

/9 //4i/
//ЛЖЙzШ--4—sdL.

-4f2' 4 •fj|/
■и'3 ■Д

3
:xi I{Щ1 1 6-5 6 4 2 2 2)

Щ'i?r^ÄУJ/ V .

, ^ ^ p (lO
Ábra. a/ a vízszintes burok előállítása ) -bői es 

a magból; Ъ/ a függőleges burok előállítása 

f*' -bői és a magból; с/ a burok előállítása:

°k ~ 4 n 4 ■

Jij .

.. 4
--Г

£
ül

• 4 Ш
' vMЪ/ ha a ^ -dik sorában a mag Ji -tői Jz -ig tart

halmaz az i -dik sorból4*44/ Jj jz /, akkor a
azokat az (ti)-kei tartalmazza, amelyekre 

• rí*' . • • , r(x)
/Л - fi ^ / -1 Jl + fi É

/>4 pontosan azokból a négyzetekből fogHa Q n- / , akkor 

felépülni, amelyeken kívül már nem lehet eleme f -nek az x-
. ^irányú összefüggés miatt. Tehát * ' Л

Ah) 2-? f.(1b) ■ 1É4
Hasonlóan definiálható és segítségével a füg- 

, amire az y-irányú összefüggés mi-
,:ч

■ -Ш0')4■;qleges burok, jele: 

att ugyancsak teljesül
- аШ

:iá*>ír> э
<3J volt /ос ábra/. A fent leirt két burok halmaz met

szete lesz а к -dik lépésben kapott burok /óc ábra/:

4 ^ 4 я 4 •
önnek megfelelően az első iterációs lépésben előállítható 4 

miatt teljesül 4 — / •

/*(15) 41
■я■

л a
il4

• •?amelyre

■ ПЭ.З Képzési esetek

Nézzük meg, hogy a £ -dik lépésnél a bináris mintában 

az eddig kialakult helyzettől függően, hogyan lehet -bői 
megkapni -et és bún -et. Ehhez tegyük fel azt, hogy Ш

. , : ф 0

4 

1 i; • 4;
«■ . r
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К

4 *= f-
Az alábbiakban a mag bővítésére , illetőleg a burok szűkíté
sére alkalmas lehetőségeket külön-külön megvizsgáljuk, 

a/ A mag simitása
.lőfordulhat, hogy a mag elemei a sorokban vagy az oszlopok

ban nem folytonosan követik egymást; vagyis ha van olyan 

4 » 4
oszlop / 1 é j ± n /1 hogy

(17) ■ .M

4

sor ' -ben / / é г 2 ^ О én/ és olyan /

j y-irányű összefüggés miatt .
/7. ábra/.

;V/J
X« 

, a*
tv'

/ 4 ,/ 7 é <f* У

akkor (17/ és az 

Ezért legyen
'У;Шv<'W; € C.k + J

1
//.

//И *V - / к /
X á -да

;
4 4/4

/// Á
222

/SS '/44У/i щ

■ff
- 'Ф

'л:Ii

У /«

7. Ábra. A mag simitása. Az x-irányú összefüggés miatt 
C<, jí) eleme a magnak, az y-irányú összefüg

gés miatt £iz,j) eleme a magnak.

Щ
КЩ.

V#.: жHa több ilyen lehetőség is van, akkor a 

bél az összes igy kijelölt elem hozzávételével áli]élő /7. áb-
-ből a 2.2-ben megadott definíciók alapján 

valamint ezekből v is» Nyil-

£ halmaz a Ck - .
к-* í

■ /- Щ- 4 - 4

га/. Utána a c 

elkészíthető b 

vánvaló, hogy

k-f 4
(h) O')

к-ki
més /> 7%ki 1

- É; -гШ s(la) és4 <= Ok / О У 4 / / > .
л - 3 />,4; vagy б£ Ъ/>£+4 , és

áí
mert az új elemek miatt
(l9'> /•/ikí “

b/ A burkok simitása
lehetséges, hogy a vízszintes vagy a függőleges burok "hullám
zó*' határvonalai miatt bővíthető a mag. halmaz: ha van olyan 

sor 7 -ben, ahol 4 az 4. és az sorok

*
. *

о, 44.
I

ч

_
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■ ыу

*
jr-:& ■'* ' * >Ф- ш
: .

.-•í-йШ
között van, továbbá van olyan j oszlop, hogy

С4 ypG ct , (Ь,ре
akkor a (ló) és az j y-irányú Összefüggése miatt 

Ezért legyen

СО A tf
6

(O
ic+t >

vagyis szűkítsük a burkot /8. ábra/. Ennek az lehet a további 
következménye, hogy ha az íj sorban, már van eleme a mag hal-* 

maznak, akkor a sor másik oldalán annyi elemet lehet még a 

maghoz hozzátenni, amennyivel esen az oldalon a vízszintes 

burok csökkent.

о3,1 > / Л

с *' „■:
f i- «

kf - '
\ fk S J/£ 

:V ' • .1 kit

ym4

i 6J*
■ § ■ ■" t*3 í ;».ä Я72ií

1uid-

í.rz;ж// s/ 4íy7 // % ■ У Щ 
у •* i£§j7-iff

—v
A

7 5 .5' € 4 2 2 2)

8. Ábra. A függőleges burok simítása«, Az x-irányú összefüggés 
miatt nem lehet eleme az

<k b^' , amiből következik, hogy a oszlop 
alsó végén álló elemmel no a mag.

/ -nek, ezért
у 4

,-s

ki

V-'
Hasonló módon: ha ••»4

- ■ 
' Ц1

я
.7;( < , Jt) £ tb у ( *'^2 )<С£,р) у С *->/?> ) С ^ >

akkor (2t 1 ? ) <2 f és ezért legyen
o,j>é a/2

és esetleg ezzel is növelhető a oszlopban a mag. Ennél a 

képzési esetnél is igaz, hogy

'■ - •& '

1«

Л
■ У у.Щ4

к v

(20)
(21)

4 és
<7 <£ /•

; ^ ■

%п

с/ A burkok összehasonlítása
А Két burok halmaz egyraáához való viszonyából is származhat П

•: t
& ■ ■■' f mу múj mag-elem: ha van olyan < és / , hogy

.. ói/ 67 7177/^ ^ ^ésé- * > j "* C Ьк >
*•

-■$'

■ -Л
v. ;a- >

417

g
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у -I

akkor (15) szerint j .

aminek ugyanúgy, mint a b/ esetben az lehet a következménye, 
hogy az / -ciik sorban a másik oldalon bővül a mag halmaza. 

Hasonló módon, ha

Ezért legyen

)

-

' '>J)f ^7('-,j ) é/Ь(и} és

c <\ /) </ 4

A
akkor legyen

(у)
itt ’'óMost is

(22)
/9. ábra/ és

( к ^iti 7 1? 4dk

C„, «/(23)
ír

a) ■4«.

í *4 

- 6- 4'

Jxj.XIX X m
/

ÍV)//'A//
t; t Л44444Ш44 КI ; ,Ф;

-
f

1j v
*í .1. i

9. Ábra. A burkok összehasonlítása. A nyíllal jelölt 

eleinek nem elemei -f -nek, amiből az követke

zik, hogy bővül a mag ,Л
* Щ

■ S?
'■•>3

d/ Próbálgatás
Ha az előbbi képzési esetek egyike sem adna új mag elemet, 
akkor válasszuk ki a buroknak egy olyan (11 j) elemét, amely 

még nem része a magnak. Legyen

ё

• f
■•«V?

= сл mc(*// ' € N °k 
így folytassuk tovább az eljárást. Host is

i

itt7

(-4)
ck c ci+t 0

/10. ábra/.
4

•í

i-X*
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■

ш
■ #■10, Ábra. Az előző képzési esetek egyike sem tud új mag

elemet adni, ezért tegyük fel, hogy a ?-es elem 

része a magnak

• Ш

• ф-'-ф

' 4

■■ s2.4 Az algoritmus

Ц;?Az algoritmus leirásához szükség lesz még egy ,$* verem
memóriára, amelyben olyan helyzetekről tárolunk információkat, 
amikor nem lehet az algoritmust egyértelmű módon tovább foly- 

S -ben egy-egy elem a következő részekből fog állni: 

k\ : az a mag halmaz, amit а к -dik iteráció folyamán az 

а/, Ъ/ és а с/ képzési esetek egyikével sem lehetett 

bőviteni;
az az elem ~T -bői, amit ebben a helyzetben kiválasz
tottunk + vagy - előjellel ellátva attól függően, 
hogy (t,j) -ről azt tételeztük fel, hogy eleme | - 

nek ve#у nem eleme j- -nek.

,
.. Щ

Щ

- ' :3tätni.

. iiA
■

;

-^V> :

fű

f
I»

■

1. lépés: k -C ; .5” üres;
Ha tr>axjés

2 1 1 J

5. lépésre, különben
,>,ах{А)£[п/Л , akkor ugrás az

%

2. lépés: k к -b í ;
Ha az a/ képzési esettel a halmaz bővithető, ak
kor legyen az igy bővitett halmaz és legyen
к - к-t- í
készítsük el -ból

; üt

. %■

>Л&Щг; 'llá'v

M 4-t.4 -t és
.?■ Щ

■■k

>
5

-
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3. lépés: Ha A_ , akkor ugrás a 4. lépésre;
ha 4^4 j akkor g olyan halmaz, aminek megfele
lő F bináris mátrix vetűletei écpen a megadott 
ríx) és {

ha ^ />4 , akkor ellentmondásra jutottunk, ezért 
ugrás a 6. lépésre»

4. lépés: На а Ь/ vagy а с/ képzési esettel /esetleg mind a
kettővel/ 1/ bővíthető, akkor legyen az igy kibő-

00 00, utána ugrás a 6. lépésre

'■IOS,

Ш
vitett halmaz és utána ugrás a 2» lépésre;
ha o4 igy nem bővíthető, akkor ugrás az 5. lépésre. 

5. lépés: Próbálgatással olyan /0/'-t válasszunk a /?, 
halmazból, ami nincs benne á -ben és legyen

wi
- ол

— + f » egyúttal tároljuk el ö -ben -t

:’r

■rt X

+ C utána ugi’ás a 2» lépésre; 

ha nincs ilyen elem N -ban, akkor ugrás a 6»
lépésre.

6. lépés: Sorra vegyük ki és hagyjuk el a - előjelű (<fj)- 

két 5 -bői /ha egyáltalán van ilyen/, addig, aráig 

elemet nem találunk; 

ha S -ben már nincs elem, akkor STOP; 
ha + It'ij) a legfelső + előjelű elem a veremben, ak-

: "Щ
V

+ (<:/)

ijpf|C -hezkor legyen £ét ~ ci’ » ahol k\ > az + 

tartozó mag halmaz volt .• -ben, és egyúttal változ- ' r !

- ( i[.p -re ;tassuk meg + (к j) előjelét 
utána ugrás az 5« lépésre.

S -ben
л

3. Az algoritmus helyességének a bizonyítása

•4

A 2.4 pontban leirt algoritmussal halmazok két sorozatát
kapjuk:

(25)
C° , c-t, C* у ,.o ц
i-’o , X f ь &

Az egyes iterációk közben ■

ф

mindaddig, amig az algoritmus 3. lépésében leirt 4 к 4 tei-
: - t|

’’fi- - fо

Á
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. 1

*

jesül /ez biztosan bekövetkezik véges sok lépés után a soro
zatok monotonitása, korlátossága / 0 G y /Ь*. ^ T / és a T 

halmaz végessége miatt/. Ez a helyzet egyúttal az algoritmus 

befejezését jelentheti, ha közben S -be nem került egyetlen 

elem sem, vagyis nem használtuk a próbálgatás képzési esetét. 
Ha »mégis kelMt használni ezt az esetet /esetleg többször is/, 

akkor az algoritmus végrehajtása közben bekövetkezett válto
zásokat egy bináris fával szemléltethetjük /11. ábra/. Ennek

m-f * '*:#

:A
%

■1 
■ \ л.к:

jM

'Ш
■1 шt: W

■ . --<s
-"Ú- ж

•r

í
4“•" - ^
-" Ж

11. Ábra, Az algoritmussal bejárt bináris fa

- 1
a bináris fának az elágazásai jelzik azokat a pontokat, ahol 
az algoritmust az 5. lépésnek megfelelően két irányba foly
tathatjuk, attól függően, hogy egy (e,/J elemet hozzáveszünk- 

e a maghoz vagy pedig kizárjuk abból. A fa levelei pedig a 

(K - fr* vagy ck /y_ állapotok bekövetkezéseit jelzik. Az 

algoritmussal ezt a fát járjuk be. kivel S -be ugyanaz az 

(■c,j. "> elem többszörösen nem kerülh.et be /5» lépés/ és csak 

véges sok elemünk van, ezért az algoritmus véges sok iteráci
ós lépés után befejezódik.

A következő tétel segítségével belátható, hogy az algo
ritmussal minden olyan -f kétirányú összefüggő bináris minta

JS

* ‘

&
•

' ' ЬЩ

' ■: ■* A4

■ *■előállítható, amihez tartozó F bináris mátrixnak a vetületei
(«> és f"J> .f

1. Tétel:Legyen f kétirányú összefüggő bináris minta, aminek
és J / . Akkor a 2.4 pontban leirt algorit- l*ía vetületei

mushoz lesz olyan M pozitív egész szám, hogy (25)-ben fу J«
,.

■ :н--

■ -‘Ш
■г

>*•:. уф
F Í
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A tétel bizonyításához szükségünk lesz a következő lem-
mára:
be ада: Az iterációs lépések közben akkor és csak akkor
ha f ér A: .

Bizonyítás: Tegyük fel, hogy 4 c. f , akkor a viszzin- 

tes burok és a függőleges burok definíciójából (ló) és (lő) 

alap.) én:

■rí
i m

.-it. ■2 3
•■Ущ

amiből következik, hogy
Ж

At ^ A
Az elegendőség igazolásához tegyük fel, hogy ,

akkor van olyan , hogy {t\j) ^ « Ha az / -dik sor
ban f jt -tői ^ -ig tart /// - J* és + l ~ Л /

j > I2 » akkor a vízszintes burok definíciója szerint í?^ 

ebben a sorban csak J~ ///-ig tart, de igy
j- fc*+ * 7;V" / >J? ~JZ +JÍ-Í + 1 -J* ;

€ "f j amiből ^ f követke-

- Ti ^ /'
. ".A

• - ; -7if
-:'4a)és

(h) Щvagyis ( i\.jj > ¥ 4 , de
az :L к. - mBzek után a tétel bizonyítása: 

Bizonyítás: Kezdéskor
' 7. -n.7«

Ф = c0 я / e 4, ■- T.
Kind a négy képzési esetre teljesül (lö), (2ű), (22), (24)- 

ből, hogy

. •%

я
b.

"r4 S’ ,
Továbbá az a/, b/, és а с/ képzési esetekre még

Aí <= <7,/ és ж
' vjí^ f

is igaz, ha ezf volt. A d/ képzési eset használatával ez 

nem fog minden к -ra teljesülni. De mivel tudjuk, hogy léte- 

zik ( -hez és ' -hoz megfelelő j , ezért ilyenkor a két
lehetőség közül / ^ és f / az egyik helyesnek
bizonyul és ezen helyes döntés után iß érvényes
rad. Ha rassz lehetőséget választottunk, akkor innentől kezd
ve hagyjunk el minden tagot a sorozatból, áráig az algoritmus
ban vissza térünk ismét ehhez a döntési helyhez és a soroza
tot innen folytassuk. így az eredeti, végei? sorozatból egy má
sik, rész-sorozatot kapunk:

77
f- ■ 'A- 7;Ш

■щ

ma-
í;"7

' ■ ш
■A
■1

it*

• *¥
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Ай-
тт? ~ се, > сег. > - - > СЬ %(26)

~ Á», bg, . - - ) Av .77/
(2б)-Ьап mindig teljesülljek а

#
(27) bgt 3> At’.v,/be, c Cgt'r- 4 ’ 3és Oki

■ a -Wí">-;Ж

■ i(23) ^ s/
feltételei:. (28)-bói a lemma segítségével következik, hogy

4v(29)

(27), (28) és (29)-bol

(зо) •'V
^ ~ bgf с: (z. .. <= *>A,

Ugyanakkor azt is tudjuk, hogy a (26) sorozat csak olyan
(v-nél fejeződhet be, araikor vagy Cg^ - bg„ vagy ?eN ^ 

teljesült. Most azonban. (_30) miatt csak az előbbi lehetséges* ■ ■ . |lí

s#igy • .*
. Л':,

- f ~ ^V.
Következmények:

1. Ha Jj’ / f' í f / kétirányú összefüggő bináris minta 

“s a hozzá tartozó vetületek f° és { У , akkor i is elő
áll az algoritmussal. A (26) sorozattól csak egy olyan pont-

ШC*N

t£[ J

4.
- *&: yr
iltói kezdve fog eltérni, amikor éppen a próbálgatás másik le

hetősége less a helyes -f'-nél, ezért más indexre fog teljesül
ni :

f•J

^ a'ff", ** f =
2. Nyilvánvaló, hogy egy akkor és csak akkor lesz 

-nek és f 

jesül. Ugyanis, ha
hogy minden sorban és minden oszlopban éppen £'

г i

*N> 'V

* 31
A

Г U > 00 -nak megfelelő halmaz, ha rá «At. tel- 

akkor az azt fogja jelenteni,
-nek é s

-nak megfelelő számú elem van C^-ban. Ezért az algo
ritmus által szolgáltatott összes megoldás olyan bináris min
tákat szolgáltat, amelyek vetületei rendre

Ьcí. ® aái > hl(О

...

0)>t*5 és
' ■#

4» Implementáció és illusztrációk
*

•#
A kétirányú összefüggő bináris minták rekonstrukciójára 

szolgáló algoritmus egyik leglényegesebb tulajdonsága, hogy

M

. •



* * ** * (f * * * * * Ж * *
********

¥*#«***¥*#М***#**¥

« » » .» i » * * м « * * * а а .« .* а * м_
Ж*********:*«******** *

■„ и I » д_ t » « » м М' '« « » « « I « а..» .» а а
—* » ' к- ж Ж М * * а Ж а--* » ~*Е-—a^v;"Iyz::z*r::=z*pL::*iF:I=a-—*-—Д--- *~' а ¥ ****** * а * а

*--И—»--*-. *_№*. »*»** a*»»a*a***M»***aa*M****_„j*„it *
******* .«. * и » *♦**--* »Ж*********».*-*. **** **

ei■ г

Zr^Ti^-~~~~аг

а а а а * * а *
**********

-а—*—а * а, а а *. а а а.-».. # а * » а а ' а *■ *_* * *__л а а * аa~ut- а *.. а а а а * * * * * * а-
* * а * * * * *■. ж * - * а ******* ж *********** м ****** * а * а а а *

—М.... t » I 1 I » I * * * а * а. „а а_а а _а а * * * м_ а. * * а а а » _ & а а а а. а
************* * * а а а ****** *************
а а а * » а » а *.:*.*. *... а__а а а м а—а_^.а,_а а * а,. ** * а - а а а а а. а
а**«***-.#«****. * ********** *************

.. * * * * * *. **.а ****** а__а М—а___а_* * ^ -* * * * * * а .. а а а а— * - а *
а*»»******» ******** a*.a***************
***** -»„а а ******* а а -а—а - а_-а__а- * * * а * а а * * » а а * » а

'■ a**a*a*aaa*«****a**«***a*a*aa»*aaa*aa
*—а « * а*#****#* а—а_а. -* -а..-.а~.ё а—* * * * а., а а -.а.,._а а—л—а.. а -а а а

1 * а * * а а ****** ** # # ж * а » * * * * * ************
а.-а. а а * а_а_а а * ***** а а а .а *...м_* а,.,а _* а м * а. а а,а а а а а а а

* * * * *, а * ********** ж**.***«*-*«** **********
* а а. а * ».. а а* а а а * * * * * * * _*_аь. * . ж.. а _ * —а *_- а » а_ааааааааё
* ж ********** * * * * ******* *

—*—*—* * * -*_а___а а_а_а__*_*__*__*__*_*__»__»
************

—*—*—а—*_.,» а а .а * а. * .а *_*_ а_ .а_* * а а__а_*._* *. * . » .*_а # а а а а * * а а * а *
* ■» #-#-■* а .* * # а * а * * * * а а. * * * а *** » * * # а * * * * ***** * * *
а—»—а а а » а а а—а___» » * а * * а...а-а-а а а—* a .-au а * а.....»--* а а * * * а ..а-а а 'а а а

»**«****. а.' »-«ж**********«**. ******* *******
*-* а.*—а. * а а а * * *.._*_*- а а..а-.а..а.-*- ж * _а * а а а -» а а ******* 
************
* * * _* *********
*** * *********
*аа**»ааа#*#***»а 
* * * * « а * * * а * а ***** а
*aaa**a**“aa*a*.aaaaaaa***a

*********** Ml 
*******

» а * *
М' * _ ж * а * *

¥ * ******** * а
а =* -а********
* * * а * * * а ж * * * * * *• *
а а * а а а а а а а * а - аа а * •#
*********** V* **■**»
********* **
***** w * а * * * ж * ж * * *

***********
> ч * а а а а а а ж
* * а * ¥ * * * * ж * * * * а
************
********** «**
***********
*********

* * * * * » а *

эи

'"Ш‘М

“

.

* **-**» ******* *
* а * - «_а а _* -а -а -а- .-а ... а ■■ а * -а а- -

* а *************** а *а***а*а*а
-• ""

а—* • *.
а *

****** ********* ***************
а а а а а а »-а—-а- а. А.,.*—а,„ »■ •*--&■■. a jt._a-a- а а а » *. а а

*****************************
****** * ¥ v * ¥ 
******** *

■к..

*************
-ж—а а а а- * а -а а »•. а_л

* * * * а- а -^»--и—а - а щ=щ==*^9^% а 
а а

*_/-а_ .а. а
л-' .,

* *- * * а * * * * а а *
а а * a *г~ а а -а - а - «г 

********** 
а а а а -*

* * а *
* * *

* а а * а
* а * *

********** 
**********

* * а * *
*******

* ж * * *

******
« а а « а а *

***** 
*****

* * *

а а

Мtt Ä # 1=ЯЯ~'ша-

ёЫ

%
*—■WU~"~~м —

~~шасг

а--

43d41 н



Г* u.-чъ

IF А~=

*
******** ff * * * *

-#—*—*—#—♦—l-r* * * w щ «*
***** ********

* * * * *
******** *********** - 
* » *—* -*-•-*—*—» * * * * w—«—* * » * ■■*--*

*- .# W * * . W * * * * * * * * *

W—*• W ■* ■ * * w~ * * * * * *

*****
* * * *

-A- » ».. *
******

*****
■# * « * # If

********* 
**********

*#*«*.-##
" * # * * *

* ******************* *
* # # *-“#—* ##*•*■*#*******#*

* * * * ************* * ft * * * 
********* * ****** ****** * 

*«***#**#»« *************
# * * * * * w w—#- * if—кг * * * * w * * *■* *r * * * ■

* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *
■■■*■■*■# W W W * * #—W~Írlr-Щ--* « '*~W^w: ***** i i * * *

# * * * A . * * * » W * * ft *************** *

* '# » # * 1ГА *“Á # ill A—W—#-'■# '# * *"A * - * * * * * * Я—#—#—*—ST

я ***** Я * * * * А -Ж # W W # * » ***** * *** *****
r- W'* * * * w #~w *—* # w-* # *—w~ir~~%—щ * w *—* ****** *—*—#~ *—*—*

******************** w * * * * ******************** *

**************** *"» *—# W « y--y -w—(Г*-«"“* » Tinrirr' ******* * ' * *
****** Я*************** ******** ***** *#“******* ****•■«

* ...* * * * * Я********** ****** A W * * ft * # W~W ******** WA“» * W *—
ff#***w*w**w„#

*********** * * *
****** * * * * И * * # * * Л ******* A ****** * * * * * h ********* *** *

* * * if “*'****** ************* * **«■*« Л- ***** * * * * * * * * * * к *

************** ***** * ******** *** ** *** * ********* ***
* * * if # # * * *************** * ********** * ******** *

*******
* s W * * * * * * *
ж**** #*» *
* w *~.* * * * * *

************ *
* * * * * if * * W *^ ***** * *' * * W

««•***»**
* * " * #“ * * w *

* * * *
* * * * # *~

* * * * *
* * * * * * * * * *

*********** * *
***** * * * * S

* #. .* * *: * а я

* "'* * * * *
* * * A * * * ft *r ■ *
w * * * * * * * * * * * * *

*******
* * * * “* *

*********** 
*********** 
********** 

s # ********** *
************* 

*******************
* * к * * *

И ■ ГТ 1 1 11 ■! -

^■шшяашяяицазг: 
asst гая51«ш@нюй*И1нгаия1э:

^аДыШШсттамИДВД-даэд

ЯКШНЯ«ЕЯ!=

„ЧГГГ.
W «Г

* * * *
* * * * *
* * * * * ft*w#w**ff«*******«*w****-* ********** *

-* * *-'-•* *" * * ****** # ********** * * л щ •# ■'•*■•"•*—W—W~T»—*—W Í 1 1

* * *
* # w *

A. ij-
* * * * *

******* »•*
* * * * * S * *”

******* * *
* * * * * * * * ff ff

*■ * * 1, * * * ■'********« * í- * *********** ,í

^ * * * * * ff “ff ff ff-* * ■» ff * ******* ff ff *“ * Tff

************ ff*#****#****»**#
ff""« ******* * ff * * ff'”* ff ff ff ff ff 1 ff * * ff * * ff

ff « . ff w' * ff * * # * * * ff #■ * * * * :■# г.» ff ff ff « * * * я *
********** «Г *--* #***#„**# *
ff*********************************** 
*«'«'***•****#**** "*"' **"******«*******«**

.1 <”***«»# w ff * # >i ff * •» í, *«**#*

***** **'*******#** ***** 
Affff***** *********** ff ******

******************** 
************
****** ff ff A * *

* ff * ff *

***** ff *

****** ******* « ff***#

******#***WT,ffn**** 
#<’*******« * * * * * ff*

* * “* *"***#«* *'*#**

' * * *

*Я* ******* * * * * *

********* *******
* * * ff1 «ff********

******** ff * ff *

# ff * ff « *********** * ff *

***** * * ff ***** * ■# * * * ******

ff**##**# ************ * « « * „ * ff ff # ff . * * * ff

* * * * « # #'# ff * * « * * * #'* * * * * * * #"* ff"*"*'*'#* *
* * * Ä * * »f * ******
*" # ff * * * * * * * * * * *

****************
* * * *

* * * * *
* * * * ff * * * * * * * *' * * 'ff * * ■*• *

ff ff ****** ff * ff * ff■ * * * * *

* * * * ~# * * * i * W

^5

4:íl,a;

* * * 
*...* * *^ЗДИИИ-Г™'-

* * * * ff ff * ff * » ff

* * -A w W A * * * * * W W ff

* * * ff * * A ff
■

* k m~ * *



¥ ¥ * * Ж* * ¥ ¥

¥¥*.¥¥¥¥¥*¥*¥ ¥¥¥¥**» 
¥***«. *¥4¥*МЖ¥-*»*М¥4** *
* * ¥ ¥»__»¥» * *
*,,*»»#»**„

* » * ¥ » 4 4 » » * * -»—II. I ■M.'iui.n ..........

*♦•***« **

¥ * * # * I * 4 4 * ¥ * 1 1
¥ 4 4 а * 4™ у-у—1ГЭЕДЕ-*—* * * ЙЬ=Д=

¥__* ¥__» * * * ¥ »_»__*L-A—A__*»444 _ л__*
* -41 « *«»*»-*:.» » ж

»*»*¥»»*»»»»*»4» 4__Д
.**#¥4. *»¥***»***»»**4**»

* » * * ¥ 4 *
¥__¥__g__4 ¥ ¥ *_¥__*. * ¥ * ¥ ¥ * * » *

* * * * ¥ ¥
¥ I 4 - * 4 “ 4 44мм¥м»»

* * ¥ ¥ ¥ * * ¥ * * * ¥ ¥ * -4 * *

* 11 * J-J.Xl » *„«.♦.»
* ¥ * ¥****» * ¥ 4.

¥ ¥ ¥ 4* 31 ¥ ЭЕ
i » * * * » ¥ *
*4**44** 

¥*¥**#* *...« ¥ ¥ * 
****** *»#4*44* ¥

4 * 4. * * ...4 Ж ¥, ^JLJt JL ¥ ¥ ¥
¥ ¥ ¥ *«-*¥•* а ¥ ¥ ¥ ¥

_4 *****44*44¥» ¥ ¥ *
¥ ¥ к * *¥*4 ¥-**¥*¥**** *
444»*»** ,.Ё_ ¥ *._*_ *_»»*»»

* 4 4 4 4 ¥ * ¥ ¥ * * ¥ ¥ * ¥ ¥
__4. ...* »**»»¥»***¥__¥

Ж в ¥ * ¥ -

4_¥ 4 ¥ 4
¥ ¥ ¥ *

¥ ¥ ¥
* ¥ ¥ Л

Л- :&
ass

¥ *
¥ * * ¥ * ¥_.jt_. ¥ ft.,. ¥ ¥_ _ #__.*__ 4___й—»._*._4 .4 ¥ 4 4**4»»

*******¥4****4**¥»¥4**¥*4*й**»*
¥ * ¥ it—*—4—* ¥ ¥ üt..—*....*.4 * 4*4**»**»»** 4 ¥_*_.*—4_4 _

»*4»M»«44*444*4**4*4**«»4**4** 
4__*—4_4__* ¥ ¥ ¥ _¥— ¥ *. * ¥ М ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ * ¥ 4 ¥ 4 ¥ » * *_...¥

**..*..*« ЭЕ * ¥ * * * # * * * 4 * * *

* ж ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ж *
¥ *__»_ ¥ * ¥ л 4 ¥ ¥ 4. ¥ ¥ ¥ ¥

* -. ¥ * 4 4 ¥ * « ¥ ¥ ¥ ¥. ¥ * * ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥
4 4 »* ¥ 4- .4...4. 4—4__*__¥__4__¥- ¥ 4-4-4 4-4-4- _¥-_4_-.§_4

» * * » ¥ ¥ ж ¥ ж ¥ ¥ * ж ¥ ж Ж********* 4 ж *
¥ ¥ 4 ¥ #*¥¥**¥***
Ж************

« _¥ ¥ 4 ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥
¥*4***»*4¥*¥

: ¥ *
¥ * »«ж******
-¥ ¥ ¥ * м ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ #
4*¥»4***»***4»*¥*»***
*' ¥_ ¥ ¥ ¥ * ¥ 4- - 4—4—4 —* .Ж—»
¥44¥¥4¥Н¥4¥4
4 I 4 ¥ ¥ * 4 4-.4 М * 4 * ¥ м ¥ 4 К 4 ¥ 4

*«¥**¥¥»¥¥¥¥^¥*»4*

-А____* ¥ ¥ —¥___¥_4—4_#___#___¥ »*»*»»_____4

Ж ■¥ ¥ ¥

¥ ¥ ¥ *¥; 4- ¥ ._* ¥- ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ * * * * ¥ - ¥ ¥

4 :-.4Е 4 4 4 4 ¥ ¥ 4 4 ¥ ¥ 4 4 ¥ ¥ ¥ ¥

4 4 4 * 4—4 4 4—4~~4 ■ 4 -4 4 ¥ 4 | 4 ¥ 4 ¥ 4 ¥ 4 4___4- *44 —4 4 |

¥¥¥¥¥«¥¥**¥«»¥¥¥¥¥¥¥¥¥¥44***¥¥¥¥¥

4 4 4-4 * ¥---4 ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ 4—4-....-4-4 4 4 4 4 4 4 4 4
¥ * ¥ ¥ ¥ « ¥ ¥ ******* а ¥ « #

*.***» ¥ ¥ ¥ 4 ¥ ¥ 4 4__¥__¥ ¥ -4— 4 . 4 ¥ .

» **¥**¥***¥**¥»

-4—¥-¥-¥--¥ ¥ 4= ¥ ¥ -444-*»*¥¥4»¥ * ¥ ¥ 4

¥ ¥ Н * у

* ¥ * ¥44

* ¥ * ¥ ¥ * в
А-.- 4 ¥ 4

* 4 ¥ 4 * ¥ ¥ ¥ *

*¥*¥*¥¥¥ -**¥¥. *4- ¥

¥ ¥ Ж ¥ ¥ 4—4--. ¥ -4 * ¥- .-¥. ¥---¥—4-. А. ¥ ¥ ¥ 4 ¥ ¥ ¥ 4_ ¥

¥ Ж ****** ~*- ***** ¥ * * ¥ М ¥ ¥ *

¥___*__а___¥

¥**.***- *~ #-*******-:***¥ 4 * * * * *

¥ # ¥ ¥-4 —4 -4--4 —4- Ц_4._ » ¥ 4 4 4 f_.4_.4- 4 4 
- 4- * ¥ -4 Г* ¥ ¥ 4 #--Ж 4 ¥ ¥ *4**4

__¥__4__¥__¥

-4-__4—¥-----¥

¥¥44*4-4

¥ 4 * ¥ * Ж

¥ ¥ ¥* S * * * Ч

* * - А ¥ *- ¥
* * * М ж * 4 » 4 Ж * * Ж *

4__Я___4_4__.....................................¥-4-4 4 ¥

4fc=Jb^*—»■ » _» 4 ¥ Н
¥**¥***¥*

4__4 4. ¥ 4- ¥....*

¥¥¥-¥«'¥*

¥ ¥

* ¥-44*

¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥
3 : .Н4-

¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ЭР

¥*¥*¥**** 
¥ ¥ ¥

Ж * ¥ ¥ ¥

**»**»4Ж

¥ ¥ V 4 ¥ К

«¥¥**¥ 
*¥¥¥¥¥»¥¥¥ 

»¥¥*¥¥¥¥¥¥¥¥¥#

* .» _* 4

¥¥¥¥¥¥¥¥*¥*¥¥#ММ¥¥¥«¥¥¥«м* *

ж ¥ ¥ ¥ ж 4 ¥ .¥—4-4 ¥ * ¥ ¥ ¥ ¥—4-j¥—4—4-4...4-■ ¥.....¥-...4-¥ ¥ ¥ ¥ ¥

*■■■4-4* ■¥

¥ 4 —4 ¥ ¥
¥ » ¥ ¥ ¥ 4 ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ._# ¥,*¥¥¥¥¥¥¥ ¥ * ¥ ¥ ¥

¥¥ж¥ж¥¥¥

4 4 4» ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ м

4 ¥ ¥ * ¥ ¥ - ¥

¥ ¥ ¥ «
¥ 4 4 »■ ¥-4- ¥ й* ■» 4- * ¥ * * * ¥ * ¥ ¥ ¥4 ¥ №

W ¥«¥¥¥¥¥¥¥4# ¥^м~'»¥¥¥*¥ 
¥¥*44 » 4

**¥¥¥¥¥
“ * “ •# * 
ж --¥--¥¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥

- ¥ ¥ » -¥- ¥ * ¥ ¥ ¥ ¥-¥-

.*¥#¥¥*¥*

¥ ¥ ¥ ¥ * * Ж

-¥ ¥ 4—4

¥ .-¥■ 4 *

* *
”№»■

L-

________________________ _ * - 4 _ *
¥К**4¥'»***¥* ****'*

¥-»¥*#¥4

¥*¥¥¥¥*¥ ж
¥¥¥¥¥¥ V « *; ¥ ¥ ¥

¥ ¥ ¥

* ¥ ¥ - ¥ - »- -Ж: -:¥_- *1—¥^ ¥--¥ —¥ 4 Э 4 * 4—4----¥—¥ ¥ ¥ ¥-

й ¥ ¥ ¥ М ¥ ¥ ¥ К 9

т ¥ ¥ н

¥»¥¥¥¥«¥¥

¥ ¥ - ¥ -4 4 ¥ 4 4 * - * ¥

* ¥ ¥ ¥ ¥ 4 ¥т~!4 4 -4-» 4' 4 4 4 IF 
¥ *74 * *4 4 4**4 
***«¥*¥***¥

* # ■ 4 ¥ ¥ ¥ * ж 4 ¥ ¥ 4 4 ¥

¥4**44*¥¥,*и¥¥¥¥*¥4Ж¥4

-"•|1 •" ;•“°-д"гг-

¥ ¥ й ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ - ¥ 4 ¥

¥¥*■***¥*•♦* 
¥¥,(¥¥¥¥¥¥***■

* ¥*44 ¥ Ё

¥¥¥4¥¥4¥.¥¥ 
¥ ¥ * * 

*¥¥¥*¥ ¥•

¥

* ¥ -¥

»¥* 4 4 4 4 ¥ 4

¥¥44¥ж4* £

„ ¥¥«**¥*4« 
- * * ¥ ¥ ¥ ¥ - ¥ ж

¥ 4 » ¥ ¥ м ¥ ¥ ¥

»«¥¥¥¥*¥ 4 
* *44-4 * * ¥

» ¥ ¥ ¥ * ¥ * » ж 4 * ¥ ¥ ¥ * ¥ ¥

* * 4¥ :* 4 ¥ ■¥4 * .¥ ¥ ¥ ¥ ¥

4 * 4 * - ¥ - ЖГ-З»-—¥ * 4 4 4 -»
* ¥ #

¥ ¥ ¥

4

S 3 S п *¥



т !Ь-;л|д.|щщдиав=-

Л
4 * « *«4*4*44«*. **4

»********************
* * 4 * »# Í <*♦*-**»**» ’ **■ * * * 4 *

4 , * Ж * # * * 4 _ 4 * 4 * *
* Ж * • Ж

* i * I j 44444#»*

¥**4*4 * ¥ 4**4 * *
4*44« 4 # 4 * ¥ «44444ц, »4 « 44*444

* « « *»444*4* ¥ * ¥
¥ _*_ * 4 44*4444*44

¥ ¥ V * 4

4 4 4 4 4 4 4

»4.4.4 * К * * * * 4 * 4 4 * 4 4 «
**4*4*44*

*■ * ¥ ¥ * ¥ 4 М ¥ * * * ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ Ч ¥

444444*44 >-* Ж» *4*#* 44***444 4*4 
4444*444» « *-'*4«¥-.* «И*** *»•*•*■■**
* ¥ ¥ * * И ¥ * * * * 4 ¥ ¥ ¥ ¥ » ¥ * * ¥ ¥ ¥ ¥ * * ¥ * ¥ * ¥

# ¥ ¥ » 4*44« ♦ I М «J » » # « * » * * f.,| Í ^ * * * *
4 м '»****•

¥ «4 к ¥ *< 4_ 4 * * ¥ 4 4. * Jt. 4 * » ¥ * ¥ * ¥ ¥ * ¥ * ¥
¥ * * ¥ * я №. ¥ *4444*44,>4 4 М

********* 4 4 » 4 4 * ¥ 4 4 4 4 4 4М * *
* Щ *т ************ *******

* м 4 4 4 » 4 4 4 *. * 4. » 4_44*4444 *#.***£*_***
******************************

*_*_ ********* * **************
***и.***^*»._-***.**********************

*******************************
*4*4 ■# * * * * Ш * ' 4 Ч И 4 4 4 * *********

« 4 4 4 4 #~ТГ

Ж * Ж. Ж »_§l

4 ****** * » к* * * *
Í * I

* »
* * * & *

* Ж * * 4 '-Ж * * ¥ ¥ ¥
4 * 4 4 4 4 4_. 4 4 4_ ¥ lit
* * ж к * *_ * ¥ *-_• ¥ * * ¥

_*__¥ 4 * * * * 4 @ 4 Ш » ¥
* т * ■>****

» ¥ 4 *_*¥**■» ¥ *

* * » 4 ¥

4 4 4 4 4 ¥ 4 * “ #
* ¥ м

* « * »
* *_* *

******
*■**-* * * ш

* 4 * *
4 . ¥ 4
¥ ¥ * * *

щ » .*.. .#._» ,,
4 » * * * * * ¥ *■ 41 4 Я>

4 4... ¥ 4
4 * ¥ 4 4 4 * * * -4 * * 4 *

4 £. 4 _ ***__* * * 4*^44
М * 4 Ч ¥ 4 * .« » И 4 * 4 «■

4 ¥ ¥ * 4_ 4 ¥, ,4 # м ¥ ¥ 4 4 4 4 4. 4.4 4 4
»¥****». ¥¥4# ******.*

¥ 4 ¥ 4 4

* я #>

4 *
¥ » 4 * * * ¥

4 у ¥ у

*4*4^¥4#44#4*

************ * * * * *
* 4 4 #

* ™J=~ ¥
4 4 » «

* * “ “4 4
* * ¥ 4 « * fc
4 4 4 4 u 4 *

4 4. 4 4 4 4 4_

JL и
¥ #

********
****************** 

*«■ т ******** * 
*************

4*4и а * 4. 4 »

Л ¥ 4 4 * 4 4 4 * * 4 4 ¥ * * 4 4 4 * * * 4 * * * 4

*,44444*44* 4- 4 *•' *4*¥*-4 ¥¥ 4 * * *

4 4 4. 4.. * 4 4 4 4 м ¥ 4 4 4 4 4 ¥ 4 4 4 ******
******* 4 * * « 4 ¥ 44*4*4 * * 4 4 * * ¥ ¥

* * * . 4. 44.4 4 *44*44*444*44*44 4
44444444*4 ”4 44444444444444444444**
4*4*44«. **4**444444 _4 4 4 * . JL,J .;Ж 4*4*4444

#4*44*4 »4 « 4*4*4 ¥4** *4 4*44*4*444 у,
й-4 4 4 4 4 4 4 4 . ,1_ 4 4 4 4 4 4 4 » 4 4 »
4 *"•' * 4.* 4 4* 4 * * * 4 * * * * 4* 4 4

* * * * 4
»4*44

* * 4 4

4 4 4 4 4
¥ * * *

4 ¥ * * *

#__Ж-гЖ__
* * * *
* * *

^-^"■■'! ТМЮИ1

“,e>r-g*®w: г,
•~ IMIÉI 1»Ч| I

* у, * 4 4 4
¥ ¥ ¥ ¥

4 У *

* ~ж * it: *
-.4- ...А # 4 4 4-* * 4 4 4444444444» 4 - *__4
****** "Ж'' 4* '■4*4**44444*444» 
4»»4*4*»» 4 4 4 4 »■..4.-4 »4¥»»*»»

****************
** ********* 
******** 
********

4 4*4* 
*****
4 4**

й 4 4 4

--—*с@

ssaraGE#WB# .*^ЙЯЧМ1|*

. -ЯМ.1... iiHiÉMIPj*»№ЛИЕС<_ЕЙ.'С^^^ГГ-ГГГ'
114*■«=

^ггхллнанвшанш

ПТ" П-------
5

" “¥¥fc¥ÜHWfVJ4miw4i... 11 ■■11»||Ц<
""—у..........TTIH*11'-' ■"Tops:

S 3 я 1 * L
1 II "w—c:



г.
“!-!НК.--=ДИИ1* ■

—

* * * *
* ft * «

* » W * *

* * * * 1*

*******
********

W w tF ********
W * * * « ***********

* * W * * * к ******** ***«**«■»* * *

******** 1*Г_ ********** .. .* 
*W*WW****W *****
* * к ************
**** *********

* * * W ***** Ж.. w * W *
***************** 
****************
***** »**-**
***«*»*■*">•***** * 
*'W**-*W'#*W*'*'**W*

*
■-■Д И *-------------—Я

* * *
*****

»■»■■»--ж * » » * « * * * * * *

»**ww*W*wWW*****
* * * * * * * * w '» **■*-#

***************
* * * * * * * * * * * * - * * m

******** ********* 
w * * * ********** ********

************ w * Í3E- w *
* " W * * * * * W * W *-* V W W W *

* w *

* *■''■■ * *

* *
* * *
* * *

****** ******** ******** *** *******
********** ****** _*W* *~*—W—*—* «-^*--* Vi W ЗГ * Í S

* ********** * * ******* * w * и w w ******** **** * « *
********* W ********** к * * * ****** ч * * * * ч ********

w * *

* * * *
*' * W W 
* * * *
» » * *
* * * • « * *
» * *

‘W Ж * * * *
* w

********
***** -*--*- * *

- *ft * * # *

* w ****'#'* ***
* * * *

*******
J# * Jfc W A ** * (t * -* *******

******* ft'"* ******
* * * * * * ft Щ ft * * * w * A * * *
•*--------------* “* *************** * *

************************** ******
=*- * Щ * * * * * * * *"•* * * * * * * * *—* # * ********

*** * * ************ ft *»v *************** * ******
ТГ * * * * * *********** * ***** * * Jr » * W * * * * .« ». ft * * * * W WWW

* * *********************
ft * # ' ТГ ' * * * * * * * * * * * * * V Й W'W * * ft * * *

* * * ‘ft * * * "ft “ИГ-W * » Ж * W W * -Tr^ **************** * * * * *

***** * * w * ft "ft v, и W ft * * i * »V i ft ft ft * ft ft ft * S W ft * "ft-ft ft ft * * ft"
* ft * * IV ft * * * ft ft * ft * ft * ft * * » * * * * ft ******* ft * ft ft * * ft ft * * * * ft * * *

ft*******»« **wft ft w ft * ft ft ft * ft * * ft ft ************* A ft ft ft ft ft * # *
ft * * * * * * Ä * * Jt. * * * ft * ft ft ft ft^ft ж * * ft ft ft ***** ft ■* * * ;« * ■* *
* ft •*—ft * ft w ft“ “ft" ' ft ******** " ft"" ■'*' W ft'“ft ft * A * ft * * * ft "ft * ft ft

* W—*

-ft- ★ *-
ft*W#ftftftft,Wft*ff*»WW*ft***Wft*ft**W**W •♦***»**** 

* * * * * W « * W * W A * * * * * * * * * * * w * •* W * * ■* W ft * * ft * * * *
* * ***** A * * -_r^- ft * A

ft ft * * * * W * * *~"*F * W * *
w***ft*.W**t**-f

* ÍT T ft * w ft * 1* ft" "ft
****** * ** *********** * * ***** n*

-',. ************** » « * 
*********** 

w * w * " w w * * * * ft ft *• *
*************** 
******** ft * * * я ft ft

« * *
W ft * ft * ft ft *

* * * * ft * ft * It ft * .ft

ft ft * * * ft * * * * ft *
**** ********

* * * ft ft * V '* * * ft
* ft - « * * s w « * ft'

ft ■* * ■ * *"■ ft w * 1 w *

ft****«*-*

****** * * ft ft ft »

*** A* ft* ft****

Ji * ft * w

W 1?

•* ft * * * * ft * ft ftftlhf* *********** ft ******
Í * ft ' ft * ft * 'ft ft « * » * * "l>. * * ft * * *

2Ш
* b W~ 1ПГТ

****************** ********
****** ft—и * * * * * * * * г-тттпft—«—ft—*

*

* * * * * *ft ft * -.V W * W * ft ft A * * je * s * •• * ft * * ft ft # * ж « ft
ft ' « ft ft ft ft * * * * ft * - * .< ********** ft

- *************** ******
* * * * ************

■ft ft ft • ft

w
it*

t* ^



í* w w
* vf

* Tf—w~ 
w W *
w W я 
» * *
* * *
* * *
WWW 
* * '*
* * «
* * W

4 * * *

* * * w 
* * * # *
* * * -* # 

******** 
******** 

л к * * * » w w * * *
************** **> 

******

———■ nil.II. ,.

' 1 '■“»•" ~ • •

~~~~r~j*,a^ga8r^

МД№

I'

************** *''W *******
****** „A, .************** *4‘*****?

* * * »' * * * * i * * w * * W * * ff *********** W

»■*.;** * * w * #; * w * *~ * • * * * **.«#***
• * * * w « * * * * * * * * f * * * * * f *

■* * * * * * *

*******
******** ***** *********** •■.***■• * * * 
******* *‘"'I,,"f”"8'-* ******************** 
********************** *********** 

******* ******************* ********
******** ****** Л * * w / * *

******
********
* » * *

******* _w* 
************************ *** 
****************************
********** * * **************** 
********************** ******* ******** ******* 
******************** ******* *********

*************************** •* 1«

* * *************************** 
****** »fr*****«-»*.**
* * * * W * * “7Г * * ******

* * * * * * *
« W * * * * ~S * * *

*************
* * * * * * * *" * *

« * * *
* *

* * * * и
*********

~W *****
* * * «

—*• * *

**# ***«■****#-*

*»**.* 
***** 
* * * * »

* * * *
********************* 

**********************
********* * w ff ******* ************
W * ** * ***** **** ***** ************

* * ft.

* -ж. * *^TF
* И ■* г * * * * * * ff W

* * * ж «г
* ’W *

я*********** 
***** «” * * * * * 
ж*******

* * *
*******
* * * *

*********
* * и * ‘ * * Я * *

* * * * *
*★**.*тг*

* * If * * *

А * *
**************** .-„„•»** ***** »

* * * *' * W «г ТГ"Ч?" * "Т* **************** ’ "*" * *'*****»»
*:** * *********** *********** **** ****

.... # # W”ir ff—ц—******* «f^fTTlf * * * * *"* ********* - *

*** ********************* ‘Л *ТГ fr ******************

***** ~W * ********W WW«*»*»**^* А- ******’ ****************
****** ****** * * * * * -*". ****** *t

*' * * * * * *~* *•#*##**##"* #* *"" *"”* * ' * ********

****************************

* * * * * * *
******

=. *
**■«*« * 

* * * * *
* * * * #. * * *

* SU*..
* * * я

*******
* Щ щ * *

* ж ********** 
* * ж Я * ******

************ * *********
* * * ********

***********
* * ** * * * * * * * * * * * * Ж * *'■ Я * к * * Я я * * * * * * *

******** ******-♦******
*"*”'* * * * * * * W * * * * * * Я Я я 1

******
*'*"■** ******* * -* * * *1

* ****** ********** ************
* * Ш * * * * * я * * * * * * * 1 * 1 # * * " * * * я * * *

* * * Я г. * ************ * * ********
* * * * * * * * * * * * * * * * **

ж*********** *********
******** **************

* * * * * * *
* * * * * * i~ * * Я Я' * *
************

* *

* * * *

#
***********

************** * * * *
» *..*...*—* *..**..***«

-»•^«'Ртвяццмц; * * "Я"*-*

*******

* *******
*******

я *

я * я



- 24 -
J

"Л . , 5«V'

-
*-

iv
.v»-:-es bináris mátrix-nincs szükség a memóriában egy teljes n* n 

nak helyet foglalnunk. Ugyanis a kétirányú összefüggés feltéte
lét kielégitő bináris minták egyértelmű módon jellemezhetők két é
vektorral /12. ábra/. Ez a két vektor azt mutatja meg, hogy az 

j minta egyes soraiban hol kezdődnek és hol érnek véget a hal
maz elemei. Ez az észrevétel azért fontos, mert az ismertetett 
képzési esetek mindegyike elvégezhető ezeken a vektorokon, a- 

nélkül, hogy a teljes mátrixot használnánk. Például a mag simi-
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Ш12. Ábra. Az xy-összefüggő bináris mintát egyértelmű mó
don meghatározó két vektor. A bal oldali vektor 
a sorok bal végének indexeit tartalmazza, a 
jobb oldali vektor a jobb végek indexeit

.Üt*

í

tása azt fogja jelenteni, hogy a C -t jelölő vektorok közül az 

egyiknek csak egyetlen helyi minimuma lehet, a másik vektornak 

pedig csak egyetlen helyi maximuma.
A 2.4 pontban bemutatott algoritmus egy leegyszerüsitett 

változatának elkészült a FORTRAN nyelvű implementációja. Ez a 

változat nem tartalmazza az 5* és a 6. lépéseket, ezért olyan 

bináris minták rekonstrukciójára alkalmas, amelyek az a/, b/ 
és а с/ képzési esetekkel előállíthatok. Ilyen eredmények lát
hatók a mellékelt illusztráción, bemutatva az egye3 iterációs 

ciklusok végén kialakult képeket.
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'■M/. Két vetnietnek megfelelő bináris mátrix létezésének
.

szükséges és elégséges feltételei I
jna

A következőkben azt vizsgáljuk meg, mi a szükséges és elég
séges feltétele annak, hogy a megadott két vetülethez létezzen
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megfelelő bináris mátrix, illetve, hogy az egyértelmű is legyen, 
vagyis ne lehessen találni másik olyan bináris mátrixot, aminek 

ugyanezek a vetületei.
Ezzel kapcsolatban CHAI'IG bizonyította /40,42]:

Így bináris mátrix egyértelműségéhez szükséges és elegendő, 
hogy ne tartalmazzon un. áthelyezhető komponenst.
Definíció; Egу bináris mátrix áthelyezhető komponenst tartalmaz, 
ha található benne ilyen rész-mátrix:

Ü
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/Rész-mátrixnak tekintve azt is, ha nem két szomszédos sorból 

és oszlopból választjuk ki a rész-mátrixot./
.VAiIG [42,41] olyan feltételt adott meg, amely már a..vetü- 

Ietekből válásit tud adni mindkét kérdésre, tehát anélkül, hogy

:í
• у 4

v •iűí'-.j.-V*--

a mátrixot ismernénk:
Készítsük el az f 

aminek az r" -dik sorában -f]
vetületi vektorhoz azt a bináris mátrixot, 

darab /-es áll a bal oldalon tö-
.íi ■■, Ifi

■

• > Щ
■* ' jjti

■S

möritve és jelöljük az igy kapott bináris mátrix y-irányú vetü-
гЧч> -nal. i/lajd rendezzük az eredeti jíletet I vektor elemeit

» K- *
•fV

» 1 2 . »nagyság szerint csökkenő sorrendbe: ^
Vizsgáljuk a következő összegeket: Jh f és f/J* f k ~i,Z ,

i-1 2 i=-t 7

- • • 0

I«I /.• • • >
.9»- áa/ ügy bináris mátrix akkor és csak akkor egyértelmű, ha

minden 4-ra.
b/ Akkor és csak akkor létezik bináris mátrix a megadott két

ra.

2 f?’1 - gfy
t*i 2 i=i i

>
•,Vii•kl-

J5T {e”' £ У7 minden A - л»vetülethez, ha
с/ Akkor és csak akkor nem létezik avetfjletekhez megfelelő bi

náris mátrix, ha egyetlen к -ra is

w
' ?*

t ‘ ?=/
Д

im
%• вElőször a Chang-féle feltételhez keresünk egy vele ekviva

lens állítást, amit aztán többször is fel fogunk használni a 

ésőbbiekben.
Definíció: Egy bináris mátrix soraiban az /-esek piramis-szerű 

elrendeződést mutatnak, ha a kevesebb У-est tartalmazó sorok /- 

e ei a több /-est tartalmazó sorok /-eseinek az oszlopaiban ta-

t A'%
*

M

>A$
■ 4
■л Щ»
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*ílálhatók; és az azonos számú /-est tartalmazó sorokban az /-esek 

ugyanazokban az oszlopokban állnak /13» ábra/.
Megjegyzés: A "piramis-szerű" elnevezést az indokolja, hogy 

na egy ilyen mátrix sorait a bennük levő /-ek száma szerint nö
vekvő sorba rendezzük, akkor az / -ek piramis-szerű formát adnak.

ч

%-4' %
.. %

ж- *>
■IIЛТ I

/Л
с i с

1 “* ---------- !-------------1---------------

1 : г ■> i 1 1 I

iFTö 1 1Г
Т—г—^ * ■ 1 *...
1 О i О \ с I С j о I Опи

W.1Г)о о о

' тЛ О £ о ос 1 гс11 Г ■ 1 о с - то 1 \ 1 ! 11
v,VО О о с ! с1

■

о Q■ О I о
Т'А шп'\£Л£л С ОI.'

. ч ' ::Н
13. Ábra. Piramis-szerű elrendeződést mutató bináris mát

rix ; -ti
Továbbá, egyszerűen belátható, pl. indirekt módon, hogy az x- 

és y-irányú összefüggő mátrix piramis-szerű elrendeződésü is.
A megforditás természetesen nem igaz.

2. Tétel; Egy bináris mátrix akkor és csak akkor nem tar
talmaz áthelyezhető komponenst, /tehát egyértelmű/ ha sorai pi
ramis-szerű elrendeződést mutatnak.

Bizonyítás: Először tegyük fel, hogy az /-esek a mátrix 

soraiban nem mutatnak piramis-szerű elrendeződést. Akkor van o- 

lyan tt sor, amely több, vagy ugyanannyi /-est tartalmaz, mint 
egy

>V

i

V

■ m 
• Щ

tz sor, és mégis van olyan Jj oszlop, hogy ®

Kji“1 •
van, mint t2 -ben, ezért kell lennie olyan j2 -nek is, hogy

. Ez viszont pont azt jelenti, hogy a mát-

és
'jr -ben több, vagy legalább ugyanannyi /-esMivel

. hu = 011 4J, - :. ó#
rixban van áthelyezhető komponens: ъfuj1 -°

.. ■;>

*/■-1
-.

Most tegyük fel, hogy a mátrixban van áthelyezhető kompo- . %
* '1•• - /•és mégis piramis-szerű a mátrix sorainak az elrendeződése.nens

■f

.■•kp/

• ,A<
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2bbői az következik, hogy a két sor közül egyik sem tartalmazhat 
több, vagy azonos számú /-est, mint a másik /hiszen egyik sorban 

sem állnak az ./-esek a másik sor /-eseivel azonos oszlopokban/, 
ami viszont lehetetlenség.

■ ki

*
Ha a bináris mátrix oszlopaira mondjuk ki a piramis-szerű 

elrendeződés definícióját, akkor a tételt oszlopokra is be tud- 

;ju ■ bizonyítani ugyanilyen módon. Ebből mostmár az adódik, hogy 

ha egy mátrix sorai piramis-szerű elrendeződést mutatnak, akkor 

oszlopai is; és forditva.
Említettük, hogy módunk van a bináris mátrix unicitásának a 

kérdését a mátrix tényleges ismerete nélkül, csupán két vetülete 

alapján eldönteni /’.Vang-féle feltétel/. A gyakorlatban ennek a 

segítségével a legkönnyebb az unicitás kérdésére válaszolni.
'lost egy olyan feltételt mutatunk, amely szintén a vetületek a- 

1apján dönti el, hogy a megadott bináris mátrix egyértelmü-e, 
de ezen kívül szemléletes jelentését is adja a Wang-féle felté

telben szereplő összegeknek.
Definíció; Egy Dináris mátrix x-irányú vetületi alakzatának ne
vezzük /jele: jK / azt az egységnyi négyzetekből álló alakzatot, 
amelynek az i-dik sora annyi négyzetet tartalmaz az У tengelyhez 

tömörítve, ..íint ahány' 1 -es a mátrix i -dik oszlopában van /14.

ß.
■ ■ • Vt

v- ■,

■k

s -//t

-
Щ
$Щ-

m4
rüái

■-

■íte;
r' s

4ábra/ - a vetületi alakzat lényegében megfelel a korábbi vetület
az y-irányú vetületi alalczat, fy j -dikfogalomnak. Ugyanígy, 

oszlopa annyi négyzetet tartalmaz az A tengelyhez tömörítve,
S*

aint ahány /-es a átrix /-dik oszlopában van.

LLlg 1 1
f 1•1r 1 1 ssF' *F

1 1 1■1 ■f j 11

1•» *-x'X ' :ü: g
(fj f ' 4

m

*14. лЬга. Az x- és y-irányú vetületi alakzatok és azok 
további vetítése

,T\ //4/

-г- л -:-i-
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Ezek után jA y-irányú vetülete, (fK fi 

litható elő a definíció alapján, mint ahogy (fy)x 

mint x—irányú vetület.
3. Tétel; Az f* és az jу vetületi alakzatokhoz tartozó bi

náris mátrix akkor és csak akkor egyértelmű, ha

értelemszerűen ál- 

az fi -ból,

-H.

tBizonyítás: Tegyük fel, hogy a megadott bináris mátrix
egyértelmű. Akkor nem tartalmazhat áthelyezhető komponenst. Mi- . 
után ez a feltétel a korábbi tétel szerint a sorok piramis-szerű 

elrendeződósét fogja jelenteni, ezért a mátrix y-irányú vetülete 

egyszerűen a mátrix sorainak a nagyság szerinti rendezését fog
ja jelenteni. Vagyis az /у verbiet pont a iátrix soraiból áll.
Ha most /</-t még x-irányba is vetitjük, akkor csupán az történik, 
hogy a sorok az Y tengely irányában tömörülnek.

Az előző gondolatmenethez hasonlóan belátható, hogy a mátrix 
sorainak y-irányú tömörítését fogja jelenteni fi, Peúig fix
sorainak rendezését jelenti, vagyis (fiy\ és (■£*)$ is a tömö

rített sorok nagyság szerinti rendezését adják meg mindketten. 
..zárt (fÁ )y = (fiyX .

Az elegendoság igazolásához tegyük fel, hogy a megadott két
teljesül; akkor fi ugyanolyan számú 

négyzetet tartalmazó sorokból áll, mint fi , legföljebb fix -ben 

azok más sorrendben következnek, mint fi -ban. Akkor egyértelmű 

módon tudunk konstruálni egy bináris mátrixot, aminek a vetületi 

halmazai fi és fi . Oly módon, hogy az t -dik sorban annyi i- 

est helyezünk el, amennyi négyzetet az fix t -dik sora tartalmaz 

és ezeket a négyzeteket azokba az oszlopokba helyezzük, ahol fiy 

-пак az ugyanilyen számú négyzetből álló sorai vannak. Az igy 

kapott mátrix fy -tói csak a sorok sorrendjében különbözik. Mi
vel jy a korábbi definíciók alapján könnyen belátható módon 

piramis-szerű elrendeződóst mutat, ezért az, mint bináris mát- 

ilx, egyértelmű, ezen az egyértelműségen pedig a sorok permutá
ciója nem változtat, tehát az előállított bináris mátrix egyér

telmű.

'1
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Egyszerűen belátható, hogy a Wang-féle feltételben megá
ig/ f *&> összegeknek (f* .1 , a fty* összegeknek pedig
■-- / * У - *

dott
«=■/

(h ' felel meg.
Megjegyzés: ílem nehéz azt sem bebizonyítani, hogy /* -hez és
/v -hoz akkor és csak akkor létezik kétirányú összefüggő bináris 

látrix /ami egyúttal egyértelmű is/, ha /x y-irányú összefüggő,
is.

*Ä

x-irányú összefüggő és teljesül ~ Ofy)*fy
'Kb-A

v.1>

■* .

. 4

%

4*

ti •
-Й-
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III; NINI.JALIS TERJEDELMŰ MÁTRIXOK 1

I. A probléma ismertetése
ъ.

. r'h#Térjünk át az inhomogén rekonstrukció témakörére, ahol te
hát n keresendő mátrix elemei tetszőleges nem-negativ számok 

lehetnek. Adott két vetülethez, 4’ 
létezik ilyen mátrix /ennek konstruktiv igazolására szolgál a 

IV. fejezet első algoritmusa/. Könnyű bizonyítani, hogy ha П , 
m к 2 , akkor végtelen .sok, nem-negativ elemekből álló mátrix 

felelhet meg a két vetületnek. Ehhez kell a.következő definíció: 
Eeflnició: Nevezzük négyes-cserének azt a műveletet, amikor egy 

mátrix két-két különböző sorának / г3 Ф / és oszlopának /ji /
■£ ■* / a találkozásában álló elemeket igy változtatjuk:/ /~

ia>.<* > -hez és "f -hoz mindig

. . Щ 

./ r§
* Л
f

* -M

f'*+*4’ x Ц.
négyes-

cserei ■■ Ей:!Ьф xV bj* У
ahol л tetszőleges pozitív szám lehet.

Nyilvánvaló, hogy a négyes»csere úgy módosítja a mátrix ele
meit, hogy közben a sor és oszlop összegek változatlanul marad
nak. Vagyis ha egy megfelelő mátrixunk már van, akkor mindössze 

arra keli vigyázni, hogy a művelet előtti nem-negativ mátrix e- 

leniek továbbra is nem-negativ értékűek maradjanak. Ami azáltal 
érhető el, ha az Л a kiválasztott rész-mátrix főátlójában álló

1
'$

45
JS

VTtt-

kisebbik elemnél sem nagyobb - ekkor -f, és is nem-
^ -(O

negativ marad. Ilyen rész-mátrix mindig van, ha j_ -ben és 

-ban is legalább 2-2 elem pozitív. Vagyis egyetlen ilyen 

változtatásával végtelen sok mátrix állít
ható elő. Eszel igazoltuk, hogy ha n ,no >2. , akkor végtelen solc^

-nak megfelelő, nem-negativ értékekből álló

$ •, m
■Ш

Cij)I 4
rész-mátrixban az !-n

hj)ю -пэк és í4 p.
mátrix létezik.

Az utóbbi gondolatsor alapján világos, hogy a homogén re
konstrukcióval szemben itt a két vetületnek megfelelő mátrix 

létezése mindig biztosított, de az unicitásról általában szó

■m

r-
, Щ
I r ■iS

• 4 
-*■§

-w*
£

П' 3
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". Щ&ц
sem lehet /néhány elfajult esetet kivéve, pl. /;-/ vagy m «=• / /.
Ez azzal is magyarázható, hogy ha a feladatot mint lineáris egyen
letrendszert akarjuk megoldani, akkor egy határozatlan rendszer
ről kerülünk szembe, mert ha n , m > 2 , akkor 

az ismeretlenek száma:

hé8 /
« 

oS
.-«r -1«•4a felírható független egyenletek 

száma: я
> - J?n + /r?

Két lehetőség közül választhatunk ahhoz, hogy a megoldások 

számát gyakorlatilag is elfogadható véges szintre csökkentsük: 
a/ Több vetületet veszünk a már meglévő -f -hez és f

■

&
'■ • >24

Ü)>

hoz úgy, ahogy azt ей I. fejezetben említett valamennyi inhomo
gén rekonstrukciós algoritmus igényli is.

b/ A keresendő mátrixnak ismerj ük valamilyen tulajdonságát 
és azt ki is használjuk a rekonstrukció közben.

Az a/ lehetőség - bár nem igényli a tárgy előzetes vizsgá
latát -, de nagyon költséges algoritmusokat kiván és alkalmazá
sún technikailag is komoly problémát jelent. A b/ változat mel
lett az szól, hogy általában nem teljesen ismeretlenek a rekon
struálandó képek. Például egy izotóppal készített vizsgálati fel
vét Ion nem fordulhat elő, hogy amátrix két szomszédos eleme na
gyon rag./ különbséget mutasson.

A b/ változat legfontosabb része a tulajdonság megválasz
tása. Most egy matematikailag könnyen leírható feltételt válasz- 

szunc: keressük a két vetületnek megfelelő, nem-negativ elemek
ből álló mátrixok közül azt /vagy azokat/, amelyekben a maximá
lis és a minimális elem különbsége - nevezzük ezt a mátrix tér-

о 1

jedem..lének - a lehető legkisebb. Formálisan:

- J, Z,- -

Щ \
2

'
• Жm■ ч v

ф
■ k

■ Щ1 4

4.:■*

■

VI
n h>* í-hí f 

i-1 J
«7

J ■;

fj- - 0 to f ~ i/hy n- 2
t

—* *uK-

/Természetesen még T - /J ft =/'t jl -nek is teljesülnie kell./
1 ~1 £- ’ ^

Ez a tulajdonság mint simasági feltétel szerepelhet a mátrixnak

m
.•к
.hmegfelelő képben és hasonló a több vetületet felhasználó ART ál

tal eiőáliitatt képek azon tulajdonságához, hogy az minimális va
ri an ci áj ú a többi képhez viszonyítva [9].

•í
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2. Tétel a minimális terjedelmű mátrixokról
1"4

A minimális terjedelmű mátrixok keresésében hasznos lehet 
a következő tétel:

f (Л >
4« Tétel: Ha.a megadott \

4
•v

és £'11' -hoz létezik mi
nimális terjedelmű mátrix, akkor az a következő átalakításokkal: 
а/ a maximum és a minimum nagyságának megváltoztatása nélküli

-hez
■t'lM■'' 'Щ,'4
■ 4

négyes-cserékkel,
b/ olyan sor- és oszlop-cserékkel, amelyekkel a vetületi vekto

rok elemei nagyság szerint rendeződnek; 
ilyen form,ára hozható:

■ .#

m
Ф

ifm
ч - :■»»I/ í' ■№■v; *

■'v.;

/7f*‘

i: ,
■ <é

■w"-Ч.

4
■i ß 

" ü

*í

ahol az I -vei jelölt részben a minimális elemek, az A -val je
löl i; részben a maximális elemek vannak, a kimaradó rész-mátrixok
ban pedig a többi érték található /köztük asetleg még maximum is

■* '

j, щ 
■Mm

/. П
megjegyzés: A .maximum és a minimum változtatása nélküli négyes
csere alatt azt kell érteni, hogy a mátrixban csak a minimumok 

vagy a maximumok száma változhat, de a teljes mátrixra vonatko
zó szélsőértékek nem. Ilyen négyes-csere akkor végezhető, ha

rfis

’ /I 
■ f

- "if
hy + *, h),+* <n?,f

Ehhez szükséges és elégséges, hogy
plI к

fM.és

■ j*

H'.j., fijt ]
és

V

> X ■ Ш

Ш
1п<-тл - rnax
4

í
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is teljesüljön. Ilyen positiv x pedig akkor és csalc akkor léte
sik, ha

' #

КгМ'Т;1*0 j ^ rvlrl-
* ‘i

(31 ) ésrmeV

vagyis , \
továbbá, ha

nem minimális;4^
' ■ ■ i-Ц

■
(32) nn-эл > ma* ( Л’гу!>0ma*max ) г■■I Ч9

vagyis Ц. , {hjj nem maximális elem.

Tehát mindaddig, amig ilyen rész- mátrix kiválasztható,ad- 

dig a teljes mátrix maximuma és minimuma változtatása nélkül vé
gezhetők négyes-cserék.

Jgyúttal azt is észrevehetjük, hogy ha az

4* "1A

&
%- #3

1
~et úgy választ-

&
;>Xés PIcTX - ro«3X"к 4akkor új maximum és új minimum sem keletkezhet egyetlen ilyen 

négyes-cserével sem.

«к. •«*;■

:í■Bizonyítás: Először azt nézzük meg a feltevés szerint lé
tező mini; ális terjedelmű mátrixban, hogy a mátrix minimumának 

és maximumának a változtatása nélkül - megjegyzésben mutatott 
négyes-cserék segítségével -, a maximumok vagy a minimumok száma 

csökkenthető-e. Ha igen, akkor végezzük el ezeket a négyes-cse-

■ : M■*:

>3■ y® ■-1

réket. Ehhez a következőket kell leszögezni:
sem a maximumok számának a csökkeríese

m"Ш1/ Sem a minimumok, 
közben nem keletkeznek új maximumok vagy új minimumok, ha a 

megjegyzés szerinti (33") négyes-cseréket használjuk.
2/ Véges sok ilyen négyes-csere után a csökkentés már nem 

folytatható tovább, mert caak véges sok maximum és minima van,
:/

minden lépéssel csökken a szélsőértékek száma és mindkét szél
sőértékből legalább egynek maradnia kell.

Ha már nem tudunk több ilyen négyes-cserét végezni, akkor 

tekintsük a minimális elemek igy redukált halmazát és vizsgál
juk meg, hogyan helyezkednek el ezek egymáshoz képest. Segit-

■ - te
■f

*

• >

ki

■Щ
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■ Г*.f-■

ségként készítsük el a következő mátrixot:
, ha

/ 1 különben.
it

Az első megállapít ásunk az lehet, hogy az +_
Гhét találni áthelyezhető komponenst. Ha ugyanis 1лф 

és

Чг *
műveletét:

'-у
r í,. minimális elem;í,r .)0 m

j

' ' 4.-ban nem le-
f

► áthelyezhető komponenst alkotna, akkor 4i1(p ,t 4,
* *és f’jji -re alkalmazni lehetne a négyes-csereЦ’4i •

4C с* = 0 t n.u
.* i

4'<)1ha
r*.П 1 ,= 0 \ чр12J

‘ гч

k* )г ” * >
ahol x olyan, hogy (33) teljesül rá /ilyen X most biztosan van, 

(31) és 32 is teljesül/. Ezzel csökkenthetnénk a mini- 

:mj.noк számát, ez pedig ellentmondana a korábbiaknak.
Ha viszont a minimumok nem alkotnak áthelyezhető komponenst, 

akkor piramis-szerű elrendeződést mutatnak /2. tétel/. A pira- 

nis-szerü elrendeződést mutató minimumok pedig sor- és oszlop
cserékkel ilyen alakra hozhatók:

f.,r - *akkor
'm

■ X
■

' ' ГI
mert

*

■ m-■%

M-
* •' ß

•■■•í -

7 Sfv

------- 1

Л

A'
41

host azt nézzük meg, hogy hova kerületekezekkel a sor- és 

oszlop-cserékkel a maximumok. Ha az /\ -val jelölt részben vala
hol nem maximum állna, akkor az egy alkalmas négyes-cserével egy 

minimális elem megszüntethetőségét jelentené:

3

■ 'Щ- Ш
l

•i.é

------ <r. ----- 1___ 7)" ■rJ?
. ‘

Az minimum megszüntethető, mer ' í i, és sem minimá-
lis és a feltevés szerint nem maximális, igy érvényes (3l)>(3£/ if.A4

ti
у ' 4-

j f y': >;.»/•
V4 • <vk

'h

. "’'4
#■'
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■М: ч
Tehát a maximális elemeknek kell állni az Л -val ,jelölt részben.

Másfelől a maximumoknak: is piramis-szerű elrendeződést kell 
matatni /ez ugyanúgy látható be, mint a minimumoknál/« Tehát a 

kimaradó rész-mátrixokban az esetleges további maximumoknak úgy 

kell elhelyezkedni, hogy a piramis-szerű elrendeződésnek megfe
leljenek.

.. Л,

' , 'ЩVT

Végül annak az igazolása következzen, hogy ilyen mátrix 

forma mellett a sor és oszlop összegek nagyság szerint rendezhe
tők. Tekintsünk két sort az £ mátrixban. Ha különböző rész

íj és h j akkor
vv (<)£ T g /15« ábra/. Mert 

i-, és í-z. azonos elemeket tartalmaz, 
TI, és III.-nál viszont az 4 sorban nagyobb vagy egyenlő ele-

•• 1

■ í 
*

mátrixokon haladnak át ezek a sorok, mint pl. 

a mátrix felépitéséből következően í ^ 

az I. és а IV. szakaszokon

c*>
• ib$v- Toil'У 4 •

мoä .. - к Щ

t ' , 4§§jЛ

тек állnak, mint ч -ben. На két sor azonos rész-mátrixokon ha- 

4 és , akkor a sorok felcserélhetők - anélkül, hogy
..tömi

''Йlad át,
az eddigi felépítést elrontanánk -, ha nem megfelelő sorrendben . X
voltak.

'■ v ■ ■■

> ЩJ •k
rf ■Щ

ß.L M. fV.
' ok

TV

■ .4
Щ

, .<■/

A
■4 ,,

VkI
■k - -

lk. Ábra.
ik

У #

*
у .

- ■ .1*

■

■4
/. У"

у.

л
: :И«е

■ >/

' ' :íf>

íg I
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IV. ÖSSZEG ÉS SZORZAT ALAKIT MEGOLDÁSOK
g

Ebben a fejezetben egyaránt használjuk a függvény és a .mát
rix szerinti Írásmódot. A feladat most az lesz, hogy keressünk

, О ér у £ b / függvényt, aminek a йolyan -f(x, y) 2 О / О é x
-fx(y) és fyC*) adottak:

Aly> =
t>

íyú) = .

5? á •i
ve tületei

»

' ^-4Mf.ezekből a feltételekből következik, hogy feladat csak úgy kor

rekt i-citüzésü, ha
-=jíyC«^K ~ff^y)o/lJ 

f-h)> ty
T és

U?>0 .
fA mátrixokra megfogalmazott diszkrét változat egyszerűen 

igy irható:
t) = £.h\

J:’
/i --1,2-, --, ,г /

r#-0}) A %
J ’£,ti4. / У - 4 ^ ■ - /7’•/ J
.» (» )í.i , ésahol

i: -

■fS.lj) y>

íf •= T .
■Ííí-J

ч -- 1Г

I. Szorzat alakú megoldás
v

Elsőként olyan j\x,y) függvényt próbáljunk
amely az alábbi szorzat alakjában e-

keresni a meg-
adott jx(y) és Jy (a) -hez,
1"állítható:

/C*,y) = £(*■) ^ 6^'
/ és А. (уУ^ У ' az értelmezési tar-

(34) ■4>

ahol у Ск') /0

töményükön integrálható függvények. Igaz a következő állítás:
4 X <3 ■a

■j. Tétel: Ha j'í*,у) felírható (34) alakban, akkor az csak

{(X.y)
1 ehet.

■j'(x>y) -CK)■ &fy), akkor г

Cjí) ifi*.у te* - fy*> к ()мх • * (уфс**2*
о о

ahol _ f
6 - /у/лА Ук .

Bizonyítás: Ha
<4

.5 '-4#

,#

•Й"t '.
-*..4;

-----r-——г-----rr
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. ш
'

■lie

Hasonlóképp ^ ^
(Зэ) 4 ы) - ffCxyVy = /5?/>/ ^Cy)c/y = у(*)■[&(y)^y =

А

Н = f & ú/Vy .
ГЗЗ) és (3o)-ból következik, hogy

á- /V * /С ty)/<$ }

A-

- ,vV

ahol t

jfá
■ й

у {*) = fyCx)/t~! •

\ ЖVagyis /4ty)-t most már a következő formában kell keresni:
(37) f [xy) = ^ -f*(y) {y(x),

Mahol /} valamilyen konstans. Ennek alapján
f?

;,;4

- ,//7.4(у) {уtVx ~ ^ f*fy}ffyMc*x ~ T{x/y)- t
О

4 ^ '•$ ^' r>

-iMf> . i№
■m

es "'!■

*
.4 ^ p <?> f/*Vy -

■ahonnan Következik:
13a') л - Vr.
Vagyis (/37)-ből és f38^-’Dól adódik, hogy

■fKy ) /y(x) ;-v!£:T
lehet ./feltéve, ha T ¥ L> /. Ez valóban megoldás is, hiszen

- b-V' f/y (к )Px ^ W T'- yC 44 
/ í>

- &f- fyW
^ x 3 3 , I # /> / feltétel is teljesül.

I ü£li_fezLj • Л.
u-г

4 LpyjW уtJ
és az -f (х,1/)* О Л°

A mátrixokra vonatkozó megoldás analóg módon kapható:

í 7TA w
ff■it, 7.*ií: 4

t -é
//íí’á^ У éj'Xtr?/

4

A szorzat a-lakú megoldás tehát arra is bizonyíték, hogy
mindig létezik {_’ 
oldás.

í ' -hoz megfelelő nem-negativ meg-
(X)

-hez és

к2. összeg alakú megoldás
П;

Hasonló gondolatmenet segitségével láthatjuk be az összeg-
Ш

Щ
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re vonatkozó alábbi állítást:
6. létei: Ha fC*/'/) felírható az

(39) f Cx, у ) = A
összeg alakjában, akkor az csak

TfCx,y) - £fy У / * / f - <P. -6
lehet.

Bizonyítás:
4\ (ч) = f-fCx.u)dx = fo(x)cSx

c J О J J /
- (уС*?<Ух/

f\ C<) - íf(x, у )dy =' 6-yC*) + fH/y)dff = +
///

S'.I, /£ éy9 ~ (x ■? J A- fy)

Hés
/ ■ ■-!•*

11ahonnan az következik, hogy
>

yM^éfyfc'* у ■^Cy)-=Uo) ?

(39) és (4o)-ből az következik, hogy
■f (xy) =/!-fy(x>+ £-f.K ty) f

és 0х alkalmas konstansokat je™formában kereshető, ahol .4 , 
1ölnek.

5

; I
L* fy ) és -j(*) definíciója alapján:

fx(tj)= /) ■ Tу %.f‘x{y>.a + Ух?
Г:%

(м) ■j
A

és
: 1(42 ' v' „ -

;ГД/С/ (x) = /? ?*- J5- / r
í4l) és (42) csak úgy teljesülhet minden A' ,y -ra, ha

/ — У *

t? — 77 / ■? У' & ,

"■é
- *-.iC/ - ^ ^ 1-£h'.

<? - /} ■ T -f- У- ^

Ezt az egyenletrendszert megoldva:
7"с/ 7 c = —.3 —/V = ~ <r7 .r

Í5 ■ •Azt kaptuk tehát, hogy hil,_za./Cx,y) - ь fif (*' x J?, (y)
, , „ 1 /'<h> és

//<>*** = у/, ^ * 2 ?fy60*tx --Г.

bf"y;E - /£<w-

(43)
A>

Ennek a függvénynek valóban a két vetülete; *0+ ZT ~-£-

* ff. ty)c7y-jy ■ b ' fy + Jt --f - fa a)-
■ r? - a :%

■ у

t f

& I
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Ар

.щ
■>$

(43) alapján a mátrix megoldás:
г 1 г (Я) I^ ' m ™ + 7Г h ~

Г W:(44) п по V
Vizsgáljuk meg, hogy ez a megoldás mikor lesz nem-negativ:

4 -1- XL .X- ^0n и П m
. Ehhez szükséges és elégséges, hogy

4. 1 :oßl > _т_
П J-----

. m
■

СО1 4'
tr> ‘ 1

minden 1-re és ■ Щ-reÁ
U)

"X \ Гг fi v m ■>‘-íazaz
*X ‘ ■1X4ff|. i 7- ífff 

ffyj+ т.т:«НЛ
и\м' ■ У*‘; ki

(45)

teljesüljön. Tehát ha a vetületekre (45) teljesül, akkor léte
zik összeg alakú, nem-negativ megoldás.

Tв irma >i

11

•'-I
3. Általános alakú megoldás

-

m 
-i -щVégül keressük a megoldást ilyen formában:

4yy + 2)(46)
ahol 2J valamilyen konstans. Ekkor

f C*,y) - í/ákl4 дсю 2{у) -f- X

■

) P(*,y )<Уx = /yrXi*
,5 *4 £- -

— У 4 íj ■ 4 4y.4

1 •fu {(/) /у(х?с2к 4 У’- <!t 4^ 4 -X? -

. <£ 4уУ о 4. Л ~/k (y))
• 4

i -í(s, y'y’X - b. у (<) f уút) f/iу + f2-{уУЛу f -D.b -

■=. óg(x)+ Л у4>4/ 4// Л -4> r fyt*),

Щ
X>yf/- c*

1
"UV

.4

ahonnan >-.
64 rí 7)/á. 4y 4 -- "S(5 + <э

■k;/ //o b-7)tuirX-
Ebből látható, hogy csak 

('■7)

g/ 4 Ь
■ Л,

/44, yX 4/ y) 4y4 4 X/x Cy)-fyfr?+ ^fy 2*^ ^ 

alakban lehet tovább keresni fí*y) -t.
(4?)-ből képezve a vetületeket:
/ fK (ip ■= Л . f>. 4yA У 4 3 ,T- -fк у) -t- f. Т f J) ■£ ~

3. Т) / У.Т т У, *
■

,4f!4в) I - f (у (А . й f 4 ?•!

л.
•4 • _ -V --

■ I,
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17 ■

S ■ fy (*)■ 7 t- (?. Cx ). b A b.J)~

(y. h ■/ £ • 7 f

(48) csak akkor teljesülhet minden x ,у -ra, ha

/7 ^ А. а + £ .T 
j О ^Z>.á + с7 7" 

у / = 7. -а 4?. Г 
( О = 7,7

Könnyen meggyőződhetünk arról, hogy a fenti egyenletrend
szer lineárisan függő, aszabadsági fokok száma: 1. -7> -t jelöl
ve szabad változónak a következő kifejezéseket kapjuk:

_ Db

Л,7; ~ а. T+>4
(48 )

Ъ-D -f £ 7r
• • £ -

«í Ж
■Ж

"»г

* .«-• г* •• ^

rá
7

‘-‘лЙ

Т>1А - а. А, 3 - -Г А~Г )т? ттVagyis *7: шЩ■ «*4 Щг№*в- а * b)f, cy)fy са- £df3cx)*3>*

- -7) ~ к ЕЛ

/=
V'

ÍÖ. >v- _

Ez valóban megoldás is, hiszen 
У

J {(х, <-/ )* < - j- -fxfyA-T-r 2> /* fy) ^)írT

íf(',t/>dy = SfyOíj.T-t 2)(£ T-bjff/yfr) -j) -{)(*>

a
, f§ 

Ét" ' P

£

látható egyébként, hogy ez az eredménny J)~ О - ra a szór- 

2) — — T/{A>6)-yq pedig az összeg alakú megoldást2 сях alakú* 
foglalja magában.

Itt a mátrix alakú megoldás:

7 >

_ :-i "-t4m 
■' I

Vizsgáljuk meg, hogy a (49)-cel kapott megoldások milyen D mel
lett lesznek nem-negativok. Ehhez az kell, hogy minden i -re és 

-re:

(4S) h • 7-

.77

7i •>
Jt 17 ff t-D^<7)(7f-l>01\(50 - ysy.- ■

í

Azokra az t-^cre, amelyekre f; = 0 : . я!
á§-Э >0

-nak kell teljesülnie. Ami, ha minden j -re f E x>i rr> , akkor
;
, tilltetszőleges p-re teljesül; ha viszont nem minden j-re áll fenn 

feltétel, akkor csak a P - Ö ad nem-negatiy ■ "0Jaz

Щ
ÍV ' 4 14

*■ 4
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megoldást. Hasonló állitás igaz -f- - 0 esetén az oszlopokra

is.
. ■

■f, » V ф О • Akkor (50)lost azt nézzük meg, amikor 

átírható igy: m

Mx - max fff*’} }

i(ól) 1
T Mtegyen ■ IfeWK - ,T7r ? > 3

* "p f 4>
ha 75 ^ О , акког minden г-re és j -re

.. ,-M
M3 •*

~7>/£ y^-J- )( r мх/С г(т-у(т ф>)
-J>(*

egyenlőtlenségek közül az eg$ik biztosan teljesül. Legyen

s-G-ÁX?

-D á
«vagy

■Á '
L.,»_/”-! )/JH_í )

k ~(r fix/ÍT ty'
/), %

fi. M
és к - ffl&X ’ 6 >}j 
fnckor a megoldás nem-negativitásának egyik feltétele (ól)-ből i

*r\

következően az lesz, hogy
Á >-D.Ír

teljesüljön, ami ekvivalens a 

feltétellel.
Ha 7> >0 , akkor minden /-re és / -re

-*(? -*>)(?-$>) - -»&-АХ?-4}>

' é x>Pa '~ T к
■

"áЧ-
*■ $v

:V
vagy

-P (T ~ ff)fé ~ f#}) 4
közül valamelyiknek teljesülnie kell. Legyen

» _ /П _ 4 )/fJl _ £ ) 
~ ( т fi* Л T tr?y

~J> _./
•4

)/*? _ _/ ) 
4 7- 4^/

/
* íf *os;' , Sr1*-1n?x ■ ; 4^1és - rru/г > tr' f /к ’J < L? >\

К
■» ■. ■ jakkor az újabb feltétel: M

é г -DK
T ■í

az a2
Л ■ * 2»flesz.

Tehát azt kaptuk, hogy
t ~(52) £ 7> ^ V-nek teljesülnie kell a megoldási mátrix nem-negativitásához. "a a

Az nyilvánvaló, hogy ha (p2) teljesül, akkor (50) is. Vagyis 

(öl) ekvivalens (52)-vel.
í

.,*■1

■ - *:
*
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4. Kísérleti eredmények •w" ' • ' ,-v 7,

:•A korábban bemutatott három módszer használhatóságát első
sorban az dönti el, hogy a rekonstruálandó mátrix /képfüggvény/ 
eleget tesz-e a három módszer valamelyikének alkalmazásához 

szükséges feltételnek. Ha igen, akkor a rekonstrukció pontosan 

elvégezhető a megadott két vetületből is. Egy fontos kérdés le
het ezen módszerek vizsgálatánál, hogy amennyiben nem teljesül 
egyik feltétel sem, akkor milyen képeket kapunk ezekkel a mód
szerekkel, illetve, hogy azok mennyire hasonlítanak az eredeti 
képhez. Ezzel kapcsolatosak a mellékelt ábrák, amelyeken bizo
nyos egyszerűbb formák mátrix-képe látható és külön-külön az 

egyes módszerekkel rekonstruált képek. Az ábrázolásnál a megje
lenítéshez lő szürkeségi szintű kijelzést alkalmaztunk. Egy 

példán keresztül pedig azt követhetjük nyomon, hogy az általá
nos formájú megoldás hogyan változik a paraméter változtatá
sával.

'5*4

1
■ Ц . 'M

« Щ

• «ж*
щщ- А■ *.

A szorzat alakú megoldást még egy módon kipróbáltuk. A 

S20TE Központi Izotópdiagnosztikai Laboratóriumban rendelkezés
re állt a lő. ábrán látható izotópos fantom. A kád felső részé-

iWm-в»

• \ж. -Я
ШA Z.t Ш

■ t.

-V
Ж

X
■’ -А|lő. Ábra. A kisérlethez használt fantom. A kád alsó része 

viasszal volt kiöntve, igy a felső részét fog
lalta el az izotópos oldat. A gömb aktivitása 
kb. négyszerese az oldaténak.

ff .

be .rádióaktiv sugárzást kibocsátó izotóp oldata került, amibe 

az ábra szerinti helyen egy még erősebben sugárzó gömböt helyez
tünk el. Feladatként azt tűztük ki, hogy a fantom két vizszin-

- «Е

,A3

.Я':
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tes metszetének a képét elkészítsük. Ehhez két, egymásra merő
leges irányú Anger-kamerás felvétel /17« ábra/ készült a .fan
tomró1 . Ha a különféle zavaró tényezőktől eltekintünk, akkor

r>

*■ - 4

/■§ezek a felvételek megfelelnek az ilyen irányú vetületeknek:

ahol -fCx>t/ Z)" a tér (x,,jtz) pontjában levő sugárzás aktivitá-
az x- és az y-irányból

• . fi
r.i \

■ v

sát jelzi, fH(y,z) és f(a,У> pedig 

mért összaktivitásokat az (у zy) és az
. , f/-

. Г- ..?•
-í •(x, z) pontokban. Ebből

74í
< s

í**
Ж•4

,
Ш

í4.

■

17. Ábra® A fantomról készült két felvétel.

nyilvánvaló, hogy a feladat rekonstrukció- segitségével oldható
itt próbáltuk a szorzat alakú megoldást alkalmazni. Az első 

síkmetszet vetületei:

r m
•<**meg о

к.
• •.• ■..'ll

fx. (У. £~ ^ > fry *1 )
>5

a másodok síkmetszet vetületei pedig:

f9&>
A rét vetületbői rekonstruált képek a 18. ábrán láthatók; jól 
megfigyelhető a nagyobb aktivitású gömb jelenléte a második 

metszetben.
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