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BEVEZETES

A matematikai és a szdmitdstudomdnyli mddszereknek a kii=-
1onféle tudomdnydgakban vald alkalmazdsdra egy kiilonodsen szép
pdlda a vetiiletekbdl t6rténd rekonstrukcid problémakdre. Az
orvosi diagnosztikdban, a molekuldris bioldgidban és a radidé-
asztronémidban jelentkezett els8ként gyakorlati igény haté-

xony rekonstrukcid elvégzésére, amihez Ujszeriisége folytdan

nencsak bizonyos technikai kérdéseket kellétt megoldani, ha= "

nem - mint elméleti problémdnak - a matematikén beliili tisz-
tdzasat ise A komplex kutatdsok eredményeként alakult ki a
rekonstrukeids problémalkor matematikai eszkozdket felhasznid-
16 szakirodalma, illetve az 1970-es évek elejét8l kezdve az
elméletek konkrét megvaldsuldsaként jelentek meg és terjed-
tek el a kiilonboz8 tipusi és fajtdju szdmitdgépes tomogra- .
fok /computerized tomograph :CT/, amelyek bevezetése forra-
dalmi vdltozdst hozott a Rontgen- €s izotdp-diagnosztikdbane
A dolgozat ~ az egyes specialis alkalmazasi, teriiletek-

t81 Tiggetleniil - a két vetiilet alapjdn végzett rekonstruk-
cid matematikai mddszereivel foglalkozike. Az I. fejezet az *
irodalom és az alkalmazott mddszerek &ttekintését tartalmaz-
z2e A IIle fejezet az une x- €s y-irdnyi dsszefiiggd alakza-
tok rekonsirukcidjdra ad egy algoritmust /ezek az alakzatok
oz irodalombdl ismert rekonsirudlhatd formdknal dltalémnosabb
osztalyt alkotnak/. Az algoritmusnak megvan az az elvarhatd
tulajdonsdga, hogy azokat és csak azokat az alakzatokat 4l- -
litja eld, amelyek az adott vetiileteknek megfelelnek. Ugyan-
itt definidljuk az une. piramis-szerii alakzatok fogalmit, . a-
mely - az irodalomban taldlhatd CHANG-féle feltételhez ha-
sonldan - biztositja a rekonstrukcid egyértelmiiségéte

A III. és a IV. fejezet specidlis tulajdonsdgokkal ren-~ '
delkez8 mdtrixok rekomstrudlhatdsdgdnak a kérdéseivel fog=-
lalkozik. BEzen beliil a minimdlis terjedelmii illetve a szét-
vdlagzthatd vdltozdjd mdtrixok /képfiiggvények/ megolddsi a-

lakjaira vonatkozd dllitdsokat bizonyitunke
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C16S PROBLEIA ES AZ ALKALMAZOTT 110DSZEREK

A REKOHNSTRUXC

-
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le. A rekonstrukcids probléma

A rekonstrukcids problémat az egyes akkalmazasi teriile-
teken meglévd Tigikai hdttértdl és a kiiltinféle torzitd hatd-
~oktdl elvonatkoztatva a kovetkezdképpen fogalmazhatjuk meg:

Legyen /Vuly) a sik egy véges 7, sugari, ¢ kozéppontu
?ﬂz ~5rén beliil értelmezett Fiiggvénymek az OXY derékszdgii
roordindta~rendszerbeli alakja és legyen OV egy misik koor-
dinédta~-rendszer, amely az el8z8bll U korili V%-szﬁgﬁ el-
forgatéssal a1l el / AXCU/a=7" /., Exkor az 74C55L) fiiggvény
ti~-fiiggvénye /vagy egysazeriien vetiilete/
igy xaphatd:

[4:) falu) = f/(",/)d
Természetesen, tovabbi veti leteket is elédllithatunk megfe-
leld szogii elforgatds és (1) segitségével.

A rekonstruizcids probléma alapkérdése: Adott véges sok,
<ilonbdzs irdnyd vetiilet, fp (us fi (H2)s ees Fin (o)

keresendd olyan két-vdltozds fiiggvény, aminek éppen a mega-

doit esyvdltozds fliggvények a 1% 5, ¥ 5 eee 5 Uy ~irdnyd

vetijletelie /Szokds a rekonstrukcids problémat dltalénosabban,
Lérbeli formak kidzvetlen jellemzésére alkalmas 3-valtozds
figgvényekre kimondani, ezt azonban rdgton vissza is vezetik
a 2-dimenzids esetre az dltal, hogy a térbeli struktira né-
ndny sikmetszetét rekonstrudljdk csupén és belllikk allitjdk
vigsza a teljes 3-dimenzids alakot./

4 kérdést matematikei szempontbdl elsSként RADONfiizs-
zdlta mez 1917-ben és egy egzakt megolddst adott rd. A to-.
vdbbi kutatdsok - akkor még valdszintileg az alkalmazdsi le-
hetdségek hidnydban - viszonylag sokdig varattak magukrae
1355=-ban BRACEWELL [2] egy olyan eljérist taldlt, amelyet
wztdn a mikrohulldmi sugdrzdst kibocsatd Nap-feliiletek képi
rekonstrukcidjdra alkalmazott. Kés8bb jelentds 1lépéseket

tett e témakdrben CORIWACK [3,4], aki a megolddsi médszeren
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¢s annak fizikai kisérlettel vald prdbajén kiviil hdrom lehet-
séges alkalmazdsi teriiletet emlitett meg: a radioldgiat /az "
emberi test szdvetek Rontgen sugaras abszorpcids egyiitthatd-

inak a meghatdrozdsdra/, az i1zotdp diagnosztikdat /a pozitron 9
megsemmisiilések eloszldsi képeinek a meghatdrozdsdra/ és a !
siiriiségnérést /az elektromosan t5ltott részecskék energia

veszieségeibdl/. Hasonld matematikail probléma jelentkezett

az elektron-mikroszkdpoknél a komplex bio-molekuldk vizsgd- 1‘3
ilatakor, zhol a molelkuldris struktirakat kifllonbszd szogii "
transzmisszids mikro=fotd felvételekbdl rekonstrudltdk /DE-

208I1ER, KLUG [5] /e Btt6l kezdve egyre t5bb médszer és kisér-

let eredmdnyér8l szdmoltak be. Kialakultak a rekonstrukcids \

alsoritmusok nagy csoportjal: a konvolicids eljdrdsok /RANA- |
CHANDRAN, LAKSHMINARAYANAN (6] /, az 4RT - algebrai rekon- LR
strukeids technikdk /CORDON, BENDER, HERIUAN [7] / és a Fou- '
rier-médszerek /MBRSZIREAU, OPPENHEILN [8] /, majd ezek legkii

1:nfé1ébb valtozatai, rendszerezésiikk €és Osszehasonlitasaik

[9—15]. Az irodalomban mar nemcsak kozvetleniil az algoritmu—A
sokkal kapcsolatos kérdések szerepeltek, hanem olyan elvi
oroblémdk is, min. pl. egy meghatdrozott pontossagil rekon-
strukcidhoz sziikséges vetiiletek szdma [17,18].

4 Teilddésnek nagyon lényeges Adllomdsat jelemtette az
elsé transzmisszids szémitdgépes tomograf, az EMI Scanner
megjelené: [ 9 20}. Lz a késziilék az cmberi koponya és agy
kbe 1 cm vastag transzverzdlis rétegének /sikmetszetének/ a LR

képeit dllitotta eld 180 kiilonbdzd iranybdl felvett vetiileti

adatok segitsérével. Azdta egyre pontosabb rekonstrukcidra
késziflékexet fejlesztettel ki [21,22], cgyuttal tovabb

szdlesitették a rekonstrukcids problémaksdrt az egyes sztoc-
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hasztikus jellemzlk hatdsdnak a vizsgdlatdtdl kezdve egészen

2 szamitdgépes szimuldcid kﬂrdeselg[?i] e




2. Iterativ rekonstrukcids mddszerek

4 rekonsitrukcids mddszereknek erre az osztalyara az a
iellemzd, hogy a provlémat egy nagy méretii linedris egyenlet-
rendszer /rendszerini cszk kozelitd/ megolddsdra vezetik visz-
szae £zt a megolddst specidlis alaku fliggvények, matrixok
Zormdjidban keresik, vagyis feltételezik, hogy a rekonstrud-
Landd fiiggvény értelmezési tartamanya lefedhetd egy olyan mn-
es négyzethdldval, aminek a négyzetein beliil a keresendd /{x,y)
fiiggvény konstans, a négyzethdldn kiviil pedig f(x,_/)— J/1.
dbra/. Legyen ez a matrix f = (f.y)mm. BEgyuttal a vetiiletek

i

T, (x)
le Abra. 1/’ -570g1l 1’ vetiileti vektor l- dik
e,lp mének a képzése

‘1) szerinti def inicidja helyett egy masik vetiilet fogalom-

581 indulnak ki, amely a tényleges alkalmazasokkal szorosabb

osszhangban van. Az (1) szerint eld8dllitott ]{»(ﬂ;) 7[,,- (),

o ny(él )vetiileti fiiggvényeknek most az f {m §

" f('“” vetiileti vektorok felelnek: mege A k-dlk vetiileti
vortar,-{ f-dix elemét -f -et Ggy kapjuk meg, hogy /le.
abra ”

P / {(U ;Z:: [é/)' fy

anol d;-’() arianyossagi uenve;’éé' a’;‘l. mutatja meg, hogy az (ﬂ}/‘)
négyzetnek hdnyad része esik a k-dik vetiilet £-dik sdvjdbae

Srre a vetiilet fogalomra ille. definicidra és a (2) 4ltal
meghatdrozott linedris egyenletrendszerre épiilnek az un., al-
mebrai rekonstrukeids technikdk /roviden: ART/, amelyeket

GORDON, BENDER és HERMAN kozoltek 1970-ben [7]. (2)-ben az




. (k) np 5 (4?)
tij ~x az ismeretlenelk, {¢ =k a mérésekbSl adottak, &,

X &
= a vetiileteknek a négyzethdldhoz vald geometriai viszo;;ébél
-lezdmithatdke Az egyik iterdcids eljdrds rovid ismertetése
a kovetkezd:

Induljunk ki egy tetszéleges /ple f’=Q / .matrixbdle Ve=
ik a k =dik vetiiletet, j(k—t és a k -dik vetiilet minden egy8s

s
=

vj-ban annyival ndveljink minden egyes mdtrix elemet, hogy At

" . ) ; o k) g
ezutdn a sidvokban éppen az eldirt {g / 0=12,2,..,M] legyen &y
a (2) szerint képzett Usszege Pé}déul, ha a k=-dik vetiilet £

_ - (&)
dik s&vjaban a vetiilet érteke {E most, akkor legyen

k) T(h 4««
/3) {53*12: _quz_ Te '*‘{J ) | o
- J J N ‘

minden olyan (iuj).-re am=1y benne van a k-dik vetiilet /-

dik sévidbane (3) -van N jelzi a k-aik vetiilet l-dik sav-
iZban levs négyzetek szdmdt. Utdna a £+7 -dik vetiiletre vé-.
zezzik el ugyanezt. Az Medik vetiilet utdn ismét az elsd vetii= Py
letet vesszike Bizonyithatd, hogy ez a médszer konvergens :

{12,15,24], ha létezik a megadott vetijleteknek megfeleld mat=-

Igazolhatd, hogy ha a (2) egyenletrendszer hatiarozatlan J@
/N-M<n.n/, akkor (3) a lehetséges megoldasok kdziil pont a
ainimdlis varianciijuhoz fog konvergélni[15,24,25]. Az eljd-
rasnak ez a tuléjdonséga adta aztén az otletet egyéb médszerek

kidolgozdsdhoz, hogy a (2) egyenletrendszerhez mar eleve bi-
g ? =} g i

zonyos eldirt tulajdonsigi mdtrixokat /matrix-képeket/ kerese

senek, mint pl. maximdlis entrdpiajut, "simat", stb. [15,25,

?o]. Az ART (3) formajat tovabb finomitottdk azzal, hogy fi- -:{
cyelembe vették a rekonsirudlandd mdatrix nem—negativitését[g]

- ARI'2, a kiilonféle zajok jeclenlétét - ART3 [27], a matrdix- ]
kép varhato "simaségét".[&B] " ;
Az ART k5zé tartozd médszerek szama tovabb ndtt, amikor o

a2z egyes vetiiletekhez tartozd savokban a médositdsokat (3) i
helyett szorzasokkal végezték el: 5%
), @) 4

{j = {5 ' Tfﬁb ' E;

Izt nevezik az ART multiplikativ_fogméjénakI;s], szemben (3)_ :E
%]



mal, amely az ART additiv formadjat jelentie.

Az ART mddszerekhez hasonldk az ugyancsak iterdcids jel=-
legii une SIRT /szimultdn rekonstrukcids technikdk/ algorit-
musai /GILBERT, 1972 [11]/, amelyek - az ART-t61l eltérden &

a kovetkezld iteracidhoz valamennyli vetiiletet egyidejiileg,
egyszerre haszndljdk fele. A SIRT-nek is van additiv és mul-
tiplikativ vdltozata. /Az iterativ mddszerek dltaldnos bsz-

szehasonlitdsara lasd [12-1§L/

3. Két-dimenzids Fourier-rekonstruikcidk

A Fourier-rekonstrukcids médszerek /BRACEWELL, 1956 [2]/
a keresendS /(X4 fiiggvény Fourier- renszformaltjdt, N Y.) -
% hasznéljékAfel a megoldashoz. Az /?%hyﬂ és az FLX, V) ko=
z5tti kapcsolat:

{4) F(XY) = ff/(x //,)(j &X*//y) ./

Az Tyxy) tugovénymek az A (r,Y) Tigavény vetileteibfl vald
neghatdrozdsdra az une "vetiilet-szelet" tétel nyijt lehetlsé-

get.

Vetiilet-szelet tétel [8,17,29]: Jelsljik az f (%) -
szdgii vetilet egy-dimenzids Fourier-transzforméltjét 5r22/)_
val, akkor a Fourier-térben az origdén athaladéd P sztgit ¢/
egyenes mentén, ;f/[@b‘ré)—ra teljesiil /2, &bra/, hogy

Fl v=0) = F ()

¥
/‘ f-('X,f/,;‘

; N

2. Abrae. Vetiilet-szelet tétel szemléltetése

Tehat az ;/ZL§(7 fiiggvény Fourier-transzformdltjanak ér-
tékeit egy egyenes mentén megkaphatjuk, ha a megfeleld vetii=

let Fourier-transzformdltjdt vessziike Az egyenesek menti ér-




tékekbSl, szeletekbdl aztdn interpaldcid segitségével dllit- |
natjuk eld a teljes F¢X r)-te Végiil az inverz Fourier-transz-
formdcidt felhaszndlva kapjuk a keresett fiiggvényt:

"7 -2zl (Kxt Y .
frrnyr= [/ Fxr)e e (2 I Z//mr.

Mivel fixy) és FCX YY) xbz5tt kblcsondsen egyértelmii
kapcsolat van, ezért _fk&jb) pontos rekonstrukcidjdhoz az
F(x, ¥) teljes Fourier-térbeli alakjét ismerni kellene, ami
a vetiilet-szelet tételbdl lathatdan csak az Osszes irdnyl ve-

%iiletbdl lenne elddllithetd. A gyakorlatban azonban csak vé-

ges sok vetiilet 4All rendelkezésre. 2

Tovabbi nehézséget okoz még az is, hogy a véges sok vetiis

letet csak véges sok pontban ismerjikk. Ennek aztén az a kove b=
kezménye, hogy az eredményként kapott kép felbontdsa romlik

¢s o folytonos Fourier-transzformdltak helvett az un. diszkrét
Fourier-transzformacidt /DFT/ kell hasznalnunk [8,16,18].

A FPourier-transzformacids mddszerek akkor bizonyultak
kiildncsen hasznalhatdnak, amikor valamilyen szimmetrikus alak-
zat rekonstrukcidjat kellett elvégezniiia], mint pl. kiilonféle
bioldgini makro-molekuldk térbeli formajdt elektron-mikroszkd-
pos felvételekbGl[b,BQ]. Egyébként, elegendben nagy szami
/128-256 db/ és felbontdsu vetiiletb8l akdr fénykép finomsdgi s

wépeket lehet rekonstrualni [8,17} ezzel a médszerrel.

4o, Konvolicids filterezés

%
¥

Izt a mddszert elsdként BRACEWELL és RIDDLE mutatta meg
1957-pben, késd8bb LAKSHUINARAYAWAN és RAMACHANDRAN t8lik fiig-

getlentil publikélték[S}. A konvolicids filterezés lényege az

O
3
(3]
fon
D
ct

i f}}hy) fiiggvény egy filterezett vdltozaténak az eld-

Tilasszuk az egyik legegyszeriibb filter-fiiggvényt, aminek
s fourier-térbeli poldar-koordinatds alakja: jf
L , , ha [2]-:¢4/2;
5 (R)- 5. (0)- |0, na 12]2A/2.

/
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/A valamilyen eldre vdlasztott konstans/ és akkor az /?ng)
fiiggvény Tilterezettjének, £ (x ¢’ -nak a Fouriep-térbeli po-
lar-koordindtds alakja: |

{(5) LR P)=F (R &) E,(R),

£bbél a filterezett fjggvenj polar-koordlnatés alakja igy kap-

hatd:
2 Rree (p-g)

77 2o
firp)= 17 (e, PRle AP

/5) behelyettesitésével

2 tr 2= 1 | Eirg)(re/E e ¥ b et
/ / P P

Ttt a belsd integrdl felfoghatd dgy is, mint két, Fourier-tér-
ben levd fiiggvény / f’;j_/,?,gﬁ) és R/ B,(R) / szorzatdnak az in-
verz Fourier~transzformicidja. Ez viszont a konvolicids tétel

szerint egyenld az azoknak megfeleld normdl-térbeli Tfiggvények

ronvolicidjaval, vagyis

) 7 oa
(6) RIS PG m/;ﬂ -G~ 1 )elr, A,
0 - x>
ahol
pi 27l .
7) his)= [ir/8 )" / ety

A (72) pedig a ¢ -szbgli vetiiletét ;;elol::. f(x,y) -nsk, amire
pediz a mir emlitétt vetiilet-szelet tétel folytan igaz, hogy
[EmRPE G e = 45 0.
Tehat mﬁ/fﬁ) és egyutta7 )/711/> (o) szerinti eldallitdasahoz
(7)-et kell eldre kiszdmélni, 7#(7) -ek pedig mir adottak.
iivel csak diszkrét pontokban ismerjik /kidzelitdleg/ a véges
sok vetiiletet, ezért (7) kiszdmitdsdhoz numerikus matematikal
mddszereket kell alkalmaznie
Ennek az eljardsnak tobb olyan tulajdonséga is van, ami-
nck révén a 2. és 3. pontban ismertetett két masik eljdrasndl
is gyakrabban haszndljdk ezt, féleg a transzmisszids szémitd-
gépes tomografoknal [21,16]. Ezek a tulajdonsagok:
1/ (7)-ben a bels§ integrdldst minden egyes vetiletre
kilsn-kiilon is el lehet végezni a tobbit8l fiiggetle=

W




niil /vagyis mar az adatok - az egyes vetiiletek - be=~
gyiijtése ktzben elkezdddhet a feldolgozds/;

2/ az 7(;//‘, f) fiiggvényt tetszbleges rész-teriiletén ki-
szdmithatjuk anélkiil, hogy a teljes fiiggvényt rekon-
strudalnunk kellene;

3/ ez a médszer konnyen kiterjeszthetd mas tipusd, gyor-
sabb adat-begyiijtési mddokra im /legyezl8-nyaldb alakd
sugdrzds/ [31, 32].

Az ismertetett mddszerek gyorsasagdnak az Osszehasonli-

-

tdsdra szolgdl a kovetkezd tdbldzat [16]:

a médszer a szorzdsok szdma

ART 617N /iterdciénként/
. ‘ 2z

Fourier 7.3 é’pyz 1) n?

Konvolicids 16 N 2?

iids szempontok szerinti Ssszehasonlitdsokat is tdrgyahnak még
[0-15]-ben.

Az emlitett hdrom slaptipuson kiviil még jénéhdny rekon-
strukcids modszer ismeretes {33-38], azonban a gyakorlatban ezt

a hérmat haszndljak a legtobbet.
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IT. HOMOGEN REKONSTRUKCIO KuT VETULETBOL

1. A homogén rekonstrukcids probléma

A rekonstrudlandd fuggvény szempontjdbdl az algoritmuso-

kat két osztdalyba lehet sorolni:
a/ inhomogén rekonstrukcids algoritmusok,

b/ homogén rekonstrukcids algoritmusoke

Az a/ osztdlyba azok az algoritmusok tartoznzk, amelyeknél f?&gy)

értdkkészlete tetszdleges /dltaldban nem-negativ/ értékekbdl
41le A b/ osztdly algoritmusait az a/ olyan specidlis eseté-
nak lehet tekinteni, amikor f7ﬁzy) csak O vagy 7 értéket
vehet fel /karakterisztikus fliggvény/. Igy a homogén rekon-
struiccids algoritmusok homogén anyagu targyak sikmetszeteinek
a rekonstrukcidjdra alkalmasak, ahol /Ykgy) definicidja:
) oy [f » ha (x, ) eleme a targynak,
(8) L8 A | 0 kiilsnben.

Kézenfekv3, hogy eét a fiiggvényt a sikban egy gérbe vo=
nal dltal hatdrolt sikidommal szemléltessiike 1973~ban kdzdl-
te CHANG és CHOW azt az algoritmusti?9], amellyel olyan homo-

zén tdrgyak sikmetszetei rekonstrualhatdk az

(9) #ely?= [ fOngrax
‘ X7,
és az
(13\ Fy (X = /-f(k/b”éy
vetiiletekbll, amelyek egyenes szakaszokkal hataroltak, kon-

vexex €és két, egymasra merdleges tengelyre nézve szimmetri-
kusake Mddszerikk - a meglehetdsen specidlis feltételeket ki~
haszndlva - geometriai megfontoldsokon alapszike
A (8) figgvény sikidommal vald szemléltetése helyett al-
kalmazzunk most egy F = (ﬁjzun bindris mdtrixot is. A bind~
ris matrixok esetében (9) és {10) vetiiletek éppen a matrix sor

és OSflap-osszegelt fogjdk jelenteni:

X) _-, ? o~ ,
(11) fi =27f:; =az ¢ -dik sorban levs J-k szdma;
=7 d .
(12) {(5), e J -8 7 ~dik oszlopban levd 7-k széma .
(} £ 12 ¢

Z=z




I

A bindris matrixoknak (11)-b61l és (12)-bS1l torténd rekon-
strukcidjdra t6bb algoritmus is saziiletett [40,42]. Felhaszné-

Lisukndl azonban az a probléma jelentkezik, hogy ugyanahoz a 4

wN

t vetiilethez bizonyos esetekben nagyon sok bindris matrix . 5

5 ) ~ \ -
és '£J=11 , akkor n! kiilonbszé le- 5

ke
. (x)
tartozhat /ple ha ff =1

hetséges megoldds van/. Ennek a problémdnak a kikiiszobolésé=-

re két 4t kindlkozik: vagy tovabbi vetiileteket is hozzdvesziink
(11)-hez és (12)-hoz [43,44], vagy pedig valamilyen feltételt
©otiink ki a keresendd bindris matrixra, mint pl. CHANG és CHOW
nir emlitett mddszerében[39]+ A tovdbbiakban mi kizdrdlag ez~
zel az utdbbli lehetlséggel foglalkozunke

A felidtelnek vagy tulajdonsdgnak a jé megvdlasztdsa ’fu
fontos tényezd, mert ketitds kovetelménynek kell megfelelnié.. V

Olyannak kell lennie, hogy a lehetséges megolddsok szdma gya-
xorlati szempontbol is elfogadhatd szinten maradjon, de nem
szabad leszikitenie ezzel a specidlis tulajdonsdggal az al-
kxalnazhatdsag kdrét tilsdgosan. Egy ilyen algoritmust muta-
tunk be a kovetkezd pontban[}B].

llegjegyezzik, hogy a homogén rekonstrukcid egy-egy lehet-

séres dltaldnositdsdra lathatunk példakat [}2,44,461sban.

2. BEgy rekonstrukcids miodszer ismertetése

icidk és jelolések

N
°
H
=]
[¢)
P
}—4
=
b—l
o
= S ARG

A tédrgyalds folyamdn az algoritms lépéseinek a szemlél-
tetéséhez fel fogjuk haszndlni azt a tényt, hogy birmely nx/7-. o A
es bindris f_ matrixot egyértelmii médon lehet jellemezni va- ;
lamely egységnyi négyzetekbdl felépiild f: bindris mintaval i
/3. dbra/. Vagylis ha a bindris matrix elemeit $ﬁ -vel jelol-
J ik /t,j =4, 2,--," [ é5 az fﬁ minta nekik megfeleld egység-
nyi nég&zeteit pedig [{%/ﬂ)—vel, akkor az f: bindris minta de-

finicidjas j
b

f = f(t',/)/fi‘j = 1/,

A
\
]
4
Py
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3o Abras Az F bindris mdtrix és az egyértelmii médon
hozzdrendelhetd { bindris minta

£gy & sikidom x-irdnyd Osszefiiggl, ha barhogyan is hi-
zunk az X tengellyel parhuzamos egyenest, amely metszi S -et,
a2z ilyen cgyenesnek a sikidommal kozos része vagy csak egyet-

len pont vagy csak egyetlen szakasz lesz /4. dbra/. Ugyanigy
Y

A

Pt et g ———— =

> X
4. Abra. &, xy-osszefiigg, S. nem x-irdnyd Ssszefiiggd,
5; nem y-iranyi dsszeftiggd

deflinidlhatdk az y-iranyu Osszefiliggd sikidomoke Egy sikidom

pedig akkor kétirdnyu osszefiigz8, ha x- és y-irdnyd osszefiig-

58 ise liegjegyezziik, hogy a kétirdnyd osszefiiggés a konvexi-
tdsndl gyongébb feltétel.
Ezek utan fogalmazhatjuk meg pontosan a feladatot. Kere-

sendS az az ﬂ'binéris minta /ille. a hozzd tartozd F bindris

adtrix/, amely kétirdnyd &sszefiiggl,_sorainak és oszlopainak
%) iz [
es {, vektoroke

Az algoritmus leirdsdhoz még két tovabbi definicidra

- - L
27 Ysszege rendre a megadott j>

lesz sziikségiink. llagnak nevezzik és ¢ -vel jeltljik azt a hal-

mazt, amely része a keresendS‘f—nek,

c ef.




Buroknak nevezziik azt a b halmazt, amelyrdl azt tudjuk, hogy

rajta kiviil nincs eleme 4 -nek, vagyis ez a halmaz tartalmazza

b= 1.

Az algeritmus iterativ mdédon kozelit az-f—hez ugy, hogy

+ -ets

egy kezdeti magot minden egyes lépésben bdvit, egy kezdeti
burkot pedig sziikite A k =dik 1lépésben kialakult magot (, -
val, a burkot pedig ék -val fogjuk jeldlni.

22 A kezdeti maz és a kezdeti burok meghatdrozdsa, valamint
az itericid soridn szilkkséges halmazok
x)
lyllvanva;o, hogy az { -nek nem lehet eleme az { és
az 74(’ vektorok hossza &ltal meghatdrozott | négyzeten ki-
vﬁl,“ezért legyen
by =T, €=,
A ¢, halmaz konstrudlésakor az? haszndljuk ki, hogy az
4 foltevés szerint kétirdnyi SsszefiiggS. Ehhez szikségesek
az aldbbi halmazok
[(«;)//- L gETY,
e 1 = fepolyan- 1, (4 € ¥
és legyen
Cx =Cx 7 Z;r"
Igy ¢, pontosan azokat a négyzeteket fogja tartalmazni, ame-
a feltételezett x-iranyl Gsszefiiggés miatt biztosan ré-
szeil f -nek mert f?) szédmi négyzet az L -dik sorban x=ird-
S

ysszefiiggden csak gy helyezkednet el, ha ezek a négyze-

tck is koztilk vannake. Bzért
(13) c. € {.
Hasonld mddon
[y :-—(lf}.‘ /7 C{/'
ahol

ey~ ftip) =P, CLpeTh,
5,:fjgj)/¢‘an-.gﬂ,1 (g/)é/jz

&
¥
)

L
)
2 By
3



- 14 =

Az y-irényi Ysszefiiggés feliétele miatt:
(14) Zi: s
‘ 4
; , / Vo L. i - ,
(13) és (14)-bSl az kovetkezik, hogy /5c dbra/
? - 53 ol - :
¢f=bvly = .
L . " 3 . et o o ; ) ;
Konnyil beldtni a fenti definicidk alapjan, hogy a (y 2 o

hoz szikséges és elegendd feltétel, hogy vagy

23X /‘( 7’ \'} / S //-;'?//2.17

oy .
”?J”/)ffjfr>lc7/9?/
J :

teljesiiljon. Ezek utdn két eset lehetséges:

J )
a/ ha . #& , akkor legyen ¢, =C; e
o/ ng ¢,/=¢ 4 akkor vilasszunk ki egy tetsz8leges (c%/)ér
71-% és legyen

g
Cs :Qf(c%/{x.
/uésbbb méy visszatériink a b/ esettel kapcsolatos problémdk=
noze/
Az iterdciés 1épések kdzben a burok halmazok el84llitd- #
séhoz m6g két mésilk halmaz lesz szikséges. Nevezzik vizs:zin- ‘

/ (] /)
tes buroknak és jeloljik AZ -val azt a halmazt, amely a &

! 7 o L
A A - 5 > Z

PININS, (A AL - ;? A& L1,

f — i é /j// > éj/)// :

2 AN RN 77577 a7
4*% L B N {_ - 3////;/ //V///

N | A VA4 e A Y

L] |

fP%(7 16 56 4 222)
; ) 0O
5. Aorae a/ ¢, elddllitdsa 1 -bSl; b/ Cy elS4lli-
tasa {Kg)~bél; c/ C; =<&</{y -

- i ("‘ D ” ” b

és az ¢ segitségével a kivetkezd médon készithetld el &

[oa ébra/:
a/ ha a | ¢=-dik sordban nincs eleme (, -nak, akkor
%) . '
Eé"-nak eleme lesz az ¢ -dik sor minden egyes négy-

zete;
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, A7 1 7 A - /
\;9) //' J)//// A //// /’/// ¥ /‘ 4 // l{'.’/ / / ////éj//// //
4 s | eV, 1 V-V, Fl
e 44 f L Ak Ak A AL E
I = 4 §% / AT/ 7
N Ve A 9454 NN 747
g T 7 7 SR i - A
1 L 4 i i ‘ | ]|

. [92(11 656 4 22 2)
4/ o .
b/ vl
. s ’ (RYs
e Abrae. a/ a vizszintes burok eldallitasa { ~bdl és

a magbdl; b/ a TiliggSleges burok eldadllitdsa
= (L) 3
|

-bSl és a magbdl; c/ a burok eldallitdsas:
bk . blih)/'} /3/(0/)

b/ ha a T ¢ -dik sordban a nar }3 -t41 )3 -ig tart
/'/; < Jz /, akkor a éﬁr halmaz az ¢ =-dik sorbsl

azokat az /{,/U)—ket tartalmazza, aﬂelyekre
1%

. o () ) 3 (x)
2-fi v1 £ 5 2 g1t i
da ¢y =z £, akkor /ﬂ%’ pontosan azokbdl a négyzetekbdl fo
k=7
felépiilni, amelyeken kiviil mar nem lehet eleme f -nek az X=-
irdnyl Osszefiiggés miatt. Tehat
) /52/’" = /f
: o o s P (y) Tt e B
Hasonldan definidlhatéd ¢, és f 7 segitségével a fiig-

- - . - v - . , o ee 'oe s .
0leges burok, jele: &{ ), amire az y-irdénya Osszefiiggés mi-

att ugyancsak teljesiil

(25 2 o1,

12 £, Ga/ volt /60 dbra/e. A fent leirt két burok halmaz met-

szete lesz a 4 -dik lépésben kapott burok /oc dbra/: .
b = /{/ﬂ) y /)‘;(V)H

=
(0]
f_
e
H
()
~
~
i
~
'
2
.
-
(0]
I_J
(5]
(0]
0
e
O~
V]
ey
L]

2¢3 Képzési esetek

Nézzijk meg, hogy a k -dik lepesnel a bindris mintdben
az eddiz kialakult helyzetidl fiiggéen, hogysn lehet ¢, =bdl
megkapni (4, , —-et €s Ou,s-et. Ehhez tegyik fel azt, hogy

i
<

R



g - e et

(17) £ = .
Az aldbbiakban a mag bévitésére , illetéleg a burok szikité=
sére alicalmas lehetdségeket kiilon-kiilon megvizsgaljuke
a/ A mag simitisa

sléfordulhat, hogy a mag elemei a sorokban vagy az oszlopok-
ban nem folytonosan kdvetik egymdst; vagyis ha van olyan é},
¢,y ¢; sor T -ben / f< <5« ¢; <¢5<7r7 / és olyan /
oszlop / [/ éJ{é 7 /, hogy

| (c'j,/')é‘ & /l#,/)flfk, (4;;)/‘)644‘)
ckiwor (17) és az { y-irdnyd ssszefiiggés miatt (!;z/)é=f ¥
Ezért legyen (‘42/7>€ ‘ /7. &bra/.

L+ 7

J

| %

& ,/////f/ ///// 7
Qi 7 // /)f
AN 7% 7
! ¥ i
N -/’/ A
L pAaxkq |
L i Pl
1'//,97; 47";

7o Abra. A meg simitdsa. Az x-irdmyd Osszefiigeés miatt
(¢, j2) eleme a magnak, az y~-irdnyl Osszefiig-
gés miatt (L'J,/') eleme a magnake

Ha tubb ilyen lehetdség is van, akkor a ¢,,, halmaz a C, -
b3l az osczes igy kijelslt elem hozzdvételével &alleld /7. ab-

ra/e Utina a ¢,,, -bGl a 2.2-ben megadott definicidk alapjén

clkészithetd 4777 é5 4,07 valamint czekbdl b,,, is. Nyil-
lkészithets 4, és A,,] valamint ezekb6l 5, is. Nyl
vénvals, hogy
(18) 'y &< ('44,,/ és) ,b'é s . VP w

o N . 7/ ,‘/’v ¥ s
mert az 4j elemek miatt A DA vagy Al Dby » és

) ,

(19) et € F-

b/ A burkok simitédsa
Lehetséges, nogy a vizszintes vagy a fiigglleges burok "hullam-
73" hatdrvonalai miatt bdvithetd a mag halmaz: ha van olyan

iy <¢s4y ¢3 sor T -ben, ahol <, az <, és az <3 sorok

“




k5z6tt van, tovdbbd van olyan j oszlop, hogy
. o o) . %)
(ll)(;/)éct.) ((21,/)¢AL' —){ﬂgl/’)ééé P
akkor a (15) és az f y-irinyi osszefiigeése miatt (f:;,/) ff.
Ezéri legyen
2 A b
({-31‘/ ) é/ /Jk%j 2
vagyis szikitsilkk a burkot /8. dbra/. Ennek az lehet a tovdbbi

kovetkezménye, hogy ha az ¢; sorban mar van eleme a mag hal-

maznak, akkor a sor mdsik oldaldn annyi elemet lehet még a %

maghoz hozzdtenni, amennyivel ezen az oldalon a vizszintes

burok csdkkente.

A

ARNAN
b

N
N

&\

<

N

NN

R
NG

XA
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N

N

<

W LI
(7T Es5€Er 222)

8. Abra. A fiiggdleges burok simitdsas Az X-irdnyd osszefiiggés
miatt (¢, 7z) nem lehet eleme az { =-nek, ezért
(1, 07) & b , amibél kovetkezik, hogy a 7, oszlop
alsd végén 4116 elemmel nd a mage

Hasonld mdédon: ha
. - (¥) o e -b[‘/)
({;JJ-)(':CI: Y [(//2)¢§L ) > (‘()/3)él. b)
akkor [4',/‘3)¢’f s ezért legyen
_/(,(/ )f bé//
és esetleg ezzel is novelhetd a []'3 oszlopban a mag. Ennél a
wepzési esetnél is igaz, hogy
(20) € © Ciyyq ), by 96&41’ és

9, )
(= Cioy (;7[o

c/ A burkok Usszehasonlitéisa
A két burok halmaz egymddhoz vald viszonydbdl is szdrmazhat
dj mag-elem: ha ven olyan  és / , hozy

. 2 v iy g p VD
(")(/)C b,f/') és (¢}/)g b, B

4,\\\
\S

PN
D
N

B

ehiicae sk

S8
o NES

S S
P S
AT S e iy | iy T S e
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ekizor (15) szerint ((G/)gfjr o Ezért legyen
i s g )
(i,//)g /54,__,}
axcinek ugyandigy, mint a b/ esetben az lehet a kdvetkezménye,
hogy az ¢ ~dik sorban a mdsik oldalon béviil a mag halmaza.
Hasonld mddon, ha

(i, 08k s (qr)ebf

pon o
22 ) ,

C, & Cplq bk =2 zé_{i.c:{

T M)
STl TS Txlx [l x ! 6:52

I A, < AN
AN TD G, N

‘_;/ § / /‘//4/.. Ll
T ﬁ/:/ -
I v Lol

G, Abra. A burkok Osszehasonlitdsa. A nyillal jelslt

eleuek nem elemei 4 ~-nek, amibfl az kovetke-

zik, hogy bdviil a mag

Ha az elSbbi képzési esetek egyike sem adna Uj mag elemet,
akkor valasszuk ki a buroknak egy olyan (Hjéf) elemét, amely
meg nem része a magnak. Legyen

[gy folytassuk tovabb az eljarast. lost is

24) =5 s
(24) b € Gy, T 2 Pht
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10. Abra. Az e18z8 képzési esetek egyike sem tud dj mag-
elemet adni, ezért tegyiik fel, hogy a ?-es elem

része & magnak
2e4 Az z2lgoritmus

Az algoritmus leirdsdhoz szikkség lesz még egy S vereme
memdridra, amelyben olyan helyzetekrdl tdrolunk informécidkat,
amikor nem lehet az algoritmust egyértelmii médon tovabb foly-
tatni. S -ben egy-egy elem a kovetkezd részekbdl fog allni:
¢, : az a mag halmaz, amit a 4 -dik iterdcid folyamdn az

&

a/, o/ és a c/ képzési esetek egyikével sem lehetett
béviteni;
r(ch/): az a2z elem T =-b8l, amit ebben a helyzetben kivalasz-
| tottunk + vagy - eldjellel elldtva attdl filigglen,
hogy (g;jj)-rél azt tételeztiik fel, hogy eleme f -

nek vegy nem eleme { -neke

le 1évés:k-=0 ; .5 iires; S
~ (’() s > N (9 i ’
Ha m;?x({-f]_ j €8s /ﬁjaxf fc\ jéln/z], akkor ugras az

5 lépésre, kiilonben

2¢ lépés:k=4FL+ 1 ;
Ha az a/ képzési esettel a ¢, halmaz blvithetl, ak-

kor legyen az igy bdvitett halmaz C;,s, €s legyen
A .

’
. k) w) :
«észitsik ol ¢, -bSl A =t, A =t és by e

B

s
Be ey

i

3 R
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kapjuk:

(25)

4]

9]

3

Ha ¢, < /A, , ekkor ugrds a 4. 1lépésre;
ha ¢, =5 , akkor £, olyan halmaz, aminek megfele-
13 F Dbindris mdtrix vetiiletei éppen a megadott

p(x) 4g
i =

€ . . - P
{_ , uténa ugras a bte lépésre

ha ¢, & 5, akkor cllentmonddsra jutottunk, ezért
ugrés a L. lépésre.

Ha a b/ vagy a c/ képzési esettel /esetleg mind a
kettdvel/ <, bdvithetd, akkor legyen az igy kibé-
vitett halmaz ¢y, , €s utdna ugrds a 2. lépésre;

ha ¢, igy nem bdvithetd, akkor ugrds az 5. lépésre.
Prébalgatdssal olyan (1%77-t vilasszunk a 6, -~ §,
halmazbdl, ami nincs benne éi-ben és legyen Chpgi™
=C; « ;(/(,/{',)j‘) , egyittal tdroljuk el S ~ben ¢ -t
+(29;)-ve1, utdna ugrds a 2. lépésre;

ha nincs ilyen elem 25, N C, -ban, akkor ugrds a 6.
lépésre.

Sorra vegyiik ki és hagyjuk el a - eldjelii (?&/7)-
ket S -b8l /ha egyiltaldn van ilyen/, addig, amig

~ fté/j elemet nem taldlunk;
1%

-

ha . -ben mar nincs elem, akkor STOP;

ha + /te{) a legfelsd + el8jelii elem a veremben, ak-
kor legyen Egu7iT€7 3 ahol 41, az + [fé/>-hez
tartozd mag halmaz volt 5 =ben, és egyittal vdltoz-
tassuk meg +[Yﬂ/) elfjelét S =ben - [2;/?—re;
uldna ugras az é. lépésre.

le Az algoritmus helyességének a bizonyitédsa

®,

A 2.4 pontban leirt algoritmussal halmazok két sorozatat

Co

A = g T

(1} ‘

b, by, by -

Az egyes iterdcidk kozben

! =
42 < Cyuz ) Zéé Aé‘[

nindaddig, amig az algoritmus 3. lépésében leirt ¢, &4 tel-

o
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Jjesiil /ez biztosan bekdvetkezik véges sok 1lépés utdn a soro-
zetok monotonitdsa, korldtossdga /I <€ ¢, by T /ésa T
halmaz végessége miatt/. Ez a helyzet egyittal az algoritmus
befejezését jelentheti, ha kozben S -be nem keriilt egyetlen
elem sen, vagyis nem haszndltuk a prdbalgatds képzési esetéts
Ha mégis kell®tt haszndlni ezt az esetet /esetleg t&bbszdr is/,
alrzor az algoritmis végrehajtdisa kozben bekidvetkezett valto-

zdsokat egy bindris fdval szemléltethetjiik /ll. dbra/. Ennek

a bindris fdnak az eldgazdsai jelzik azokat a pontokat, ahol
az alzoritmuist az 5. lépésnek megfelelden két irdnyba foly=
tathatjuk, attdél filiggen, hogy egy (tQ/7 elemet hozzéveszink-
e a maghoz vagy pedig kizarjuk abbdl. A fa levelei pedig a

Ca :/2. vagy C gféz dllapotok bekovetkezéselt jelzike Az
algoritmssal ezt a f£it jdrjuk bee ivel & -be ugyanaz az
{LQ;W elem tZbbszdrosen nem keriilhet be /5, 1lépés/ és csak

véges sok elemiink van, ezért az algoritmus véges sok iterdci-

55 lépés utdan befejezlbdike

A kovetkezd idtel segitségével beldthatd, hogy az algo-
ritmssal minden olyen § kétirdnyi &sszefigel bindris minta

elddllithatd, amihez tartozd [ bindris matrixnak a vetiiletel
1« gs {1

(=

1., Tétel:Legyen f rétirdnyi osszefiiggé bindris minta, aminek

g0 oo U

a vetiiletei 1 o Akkor a 2.4 pontban leirt algorit-

mushoz lesz olyan M pozitiv egész szdm, hogy (25)-ben

Cﬂ:](=é .




D

=G .

A tétel bizonyitasdhoz szikségiink lesz a kovetkezd lem-
maras :
Lemma: Az iterdcids 1épések kdzben ¢, «f akkor és csak akkor
ha f € d;.
Bizonyitds: TegByik fel, hogy & gf , akkor g viszzin-
tes burok és a [{iizgdleges burok definicidjdbdl (15) és (16)
alapj4n:
éf”) e bfy).;? / ;
amibil kovelkezik, hogy
p A= b 2 f
Az elegendSség Lgazolasahoz tegyiik fel, hogy cig'f .
akkor van olyan {L,/,’é ¢ o hogy [z,/)ﬁ‘/ . Ha az ¢ =-dik sor-

p Y e 3 2 ; : . . C)
ban 1 J1=t61 1, -ig tart /11 € J2 €8s  J:-J1 #d = { S (/,)
b,

(0NN

5 >(ij » 2kkor a vizszin’ces burok definicidja szerint
ebben & sorban csak 7 - f fi-lg tart, de igy

J‘__',(x) J £~ ’+1)*1>/ N/ 12l =41,
vazyis ('f,';j)é/ A, ), de [{,ﬁ)€f , amibdl 55_?]( kovetice-

dzek vutdn a tétel bizonyitésa:
Bizonyitds: Kezdéskor

&=L, ][ ‘éo = T

7ind a négy képzési esetre teljesil (18), (20), (22), (24)-

o | 1
001, NOgY

Cp <= Chy # és bj_ = ‘64{*;/ .
Tovdbbad az a/, b/, és a ¢/ kdépzési ecetekre még
Cree & f

is igaz, ha ¢, < f volt. A 4/ képzési eset haszndlatdval ez
nem fog minden k -ra teljesiilni. De mivel tudjuk, hogy léte-
zik iud ~-hez és ;{_Q‘) ~hoz megfeleld { , ezért ilyenkor a két
lehetdség koztil / (¢, 7)€ f és (« /))@“f / az egyik helyesnek
vizonyul és ezen helyes dontés utan (. & f is érvényes ma-
rade Ha rossz lehetdséget valasziottunk, akkor immentdl kezg-
ve hagyjunk el minden tagot a sorozatbol, amig az algoritmus-
ban vissza tériink ismét ehhez a dontési helyhez és a soroza-
tot innen folytassuke. Igy az eredeti, végew sorozatbdl egy mé-

sik, rész-sorozatot kapunk:

€




}”"(\f/ p) ffz J (mus CIPN
(26) .
7= ba,, ba, -0 Ply.
(26)-ban mindig teljesiiliek a
2 : > A
( 7) (?[ & C[{:r! , ,/3 A = t‘?qu
és
<23> [g’ 9{
reltételeks. (28)-bSl a lemma segitségével kovetkezik, hogy
(29> b/l- Zf.
(21), (28) és (29)-bSl
7 . _ ~7
(30) ¢:q¢méc,tC(@g/géwsn-é%«/-

Ugyanakkor azt is tudjuk, hogy 2 (26) sorozet csak olyan
{y -nél fejezbdhet be, amikor vagy ¢y, =, vagy e, E bty -
taljesitli. Most azonben (30) miatt csak az el&bbi lehetséges,

£y = /‘:‘£Zv.

1y

{oveticezmények:

l. Ha 4” / f‘# { /7 kétirényd osszefiiggs bindris minta
£s. a hozzd tartozd veiiiletek _EU) és jfﬁ) s aklkor ?j is eld-
411 az algoritmssal. A (26) sorozattdl csak egy olyan pont=
.31 kezdve fog eltérni, amikor éppen a prdébalgatds masik le=-
netdsége lesz a helyes f’—nél, ezért mas indexre fog teljesiil-

{id. o
) )
tp, = f = bg,
2. Nyilvanvald, hogy egy €, akkor éz cszk akkor lesz
(A) 2= b} . e ,
£ -nek es fLS -nak megfelelS halmaz, ha rd ¢, =4 tel-

jesiile Ugyanis, ha ¢, = 4, 4 akkor az azt fogja jelenteni,
- ’ - - ’ (‘X) ”r
hogy minden sorban €s minden oszlopban €ppen il -nek és
(i b, P ” s Fvae
{7 -“nak megfeleld szdmi elem van ¢, -ban. Ezért az algo=-

ritms Altal szolgaltatott Osszes megoldds olyan bindris min-
és {w)

a—

s < . " %>
teket szolgaltat, amelyek vetiileteli rendre j}

4, Taplementdcid és illusztracidk

A kétiranyd Ssszefiiggl bindris mintdk rekonstrukcidjdra

szolgdld algoritmus esyik leglényegesebb tulajdonsdga, hogy

s Y A PR
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nincs sziilkség a memdridban egy teljes nx /7 -es bindris matrix-
nak helyet foglalnunke. Ugyanis a kétirdnyd Osszefiiggés feltéte-
14t wieldgitd bindris mintdk egydrtelmii médon jellemezhetlk két
vektorral /12. dbra/. Bz a két vektor azt mutatia meg, hogy az
f minta egyes soraiban hol kezdddnek és hol érmek véget a hal-
maz elemei. Ez az észrevétel azért fontos, mert az ismertetett

éprési esetek mindegyike elvégezhetd ezeken a vektorokon, a-

nélkiil, hogy a teljes mdtrixot haszndlndnke. PElddul a mag simi-

1 1T 1T 77 -
2 A 5
3 A VA8
0 |5
4 /ﬁ//;{__;‘ji
i] I - // : ? 5

12. Abra. Az xy-osszefiiggd bindris mintdt egyértelmii md-
don meghatdrozd két vektor. A bal oldali vektor
a sorok bal végének indexeit tartalmazza, a
jobb oldali vektor a jobb végek indexeit

tdsa azt fogja jelenteni, hogy a ¢ -t jelold vektorok koziil az
ecyilmek csak egyetlen helyi minimuma lehet, a mésik vektornak
pediz csak egyetlen helyli maximuma.

A 244 pontban bemutatott algoritmus egy leegyszeriisitett
valtozatdnak elkésziilt a FORTRAN nyelvii implementdcidja. Ez a
viltozat nem tartalmazza az 5. és a 6. lépéseket, ezért olyan
bindris mintdk rekonstrukcidjdra alkalmas, amelyek az a/, b/
s a cf képzési esetekkel elddllithatdke Ilyen eredmények lat-
hatdk a mellékelt illusztrdcidn, bemutatva az egyes iterécids

ciklusok végén kialakult képekets

De Kat vetifletnel megfeleld bindris mdtrix létezésének

szikséges és elégséges feltételed

A kivetkezSkben azt vizsgdljuk meg, mi a szikséges és elég-

séges feltétele annak, hogy a megadott két vetiilethez létezzen




megfeleld bindris mdtrix, illetve, hogy az egyértelmij is legyen,
vagyis ne lehessen taldlni mdsik olyan bindris matrixot, aminek
ugyanezek a vetiiletel.

Ezzel kapcsolatban CHANG bizonyitotta [40,42]:
izy bindris matrix egyértelmiiségéhez szikséges és ekegendd,
hozy ne tartalmazzon une athelyezhetd komponenste

Definicid: Eey bindris mdtyix athelyezhetd komponenst tartalmaz
e R e < 9

na taldlhatd benne ilyen rész-matrix:

(/1 0/) o (/&’ 7
e 7 =¥ z O

/Rész-midtrixmak itekintve azt is, ha nem két szomszédos sorbsl
és oszloobdl valasttjuk ki a rész-mdtrixote/

JATG [42,417 olyan feltételt adott meg, amely mir a.veti
letekbdl vdlaszt tud adni mindkét kérdésre, tehat anélkiil, hogy
2 mairizxot ismernénk: '

(€szitsiik el az ﬁfO) vetileti vektorhoz azt a bindris matrixot,
aminek az { -dik sordban §fn darab 7-es 41l a bal oldalon 6~

mdritve és jeldljilkk az igy kapott bindris miatrix y-irdnyd vetii-
e

+

S S : ) .
letét -nal. ilajd rendezziik az eredeti { vektor elemeit

B ’ = - ) (y) My
ysag szerint csdkkend sorrendbe: f(3 s 1,7 5 wews {h?.

17"1

na - ! ’
Viz ¢élguv a kovetkezd Usszegeket: ﬁii & és fé?ﬂf? fewl 2,
a/ Zgy bindris matrix akkor és csak akkor egyértelmii, ha

‘__;f’ /;."(9/ » 5’ £ ({2 minden 4 -rae

’,

h/ Akkor es-ésak avg?r létezik bindris métrix a megadott ké+t

vetilethez, hazfi'/ ”'> 3’/ 9’ minden £ -rae
o/ Akkor és csak éﬁo* neil lete21L avet'letekhez megfeleld bi=

naris matrix, ha egyetlen 4 -ra is 3"/”“7/A} 9. o

-~
L13sz6r a Chang-féle feltételhez keresink vgy vele ekviva=-

lens d4llitast, amit 2ztdn tobbszor is fel fogunk haszndlni a
és8bbiekbene |

Definicid: Egy bindris matrix soraiban az 7/ -esek piramis-szerii

elrendezdddst mutatnak, ha a kevesebb f-est tartalmazd sorok /-

e ei a tobb /-est tartalmazd sorok /-eseinek az oszlopaiban .ta-

o -



1dlnatdk; és az azonos szdmi f-est tartalmazd sorokban az f-esek
usvanazokban az oszlopokban dllnak /13. dbra/.

dezjegyzés: A "piramis-szerii" elnevezést az indokolja, hogy
ha egy ilyen mdtrix sorait a bennitk levd 7 -ek szdma szerint no-

veirv$d sorba rendezzitk, akkor az 7/ -ek piramis-szerii formdt adnake.

| T

Loioielo cl; ol 7le] o
0 u’FC‘ 112 |lejr71el o

L A LN
ee 7 70 410 | ¢ 2 b4 G
L | |

1 i 14117111710 4 7 7
siolrislolelolrleio
TfAc Jiolele |lojeloio
; s SEsine Eaoven =
i:’.’_l:";;_‘_ﬁ"_ Ciggra e

1% Abrae. Piramis-szerii elrendezddést mutatd bindris mat-
rix

Tovébbd, eryszeriien beldthatd, pl. indirekt mddon, hogy az X-

s y-irdnyd dsszefiiggd mdtrix piramis-szerii elrendezddésii is.

A megforditis természetesen nem igaze

2. Tétel: Lgy bindris matrix akkor és csak akkor nem tar-

é
talmaz Aathelyszhetd komponenst, /tehdt egyértelmii/ ha sorai pi-
ramis-szerii elrendezddést mitatnake
Bizonyitds: Z18szdr tegyikk fel, hogy az 7-esek a matrix

soraiban nem mutatnak piramis-szerii elrendezddést. Akkor van o-
lyan 7; sor, amely tdbb, vagy ugyanannyi [-est tartalmaz, mint
25y ¢y sor, és mégis van olyan dﬁ ogzlop, hogy {}d,= C  és

&{1J,=fi o Wivel 51 ~ben tobb, vagy legalabb ugyanannyi 7-esn
van, mint ¢, -ben, ezért kell lennie olyanﬂﬁ -nek is, hogy
11133

rirban van &thelyezhetd komponens:
fi,’k =0 {Li{sl=1
TR Y
Most tegyilk fel, hogy a matrixban van Athelyezhetd kompo-

=1 , f531=(3 « Bz viszont pont azt jelenti, hogy a mdt-

nens és mégis piramis-szerii a matrix sorainak az elrendezddése.




1

Zboll az kbvetkezik, hogy a két sor kbziil egyik sem tartalmazhat
t3bb, vagy azonos szdmi f-est, mint a mdsik /hiszen egyik sorban
Pis i 4 @ e 5
sem “linak az f-esek a masik cor Z-eseivel azonos oszlopokban/,

Ze

O

ami viszont lehetetlens

Ha a pindris mdtrix oszlopaira mondjuk ki a piramis-szerii

finicidjat, ekkor a tételt oszlopokra is be tud- - 4!
jur pizonyitani ugyanilyen mddon. EbbS1l mostmdr az adddik, hogy .
ha egy mitrix sorai piramis-szerili elrendezddést mutatnak, akkor
rszlopal is; és forditva.

Bualitettific, hogy mddunk van a bindris matrix unicitdsédnak a

P

drddsét a matrix tényleges ismerete nélkiil, csupdn két vetiilete

alapjén elddnteni /Wang-Téle feltétel/. A gyakorlatban ennek a

segitségével a legktnnyebb az unicitds kérdésére valaszolnie. " 3t

llost egy olyan feltételt mutatunk, amely szintén a vetiiletek a- i

lapjdn donti el, hogy a megadott bindris matrix egyértelmii-e, S
de ezen kiviil szemléletes jelentését is adja a Wang-féle felté-
telben szerepld Osszegekneke

Definicid: Egy bindris mdtrix x-irdnyi vetijleti alakzatémak ne-

/jele: jx / azt a2z egysémnyi négyzetekb8l alldé alakzatot,
smelynek az 7 -dik sora annyi négyzetet tartalmaz az Y'tengelyhez
tombritve, mint ahdny J -es a mdtrix 2-dik oszlopdban van /l4.

'

dbra/ = a vetileti alakzat lényerdben megfelel a korabbi vettiilet i
fogalomalz. Ugyanigy, az y=-irdnyad vetiileti alakzat,]9: J —dik
rgzlopa annyi négyzetet tartalmaz az X tengelyhez tomoritve,

mint ahdny /-es a étrl.//—dlh oszlopdbar van.

A g
T 1
| . ; 77 ' 7|1 :
A | “ 'F]l it /1 2| 7 71 7l7l 21717
i . | AR 717 7
)  — e | ’ > X ,
Fy b= e

14, Abra. Az x- és y-irdnyi vetiileti alakzatok és azok
tovaboi vetitése



- 23 =

zek utdn fx y-irdayd vetflete,(}l,@ értelemszeriien dl=-

&

N

lithatd eld a definicid alapjan, mint ahogy’(%})& az Z; -bdl,
mint x-iranyd vetiilet.

3. Tétel: Az f« és az 4 vetiileti alakzatokhoz tartozd bi-
néris mAtrix akkor és csak akkor egyértelmii, ha v

//:« 21/ = []g,)x.

Bizonyitds: Tegyik fel, hogy a megadott bindris matrix
ezgyértelmiie Akikor nem tartalmazhat dthelyezhetd komponenste Mi-.
utin ez a feltétel a kordbbi tétel szerint a sorok plramis-szerii
elrendez(dését fogja jelenteni, ezért a matrix y-irdnyd vetiilete
egvszeriien a mitrix sorainek a nagysdg szerinti rendezését fog-
ja jelenteni. Vagyis az f9 vetiilet pont a 2dtrix soraibdl 4ll.
Ha most fy-t még x-irdnyba is vetitjilk, aklor csupdn az torténik,
hogy a sorok az Y tengely irdnydban tomoriilneke

Az el8z8 gondolatmencthez hasonldan beldathatd, hogy a matrix
sorainak y-iranyd tomoratését fogja jelenteni 74, (fx)] pedig fx
gorainak rendezégét jelenti, vagyls (?;& ée é&,} is a tomo=
ritett sorok nagysdg szerinti rendezését adjik meg mindketten.
nzért (/,[' ):,' . (/7)* °

Az elegenddség igazoldsdhoz tegyik fel, hogy a megadott két
vetiiletre Cf L =¢Cﬁ,& teljesiil; akkor 74 ugyanolyen sadmi
négyzetet tartalmazd sorokbdl &ll, mint 79 , legfdljebb /)} ~ben
azok mis sorrendben kdvetkeznek, mint Z; -bane. Akkor egyértelmii _
ndédon tudunk konstrudlni egy bindris matrixot, aminek a vetiileti @f
halmazai f} és /; o Oly médon, hogy az ¢ ~dik sorban annyi 7=
est helyezink el, amennyi négyzetel az /§ ¢ -dik sora tartalmaz
¢s ezeket a nécyzeteket azokba az oszlopokba helyezzik, ahol f;
-naic az ugyanilyen szdmi négyzeitbdl A1l sorai vannake Az igy

Irapott matrix zy-tél csak a sorok sorrendjében kiilonbozike li=

'8 T T . . o #q . . - z
vel 4y a korabbli definicidk alapjam kdnnyen belathatdé mddon
piramis-szerii elrendez8dést mutat, ezért az, mint bindris mit-

ra
vix, egydrtelmii, ezen az egyértelmiiségen pedig a sorok permuté-

e

Sja nem valtoztat, tehdt az elddllitott bindris matrix egyér-

’)\

Le .Ln{.:o
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Bgyszeriien beldthatd, hogy a Wa_ng-éfe’le feltételben mega=-
sszegeknek \/ﬁ )7 s 2 ,2,—),/7.?7) osszegeknek pedig
P e =7 %

L
dott 5 £ ¢’
(fy ), felel mege

(O

wegjegyzés: lNem nehéz azt bsem bebizonyitani, hogy -ﬁ' ~hez és

4y =hoz akkor és csak akkor létezik kétirdnyi Osszefiiggd bindris
“’.,:‘j_}( /ami egyuttal egyértelmii is/, ha 7’} y=-iranyi osszefiiggd,
figed és teljestil (/i) = (Frx ise _

fy x=iranyd Usszefiig

&

W
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ILI; MINILALIS TERJEDELM{t MATRIXOK

1. A probléma ismertetése

Térjimk 4t az inhomogén rekonstrukcid témakdrére, ahol te-
nat o keresendd mdtrix elemei teiszdleges nem-negativ szamok
lenhetnek. Adott két vetiilethesz, jf“ -hez és jfp -hoz mihndig
létezik ilyen matrix /ennek konstruktiv igazolasara szolgal a
1Ve fejezet elsd algoritmusa/. Konnyii bizonyitani, hogy ha n ,
m =22 , akkor végtelen sok, nem-negativ elemekb8l 4116 matrix
felelhet meg a két vetiiletnek. Ehhez kell a kovetkezd definicid:

Definicid: Nevezzik négyes-cserének azt a miiveletet, amikor egy

natrix két-két kiilonbszd sordnak / ¢, # 2 / és oszlopdnak /31#

£z / a taldlkozdsdban 2115 elemeket igy valtoztatjuk:
v o . o PR
/ ‘&1.(}1 (‘q‘)z {“1“1 e r1‘()"’+
négyes-
I s
. ‘ csere — £: 0 -
\ {l}y '{'ﬂSP {119\+x f\z‘)z x

anol x tetszdleges pozitiv szdm lehet.

Nyilvdnvald, hogy a négyeswcsere Ugy médositja a matrix ele-
meit, hogy kdzben a sor és oszlop sszegek valtozatlanul marad-
nake. Vagyis ha egy megfeleld mdatrixunk mar ven, akkor minddssze
arra kell vigydzni, hogy a miivelet eldtti nem-negativ matrix e-

lemek tovdbbra is nem-negativ értékiiek maradjanak. Ami azaltal

(€N

5 el, ha az X a kivdlasztott rész-mdtrix f8atldjdban a1lé

Pt
~

+

rhet
igsebbik elemél sem nagyobb - ekkor {Hy*-x és {QS;‘X‘ is nem=-
cgativ marad. Ilyen rész-matrix mindig van, ha ;f“) -ben és
£’ _ban is lezaldbb 2-2 elem pozitive Vagyis egyetlen ilyen
régn-natrixban az vdaltoztatdsaval végtelen sok matrix &11lit-
hatd elb. Zzzel igazoltuk, hogy ha n,m=>2, akkor végtelen sok)
4(‘) -na=k €s f‘g) -nak megfeleld, nem-negativ értékekbdl alléd
matrix létezike.

Az utdbbi gondolatsor alapjén vilagos, hogy a homogén re-
construkeidval szemben itt a két vetiiletnek megfeleld matrix

18tezése mindig biztositott, de az unicitdsrdl altaldban s26




sem lehet /néhany eliajult esetet kivéve, ple 7=7 vagy m=2Z /.
Az azzal is magyarazhatd, hogy ha a feladatot mint linedris egyen-
letrendszert akarjuk megoldani, akkor egy hatarozatlan rendszer-

rel keriilink szembe, mert ha » , 77> , akkor

2z ismeretlenek szama: a Pellrhafo fuogetlen egyenlebek
szama:
e e 4 n+m -2

Két lenetdség koziil valaszthatunk ahhoz, hogy a megolddsok
zdmét gyakorlatilag is elfogadhatd véges szintre cstkkentsiik:

a/ Tobb vetiiletet vesziink a mdr meglévd _{9’ -hez és-{w)
noz gy, ahogy azt ez I. fejezetben emlitett valamennyi inhomo=-
zén rekonstrukcids algoritmus igényli ise

b/ A keresendl mitrixmak ismerjiik valamilyen tulajdonsdgat
és azt ki is hasznéljuk a rekonstrukcid kozbene

Az a/ lenet8ség - bar nem igényli o targy eldézetes vizsga-
latat -, de nagyon kﬁltséges algoritmusokat kivén és alkalmazd-

suk techniltailag is komoly problémdt jelente A b/ vdltozat mel-

=

ett az 5241, hogy &ltaldban nem teljesen ismeretlenek a rekon-
strudlandd képeke. PE1ddul egy izoidppal készitett vizsgalati fel-
vételen nem fordulnat ¢ld, hogy amdtrix két szomszédos eleme na=-
ryon nagy kiiltnbséget mutasson.

A b/ viltozat legfontosabb része a tulajdonsdg megvalasz-
tdsa. Most egy matematikailag konnyen leirhatdé feltételt valasz-
szun<: keressik a két vetiiletnek megfelell, nem-negativ elemek-
b3l 4alld ndtrixok koziil azt /vagy azokat/, amelyekben a maximi-
lis és a mininélis elem kijilonbsége -~ nevezzik ezt a mitrix ter-

jedelmnénelr = a leheld legkisebb. Formalisan:
2 fl’)

2y 0= b Ly Lyismniy I
fjz0 &= f5 =4 J )

.,.’_:: ‘{1' = {1{7‘) q‘ . /"2/ ~=) n

Fr R -

pf.‘fn' ;{,Ij - r:q‘knffdg > min!
J S I LI

/Természetesen még 7'=:;§f¢ € {-—nek is teljesiilnie kell./
N= 5~| ¢

Ez a tulajdonsdg mint simasdgi feltétel szerepelhet a matrixmak
megfeleld képben és hasonld a tobb vetiiletet felhaszndld ART al-
tal ¢l8dllitatt képek azon tulajdonsdgdhoz, hogy az minimalis va-

riancidjd a tobbi képhez viszonyitval?].

LA

e o ol B

o=

R
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2e Tétel a minimdlis terjedekmii matrixokrdl

A minimalis teriedelmii matrixok keresésében hasznos lehet
J *

4o Tétel: Ha a mezadobt { -hez és {% -hoz létezik mi=
nimdlis terjedelmii mdirix, akkor az a kovetkezl atalakitdsokkal:
a/ a2 maximum és a minimum nagysaganak megvaltoztatasa nélkiili

négyes-cserékkel,
b/ olyan sor- €s oszlop-cserékkel, amelyekkel a vetijleti vekto-
rolk elemei nagysdz szerint rendezddnek;

ilyen formira hozhatd:

7
A
A
o
*
% —

ahol az | -vel jeldlt részben a minimdlis elemek, az A -val je=
1514 részben a maximdlis elemek vannak, a kimaradd rész-matrixok-
ban pedig a tobbi érték taldlhatd /koztitkk esetleg még maximum is
’

/".

Jlegjegyzés: A maximum és a minimum vdltoztatdsa nélkiill négyes-
csere alatt azt kell érteni, hogy a matrixban csak a minimumok -

vazy a maximumok szdma valtozhat, de a teljes mdtrixra vonatko-

On

szélsSértékek nems Ilven négyes-csere akkor végezhetd, ha
*‘iv‘)i = A, {'z‘jz‘ ok YY}:J,W &5
"\ {I.J;‘ ‘f')( g mix e

£Zhhez sz“koegeo és elégséges, hogy

P 5“""1) {12"1} - Y71IV1 > X .
ng- maxfﬁw,ﬂﬂ,} X

|

v




is teljesiiljone Ilyen pozitiv x pedig akkor és csak akkor léte=

zik, ha
A1\ . ? ”,
'I\)"" ! mm‘ "13""1J‘ ~Hs >0 e "ani‘iin z,) } mL"'
. )
vagyis *‘ﬂ‘ »  {i,j. mem minimdlis;
o
tovdbba, ha
32\ ¥ 3 3 . —g')C\ H .%
\ nfu.., " )‘Y‘Ic.x-i*\'qu.\{llt)‘\ mRX % maxg{u‘)z. z()

N , ¥
vegyils %\ﬂl " ébgi nem maximdlis elem.

Tenat mindaddig, amig ilyen rész- matrix kivalaszthatd,ad-
d1ig a teljes miatrix maxirmma €s minimuma vdltoztatdsa nélkiil vé-
zezh2t8k négyes-cserdke

sgyattal azt is észrevehetjiikk, hogy ha az -et Ugy vdlaszt-

2 of TR | ’
\33) WMo RN 68 max max { i, fop§>x

akkor 1j maximum és UJj nmimimum sem keletkezhet egyetlen ilyen

négyes~cserével sem,

Bizonyitds: Eldszir azt nézziik meg a feltevés szerint lé-

tezd minivdlis terjedelaii madtrixban, hogy a mdtrix minimumdnak

(470N

s wmaximumdnak a vadltoztatdsa nélkiill - megjegyzésben mutatott
négres-cserék segitségével -, a maximumok vagy a minimumok széma
csidkkenthetd-e. Ha igen, akkor végezziik el ezeket a négyes-cse-
>te Zhhez a kivetkezdket kell leszdgezni:

1/ Sem a minimunok, sem a maximmok szdmdnak a csdkkerése

<ozben nem keletkeznek Uj maximumok vagy Uj minimumok, ha a

o

ezjegyzés szerinti (33) négyes~cseréket hasznéljuke
2/ Véges sok ilyen négyes-csere utdn a csokkentés mar nem
folytathatd tovdbb, mert caak véges sok maximum és minimu van,
mwinden lépéssel csdkken a szélsdirtékek szdma és mindkét szél-
rtékblél legaldbb egynek maradnia kell.
da mir nem tudunk t8bb ilyen négyes-cserét végezni, akkor
tekintsiik a minimdlis elemek igy redukdlt halmazat és vizsgal-

juk meg, hogyan helyezkednek el ezek egymashoz képest. Segit-

o
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~

ségként készitsik el a kovetkezd matfixot:
yC, na %;5 minimdlis elem;

{*’
) | 1 kiilonbens &

, . i 4 ) : *
Az elsd megdllapitdsunk az lehet, hogy az ¥ =ban nem le=-

+ #*
het taldlni dthelyezhetd komponenste Ha ugyanis {im N 1(1‘,“)2 ’
* * ¢
tvuy és f;,j; dthelyezhetd komponenst alkotna, akkor 'h,d‘\ N

h’o" ’ {113, é€s fizb‘z ~re alkalmazni lehetne a négyes-csere %
mitveletéts % *
By = 42 Aige=® -
ha B g -.
f4,1 =0 fup=d>
akkor {"1,)" - X {1.3‘; + 4
{141 e -LiL)Z -X,
anol X olyan, hogy (33) teljesiil rd /ilyen X most biztosan van, :

mert (31) és 32 is teljesiil/. Ezzel csdkkenthetnénk a mini-
mrnok szamdt, ez pedig ellentmondana a kordbbiaknake.

ia viszont a minimumok nem alkotnak &thelyezhetd komponenst,

akkor piramis-szeri elrendez8dést mutainak /2. tétel/. A pira-

nig-szery elrendezddést mutatd minimumok pedig sor- és oszlop-

cseréikkel ilyen alakra hozhatdk:

Jlost azt nézzilkk meg, hogy hova keriiletekezekkel a sor- és

oszlop-cserékkel a maximumok. Ha az 4 =val jelolt részben vala-
nol nem maximum &llna, akkor az egy alkalmas négyes-cserével egy

minimdlis elem megszintethetSségét jelentené:
} |

1
|
| *r
(,.. S —_— —t ; .
. eSS [ SR | '
";‘ et smam ‘_‘: st & o -».-ﬂ_,T-__-~_.._

v o 11 ‘]'z" —_— ’ .
Az {x‘,d. minimum megszintethetd, mert ii,j: és {1231 sem minimd-
lig és a feltevés szerint fuj nem mpximdlis, igy érvényes (34),(32 ——

s % £k
/f/"“ SR

o CRY
1? $22Gep 24 o
\%

; 4 e
. R
¢ ' \ o Coartd
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Tehdt a maximalis elemelmek kell Zllni az A =val jelslt részben.

1dsfeldl a maximimoknak is piramis-szerii elrendezddést kell
nutatni /ez ugyanigy lathatd be, mint a minimumokndl/. Tehdi a
cimaradd rész-matrixokban az esetleges tovabbi maximmoknak Ugy
kell elhelyezkedni, hogy a piramis-szerii elrendezédésnek megfe-
leljeneka

Véziil annai az igazolasa kovetkezzen, hogy ilyen matrix
forma melledt a sor és oszlop 0sszegek nagysdg szerint rendezhe-
téke Tekintsimk két sort az [ matrixban. Ha kiilonbozd rész-
ndtrixokon haladnak 4t ezek a sorok, mint pl. 1; és 4, 4 akkor
a natrix felépitésébdl kovetkezden fg) < {f:) /15. dbra/. Mert
az I. és a IV, szakaszokon 14 és 1, azonos elemeket tartalmaz, i

1T, é5 LILe=-ndl viszont az ¢, sorban nagyobb vagy egyenld ele-.
mek 4llnak, mint 14 ~ben. Ha két sor azonos rész-matrixokon haw . ¢

lad 4%, 2 és 3 , akkor a sorok feleserélhetlk - anélkiil, hogy 4

az eddigi felépitést elrontandnk -, ha nem megfeleld sorrendben

voltake
z

A =ttt s Feo= ST &

, z. VRN N

Tl - e = ;T - 4

I T ] J
iﬂ

P )
T
15« Abrae




IV. USSZEG ES SZORZAT ALAKU MEGOLDASOK
Abben a fejezetben egyarént haszndljuk a fliggvény és a . mat-
rizx gzerinti irdsmdédote.e A feladat most az lesz, hogy keressink
lyan f/x,f/} O10x<ca , 0<y< % | rigevényt, aminek a
etiletel £ /) és /}(X) adottak:
.fg/-fﬂxy)d7

f,m)-//((y)dﬂ . |
Lzekb3l a feltételekbSl kovetkezik, hogy gfeladat csak gy kor-

rekt kitiizésii, ha

rf («)d*’=ff(y)o/y -

A métrixokra "mgfogalmazo.,t diszkrét valtozat egyszeriien

igy irhatd: D m
11 = JZ——" {l‘) /}‘ = 2 2 /
.A":"}) 3
§ -2ty /4207
i= d
ahol ’W >0 {40 s i ) §3{>C' és
1 i 2
M) Bl ]
- ey x
= HN e 5
2 <Ly -
A=

l. Szorzat alakd megoldés

Z1s8ként olyan }U}) fiigevényt prébdljunk keresni a meg-
adott 7‘4 (y/) és /7 (x) -hez, amely az aldbbi -szorzat alakjdban e-
15411ithatd:

(34) /(x,y)—’/(’('x)-‘{@))
ahol ¢ (x> /0 ecx a3 [ és fi(y)/""-"j €5/ az értelmezési tar-
tomdnyukon integsrdlhatd fiiggvények. Igaz a kovetkezd dllités:

5¢ Tétel: Ha 1(»\’/) felirhatd (3A) alakben, akkor az csak
(x)

7[(19 V) = 7/

Bizonyitds: Ha f(x y/)=g(x) ﬁj), akkor
Q)/> / (1/) ,/,/(x/)(lx = /(,r) /’/u)(//( {(]//y[x)clx = &. /{y)

ahol

= fy[x)d,( .

.




Hasonldképp . .
b ) 5
(35) ,Q/ i) = :ff(x,y)(—‘f/ =pf9 /x). L Cq)a’y - j(x}ofﬂ [y)cia = %/.‘76!))
ahol 4
= [f e
v ) d 9[1 (l/) Y
(35) és (36)-bdl kbvetkezik, hogy
4ly) =L/ g(x) =/}(x)/"/.
Vagyis f.:’r’,y,) -t most mar a kovetkezd formidban kell keresni.:
(27, Lixy) = A6 fy GO,
c2hol A valamilyen konstanse. Znneir alapjén
7

Fulo) = fa gy Ay 0ol = ALyl Sy ber el = Aful)-T
e p\ o &

€g i 4 "
Fy () = [ fuly) SgCIy = 4.4 (x/afzi ety = Ay 2 Y

shonnan kovetkezik:

(38) A=12T.
Vazyis (37)-b6l és (38)-bdl adddik, hogy ;
(yD FyCcD
f(X, 5/‘ = é;l?_/l,.,‘ 0%

lehet /feltéve, ha 7 #& /. Ez valdban megoldds is, hiszen
o . - ; P
¢ I Ffylx? /f Cy) p, . (y) —
(( LS TIE o = [RY (1 ik Dt = Zxt s T e CH
K 7 7 /"’L 2 A
Y/ 4 b
Y ) Hgtn) > i) : y (XD
’, 1;‘./_~_7__,fz_~fj iy B[4 ety = L0 T~ fyie)
o
s az - Lix =@ [Osx<d O<y<b [ reltétel is teljestile
/( bLS* » y

4 matrixokra vonatkozd megoldds analdg mddon kaphatd:

{ 0O (y) . - LR
{{5:_.{{1.\%3 /15,-:?”}_{5/‘4/77/ h ,

A szorzat alakd mecoldés tehdt arra is bizonyiték, hogy
ty

a——

. s - (x) : » g
mindig letezik f’ =hez és -hoz megfeleld nem-negativ megm

')ld%iSo

2. vsszeg alaki megoldds

Hasonld gondolatmenet segitségével lathatjuk be az dsszeg-
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re vonatkozd aldbbi allitdst:

6. Tétel: da f(x,y) felirhatd az

Ssszeg alakjaban, akkor az csalk

7 - 7
fengr = oo - 55

lehet,
Bizonyitds:
fly) = //rxy)dX—fj(x)a/Xfc? Liy)= G+ /(y)
/G = Jy(x)f’/f‘/

’

es

#H
f 7k} e ]//(y/fﬁ/— Ay(x)+ f///)ﬂ'j 5ﬂ()d+
/M = Jhtyryss
ahonnan az kdvetkezik, hogy
- R _ & / #
(40) /L/}/):J—-ﬂ(j/) 5 3 j‘(,(): 57{76()—;"

39) ¢és (40)-051 az kovetkezik, hogy

/(,,y) _ /}.{;(A‘)»f f/x (y)+(’
forméban kereshetd, anol 4, B és C alkalmas konstansokat je-
16lnelk,

Lly) és Z}/() definicidja alapjdan:

(41) fly)=A. T+ B faly)d s Oo
(42\’ ffj'(’(/): ,4"]9(1/.5.-* BT+ 6,
/41) és (@2) csak Ugy teljesiilhet minden X ,y -ra, ha

e Bt zZ=A.5b
O =A4.-7+ . O=B87+C.5,
hat az egyenletrendszert megoldva:
//-»—7’:; " ~}3~~-c;l; (’:——6—7—_-—1:-.

Azt kaptuk tehdt, hogy

(43) Fixy)= g//i )+ LA (- - —Z:- :
innek a ngvenvnek valdban ./}(?) és f}ék) a két vetiilete:
J/(x /)dx~ A //x(/)a’*f ’/,f},(x)a/x__“ 2= il + 5L fulyp)

rff(x,y)a/y = b—ﬂ(x}»b +50fé7{(/j/)(/y——d%.b .—.7//”[,'()./.(}.’7_% ;fy(z)._

. oy

on
kg TR

&



(43) alapjan a mdtrix megoldds:
: > (y T
/44 {1 =1 £ L {,J s s
LS ) m nol) nom ‘
uzs*aﬂ juk meg, hogy ez a nmegoldds mikor lesz nem-negativ: g %
1 «, ICL R \
. s ; ; “( d T n.m 20 . I, !
minden v-re €s J -re. E‘hhez szikséges és elégséges, hogy '-f
. €4 () 1 ) 4
min w2 w0,
azaz F! Sl i o :
IR . L R {y) . ' e
o nr:uu_ 5{L )Z T n:l‘_w'l.;{a f - CER _ v i
A
/e y)
(4},\ n mw )’r( Y m- m'ﬂ i{ - > T T

teljesiiljone Tehdt ha a vetuleteure (45) teljesiil, akkor 1léte-

zik ©sszeg alaki, nem~-negativ megoldds.

3., Altaldnos alakd megoldds .

Tégiil keressiik a megolddst ilyen formdban:
{*ﬂ‘-o)’ 4(",( 14)—:‘97(',(,}‘-# 57()()-57—9')7‘ Z ('y/-/—j))
ahol 7 vala milyen kons tanse. uK;{OI" "

D? ey Yk = fr;(x)n/x+ Ao/ //(x)a/lfr? 4/)”'20":’

| = i B (y/rr’) ////+QD = /(9
p/f;”(""'/»}d/" = B gk + 76‘)////)(7/7+ //[ﬂ’)d/f 2.6 =

bgtx)+ H gt H+ b.D ”/y("))

ii

anonnan

4 " 3 .
by = g £,

o+ P

) ‘{_* /-/f’ﬁ’-D_.

4bb31l léthatd, hogy csak

(¢1) feny) = A fuly)# ﬁ.fg@);&(x)%[’fjga)f‘p
alakban lehet tovabb keresni /'(/,]) e

(47) =b6l képezve a veiiileteket:
(Sl = A L) ar BT fily)r T D
/‘L‘:‘} } - D = 5
L i ;/A_////)(/).r?fﬁ./)f 4_/‘.,7-7_2.4?)

i

i\



- A0 =

Y fylx) = A. 7T+ B-fy0- 7 7 67,79(1}.&# 5.0 =

= f;/x)/({,g,f-g. 7))+ DD+ AT

(48} csaic akkor teljesiilhet minden X,y =-ra, ha

/4~/). 4 el
/c = .(>¢<”’-7

b F BT
/@:ﬁ_gr/?‘.'/‘

Konnyen mesgydzddhetink arrdl, hogy a fentli egyenletrend-
szer linedrisan fiiggs, aszabadsdgi fokok szdma:le D ~t jelol~

ve szabad vadltozdnak a kdvetkezd kifejezéseket kapjuk:

e Db 4 D __ Da
A ’—_:—r’_’ ‘g_/:-ﬁf-—/:;—c?-b){— ———"7_"'"0

i s T
Vagyis

ftny)=- “,‘ e g (L Z{?,;A),a (y)fy ) - Qé/y(x)d)=

= Lty fyoee D21l 1)(Zfy ) - 7).
nz valdban megoldds is, hiszen

Fenrt Lggare ol JE T G
a 2 BT Lo / " .
L;/]f/»’,l/)agl = 7—'/7;6(/'/ fﬁ(/%,{?/ ~~_6)(%7)§(1)f])— 79[’()

Lathatd egyébként, hogy ez az erédménny D=0 -ra a szor=-
zat alalkd, D =- T/é?;é)-re pedig az Osszeg alakdi megoldast
foglalja magdbane

Itt a matrix alakd megoldés:

(4(_7) “. M{(U (3) D( 0 i)(T {(J) )

Vizsgaljuk meg, hogy a (49)-cel kapoit megoldasok milyen D mel=

lett lesznek nem-negativoke Ehhez az kell, hogy mlnden 1 —re es

| =Tre
HOEP + 2 (B4 (R4 1) 20
N r(.K)
Azokra az t-kse, amelyekre i = .
m a4
=D (F4 J i}>O o, -

-nak kell telijesiilnie. Ami, ha wminden A -1re § i ~pf akkor
tetszlleges D-re teljesiil; ha viszont nem minden &-re all fenn

az {;’; 18 feltétel, akkor csak a D = 0 aa nem—negativ




& AL =
. : (y )
megolddste. Hasonld allitds igaz {k = (0 esetén az oszlopokra

" . <) > ' )
iiost azt nezzik meg, amikor ff 4 {f’ # 0 o Akkor (50)

(51) % > -D (}; . i(x) - uﬁ)

SR m, = n)‘\'n {{."‘)g M _ ma,( g{_('()}
"n:) V; H. ; {'(‘))3 ‘[\/]5 = mﬂx g{é‘j)}
ha D <, akkor minden 1-re és J—re
I A
,D/7 f(;()) T /_y)/c -D 7__ Mx)/m
vagy

772 i D (ZE,”,
/7( /{x) [/ f/) DA )7-
ezvenld lensesex kB2l az egﬁlr blztocun tekJeSul. Legyen
_ 7 ‘7 _ 1 M
(;’ ha/) (;' A& 7’ ﬁ?
es A - /77(9K'/é, é)}j
aickor a megoldds nem-negativitdsdnak egyik feltétele (51)-b6l

kovetkezden az lesz, hogy

/ i
< >4
F 2
teljesiiljon, ami ekvivalens a
7
v ; ﬁ,,~/42
feltétellel. a Tk

Ha P >0 , akkor minden ¢-re esyf-re

D(F AN E ) ¢ ~2(F R IF Mf

77
2 (2~ fol )2 (B ANE A

kdziil valamelyiknek teld>Sulnle ke;l. Legyen

<t
3
A

P g _ 7 77 ( /)(rﬂ _ L
- 7 ”7,( ' 7 Ny 7 f/x T ’79
es k:—_—muz(fk’lk j<0)
axkor az \jabb feltétel:
7
L 3 = D
7
azaz P P
3 S S a—— ;>_
lesze v 7o
Tehat azt kaptuk, nogy
(52) ' Dy £ D «Z

-nek teljesiilnie kell a megolddsi matrix nem-negativitdsdhoze.
Az nyilvdnvald, hogy ha (52) teljestil, akkor (50) is. Vagyis

(59) ekvivalens (52)-vel.
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4o Kisérleti eredmények

A korabban bemutatott hdrom mddszer haszndlhatdsigdt elsd-
sorban az donii el, hogy a rekonstrudlandd mdtrix /képfiiggvény/
eleget tesz=-e a harom mdédszer valamelyikének alkalmazdsdhoz
szikséges feltételnek. Ha igen, akkor a rekonstrukcid pontosan
elvésezhet§ a megadott két vetiiletbdl is. Egy fontos kérdés le-
het ezen mddszerek vizsgdlatanadl, hogy amennyiben nem teljesiil
eoyik Teltétel sem, akkor milyen képeket kapunk ezekkel a méd=-
szerekkel, illetve, hogy azok mennyire hasonlitanak az eredeti
képheze Ezzel kapcsolatosak a mellékelt &brdk, amelyeken bhizo=-
nyos egyszeriibb formdk matrix-képe lathatd és kiilon-kiilon az
egyes mddszerekkel rekonstrualt képek. Az dbrdazoldsndl a megje-
lenitéshez 16 sziirkeségi szintii kijelzést alkalmaztunke. Egy
0€1lddn keresztiil pedig azt kovethetjik nyomon, hogy az dltald-
nos formdjd megoldds hogyan valtozik a f paraméter viltoztatd-
savale _

A szorzat alakd megolddst wég egy mddon kiprdbaltuk. A
SZOTE Kozponti Izotdpdiagnosztikai Leaboratériumban rendelkezés-

re 34llt a loe. dbrdn liéthatd izotdpos fantome A kdd felsd részé-

— |l.,

16+ Abra. A kisérlethez haszndlt fantom., A kdd alsé része
viasszal volt kiontve, igy a felsd részét fog=-
lalta el az izotdpos oldate A gomb aktivitasa
kbe négyszerese az oldaténal.

be radidaktiv sugdrzést kibocsatd izotdp oldata keriilt, amibe

az dbra szerinti helyen egy még erdsebben sugdrzd gombst helyez-

tink ele Feladatként azt tiiztikk ki, hogy a fantom két vizszine-

L gt
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tes metszetdnek a képét elkészitsiike Ehhez két, egymdsra merd-
lezes irdnydi Anger-kamerds felvétel /17. dbra/ késziilt a fan-
tomrdle Ha a kiflonféle zavard tényezdkt8l eltekintiink, akkor
cnelr a felvételek megfelelnek az ilyen irdnyi vetiileteknek:
£:0y2) = [Ftxiy =>Ax,
£y nE) = [fexnyz2Y
ahol J(x,/ Z) a tér (x, a'z;) pontjdban levd sugarzas akt1V1ta-
sdt jelzi, f‘/},r) és /;(kﬁf) pedig az x=- és a7 y-lrénybdl
mért osszaktivitédsokat az /? =) €s az (x,Z) pontokban. Ebbol

nrilvénvals$, hogy a feladat rekonstrukcié segitségével oldhatd
mege I1tt prébaltuk a szorzat alaki megoldast alkalmazni. Az elsd
sikmetszet vetiiletel:

fx{‘-yf,z:z;) | _ff(x,zsz,)
a mAsodok sikmetszet vetiiletel pedig:

Jp &) Z=22) 7’(*/ z=Z5)
A 8t vetiiletb8l rekonstrualt kepek a 18, dbraén lathatdk; 361

megfigyelhetd a nagyobb aktivitdsi gimb jelenléte a masodik

metszetbens |
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