VSB TECHNICKA
|||| UNIVERZITA
OSTRAVA

Modelovani a rizeni nelinearnich
podaktuovanych soustav

Modeling and control of nonlinear underactuated systems

Tomas Docekal

DisertaCni prace
Skolitel: doc. Ing. Stépan Ozana, Ph.D.
Ostrava, 2022






Abstrakt

Tato prace je zaméefena na navrh fizeni nelinearnich systémtl. Predpokladem je nejen zajistit spravnou
funk¢nost v okoli ur¢itého pracovniho bodu, ale predevsim fesit pfechod systému mezi dvéma stavy. Pii
pfesouvani systému ve stavovém prostoru se ¢asto vyrazné projevuje jeho nelinearni chovani. Navrh
fizeni je rozebiran jak ve varianté, kdy je pozadovano pouhé splnéni pfevodu mezi stavy, tak v podobé,
u které se pomoci ucelové funkce specifikuji pozadované vlastnosti daného prechodu a hleda se
optimalni feseni. V celém procesu navrhu fizeni i pfi jeho oveéfovani se vyuziva v urcité podobé model
systému (model-based design), tudiz modelovani je nedilnou soucasti této prace. Cilovou skupinou
soustav, kterou se prace zabyva, jsou nelinearni podaktuované systémy, byt vétSinu uvedenych metod
je mozné pouzit obecne. Jako piipadova studie byl vybran typicky systém reprezentujici tuto tiidu —
jednoramenné inverzni kyvadlo. Ovétovani fizeni pro realizaci jeho vysvihu probihd nejen v simulaci,
ale také na realném laboratornim modelu. V zavérecné casti prace probiha navrh fizeni pro viceramenna
inverzni kyvadla, pomoci ¢ehoz se ovéfuje univerzalnost celého navrhu a pouzitelnost metod pro
extrémné slozité systémy.

Klicova slova
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okrajovy problém, fidici struktura se dvéma stupni volnosti, casoveé promeénny LQR, ¢asova symetrie,
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Abstract

This thesis focuses on the design of nonlinear system control. The idea is not only to ensure correct
functionality around a certain operating point, but also to solve the transition of the system between two
states. When moving the system in the state space, its nonlinear behavior is often significantly
manifested. The control design is discussed both in a variant where the transition between states is only
required and in a form where the desired properties of the transition are specified using an objective
function and an optimal solution is searched for. A model of the system is used in some form throughout
the control design and verification process (model-based design), so modelling is an integral part of this
thesis. The target group of systems addressed in this thesis are nonlinear underactuated systems,
although most of the methods presented can be applied in general. A typical system representing this
class, the single-arm inverted pendulum, was chosen as a case study. Verification of the control to realize
its swing-up is carried out not only in simulation but also using a real laboratory model. In the final part
of the thesis, the design of the control for multi-arm inverted pendulums is performed, through which
the universality of the overall design and the applicability of the methods to extremely complex systems
are verified.
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1 Uvod

Tato disertacni prace se zabyva modelovanim a fizenim podaktuovanych systémil. Jednim ze zakladnich
cilt je snaha o rozvoj soucasného stavu poznani v oblasti technické kybernetiky. Soustavy, se kterymi
se setkdvame v praxi, a které je zapotfebi fidit, byvaji témef vzdy nelinedrni a mnohdy velice
komplikované. Navrh fizeni pro takovouto soustavu je velmi slozity a vyzaduje provést fadu dil¢ich
krokt, které vedou k pozadovanému cili. Kromé samotného navrhu fizeni fadime mezi tyto kroky také
identifikaci daného systému a jeho modelovani.

Neustaly rozvoj veskeré techniky déva vznikat stale slozitéj$im, komplikovangj$im a
komplexnéj$im systémiim, které je ale zapotiebi kvalitné fidit stejn€ jako jednodussi varianty. Tento
zamer mnohdy pfinasi nemalou vyzvu, jak pottebné fizeni navrhnout, aby mohl takovyto slozity a
zpravidla nelinearni systém spravné fungovat nejen v ramci urcitého pracovniho bodu, ale predevsim
béhem presuni mezi riznymi stavy definovanym zpisobem s minimalnimi odchylkami od
pozadovaného chovéani.

Rizeni mechanickych systémi bylo vzdy zajimavé a je tomu tak i v soucasnosti. V poslednich
letech az desetiletich je naptiklad patrny vyrazny pokrok na poli mobilni robotiky, at’ uz ve sfétre védecké
pro napodobovani chovani riznych zvitat ¢i hmyzu, zkoumani pohybu apod., nebo tfeba v oblasti
zachranaiskych praci. V nebezpecném prostiedi s mnozstvim clenitych prekazek nemusi byt klasické
kolové ¢i tankové roboty pouzitelné a je nutné pristoupit ke slozitym mechanickym systémim v podobé
kracejicich robotu.

Jednotlivé metody pouzité a popsané v ramci této disertacni prace je mozné aplikovat na Sirsi
skupinu systému, ve vétsing ptipadl na celou tfidu podaktuovanych systému. Pti popisu mechanickych
systému se v ramci klasické mechaniky (u Lagrangeovy formulace i Hamiltonovské) vyuzivaji takzvané
zobecnéné soufadnice. Jedna se o veliCiny, které popisuji stav systému. Nemuseji mit ani konkrétni
fyzikalni rozmér. Pokud jsou zobecnéné soutfadnice vzajemné nezavislé, udava jejich pocet stupen
volnosti systému. Pti zjednodusené formulaci plati, ze systém je podaktuovany, jestlize je pocet jeho
aktuatorti niz8i nez stupen volnosti. Muze se ale vyskytnout situace, kdy je aktuatorti vice nez stupiti
volnosti a systém je stale podaktuovany. Rozhodujici podminkou je, Ze neni mozné piimo ovlivnit
zobecnéné zrychleni systému v uritém sméru daném zobecné€nou soufadnici. Z toho vyplyva, Ze
podaktuovanost miize byt pouze doCasnym stavem systému, naptiklad v ptipadé€ kracejicich mobilnich
robotl béhem skoku neni obvykle mozné ovlivnit tento pohyb, po dopadu na zem se vSak situace méni.
Prace s podaktuovanymi systémy napomaha lepSimu porozuméni dynamiky danych systémii a vede na
nutnost s ni pracovat a fidit systém v souladu s ni, ne se pomoci aktuator snazit potlacit dynamiku
systému a snazit se ho fidit libovolnym zpiisobem. Takovyto ptistup vede na moznost dosahnout lepsich
vlastnosti fizeni, pfipadné ke snizovani ndkladt na fizeni. Pouziti podaktuovaného systému umoziuje
snizit pocet aktuatorti a tim pravdépodobnost jejich selhani. Zaroven obvykle dochazi ke snizeni
hmotnosti systému a energetické naro¢nosti.

UZsi skupinou, ktera se castecné fadi mezi podaktuované systémy, jsou soustavy balan¢ni. Jejich
téziste¢ je umisténé nad osou otaCeni. Dojde-li k jeho vychyleni, zacne tento systém svym zplsobem
padat, tedy presouvat se z nestabilniho ustaleného stavu do jiného, ktery bude stabilni. Udrzeni systému
v nestabilnim ustaleném stavu musi byt realizovano pfidanym fidicim ¢lenem, ktery pracuje s
informacemi o fizeném systému a na jejich zdklad¢ generuje pfislusny akéni zasah. Balan¢ni soustavy
jsou v zasadé vzdy nelinedrni, jelikoz dochazi k rotaci kolem urcité osy a v rovnicich popisujicich tuto
soustavu se vyskytuji goniometrické funkce. Obecné za nelinearni systémy oznacujeme takové, jejichz
stavovy popis obsahuje i jiné ¢leny nez pouze linearni ve spojeni se stavovymi veli¢inami.
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Pro ovefovani riznych metod a navrzené¢ho fizeni byla vybrana skupina systémil inverznich
kyvadel, pricemz primarné bylo pouzito jednoramenné. Do této skupiny se fadi mnoho rtznych
modifikaci, mohou se liSit poctem volnych ramen ale také jejich uspotadanim, kdy nejsou ramena
spojovana za sebe, ale naptiklad jsou dv€ znich spojena s totoznym vozikem, nezavisle na sobé¢.
Jednoduché kyvadlo je v technické kybernetice velmi popularni nelinearni systém, ktery se casto
pouziva pro ovéfovani novych pristupti k fizeni. V soucasnosti lze fict, ze slouzi jako takzvany
benchmark, tedy urcité srovnavaci kritérium pro odli$né metody i samotné védce. Tato varianta kyvadla
je tedy velmi rozsifend. S rostoucim poctem volnych ramen se zveda také naro€nost fizeni. Zatimco
dvojité je také pomerné rozsifené, trojité je jiz pomeérné vzacné a dalsi viceramenné varianty se v realné
podobé vyskytuji minimalné a pouzivaji se hlavné simula¢n¢. Je to dano jednak naro¢nosti na preciznost
mechanické konstrukce, ale také nutnosti feSit prenos informaci z jednotlivych kloubti kyvadla
dostatecné rychle pii zajisténi adekvatniho rozliSeni snimaci.

Konkrétni volba systému pro pfipadovou studii byla dana nejen jeho pouzivanim v laboratofich
technické kybernetiky, dulezita byla rovnéz jeho podobnost se systémy, na které je mozné narazit
v realném svéte. Nejblizsi spojitost lze nalézt s riznymi balanénimi dopravnimi prostfedky. Do této
kategorie jsou fazeny jednak dnes jiz velmi znamy Segway PT (personal transporter, osobni transportér),
ale také rizné elektrické jednokolky, hoverboardy (dvoukolové balan¢ni podlozky) nebo jednokolové
pohonem. Casto zmifiovany je rovnéz pohyb kracejicich robotil. Z oblasti automobilového primyslu je
mozné uvést napriklad podobnost s dopravnimi prostfedky s pfipojenymi voziky, piivésy nebo
vleckami, pro které se navrhuji asisten¢ni systémy ur¢ené pro parkovani, zejména béhem couvani s
témito pripojnymi ¢astmi. Jistou podobnost v nékterych vlastnostech je mozné hledat i u dalSich
systémil, které spadaji do kategorie podaktuovanych. Typickymi ptiklady jsou riizné leteckd zatizeni
(naptiklad helikoptéry, letadla a multikoptéry) nebo plavidla (naptiklad lodé€ a ponorky).

Specifickou vyzvou vramci této disertaéni prace bylo zvladnout fizeni realného trojitého
inverzniho kyvadla, coZ je velmi zajimavy a vyrazné nelinearni podaktuovany systém. Usp&sna
realizace vySvihu je extrémné narocny a komplikovany proces, ktery na poli technické kybernetiky ve
svete zvlada pouze malé procento védct, jak je uvedeno naptiklad v [1]. PfestoZe je tato informace
pievzata ze star§iho ¢lanku, podle dostupnych publikaci neni situace odlisna ani v soucasnosti. Pouze
par publikaci zmifiuje fizeni trojitého inverzniho kyvadla, at’ jiz ptimo (¢lanky [2], [3], [4], [5] a [6]),
nebo pouze ve formé zminky (Clanek [1]), a n€kolik dalSich pfipadd je dohledatelnych v podobé
videozaznamu. Dalsi publikace vénujici se stabilizaci nebo vySvihu trojitého kyvadla zmiiuji pouze
simulacni ovéfeni, napiiklad [7] nebo [8].

Existuje fada praci, ktera se tyka stejného tématu jako tato diserta¢ni prace. Casteéné je to dano
jejim obecnym nazvem a tim, Ze zahrnuje fadu dil¢ich casti — modelovani a identifikaci, navrh
doptedného fizeni (v podobé teSeni ulohy hledani optimalniho fizeni nebo i bez optimalizace),
zpétnovazebni regulace, simulace i realizaci fizeni ve spojeni s realnym laboratornim modelem. U
konkrétnich ¢asti ¢i metod budou zminény relevantni publikace, které se daného tématu tykaji. Podle
nazvu je tato prace velmi podobna diserta¢ni praci [9] Ing. Slavky Jadlovské, Ph.D., ktera se jmenuje
»Modelovanie a optimalne riadenie nelinearnych podaktuovanych dynamickych systémov®. Kvili jiz
zminéné obecnosti nazvi ale nedochazi téméei k prekryvu samotné naplné¢ disertacnich praci. Shodu je
mozné nalézt ve vyuziti systému inverzniho kyvadla jakozto ptipadové studie. V diserta¢ni praci Ing.
Jadlovské, Ph.D. je vyuZito jednoduché linearni a rota¢ni kyvadlo a dale obdobny roboticky systém
oznaCovany jako pendubot. V oblasti modelovani je prace zaméfena detailné na odvozeni stavového
popisu systému a fizeni se tyka predevsim stabilizace v pracovnim bodé¢ a vyuziti prediktivnich metod
fizeni. Pro feSeni ulohy vysvihu je vyuzity hybridni pfistup k fizeni, kdy samotny vysvih je feSeny
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postupnym dodavanim energie kyvadlu a tudiZz jeho rozhoupavanim, pii dosazeni horni nestabilni
polohy je fizeni pfepnuto na stabilizujici regulator. PfedloZzena disertacni prace je zaméfena na vyuziji
jednoduchého linearniho inverzniho kyvadla pro vSechny uvedené metody fizeni a nasledné jsou
vybrané¢ metody aplikovany na varianty inverznich kyvadel s vétSim poctem ramen. V otazce
modelovani je diraz kladen na tvorbu numerického modelu pro vyuziti v navrhovych metodach a
simulacich pracujicich v realném cCase, odvozeni stavového popisu systémil je pouze struéné popsano.
Od pocatku byla disertacni prace zaméfena na komplexni navrh fizeni, ktery odpovida feseni prechodu
mezi riznymi stavy systému, ¢imz je u piipadové studie proces vySvihu kyvadla. Ten navic ve vSech
ptipadech probiha po definovanych stavovych trajektoriich, které jsou doptfedu vypocteny a podél
kterych je systém stabilizovan. Tento pfistup vede nejen na opakovatelnost procesu ve stejné podobe,
ale je rovnéz obecny a aplikovatelny na fizeni odliSnych systémt, zatimco metoda zvySovani energie
kyvadla tuto moznost nenabizi (resp. pouze ve velmi omezeném rozsahu). Stabilizace v koncovém bodé
pfechodu mezi dvéma stavy je soucasti navrhovaného fizeni, a tudiZz neni vyuzita hybridni fidici
struktura, v ramci které by dochazelo k piepinani fidicich ¢lend.

Disertabilnim jadrem prace je navrh metodiky vypoctu stavovych trajektorii a navrh fizeni
nelinearnich podaktuovanych soustav. To v sobé zahrnuje navrh ptipustnych, v nékterych piipadech
rovnéZ optimalnich, stavovych trajektorii spolu s fidicim signalem a navrh stavového zpétnovazebniho
regulatoru, ktery je obecné¢ Casové proménny a stabilizuje fizeny systém podél stavovych trajektorii.
Nedilnou soucasti je rovnéz modelovani podaktuovanych systémil za ticelem ovéreni navrhu pomoci
real-time simulaci.

Predpokladanym vlastnim pifinosem v teoretické oblasti je rozvoj metodiky pouzitelné pro
generovani stavovych trajektorii se zaméfenim na feSeni dvoubodového okrajového problému
(boundary value problem, BVP) s volnymi parametry rozsiteného o pouziti optimalizacnich procedur a
na adaptaci a rozSifeni metody Casové reverzibilniho fizeni, jejiz zdklad vytvofil prof. Ing. Milo§
Schlegel, CSc. ze Zapadoceské univerzity v Plzni. Do vlastniho pfinosu rovnéz spadd implementace
vypoctu referencnich trajektorii a dopifedného fizeni dal$imi metodami, pfedevSim metodou piimé
kolokace, a dale implementace vypoctu Casové proménného LQR regulatoru pro stabilizaci podél
referen¢nich stavovych trajektorii v uzavieném regula¢nim obvode¢ a tvorba diskrétniho modelu systému
pro vyuziti v real-time simulacich s vysokou mirou shody se spojitym systémem. Samostatnou ¢asti
vlastniho ptinosu je navrh celého fizeni pro realizaci vy§vihu laboratorniho modelu trojitého inverzniho
kyvadla a jeho realné ovéfeni. Tato Cast je dale rozSifena o aplikaci pouzitych pristupti pro fizeni
¢tverného a paterného inverzniho kyvadla, kdy proces névrhu za¢ind odvozenim stavového popisu
systémil a konci oveéfenim v ramci simulaci. Nedilnou soucasti prace s redlnymi modely jednoduchého
a trojitého inverzniho kyvadla je proces identifikace parametri, u kterého pfinos spociva predevsim ve
vyuziti proménnych zavislosti pti urCovani koeficienti tfeni. V praktické oblasti se predpoklada piinos
predevsim realizaci laboratornich uloh zatfazenych do vyuky v ramci cviceni i prednasek z predmétu
Navrhovani a realizace regulatori a také pro prezentacni a popularizacni aktivity.

Technické feSeni pouzité v disertani praci koresponduje s naplni dvou grantovych projektt
typu VaV (Véda a Vyzkum), v nichZ autor ptisobi v prvnim pfipad¢ na pozici spolufesitele a v druhém
na pozici fesitele. Jedna se o projekty ,,Centrum vyzkumu pokrocilych mechatronickych systémi‘
s registratnim ¢islem CZ.02.1.01/0.0/0.0/16_019/0000867, realizovany v ramci Operac¢niho programu
Vyzkum, vyvoj a vzdélavani (1. 1. 2018 - 31. 12. 2022) a ,,Podpora talentovanych student doktorského
studia na VSB-TUO" (&.s.: 04766/2017/RRC) dotovaného z programu ,,Podpora védy a vyzkumu
v Moravskoslezském kraji 2017 (RRC/10/2017) (9/2017 - 8/2020).
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1.1 Cile disertacni prace
Zakladnim cilem této disertacni prace je rozsifeni stavajiciho stavu poznani v oblasti modelovani,
identifikace a fizeni nelinearnich podaktuovanych systémil. Tato obecna formulace je blize
specifikovana pomoci nasledujicich bodt, které tvofi cile prace.
e Rozsifeni ¢i vylepSeni stavajicich metod pro navrh referencnich stavovych trajektorii a
referen¢niho fizeni.
e Tvorba modelu systému jednoduchého inverzniho kyvadla, které je pouzito jako pfipadova
studie, a kvalitni identifikace parametrii redlného laboratorniho modelu tohoto systému.
e Aplikace metod s vlastnim pfinosem, ale i dalSich, pro navrh fizeni vys$vihu jednoduchého
inverzniho kyvadla, ovéfeni v rdmci simulaci i na redlné soustave.
e Navrh fizeni pro realizaci vy$vihu trojitého inverzniho kyvadla. Soucasti je rovnéz modelovani
a identifikace tohoto systému, vybér vhodné metody (na zékladé teoretickych znalosti i aplikace
ruznych metod pro navrh fizeni v ramci pfipadové studie jednoduchého inverzniho kyvadla) a
jeji pouziti pro navrh fizeni, ovéteni v simulaci a posléze nasazeni na realny laboratorni model.
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2 Metody pouZivané¢ pro fizeni nelinearnich systémi

Teorie fizeni je nauka zabyvajici se navrhem fidicich algoritmti v mechanickych i jinych procesech,
pficemz vyuziva popisu dynamickych systémii. Propojuje fadu obori, matematiku, kybernetiku, fyziku
a dal$i. Vyznamnym historickym milnikem, ktery lze povazovat za pocatek vzniku a rozvoje
kybernetiky ve vrcholném novovéku, je pouziti mechanického odstfedivého regulatoru. Ten byl
vynalezen némeckym fyzikem a matematikem Christiaanem Huygensem v 17. stoleti a pouzivan ve
vétrnych mlynech k regulaci polohy mlynskych kamend, resp. tlaku mezi nimi [10], [11]. V 18. stoleti
byl tento regulator modifikovan Jamesem Wattem a ptizplisoben pro pouziti ve spojeni s parnim strojem
[10]. Jeho ucelem bylo regulovat mnozstvi pary vstupujici do valcii parniho stroje proporcionalné tak,
aby se vystupni otacky udrzovaly konstantni pti zmeénach zatizeni [12]. Principy fungovani odstiedivého
regulatoru popsal James C. Maxwell v dile On Governors. Tyto udalosti jsou obvykle uvadény
v souvislosti s pocatkem teorie fizeni. Dal§i vyznamnou osobnosti, ktera si pln¢ zasluhuje oznaceni
zakladatele kybernetiky, je americky matematik Norbert Wiener. V knize Kybernetika neboli fizeni a
sdélovani v zivych organismech a strojich popsal mimo jiné myslenky vyuziti zpétné vazby a
matematické vztahy, které s ni souviseji [13].

V dnesni dobé se nejcastéji setkdme s kategorizaci teorie fizeni z hlediska historickych etap na
dva smeéry, klasickou teorii fizeni a moderni teorii fizeni. Historicky se zacala nejdfive rozvijet klasicka
teorie fizeni. Tim jsou také dany zakladni ptistupy, které do ni fadime. Prvni pozadavky na fidici systém
zahrnovaly pfedevsim stabilizaci systému, udrzovani urcité velic¢iny na zadané hodnoté a kompenzaci
poruch, které na fizeny systém ptisobi. Mluvime o zakladnich navrhovych pozadavcich, kterymi jsou
sledovani reference, potlaceni (odregulovani) poruch a robustnost celého systému. Obvykle se
uvazovaly systémy linearni a ¢asové neménné, piipadné linearizované v okoli urcitého pracovniho
bodu. V klasické teorii fizeni se na systém nahlizi metodou cerné skiinky a hledaji se vztahy popisujici,
jakym zptisobem je ovlivilovana vystupni veli¢ina zménami vstupni veli¢iny (pfipadné vztahy mezi
vicero vstupnimi a vystupnimi veli¢inami). Mluvime tedy o vnéj$im popisu systému. Obecné Ize tento
vztah vyjadfit v casové oblasti pomoci diferencialni rovnice

any ™ () + a1y V@) + ..+ ayy' () + agy(t)

(m) (m-1) ' (D
= b u"™(t) + bpy_qu () + ...+ by’ (t) + bou(t),

ktera mtize podle sloZitosti systému nabyvat vysSich fadt. Pro zjednoduseni se uplatiluje pifevod systému
do operatorové oblasti pomoci Laplaceovy transformace, kdy dochazi ke zmén¢ diferencialni rovnice
na algebraickou. Touto zménou dochazi k zisku pfenosu systému

Y(S)  bps™+bp_1s™ 1+ ..+ bis+ by
U(S) aps™+ap_1s™ 1+ ..+a;s+ay’

G(s) = @)
Pro vypocet tizeni se v klasické teorii fizeni pouziva algoritmus typu PID. Ten zpracovava odchylku
regulované veli¢iny od pozadované hodnoty a pisobi na systém akcni velicinou tak, aby tuto odchylku
snizoval, limitn€ az na nulovou hodnotu. Primérni ¢ast syntézy fidiciho systému tedy spociva v nalezeni
laditelnych parametrti pro proporcionalni, integracni a derivacni slozku PID regulatoru tak, aby byly
splnény pozadavky kladené na regulacni obvod.

Neustaly rozvoj teorie fizeni a vzristajici poZzadavky na kvalitu fizeni primyslovych procest
vedly k postupnému vzniku tzv. moderni teorie fizeni. Nutnou podminkou vyvoje v této oblasti bylo
masovée rozsifeni vypocetni techniky potiebné pro feseni slozitych tloh s ohledem na vypocetni vykon.
Do poptedi se dostavaly pozadavky na zlepSovani kvality regulace a spliiovani riiznych ptidanych
kritérii. Prvnim vyraznym rozdilem oproti klasické teorii je zplsob, jakym se popisuje fizeny systém.
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Zatimco dfive se vyuzival vné&jsi popis systému, v moderni teorii fizeni je pozornost vénovana jeho
vnitini struktufe. Zavadi se oznaCeni stavové veliCiny, které slouzi k popsani aktualniho stavu
dynamického systému. Jejich pocet je shodny s fadem systému, pro slozité systémy tedy roste. Vyuziti
stavi vede na zvySeni kvality regulace. Pro zjednoduSeni diferencialni rovnice vys§iho fadu, ktera
systém popisuje, se jiz nepouziva transformace do operatorové oblasti, ale pfevodu na systém
diferencialnich rovnic prvniho fadu

x'(t) = f(xu,0). 3)

Ty jsou oznacovany jako stavové rovnice a pouZzity popis ozna¢ujeme jako vnitini nebo také stavovy.
Soucasti vnitiniho popisu mohou byt také rovnice pro vypocet vektoru vystupnich veli¢in y(t). Mezi
jeho vyhody patii kromé detailnéjsi reprezentace systému také moznost popsat systémy nelinearni. Pro
systémy linearni nebo linearizované je mozné vyuzit upraveného zapisu
x'(t) = Ax(t) + Bu(t),
()
y() = Cx(t) + Du(t),

ktery vyuziva dva druhy rovnic, pro vnitini stavy x a vystupni veli¢iny y. Ty se mohou také shodovat.
Pro fizeni ve zpétné¢ vazbé metodami zaloZzenymi na moderni teorii fizeni se vyuziva stavového
regulatoru, ktery je ur¢en matici zesileni. Ta mize byt v ¢ase konstantni nebo proménna v zavislosti na
konkrétnim typu tlohy. V moderni teorii fizeni se setkavame s n¢kolika pozadavky, které mohou byt
kladeny na fidici systém. Mezi zakladni fadime stejné jako u klasické teorie nutnost kompenzovat
pusobeni poruchovych veli¢in, stabilizovat systém nebo upravit jeho vlastnosti (resp. vlastnosti
vytvotené uzaviené smycky) a také sledovat zadany referencni pribéh pozadované hodnoty. K nim
piibyvaji rizna omezeni na velikost Fidicich i stavovych veli¢in, ptipadné dalsi pozadavky. Casto se
vyjadiuji v podob¢ funkce, jejiz hodnotu se snazime maximalizovat nebo minimalizovat. VSechny
uvedené pozadavky lze sloucit do kritéria vztahujiciho se ke kvalité fizeni a cel4 tloha hledani fizeni je
pfevedena na optimalizacni problém. Pii feSeni je zapotiebi minimalizovat zadanou objektivni funkci
na urcitém ¢asovém intervale. Tyto Glohy oznacujeme jako dynamickou optimalizaci nebo také tlohy
optimalniho fizeni.

Popsany postupny rozvoj teorie fizeni vedl ke specifikaci dvou zékladnich uloh, které mizeme
tesit ve spojitosti s fizenim urcitého systému. Jak jiz bylo zmifiovano, tou prvni je stabilizace systému
v uritém pracovnim bod¢€. Tuto ulohu miizeme povazovat za historicky starsi, jelikoz byla feSena
v dobé rozvijeni klasické teorie fizeni. Pozadavek na funkcnost v ur¢itém pracovnim bod¢ a jeho
blizkém okoli vede na moznost pracovat s nelinearnimi systémy, jejichz popis v daném bodé
linearizujeme. Diky tomu je pro tuto ilohu mozné pouzit i metody uréené pro praci s linedrnimi systémy,
predevsim pievod popisu do operatorové oblasti. Intenzivni rozvoj riznych prumyslovych zatizeni vedl
ke zvySeni pozadavkl na fizeni, nejen ve smyslu nutnosti stabilizovat daleko slozitéjsi systémy, ale také
v nutnosti fidit je ve velkém pracovnim rozsahu veli¢in. Zde nachazi uplatnéni vyuziti stavového popisu,
ktery lze obecné€ pouzit i pro nelinearni systémy. Diky tomu je jejich dynamika zachycena v celém
rozsahu fidicich i stavovych veli¢in, pficemz vérnost je dana presnosti modelu, nikoliv vzdalenosti
veli¢in od pracovniho bodu. VSechny tyto pozadavky vedly k potiebé formulace nového typu ulohy, pii
které by byl feSen problém nalezeni fizeni schopného pfevést systém mezi dvéma zadanymi stavy tak,
ze nalezené trajektorie spliiuji rovnice dynamiky systému a zaroven splituji vSechny definované
omezujici podminky. Tuto tlohu oznacujeme jako planovani trajektorii, jelikoz jeji feSeni spociva
v nalezeni prub¢ehti fizeni a stavovych veli¢in v Case.

Ulohu planovani trajektorii mizeme formulovat dvéma zptsoby v zavislosti na dalsich
pozadavcich. Prvnim znich je formulace v podobé ulohy okrajového problému, konkrétné

20



dvoubodového okrajového problému. Kazdé nalezené stavové trajektorie a prislusné fizeni, které
s ohledem na dynamiku systému splni zadany poZzadavek pfechodu mezi dvéma stavy, oznacujeme jako
ptipustné. Pokud ze vSech ptipustnych feSeni budeme chtit vybrat jedno konkrétni s urcitymi
vlastnostmi, pifejdeme k formulaci v podobé tulohy optimalniho fizeni. Vysledné pribéhy pak
oznacujeme jako optimalni stavové trajektorie a optimalni prabéh fizeni.
2.1 Dvoubodovy okrajovy problém

Uloha formulovana jako okrajovy problém (boundary value problem, BVP) spadd obecné do
problematiky tykajici se feSeni diferencialnich rovnic. Jedn4 se o tlohu, v rdmci niz se hleda feSeni
diferencidlni rovnice, které musi spliiovat pozadované podminky v podobé¢ specifikace ur¢itych bodi,
kterymi feSeni prochazi. Z uvedeného popisu vyplyva, ze zadani lohy BVP je tvofeno diferencialni
rovnici a okrajovymi podminkami, které¢ urcuji body feseni, obvykle na okrajich intervalu nezavislé
proménné, na kterém je feseni hledano. Pocet okrajovych podminek obecné odpovida fadu diferencialni
rovnice. Casto je mozné se setkat s pfevodem diferencialni rovnice fadu n na soustavu n diferencidlnich
rovnic prvniho fadu. [14]

Diferencialni rovnice, které jsou feSené v ramci ulohy BVP, popisuji v ptipadé teorie fizeni
dynamiku systému (odpovidaji jeho stavovému popisu). Okrajové podminky specifikuji hodnoty stavii
v urcitém case, s tim ze Cas zde vystupuje jako nezavisla proménna. Formulace BVP tedy odpovida
problému hledani trajektorii.

V ptipadé zkoumdni chovani systému pti daném pocate¢nim stavu na zvoleném casovém tseku
mizeme mluvit o uloze se specifikovanym pocateCnim bodem (initial value problem, IVP) [14].
V tomto pripadé stale pocitame s podminkou, ze pocet diferencialnich rovnic je shodny s poctem
okrajovych podminek. Pro ulohu odpovidajici formulaci IVP to neznamena zadnou komplikaci,
pozornost je vSak zapotiebi vénovat tloze se specifikovanym pocatecnim i koncovym bodem, kterou
oznacujeme jako dvoubodovy okrajovy problém (two point boundary value problem, TPBVP).
Pocate¢ni a koncovy stav systému nemize byt specifikovan Gplné. Pokud by tomu tak bylo, dana uloha
by zahrnovala n diferencialnich rovnic a 2n okrajovych podminek. Re$eni takové ulohy vede na nutnost
pouzit tzv. volnych parametri. Formulaci této ulohy nazyvame dvoubodovy okrajovy problém
s volnymi parametry (TPBVP with free parameters). Jejich pocet odpovida rozdilu v poctu okrajovych
podminek a diferencialnich rovnic prvniho fadu. Tyto parametry se pouzivaji k vyjadieni ptedpisu pro
fidici signal, ¢asto oznaCovanému jako kandidatska funkce. V ramci feSeni takto formulované tlohy
dochazi k nalezeni nejen prubéht stavovych veli¢in na daném Casovém intervale, ale také k nalezeni
hodnot volnych parametrt, ze kterych je nasledné uréen pribéh tidiciho signalu.

Pro teSeni uloh BVP se vyuzivaji rizné metody. Mezi znamé patii naptiklad metoda stielby
(single shooting method), ktera je pouzitelna pro feSeni tlohy TPBVP. Zakladni princip spociva v tom,
ze je uloha prevedena na formulaci IVP. Chybé&jici okrajové podminky v pocatecnim bod¢ jsou nejdiive
zvoleny a pomoci numerické integrace probéhne nalezeni feSeni ulohy IVP. Koncové hodnoty stavi,
pro které existovaly v plivodni tloze TPBVP okrajové podminky, se s nimi porovnaji. Tento proces se
opakuje s riizné€ zvolenymi pocatecnimi hodnotami, dokud se porovnavané koncové hodnoty stavovych
veli¢in nerovnaji okrajovym podminkam vtomto bodé¢, pripadné dokud rozdil neni mensi nez
pozadované piesnost. Je mozné fici, ze dochazi k hledani chybé&jicich pocate¢nich hodnot stavi tak, aby
se minimalizovala odchylka koncovych hodnot od zadanych okrajovych podminek. [15]

Jednou z dalSich metod pouzivanych k feSeni ulohy BVP je koloka¢ni metoda. Jeji princip
spociva v nahradé feSeni (tedy prubchu stavovych veli¢in) ur€itymi kiivkami, které jsou popsany
rovnicemi s parametry. Tyto kiivky musi spliiovat zadané okrajové podminky. Déle se zavedou urcité
body (oznacované jako kolokacni body) na intervale nezavislé proménné, na kterém hledame feseni, a
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specifikuje se v nich hodnota stavli. Nasledné se hledaji takové hodnoty parametra kiivek, které splni
vSechny zadané podminky. [16]

Na tlohu dvoubodového okrajového problému s volnymi parametry je mozné nahlizet také
jinym zpisobem, a to jako na optimaliza¢ni ulohu (dlohu optimalniho fizeni). Jak bude zminéno pozdéji,
v zadani takovéto ulohy figuruje ztratova funkce, dynamika systému a jeho pocatecni stav (hodnota
vsech stavovych veli¢in v poCatecnim Case). Jednalo by se o optimaliza¢ni lohu s volnym koncem, kdy
koncovy stav neni pevné specifikovan. Ztratova funkce by v tomto pfipadé byla tvofena pouze
Mayerovym c¢lenem a penalizovala by odchylku koncovych hodnot stavovych veli¢in od okrajovych
podminek zadanych pro koncovy stav v piivodni tloze dvoubodového okrajového problému s volnymi
parametry.

2.2 Optimalni fizeni

Budeme-li uvazovat obecny nelinearni dynamicky systém popsany rovnici (3), snazime se pro n¢j nalézt
takové tizeni u(t), které zajisti prevod systému z pocate¢niho stavu do specifikovaného koncového
stavu. V dal$im textu bude uvazovan systém s jednim vstupem, nicmén¢ vSechny ¢asti je mozné rozsifit
pro zapocteni vice vstupnich veli¢in. Pritbéht fidici veli¢iny, které splni uvedené podminky, je mozné
nalézt vice, teoreticky nekone¢n€¢ mnoho. Dané fizeni oznacujeme jako pfipustné. Jeho pisobenim na
systém vznika odezva v podob¢ pritbéhtl stavovych veli¢in, které oznacujeme jako ptipustné trajektorie.
Pfidanim omezujicich podminek na hodnoty stavovych veli¢in nebo fizeni v pribéhu celého déje
snizime pocet pripustnych fizeni (a v disledku také pocet trajektorii). Zavedenim kritéria vztahujiciho
se ke kvalité fizeni (tedy ztratové nebo také ucelové funkce) specifikujeme pozadavky, pii jejichz
splnéni (minimalizaci ztratové funkce) vybereme z mnoziny piipustnych fizeni a stavovych trajektorii
jedno konkrétni feSeni, jehoz €asti oznaCujeme jako optimalni fizeni u*(t) a optimalni stavové
trajektorie x*(t) (horni index * u veli¢in znaci, Ze se jedna o optimalni hodnoty ¢i prubéhy).
A optimalni trajektorie x*(f)
x(t) / pfipustné trajektorie {x(f)}

Ve

.>

Obrazek 1 - Znazornéni ptipustnych stavovych trajektorii a optimalni trajektorie véetn€ vyznacenych omezeni
Uloha optimalniho fizeni je tedy zaddna matematickym popisem fizeného systému (3), okrajovymi
podminkami specifikujicimi pocate¢ni a koncovy stav systému, omezenimi stavovych veli¢in a fizeni
v prubehu celého dé€je a ztratovou funkei urcujici specifické pozadavky kladené na tento dé;.

2.2.1 Koncovy stav
Okrajové podminky miizeme vyjadtit pomoci nésledujicich rovnic:

Xo = X(to), (5)

[x(t),t] € K, t = ty. (6)

Vztah pro koncovy stav systému by mohl byt zapsan zjednodusenou podminkou
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xy = x(ty), (7

obdobné jako jeho pocatecni stav. Uvedeny zapis (6) vyuziva pojmu cilové mnoziny K, ktera je tvofena
skupinami stavovych vektort x(t) a ptislusnych ¢asu t, které pro danou tlohu povazujeme za koncové
(t = ty). Vezmeme-li v potaz, Ze jak koncovy Cas, tak koncovy stav systému mohou byt tvofeny pevné
zvolenou hodnotou nebo uréitym rozsahem hodnot, zachycuje uvedena formulace (6) vSechny Ctyfi
mozné podoby koncovych podminek, které vzniknou kombinaci jednotlivych variant. Podle koncovych
podminek tak mizeme ulohu optimalniho fizeni zatadit do jedné ze Ctyt kategorii:

e Uloha s pevnym ¢asem ty a pevnym koncem xp. V tomto piipadé je zapotiebi dosahnout
konkrétni hodnoty stavli v konkrétnim ¢ase. Mnozina K se redukuje na jeden bod.

e Uloha s pevnym ¢asem ty a volnym koncem xy, kdy v konkrétnim ¢ase musi hodnoty stavi
spadat do zadanych cilovych intervalt. Mnozina K by pfi grafické interpretaci na obrazku 1
tvoftila svislou tisecku.

e Uloha s volnym ¢asem ty a pevnym koncem x. U tohoto typu tilohy je zapotiebi dosahnout
konkrétni hodnoty stavil v uréitém ¢asovém intervalu. Pti grafické reprezentaci na obrazku 1 by
byla mnozina K tvofena opét iseckou, nicméné nyni vodorovnou.

e Uloha s volnym ¢asem ty a volnym koncem x,. V tomto piipadé jsou koncové hodnoty stavii
i Casu dany intervalem cilovych hodnot. Mnozina K by na obrazku 1 tvofila obecné urcitou
plochu, jejiz tvar by byl dan dalSimi podminkami, pfipadné ucelovou funkci. U riiznych uloh,
napiiklad u uloh setkani s pohybujicim se cilem, by byla mnozina K redukovana z plochy na
kiivku.

Omezeni stavovych veli¢in a fizeni v prib&hu celého d&je
x(t) € X, t €(ty, ty),
®)
u(t) € U,t € (ty, ty)
vymezuje oblast, do které musi jednotlivé veliCiny spadat. V praxi je mozné na toto omezeni nahlizet
jako na omezeni rozsahu veli¢in z fyzikalnich divodu.

2.22 Ugelové funkce
Ucelova funkce, téz oznatovana jako ztratova nebo objektivni, slouzi k zachyceni a penalizaci viech
dalsich pozadavki kladenych na hledané optimalni fizeni a optimalni stavové trajektorie. Jeji hodnotu
se snazime extremizovat, tedy na zakladé jeji podoby hleddame maximum nebo minimum. Bézné se
ztratova funkce vyjadiuje pomoci integralu pro specifikaci danych pozadavki na cely ¢asovy usek, na
kterém je tiloha optimalniho fizeni feSena. I kdyz je mozné formulovat ztratovou funkci obecné, v praxi
se nejcastéji vyskytuje nékolik zakladnich typid uloh s danou podobou ucelové funkce. V nasledujicim
oddile prace bylo ¢erpano z [17] a [18].

Prvnim znich je ¢asové optimalni fizeni, tedy uloha, kdy se snazime pfevést systém
z pocatecniho stavu do koncového v co nejkrat§im case. Mlizeme zde mluvit o tloze s volnym ¢asem.
Ztratova funkce bude mit v tomto piipadé tvar

tn

J= | dt=ty—ty=1t" )
J

Druhym je tiloha fizeni miniméalni spotfeby paliva. S timto druhem tloh se miZeme setkat v situacich,
kdy je mnozstvi dostupného paliva omezeno. Ptikladem by mohlo byt provadéni riznych manévrt ve
vesmiru. Uvazujeme ztratovou funkci ve tvaru
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tn

J = flu(t)ldt. (10)

to

Oznaceni problému jako ulohy minimalizace spotfeby paliva pouzivame pfi pouziti uvedeného predpisu
ztratové funkce. V situacich, kdy ma dojit k minimalizaci realného paliva, musi byt vyraz |u(t)| amérny
spotieb¢ paliva. Ztratova funkce miize byt modifikovana pro ptipady s vicero ridicimi signaly do podoby

tN m

1= [ Y rlulde an

t, =1

kde m udava pocet fidicich signala a r; vahovy koeficient pro Fidici signal u; (t).

Dalsim typem tlohy je minimalizace spotieby energie, kde energii odpovida druhd mocnina
z tidici veliCiny (respektive spotieby paliva). Toto oznaceni je odvozeno z podobnosti s elektrickymi
obvody, ve kterych je energie ve vétvi obvodu s odporovou zatézi vypoctena jako soucin tohoto odporu
a druhé mocniny proudu, ptipadné jako druha mocnina napéti podélend hodnotou odporu. Tomuto typu
ulohy odpovida predpis ztratové funkce

tn

J= f u?(t) dt, (12)

to

ktera odpovida vypoctu energie signalu u(t). Pro systém s vétsim poctem fidicich veli¢in nabyva tvaru

tn
J= f u’ (t)Ru(t) dt. (13)
to

Matice R ma na hlavni diagonale vahové koeficienty pro jednotlivé fidici signaly.
Obdobnym zpisobem je mozné zapsat ztratovou funkci pro ulohy, ve kterych poZadujeme
minimalizaci odchylek kvadrati stavovych veli¢in od referen¢nich hodnot:

N
] = f xT(£)Qx(¢) dt. (14)
to
Témi mohou byt v ptipad¢ stabilizace konstanty nebo pfi tlloze sledovani referencni stavové trajektorie.
V tomto piedpise je matice Q vahova a priabéh odchylek x(t) definujeme vztahem

x(t) = x4(t) = x4(1), (15)

kde x,4(t) znaci pozadované hodnoty (referenéni trajektorie) a kde x,(t) aktualni hodnoty stavovych
veli¢in.

Posledni skupina tloh se vyrazné odliSuje od pfedchozich tvarem ztratové funkce, jelikoz neni
v podobé¢ integralu. Pouzivany piedpis slouzi k minimalizaci odchylky stavli v konecném case od
zadaného koncového bodu. Mlizeme tedy fict, Ze timto ptedpisem feSime splnéni podminky (6). Tvar
ztratové funkce je nasledujici

J = 2T (ty)Fx(ty). (16)

Pro urceni odchylky stavii od koncového bodu pouzivame opét vztah (15) jako pfi minimalizaci
odchylky v ¢ase. Matice F slouzi k ur¢eni dulezitosti (vahy) jednotlivych odchylek.
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Spojenim poslednich tfi typt uloh ziskdme kritérium pro ulohu optimalniho fizeni
s kvadratickou ztratovou funkci. Ta je Casto vyuzivana pro své vlastnosti, mezi které fadime konvexnost
feSeni (avsak i fizeny systém musi byt konvexni), existenci parcialnich derivaci (i vy$$ich rada, funkce
je hladka) a dostupné postupy pro jeji feseni [19]. Zarovei je zajisténa existence feSeni v uzaviené forme
(se zpétnou vazbou), které je mozné urcit analyticky. Ztratovou funkci mizeme zapsat vztahem

tn

] = xT(ty)Fx(ty) + f [xT (6)Qx(t) + u” (t)Ru(t)] dt. (17)

to
Uvedeny tvar mlizeme zobecnit a ztratovou funkci zapsat v obecném tvaru

tn

J = SGe(tn) ta) + f L(x(©),u(®), ) dt, (18)

to

ktery se sklada ze statické ¢asti a dynamické. Ta je tvofena integralem. Pii pouziti obecného tvaru ale
prestava byt garantovana existence analytického feSeni pro uzavienou smyc¢ku. Proto se ¢asto pro feseni
uloh s obecné zadanou ucelovou funkei pfistupuje k vyuziti numerickych metod.

Historicky byla nejdiive popsana integralni ¢ast pro penalizaci celého dé&je. Nazyva se
Lagrangeova podle francouzského matematika, ktery ji popsal roku 1762. Staticka cast slouZi
k penalizaci koncového bodu celého déje. Je asto oznacovana podle némeckého matematika Mayera,
ktery ji popsal roku 1878. Prvni popis formulace ulohy, ktera spojuje Lagrangetv a Mayertiv problém a
ktera byla pozdéji oznacena jako Bolziv problém, byl uveden roku 1913 jednim z dal$ich némeckych
matematikd Bolzou. Jednotlivé tvary obecné ztratové funkce jsou mezi sebou navzajem pievoditelné,
tedy napiiklad ztratovou funkci obsahujici pouze Lagrangeovu ¢ast miizeme pievést na tvar tvoreny
pouze Mayerovym c¢lenem [20]. Toho je mozné docilit pfiddnim stavové proménné k popisu systému,
jejiz derivace bude odpovidat funkci obsazené v integralu ztratové funkce. Mayertiv ¢len bude nasledné
tvofen hodnotou této stavové proménné v koncovém cCase. [21]

Z divodu prevoditelnosti mezi jednotlivymi tvary neni dost dobfe mozné presné¢ vymezit
fyzikalni vyznam jednotlivych ¢asti. Mizeme jej ale nastinit v zdkladni podob¢€, kdy neuvazujeme
zminovanou prevoditelnost. V této situaci slouzi Lagrangetv Clen k penalizaci d&e na jeho celém
Casovém useku. Ve veétsiné piipadld je mozné vyuzit nékterého z uvedenych tvart ucelové funkce.
Mayertv ¢len zajist'uje penalizaci koncového stavu. Jeho vyuziti ma vyznam v ptipadé uloh, u kterych
neni koncovy stav pevné definovan jiz v zadani, tedy nejedna se o tlohu s pevnym Casem a pevnym
koncem. Nasledné je mozné pomoci tohoto ¢lenu urcit, ke kterému stavu se ma koncovy stav systému
priblizit, neni v§ak stanoveno, ze budou tyto dva stavy shodné. MiizZe totiz dojit k pievazeni Mayerova
¢lenu Lagrangeovym, na které bude v daném teseni kladen vétsi diraz.

2.2.3 Oteviené a uzaviené optimalni fizeni
Popisovana uloha hledani optimalniho fizeni miize byt feSena pro otevienou nebo uzavienou fidici
smycku. Tyto dva ptipady se li$i nejen postupem feSeni, ale také fidici strukturou, ktera se posléze
pouziva pro realizaci fizeni.

V prvnim ptipadé, pfi fizeni v oteviené smyc¢ce, hledame optimalni fidici signal ve tvaru u*(t).
Z uvedeného piedpisu vyplyva, Ze je zavisly pouze na ¢ase. ReSenim optimalizaéni ulohy ziskdme cely
prubéh fizeni u*(t), je tedy znamy pied jeho pouzitim na fizeny systém. Pro naslednou aplikaci se
vyuziva fidici struktury, kterou nazyvame oteviena smycka. V tomto piipad€ nehovotime o regulaci, ale
o ovladani. Tento pfistup se Casto pouziva pii feSeni tlohy planovani trajektorii a kvili neptitomnosti
zpétné vazby je velmi zavisly na pfesnosti modelu pouzitého béhem navrhu.
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Ridici |_v(t) ,| Rizeny |x'()
systém systém

Obrazek 2 - Blokovy diagram fizeni v oteviené smycce

Druhym pfipadem je hledani fizeni v uzaviené regulacni smycce. Pribéh optimalniho fizeni
u*(x*(t),t), ktery hledame, je zavisly nejen na Case, ale také na aktualnich hodnotach stavovych
proménnych. Z toho vyplyva, Ze jej nemtizeme urcit cely predem, ale Ze se vypocitava béhem samotného
regulacniho dé&je. Ackoliv tento pristup ptisobi jako vhodnéjsi pro realné pouziti, jelikoz vyuziva zpétné
vazby od systému a umoziluje reagovat na jeho aktualni stav, feSeni pfislusné optimaliza¢ni ulohy je
pouziti kvadratické ztratové funkce (9). Reseni optimalizaéni ulohy pro navrh fizeni v uzaviené
regulacni smyc¢ce vede na vypocet optimalniho regulatoru. Ten poté zpracovava hodnoty stavll a na
jejich zakladé generuje fidici signal. Pro realizaci tohoto fizeni, které nazyvame regulaci, se vyuziva
zpétnovazebni fidici struktura.

J| Ridici | v(tx)| Rizeny |xi(t),
systém systém

Obrazek 3 - Blokovy diagram fizeni v uzaviené smycce

2.2.4 Metody pro feSeni ulohy optimalniho fizeni

Obecné zadanou ulohu optimalniho fizeni, kterou tvofi dynamika systému (3), ucelova funkce (18) a
okrajové podminky (5) a (6), pfipadné omezeni jednotlivych veli¢in (8), 1ze fesit riznymi metodami. Je
mozné vymezit tii zakladni smery feSeni optimalizacni ulohy, ke kterym je nasledné mozné jednotlivé
metody prifadit. Tyto sméry uréuji zakladni postup feSeni nebo myslenku, ktera je pti ném vyuzita tak,
aby pro dalsi feSeni byly pouzitelné jiz znamé metody a ptistupy. Rozdil je také ve zplsobu formulace
ulohy, ktera je posléze fesena urcitou metodou. Ve vysledku je tedy mozné pouZit stejnou metodu pro
odlisné formulované ulohy, pficemz feSeni ziskané danou metodou vede k feSeni pivodni ulohy
optimalniho tizeni, pfipadné jej pfimo tvofi. Zmifovanymi sméry pro feSeni ulohy optimalniho fizeni
jsou dynamické programovani, pfimé metody a nepiimé metody.
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Problém hledani optimalniho Fizeni

Dynamické programovani Neprimé metody PFimé metody

Parcialni diferencialni Y . Y

arcialni di erenciaini Metoda strelby PFima metoda strelby
rovnice
Diferencialni dynamické Metoda konecnych __
(. . . PFima kolokace
programovani diferenci nebo kolokace

Dynamické Metoda vicenasobné Pfima metoda

programovani strelby vicendsobné strelby

Obrazek 4 - Diagram klasifikace pfistupl a formulaci pro ulohu hledani optimalniho fizeni

Dynamické programovani
Jedna se o historicky nejstarsi ptistup k feseni tlohy optimalniho fizeni. V nasledujicim pododdile prace
bylo ¢erpano z [17], [22] a [23] v€etné rovnic. Vzniklo v poloviné devatenactého stoleti a velkou mérou
se na ném podilel americky matematik Richard E. Bellman. Zakladni myslenka vychazi z Bellmanova
principu optimality, ktery ve zjednoduSené podobé fikd, ze pokud je trajektorie mezi body A a B
optimalni, pak ¢ast této trajektorie mezi body C a B, pfi¢emz bod C lezi na dané optimalni trajektorii,
je optimalni trajektorii mezi C a B. Z této podminky napiiklad vyplyva, Ze optimalni trajektorie je dana
pocateCnim stavem systému, ale nezalezi na zptisobu, jakym byl systém do tohoto stavu pteveden.
Pro feSeni ulohy se zavadi Bellmanova rovnice

tn

V(x(t),t) = muin S(x(ty;u), ty) +f L(x(t;w),u(r), 7)dt ], (19)
t

ktera je zavisla na Case t, ptiCemz plati, Ze ty < t < ty, a hodnoté stavli x(t) v tomto ¢ase. Pomoci této
rovnice dochazi k ohodnoceni zvoleného stavu v daném cCase z hlediska pfechodu do koncového stavu
a koncového ¢asu podle zvolené ucelové funkce. V této rovnici odpovida x(t, u) stavové trajektorii na
Casovém useku (t, ty), x(t) pocateénimu stavu a u(t) prislusnému fizeni. Pro koncovy ¢as ty nabyva
Bellmanova funkce hodnoty Mayerova ¢lenu S, pro poéateéni Cas t, a pocateéni stav tlohy x(t,) se jeji
hodnota rovna hodnoté tigelové funkce pro optimalni Fidici pribéh. Reseni vede na Hamilton-Jacobi-
Bellmanovu parcialni diferencialni rovnici

av av
. — mi - 20
T mulnH (x, u, EPE t), (20)

kterou je mozné vyjadfit za pomoci Hamiltonovy funkce

T

H (x,u,g—‘;,t) =L(x,u,t) + (g—Z) flx,u,t). (21
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Dosazenim optimalniho pribéhu fizeni do Hamiltonovy funkce lze rovnici (20) zbavit operatoru
minimum:

av v
—-——= (x,u* —x,t>. (22)

Na zéklad¢ principu optimality se provadi feSeni zpétné v Case od koncového stavu po mensich usecich.
Z teSeni parcialni diferencialni rovnice se nasledné urcuje prubeh optimalniho fidiciho signalu a z ngj
na zakladé stavového popisu systému optimalni priibéh stavovych trajektorii. ReSenim je mozné ziskat
vztah mezi optimalnim fidicim signalem a optimalnimi stavovymi trajektoriemi, coz vede na ptedpis
pro optimalni regulator pouzitelny v uzavieném regulacnim obvodu.

Reseni tlohy optimalniho fizeni pomoci dynamického programovéni je obtizné z hlediska
algoritmizace. Pfevazna vétSina numerickych feseni na pocitaci vyuziva pfimych metod, dynamické
programovani je dnes vyuzivano pro feSeni uloh v jinych technickych oblastech, napiiklad pro hledani
nejvyhodnéjsich cest v sifovém grafu. Vyznamné je také pouziti pro linearni systémy s linearni
kvadratickou ucelovou funkci (9), jelikoz vede na LQR regulator.

Primé metody
Zakladni myslenkou ptimych metod je pievod tlohy optimalniho fizeni na nelinearni programovani,
coz znamena preformulovani Ulohy dynamické optimalizace tak, Zze lze feSit metodami statické
optimalizace. Pro tlohy nelinearniho programovani existuje fada metod, kterymi jsou fesitelné. Ulohu
neline4rniho programovani je mozné matematicky zapsat nasledovné

] =f(2),
A-z<bh,

Aegz = beq:

(23)
c(z) <0,

Ceq(z) = 09
l, <z<wu,,.

Zakladem je vektor z, ktery obsahuje hledané hodnoty a na jehoZz zakladé je sestavena ucelova funkce
J. Linearni omezujici podminky v podobé€ rovnic a nerovnic jsou uréeny maticemi A a A,, a vektory b
a b,q, nelinearni omezujici podminky jsou dény funkcemi ¢ a c,q4. Hodnoty vektoru z je moZzné také
pfimo omezit na urcity interval pomoci vektort I, a u,. [24]

Ptevod problému zahrnuje nékolik ¢asti. Tou prvni a podstatnou je diskretizace stavovych
veli¢in a fizeni nebo pouze fidicich signalll, v zavislosti na pouzité metodé. Zplsobi diskretizace mize
byt opét fada, obvykle se jedna o vyjadieni dané veliCiny v podobé kiivky, kterou mizeme popsat
vztahem s urCitymi parametry. Ty pak vstupuji jako proménné do tlohy nelinedrniho programovani a
jsou hledany s ohledem na zvolenou tcelovou funkci a omezeni. Pro pfevod dynamiky systému se
obvykle vyuzivaji numerické metody pro integraci. Mize dojit také k pfevodu omezeni ze zadani
plvodni optimaliza¢ni tlohy na tvar rovnic a nerovnic, které popisuji omezeni pro tlohu nelinearniho
programovani.

Pro ulohu nelinearniho programovani se nasledné pouzivaji rizné metody feSeni. Mezi
jednodussi (ale také s omezenou pouzitelnosti) miizeme zafadit pfimou metodu stielby, mezi sloZité;si
metody fadime piimé kolokac¢ni metody. U pfimé metody stielby dochazi pouze k diskretizaci fidiciho
signalu v Gase. Rizeni je navic parametrizovano. Priib&hy stavovych veli¢in se nasledné uréi numerickou
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integraci a vyhodnocuje se zvolena ucelova funkce. K jeji minimalizaci dochazi upravou hodnot, které
parametrizuji fidici signal. [25]

Na principu pfimych metod je postavena fada softwarovych nastroji pro feseni ulohy
optimalniho fizeni. I kdyz je samotny proces pfevodu komplikovany, je mozné jej zpracovat do

Neprimé metody

Spole¢nym rysem téchto metod je pievod ulohy optimalniho fizeni na ulohu dvoubodového okrajového
problému TPBVP. K pfevodu tulohy se vyuzivad variacni pocet, pfipadné¢ v obecnéjsi podobe
Pontryaginv princip minima. Myslenka pfevodu je podobna jako feSeni ulohy TPBVP s volnymi
parametry. Ty jsou vSak v téchto metodach oznaCovany za ptidané nebo sdruzené stavy (Casto také co-
stavy z ndzvu conjugated - sdruzeny). [17]

Stavové rovnice pro ptridané stavy se odvozuji z Hamiltonovy funkce

H(x,u,p,t) = L(x,u,t) + pT f(x,u,t), (24)

ktera je sestavena z ucelové funkce a dynamiky systému, ktery ma byt fizen. Vztah je obdobny jako
Hamiltonova funkce pouzitda v dynamickém programovani (21). Derivace Bellmanovy funkce podle
stavovych veli¢in je nahrazena pfidanymi stavy, které zde vystupuji v podobé Lagrangeovych
multiplikatort vyjadienych funkci, mohou se tedy ménit v ¢ase. Za pomoci pivodnich stavii i pfidanych
je sestaven z Hamiltonovy funkce také predpis pro optimalni pribéh tidiciho signalu. Vysledek feseni
ulohy TPBVP se poté do tohoto piedpisu dosadi. Proces ptidani stavovych veli¢in zajist'uje odstranéni
situace, kdy je systém popsan urcitym pocétem stavovych rovnic, ale okrajovych podminek je
dvojnasobny pocet, jelikoz je zapotiebi specifikovat pocatecni i koncovy stav systému. V zavislosti na
druhu zadané optimalizacni tlohy (s ohledem na dé€leni uloh podle pevného/volného Casu/konce) se
okrajové podminky na koncovy stav specifikuji pfimo pomoci stavovych proménnych (u tloh s pevnym
koncem) nebo pomoci koncovych hodnot pridanych stavii, které se vyjadiuji pomoci Mayerova ¢lenu
ucelové funkce. [17]

Pro teSeni ulohy dvoubodového okrajového problému se pouzivaji stejné metody, které jsou
pouzitelné pro nelinedrni programovani, tedy metody strelby (jednoduché i nasobné) nebo kolokaéni
metody. Rozdil pii pouziti je v zadani ulohy, ktera se v ramci dané metody fesi. V ptipadé formulace
TPBVP je zapotiebi dosdhnout pouze specifikovaného koncového stavu pti dodrzeni podminky
pocatecniho stavu, ti€elova funkce a pfipadna jind omezeni jsou jiz zahrnuta v rovnicich pro pfidané
stavové veliciny. [22]

2.3 Ridici struktury
Realné nasazeni vypocteného fizeni vyzaduje jeho aplikaci v urcité fidici struktute. Jeji volba piimo
ovlivilyje cely proces vypoctu fizeni, naptiklad zptisob feseni ulohy optimalniho fizeni. Tu bylo mozné
fesit v oteviené nebo uzaviené smycce, coz jsou dve zakladni fidici struktury.

2.3.1 Oteviena smycka
Rizeni v oteviené smydce je Easto oznaovano jako ovladani. Zakladni podstatou je aplikovani fidiciho
signalu na systém bez méfeni reakci systému na dany signal. To znamend, Ze se v této struktufe
nevyskytuje zadna zpétna vazba a tudiz nelze stabilizovat fizeny systém. Aplikované fizeni je nutné
vypocist pied zahdjenim samotného fidiciho dé€je. Jeho znalost pfedem mize byt urCitym zpisobem
vyhodou tohoto pfistupu, mizeme posoudit jeho rozsah nebo rychlost zmén, coz ovliviiuje jeho
realizovatelnost. Samotny navrh signalu vyzaduje znalost velmi pfesného matematického modelu
realného systému, ktery bude fizen. I drobné odchylky mohou v piipad€ nelinearnich systémt nebo
dlouhych fidicich prib&hi zplsobit vyrazné odchyleni stavu redlného systému od pozadovaného.
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Nevyhodou této struktury je skutecnost, Ze pri fizeni nelze jakkoliv potlacit nebo odstranit vliv rueni,
které plisobi na fizeny systém, nebo reagovat na zmény parametrii systému. Teoreticky je tato fidici
struktura pouzitelna pro ulohy pfechodu mezi dvéma stavy, pfi praktickém nasazeni je vSak problém
s pfesnosti modelu a redlného systému.

2.3.2 Uzaviena smycka
V piipadé této fidici struktury mluvime pii aplikaci fizeni o regulaci. Zakladni podstatou je pfitomnost
zpétné vazby od systému k fidicimu ¢lenu, ktery oznaCujeme jako regulator. Stabilizace celé smycky je
dosazeno pouzitim zaporné zpétné vazby. Diky jeji pfitomnosti je mozné potlacit vliv ruseni, které je
nemeéfené a pisobi na systém, a také zmény parametrii systému nebo jeho odchylky od matematického
modelu pouzitého pii navrhu fizeni. Nejcastéji se mize jednat o tézko identifikovatelné a popsatelné
vlivy jako proménné tieni nebo jiné nelinearity, mluvime o nemodelované dynamice systému. Pfi
vyuziti uzaviené smycky pro fizeni je mozné systém stabilizovat, pokud je stabilizovatelny, pii
nevhodném navrhu v8ak muze dojit i k jeho destabilizaci.

Navrh tizeni v uzaviené smycce vede na navrh regulatoru, ktery zpracovava aktualni hodnoty
stavovych veli¢in (pfipadné vystupti) fizeného systému a na zakladé jejich odchylek od pozadovanych
hodnot generuje akéni zasah. Tato fidici struktura je vhodna pro stabilizaci systému, ktery mize byt i
nelinedrni, v pracovnim bod¢. Je mozné ji také pouzit pro ulohy sledovani referencnich trajektorii,
nicméné pro nelinearni systémy by se situace vyrazn¢ komplikovala a musel by byt navrzen patii¢ny
regulator, ktery by byl Casové proménny. Podstatnou nevyhodou by byla skute¢nost, Ze regulator
zpracovava pouze aktualni odchylky stavovych veli¢in od referencnich pribéhii bez ohledu na jejich
dal$i zmény. Neni zde zavedena z4dna znalost nadchazejiciho déje v podobé doptedného fizeni.

2.3.3 Ridici struktura se dvéma stupni volnosti
Tato struktura je nejobecné;si struktura pouzivana v teorii fizeni a zejména efektivni pro ulohy sledovani
referen¢nich trajektorii. Obsahuje dvé oddélené ¢asti (proto nazev dva stupné volnosti), které odpovidaji
dfive popsanym strukturdm pro fizeni v oteviené a uzaviené¢ smycce. Muze se vyskytovat v riznych
podobach, jedna z nich je na obrazku 5.

uref( t)
Au(t) u(t)

Xref(t) AX(t) x(t);

K()

x(f)

Obrazek 5 - Ridici struktura se dvéma stupni volnosti

Tato struktura obsahuje dopfednou i zpétnovazebni ¢ast. Dopfedna ¢ast obsahuje pfedem vypoctené
fizeni, které by mélo v idedlnim ptipad€ prevést systém mezi dvéma pozadovanymi stavy. Tato Cast
fizeni je tedy znama pfedem a obsahuje informaci o systému a celém dé&ji. Zpétnovazebni ¢ast kontroluje
odchylky realnych stavovych veli¢in od referen¢nich pribeht a ptidava k referen¢nimu fizeni slozku,
jejimz ucelem je potlacovat tyto vznikajici odchylky. Mohou vznikat v disledku rusivych vlivii nebo
kviili neptesnostem modelu pouzitého pii navrhu referencniho fizeni.

Kazda ¢ast tizeni se navrhuje zvlast, pficemz navrh doptedné ¢asti se provadi prvni. Je mozné
ji formulovat jako ulohu optimalniho fizeni, které se fesi v oteviené smycce. Cely vypocet je tedy
jednodussi nez pti FeSeni této ulohy v uzaviené smycce a je mozné pro n¢j vyuzit fadu dostupnych metod
a pfistupti. Dal§i moZznosti je navrh fizeni formulovat jako okrajovy problém, konkrétné dvoubodovy
s volnymi parametry, pokud neni zapotiebi minimalizovat Zadnou tucelovou funkci. Vysledny prabéh
stavovych trajektorii nezavisle na zvolené formulaci tlohy se vyuziva pro navrh zpétnovazebniho
regulatoru, jedna se o druhou ¢ast navrhu fizeni. Pro tyto Gcely je mozné pro linearni ¢asové proménné
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systémy (resp. nelinearni systémy linearizované v fad¢ bodit) vyuzit casové proménny LQR regulator,
coz obecné znamena feSeni Ulohy optimalniho fizeni s kvadratickou ucelovou funkci v uzaviené
smycce. Zpusob vyuziti této fidici struktury a névrh jednotlivych €asti fizeni byl popsan v ¢lanku
[TD14].
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3 Metody, pfistupy a nastroje pouZzité pro fizeni
Tato kapitola se vénuje obecnému popisu metod pouzitych v praci. Prvni ¢ast se zaméfuje na metody
pro navrh referen¢niho fizeni v oteviené smycce a referencnich stavovych trajektorii. Primarné je
pozornost vénovana dvéma metoddm pro feSeni tlohy planovani trajektorii ve formulaci BVP, které
jsou vlastnim pifinosem prace. K zakladni podobé metod byly pfidany optimaliza¢ni procedury, které
slouzi k zajisténi urcitych vlastnosti, v obou metodach odlisnych. Modifikaci ucelové funkce je mozné
dosahnout splnéni riznych pozadavki v zavislosti na systému, pro ktery je fizeni navrhovéano. Pokud
by se na tyto metody i s optimaliza¢nimi procedurami nahlizelo jako na celek, bez déleni na samotnou
metodu a optimaliza¢ni proceduru, bylo by mozné je oznacit jako metody pro feSeni tlohy optimalniho
fizeni. Dale je v této Casti popsana pouzita nepiima metoda feSeni tlohy optimalniho fizeni zalozena na
Pontryaginové principu minima. Nasleduje také popis feseni ulohy optimalniho fizeni pomoci piimych
metod, kdy k tomuto ucelu byly vyuzity metoda pfimé kolokace, metoda pfimé transkripce a také
dostupné softwarové nastroje, které slouzily ptedevsim pro tcely porovnan.

Druha cast kapitoly je vénovana navrhu zpétnovazebni casti pouzivané v fidici struktufe se
dvéma stupni volnosti. Pro tento ucel bylo zvoleno pouziti proménného LQR regulatoru, ktery se pocita
na kone¢ném ¢asovém horizontu.

3.1 Planovéani trajektorii
V ptedchozi kapitole byly popsany riizné formulace ulohy planovani trajektorii s vyuzitim ucelové
funkce i bez ni. Zaroven byly nastinény zakladni postupy feseni této ulohy a uvedeny nékteré z metod,
které je mozné pro tyto ucely pouzit. V nasledujici ¢asti jsou obecné popsany metody, které byly v ramci
disertacni prace pouzity, upraveny a rozSifeny. V nékterych piipadech tyto Upravy vice souviseji
s konkrétnim pouzitim dané metody v ramci piipadové studie a budou detailn€ popsany v dalsi kapitole.

3.1.1 Metoda feSeni dvoubodového okrajového problému s optimalizaci

Ulohu planovani referen¢nich stavovych trajektorii a p¥islusného referenéniho fizeni bez ptitomnosti
ztratové funkce formulujeme jako tlohu dvoubodového okrajového problému s volnymi parametry. Pro
jeji feSeni se Casto vyuzivaji riizné numerické metody zaloZené na kolokacnich metodach nebo metodé
konecnych diferenci. Nekteré také vyuzivaji pro feseni problému metodu stielby. Popisovana metoda se
vSak nezabyva pfimym numerickym feSenim dvoubodového okrajového problému, k tomuto ucelu
vyuziva funkci bvp4c dostupnou v prostfedi Matlab. Hlavni naplni je tadnd specifikace vsSech
pozadovanych Casti, které tvoii zadani ulohy tak, aby mohla byt nasledné numericky vyieSena. Diiraz je
rovnéz kladen na nalezeni fizeni pouzitelného pro realny systém (je nutné respektovat fyzikalni
omezeni). Zakladni podoba této metody byla popsana ve ¢lanku [26] se zaméfenim na specifickou volbu
piedpisu pro fidici signal. S podobnym pfistupem k feSeni je mozné se setkat v [27] nebo [28], zabyvaji
se vSak pouze zakladnim feSenim dvoubodového okrajového problému bez dal§iho rozsiteni. Oproti této
zakladni podobé doslo v metod¢ k tpravam néekterych krokti pfi pouziti v rdmcei piipadové studie. Tyto
zmény budou popsany pozdéji. DalSim vlastnim piinosem je také doplnéni o optimalizacni proceduru
umoznujici nalézt specifické feseni, které bude vhodné pro konkrétni pozadavky spojené s fizenym
systémem. Ty se specifikuji pomoci ucelové funkce, ktera se pro tuto nastavbu zadava a umoziuje
upiednostnit nebo zohlednit rizné parametry. Popisovanou metodu je tedy mozné rozd¢lit na dvé ¢asti,
které vznikaly postupné, a to na samotné feSeni ulohy dvoubodového okrajového problému a pozdéji
doplnénou optimaliza¢ni proceduru. Tato struktura metody je obecnd a umoznuje pouziti ve spojeni
s riznymi systémy. Uvedend metoda s pfidanou optimalizacni procedurou byla popsana v ramci
[TD12].
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Prvni vyznamnou cast zadani ulohy tvofi takzvané volné parametry, které budou dale
oznaCovany pismenem A. PouZivaji se v pfipad¢, kdy je uloha dvoubodového okrajového problému
preurcena, coz znamena, ze pocet okrajovych podminek je vetsi nez pocet stavovych rovnic popisujicich
fizeny systém. Rozdil t€chto dvou hodnot udava, kolik volnych parametrt je zapotiebi vyuzit. Pti feSeni
ulohy planovani trajektorii byva pomoci okrajovych podminek v podobé uréeni hodnoty vSech stavovy
veli¢in specifikovan pocatecni i koncovy stav, tudiz pro systém s n stavy ziskdvame 2n okrajovych
podminek. Z toho plyne, ze pocet volnych parametrt pro tento typ tlohy je roven n a je shodny s poctem
stavovych veli¢in. Pomoci volnych parametri se vytvaii predpis fidicitho signalu, mluvime o
kandidatské funkci. Prabéeh tidiciho signalu se poté v uloze vyskytuje v parametrizované podobé, do
ulohy se takto zavadéji volné parametry. Poznamenejme, Ze tyto volné parametry jsou v ramci Glohy
TPBVP konstantni. Vhodna volba kandidatské funkce izce souvisi se systémem, ktery ma byt fizeny.
Muize se v ni promitnout charakter systému, naptiklad skutecnost, Ze systém osciluje kolem urcitych
ustalenych stavi. Mezi zdkladni tvary kandidatské funkce mtZzeme ftadit harmonické pribéhy,
exponenciadly nebo obecné polynomy. Volné parametry se v nich mohou vyskytovat na riznych
pozicich, zavisi pouze na tom, kolik jich miZzeme v pfedpise vyuzit a jaky charakter fidiciho signalu je
vyzadovan. Mame-li k dispozici 3 volné parametry, miizeme v pfipad¢ pouziti harmonickych slozek
vytvoftit kandidatskou funkci pouze se zdkladnim harmonickym signalem

u = A; sin(A,t + 13),
ale také se tfemi harmonickymi slozkami s proménnou amplitudou
u = A, sin(wt) + A, sin(Rwt) + A3 sin(3wt).

Pomoci vhodné zvolené kandidatské funkce je mozné zajistit apriori naptiklad splnéni okrajovych
podminek tykajicich se nékterych stavovych velic¢in bez ohledu na hodnoty volnych parametrt. Tato
skute¢nost vede k moznosti ovlivnit volnymi parametry dalsi vlastnosti celé¢ho fidiciho procesu, anebo
zjednodusit ulohu snizenim poctu stavovych proménnych (a tudiz i rovnic) a okrajovych podminek
figurujicich v zadani, coZ povede ke snizeni vypocetni naro¢nosti dané ulohy. Tato Uprava je vSak
aplikovatelna pouze v pfipad€, Ze je mozné bez dalsiho ovlivnéni Glohy zajistit zvolenym tvarem
kandidatské funkce fizeni okrajové podminky tykajici se stavil, které maji byt ze zadani vynechany.

Aby bylo mozné pouzit zvolenou funkci bvp4c, ale i fadu dalSich numerickych metod, je
zapotiebi také definovat pocatecni odhad feSeni, tedy prubéh stavovych trajektorii. Jeho volba mtize byt
velmi komplikovana, jelikoz vyrazné ovlivituje nalezené feSeni, numerické metody znéj obvykle
vychazeji. Pokud ma byt fizen slozity systém, pro ktery existuje velké mnoZzstvi ptipustnych trajektorii
a odpovidajicich ptipustnych pribéhti fizeni, je vliv po¢atecniho odhadu feseni, tedy pribéhu stavovych
veli¢in, daleko vétsi nez v ptipad€, Ze existuji napiiklad jen dvé rlizna pripustna feseni, mezi kterymi
bude voleno. V n¢kterych ptfipadech, obvykle u jednodussich systému, je mozné pocate¢ni odhad
definovat pouze pomoci okrajovych podminek, tedy dvéma body, mezi kterymi pribéh vhodné
interpolujeme, naptiklad linearni funkci. V ptipadé, kdy tento ptistup nedostacuje, je nutné volit pribéhy
odpovidajici charakteru systému a danych veli¢in. Pfi praci s nékterymi systémy je mozné vyuzit
simulaci jejich chovani k zisku trajektorii, které budou v souladu s dynamikou systému a bude mozné
je vyuzit jako pocatecni odhad. Zaroven je také mozné timto odhadem neptimo urcit body ¢i oblasti ve
stavovém prostoru, do kterych by se systém béhem prechodu nemé¢l dostat.

Pocate¢ni odhad volnych parametri je nedilnou soucasti zadani ulohy, které je mozné predlozit
softwarovému nastroji pro jeji feSeni. Jedna se o druhou ¢ast pocate¢niho odhadu. V nékterych
specifickych piipadech je mozné pocatecni hodnoty volnych parametri odhadnout na zikladé
experimentalnich méteni nebo simulaci, nicméné obecné neexistuje pravidlo, jak je urcit. Zaroven vSak
jejich volba vyrazné ovliviiuje nalezené feSeni, pricemz vysledky pro nepatrné odlisné zvolené pocate¢ni
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hodnoty volnych parametri se mohou podstatné odliSovat a mohou byt velmi rozdilné oproti
pocatecnimu odhadu stavovych trajektorii.

Zatimco ve zminénych publikacich ([27], [28]) neni volba pocate¢niho odhadu volnych
parametri feSena, metoda popisovana v této praci vyuziva pro jeho stanoveni pfidané optimalizacni
procedury. V ramci ucelové funkce, kterou je zapotiebi pro tuto proceduru predepsat, probiha primarng
specifikace feseni, které¢ bude nasledné realizovatelné pii fizeni redlného systému. Vysledky z feseni
ulohy okrajového problému mohou byt velmi rozdilné a ne vSechny pouzitelné, byt spliuji zadané
okrajové podminky. Problém muze nastat se splnénim riznych fyzikalnich limitd, které se vyskytuji u
realné¢ho systému. Dals$i moznosti je napfiklad nalezeni feSeni, které naprosto neodpovida realité a
vzniklo v diisledku feseni lohy numerickymi metodami s urcitou ptesnosti a casovym krokem. V ramci
ucelové funkce je mozné penalizovat Sirokou skalu vlastnosti tykajicich se celého pfechodu mezi stavy
1 jednotlivych trajektorii, mimo jiné naptiklad rozsah urcité veliCiny, ktery mtize byt u realného systému
omezen fyzickymi vlastnostmi. Celé feseni bylo popsano v ¢lanku [TD12]. Optimaliza¢ni procedura se
provadi iteracné a sklada se z nasledujicich krok:

e specifikace pocatecniho odhadu volnych parametri,

e vypocet TPBVP pro zadany systém a okrajové podminky,

e vypocet hodnoty ucelové funkce pro ziskané vysledky z tilohy TPBVP,

e Ttprava pocatecniho odhadu volnych parametrti tak, aby se snizila hodnota ucelové funkce.
V prostiedi Matlab, ale i jinych, mlze ucelova funkce popsané optimalizacni procedury vyuzivat
stavové trajektorie ziskané dvéma riznymi zpisoby, ptfipadné je kombinovat. V prvnim piipade se
uvazuji pouze trajektorie, které obdrzime na zakladé¢ teseni ulohy TPBVP. Jejich prib¢h je spojen se
zpusobem, jakym pouzita funkce v daném prostiedi fesi ulohu TPBVP, odviji se tedy od implementace
pouzité numerické metody. Pokud bylo nalezeno teSeni ulohy, ziskané trajektorie spliiuji zadané
okrajové podminky. Druhym ptipadem je vyuziti feSeni ulohy TPBVP, konkrétné hodnot volnych
parametrd, k vypoctu prubéhu fidiciho signalu. Ten je nasledn¢ aplikovan na model fizeného systému
(s vyuzitim simula¢nich nastrojt typu Simulink nebo diskrétniho modelu systému), na jehoz vystupu
obdrzime stavové trajektorie. Teoreticky by mély byt shodné s trajektoriemi ziskanymi pfimo feSenim
ulohy TPBVP, odlisnost vS§ak mize byt zpiisobena jinym zplsobem reprezentace modelu systému,
jinym ¢asovym krokem, se kterym je model simulovan, a dal§imi parametry simulace nebo vlivy
souvisejicimi s nelinearitou systému, jeho nestabilitou a kumulaci chyb. Pti vyuziti trajektorii ziskanych
aplikaci fizeni na model systému miize rovnéz dojit k nesplnéni okrajovych podminek v koncovém case,
tudiz by tato podminka méla byt soucasti pouzité tcelove funkce. [ kdyz je tento druhy ptistup vypocetné
ktera jsou nepouzitelna pro pozd¢€jsi nasazeni.

Na popsanou metodu nemusime nahlizet pouze uvedenym zplsobem zalozenym na jeji
postupné tvorbe, tedy jako na samostatné feSeni tlohy BVP a naslednou piidanou optimalizacni
proceduru, ale jako na celek. V tomto pfipad¢€ by formulace ulohy pro tuto metodu odpovidala tloze
optimalniho fizeni, pro kterou by byla specifikovana ucelova funkce, dynamika systému, okrajové
podminky a navic pocatecni odhad feSeni v podobé stavovych trajektorii.

3.1.2 Metoda ¢asové reverzibilniho fizeni s optimalizaci
Tato metoda je zalozena na specifické vlastnosti dynamickych systémt, kterou je Casova symetrie.
Pokud oznacujeme systém za ¢asové symetricky, znamena to, ze se chova stejné bez ohledu na smér
plynuti ¢asu. Jako nazorny ptiklad se pouziva idealni kyvadlo, tedy kyvadlo bez uvazovani vlivu tfeni.
Tento systém pii vychyleni ze spodniho ustaleného stabilniho stavu zacne kolem néj oscilovat
s nemenici se amplitudou. Pokud pohyb zaznamename a nésledné prehrajeme, bude jeho charakter
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identicky nezavisle na tom, zda bude ptehravan klasicky nebo pozpatku. Na zéklad¢ jeho pozorovani
nebude mozné rozlisit, jakym smérem plyne u tohoto d¢je cas. Pokud ale ptejdeme ke kyvadlu realnému,
u kterého uvazujeme pritomnost tfeni, amplituda kyvt se bude po jeho vychyleni postupné snizovat, az
dojde k jeho opétovnému ustaleni ve spodnim stabilnim ustadleném stavu. V tomto piipadé charakter
déje pti prehravani pozpatku neodpovida jeho pfirozenému priubéhu, k jeho realizaci by bylo zapotiebi
kyvadlu dodavat energii. Pfitomnost tfeni nebo tlumeni u systémi zptisobuje poruseni vlastnosti Casové
symetrie. [29]

V literatue je mozné se setkat nékolika s metodami navrhu fizeni, které ¢asovou symetrii
vyuzivaji. Jejich princip a pouziti v§ak nebyva pfili§ rozpracovan a zanedbavaji vliv tfeni ¢i tlumeni
nebo se zminuji o nutnosti tyto vlivy aktivné kompenzovat, blizsi zptsob vsak neni uveden. Prikladem
mize byt ¢lanek [30], ve kterém je metoda popisovana na névrhu fizeni pro realizaci vy$vihu inverzniho
kyvadla. Pti jeho padu z horni polohy se vyuziva regulator pro ustaleni v dolni poloze. Ze simulace
tohoto déje je nasledné odvozeno obracenim v ¢ase fizeni pro realizaci vySvihu. Obecné miizeme fici,
ze metody zalozené na Casové symetrii systému piidavaji definované tlumeni pii ¢asové reverzibilnim
dé&ji, nez pro ktery ma byt navrzeno fizeni. To zplsobi ukonceni dé€je v kone¢ném Case a je nasledne
transformovano na prib¢h fizeni pro déj casove obraceny. Dalsi ptiklady vyuzivani ¢asové symetrie u
kyvadel spolu s kratkym historickym ptehledem tykajici se této vlastnosti byly uvedeny v [TD10]. Tato
publikace obsahuje cely popis uvedené metody vcetné rozsifeni o optimaliza¢ni proceduru.

Popisovand metoda slouzi k feSeni ulohy planovani trajektorii. Ty jsou spolu s vyslednym
fizenim pro otevienou smycku pouze referen¢ni, v zakladni podobé se v tloze nevyskytuje ztratova
funkce, a tudiz o ziskanych pribézich nemluvime jako o optimalnich trajektoriich ani fizeni. Zaklad této
metody vytvoril a poskytl k dal§imu rozpracovani prof. Ing. Milo§ Schlegel, CSc. ze Zapadoceské
univerzity v Plzni, z jehoz poznamek vychazi nésledujici popis metody. Pouzil ji pro navrh fizeni a
referencnich trajektorii pro realizaci vySvihu inverzniho kyvadla vcetné zplisobu vypotadani se
s pfitomnosti tfeni. Je vhodné poznamenat, Ze jiné metody jeho pfitomnost nefesi, pracuji pouze
s idealnimi podminkami nebo uvadéji, ze neni mozné vliv tfeni zapocitat. V ramci této prace byla
puvodni metoda adaptovana na systém inverzniho kyvadla s odliSnou dynamikou (coz je zpiisobeno
odlisnosti mechanické konstrukce pouzitych systémil) a nasledné rozsifena o zpiisob, jakym zajistit
splnéni vSech okrajovych podminek, které se u tohoto systému vyskytuji pfi feSeni tlohy prechodu ze
spodniho stabilniho do horniho nestabilniho ustaleného stavu. Pouziti metody véetné rozsifeni v podobe
optimaliza¢ni procedury uzce souvisi s fizenym systémem, proto budou tyto Casti detailn€ popsany
v ramci ptipadové studie. V dal$im textu vSak bude prezentovana podstata metody, jeji hlavni myslenka
a zpusob zahrnuti tfeni do névrhu fizeni na velmi jednoduchém linedrnim systému hmotného bodu
upevnéného na pruzing. Tento systém za idealnich podminek, tedy bez pifitomnosti tlumeni, spliuje
podminky ¢asové symetrie. Kvili jednoduchosti této ulohy neni zapotiebi vyuzit pfi feSeni nastavby v
podobé optimaliza¢ni procedury, proto bude popsana az v ramci pifipadové studie na nelinearnim
podaktuovaném systému inverzniho kyvadla.

Dynamika systému hmotného télesa upevnéného na pruzing je popsana rovnici

m-y" (&) +b-y' () +k-yt) =F(), (25)

kde F (N) je externi sila plisobici na systém, tedy vstupni veli¢ina systému, m (kg) je hmotnost télesa,
b (N's'm™) je koeficient tlumeni, k (N-m™) je tuhost pruziny, y (m) je poloha pruZiny a zarovef vystup
systémua y’ (m-s™') ay” (m-s2)jsou prvni a druha derivace vystupni veli¢iny, tedy rychlost a zrychleni

télesa. Pokud budeme systém uvazovat bez ptitomnosti vné&jsi sily, tedy bez buzeni, bude popsan rovnici
(25) s nulovou pravou stranou, tedy
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m-y" (&) +b-y' (&) +k-y(t) =0. (26)
Pro obraceni sméru Casu se zavadi nova proménnd ¥ oznacujici reverzibilni ¢as vztahem
9=T—1t 27)
ve kterém t (s) reprezentuje zakladni Cas a T (s) casovou délku celého déje. Pomoci vztahu (27) lze na
zékladg rovnice (26) vyjadrit v Case reverzibilni pohyb
m-y" @) +b-y' @) +k-y@® =0. (28)

Déle je mozné zavést oznaceni vystupni veli€iny pro reverzibilni pohyb

Yi (t) = 3"('9). te (01 T) (29)

Pro prvni a druhou derivaci vystupni veli€iny pfi reverzibilnim pohybu lze na zdklad€ derivace slozené
funkce a rovnic (27) a (29) odvodit vztahy
, dly;®©] _dly®@)] _dly(T-9] _ ,
yi(t)z dlt = dt = dt =}’(T—t)'(T—t) (30)
=—y'(T—-t) =-y'0),

dly; d[—y'(T —
yi”(t) = [yéit)] = [ 4 (gt t)] = —}’”(T— t) ' (T - t), = }’”(T— t) (31)

=y" ().
Poté je mozné piepsat rovnici (28) s vyuzitim vztahi (29), (30) a (31) do podoby vyuzivajici oznaceni
vystupni hodnoty pro reverzibilni pohyb
m-yi'(t) = b-yi(®) + k- y;(t) = 0. (32)

Pfi porovnani ziskané rovnice reverzibilniho pohybu (32) a ptivodniho vztahu pro pohyb télesa bez

buzeni (26) je patrné, ze y;(t) je feSenim puvodni rovnice pouze v piipadé, Ze je koeficient tlumeni b
nulovy. Jinymi slovy z tohoto porovnani vyplyva difive zminéna skutec¢nost, Ze ptfitomnost tlumeni
(obecné prvni derivace, u niz se obraci znaménko, viz (30)) zptisobuje poruseni vlastnosti Casové
symetrie, bez tlumeni je pro popisovany systém ¢asova symetrie splnéna.

Pro dalsi popis metody je vyhodné zavést stavovy popis systému hmotného bodu na pruzing,
ktery je odvozeny z ptivodni rovnice (25) popisujici jeho dynamiku:

x1(t) = x,(8),

, 1 b k (33)
x(t) = Eu(t) - Exz(t) - Ex1(t).

kde x; (m) odpovida poloze hmotného bodu, x, (m-s™) rychlosti hmotného bodu a u (N) externi sile
pusobici na hmotny bod. Stavovy popis je mozné vyjadtit v podobé simula¢niho schématu na obrazku 6.
Pro dalsi postup byly zvoleny hodnoty parametrai m =1 kg, b =0,5 N's'm™ a k = 10 N-m’'. Pfechodovy
d¢j, pro ktery maji byt navrhnuty stavové trajektorie a fidici signal, je definovan délkou T a poc¢atecnim
a koncovym stavem systému:

T =10s,
X1 (0) = 01 X1 (T) = 1' (34)
XZ(O) = 0, xz(T) = 0.
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Obrazek 6 - Simulacni schéma systému hmotného bodu na pruziné

V dalsich krocich feseni bude zobrazovan stav x; (t) = y(t), ktery povazujeme za vystup systému. Jeho
prabeh dostatecné ilustruje jednotlivé ¢asti feseni.

Poté, co je ovéfeno, Ze systém je bez pfitomnosti tlumeni ¢asové reverzibilni, je mozné
pfistoupit k samotnému navrhu fizeni. Prvnim krokem postupu je zisk odezvy systému na pocatecni
podminky, které budou shodné s koncovym stavem zadané tlohy. Chceme tedy ziskat pribéhy
stavovych trajektorii ¢asové reverzibilniho déje. V tomto kroku je systém nebuzeny fidicim signalem.
Vysledny pribéh vystupni veli¢iny zachycuje obrazek 7. Je patrné, Ze po uplynuti doby T neni systém
ustaleny a porad kolem stabilniho stavu kmita, pficemz amplituda kmiti se zmensSuje. Ziskané
trajektorie tudiz nejsou vhodné pro pouziti jako zaklad referencnich trajektorii.

05¢F
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0 2 4 6 8 10
t(s)
Obrazek 7 - Odezva ptivodniho systému na zvolené pocatecni podminky

Pro zajisténi kratsSi doby ustaleni pfechodového dg€je je nutné do systému ptidat uméle zavedené tlumeni,
coz je znazornéno na nasledujicim diagramu. Zaroven probéhne zaznam signalu, ktery je oznacen
Ugux (L), tvofeného obéma slozkami tlumeni, které se v systému nyni vyskytuji. Tento prubéh bude
nasledn¢ pouzit jako vstup do systému, proto probihd jeho uprava vyndsobenim hmotnosti hmotného
bodu, aby byly spravné zachovany jednotky veli¢in.

38



u(t)
* X,(t) x,(t)
» + > ' )
+
uaux(t
-b/mi«
-Z |
-k/m

Obrazek 8 - Simula¢ni schéma systému hmotného bodu na pruzing s ptidanym tlumenim

Hodnota pfidaného tlumeni z byla volena s ohledem na ustdleni pfechodového déje ve zvoleném case.
Pribéh zobrazeny na obrazku 9 byl ziskan pii hodnoté z = 2. Celkové tlumeni pfi simulaci ma velikost
2,5.
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Obrazek 9 - Prib¢h veli€iny x1(¢) pfi uméle pfidaném tlumeni

Signal ug,,(t) je uréen vztahem

Ugux(t) = —m - (% + Z) - x5 (1). (35)

Odpovida tidicimu signalu, ktery na systém puisobi stejné jako obé slozky tlumeni. Proto je mozné
simulaéni model systému s vyuZitim uq,,,(t) zjednodusit do podoby zobrazené na obrazku 10. Ridici
signal U gy, (t) v tomto piipadé kompenzuje tlumeni.

P00 7x,(0)=1
Hael) I ORE BN
>+ - »

~k/mi<

Obrazek 10 - Simulaéni schéma zjednoduseného modelu systému
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Zavedeni zjednoduseného modelu systému piinasi zasadni vliv, tento systém splituje podminky casové
symetrie. Je to zpusobeno nahradou vazby od stavové veliCiny x,(t), kterd odpovida prvni derivaci
vystupni veli¢iny. Dynamiku zjednoduseného modelu je mozné zachytit rovnici

m-y"(6) + k- yt) = ugyux(t). (36)

Piechodovy dé&j ziskany simulaci zjednoduSeného modelu piesné odpovida priibéhem trajektorie x4 (t)
predchozim d&jim. Mzeme jej nyni obratit v Case a ziskat tak fizeni U, (t) podle vztahu

Upey (1) = Ugyx (9) = Ugy (T — 1). (37)

Doposud pouzivané poc¢ate¢ni podminky x;(0) = 1, x,(0) = 0 se po obraceni ¢asu stavaji koncovym
stavem systému, ve shod¢ s pivodné zadanou ulohou. Diagram pro tento d€j bude odpovidat tomu
z obrazku 10, avsak s pouzitim fidiciho signalu u,.,(t) a pocate¢niho stavu x;,(0) = ¢, x,(0) =0,
pticemz € = 0. Ziskany prub¢h stavové velidiny x; (t) je znazornén na obrazku 12. Odpovida priab&éhu
z obrazku 9 oto¢enému v Case.

KO0 x(0)€
ol N RN (BN
>+ = g =

-k/m <

Obrazek 11 - Simulaéni schéma ¢asove reverzibilniho déje u zjednoduseného modelu systému
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Obrazek 12 - Pribéh stavové trajektorie x1(¢) pfi casove reverzibilnim déji

Poslednim krokem je pfechod k ptivodnimu systému zobrazenému na obrazku 6, ktery obsahuje pouze
vlastni tlumeni. Pfi porovnani systému s modelem zjednoduSeného systému najdeme rozdil pouze
v pfitomnosti tlumeni, které se k fidicimu signalu (podélenému hmotnosti m) pti¢itd. Aby byl d&j u
puvodniho a zjednoduseného systému totozny, je nutné slozku tlumeni od ziskaného fidiciho signalu
Upep(t) odedist (po vynasobeni hmotnosti m). Tim dojde k ziskani stejné odezvy systému jako
v predchozi simulaci a zaroven je mozné ziskat fidici signal u,.,, (t) aplikovatelny piimo na puvodni
systém, jak znazoriiuje obrazek 14. Jednotlivé fidici signaly ziskané v prub&éhu metody jsou zachyceny
na obrazku 15.
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Obrazek 13 - Simulaéni schéma ptivodniho modelu systému s aplikaci fizeni urev(f)

" Tx2(0)=0 Tx1(0)=0
urev
H{z >—> + x,(t) x,(f)
>+ > > >
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Obrazek 14 - Simula¢ni model s pivodnim systémem a findlnim fidicim signalem ureva(?)
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Obrazek 15 - Pribéhy fidicich signalil z jednotlivych krokd navrhu

Pro nazornost byla metoda v prvni fazi popsana s vyuzitim simula¢nich schémat a pracovala
s jednotlivymi prabéhy. V dalsi ¢asti textu bude pfistoupeno k popisu metody a odvozeni vztahu pro
vypocet fizeni pomoci rovnic.

Dynamika ptvodniho systému, ktery je zachycen na obrazku 6, je popsana vztahem (25).
V dalSich krocich nahradime silu F(t) pusobici na hmotny bod obecné fidicim signalem u(t), ktery
pusobi na systém. Pro znaceni vystupu systému (poloha hmotného bodu) a jeho prvni a druhé derivace
vyuZzijeme ptavodni zapis y(t), y'(t) a y"' (t) namisto stavovych veli¢in. Kvuli ptehlednosti a sjednoceni
celého postupu je zde rovnice popisujici dynamiku hmotného bodu na pruziné uvedena opakované
v podobg, ktera bude nasledné pouzita:
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m-y"(®)+b-y' () +k-y(t) =u®). (3%)

Z rovnice (38) sestavime modifikovany popis systému pro simulaci volného pohybu z vychyleného
stavu (y(0) =1, y'(0) = 0) do ustalené polohy (y(0) =¢, y'(0) =0, € = 0) pfidanim uméle
zavedeného tlumeni, stejn¢ jako na obrazku 8:

m-y'"®)+b-y't)+z-m-y'(t)+k-y(t)=0. (39)

Aby byla zachovana shoda s pfedchozim popisem metody, je umélé tlumeni uréeno soucinem
volitelného koeficientu z a hmotnosti m. Dale je uvazovano, ze v ¢ase T je prechodovy déj ustaleny a
prubéh y(t) je feSenim rovnice (39), tedy trajektorii pro prechod z vychyleného stavu do ustaleného.
Zaroven zavedeme pohyb otoceny v ¢ase ¥; (t) pro pfechod z ustaleného stavu do vychyleného, pticemz
plati

§i(©) = y(T —t) = y(©). (40)

Nyni je mozné definovat fizeni i, (t) pro nahrazeni tlumeni béhem piechodu z vychyleného stavu do
ustalené¢ho:

gy (t) = —(b+z-m)-§'(t). 41)

Zaporné znaménko je ve vztahu (41) z divodu vyskytu fizeni na pravé stran€ rovnice popisujici pohyb
hmotného bodu. S vyuzitim tohoto vztahu je mozné ptfepsat rovnici volného pohybu (39) do
zjednodusené podoby

m-J"'() + k- §(t) = Ugux (), (42)

ktera vyuziva feSeni ¥(t). Tato podoba odpovida schématu na obrazku 10. D&j ptechodu z vychyleného
stavu do ustaleného popsany rovnici (42) je mozné obratit v Case, jelikoz pro systém hmotného bodu
bez tlumeni byla prokazéana platnost ¢asové symetrie. Tim Ize ziskat vztah pro reverzibilni pohyb u
zjednoduseného modelu systému bez tlumeni

m-y" )+ k() = lgy,(9). (43)
Tento vztah mize byt piepsan do podoby
m-Fi' () + k- §i() = Urew (1), (44)

ktera vyuziva oznaceni pro pribéh piechodu z ustaleného do vychyleného stavu ¥; (t). Pro piepsani jsou
vyuzity vztahy (31) a (40) a fizeni i, (t), které je Casové reverzibilni vzhledem k fizeni iy, (t).
Rovnici (44) odpovida obrazek 11. V dalsi fazi bude pozadovano nalezeni takového fizeni i(t), pro
které bude prubéh J; (t) feSenim rovnice (38). Je tedy nutné splnit vztah

m-i'(©) + by (&) + k- 5;(t) = u(0), (45)
ktery miize byt pfepsan s vyuzitim vztaha (30), (31) a (40) do podoby
m-y"@) —b-y' () + k- @) = u(t). (46)

Je dulezité si povSimnout zmény znaménka u ¢lenu vyjadfujiciho tlumeni z divodu pfitomnosti prvni
derivace vystupni veli¢iny. Na zakladé¢ porovnani vztahu (43) pro piechod z ustaleného stavu do
vychyleného a vztahu (46) ziskame rovnici

—b- )7,(19) = U(t) — Ugux (), 47)
ze které lze vyjadrit hledany pribéh fidiciho signalu
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U(t) = Ugux(@) = by’ @) == +2z-m) @) - b7 ¥)

= —2b+z-m)- 7' (). (48)

Pro jeho vyjadfeni jsme pouzili rovnici (41), ktera byla obracena v Case. JelikoZ se jedna o konkrétni
priabeéh, dochdzi také u prvni derivace vystupu pouze k obraceni asu (ndhradé t za 9) namisto vyuziti
vztahu (30). Uvedeny postup zisku Fizeni 7 (t) odpovida postupu na obrazcich 13 a 14, v ramci kterych
modifikace fizeni i,..,,(t) odpovida vztahu (47) (plati rovnost iy, (t) = Tigy,(9)). Finalni vztah (48)
udava, ze pro vypocet dopiedného fizeni, které zajisti piechod z pocatecniho ustaleného stavu do
koncového vychyleného stavu, potfebujeme znat prabéh prvni derivace vystupni veliCiny
(v popisovaném piikladu rychlost hmotného bodu) pfi d&ji casové reverzibilnim. Tento pribé¢h je
vynasoben vztahem odvozenym v ramci metody tak, aby doSlo ke kompenzaci tlumeni i celému
prechodu. Vyskytuje se zde parametr z, ktery odpovida uméle zavedenému tlumeni a umozituje menit
prabeh stavovych trajektorii i délku prechodového déje.

Pti aplikaci této metody na nelinearni systémy, u kterych za ideédlnich podminek také plati
vlastnosti Casové symetrie, je mozné uméle zavedené tlumeni (nebo tieni) reprezentovat misto
konstantniho koeficientu funkci. Diky tomu je mozné nejen vice prizpisobit vysledné stavové
trajektorie, ale predevsim zajistit aplikovatelnost celé metody. Konkrétni piiklad bude popsan v ramci
ptipadové studie nelinearniho systému inverzniho kyvadla.

Modifikovana rovnice pro simulaci pfechodu mezi dvéma stavy pro dgj Casove reverzibilni nez
pro ktery je hledano fizeni mtize byt predepsana riiznymi zptisoby. Podstatné je, aby ptfedpis vyhovoval
dal$im krokiim feSeni a ty byly viibec feSitelné. Pro nazornost uved'me, ze v rovnici (39) mohlo byt u
¢lenu pro tlumeni b - y'(t) pouZzito opaéné znaménko. Je to z toho diivodu, Ze se jedna o modifikovanou
rovnici pro ucely simulace a zisku vhodnych trajektorii, nikoliv o zachyceni pfesné dynamiky
puvodniho systému. Tato zména by v chovani modifikovaného systému zpUsobila, Zze by dany ¢len
nezpusoboval tlumeni oscilaci, ale naopak by je zesiloval. Tlumeni by zptisoboval pouze uméle piidany
Clen. V zasadé je mozné fici, Ze oba Cleny zahrnujici prvni derivaci vystupni veli€iny jsou uméle
zavedené. Tato uprava by ve vysledku vedla k zisku fidiciho priitbéhu vyjadieného vztahem

fmoa(t) = —Zmoa - m ¥ (9). (49)

Popsana uprava zpisobila vylouceni koeficientu tlumeni b z ptedpisu pro vysledny fidici signal. Ten je
nyni navic ve tvaru soucinu jednotlivych ¢lenll. Poznamenejme, ze pti volbé

2b
Zmod = ooy +z (50)

ziskame totozny prubéh fizeni i stavovych trajektorii jako u piedchoziho popsaného postupu.

3.1.3 Vyuziti Pontryaginova principu minima pro feSeni ulohy optimalniho fizeni
Metoda, kterd bude popisovana v ndsledujicich odstavcich, pfimo odpovida pfistupu feseni ulohy
optimalniho fizeni oznaCovanému jako nepfimé metody. To znamend, Ze neni hledan piimo pribéh
fidiciho signalu u(t), ale jsou stanoveny podminky pro minimalizaci zadané ucelové funkce a na
zakladé jejich feSeni dojde k ur¢eni pozadovaného optimalniho tizeni. Cely postup se sklada ze dvou
hlavnich ¢asti. V prvni z nich probiha pfevod zadaného problému, tedy ulohy hledani optimalniho
fizeni, na tlohu formulovanou jako dvoubodovy okrajovy problém, kterd v sobé zahrnuje zadanou
ucelovou funkci. K tomu se vyuziva Pontryaginova principu minima. Druhym krokem je samotné feseni
ulohy dvoubodového okrajového problému. Z vypoctenych pribehti stavovych velic¢in je mozné urcit
pozadovany pribéh optimalniho fizeni. Prvni z uvedenych casti se provadi analyticky na zakladé
definovaného postupu, u druhé se obvykle v dnesni dobé vyuzivaji softwarové nastroje zalozené na

43



numerickych metodach. Diky nim je mozné vyftesit tlohu dvoubodového okrajového problému i pro
slozité nelinearni systémy.

Analyticke feseni prvniho kroku vychazi z Pontryaginova principu minima popsaného. V rdmci
nasledujiciho textu bylo ¢erpano z [17], [18] a [23]. Uvazujeme systém popsany diferencialni rovnici
s vektorem stavovych veli¢in a jednim fidicim signalem ve tvaru

x'(t) = f(x(@),u(®),t), (51)
ucelovou funkcei definovanou vztahem
tr

= f L(x(t),u(t), t)dt (52)

to

a pocatecni stav x(t;) = x,. Koncovy stav muze byt obecné pevny nebo volny, stejné tak koncovy ¢as
dané ulohy. Stavové veli€iny ani fidici signal nebudou nyni omezeny Zadnymi podminkami. Pro takto
popsanou tlohu se zavadi Hamiltonova funkce H* pro optimalni hodnoty ve tvaru

H*(x*,u*,p*, t) — L(x*,u*, t) + p*Tf(x*,u*,t), (53)

kde vektor p oznacuje dfive zminéné sdruzené stavy. Spolu s touto funkei se zavadéji také tii vztahy
tykajici se optimalnich hodnot fidiciho signalu, stavovych veli¢in a sdruzenych stavii:

oH*
0= EN (54)
N oH*
x'(t) = ap - (55)
. oH"

Tyto vztahy jsou odvozeny z pfedpisu pro prvni variaci ucelové funkce, kdy podminka na to, aby byla
nulova, je rozdélena na podminky tykajici se jejich ¢lent, ze kterych vzniknou uvedené vztahy. Zaroven
je také touto cestou odvozen obecny predpis pro okrajové podminky pro optimalni hodnoty
[H* _tf5tf+[a *—p(t) 5xf=0 (57)
Pti hledani fidiciho signalu bez omezujicich podminek pro nékteré varianty ucelové funkce, naptiklad
pii kvadratické zavislosti na fidicim signalu, je mozné z podminky (54) odvodit piedpis pro optimalni
prabéh fidiciho signalu. Ten bude zavisly na pribézich stavovych veli¢in a sdruzenych stavi, které je
zapotiebi urcit. Pokud ma vektor stavovych veli€in x rozmér n, pak ze vztahii (55) a (56) ziskame 2n
diferencialnich rovnic (pivodni rovnice popisujici dynamiku systému a rovnice sdruzenych stavi), které
je nutné vytesit. Uloha hledani optimalniho fizeni byla tedy pievedena na tlohu dvoubodového
okrajového problému. Prvni ¢ast okrajovych podminek této ulohy je tvotfena n podminkami, které
popisuji pocateCni stav systému v Case t,. Podoba zbylych okrajovych podminek zalezi na typu
optimaliza¢ni tlohy, ktera se fesi:
e Uloha s pevnym ¢asem a pevnym koncem — zbylé okrajové podminky jsou dany pozadovanymi
hodnotami stavovych veli¢in v koncovém Case tr, jedna se o soucdst pivodniho zadéni
optimaliza¢ni Gllohy. V obecné rovnici pro okrajové podminky (57) jsou variace koncového ¢asu
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a koncovych hodnot stavii nulové, jelikoz tyto udaje jsou pevné zadany. Tato podminka je tedy
splnéna.

e Uloha s volnym ¢asem a pevnym koncem — také v tomto piipadé jsou zbylé okrajové podminky
dany pfimo v zadani specifikaci koncovych hodnot stavii. Neznamou ovSem zlstava koncovy
Cas ty. JelikoZ je volny, miZe byt jeho variace v rovnici (57) nenulova a proto pro jeji splnéni
musi platit

[Huuf = 0. (58)

Z této rovnice je poté hodnota koncového Casu uréena.

e Uloha s pevnym ¢asem a volnym koncem — jeliko je koncovy &as specifikovan, je jeho variace
v rovnici (57) nulova. Variace stavi je vSak nenulova a pro platnost obecné okrajové podminky
musi byt splnén vztah

*

pro p (t) =0, (59

coz po uprave vede na n okrajovych podminek

i a5
p'(t) = ax () (60)
e Uloha s volnym ¢asem a volnym koncem — v poslednim piipadé jsou variace stavil i koncového

¢asu v rovnici (57) obecné nenulové a proto pro jeji platnost museji byt splnény vztahy (58) a

(60). Tim jsou specifikovany jak zbylé okrajové podminky, tak rovnice pro urceni koncového

casu.
Pokud v nékterém z uvedenych ptipadi neni v ucelové funkci specifikovan Mayertv ¢len S, jsou jeho
parcialni derivace ve vztazich (58) az (60) nulové.

Budeme-li v optimaliza¢ni loze uvazovat omezeni vztahujici se na fidici signal nebo stavové
veli¢iny (v praxi bézn¢ fyzikalni omezeni rozsahu veliCin), situace se cCastecné zkomplikuje.
Predpokladejme nyni, Ze se omezeni tyka fidici veliCiny

U-<u(t) <U*. (61)

Pokud dosahne fidici veli¢ina u(t) nékterého z limiti, neni mozné provadét libovolné jeji variaci, jinymi
slovy jeji variace nemize byt kladna i zaporna, jelikoz by doslo k pfekroceni limitu. Skutecnosti, ze
variace mize byt libovolna, se v§ak vyuzivalo pti odvozovani vztaht (54)-(56) z prvni variace Gcelové
funkce. Pfi uvazovani zvolenych omezeni ziskame pii novém odvozovani vztahd podminku

H(x" (), u™(8), p*(8), ) < H(x"(0), u(t), p" (1), 1), (62)

coz mizeme jinymi slovy vyjadfit tak, Ze priubéh fizeni u(t) musi minimalizovat Hamiltonovu funkeci
H. Poté je mozné jej prohlasit za optimalni.

Uvedeny postup pro prevod ulohy hledani optimalniho fizeni na twlohu TPBVP neni
aplikovatelny obecné na vSechny ptipady. Pokud je Géelova funkce zavisla na fizeni linearné, ptipadné
viibec (napt. ¢asoveé optimalni fizeni), neni mozné ze vztahu (54) odvodit pfedpis pro optimalni fizeni.
Tyto ulohy vedou na takzvané ,bang-bang® fizeni, pti kterém fizeni nabyva pouze maximalni nebo
minimalni hodnoty (pfipadné nulové).

Zadana uloha hledani optimalniho fizeni mize mit také specifikované omezujici podminky
v podobé¢ nerovnic, které se tykaji stavovych veli¢in. Typickym pfipadem je jejich omezeni vyplyvajici
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z fyzikalnich omezeni dané veli¢iny nebo limitace na bezpe¢ny rozsah. Tato omezeni je mozné zahrnout
do ulohy n¢kolika zpisoby. Jednim z nich je ptidani jedné stavové veliCiny, ktera je zahrnuje. Ptidana
stavova rovnice miZe byt zapsano ve tvaru

k
NGRS WHEORLIEN! (©3)
i=1
kde
gix(©,0) 2 0 (64)

je zadana omezujici podminka, k je pocet téchto podminek, pficemz plati, ze jejich poCet miize byt
maximalné shodny s po¢tem ptivodnich stavovych veli¢in, a H(g;) oznacuje Heavisideovu skokovou
funkeci, ktera nabyva hodnoty 0 pii splnéni dané podminky a hodnoty 1 pfi jejim nesplnéni. Pro tuto
pfidanou stavovou veli¢inu se specifikuje pozadovana hodnota na zacatku i konci dané ulohy, pficemz
ma byt v obou ptipadech nulova, coz znaci splnéni vSech omezujicich podminek na celém ¢asovém
intervalu. Samotnou Ulohu hledani optimalniho fizeni je nasledné mozné feSit diive popsanym
zplsobem, pouze s roz$ifenim systému o jednu stavovou veli¢inu. Obdobnym zptisobem je mozné ptidat
do ulohy rizné dopliujici podminky nebo pozadavky.

3.1.4 Vyuziti ptimych metod pro feSeni Glohy optimalniho fizeni
V ramci prace byly pouzity dv€é metody patfici do skupiny pfimych metod. Jedné se o metodu ptimé
transkripce a metodu piimé kolokace. Jak jiz bylo uvedeno dfive, spolecnym rysem téchto metod je
vyuziti pfevedeni Ulohy optimalniho fizeni na ulohu nelinearniho programovani. Pro pfehlednost je
zopakovano obecné zadani této tlohy. Zakladem je ucelova funkce

] =f(2), (65)

jejiz hodnota ma byt minimalizovana. Nalezené optimalni feSeni z* navic musi spliiovat pfedepsana
omezeni. Ta mohou byt vyjadiena v podobé¢ linearnich a nelinearnich rovnic i nerovnic a také jako
zakladni omezujici podminky:

A-z<b,
(66)
Aeg z= beq,
c(z) <0, 67)
Ceq(z) =0,
I, <z<wu,. (68)

Zakladni rozdil mezi metodami piimé transkripce a pfimé kolokace je ve zplsobu sestaveni vektoru
proménnych z, ktery do ulohy nelinearniho programovani vstupuje. V obou ptipadech dochazi
k rozdéleni Casového intervalu, na kterém je loha feSena, na N ¢asovych tseki a tudiz k zisku N + 1
diskrétnich hodnot Casu. Spojity prubéh stavovych veli¢in systému i fizeni nahrazujeme v téchto
casovych okamzicich diskrétnimi hodnotami. V ramci dalsiho popisu je uvazovan systém s m stavovymi
veliinami X = [xq, X3, ..., X, | @ jednim fidicim vstupem u. [31]
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Obrazek 16 - Znazorneéni diskretizace spojitého prubehu stavoveé veliciny a fizeni
Dané hodnoty jsou oznacovany jako uzlové body. V ramci metody piimé transkripce je vektor
proménnych z tvofen piimo diskrétnimi hodnotami stavi a fizeni. U metody pfimé kolokace se obecné
prabéh veli¢in mezi uzlovymi body nahrazuje polynomem. Parametry vSech polynomi poté utvareji
vektor proménnych z. [31]
Metoda primé transkripce

Vektor hodnot vstupujici do tlohy nelinearniho programovani je v této metod¢ tvoten hodnotami stavii
i fizeni v uzlovych bodech:

zZ = [uo,ul, ...,un,xlo,xll,...,xln,...]. (69)

Diky tomu je mozné v tiloze pouzit omezujici podminky (68) pro omezeni ptipustného rozsahu
stavovych veli¢in i fizeni. Jelikoz se tyto podminky zadavaji pro kazdou hodnotu z vektoru z
samostatné, je mozné specifikovat omezeni proménné v ¢ase, nemusi byt pouze konstantni.

Okrajové podminky pro specifikaci stavu systému na zacatku a konci dé€je se zaddvaji do tilohy
NLP v podob¢ omezeni ve tvaru linearnich rovnic (66). Matice A, je nulovd, pouze n€kolik prvkii na
hlavni diagonale ma hodnotu 1 pro vybér pocatecnich a koncovych hodnot stavii z vektoru z. Vektor
b, obsahuje na odpovidajicich fadcich pozadované hodnoty téchto stavi.

Dynamika syst¢ému je do ulohy NLP zavedena pomoci omezeni zapsanych v podobé
nelinearnich rovnic (67). V tomto kroku se vyuziva diskrétni model systému zaloZeny na stavovém
popisu systému a zvolené numerické metodé (viz kapitola 4). V kazdém diskrétnim ¢asovém okamziku
ty je pro uzlovy bod, ktery je uréen danymi hodnotami stavli x;, a fizeni u; z vektoru z, vypocten stav
systému X, .4 v nasledujicim ¢asovém okamziku tj ;. Ten je poté porovnan s hodnotami nasledujiciho
uzlového bodu x, 1 ajejich odchylka tvoii levou stranu nelinearni rovnosti (67). Pokud budou odchylky
urcené ve vSech uzlovych bodech v idedlnim ptipad¢ nulové, budou hodnoty stavli uréené pii feseni
ulohy NLP v souladu s dynamikou daného systému. [32]

Hodnota ucelové funkce je v ramci této metody urCovana v diskrétni podobé, jelikoz jsou
prabéhy vsech velicin reprezentovany diskrétnimi hodnotami. V piipad¢ vyuziti Lagrangeovy ¢asti je
nutné pristoupit k numerickému vypoctu daného integralu pres neékterou z dostupnych metod, které jsou
popsané napt. v [33]. Jelikoz jsou hodnoty vsech stavil i fizeni pfimo obsazeny ve vektoru z, staci je
z néj pii vyhodnocovani ti¢elové funkce spravné ur€it a poté pouzit ve vypoctu. Jakakoliv dal$i omezeni,
ktera by byla zadéna v piivodné feSené lloze optimalniho fizeni, je zapotfebi vhodné pfevést do tvaru,
ve kterém se budou vztahovat k diskrétnim hodnotam vektoru z.

Metoda primé kolokace
Tato metoda je velmi podobna piimé transkripci. V nasledujicich odstavcich, které ji popisuji, bylo
Cerpano z [31] a [34] vCetné uvadénych vztahd. Zakladni myslenka, ktera tyto dvé metody odlisuje,
spociva ve zpiisobu sestaveni vektoru z vstupujictho do ulohy nelinearniho programovéni. Pribehy
stavovych veli¢in i fizeni jsou opé€t diskretizovany a tvoii N + 1 uzlovych bodt. Na kazdém tseku mezi

47



dvéma uzlovymi body jsou pribéhy veli¢in nahrazeny polynomem. Parametry vsech téchto polynomut
poté tvoii vektor z. Stupen polynomut pouZitych pro ndhradu fizeni a stavovych veli¢in mize byt rizny.
Casto pouzivanou variantou je vyuziti kubického polynomu pro proloZeni pribéhu stavii a linearnich
funkci pro prolozeni fizeni. V piedpise vektoru z

Zz= [pula: Puibr Puzar Puzbs -+ Punas punb'pxllar pxllb’ pxllcr pxlldr ] (70)

pro tuto variantu je pouzito oznaceni parametru polynomu p,,x, kde v oznacuje veli€inu, ke které se
polynom vztahuje, n oznacuje interval mezi dvéma uzlovymi body a k oznacuje parametr v konkrétnim
polynomu. Aby byly pritbéhy stavovych velic¢in hladké, tedy aby byly spojité a mély spojitou prvni
derivaci, zadava se do omezujicich podminek odchylka hodnot dvou polynomti na vedlejsich intervalech
ve spolecném uzlovém bodé a také jejich smérnice v tomto bodé.

A

X

t, t
Obrazek 17 - Graficka reprezentace penalizace navaznosti polynomu v uzlovém bodé

Na intervale mezi uzlovymi body se zavadéji takzvané koloka¢ni body. V nich se podle parametri
pfislusného polynomu, ktery aproximuje urcitou stavovou veli¢inu, urci hodnota daného stavu X, jeho
smérnice X, (n oznacuje index stavové veli¢iny). Ta je porovnana s dynamikou systému f (X, .),
ktera je obecné reprezentovana funkci zavislou na hodnoté stavi a fizeni.

X;

t, £, bt

Obrazek 18 - Graficka reprezentace odchylky derivaci v koloka¢nim bodé

Odchylky téchto hodnot pro vSechny koloka¢ni body tvori dal$i skupinu omezujicich podminek.
Pozadavkem je, aby byly tyto odchylky nulové, jelikoZz poté jsou uréené prubehy stavovych veli¢in
v souladu s dynamikou systému. Pti vyhodnoceni ucelové funkce se postupuje stejn€ jako v ptipadé
metody piimé transkripce, pouze hodnoty stavi a fizeni museji byt nejprve uréeny na zakladé parametrii
polynomti.

Pfi tomto obecném prevodu ulohy optimalniho fizeni na nelinearni programovani neni mozné
pouzit omezujici podminky (68) pro limitaci rozsahu stavovych veli¢in a fizeni, jelikoz nevstupuji pfimo
do vektoru z. Pro tento ucel by musely byt pouzity podminky ve tvaru nelinearnich nerovnic (67).

Uvedenou aproximaci stavi kubickym polynomem a fizeni linearni funkci vyuziva varianta
s oznacenim Hermite-Simpson. Jeji zdkladni vyhodou je uprava obecného postupu do té€ podoby, ze do
samotné ulohy neline4drniho programovani vstupuji ve vektoru z opét diskrétni hodnoty stavl a fizeni
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v uzlovych bodech. Pro zjednoduseni popisu uvazujme pouze jednu stavovou veli¢inu x. Aproximacni
polynom na intervale mezi dvéma uzlovymi body x;, a xj,, je uren nasledujicim vztahem

x(t) = Pra + Prpt + Prct? + Prat®. (71)

Pro dals$i ¢ast uvazujme, ze Cas t pro kazdy interval nabyva hodnoty z intervalu (0; h), kde h je uréeno
jako rozdil €asu t, 4 a tj. Derivaci polynomu (71) je mozné vyjadtit vztahem

x'(t) = pp + 2Pxct + 3Pkt (72)

Parametry p; je mozné urcit na zdklad¢ znalosti hodnot stavu x v uzlovych bodech, mezi kterymi
dochazi k aproximaci pribehu, a hodnot derivaci stavu x v téchto bodech, které se urci pies dynamiku
systému. Polynom (71) je nasledné mozné piepsat do tvaru vyuzivajici tyto hodnoty, které se urcuji
z vektoru z a dynamiky systému. Diky tomu jsou pfedem splnény podminky na spojitost prabeht
stavovych trajektorii a nemuseji byt zadavany v podobé omezujicich podminek, jelikoz aproximacni
polynomy po sobé jdoucich intervali sdileji stejny krajni bod.

Pomoci predpisu pro aproximacéni polynom, ktery vyuziva hodnoty stavt a jejich derivaci, je
vyjadiena hodnota stavu X, v koloka¢nim bodé

h 1 h
% = x(5) = 5 0+ ) + 5 [ G080 = f G, )] 73)

ktery se nachazi v poloving intervalu mezi uzlovymi body (viz obrazek 18). Pro tuto hodnotu se urci
derivace z aproximac¢niho polynomu

i 3 1
Xe=—5y O = Xp41) — 7 [f G wge) + f (X1, k1)) (74)
na zékladé dynamiky systému. Odchylka téchto dvou hodnot tvofi omezujici podminku pro tlohu
nelinearniho programovani. Po Gpravé vztahti je mozné ji vyjadrit rovnici

h
A=Xp =Xy + 3 f G wie) + 4f (B, ) + f (i, Uk - (75)

Pti dosazeni nulové hodnoty této odchylky budou pribéhy stavli navrzené pfi feSeni ulohy nelinearniho
programovani v souladu s dynamikou systému. Hodnota fizeni i, v kolokacnim bod¢€ se urcuje na
zaklad¢ linearni interpolace, zjednodusené tedy jako aritmeticky pramér hodnot v uzlovych bodech.
Popsana koloka¢ni metoda Hermite-Simpson se oznacuje jako komprimovana. Je mozné ji dale
rozs$ifit pfidanim hodnoty fizeni u, v koloka¢nim bod¢ do vektoru z. Diky tomu nebude omezena
linearni interpolaci. Dalsi rozsiteni zahrnuje také pridani hodnoty stavu x. v koloka¢nim bodé¢ do
vektoru hodnot vstupujicich do tlohy nelinearniho programovani. Spolu s tim se zavadi také druha
skupina omezujicich podminek, ve kterych se minimalizuje hodnota odchylky stavu v koloka¢nim bod¢
X, ktery se urCuje z vektoru z, a X, vypocteného na zakladé aproximacniho polynomu. Tato varianta je
oznacovana jako separovand metoda Hermite-Simpson.
Softwarove ndstroje pro resent tillohy optimalniho rizeni
VétSina dostupnych nastroju, které je mozné k feseni tlohy optimalniho fizeni pouzit, je zaloZena na
pfimych metodach. Hlavnim diivodem je snadngj$i algoritmizovatelnost postupu a dostupnost raznych
feSict uloh nelinearniho programovani. V rdmci prace byly testovany ruzné softwarové nastroje,
napiiklad DynOpt (pouzit také v ramci [TD4]), ICLOCS2, Optimtraj, PyTrajectory nebo Acado.
Zakladni popis nastroji a porovnani bylo publikovano v [TD15]. Dva z nich budou dale stru¢né popsany
1v této praci. Tyto nastroje byly pouZity v prvotni fazi prace pro navrh optimalnich trajektorii pro systém
popsany v ptipadové studii. Vysledky byly pouzity pifi navrhu zpétnovazebni ¢asti v fidici struktufe se
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dvéma stupni volnosti pro ovefovani spravnosti tohoto navrhu. Pozdé&ji byly vysledky také posuzovany
mezi sebou pii zapocéteni odliSnych moznosti definovani llohy optimalniho fizeni.

Prvnim nastrojem je ICLOCS2 (Imperial College London Optimal Control Software). Jedna se
o bali¢ek funkci vytvotenych ptimo ve skriptovacim jazyce Matlab. Pro feSeni ulohy optimalniho fizeni
umoziuje pouzit dvé pfimé metody — metodu mnohonasobné stielby a koloka¢ni metody. Pti zadavani
ulohy je mozné zvolit fadu parametrti, mezi nimi napiiklad zptsob diskretizace nebo rliznad omezeni.
Nastroj ICLOCS2 podporuje pouziti nekolika teSic¢h ulohy nelinedrniho programovani, kromé tesice
fmincon, ktery je soucCasti programu Matlab, to jsou [IPOPT a WORHP. Nastaveni nastroje pro pouziti
externich fesicli je soucasti webové dokumentace. Novéjsi verze obsahuji dalsi doplinkové funkce,
napiiklad upravu diskretizace prib&ht (primarné mnozstvi pouzitych bodt) pro dosazeni pozadované
tolerance chyb. Zaroven tato sit’ bodi nemusi mit pevny casovy krok, ale mize byt flexibilni. Nastroj
rovnéz umoziuje feseni ovetit pomoci simulaci. [35]

Druhym nastrojem je OptimTraj, ktery vytvofil Matthew Peter Kelly. Jedna se opét o sadu
knihoven psanych ve skriptovacim jazyce Matlab. Pro feSeni ulohy nelinearniho programovani, na
kterou se uloha optimalniho fizeni pfevadi, se vyuziva tesice fmincon, neni tedy zapotiebi ptidavat do
programu Matlab externi feSic. Nastroj umoziiuje vyuzit metodu mnohonasobné strelby vyuzivajici pro
modelovani chovani systému numerickou metodu Runge-Kutta nebo jednu ze tfi riznych variant
koloka¢ni metody. Kazda z metod umoziuje zvolit urcité specifické nastaveni tykajici se napriklad
diskretizace prabeéhli a mnozstvi pouzitych bodd. Dalsi nastaveni feSené ulohy jsou pak pro vSechny
metody spolecna. Zahrnuji volbu pocatecniho a koncového stavu, pficemz miize byt zadana také uloha
s volnym koncem, volbu koncového ¢asu nebo intervalu, ze kterého ma byt zvolen, a omezujicich
podminek na stavové veli¢iny. Uéelova funkce se zaddva pomoci Lagrangeova &lenu. [36]

3.2 Sledovani trajektorii

Pti feSeni ulohy pfechodu mezi dvéma stavy je navrh trajektorii a doptedného fidiciho signalu pouze
prvni fazi feSeni. Pokud bychom chtéli rovnou pfistoupit k fizeni systému, znamenalo by to aplikovat
fidici signal v oteviené smycce. Jak bylo popsano diive, tento zplsob fizeni neni vhodny kvili
odchylkam mezi realnym systémem a modelem pouzitym pro navrh i kvili dal§im ddvodim (vliv Sumu
v realnych podminkéch, zmény parametri systému,...). Vhodnym ptistupem je vyuzit fidici strukturu
se dvéma stupni volnosti (obrdzek 5), kdy prvni faze odpovida ¢asti pro generovani doptredného pribéhu
fidici veli¢iny. Druhym krokem je poté zajisténi korekce fizeni tak, aby realné hodnoty stavovych veli¢in
tfizeného systému odpovidaly referencnim pribéhiim stavovych trajektorii ziskanych v prvni fazi feSeni.
K tomuto ucelu se vyuziva zpétnovazebni regulacni Clen, ktery zpracovava zminéné odchylky stavovych
veli¢in od stavovych trajektorii. Na jejich zakladé probihd vypocet korekéni Casti fidiciho signalu, ktery
je aplikovan na systém spolu s doptednym fizenim. Mluvime tedy o tom, Ze zp&tnovazebni regulator ma
za ukol systém takzvan¢ vazbit podél referenCnich stavovych trajektorii. Pfi tvorbé nasledujici
podkapitoly bylo cerpano z [23] a [37] v€etn€ uvedenych vztahd.

V moderni teorii fizeni se pro zpétnovazebni regulaci vyuziva stavového regulatoru, ktery je
ur¢en matici zesileni. Vypocet stavového regulatoru mize byt proveden pomoci riznych metod. Mezi
stavové regulatory fadime také LQR regulator. Jeho vypocet je zaloZzeny na feSeni ulohy hledani
optimalniho fizeni v uzavieném tvaru s kvadratickou ztratovou funkci (9). Mizeme rozlisit dva druhy
LQR regulatorti v zavislosti na Casovém intervale, na kterém maji byt pouZzity. Prvnim je LQR navrzeny
na nekone&ném horizontu. Re$eni vede na ¢asové neménny stavovy regulator, ktery ma pracovat na
neomezeném ¢asovém useku. Vyuziva se predevsim pro stabilizaci systému v ur¢itém pracovnim bodg,
ptipadné pro fizeni linearnich systémi. V dusledku pouziti ¢asovych mezi t, = 0 a t,, = oo v rovnici
pro kvadratickou ztratovou funkci (9) dochazi k jeji ipraveé do nasledujiciho tvaru
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J= f [T ()Qx(6) + uT (HRu(®)] dt, (76)
0

ve kterém se nevyskytuje Clen pro penalizaci koncového stavu. Divodem je skutec¢nost, ze hodnota
stavovych veli¢in bude v koncovém Case (nekonecnu) nulova, a tudiz by nulova byla také Mayerova
¢ast ptvodni ztratové funkce. Matice Q a R, které se ve ztratové funkci vyskytuji, oznacujeme jako
vahové. Slouzi k uréeni diileZitosti jednotlivych veli¢in, at’ uz stavii nebo Fidicich signalii. Redeni dané
optimalizacni tlohy pomoci dynamického programovani vede na feseni algebraické Riccatiho rovnice

0=PA+A"P—-PBR'B"P +(Q, (77)

kterym je mozné minimalizovat danou kvadratickou ztratovou funkci. Matice A a B jsou maticemi
stavového popisu fizeného systému, matice P je feSenim algebraické Riccatiho rovnice. Stavova zpétna
vazba je dana konstantnim regulatorem popsanym matici K:

u(t) = —Kx(t). (78)
Hodnoty stavového regulatoru se urcuji z feseni algebraické Riccatiho rovnice:
K=-RBTP. (79)

Pokud je k dispozici stavovy popis linedrniho systému (respektive popis soustavy linearizované v
pracovnim bodég), ktery ma byt fizen, je navrh a samotny vypocet LQR regulatoru na nekoneéném
horizontu pomérné jednoduchy. V tadé softwarovych nastrojii pro realizaci vypoctd tykajicich se
problematiky fizeni je feSeni algebraické Riccatiho rovnice implementovano v podobé¢ piipravené
funkce. Problematickou ¢asti je volba vahovych matic Q a R, kterou obvykle provadi expert na zakladé
zku§enosti a poznatkii ze simulaci. Pfi navrhu se pfistupuje k pouziti diagonalnich vahovych matic, kdy
jednotlivé hodnoty uréuji vahu pouze jedné stavové veliCiny nebo fidiciho signalu. Zménou téchto
hodnot uddvame, ktera veli¢ina ma u daného fizeného systému vétsi dilezitost. Zaroven slouzi pro
postihnuti rozdilu zptisobeného pouzitim riznych fyzikalnich jednotek u jednotlivych stavovych veli¢in.

Druha varianta LQR regulatoru se navrhuje pro kone¢ny ¢asovy interval. Vysledkem navrhu je
casoveé proménny LQR urceny na koneéném casovém horizontu. Obvykle je vyuzivan pro ulohy
sledovani referenCnich trajektorii pfi fizeni linearnich casov€é proménnych systémi, respektive
nelinearnich systémd, které jsou linearizovany v kazdém bod¢ vypoctu (v kazdém casovém okamziku a
pfislusném stavu, ktery je dan referenénimi stavovymi trajektoriemi). Tato optimaliza¢ni uloha pro
navrh fizeni v uzaviené smycce pracuje s kvadratickou ztratovou funkci ve tvaru

tn
J = %xT(tN)Fx(tzv) + % f [x"(£)Qx(t) + u” (t)Ru(t)] dt. (80)
to

Rozdil oproti ptedpisu (17) spociva v pfidani vah u statické i dynamické casti kritéria. Diivodem je
nasledné zjednoduSeni vypocti pii derivovani vztahii. Pfi postupovani podle Pontryaginova principu
minima mize byt pro uvedenou ztratovou funkci zapsana odpovidajici Hamiltonova funkce

H(t) = %[xT(t)Qx(t) +u"(O)Ru(t)] + pT (O)[Ax(t) + Bu(t)]. (81)

Na zékladé podminky pro optimalni fizeni (54) dojde k zisku ptedpisu pro optimalni prubeh fidici
veli¢iny:
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oH*
= Ru* + BT 82
5 = RW' +B'p, (82)

u*(t) = —R™1BTp*(t). (83)

Dale je mozné podle vztaht (55) a (56) urcit predpisy pro derivaci stavovych veli¢in a Lagrangeovych
multiplikator na zdkladé Hamiltonovy funkce, respektive stavovych rovnic nového systému pro feSeni
ulohy dvoubodového okrajového problému:

*

x"(t) = TRO) = Ax*(t) + Bu*(t) = Ax*(t) — BR™'BTp*(¢t), (84)
. OH*
p () =- Fri —ATp*(t) — Qx*(1). (85)

Okrajové podminky vychazi z typu ulohy, tedy ulohy s pevnym casem a volnym koncem. Jedna se o
specifikaci pocateéniho stavu pivodniho systému x(t,) = x, a podminek danych vztahem (60), ze
kterého ziskame koncové podminky

*

as
p(ty) = o2 (ty) = Fx*(ty). (86)

Reseni popsané tilohy dvoubodového okrajového problému, na ktery byla pivodni iloha navrhu LQR
reguldtoru na konecném horizontu prevedena, by vedlo na urceni optimalniho fizeni aplikovaného
v oteviené smycce. Aby bylo vypocteno zpétnovazebni fizeni, je zapotiebi v piedpise (83) nahradit
vektor Lagrangeovych multiplikatord vztahem obsahujicim zavislost na ptvodnich stavovych
veli¢inach. Vyjdeme z koncové podminky (86) a zavedeme vztah

p(t) = P()x(t), 87)

kde P(t) je ¢asové proménna ¢tvercova matice o rozméru odpovidajicimu poctu stavovych veli¢in.
Tento vztah udavd predpoklddanou zavislost mezi Lagrangeovymi multiplikatory a stavovymi
veli¢inami. V dalSich krocich bude zapotifebi uréit matici P(t). Za timto uéelem bude zvoleny
predpoklad (87) porovnan s jiz urenymi vztahy pii ptevodu ulohy na dvoubodovy okrajovy problém,
primarné s rovnici (85). Prvnim krokem je provedeni derivace predpokladaného vztahu podle ¢asu, po
které obdrzime rovnici

p'(t) = P'()x(0) + P(t)x'(2). (88)
Do ni je mozné dale dosadit vztahy (84) a (87). Tim dojde k ziskani rovnice
p*'(t) = [P'(t) + P(t)A — P(t)BR™*BTP(t)]x"*(¢). (89)

Zaroven je mozné do vztahu (85) dosadit rovnici (87) pro eliminaci pfitomnosti Lagrangeovych
multiplikatord v dané rovnici, ¢imz ziskame vztah

p’" () = [-ATP(t) — Q]x*(b). (90)

Aby byla soucasn¢ spln€na platnost rovnic (89) a (90), pricemz jedna je odvozena ze zvolené
predpokladané zavislosti stavli a Lagrangeovych multiplikatort a druhd zrovnice popisujici
optimaliza¢ni Glohu pievedenou na dvoubodovy okrajovy problém, musi byt zajisténa rovnost jejich
¢initeld. Po pfevodu vyplyva z rovnosti vztah

P'(t) + P(t)A— P(t)BR™'BTP(t) + ATP(t) + Q = 0. (91)
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Tuto rovnici oznaujeme jako Riccatiho diferencialni rovnici, jejiz feSeni P(t) pfi splnéni podminky
P(ty) = F vyplyvajici z (86) uréuje na zaklad¢ vztahu (83) a (86) Casové proménny LQR regulator

K(t) = —R™'BTP(t) (92)
pouzity pro urceni fizeni v uzaviené smycce podle vztahu
u'(t) = K(t)x*(t). (93)

Z odvozenych rovnic pro vypocet LQR regulatoru na kone¢ném horizontu je mozné snadno piejit
k dfive uvedenym vztahtim pouzivanym pro navrh regulatoru LQR na nekone¢ném casovém horizontu.
Zakladni princip byl nastinén jiz diive. Pfi vypoctu regulatoru na nekonecném horizontu je koncovy ¢as
ty = . Aby byl integral ve ztratové funkci konvergujici, musi platit, ze koncova hodnota stavovych
veli¢in je nulova. Tim zarovenl dojde k odstranéni Mayerova ¢lenu penalizujiciho koncovy bod ze
ztratové funkce. Tato skute¢nost tedy vede na konstantni hodnoty stavovych veli¢in. Diky tomu budou
konstantni také hodnoty Lagrangeovych multiplikatorti a nasledné i matice P. Jeji derivace v rovnici
(91) proto bude nulova a z diferencidlni Riccatiho rovnice vznikne rovnice algebraicka (77). V dasledku
toho Casoveé proménny regulator (92) prechazi na konstantni regulator (79).
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4 Metody pouzité pro modelovani

Tvorba modelu systému je neodmyslitelnou soucasti navrhu fizeni. Vyjimku mohou tvofit nékteré velmi
jednoduché systémy a také urcité nekonvenéni piistupy k navrhu fidiciho systému. Ve vétsing piipada
je vSak model systému zapotiebi. Pfi vyuziti pfistupu model-based design, tedy navrhu zalozeného na
modelu, je jeho tvorba zdkladnim krokem névrhu. Nésledné je model vyuzivan jak pro samotny ndvrh
fizeni, tak pii jeho oveéfovani i implementaci na konkrétni platform¢. Podstatou modelu je co nejlépe
zachytit chovani systému, tedy jeho dynamiku, respektive co nejlépe pro dany tcel, jelikoz realny
systém obvykle nejde popsat dokonale a musi byt pouzita urcitd zjednoduseni. Vysledny model je tvofen
rovnicemi a oznacujeme jej jako matematicky. Existuji dva zdkladni zplsoby, jak jej vytvofit. Prvni
moznosti je identifikace z naméfenych hodnot, mluvime o experimentalnim modelu. Diky naméfenym
odezvam systému na rizné podnéty na jeho vstupu je mozné timto postupem ziskat vztahy mezi vstupy
a vystupy. Takovyto model neposkytuje informaci o vnitini struktufe systému, oznacujeme jej jako
¢ernou skiinku. Druhym pfistupem je sestaveni matematického modelu na zékladé fyzikalnich vztaht a
principd, které se systému tykaji. Jedna-li se naptiklad o mechanicky systém, je mozné vyuzit pro
formulaci mechaniky, konkrétné Lagrangeovy nebo Hamiltonovy. Tyto formulace jsou zalozeny na
popsani celkové energie systému, na rozdil od vyjadieni rovnovéhy sil, cehoz se vyuziva u Newtonovské
formulace. Vysledny model zachycuje i vnitini strukturu systému a oznacujeme jej jako bilou skiinku.
Matematické modely obvykle pracuji se spojitym ¢asem a jsou tvoreny diferencidlnimi rovnicemi.

Pfi navrhu fizeni se Casto postupuje v souladu s metodikou model-based design. To znamena,
ze béhem celého procesu je potfeba mit k dispozici model systému nejen v podob& matematickych
rovnic, ale také jako simula¢ni model pro dalsi ovéfovani navrzenych technik. V ramci nékterych metod
pro navrh fizeni a poté pfi jeho ovétovani pomoci real-time simulaci se vyuziva diskretizovany model
systému. Zakladnim divodem pro jeho pouziti je prace s diskrétnim casem, kdy model systému pouzity
v real-time simulaci (nebo naptiklad v ramci tilohy nelinedrniho programovani) nemtize byt provozovan
spojité v Case, ale v dusledku implementace na digitalnim vypocetnim zafizeni je spoustén v urcitych
casovych krocich, mluvime o diskrétnim case. Dalsi text této kapitoly je zaméfen pravé na
diskretizované modely a metody pouzivané pro jejich realizaci. Divodem je pfedevSim snaha o
vytvofeni real-time simulaci, vramci kterych musi pouzity diskretizovany model co nejvérnégji
odpovidat realnému systému. Zaroven je potieba dbat na vypocetni naro¢nost pii vyhodnocovani
modelu vramci simulace. Splnéni obou pozadavkll u slozitych nelinearnich systémd, které jsou
simulovany v oteviené smycce, neni samoziejmé a Uzce souvisi s metodami, které byly pouzity pro
vytvoreni diskretizovaného modelu.

Nejcastéjsim postupem pro diskretizaci spojitého matematického modelu systému, ktery mtze
byt reprezentovan soustavou obycejnych diferencialnich rovnic, je vyuziti numerickych integraci. Diky
tomu je mozné s urcitou presnosti vypocitat stav systému v diskrétnich ¢asovych okamzicich na zakladé
znalosti jeho stavu v pfedchozim Case a na zaklad€ hodnot vstupi. Jednotlivé metody se 1isi vypocetni
narocnosti i ptesnosti, s jakou je chovani systému aproximovano. Jedno z moznych déleni téchto metod
je zaloZeno na tom, zda pracuji s pevnym ¢asovym krokem, nebo zda jsou adaptivni a ¢asovy krok
upravuji na zakladé nastavené tolerance vypoctu. V piipadé adaptivnich metod dochdzi kromé
aproximace pozadovanych hodnot stavovych veli¢in systému (feSeni diferencidlnich rovnic) také
k urceni odhadu odchylky ziskaného feSeni od hodnot spojitého systému. Na zakladé ziskané odchylky
je v zavislosti na zvolené toleranci upravena velikost ¢asového kroku vypoctu. Tento pristup tedy vede
k dodrZeni stanovené piesnosti, nicméné vypocetni naro¢nost se mize mezi jednotlivymi kroky ménit a
vyrazné€ rast. Pokud bude diskretizovany model pouzit v real-time simulaci, ktera je provozovéana na
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zafizeni s pevnou periodou vyhodnocovani modelu, zmenSovani kroku u adaptivni metody povede nejen
k narlistu vypocetni narocnosti kvili opakovani vypoctu, ale zarovein bude muset byt vyhodnoceni
modelu provedeno vicekrat, aby bylo i se zmenSenym adaptivnim ¢asovym krokem dosazeno periody
zatizeni. Z téchto divodi budou déle pouzivany metody pracujici s pevnym krokem, jejichZz presnost
bude pfii pouziti v ptipadové studii porovnana s referen¢nim spojitym modelem.
4.1 Eulerova metoda

Jedna se o zakladni metodu pouzivanou pro vypocet numerickych integraci a tedy k numerickému feseni
diferenciélnich rovnic. Pro jeji popséni je zavedena diferencialni rovnice s pocatecni podminkou:

y' =1y,

y(to) = Yo
Nasledné¢ je zvolena velikost periody vzorkovani T, pomoci niz se definuji jednotlivé casové hodnoty:

(94)

tTL = tn—l + T. (95)

Pokud se takto zméni ¢as o jeden krok, je nutné urcit hodnotu y vtomto Case na zaklad¢ udaji
z ptedchoziho kroku:

Yn=Yn-1+tT " fYn-_1,tn-1) (96)

Pro vypocet nové hodnoty tedy probéhne urceni smérnice pribéhu veli¢iny y v pfedchozim ¢asovém
kroku a pomoci ni je ur¢ena zmeéna hodnoty y za periodu T. Ziskana hodnota je aproximaci feseni dané
diferencialni rovnice. [38]

Takto definovany postup feSeni diferencialni rovnice je oznacovan jako dopfedna Eulerova
metoda (forward Euler method). Je to z toho diivodu, ze na zakladé hodnot v ¢asovém okamziku t,,_4
je vypoctena hodnota v néasledujicim Case t,,. Tento pfistup se rovnéz oznacuje jako explicitni, jelikoz
vztah (96) piimo udava zptsob vypoctu nové hodnoty. Eulerova metoda v zasadé vychazi z Taylorova
rozvoje funkce v bod¢, pfi¢emz pouziva pouze nulty a prvni ¢len a tudiz aproximuje prib¢eh veli¢iny y
v okoli hodnoty y,,_4 linearni funkci. Tato metoda také patii mezi jednobodové metody, jelikoz pii
urcovani nové hodnoty se vychazi pouze ze smérnice funkce v jednom bode¢. [38]

A

y(®)

t, t+T ¢t

vvvvvv

nelinearnich systémut dochdzi k velkym odchylkam diskretizovaného modelu od referenc¢niho spojitého
modelu. Pro dosazeni dostatecné presnosti diskrétni aproximace systému je nutné vyrazn€¢ zmensit
casovy krok T. Pfi jeho nevhodné volbé miize byt i pro jednoduchy linearni systém vysledny
diskretizovany model nestabilni. [38]
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Existuje také varianta Eulerovy metody, ktera je oznacovana jako zpétna (backward). Nova
hodnota je uréovana podle vztahu

Yo =Yn-1+ T fOmn th). O7)

Rozdil je tedy v tom, Ze smérnice ve vztahu (97) je urCovana v novém bod¢. Zjednoduseng feceno je
zapotiebi najit takovou novou hodnotu y,, aby te¢na urCend vtomto bod¢ prochdzela predchozi
hodnotou y,,_4. Tuto metodu fadime mezi implicitni, jelikoZ vypocet nové hodnoty neni dan ptimo
vztahem, ale vede na feSeni rovnice dané obecné vztahem (97), jelikoz nova hodnota y, se vyskytuje na
levé i pravé strané vyrazu. Tato skutecnost vede k vétsi asové naro€nosti této metody. Vyhodou oproti
doptedné varianté je vEtsi presnost aproximace pii stejném ¢asovém kroku T a také stabilita modelu pii
volbé vétsich hodnot asového kroku. To znamena, Ze je teoreticky mozné provadét vypocet ménég casto
a doséhnout tak stejné ptresnosti pii niz§i vypocetni narocnosti. Toto pravidlo v§ak neplati univerzalné,
ale pouze u nékterych systémi. [38]

4.2 Metoda Runge-Kutta

Druhou uvazovanou metodou pro numerické feSeni diferencialnich rovnic je vicebodova metoda
Runge-Kutta. Timto nidzvem se casto oznacuje cela skupina metod, které je mozné pouZzit pro
diskretizaci spojitého modelu systému. Zakladnim rysem metod je prace s vice body, odtud oznaceni
vicebodové metody. To znamena, ze pii vyuziti pro feSeni diferencialni rovnice se hodnota
v nasledujicim ¢asovém okamziku uréuje na zaklad¢ vice nez jedné smérnice. VEtSi naro¢nost vypoctu
je kompenzovéna vyssi presnosti aproximace pribéhi spojitého systému.

Obvykle se oznacenim Runge-Kutta mysli ctyibodovd varianta této metody, ktera je
nejznaméjsi. Casto se vyuziva zkracené oznaeni RK4. Pro jeji popsani je pouZita stejné zadana
diferencialni rovnice (94) jako v ptipad¢ Eulerovy metody. Nova hodnota y se ur¢i pomoci vztahu

1
Yn = Yn-1 + gT(kl + 2k2 + 2k3 + k4) (98)

Jednotlivé smérnice se urcuji v aktualnim ¢ase t,,_, v nasledujicim ¢asovém okamziku t,, nebo v Case
tn—1 + T /2, coz odpovida polovin€ intervalu mezi dvéma hodnotami. Jejich hodnoty lze vypocitat podle
vztahti

ki = f(n-1,tn-1),

T T

k2 = f <Yn—1 + kl E:tn—l + E); (99)
T T

ks = £ (ynos +hogtus +3),

ky =fn-1+ksT, th1 +T).
Jak je patrné, v kazdém kroku se novd smérnice urCuje v bod¢, ktery je dan na zakladé smérnice
z predchoziho vztahu. Blizsi nahled nabizi graficka reprezentace této metody. [38]
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y(t) A

yRK(tn+ -r)

t+0,5-T t+T ¢

Obrazek 20 - Graficka reprezentace aproximace funkce pomoci ¢tyfbodové metody Runge-Kutta
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5 Ptipadova studie — modelovani a fizeni inverzniho kyvadla

Model inverzniho kyvadla je na poli technické kybernetiky velice znamym a popularnim systémem
s fadou specifickych vlastnosti. V zakladni podobé¢ se jedna o rameno kyvadla, které se pohybuje ve
svislé roving. Muze byt tvofeno napiiklad homogenni ty¢, kterd mize byt doplnéna o dalsi zavazi. Na
jednom svém konci je spojeno rotacnim kloubem s urcitou podobou voziku. Tento spoj umoziuje
volnou rotaci ramene kolem osy otaceni (misto spoje), neni zde ptitomen zadny aktuator, pouze senzor
pro méteni natoCeni ramene kyvadla. Vozik se pohybuje v horizontalnim sméru. Jeho pohyb je fizeny
aktudtorem, ktery je u inverzniho kyvadla pouze jeden. Poloha voziku je opét méfena vhodnym
senzorem.

Mezi vyznamné vlastnosti inverzniho kyvadla zafazujeme v prvni fadé jeho nelinearnost,
v matematickém popise jeho dynamiky se vyskytuji goniometrické funkce. Také se jedna o systém
podaktuovany. Zahrnuje pouze jeden aktudtor umoziujici ptimo ovliviiovat pohyb voziku a neptimo
ptes rotacni spoj pohyb ramene kyvadla. Vyznamna je rovnéz skutecnost, ze se jedna o systém balancni.
Oznaceni inverzni v nazvu systému oznacuje skute¢nost, ze rameno kyvadla se ma nachazet v horni
rameno zustalo v ustdlené poloze, musi byt jeho poloha pfimo nad touto osou. Udrzovani ramene
v nestabilni ustdlené poloze vede k d&ji, ktery oznacujeme jako balancovani. Posledni vyznamnou
vlastnosti je fazova neminimalnost systému. Jejim disledkem je skute¢nost, Ze pro zménu urcité veliciny
je nejprve zapotiebi jeji vychyleni v opaéném sméru. Pokud se ma tedy vozik inverzniho kyvadla
ptesunout o 30 cm doleva, bude tento déj zahéjen jeho posunutim doprava. Tim dojde k vychyleni
ramene kyvadla z ustaleného stavu smérem vlevo, a nasledné se timto smérem mutize zacit pohybovat
také vozik, aniz by doslo ke zvétSovani odchylky ramene kyvadla od svislé polohy (ustaleného stavu).
Obdobna situace nastane pii dosazeni pozadované polohy voziku, aby bylo zajisténo opétovné ustaleni
ramene ve svislé vzpiimené poloze.

Diky uvedenym vlastnostem je tento systém velmi ¢asto pouzivan pro ovéfovani riznych metod
fizeni a novych pfistupti. Také se zné postupem cCasu stal uréity benchmark na poli technické
kybernetiky, tedy jakési pomyslné métitko pro ovéfovani dovednosti. Zaroven je inverzni kyvadlo
modelem atraktivnim i pro neznalé pozorovatele, jelikoz si dokazi pfedstavit naro¢nost balancovani
ramene kyvadla ve vzpfimené poloze. Jeho popularita rovnéz vzrostla diky vyrazné podobnosti
s osobnim transportnim prostiedkem Segway a jemu podobnymi.

Inverzni kyvadla je mozné rozliSovat podle po¢tu ramen, ktera je tvofi. V pfipadné jednoho
ramene se Casto vyuziva oznaceni jednoduché inverzni kyvadlo, coz muze byt trochu zavadégjici a
vyvolavat mylny dojem nenarocnosti fizeni tohoto systému. Proto se v tomto ptipadé také pouziva
oznaceni jednoramenné nebo jednonasobné. DalSimi variantami jsou inverzni kyvadla ndsobna, kde
¢islo v ndzvu (dvojité, trojramenné, . ..) oznacuje pocet ramen inverzniho kyvadla. Ta jsou spojovana do
fetézce, takze ke konci prvniho ramene je ptes volny rota¢ni kloub ptipojeno druhé rameno a tak dale.
Narocnost fizeni s kazdym dal§im ramenem neroste pouze linearné, ale daleko vice. To je dano
predevs§im nutnosti regulovat ramena vzdalenégjsi od voziku opét pouze jeho pohybem, ktery je pienasen
pies vétsi pocet volnych rota¢nich spoja.

Druhé déleni tykajici se mechanické konstrukce je spojeno s realizaci voziku. Muze se jednat
fyzicky o vozik nebo obdobny prvek, ktery se pohybuje po linearnim vedeni v horizontalnim sméru a je
propojen s aktudtorem. Tato varianta byva oznacovéana jako linearni inverzni kyvadlo, pficemz nazev
nevypovida o linearnosti dynamiky, nybrz o konstrukéni realizaci voziku. Tomuto uspofadani také
odpovida situace, kdy je vozik opatien koly a pohybuje se po vodorovné ploSe bez nutnosti vyuziti
linedrniho vedeni. Aktudtor je pak soucasti voziku. Druhou variantou je rota¢ni inverzni kyvadlo.
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Aktuator v podob¢ motoru ma v tomto piipade vystupni hiidel orientovanou svisle. S ni je pevné spojena
tyc, ktera se pohybuje ve vodorovné roving. K jejimu konci je pak pfipevnéno volnym rotacnim spojem
dfive zminované rameno kyvadla. Ty¢ spojena pevné s aktuatorem byva nékdy oznaCovéna také jako
rameno kyvadla, av§ak nezapoc€itava se mezi volna ramena urcujici nasobnost inverzniho kyvadla. Tento
typ kyvadla byl popsan a pouzit pro navrh fizeni v ramci ¢asti knihy [TD7].

Obrazek 21 - Ukazka realného laboratorniho modelu jednoduchého linearniho inverzniho kyvadla

Tato kapitola se dale vénuje jednoduchému linearnimu inverznimu kyvadlu, které odpovida redlnému
laboratornimu modelu na obrazku 21, a jeho fizeni. Vozik kyvadla se pohybuje po linedrnim vedeni a
je spojen s aktuatorem femenici. Rameno kyvadla je reprezentovano homogenni kovovou ty¢i bez
dalsiho zavazi.
5.1 Matematicky model jednoramenného inverzniho kyvadla

V ramci pfistupu model-based design, tedy navrhu fizeni zalozeném na modelu systému, je v prvni fazi
zapotiebi mit k dispozici matematicky model systému, ktery ma byt nasledné fizen nebo se s nim ma
dale pracovat.

A O

M
.zl

P

y

[yO’ZO] rn0 —>» f
O O

Obrazek 22 - Situaéni schéma pro analytickou identifikaci

Odvozeni modelu inverzniho kyvadla je mozné na zakladé¢ Lagrangeovy formulace mechaniky.
Zakladem je Lagrangeova funkce

L=T-V, (100)

ve které T oznacuje celkovou kinetickou energii systému a V potencialni energii. Ty je mozné urcit pro
jednoduché inverzni kyvadlo jako soucet energii jednotlivych ¢asti:
1

1 1
T =§m1(v32,1+U221)+§]1w%+§m0v32,0, (101)

V =mygz,. (102)

60



V techto rovnicich m, oznacuje hmotnost voziku, m,; hmotnost ramene kyvadla, v, rychlost voziku
V 0SE Y, Vyq & U,y rychlost ramene v osich y a z, J; moment setrvacnosti ramene kyvadla vzhledem

k tézisti, w4 thlovou rychlost ramene, g tithové zrychleni a z; polohu t&zisté ramene kyvadla v ose z.
Ve vztahu (119) pro kinetickou energii jsou postupné Cleny pro translacni energii ramene kyvadla

Wt

N 2

1 1
D= Eclw% + Ecovf,o, (103)

ktera zahrnuje ztraty energie tfenim jednotlivych pohybujicich se ¢asti. V této rovnici ¢; oznacuje
koeficient tfeni ve spoji ramene kyvadla a voziku a ¢, koeficient tfeni voziku pfi pohybu v ose y.
Pohybové rovnice se nasledné urcuji z Euler-Lagrangeovy rovnice
d (613) oL N oD
dt\oq’/ oq adq

Q (104)

pro vektor takzvanych zobecnénych soutadnic soustavy q, které odpovidaji velicinam urcujicim pocet
stupiii volnosti. Pro jednoduché inverzni kyvadlo se jedna o dvé veli¢iny — polohu voziku y, a uhel
ramene kyvadla ¢;. Vektor Q oznacuje vektor vstupti do systému v souladu se zavedenymi
zobecnénymi soufadnicemi q. Pro inverzni kyvadlo je externi vstup ovlivitujici tthel ramene nulovy a
pro polohu voziku odpovida sile f, ktera na n€j ptisobi. Dosazenim vztaht (100) az (103) do (104) a
naslednymi tpravami dojde k odvozeni dvou pohybovych rovnic

(m1l% +JD)e1 + myli(=yy cos@, — gsing,) + c;91 =0, (105)

(mo + my)yy + m1l1[(§01)2 sing; — @1 cos@1] + ¢y = 0, (106)

které popisuji dynamiku jednoduchého inverzniho kyvadla. Zminéné Upravy zahrnuji také vyuziti

2

2

ramene s vozikem P, viz obrazek 22. Pro tento konkrétni model inverzniho kyvadla, u néjz je rameno
tvotfeno homogenni valcovou tyci, je délka [; rovna poloving délky ramene L,. Moment setrvacnosti J;

W

je pro takovéto rameno a osu prochazejici jeho t€zistém kolmo k délce ramene je

1 1 1
=—1im; = —Q1)*m; ==m,. (107)
N1 121112(1)1311
Koeficient u prvniho ¢lenu v rovnici (105), ktery obsahuje moment setrvacnosti J;, odpovida momentu
setrva¢nosti ramene kyvadla vii¢i ose otaceni umisténé ve spoji ramene s vozikem P. Jeho hodnota muze

byt ovéiena na zakladé Steinerovy véty

I=]+m- 12, (108)

Wy

vztahu (108) je mozné urcit moment setrvacnosti ramene vici ose prochazejici bodem P:

1 1 4
I =Em1L21+ml% =Em1(211)2 +mylf =§m1lf. (109)
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Moment setrvacnosti uréeny pomoci Steinerovy véty je shodny s tim, ktery byl odvozen v ramci
pohybovych rovnic.

V rovnici (106) popisujici pohyb voziku je uvazovan vstup v podobé sily plisobici na vozik
v ose y. Tento pristup pouziva pievazna vétsina praci tykajicich se fizeni inverzniho kyvadla, které byly
prostudovany v ramci reserse. V realné situaci je tento pfistup obtizné realizovatelny z diivodu nutnosti
pouziti aktuatoru sily. Pokud bychom aktuator v podobé stejnosmérného motoru doplnili o senzor
proudu a zapocetli konstantu motoru pro ureni momentu z proudu, na zakladé rozmérd femenice (v
pripad¢ konstrukce dle obrazku 21) bychom byli schopni urcit silu, jakou aktuator ptisobi. Od té by ale
musel byt odecten vliv tfeni voziku. Zaroven by bylo nutné zajistit, aby v situaci, kdy by byl predepsany
nulovy vstupni signal, aktudtor nekladl odpor pohybu voziku. V celé praci je proto pouzit odliSny
pfistup. Za vstupni veli¢inu do systému je zvoleno zrychleni voziku. Pomoci integrovani v ¢ase je mozné
jednoduse vypocitat rychlost a polohu voziku, neni zapotiebi vyuzivat sloZitou pohybovou rovnici.
Tento piistup je predevs§sim velmi vyhodny pro néslednou realizaci fizeni na realném modelu kyvadla,
dany postup bude popsan v pozd¢€jsi Casti této kapitoly. Po zavedeni této zmény v podobé¢ vstupu do
systému je pohybova rovnice (106) nahrazena vztahem (111). Pro piehlednost je mozné u jednoduchého
kyvadla vynechat u veli¢in indexy, jelikoz se nyni v pohybovych rovnicich kazda veli¢ina vyskytuje jen
jednou. Ve vysledku tedy maji pohybové rovnice popisujici uvedeny realny model kyvadla tvar

39 31
" : [ 110
Q a7 sing + by —4lucosg0, (110)

y'=u (111)

Pivodni koeficient tfeni c¢; byl pro zjednoduSeni zapisu pohybové rovnice (110) nahrazen
modifikovanym koeficient b, ktery je dan vztahem

3

T amyl® (112)
Rovnice (110) a (111) popisujici pohyb inverzniho kyvadla jsou diferencialni rovnice druhého fadu. Na
zaklad¢ toho bude stav modelu popsan ¢tyfmi stavovymi veli¢inami X, aZ x,. Zaroven pohybové rovnice
obsahuji jednu vstupni fidici veli¢inu u.

X1 (rad) uhel kyvadla

X,  (rad-s') whlova rychlost kyvadla

X3 (m) pozice voziku

x,  (m-s!) rychlost voziku

u (m's?)  zrychleni voziku
Stavové rovnice v podobé diferencialnich rovnic prvniho fadu vyplyvaji z pohybovych rovnic (110) a
(111) a maji tvar

!
x1 = xz,

g . 31
—-sinx; +=-=-u-cosx; — b -x,, (113)
l 4 1
X4 = U
5.2 Identifikace parametrii inverzniho kyvadla
Stavovy popis (113) obsahuje dvé proménné, které se vztahuji k fyzikdlnim parametrim realného

WVt

modelu inverzniho kyvadla a jsou dany jeho konstrukei. Jedna se o vzdalenost mezi tézistém ramene
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kyvadla a spojenim kyvadla s vozikem [ (polovina délky ramene kyvadla) a modifikovany koeficient
tfeni v rotacnim spoji b. Tietim parametrem by byl moment setrva¢nosti kyvadla, ten byl ale jiz zapocten
pti odvozovani stavového popisu. Prvni parametr, vzdalenost [, je ur€en na zaklad¢ znalosti délky
ramene kyvadla. Ta ¢ini 30 cm, tudiz plati [ = 0,15 m. Situace tykajici se koeficientu tieni b je
komplikovangjsi, i v ptipadé uvazovani piivodniho koeficientu ¢ a nikoliv modifikovaného. Jeho
hodnota byla urena na zéklad€ experimentalni identifikace.

5.2.1 Konstantni koeficient tfeni
Zakladni predpoklad, ze kterého se pfi identifikaci vychazelo, je, Ze koeficient b je konstantni. Prvnim
krokem experimentalni identifikace bylo méfeni pritbéhil na realném modelu inverzniho kyvadla. Pro
tyto ucely byla pevné zafixovana poloha voziku, aby se nemohl pohybovat. Diky tomu bylo dosazeno
shody s odvozenym matematickym modelem pracujicim se vstupem v podobé zrychleni voziku. Tento
vstup byl po celou dobu méfeni diky fixaci nulovy. Pokud by poloha voziku nebyla mechanicky
udrzovéna na konstantni hodnoté, béhem méfeni by se vozik mohl pohybovat, aniz by na n¢&j pusobil
aktuator, pfipadné by podle méteni polohy voziku dochédzelo ke zméndm vstupni veliCiny (ptisobeni
aktuatoru) tak, aby se zamezilo pohybu voziku. Tato kompenzace by vSak nebyla dokonald, napiiklad
kviili rozliSeni senzort pouzitych na modelu kyvadla. Tim pddem by muselo byt ur¢ovano také zrychleni
voziku a posléze zapocteno do pohybové rovnice ramene kyvadla. Pii fixaci voziku je mozné Cleny
obsahujici vstup u vynechat, jelikoz je nulovy. Béhem méfeni bylo rameno kyvadla ru¢né vychyleno ze
spodni ustalené polohy do blizkosti horni nestabilni ustadlené polohy, uvolnéno, a poté byl meten proces
jeho opétovného ustaleni, ktery je dale oznacovan za volny pad kyvadla. Vysledkem méteni byly
prabéhy stavovych veli¢in x4 a x,, tedy polohy a tthlové rychlosti ramene kyvadla. Tyto trajektorie byly
zaznamenany s periodou méfeni 2 ms. Program pro interakci s redlnym modelem kyvadla byl vytvotfen
v prostiedi REXYGEN Studio a pozdé¢ji pouzit také pro realizaci fizeni. Vysledna exekutiva je
provozovana na miniaturnim jednodeskovém pocitaci Raspberry Pi, ktery je doplnény o 32bitovy
mikrokontrolér ARM pro realizaci pokroc€ilého vstupné vystupniho rozhrani. Bliz$i popis tohoto fidiciho
systému bude uveden v dalSich podkapitolach popisujicich realizaci fizeni, zaroven byl také uveden pfi
vyuziti prosttedi v ramci publikaci [TD1], [TD3], [TD6] nebo [TD9]. Jednou z vyhod pouzitého
prosttedi REXYGEN Studio je moznost vizualizace fidiciho systému v realném case, zaznamenavani
pribéhti zvolenych veli¢in a nasledny export nasbiranych dat do souboru typu CSV.

Druhou fazi identifikace byla tvorba programu pro identifikaci parametru b na zakladé
naméfenych pribéhl. K tomuto Gcelu byl pouzit program Matlab. Samotna identifikace je realizovana
v podobé¢ optimalizace. Jedna se o tlohu nelinearniho programovani (statickou optimalizaci), do které
jako proménna vstupuje pouze koeficient tfeni b, jehoz hodnota ma byt uréena. V ramci jedné iterace
této procedury se provadéji nasledujici kroky:

e Dojde ke zvoleni hodnoty koeficientu b. Tato ¢ast je feSena samotnou funkci pro vypocet
optimalizace. Pro tento ucel byla pouzita funkce finincon.

e Za pomoci numerického modelu (detailni popis bude uveden v dalsi ¢asti textu) vyuzivajiciho
¢tyftbodovou metodu Runge-Kutta je vypoctena odezva matematického modelu se zvolenym
koeficientem tfeni b na pocatecni podminky shodné se stavem realného kyvadla v dobé jeho
uvolnéni a zahajeni volného padu. Tento krok ve své podstaté odpovida tloze IVP (initial value
problem).

e Zvoleny koeficient b je ohodnocen na zakladé odlisnosti vypoctené odezvy matematického
modelu a naméfenych pribéhi, pricemz se vyuziva pouze prubc¢hu uhlu ramene inverzniho
kyvadla x;:

63



N
] = Z(xlreal [i] - xlmodel[i])z- (114)
i=0

Tato odchylka, kterd slouzi jako hodnota ucelové funkce, je vypoctena jako suma kvadratu

rozdilu danych prabéht v kazdém casovém okamziku (respektive pro kazdy z namétenych N

vzorki) (114). Cely proces miizeme nazvat metodou nejmensich ¢tverca.
Popsané kroky jsou implementovany jako jedna funkce, ktera slouzi pro vypocet hodnoty ucelové
funkce a kterou pouziva fmincon. Na zaklad¢ této hodnoty algoritmus pro vypocet optimalizace méni
hodnotu koeficientu b tak, aby bylo nalezeno minimum ucelové funkce. Pfi feSeni ulohy nelinearniho
programovani je mozné zadavat omezujici podminky v riizné podobé¢. Pro uréeni koeficientu tfeni byly
vyuZity pouze meze uréujici interval hodnot (10™%; 1), na kterém je koeficient hleddn. Funkce fimincon
vyzaduje také uvedeni pocatecniho odhadu, pro ktery musi byt mozné vypocitat hodnotu ucelové
funkce. Jeho hodnota byla zvolena jako maximalni mozna hodnota koeficientu tieni, tedy 1. Pfi pouziti
funkce fimincon neni zajisténo nalezeni globalniho minima, ale pouze minima lokalniho. Tim padem
muze feSeni uvaznout na vysledku, ktery zdaleka neni spravny, chovani modelu neodpovida namétenym
prabéhtim. Z tohoto divodu byla pti identifikaci pouzita varianta hleddni globalniho minima
GlobalSearch, kterou program Matlab nabizi. Pracuje s lokalnim fteSi¢em fmincon, ktery spousti
opakovang s riiznymi poc¢atecnimi body, které se urcuji na zaklad¢ prvniho hledani lokalniho minima.

naméfend data
odezva modelu

X, (rad)

t(s)

Obrazek 23 - Prib&h naméfenych dat a odezvy modelu pro stavovou veli¢inu xi

Popsand procedura pro identifikaci parametru tfeni z prabéhi naméfenych na redlném modelu
inverzniho kyvadla byla nejprve otestovana na datech vygenerovanych v ramci simulace v prostiedi
Simulink se zvolenym parametrem tfeni b. Vysledna identifikovand hodnota z optimaliza¢ni procedury
byla shodna. Poté byla pouzita data z realného experimentu s pocate¢nim stavem x(0) = [5,8015; 0],
coz témef odpovida horni poloze 2m, a 30027 vzorky s periodou méfeni 2 ms. Délka dat tedy byla
priblizné 60 sekund. Identifikovany koeficient tfeni b mél hodnotu 0,0805. Cely proces identifikace byl
provadén opakované s riznymi naméfenymi pribehy s odlisnym poc¢atecnim stavem a celkovou délkou.
Souhrn nekolika vysledkl optimalizac¢niho algoritmu zachycuje nasledujici tabulka.
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Tabulka 1 - Vysledky optimalizaéni procedury pro identifikaci koeficientu tfeni pro rizna vstupni data

. Identifikovany

Pocet vzorki x1(0) x,(0) Koeficient by
30027 5,8015 0 0,0805
6829 0,1902 0 0,0850
8138 3,4024 -0,1096 0,1183
2913 5,8015 0 0,0832
4612 1,8623 0,3068 0,0589
2186 1,8623 0,3068 0,0529
3001 4,7001 -1,5340 0,0641
37760 0,0798 0 0,0882

Z tabulky s vysledky je patrné, Ze pti pouziti namétenych prabeéhi s vétsi délkou, fadove desitky sekund,
je vysledna hodnota koeficientu b podobna. Pro kratsi tseky dat véetné vyiezii z delSich métfeni nabyva
identifikovany koeficient tfeni vice rozdilnych hodnot. Pii pouziti téchto hodnot (0,0529 nebo 0,1183)
v modelu inverzniho kyvadla a porovnani prubéhd z pfislusného numerického modelu s dlouhymi
prabéhy z realného méfeni je odchylka modelu daleko vétsi nez pii pouziti koeficientu tfeni ptiblizne
0,08.

Pro dal$i vyhodnoceni naméfenych dat byla identifika¢ni procedura rozsifena dvéma zplisoby.
Zakladni mySlenka obou variant je shodné — z naméfeného priubéhu s velkym poctem vzorkil bude pro
optimaliza¢ni proceduru vybran pouze urcity usek dat, takzvané okno, ktery se bude ménit. V prvnim
ptipadé bylo pouzito okno s pevnou délkou 4000 vzorkd (odpovida ¢asové délce 8 s), které se postupné
posouvalo s krokem 500 vzorkd pres cely namétfeny interval. Druha varianta pracovala s oknem o
proménné délce, jehoz zacatek byl shodny s pocatkem naméreného prubéhu. Délka okna v prvni iteraci
byla 1000 vzorkli a v kazdém kroku se zvétSovala o 100 vzorkd. Vysledy pro obé¢ varianty pro dva
méfené prubehy jsou zachyceny v grafech na obrazcich 24 a 25.

—~ 0.2
) data 1

~

o]

015

011

0.05

0 10 20 30 40 50
posun okna (s)

Obrazek 24 - Koeficient b pfi pevné délce posouvajiciho se okna
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0.08

Obrazek 25 - Koeficient b pii proménné délce okna se spolecnym pocatkem

V ptipadé posouvajiciho se okna (obrazek 24) je vysledek pro oba pouzité pribéhy métenych dat velmi
podobny. Hodnota koeficientu b se nejprve pohybuje kolem 0,8. Nejprve lehce klesa a ptiblizné od
pulky grafu vyrazné roste. Pii uvazovani Stribeckovy kfivky pro zavislost koeficientu tfeni na thlové
rychlosti kyvadla, ktera bude popsana v nasledujici podkapitole, je mozné odiivodnit charakter prib&ht
z obrazku 24. V prvni ¢asti pfrevazuje v méfenych datech pohyb kyvadla oproti fazim, kdy je rameno
vychyleno s maximalni amplitudou a jeho thlova rychlost je v daném okamziku nulova. Postupné se
snizuje jeho maximalni uhlova rychlost a proto hodnota koeficientu b mirn¢€ klesa. V druhé ¢asti pribehu
zacCinaji prevladat faze s nulovou thlovou rychlosti a jeji maximalni hodnota je také vyrazné nizsi. Kvuli
tomu hodnota koeficientu tfeni roste.

Pocate¢ni velikost okna pro variantu, kdy dochazi k jeho zvétSovani, byla zvolena tak, aby
vybrand data obsahovala alespont jedno celé¢ zhoupnuti kyvadla (dva prichody spodnim ustalenym
stavem). Kratsi pritbéh se pro identifikaci projevil jako nevhodny. I tak je mozné si v§imnout rozdilnych
charakterti pocatecnich ¢asti pribéhi koeficientu tfeni na obrazku 25. Dalsi ¢ast obou kiivek vykazuje
velmi podobné vlastnosti, kdy ob¢ klesaji s téméf shodnym sklonem. Se zvétSujicim se oknem a tedy
délkou pribéhu pouzitého pro identifikaci ptibyva v téchto datech isekli s mensi uhlovou rychlosti,
muizeme fici, Ze prumernd uhlova rychlost ramene kyvadla postupné klesa. Tim je ovlivnéna hodnota
vysledného koeficientu tfeni. Faze pohybu kyvadla s nulovou thlovou rychlosti v tomto piipade
nepievladaji, na rozdil od ptedchozi varianty s posouvanym oknem. Rozdil v posunuti obou kiivek je
pravdépodobné zpiisoben Casovym odstupem mezi méfenimi obou pouzitych prabéhti, kdy mohlo dojit
ke zméné okolnich podminek, které pohyb kyvadla ovlivnily.

Po celkovém posouzeni vysledki a shody modelu s namétenymi daty byla kone¢na konstantni
hodnota koeficientu teni b zvolena 0,0805. Model inverzniho kyvadla s timto parametrem dosahoval
nejlepsi shody s métenymi prubéhy na celém rozsahu méfeni, tedy pii pohybu kyvadla s velkou i malou
vychylkou ze spodni ustalené polohy, jak je patrné z obrazku 23.

5.2.2  Proménny koeficient tfeni
Ackoliv se chovani modelu s ur¢enym koeficientem tfeni b vyrazné shoduje s naméfenymi daty,
v urcitych oblastech pfi porovnani s dlouhym naméfenym prubéhem dochazi stale k odliSnostem, viz
obrazek 23 v useku 9 az 20 sekund a pak od 30 sekund dale. Jak se ukazalo pfi identifikaci koeficientu
tfeni, jeho hodnota zavisela na pouzitych naméfenych datech a vykazovala urcité obdobné zmény pro
podobné naméfené pribehy. Z tohoto ditvodu bylo pfistoupeno k predpokladu, Ze koeficient teni
nemusi byt konstantni, ale mize byt proménny.

Zakladem pro dal$i uvahy je Stribeckova kiivka (viz obrazek 26). Ta popisuje zavislost
koeficientu tfeni na rychlosti pohybu naptiklad v kulickovych loziscich s mazanim. Rychlost pohybu
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mize byt v grafu nahrazena také kombinaci rychlosti, viskozity a tlaku. Kiivka ma tfi zadkladni Casti. Pti
nizké rychlosti pohybu nabyva koeficient tfeni vysokych hodnot a mluvime o takzvaném meznim tfeni.
Pti zvySovani rychlosti dochézi k vyraznému poklesu koeficientu tfeni. Tato oblast je oznacovana jako
usek smiseného treni. Dalsi zvedani rychlosti vede k téméf linedrnimu pozvolnému nardstu koeficientu
tfeni, nachazime se v oblasti hydrodynamického tfeni. Pro identifikaci koeficientu tfeni b, ktery
uvazujeme v rotaénim spoji ramene kyvadla a voziku, bude brana v potaz pouze jeho zavislost na thlové
rychlosti pohybu ramene. Jednotlivé varianty algoritmu pro identifikaci byly testovany na dvou
naméfenych sadech dat. Jedna se o zaznamy métené na delSich ¢asovych usecich, které zachycuji pohyb
kyvadla pti padu ze stavu blizkého horni ustalené poloze az k ustaleni ve spodni poloze, ptipadné témet
ustéaleni. Jedna se o stejna data, na kterych byly testovany varianty identifika¢niho algoritmu pracujici
s oknem pro vybér urcitého useku dat. [39][40]

o (rad-s™)
Obrazek 26 - Stribeckova kiivka popisujici zavislost koeficientu tfeni na rychlosti

Prvni varianta pracujici s proménnym koeficientem tfeni je zaloZzena na nahrad¢€ zavislosti koeficientu
b na thlové rychlosti x, parabolou, jejiz parametry jsou urCovany v ramci optimaliza¢niho algoritmu.
Ten se od piedchozi podoby, kdy se ur¢oval konstantni koeficient tfeni, 1i§i pouze v poctu proménnych
vstupujicich do optimalizace a urc¢eni koeficientu tieni b v ramci vypoctu odezvy numerického modelu.
V zavislosti na velikosti thlové rychlosti x, v aktudlnim ¢asovém okamziku je pomoci aproximacni
paraboly vypocten pro tento stav koeficient tieni. Pfi jeho ur€ovani nezalezi na sméru thlové rychlosti,
pouze na jeji velikosti. Zamérem pii pouZiti této varianty bylo aproximovat pouze tfeti tsek Stribeckovy
ktivky a zanedbat prvni dva tseky.
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Obrazek 27 - Zavislost koeficientu b na tthlové rychlosti pro variantu s aproximaci parabolou
Pti aplikaci popsané varianty na dvé rozdilné sady dat byly ziskany odlisné prubéhy zavislosti
koeficientu tfeni na uhlové rychlosti, které jsou na obrazku 27. Zatimco pro prvni sadu algoritmus
potlacil prvni dva tGseky Stribeckovy kiivky, jak bylo zamysleno, u druhé sady jde vidét tendence
aproximovat parabolou tuto kiivku celou. Diivodem miize byt predevsim skutecnost, ze druha sada dat
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byla métena az do uplného ustaleni kyvadla. V obou piipadech byl v algoritmu pouzit pouze lokalni
resi¢ optimalizace, jelikoz pouziti globalniho nemélo témét vliv na urcené koeficienty aproximacni
paraboly. Odpovidajici porovnani naméfenych prubéhi veli¢iny x; pro obé sady dat s pribéhy
ziskanymi z numerického modelu jsou v ptiloze B.a.

V druhé varianté byla zavislost koeficientu tfeni na rychlosti rozdélena na nékolik usekt, na
kterych byla nahrazena kubickou funkci. Vektor proménnych vstupujicich do optimalizace byl sestaven
z koeficienti téchto funkci. Uloha byla v tomto piipadé doplnéna také o omezujici podminky. Zajistuji,
aby na sebe jednotlivé useky zavislosti navazovaly, rozdil mezi koncovou a po¢atecni hodnotou po sobé
jdoucich usekt musi byt nulovy, jelikoz tyto hodnoty odpovidaji stejné velikosti thlové rychlosti. Také
derivace aproximacnich polynomt v téchto bodech musi byt shodna, aby byla vysledna zavislost
hladkou funkci. Tato varianta vypoctu byla testovana opét na dvou sadach dat, nejprve s délenim na
intervaly o délce 1 rad-s™! a poté na intervaly o délce 0,2 rad-s'. Maximalni hodnota tthlové rychlosti,
ktera se vyskytuje v hledané zavislosti, byla zvolena 14 tak, aby byla vétsi nez maximalni hodnoty
velikosti tthlové rychlosti z naméfenych prubéhii (maximum z absolutni hodnoty veli¢iny x,).

data 1]
a data 2

2 4 6 8 10 12 14

0 2 4 6 8 10 12 14
o1
X, (rad's™)

Obrazek 28 - Zavislost koeficientu b na uhlové rychlosti pro variantu s aproximaci kubickymi funkcemi na intervalech
s délkou 1 rad-s’!

Tvar ur€enych zavislosti koeficientu tfeni na velikosti uhlové rychlosti se podoba Stribeckové kiivce.
Pro velmi nizké hodnoty rychlosti je koeficient tfeni pomérné vysoky, avSak prudce klesa. Pro vyssi
rychlosti se pohybuje okolo hodnoty 0,1. Konkrétni parametry charakteristik uréenych zobou
naméfenych pribéhi pro interval thlové rychlosti 1,3 az 13,3 rad's jsou uvedeny v tabulce 2. Tento
interval rychlosti byl zvolen tak, aby parametry nebyly ovlivnény pocateCnim usekem u obou
charakteristik ani koncovym usekem u prvni charakteristiky. Na ném je viditelny prudky pokles
koeficientu tfeni. Pravdépodobné je zptisoben skutecnosti, Ze maximalni velikost thlové rychlosti
v prvni sadé dat byla 13,4114 rad's" a tudiz pro vyssi rychlost nebyla k dispozici zadna data, podle
kterych by se zavislost ur¢ovala. U druhé sady dat je toto maximum 13,8058 rad-s™.

Tabulka 2 - Parametry zavislosti koeficientu tfeni na tthlové rychlosti pro interval 1,3 az 13,3 rad's! s intervaly o délce
1 rad-s!

dad Minimalni Maximalni Primérna
Sada dat hodnota b hodnota b hodnota b
1 -0.2696 0.5037 0.0752
2 -0.0243 0.3285 0.0931
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o1
X, (rad's™)

Obrazek 29 - Zavislost koeficientu b na tthlové rychlosti pro variantu s aproximaci kubickymi funkcemi na intervalech s
délkou 0,2 rad-s’!

Pti vyuziti kratSich intervald se vysledné zavislosti koeficientu tfeni na thlové rychlosti opét blizi svym
tvarem Stribeckové kiivce. VEtSi pocet intervalll zplsobil Cetnéjs$i kmitani zavislosti okolo pifimkové
aproximace, nicmén¢ jejich vzdalenost od této pomysiné piimky se snizila. To dokladaji parametry
uvedené v tabulce 3.

Tabulka 3 - Parametry zavislosti koeficientu tfeni na tthlové rychlosti pro interval 1,2 az 13,2 rad's! s intervaly o délce
0,2 rad-s™!

Minimalni Maximalni Primérna

Sada dat hodnota b hodnota b hodnota b
1 -0,0756 0,2697 0,0750

2 -0,1170 0,3236 0,0919

Pfi porovnani parametrti v obou tabulkach je patrné, ze pro stejnou sadu dat je primérnd hodnota
koeficientu tfeni b na intervale, ktery odpovida teti ¢asti Stribeckovy kiivky, témét stejna. V hor§im
piipadé (u druhé sady) je odchylka téchto hodnot ptiblizné 1,3 %. U obou variant vypoctu, tedy pro delsi
1 kratsi intervaly, byl pouzit globalni fesi¢ optimalizacni tlohy, jelikoz lokalni nenalezl pozadovanou
zavislost. Parametry kubickych polynomt, které vstupovaly do optimalizace, byly omezeny na rozsah
hodnot -10 az 10. Grafy porovndvajici pribéh naméfenych veliiny x; a sprubéhem ziskanym
z numerického modelu pro obé€ varianty i ob¢ sady dat jsou v ptiloze B.b a B.c.

Treti varianta algoritmu pro identifikaci proménného koeficientu tfeni vychazi z predchozi. Na
zakladé jejich vysledkl probéhly urcité zmény. V oblasti tfetiho useku Stribeckovy kiivky byly
zavislosti koeficientu tfeni na uhlové rychlosti vyrazné zvinéné. Z tohoto diivodu byl tisek do rychlosti
1,6 rad's™ rozdélen na vice intervald a zbyvajici usek tvofil pouze jeden interval, na kterém je
charakteristika aproximovana pouze jednim kubickym polynomem. Diky tomu bylo odstranéno zvInéni
v této oblasti. Tato varianta byla testovana s rozdélenim prvniho tseku (do 1,6 rad-s™) na 4 intervaly.
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Obrazek 30 - Zavislost koeficientu b na thlové rychlosti pro variantu s aproximaci kubickymi funkcemi na 5 nepravidelnych
intervalech

Ve treti Casti ziskanych zavislosti za¢inaji mit s rostouci thlovou rychlosti obé kiivky stejny tvar, pouze
jsou posunuty o konstantni hodnotu. Pro obdrzeni relevantniho vysledku byl opét pouzit globalni fesic.
Pocate¢ni odhad parametrti kubickych polynomt byl tentokrat zvolen tak, aby celd charakteristika
tvorila konstantni zavislost s hodnotou 0,08, respektive 0,088 v zavislosti na pouzité sad¢ dat. Tyto
hodnoty vychazely z konstantnich koeficienti tfeni b identifikovanych pro kazdou sadu. Omezeni
parametrd polynomt bylo shodné jako u pfedchozi varianty, pouze parametry posledniho polynomu
byly omezeny vyraznéji, a to na interval 0 az 1. K tomuto omezeni bylo pfistoupeno kvuli zavedeni
explicitni znalosti tvaru pozadované charakteristiky a zmenSeni oblasti hledani feSeni. Vysledné
porovnani naméfenych pribéhi a odezvy z numerického modelu pro obé€ urcené zavislosti koeficientu
tfeni na uhlové rychlosti jsou v pfiloze B.d.

Piedchozi varianty se svym charakterem podobaly metod¢ piimé kolokace pro feseni tlohy
hledani optimalniho fizeni — urcity prubéh byl rozdélen na jednotlivé intervaly, které jsou nasledné
aproximovéany polynomem, a v omezujicich podminkéch se zajistuje jejich navaznost. Ctvrta varianta
byla zaloZena na podobnosti s metodou piimé transkripce. Zavislost koeficientu tfeni na thlové rychlosti
byla nahrazena pouze diskrétnimi body s pevnymi rozestupy na ose uhlové rychlosti, jejichz hodnoty
tvorily vektor vstupujici do optimalizace. Na intervalech mezi diskrétnimi hodnotami je koeficient tfeni
urcen na zaklad¢ linearni interpolace. Tato varianta neobsahuje Zadné omezujici podminky.

— 10 T
' data 1
z data 2
8
6 H
4 H
2 H
0 A/\A/\MA\ AA’\AAM.A. Aot M ASINA - aAd A.A\A\AAALAAIA A

0 2 4 6 8 10 12 14
o1
X, (rad's™)
Obrazek 31 - Zavislost koeficientu b na tthlové rychlosti pro variantu s nahradou diskrétnimi hodnotami

Urcené zévislosti koeficientu tfeni na thlové rychlosti opét tvarem pifipominaji Stribeckovu kiivku,
avSak v jejim tetim useku neni jejich prubéh zdaleka hladky. Pouzity zplsob vypoctu vedl k velmi
proménnému tvaru, ktery obsahuje fadu piku. Jelikoz neni tento tvar omezovan podminkami na hladkost
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charakteristiky, je shoda odezvy numerického modelu s namétenymi daty velmi vysoka, viz pfiloha B.e.
U zavislosti ziskané z prvni sady dat je mozné opét pozorovat prudky nardst u nejvyssi thlové rychlosti,
ktery je pravdépodobné opét zptisoben nepiitomnosti takto vysokych métenych hodnot v datech. Tato
varianta vypoctu vyuziva globalni fesic. Jednotlivé diskrétni hodnoty byly omezeny na rozsah 0 az 10.

Posledni varianta algoritmu spojuje urcité vlastnosti z téch predchozich. Hledana zavislost
koeficientu tfeni na thlové rychlosti je aproximovana nékolika pfimkovymi tseky. Pro malé hodnoty
uhlové rychlosti je pouzito nékolik kratkych usekd, aby mohlo byt dosazeno tvaru Stribeckovy kiivky,
pro vyssi uhlové rychlosti je pouzit jeden tisek. Vektor hodnot vstupujicich do optimalizace je tvotfen
hodnotami v bodech zlomu mezi pfimkovymi Gseky. Neni tedy zapotiebi fesit jejich navaznost. Zaroven
také obsahuje hodnoty uhlové rychlosti, pii kterych dochazi k témto zlomtim. Délky jednotlivych useki
tedy nejsou pevné stanovené. Celou situaci zobrazuje nakres na obrazku 32, vektor hodnot vstupujicich
do optimalizace je popsan vztahem

zZ = [bl,bz,b3,b4,w2,Aw3]. (115)

[©,,b,]

[('Omax!b4]

>

X, (rad-s™)
Obrazek 32 - Obecné znazornéni tvaru hledané charakteristiky slozené z ptimkovych usekt

Maximalni hodnota uhlové rychlosti, ktera je na grafu zobrazeném na obrazku 32 oznacena w;, ., byla
urcena pro ruzné sady naméfenych dat samostatné jako nejvyssi hodnota tthlové rychlosti zaokrouhlena
nahoru na desetiny rad-s™'. Na zaklad& vysledkt z ptedchozich variant byly navic omezeny intervaly
hodnot, na kterych jsou hledany jednotlivé diskrétni body zlomu, viz nésledujici vztahy:

limityym; = [80 800,15 0,15 1,5 1,5],

(116)
limitsyoqn; = [00000,010,0001].
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Obrazek 33 - Zavislost koeficientu b na thlové rychlosti pro variantu s aproximaci ¢tyfmi pfimkovymi useky

Ziskané zavislosti tvarem odpovidaji Stribeckové kiivce, nicméné to bylo zajisténo jiz ptedem volbou
limitt. Hodnoty koeficientu tfeni na tGsecich v okoli nulové thlové rychlosti dosahuji velmi vysokych
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hodnot, jejichz dosazeni bylo umoznéno volbou vysokého horniho limitu. Posledni isek se jiz pohybuje
v okoli predpokladané hodnoty 0,08 az 0,09. Opét je patrné, Ze charakteristika pro druhou sadu
naméfenych dat dosahuje lehce vySsich hodnot koeficientu teni. Pro feSeni optimalizace byl pouzit
lokalni fesi¢. Zavedena omezeni zpusobila, Ze je jeho pouziti dostacujici. Pfi testovani této varianty
s globalnim feSiCem bylo dosazeno shodnych vysledki. Pribéhy stavovych veli¢in ziskané
z numerického modelu dosahovaly velké shody s naméfenymi prubéhy, viz piiloha B.f.

V ramci uvazovani proménného koeficientu tfeni b bylo vyzkouSeno né€kolik variant
optimaliza¢niho algoritmu pro identifikaci jeho konkrétni zavislosti na velikosti thlové rychlosti, se
kterou se rameno inverzniho kyvadla pohybuje oproti voziku. Zakladem pro tvorbu téchto variant byla
Stribeckova ktivka, ktera obecné popisuje tuto zavislost u riznych téles, naptiklad u lozisek, ktera jsou
mazana. Jednotlivé varianty tvar této kiivky kopirovaly, avSak nékteré byly zatizeny kmitdnim
charakteristiky nebo ptitomnosti velkého mnozstvi skokli okolo pfedpokladaného tvaru. Oproti ptipadu,
kdy byl uvazovan konstantni koeficient tfeni, bylo dosazeno jesté vétsi shody prubéhi stavovych velicin
z numerického modelu a pribéhii naméfenych na redlném modelu inverzniho kyvadla. Pro dalsi
zptesnéni urceni hledané zavislosti by bylo pravdépodobné zapotiebi méfit priabeéhy na redlném modelu
s vy$8im rozliSenim, v aktualni podobé¢ je model osazen inkrementalnimi enkodéry s rozliSenim 4096
pulzii na jednu otocku. Cela ¢ast pracujici s proménnym koeficientem tfeni byla tvoiena predevsim pro
ovéreni, zda tento predpoklad vede na lepsi shodu modelu, coz bylo potvrzeno. Shoda pfi pouziti
konstantniho koeficientu je vSak sama o sob¢ velkd, predevsim u ¢asove kratkych d&jt. Vypocty fizeni
budou mit délku fadove sekundy, proto bude dale v praci pouzivan konstantni koeficient tfeni, aby nebyl
matematicky model zbyte¢né komplikovany. Navic tim bude zajisténa jeho vyssi prehlednost.

5.3 Numericky model inverzniho kyvadla

Diskrétni model systému inverzniho kyvadla vyuZzivajici ur¢itou numerickou metodu byl vytvaien kvli
dvéma zékladnim uceltim, pro pouziti béhem navrhu fizeni a stavovych trajektorii a pro nasazeni v ramci
simulaci. K navrhu fizeni byl pouzivan program Matlab, v némz byl také diskrétni model realizovan.
Tyto vypocty byly provadény offline, tedy diive, nez byly nasazeny na realny systém, proto zde nehrala
prilis roli ¢asova naroc¢nost vyhodnocovani modelu. Dillezitym parametrem byla pfesnost aproximace
chovani spojitétho modelu, potazmo realného systému. Délka navrhovaného fizeni se pohybovala
v ramcei sekund, coz také ovliviiuje pozadavky na shodu se spojitym modelem, jelikoz k odchylkam
Casto dochazi az pii pouziti numerického modelu v del$im ¢ase kvili kumulaci chyb. Kromé navrhu
fizeni, konkrétné¢ pomoci piimych metod, byl model pouzit v programu Matlab také pii identifikaci
koeficientu tfeni, ktery byl popsan v ptedchozi podkapitole.

Primarnim ucelem pro pouziti simulaci bylo ovéfeni funkcnosti navrzeného fizeni a to jak
doptedné ¢asti, tak zpétnovazebniho regulatoru. Byla tak verifikovana funk¢nost celé fidici struktury.
Takovéto overeni je mozné provadét prvné v offline simulaci, nicméné dal$im vhodnym krokem je
presun k simulacim v redlném Case. Pro jejich tvorbu byl pouzit program REXYGEN Studio, ve kterém
bylo pozdg€ji implementovano také samotné fizeni pouzité na realném modelu inverzniho kyvadla.
Vyvojové prostiedi REXYGEN Studio od spole¢nosti REX Controls je zaméfené na vytvareni real-time
systému a jejich nasazeni na samostatné HW platformy. Jedna se o grafické prostiedi, které je podobné
Simulinku. V rdmci tohoto prostfedi byly vytvofeny real-time simulace typu SIL a poté také PIL.
V jejich ptipad€ je podstatna nejen presnost aproximace chovani spojitého modelu, ale také Casova
naroc¢nost vyhodnocovani numerického modelu. Délka vypoctu stavu systému v novém Case musi byt
minimalné krat$i nez perioda, se kterou je vypocet spoustén. Celd problematika s porovnanim piesnosti
modell zalozenych na riznych numerickych metodach byla publikovana v ¢lanku [TD9].
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Implementace mtze byt v obou prostfedich velmi podobna, pouze s rozdily danymi syntaxi
pouzitého programovaciho jazyka. V ramci jedné funkce je zachycena dynamika systému v podob¢
stavovych rovnic. Vstupem do této funkce jsou hodnoty stavovych veli¢in x a fidici veli¢iny u,
vystupem hodnoty stavovych rovnic x’. Tato funkce je dale pouzita v diskrétnich modelech
vyuzivajicich Eulerovu metodu i ¢tyfbodovou metodu Runge-Kutta.

function [f] = derivs(x, u)

b=0.0805;

1=0.15;
g=9.81;

dxl = x(2);

dx2 = 3/4*g/l*sin(x (1)) + 3/4*1/1*u*cos(x(1l)) - b*x(2);
dx3 = x(4);

dx4 = u;

f = [dxl;dx2;dx3;dx4];

end
Varianta zalozend na Eulerové metod¢ vold uvedenou funkci pro vypocet hodnot stavovych velic¢in
v novém case (nasledujicim ¢asovém okamziku) pouze jednou. Hodnoty stavovych rovnic pro aktualni
stav urcuji smérnice jednotlivych stavovych veli¢in v tomto Case. Na zaklad¢ velikosti periody, se kterou
je model vyhodnocovan, aktualniho stavu a urCenych smérnic se vypocte hodnota stavii systému
v nasledujicim cCase.

k = derivs(x last, u last);
X new = x_last + k*T;

Pfi vyhodnocovani modelu vyuzivajiciho metodu Runge-Kutta je v kazdé iteraci volana funkce pro
vypocet hodnot stavovych rovnic Ctytikrat. To je dano skutecnosti, Ze se jedna o ¢tytbodovou metodu.
Hodnota stavii systému v nasledujicim ¢asovém okamziku je poté vypocétena na zakladé vazeného
priméru smérnic stavovych veli¢in uréenych ve Ctyfech bodech, které jsou definovany pouzitou
numerickou metodou.

kl = derivs(x last, u last)';

k2 = derivs(x _last + T*kl/2, u mid)';

k3 = derivs(x_last + T*k2/2, u mid)';

k4 derivs (x_last + T*k3, u new)';

X new = X last + T/6* (k1 + 2*k2 + 2*k3 + k4);

U tohoto numerického modelu se v jednotlivych krocich vypoctu pouzivaji hodnoty fizeni pro dany Cas,
tedy pro cas t, ze kterého se vychazi, pro novy ¢asovy okamzik t + T, v némz maji byt ur¢eny hodnoty
stavil, a pro ¢as t + T /2 v poloviné periody, se kterou je model vyhodnocovan. Pokud je numericky
model pouzit pfi navrhu fizeni pfimymi metodami, kde se vyuziva pro ovéfeni souladu zvolenych
stavovych trajektorii a fizeni se systémem, jsou v§echny vzorky fizeni k dispozici a hodnota v poloving
periody se urci z linearni interpolace, tedy jako primeér dvou po sobé jdoucich hodnot. V piipadé
simulaci v redlném Case je zapotfebi uvazoval, Ze vyhodnoceni numerického modelu za¢iné ptivedenim
nové hodnoty fidiciho signalu u(t + T) do modelu, a pro dany cas se urcuje hodnota stavii. Vypocet
poté probiha shodné s popsanym postupem, jelikoz je mozné urcit vSechny tfi potfebné hodnoty fidiciho
signalu. V nékterych ptipadech je mozné se setkat s implementaci, kterd uvazuje na vstupu modelu
tizeni u(T). Poté se ve vypoctu vSechny tfi hodnoty fizeni shoduji, jelikoZ neni mozné urcit hodnoty
z budoucnosti.
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Na zéklad¢ experimentil byla v prostfedi REXYGEN Studio pouZita odliSna implementace.
Namisto volani funkce obsahujici dynamiku systému jsou vSechny kroky vypoctu rozepsany. Tento
pfistup vede pfedevsim v ptfipadé modelu pouzivajiciho metodu Runge-Kutta na nutnost vyuzit vétsi
pocet proménnych, avS§ak vyrazné v daném prostiedi snizuje Casovou naro¢nost vyhodnoceni modeld.

Pti pouziti numerickych modelt ve spojeni s fidici strukturou se dvéma stupni volnosti, ktera
ma uzavienou zpétnovazebni cast, kompenzuje regulator odchylky modelu od navrzenych trajektorii.
Tim padem i neptesny model vykazuje spravné vysledky, jelikoz chyby, které by se kumulovaly v case,
jsou hned pfi vzniku potlaceny (viz ptiloha C). Z tohoto ditvodu byla pro verifikaci numerickych modelil
pouzita jejich simulace v oteviené smycce. Konkrétné se jedna o nefizeny sesvih kyvadla z blizkého
okoli horniho ustaleného stavu a nasledné tlumené kyvani. Porovnavani modelli vyuzivajicich jiné
numerické metody a posouzeni jejich vlastnosti bylo provadéno v prosttedi REXYGEN Studio.
Jednotlivé modely byly pfipraveny pro moznost pouziti v real-time simulacich a byla posuzovéna také
Casova narocnost jejich vyhodnoceni pti dané implementaci. Cely program byl provozovan s periodou
2 ms, se kterou je spousténo i fizeni realného modelu inverzniho kyvadla. Referencni trajektorie, se
kterymi byly porovnavany vystupy modeli, byly vygenerovani v prostfedi Simulink. Model inverzniho
kyvadla byl v tomto prostfedi vytvotfen z grafickych blokd a provozovan s pouzitim fesice zaloZzeného
na metod¢é Dormand-Prince (ODE45) s variabilni délkou kroku simulace. Jeho maximalni velikost byla
omezena na 10 ps, absolutni a relativni pfesnost byla zvolena 1076, Timto nastavenim bylo dosaZeno
vysoké presnosti daného modelu a v zasad¢ shody se spojitym modelem.

Prosttedi REXYGEN Studio umoznuje obdobné jako Simulink tvorbu modelti systému
z grafickych blokt, pomoci kterych jsou sestaveny stavové rovnice. Dany model je poté vyhodnocovan
na zékladé¢ metody, kterou pouziva samotné prostfedi. Pro ucely porovnani byl vytvofen model
inverzniho kyvadla vytvoren také v grafické podobé¢, u které se posuzovala pouze shoda prabéeht, jelikoz
Casova naro¢nost by mohla byt jen ptiblizné odhadovana.

dxd x4 3 X
s ()
[on [——wun [on [——wrun =
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3igtgtsnixt) w4
D
=
- 2
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Obrazek 34 - Model inverzniho kyvadla sestaveny v grafickém prostiedi

Pii pouziti Eulerovy metody k modelovani silné nelinearnich systémi dochazi ke vzniku vyraznych
odchylek od spojitého modelu (viz nize v porovnani prubéhi). Jednou moznosti, jak model zaloZeny na
této metod¢ zptesnit, je zmenSeni periody vzorkovani, obecné tedy snizeni periody fidiciho systému. To
je ale na realném HW limitovano jeho vykonem a omezenimi danymi pouZzitym vyvojovym prostiedim.
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Tato skuteCnost byla ale obejita upravou vypoctu, jelikoz pozadujeme pouze zpiesnéni modelu se
stejnou periodou spousténi simulace. Ve vypoctu tedy dojde ke snizeni ¢asového intervalu
reprezentovaného proménnou T oproti periodé, se kterou je provozovana simulace (tento udaj oznaéme
Ts) pres Skalovaci koeficient T = Ts/scale. Pocet opakovani vypoctu stavovych veli¢in odpovida
hodnote skalovaciho koeficientu. Jednotlivé kroky vypoctu nemuseji byt provadény v daném Case, ktery
reprezentuji. Vypocet probihd tak rychle, jak umoziuje pouzity hardware. Na vystup modelu je zapsana
az zaveére¢na hodnota, kterd ale odpovida pouziti daleko mensiho ¢asového intervalu ve vypocétu. U
tohoto modelu je ale zapotiebi vyiesit komplikaci tykajici se fidiciho signalu. Hodnoty stavii nejsou
zavislé pouze na Casovém intervale T a svych pfedchozich hodnotach, které se ziskavaji v ptedchozim
cyklu vypoctu, ale také na hodnoté fidiciho signalu ze stejného ¢asu jako hodnoty stavi, které se dosazuji
do rovnic. Blok realizujici model systému tedy dostava na vstupu hodnoty fidiciho signalu v nasobcich
periody simulace T, nicméné ve vypoctu jej potfebujeme s periodou vypoctu T. Toho dosahneme
proloZenim dvou po sobé jdoucich hodnot fidiciho signalu linearni funkci. Casovy interval mezi nimi
(odpovida periodé T) rozdélime podle parametru ,,scale‘ na ptislusny pocet useki a pro kazdy je mozné
ziskat hodnotu fidiciho signalu z pouzité linearni funkce.

i —
n-T; (n+1)Ts t

Obrazek 35 - Znazoméni ur¢ovani hodnoty fizeni uvnitt periody simulace

V kédu je situace konkrétné feSena vypoctem zmeény fidici veli¢iny v jednom mezikroku a nasledné se
v kazdém kroku cyklického vypoctu fidici signal inkrementuje o tuto zménu.

ud= (u - u_last) / samples;

ui = u last + u_d*i;
Pro tucely porovnani jednotlivych variant byl vygenerovan referencni prubéh nefizeného seSvihu
s délkou 20 s zacinajiciho vychylenim ramene kyvadla o thel 0,01 rad. Ostatni veli¢iny byly na pocatku
nulové. Po vygenerovani probéhlo také prevzorkovani dat na periodu 2 ms, ktera je pouzita v ramci
real-time simulaci. Pro tento ucel byla pouzita v prostiedi Matlab funkce interpl s prokladanim dat
spline kfivkou slozenou z kubickych polynomil. Rizeni je po celou dobu se§vihu nulové. K posouzeni
ptresnosti jednotlivych modelti byl porovnavan pribéh uhlu ramene kyvadla s referenci. Velikost
odchyleni byla ohodnocena na zakladé€ diskrétni podoby integracniho kritéria ISE:

N
] = Z[xl(n'T)_leEF(n'T)]z'T- (117)
n=0

Hodnota N byla ur€ena tak, aby bylo kritérium vypocteno na celé délce referen¢niho prubehu (20 s)
s periodou T rovnou 2 ms. Témto podminkam odpovida N rovno 10000. Vysledné hodnoty sumacniho
kritéria jsou uvedeny v tabulce 4 spolu s ¢asovou naro¢nosti modeli realizovanych v kdédu. Pro Gplnost
je vhodné poznamenat, ze uzivatelsky kod zapsany v prostfedi REXYGEN Studio je interpretovany.
Pokud by byl kompilovany, je mozné predpokladat, ze by ¢asova narocnost byla vyrazng€ nizsi.
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Tabulka 4 - Porovnani pfesnosti a asové naro¢nosti jednotlivych modeld

Model (metoda) Sumacni kritérium Casova naroénost (p1s)
Graficky model 73,1221 -
Euler 73,1405 10,616
Euler100 (scale=100) 0,0772 857,845
RK4 1,668e-12 40,296
~ 7 ; ~ 225 .
g reference Euler100 g * reference Euler100 \
\f_ 6t Euler —RK4 \f_ Euler —RK4
< X 22r
5t |
al 215+
3¢ Q ‘ 211
2 L ‘ } '
U ‘ 2.05f
1 L 4
0 : : : 2 ; ; : ;
0 5 10 15 20 18.6 18.65 18.7 18.75 18.8 18.85
t(s) t(s)

Obrazek 36 - Porovnani odezvy jednotlivych numerickych modeld pii volném padu oproti referenci na del§im ¢asovém useku
(vlevo) a v detailu (vpravo)

Z uréenych vysledki je patrné, ze graficky model (pfedevSim integracni bloky) je v prostiedi
REXYGEN Studio pravdépodobné vyhodnocovan Eulerovou metodou, jelikoz pfislusné hodnoty
sumacniho kritéria jsou témét totozné. Pti vyuziti modelu zalozeném na Eulerové metod¢, ktery pracuje
s pfevzorkovanim, je jasné viditelné dosazeni zadméru zvysit presnost modelu. Tomu sice odpovida
rovnéz zvysena ¢asova naro¢nost vyhodnoceni modelu, avSak navyseni je niz$i nez ¢isté soucin ¢asové
narocnosti zakladniho modelu s Eulerovou metodou a koeficientu ptevzorkovani. V otazce ptesnosti
byly nejlepsi vlastnosti pozorovany u modelu vyuzivajiciho C¢tyfbodovou numerickou metodu
Runge-Kutta, coz bylo predpokladano. Hodnota sumacniho kritéria je vSak o n€kolik fada nizsi nez u
ostatnich metod. Zajimavé také je, ze zatimco v pifipadé tfetiho modelu (Eulerova metoda s
prevzorkovanim) roste sumacni kritérium v ¢ase exponencialné, u modelu s metodou RK4 roste pouze
linearné. V otazce ¢asové narocnosti je vyhodnoceni tohoto modelu pfiblizné Ctytikrat delSi nez u
modelu s Eulerovou metodou, coz odpovida poctu krokti nutnych k vyhodnoceni modelu v ramci jedné
periody. Stéle je vSak ¢as 40 pus v porovnani s periodou vyhodnocovani modeld 2 ms velmi kratky.
Model zalozeny na metodé Runge-Kutta byl na zakladé vysledkti porovnani v§ech modeltl vybran jako
nejvhodnéjsi pro dalsi pouziti v ramci simulaci.
5.4 Reserse v oblasti metod pro fizeni inverzniho kyvadla

Popularita modelu inverzniho kyvadla ma za nésledek vznik fady publikaci s touto tématikou. Diky
tomu je mozné se seznamit s riznymi zpasoby fizeni a stabilizace kyvadla. Ty nejcastéjsi budou dale
uvedeny. Pro piehlednost jsou oddéleny metody pro stabilizaci inverzniho kyvadla ve vzptimené poloze
a zpusoby fizeni vySvihu.

5.4.1 Stabilizace inverzniho kyvadla
Tato problematika byva Casto feSena jako prvotni samostatna uloha, jelikoz je jednodussi, nez feseni
celého prechodu ze spodniho ustaleného stavu do inverzni polohy. Tento proces byva pii testovani na
realném modelu provadén manualné lidskou obsluhou. Vyhoda spocivad predev§im v moznosti
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linearizovat systém v pracovnim bodé, kdy je kyvadlo v nestabilnim ustadleném stavu a nepohybuje se.
Diky tomu je mozné pouZit pro stabilizaci bézné metody pro fizeni linearnich systémd.

PID regulator
Jedna se o zakladni piistup pouzivany ke stabilizaci inverzniho kyvadla. Ridici systém ma podobu
klasického zpétnovazebniho regulacniho obvodu, viz obrazek 37. Regulovanou hodnotou je v tomto
ptipadé uhel kyvadla, respektive odchylka kyvadla od vzpfimené polohy. Pozadovana hodnota je
konstantni a je rovna nule (pfi volbé soufadného systému podle obrazku 22), jelikoz ma byt inverzni

kyvadlo stabilizovano ve vzpiimené pozici.
w e

u

A
y

Yy

G

Gy

Obrazek 37 - Zakladni blokovy diagram zpétnovazebniho regulacniho obvodu

Z diive uvedeného popisu inverzniho kyvadla mize byt z rovnic (113) pro stavové veli¢iny x; a x5
sestavena prenosova funkce G pro zpétnovazebni regulacni obvod. Prvnim krokem je provést vypocet
linearizovaného stavového modelu ve vzpiimené poloze. Ta je dana pracovnim bodem

xoz[g],uozo. (118)

Stavové rovnice pro veli¢iny x; a x5 mohou byt oznaceny funkcemi f;(x,u) a f,(x,u), které jsou
vyuZziti pii linearizaci popisu:

x' = Ax + Bu,
af; af
—1<xo,uo> —(xou)| |0 1
0 0 — —b|
ﬁ(xo'uo) fz — (x0, up) 4l (119)
X1 2

s (o) 0

B = = .
fz —
—(xo.uo) 4l

Z takto linearizovaného popisu je nasledné sestavena diferencialni rovnice popisujici vztah mezi vstupni

veli¢inou u a vystupnim tthlem kyvadla x; :

X1 —x1 (1—‘? b) jl (120)
Nasledné se provadi pievod Laplaceovou transformaci a upravami se ziska ptrenos systému:
3
G(s) = . (43lg b) (121)
41

Z ptenosu systému vyplyva, ze se jednd o systém s astatismem prvniho fadu. Pro regulaci je tedy
dostacujici pouziti PD regulatoru. Vezme-li se v potaz, jakym zplsobem regulator pracuje, je mozné
dojit k zavéru, ze zpracovava jak odchylku uhlu kyvadla, tak i jeho thlovou rychlost.

Pro pouziti na redlném modelu je zapotiebi regulovat také polohu voziku, kterou je nutné
udrzovat v nulové pozici, jelikoz redlny model ma omezeny manipulacni prostor. V tomto piipadé
nemusi byt pfistoupeno k linearizaci, je mozné vyjit pfimo ze stavovych rovnic pro veliiny x5 a xj.
Jejich spojenim lze ziskat diferencialni rovnici, kterd bude popisovat regulovany systém:
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x5 = u. (122)
Po prevodu Laplaceovou transformaci do operatorové oblasti se ziska pienos tohoto systému:
1
s
Jedna se o astatickou soustavu s astatismem druhého fadu. Opét plati, ze bude dostacujici pouziti PD
regulatoru. Vysledné zapojeni celé regulacni struktury by bylo nasledujici.

w1 1, Gry |41

X1

5& u | Inverted
Pendulum| x3

W3 ’?63 > GRro Us

Obrazek 38 - Struktura fidiciho systému pro stabilizaci inverzniho kyvadla se dvéma PD regulatory

Regulacni obvod pracujici s polohou voziku je zapojeny v reverzibilnim modu (pracoval-li by
samostatné, vychyleni z nulové polohy by zvétSoval) z diivoda fazové neminimalnosti systému.

Tato problematika je popsana v fad¢ piispévku, ze starSich naptiklad [41], [42]. Objevuje se ale
1 v novéjsich popisujicich rizné modifikace, naptiklad [43], [44], [45], [46] nebo [47].

Fuzzy regulator

Zapojeni popsané v ptedchozi ¢asti 1ze obdobné pouzit i pti vyuziti dvou fuzzy regulatori obdobnych
typu PD. Tyto regulatory vyzaduji pfivést na vstup nejen pouzivanou regulacni odchylku, ale i jeji
derivaci, ktera se u konvencniho PD regulatoru vytvaii uvnitt tohoto bloku. Vystupy obou bloki se
budou opét scitat (respektive odcitat v zavislosti na realizaci regulatorti). Pfi navrhu je mozné fuzzy
regulatory a pfedevSim univerza jednotlivych proménnych ptizpisobit dané aplikaci, nebo vyuzit
normovanou podobu fuzzy regulatoru obdobného typu PD a rozsahy veli¢in na vstupu i vystupu
prizpisobit pfidanim zesileni pro zménu méfitka. Cely navrh pak spoc¢iva ve vhodné volbé téchto
zesileni. Zapojeni tidici ¢asti je zobrazeno na nasledujicim obrazku. V literatuie je mozné se s timto
pristupem setkat naptiklad v [48], [49] nebo [50]. Vlastni ndvrh, implementace a rozbor
problematickych ¢asti navrhu v€etné porovnani s jinymi metodami byly publikovany v [TD13].

FLC1 @

X1
EEL BN

X2

X3 63

FLC) @

Obrazek 39 - Usporadani fidici ¢asti slozené ze dvou fuzzy regulac¢nich ¢lenli v normovaném tvaru

LOR regulator
Stabilizace inverzniho kyvadla v inverzni poloze muze byt feSena i pomoci metod spadajicich do

X4

—24 516y

Ty

moderni teorie fizeni. Velmi Casto se k tomuto ucelu vyuziva LQR regulator, jak je mozné vidét v [42],
[46] nebo [47]. Pii navrhu se vyuziva stavovy popis inverzniho kyvadla linearizovany v hornim
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nestabilnim ustaleném stavu. Regulator je konstantni tvofeny ctyimi zesilenimi a zp€tna vazba je vedena
od vSech Ctyf stavovych velicin modelu. Problematika stabilizace v jednom bod¢ a tedy navrh
ptislusného fizeni odpovida vypoctu LQR na nekone¢ném horizontu. Zavadi se ucelova funkce (76),
kterou je nutné minimalizovat. Krom¢ vektoru stavii x a fidiciho signalu u, pfipadné obecné vektoru
fidicich signalt, se v uvedeném integralu vyskytuji matice Q a R. Jedna se o vahové matice, kterymi se
upravuje duilezitost jednotlivych veli¢in. Minimalizaci tohoto kritéria je mozné provést vypoctem
algebraické Riccatiho rovnice (77). Stavova zpétna vazba (78) je dana konstantnim regulatorem K, jehoz
hodnoty Ize urcit vztahem (79) na zaklad¢ vysledku feseni uvedené algebraické Riccatiho rovnice.
Pokud je k dispozici stavovy popis linearniho systému (respektive popis soustavy linearizované
v pracovnim bod¢), ktery ma byt fizen, je navrh a samotny vypocet LQR regulatoru pomérné
jednoduchy. V fad¢ programi pro realizaci vypocti tykajicich se problematiky fizeni je feSeni
algebraické Riccatiho rovnice implementovano v podob€ pfipravené funkce. Problematickou ¢ésti je
volba vahovych matic Q a R, kterou obvykle provadi expert na zakladé zkusSenosti a poznatkll ze
simulaci. Pti navrhu se pfistupuje k pouziti diagonalnich vahovych matic, kdy jednotlivé hodnoty urcuji
vahu pouze jedné stavové veliCiny nebo fidiciho signalu. Zménou téchto hodnot udavame, ktera veli¢ina
ma u daného fizeného systému vétsi dilezitost. Zaroven slouzi pro postihnuti rozdilu zptisobeného
pouzitim riiznych fyzikalnich jednotek u jednotlivych stavovych veli¢in (rozdil v dilezitosti odchylky
ramene 0,1 rad a odchylky voziku 0,1 m). Volba vahovych matic mize byt provedena také na zaklad¢
optimaliza¢niho vypoctu, jak bylo popsano naptiklad v [TD8] a [TD14].
Neuronova sit
Jednou z dal$ich technik spadajicich mezi nekonvencni metody fizeni je vyuziti neuronové sité (viz
[51]) pro stabilizaci inverzniho kyvadla. Tento ptistup je vypocetn€ pomérn€ narocny, coz je také jeden
z diivodu, pro¢ je rozvijen nejkratsi dobu. Umoziluje pracovat se vSemi stavovymi veli¢inami, které
slouzi k vybuzeni neuronti ve vstupni vrstvé neuronové sité. Jednotliva feSeni se mohou liSit nejen
poétem vrstev pouZité neuronové sité, ale 1 pouzitou aktivacni funkci neurond nebo celou strukturou
sité. Spolecnym tikolem vsak je naucit danou neuronovou sit’ pomoci trénovaci mnoziny do stavu, kdy
bude schopna udrzet kyvadlo ve vzpfimené poloze a reagovat na jeho vychyleni obdobné reakci ¢loveka
v této situaci.

5.4.2 Vysvih inverzniho kyvadla
Tato problematika je oproti stabilizaci naro¢néjsi, jelikoz je zapotiebi pracovat s nelinearnim modelem
a najit ptipustné fizeni, které zajisti pfechod systému mezi dvéma definovanymi stavy.

Ridici élen pro rozhoupavant
Zakladni moznosti, jak vysSvih realizovat, je postupné kyvadlo rozhoupat. Toho lze docilit napiiklad
zavedenim jednoduchych pravidel, kdy pfi prichodu spodni pozici dojde k urychleni pohybu kyvadla
pomoci aktuatoru a tim navyseni jeho energie, viz [52] a [53]. Vysledkem je zvétSovani amplitudy kmiti
az do doby, kdy se kyvadlo dostane do horni pozice. V tomto okamziku se pfepind na stabiliza¢ni fidici
¢len, ktery jiz kyvadlo v této pozici udrzi.

Existuji riizné moznosti, jak takovéto rozhoupavani realizovat. Kromé uvedenych jednoduchych
podminek je mozné také vyuzit zapojeni proporcionalniho regulatoru na stavovou veli¢inu odpovidajici
uhlové rychlosti kyvadla tak, aby umocnoval vychylku kyvadla. Tim dojde k trvalému zvySovani
rychlosti kyvadla, az se opét dostane az do horni pozice.

Provedeni vySvihu pfes rozhoupavani mize byt feSeno také sofistikovanéji. Jde o to, Ze podle
stavovych veli¢in je mozné urcit aktualni hodnotu energie samotného kyvadla, kterd se sklada
z potencidlni a kinetické slozky. Zaroven je mozné diky znalosti parametrd kyvadla uréit, jak velka
potencialni energie odpovida hornimu nestabilnimu ustalenému stavu. Béhem rozhoupavani je postupné
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navySovana pohybem voziku, respektive samotnym aktuatorem, kineticka energie kyvadla. Jakmile je
jeho celkova energie rovna energii potencialni v horni poloze, je vozik zastaven, aby mohla byt vSechna
kineticka energie kyvadla pfeménéna v potencialni. Tim je zajiSténo vySvihnuti kyvadla a poté miize
byt aktivovan stabilizaéni mechanismus. Postup je zdokumentovany v [54].

Rozhoupavani miize byt také realizovano pomoci fuzzy fidiciho ¢lenu pres nékolik IF THEN
pravidel, ktera realizuji diive popsané urychlovani kmitti kyvadla pfi prichodu spodni pozici, jak je
popséano v [50]. Vyhodou tohoto feSeni je moznost spojit rozhoupdvani se stabilizaénim ¢lenem do
jednoho regulatoru. Zminované piepnuti je realizovano pouze tim, ze uhel inverzniho kyvadla spadé do
jiné fuzzy mnoziny, ¢imz se aktivuji jina pravidla ovliviujici vystupni hodnotu.

V neposledni fad¢ je mozné i vysvih inverzniho kyvadla provadét za pomoci neuronové sité. Ta
musi byt opét nauCena, aby zvladla realizovat tento proces. Béhem ucliciho procesu dochazi
k identifikovani chovani kyvadla a reagovani tohoto systému na rtizné udalosti.

Ridici signal aplikovany v oteviené smycce
V ramci tohoto pfistupu probéhne pfedem vypocet celého fidiciho signalu, ktery na pouzitém modelu
popisujicim ¢i simulujicim inverzni kyvadlo zplsobi v koneéném case dosazeni inverzni pozice.
V blizkosti cilové pozice dojde k pfepnuti na stabilizacni Clen, stejn¢ jako tomu bylo u ptedchozi
varianty realizace vySvihu. Vysledna fidici struktura je jednodussi, kromé stabiliza¢niho ¢lenu obsahuje
pouze generator referencniho fidiciho signalu. Nicméné jeho vypocet miize byt narocnéjsi.

Jednou z nejjednodussSich moznosti je v tomto piipade testovani fidiciho signalu na simula¢nim
modelu inverzniho kyvadla a jeho korekce. Byt se mlze zdat tento pfistup velmi neprofesionalni,
vyzaduje alespon ¢aste¢nou znalost fizeného systému, aby mohl byt vhodn¢ zvolen tvar fidiciho signalu.
V ptipadé€ inverzniho kyvadla se d4 s vyhodou pouzit signal, ktery bude sloZen z n€kolika harmonickych
slozek, viz [55] nebo [56].

Uvedeny pomérné manudalni zptsob hledani referencniho fidiciho signalu lze doplnit o
optimaliza¢ni proceduru. Je-1i zvoleny signal slozeny z n¢kolika harmonickych slozek, je mozné pomoci
optimalizace nalézt jejich vhodné amplitudy, aby bylo dosazeno na konci déje horni pozice kyvadla.

K uvedenému problému je mozné ptistupovat jako k uloze BVP, ve které jsou definovany
okrajové stavy systému a hleda se pfipustné fizeni a jemu pfislusici trajektorie spliujici zadané
podminky, viz [57]. Na Glohu mizeme nahlizet také jako na optimaliza¢ni ulohu popsanou pouze
Mayerovym c¢lenem. Nic vSak nebrani doplnit ji o Lagrangetiv ¢len, ktery bude zahrnovat naptiklad
pozadavek na minimalni spotfebu energie, jak je popsano v [58] a [59]. V tomto piipad€ se jiz jedna o
klasickou ulohu hledani optimalniho fizeni, ktera mize byt feSena fadou zpasobii.

Ridici signal aplikovany v uzaviené smycce

Nevyhodou postupu uvedeného v predchozi Casti, kdy se na systém ptivadi fidici signal v oteviené
smyCce, je absence mechanismu, ktery by zarucil, Ze aktudlni hodnoty se budou udrzovat na
predepsanych hodnotach danych referencnimi stavovymi trajektoriemi. Jedna se o to, Ze realny systém
se muze liSit od modelu pouzitého pro vypocet fizeni (a zpravidla se bude liSit vzdy) a také na n¢j mohou
pusobit rizné neznamé poruchové signaly, které z principu nemohou byt zohlednény pii navrhu fidiciho
algoritmu. Vzhledem ke slozitosti systému inverzniho kyvadla a jeho velké citlivosti na jakékoliv
poruchy se muZe ¢asto stat, ze vypocteny fidici signal po aplikaci na realny systém nezpusobi piechod
do horni nestabilni pozice.

Tento problém je mozné prekonat zavedenim zpétnovazebniho fizeni béhem procesu vysvihu.
Pro navrzené trajektorie a fizeni mize byt vypoéten Casové proménny regulator, ktery bude podél
trajektorii systém vazbit, tedy bude korigovat fidici signal v Case tak, aby realné hodnoty stavii
odpovidaly pfedepsanym (referencnim). K problematice je mozné pfistoupit jakozto k uloze hledani
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optimalniho fizeni v uzaviené smycce, ktera pii pouziti kvadratické ucelové funkce povede na navrh
LQR regulatoru na kone¢ném horizontu.

Pfi oveéfovani ndvrhu v simulaci nebo také na redlném systému jsou k dispozici referen¢ni
trajektorie a fidici signal, ktery odpovida doptednému fizeni, a zdroven ¢asové proménny zpétnovazebni
regulator. Pro realizaci fidiciho systému je vhodné vyuzit strukturu se dvéma stupni volnosti. Dalsi
vyhodou tohoto pfistupu je skute¢nost, Ze pti vhodném navrhu neni zapotiebi piepinat mezi raznymi
regulacnimi ¢leny pro feSeni vySvihu a stabilizace, ale jeden fidici systém je schopny zajistit obé ulohy.
Pouziva-li se pro zpétnovazebni regulaci ¢asové proménny LQR, jeho ustalené hodnoty (pro nestabilni
ustaleny stav) odpovidaji konstantam LQR regulatoru vypoctenému na nekonecném horizontu, ktery se
pouziva pro stabilizaci v horni poloze. I kdyZ je tento postup pomérné univerzalni a pouzitelny i pro
fizeni jinych systémil, v literatuie se je jeho pouziti pro jednoduché inverzni kyvadlo pfili§ casto
nevyskytuje. Vyjimku tvofi naptiklad [60] a [61].

5.5 Navrh trajektorii a fizeni pro inverzni kyvadlo
V nasledujici podkapitole bude uvedena aplikace diive popsanych metod pro navrh stavovych trajektorii
a prislusného dopiedného fizeni na tlohu vysvihu jednoduchého inverzniho kyvadla. Jedna se tedy o
ptrevod systému z po¢ateéniho stavu x(0) do koncového stavu x(Tr), jejichz hodnoty jsou

n 0
) = [o], x(Tp) = M. (124)
0 0

Soucasti popisu je rozbor implementace a jednotlivych podstatnych krokd, které se k danym metodam
vazou. Budou uvedeny rovnéz komplikace vznikajici pii aplikaci metod na dany systém a zplsoby jejich
feSeni.
5.5.1 Dvoubodovy okrajovy problém s ptidanou optimaliza¢ni procedurou

Prvnim dil¢im ukolem k vyfeseni je ziskdni pocatecniho odhadu priubéhu trajektorii, kterému by se mélo
blizit i vysledné feseni. Jedna se o samotnou tlohu BVP, kdy nas zajima pfedev§im prubéh trajektorii.
Ty ale nemuseji odpovidat konkrétnimu feSeni problému BVP, v této fazi neni vyZzadovan ani vypocet
ptislusného fidiciho signalu. Podstatné je, ze by trajektorie mély korespondovat se systémem, ktery ma
byt fizen, tedy s inverznim kyvadlem, nemély by byt v rozporu s jeho dynamikou. Na zakladé¢ téchto
skute¢nosti bylo pfistoupeno k ziskani poc¢ate¢niho odhadu trajektorii ze simulace inverzniho kyvadla
v pripad¢, kdy bude voln¢ padat z horni nestabilni polohy do spodniho ustaleného stavu. Pfi zapocteni
vlastniho teni kyvadla by ale tento d¢j trval velice dlouho kvtli velmi pomalému tlumeni oscilaci
kyvadla. Simulaci lze nicméné modifikovat pfidanim vhodné definovaného ¢asové proménného tieni,
které zptisobi daleko rychlejsi ustaleni kyvadla, a také fidiciho signalu pro urychleni poc¢ate¢ni faze padu
kyvadla. Pfidané tieni se sklada ze soucinu uhlové rychlosti kyvadla a vlastni funkce. Jejim zakladem
je exponencialni prabeh rostouci v ¢ase doplnény o pridany pulz na konci dé€je, ktery zajistuje lepsi
ustaleni kyvadla v dolni poloze. Pouzity fidici signal obsahuje pouze kratky pulz na zacatku simulace,
ktery slouzi k rychlejsimu zahajeni nasledného volného padu. V obou ptipadech jsou pulzy realizovany
jako jedna perioda funkce sin?, aby byla zajisténa hladkost signalti. Vygenerovany priib&h uhlu kyvadla
je nasledn€ obracen v Case, takze tvarem odpovida vySvihu. Stejnym zplisobem je upravena i trajektorie
Jsou-li po simulaci k dispozici signaly x; a x,, pfiCemz x, je derivaci x; v Case, po obraceni x; v Case
plati

x1n(t) = (T — 0), (125)
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dxy, (¢)  dxy (T —t)]
dt dt

Xon (8) = =x,(T —t) - (=1) = —x,(T — t), (126)

pricemz veliciny x;,, a X, 0znacuji pribehy otocené v Case. Jelikoz pribehy rychlosti a polohy voziku
jsou dany pouze integracemi fidiciho signalu, jejich poc¢ate¢ni odhad pro funkci bvp4c je dan na zakladé
pouzitého piedpisu pro fizeni a odhadu parametrii 1. Tyto dva tkoly jsou rozebrany v nasledujicich
odstavcich.

Obrazek 40 - Vygenerovany pocateéni odhad trajektorii stavovych veli¢in X1 a x2

Volba vhodného piedpisu pro fidici signdl je jednou ze stéZejnich ¢asti celé problematiky. Teoreticky je
k dispozici nekone¢né mnozstvi kombinaci riznych funkci schopnych vygenerovat piipustné stavové
trajektorie. V ramci prace bylo navrZeno opatieni ve form¢ zavedeni dodateCnych pozadavki na prubéh
stavovych trajektorii a také na splnéni okrajovych podminek v Casech t; a t,. Toho lze u stavl
popisujicich polohu a rychlost voziku kyvadla dosahnout vhodnou volbou obecného zapisu predpisu
tfidiciho signalu ve tvaru takzvané nédsady (candidate function), ktera je zavisld na parametrech 1. U
stavll reprezentujicich uhel a thlovou rychlost kyvadla je ale situace jind, jelikoz jejich pribé¢h je na
volbé parametrii A zavisly. Predpis fidiciho signalu by navic m¢l mit tvar zajistujici vhodné chovani
systému. Na zaklad¢ expertni znalosti o procesu je mozné zvolit, Ze bude vyjadien ve forme souctu
harmonickych signall, pficemz pouzité funkce sinus zaroven zajisti nulové hodnoty signdlu v nasobcich
zakladni periody, tedy v koncovém bodé.
Ptedpis pro fidici signal mtize byt tedy zapsan vztahem

5
u(t) = A sin(ktw), (127)

ve kterém parametry A reprezentuji amplitudu jednotlivych harmonickych slozek. Jeho integraci se
ziskaji vztahy popisujici rychlost a polohu voziku:

5
(t) = fu(t)dt - Z —’”‘%ﬂ““’), (128)
k=1
5 .
s(t) = fv(t)dt = Z —“ch—af)kf‘“). (129)
k=1

Dalsim krokem je kontrola okrajovych podminek pro rychlost a polohu voziku tim, Ze se do rovnic (128)
a(129)dosadit = 0at = T, kde T je perioda prvni harmonické a zaroven délka daného déje. U rovnice
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pro drahu je ziskan v obou pfipadech vysledek 0, coz znamena splnéni podminek okrajovych bodu.
Z rovnice rychlosti je ale v obou ptipadech obdrzen vztah

_________ 2 130
w 20w 3w 4w 5w 0 (130)

ze kterého je mozné vyjadrit parametr A5 a dosadit jej do predpisu pro fidici signal:

5 5 5
AS = _511_512_513_114, (131)
5. 5 5 1\ S
u(t) = (—5/11 — A =3 - 1/14) sin(5tw) + Z A sin(ktw). (132)
k=1

Timto je ziskan predpis pro fidici signal zavisly na ¢tyfech parametrech 4, az 4,4, ktery spliuje okrajové
podminky pro dv¢ stavové veli¢iny. Splnéni ostatnich bude muset byt zajisténo dodatecnym vypoctem
s pouzitim funkce bvp4c.

Jelikoz je splnéni okrajovych podminek pro stavové veli¢iny odpovidajici rychlosti a poloze
voziku zajisténo explicitné zvolenou podobou ptedpisu fidicitho signalu, byly tyto dva stavy
v modifikaci popisované metody vypustény ze samotné procedury bvp4c. Jejich zahrnuti v icelové
funkeci je ale 1 nadale mozné integracemi fidiciho signalu. Cely vypocet byl timto zptisobem urychlen.
Se snizenim poctu stavil souvisi také snizeni poctu volitelnych parametra ze Ctyf na dva. Z ptedpisu pro
tfizeni (132) tak byly vypustény slozky odpovidajici prvni a druhé harmonické slozce. Volba zahrnutych
harmonickych slozek byla zaloZena na prubéhu uhlu kyvadla pouzitého jako pocatecni odhad a poc¢tu
kmitd, které se v ném vyskytuji. Ty sice nemaji konstantni periodu, jelikoz perioda kmiti kyvadla je
konstantni pouze pro blizké okoli spodniho ustaleného stavu a s rostouci vychylkou se prodluzuje,
nicméné v této fazi se jedna predevsim o prizptisobeni charakteru kandidatské funkce pouzitému odhadu
stavovych trajektorii, které vychdzeji z redlné dynamiky systému.

Poslednim krokem je volba poc¢atecnich hodnot parametrii A. U jinych uloh zadanych v podobé
BVP s volnymi parametry to nemusi byt problém, nicméné v této konkrétni situaci pii hledani trajektorii
a fizeni pro realizaci vySvihu nemame z4dné voditko, jak by tyto parametry mély byt zvoleny. Navic
v zavislosti na této volbé dochazi k nalezeni velmi rozdilnych prib&ht, které jsou mnohdy velice
vzdalené od pocatecniho odhadu trajektorii. Cely proces je velmi citlivy na tento pocate¢ni odhad.
Situace byla v rdmci prace vyfesena zavedenim dodatecné optimalizacni procedury a jedna se o jeden
z vlastnich pfinost. Jejim tkolem je nalezeni ctyf hodnot (v modifikaci dvou) tvoficich poc¢atecni odhad
parametri A pro BVP s volnymi parametry. V rdmci Ucelové funkce je mozné specifikovat riizné
pozadavky, naptiklad miize byt minimalizovana suma kvadratickych odchylek vypoctené trajektorie
uhlu kyvadla od trajektorie referencni. Také je mozné realizovat timto zplisobem penalizaci feSeni, u
kterych néktera ze stavovych veli¢in piesahne stanovena omezeni. Toho lze vyuzit u drahy voziku, ktera
je urealného kyvadla vzdy omezena. Pro realizaci optimaliza¢ni procedury byla pouzita funkce finincon
v prostiedi Matlab, ktera je volana ve variant€ globalniho fesice. Pii vypoctu byl pouzit nulovy pocate¢ni
odhad parametrd A, ktery je nutny poskytnout optimaliza¢ni funkci. Ta jej nasledné pouziva pfi
v prvnich iteracich vypocéti jako pocate¢ni odhad pro funkci bvp4c.

V prvni fazi ovétovani byla metoda volana bez optimaliza¢ni procedury ve variant€ se dvéma i
Ctyfmi volnymi parametry A. Pfi pouziti uvedenych odhadt stavovych trajektorii a nulového
pocate¢niho odhadu volnych parametrti nebyla nalezena feSeni uplné€ nevhodna a v piipad¢ varianty se
dvéma volnymi parametry by feSeni bylo pravdépodobné pouzitelné i pro fizeni redlného systému.
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Hlavnim problémem u varianty zapocitavajici vSechny Ctyfi stavové veliCiny byla pfili§ velka draha

potiebna k realizaci vySvihu.
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Obrazek 41 - Prubéhy z vypoctu jedné iterace metody pro feSeni BVP se zapoc¢tenim dvou stavovych veli¢in
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Obrazek 42 - Pribéhy z vypoctu jedné iterace metody pro feSeni BVP se zapoctenim Ctyi stavovych velicin

Pfidand optimaliza¢ni procedura vyuzivala ti€elovou funkci, kterd pouze porovnavala vypocteny pribeh
stavové veli¢iny x; (uhlu kyvadla) a jeji poc¢atecni odhad. K ohodnoceni jednotlivych vysledkt se
vypocitavala suma kvadratl odchylek téchto dvou pribéht. V nékterych fazich vypoctu dochazelo
k upravé rozliSeni casové osy v ramci funkce bvp4c oproti pocatecnimu odhadu, ktery byl zadan
s krokem 1 ms. Proto byl v kazdé iteraci obdrzeny prubéh interpolovan spline kiivkou na stejné ¢asové
rozliSeni, aby mohla byt vypoétena hodnota ucelové funkce.

Aplikaci popsané metody byly ziskany dvé varianty fidiciho signdlu a jemu pfislusnych
referen¢nich stavovych trajektorii. Tyto prabehy byly pozdéji ovéteny pii nasazeni na realny laboratorni
model inverzniho kyvadla. Jednotlivé zaznamenané priibéhy pro varianty s optimalizaci jsou v pfilohach
E.a a E.b. Velkou vyhodou zavedeni optimalizac¢ni procedury pro uréeni pocateéniho odhadu volnych
parametrd je moznost obdrzet kvalitni feSeni. Podstatna je také moznost specifikovat v ucelové funkci
rizna omezeni, kterd nevyplyvaji s dynamiky systému, ale u redlného systému se projevi. Pfi ovétfovani
metody vSak tato moznost nebyla pouzita, jelikoz nalezené prubehy, predevsim trajektorie drahy voziku,
nepiekracuji fyzické limity modelu. Naopak nevyhodou zavedeni optimalizacni procedury k samotnému
feSeni tlohy BVP je vyrazné prodlouzeni doby vypoctu. Na primérné vykonném pocitaci cely proces
trva desitky minut, v zddné varianté ale neptekrocil hodinu. Délka vypoctu miize byt dale ovlivnéna
nastavenim toleranci pfi vypoc¢tu optimalizace pfipadné Upravou dalSich parametrii vypoctu. V praci
byla ukazana varianta se snizenim poctu stavovych proménnych, ktera v§ak nelze aplikovat univerzalné
na libovolny fizeny systém. Tato modifikace nejen ze zkratila dobu vypoctu, ale rovnéz vedla na feSeni
s nizs§i hodnotou tcelové funkce. Cela metoda byla rovnéz uvedena v ¢lanku [TD12].

Tabulka 5 - Hodnoty vypoctenych volnych parametrd a ucelové funkce pro jednotlivé varianty metody

Variant 1 1 2 1 Ucelova
arianta
1 2 3 4 funkce
2 stavy 1,1212 | -2,2423 _ -1 22,6452
2 +
stavy 1,9203 | -2,6444 ; - | 102160
optimalizace
4 stavy 1,3321 -4,4536 3,7520 -2,3907 | 261,4837
4 stavy +
_S aV,y 0,5621 -1,9411 2,2911 -2,1512 | 103,3550
optimalizace
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Obrazek 43 - Pribéhy z vypoctu metody pro feseni BVP s optimalizaéni procedurou se zapo¢tenim dvou stavovych veliin
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Obrazek 44 - Pribéhy z vypoctu metody pro feSeni BVP s optimalizacni procedurou se zapoctenim Ctyt stavovych velic¢in

5.5.2 Metoda Casové reverzibilniho fizeni s optimalizaci
Tato metoda byla aplikovana na feSeni vySvihu jednoduchého inverzniho kyvadla v né€kolika krocich.
Nasledujici text popisuje ptivodni znéni metody od prof. Ing. Milose Schlegela, CSc. adaptované na
inverzni kyvadlo s odliSnou mechanickou strukturou. V prvni fazi byla metoda pouzita na systém
s dynamikou popsanou v podkapitole 5.1 se zanedbanym tfenim systému pro zjednoduseni celého
vypoctu. Byly zkoumany vlivy ostatnich ¢asti vypoctu na samotny vysledek. Dalsi faze obnaSela
pfedev§im zapocteni diive zanedbaného tfeni. V posledni fazi byla k metod¢é pridana optimaliza¢ni
procedura zajistujici splnéni okrajovych podminek vSech stavovych veli¢in systému, jelikoz samotna
metoda se zabyva pouze thlem a thlovou rychlosti ramene kyvadla. Tato ¢ast je vlastnim pfinosem
prace a obohacuje ptivodni podobu metody. Cela tato metoda byla publikovana v ¢lanku [TD10].

Pohybova rovnice pro rameno kyvadla pii zanedbani tfeni ma tvar

@' (t) —z%simp(t) = Z%u(t) cos (t). (133)

Pro lepsi prehlednost je ihel kyvadla ozna¢ovan ¢, tthlova rychlost ¢ a uhlové zrychleni ¢'’. Nejprve
je vhodné (a v zasad¢ také nutné) ovéfit, Ze je systém idedlniho inverzniho kyvadla ¢asove reverzibilni.
Za timto G¢elem budeme ptredpokladat, Ze je systém nebuzeny (u(t) = 0) a Ze ¢(t) je feSenim jeho
pohybové diferencialni rovnice pro t € (0; T), kde T oznauje koneény Cas déje. Dale je uvazovan
casove reverzibilni pohyb

@i(t) = (T = t);t €(0; T). (134)
Pro tento pohyb plati obdobné vztahy jako (27), (30) a (31) v obecném popise, pouze s nahradou
vychylky y thlem ¢:
9=T-—t,
pi(t) =—¢'(T—t) = —¢'(9),
. (135)
@i’ (t) =" (T —1t) =" (),
sing;(t) = sinp(T —t) = sinp(I).
Puvodni pohybovou rovnici je mozné rovnéz zapsat pro 9 € (0; T)
3
0" (©) 3 sinp®) =0, (136)

coZ je mozné prevést na vztah
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3
07 (®) ~ 37 singi(©) = 0. (137)

Z toho vyplyva, Ze ¢;(t) je také fesenim rovnice (133) pro u(t) = 0. Idealni inverzni kyvadlo je tedy
casove reverzibilni systém. Na zakladé toho miize byt ptistoupeno k zavéru, ze pokud se necha kyvadlo
volné spadnout z horni polohy do spodniho ustaleného stavu, daji se ziskané trajektorie pouzit pro
vysvih kyvadla.

V prvnim kroku metody uvazujeme ¢asové obraceny d¢j k vysvihu, tedy nefizeny volny pad
kyvadla. Rovnice (133) by méla nulovou pravou stranu. Kvtli zanedbani tfeni by tento dé&j probihal
neomezené dlouho a rameno kyvadla by se neustalilo ve spodni stabilni poloze. Proto do vztahu (133)
zavadime uméle ¢len reprezentujici proménné tlumeni f (@) - ¢":

0" =2 Tsinp(0) + f(9) ¢'(©) = 0. (138)
Je vhodné poznamenat, Ze kladnd hodnota funkce f(¢) zpusobuje tlumeni systému, zatimco zaporna
hodnota by urychlovala jeho pohyb. Zavadime stejné predpoklady jako v obecném popise. Pribéh @ (t)
je fesenim rovnice (138) pro seSvih kyvadla. Jelikoz je horni nestabilni poloha kyvadla zarovei ustalend,
jsou pocateéni podminky dé&je @(0) = 0 a @¢'(0) = € > 0, kde € je malé kladné realné ¢islo. V Case T
povazujeme dany dé&j za ustaleny ve stavu @(T) = a $'(T) = 0. Dale plati vztahy (134) a (135)
pouzité jiz pii ovéfovani ¢asové reverzibility systému. Nyni se bude hledat fizeni @i(t), t € (0; T) takové,
aby platil vztah

3 31
F/(©) =375 G0) — 37 EO) cos Gi(e) = 0, (139)
S vyuzitim uvedenych pfedpokladt je mozné vztah (139) prepsat do podoby bez Casove reverzibilnich
prubeht:
3 31
3" (9) —Z%sinqﬁ(ﬁ) — 27 cos §(9) = 0. (140)

Jelikoz @(J9) je pro 9 € (0; T) feSenim rovnice (138), bude @,(t) feSenim rovnice (139) pravé kdyz
bude platit rovnost mezi rozdilnymi ¢leny rovnic (138) a (140)

31
—27UO cosg@) = flp(]- ¢’ (D). (141)
Ze vztahu (141) lze vyjadtit piedpis pro hledané fizeni #i(t):

4 flo@)]-¢'(@)
§l cos@(®¥) (142)

) = -

Aby bylo tizeni 7i(t) omezené, je potieba zvolit funkci f(¢) ve tvaru
f(@) = cos(p) - g(@). (143)

Poté je mozné prepsat vztah pro fizeni (142) s dosazenim vztahu (143) do podoby

W) = 3 1gp(T = O] 7T - D). (144

Pro vypocet fidiciho signalu je tedy nutné znat prabéh uhlu kyvadla a tthlové rychlosti pfi jeho volném
nefizeném sesvihu (dynamika popsana vztahem (138)) a ptedpis pro funkci g(¢), ktery se vyuziva jiz
pro zisk uvedenych prabéhti. Pro jejich vygenerovani je mozné pouzit simulaci systému. Funkce g(¢)
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mize byt teoreticky volena libovolné. Jeji podoba ale ovlivituje rychlost ustaleni kyvadla pfi pocate¢nim
seSvihu a také tvar pribchu fizeni. Pivodni pfedpis uvedeny prof. Schlegelem ma tvar

g(@) =K-¢-cosg, (145)

kde K je volitelnd konstanta ovliviiujici miru tlumeni.

Pfi samotném nasazeni metody je prvnim krokem zisk pribehu thlu a thlové rychlosti ramene
kyvadla pti volném péadu s pfidanym proménnym tfenim (dynamika je popsana vztahem (138)). Za timto
ucelem byla vytvofena simulace systému v prostiedi Simulink. Ze ziskanych trajektorii je podle
ptredpisu (144) s vyuzitim funkce (145) vypocten v programu Matlab fidici signal. Bylo by vSak mozné
tento krok provadeét i v ramci nasledné druhé simulace, ktera slouzi pro ovéteni fizeni. Zde se jiz jedna
o model inverzniho kyvadla bez tfeni popsany pohybovou rovnici (133), jehoz pocatecni stav odpovida
dolni ustalené poloze. Aplikaci vypocteného tizeni dojde k prevodu systému do horni ustalené polohy,
ktera je vSak nestabilni a kyvadlo v ni bez dalSiho fizeni nezistane. Pribéhy jsou v simulaci porovnany
s patfi¢n€ otoCenymi pribehy ziskanymi pii volném pédu (s vyuzitim vztaht (134) a (135) pro otoceni
¢asu u jednotlivych veli¢in). Zaroven jsou integraci fidiciho signdlu generovany referencni pribéhy pro
rychlost a polohu voziku, které jsou zapotiebi pro aplikaci navrzeného fizeni na realny model kyvadla.
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Obrazek 45 - Pribéhy thlu a uhlové rychlosti pfi volném padu kyvadla s pfidanym tfenim
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Obrazek 46 - Vypocteny prabeh fidiciho signalu a porovnani trajektorie thlu kyvadla pfi aplikaci fizeni na model kyvadla
s trajektorii ziskanou pfi se§vihu po obraceni v Case

Volitelna hodnota K, ktera se vyskytuje v piedpise (145), byla v tomto ptipadé zvolena experimentalné.
Faktorem pro rozhodovani byl vysledny tvar pribéhu thlu inverzniho kyvadla a také kone¢na hodnota
vygenerovaného referen¢niho pribéhu pro drahu voziku. Tento udaj je dilezity pro naslednou realizaci
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na laboratornim modelu, ktery ma k dispozici omezenou délku linearniho vedeni, po kterém se vozik
pohybuje. Na zékladé€ posouzeni pribéht byla zvolena hodnota K = 1.
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Obrazek 47 - Porovnani klicovych prubéhti ménicich se v zévislosti na volbe parametru K

Pti aplikaci vypocteného tizeni a referen¢nich trajektorii na realny model inverzniho kyvadla v ramci
fidici struktury se dvéma stupni volnosti je nutné doplnit stavové trajektorie polohy a rychlosti voziku
o ptechody do nuly. Nejjednodussi varianta je doplnit tyto pribéhy o skokovou zménu do nuly, nicméné
z pohledu fizeni a sledovani referen¢nich trajektorii je vhodnéjsi zajistit pfechod po manualné zvolenych
ktivkach, které budou hladké a budou na dané prubehy plynule navazovat. Nakonec byla z divodu
jednoduchosti (pfi rdznych zménach prabéhti) a také robustnosti navrzeného zpétnovazebniho fizeni
pouzita varianta se skokovou zménou.

Funkce f(¢) by méla byt zvolena vhodné¢ tak, aby idealné pro vrchni oblast ramene kyvadla,
tedy ¢ € (0; m/2), byla zaporna a urychlovala pohyb kyvadla, a pro spodni oblast ¢ € (1t/2; 31/2) byla
kladna a tlumila pohyb kyvadla. Pfi puvodni volbé funkce g(¢) podle (145) ma funkce f () tvar

f(@) =K ¢ cos®g. (146)

Pro relevantni interval thlu kyvadla ¢ € (0; 3m/2) je funkce f(¢) pfi pouZité volbé K = 1 na celém
intervalu nezdporna. Neni tedy splnény uvedeny predpoklad. Proto byla zavedena nova volba funkce
f (@), respektive g(¢) tak, aby byl spInén uvedeny predpoklad:

9(p) =Ko, (147)

f(p) =—K-¢-cose. (148)

Jak je ze vztaht (147) a (148) patrné, z predpisu byl vynechan jeden ¢len cos ¢ a ptfidano znaménko
minus pro otoéeni prib&hu podél vodorovné osy. Prubéh funkce f(¢) pro obé varianty zachycuje
nasledujici graf.
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Obrazek 48 - Porovnani zavislosti funkei /' na thlu ¢

Z obrazku je patrné, Zze Gipravou piedpisu bylo dosazeno pozadovaného tvaru, kdy je funkce f(¢) pro
rostouci uhel nejprve zaporna a az pro vétsi hodnoty kladna. Pouziti tohoto piedpisu pro navrh fizeni
vSak ukazalo, ze prub¢h fizeni i vysledna trajektorie tthlu kyvadla se 1i§i minimalné, pti seSvihu kyvadla
dokonce dochazi k vétSimu tlumeni kmitani, i kdyZ ma byt jeho pohyb na pocatku urychlovan.
Maximalni vychylka drahy voziku vSak vzrostla vice nez dvojnasobné, coz vylucuje pouziti danych
trajektorii a fizeni na realném modelu. Aby se tato hodnota srovnala s diive ziskanym pribéhem, bylo
zapotiebi zmensit konstantu K na hodnotu 0,45. Kvuli tomu se ale vyrazn€ zmeénily i pribéhy ostatnich

veliéin.
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Obrazek 49 - Porovnani pribéhti pro rizné zvolené funkce f
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DalSim krokem pfi aplikaci metody zalozené na Casové symetrii na systém inverzniho kyvadla je
zapocteni vlastniho tfeni systému. Jak jiz bylo zminéno v teoretickém popise metody, tato skutecnost
zpusobuje, Ze systém prestava byt casoveé symetricky. Zaroven ale byly popsany zptsoby, jak je mozné
se s touto skutecnosti vyporadat. Prvni rovnice popisujici chovani modifikovaného inverzniho kyvadla
pouzita pro simulaci volného padu bude mit nyni tvar

3
@O =375 eO = b9 +f(@) 9'(©) = 0, (149)

Dulezité je zaporné znaménko u pridaného ¢lenu s koeficientem tfeni b. Znamena to, ze tento ¢len bude
pohyb kyvadla urychlovat, nikoliv tlumit. Jak jiz bylo zminéno diive, modifikovana rovnice pouzita pro
volny pad nemusi odpovidat dynamice systému, pouze se z ni vychazi, aby se nalezlo fizeni pro dany
systém. Dale uvazujeme stejné predpoklady jako ve varianté bez tieni (vztahy (134) a (135)), stejny
pocatecni i koncovy stav, priab¢h sesvihu @(t), ktery je feSenim rovnice (149), a k nému nalezici ¢asove
reverzibilni funkci. Opét hledame pribéh fizeni u(t) takové, aby platila rovnice

3 31
@!'(t) — Z%sin §,(0) + bpi(t) = ZTﬁ(t) cos @, (0). (150)

Jedna se o zakladni pohybovou rovnici inverzniho kyvadla se zapoctenym tfenim s dosazenymi prubehy
pro pohyb Casoveé reverzibilni k ziskanému seSvihu. Vztah je opét mozné piepsat do podoby bez Casove
reverzibilnich pribéhl vyuzitim zavedenych ptedpokladd. V tuto chvili dojde ke zméné znaménka u
¢lenu reprezentujiciho tfeni:

7"(9) 2 Tsin $(8) ~ b3’ (8) = 3 1(L) cos §(6). (151)

Pti porovnani rovnic (149) a (151) (obdobné jako u varianty bez tieni) ziskdme vztah pro vypocet fizeni
shodny s tvarem (142), respektive (144). To je dano zpusobem, jakym byla zvolena pocate¢ni
modifikovana pohybova rovnice (149). Rozdil ve vypoctu fizeni a referencnich trajektorii pfi rozsireni
metody o zapoc¢teni tfeni kyvadla spoc¢iva v modifikaci prvni simulace podle pohybové rovnice (149) a
v zapocCteni tfeni u systému inverzniho kyvadla v druhé simulaci. Pfi porovnani referen¢nich prabéha
uhlu kyvadla, polohy voziku a pfislusného fizeni vypoctenych pii zanedbani i uvazovani teni (viz
obrazek 50) je patrna jejich minimalni odchylka. Ta by navic mohla byt kompenzovana u realného
systému zpétnovazebnim regulatorem, ktery se v fidici struktute 2DOF vyskytuje, nicméné popsany
postup tesi, jak se korektné vypotadat pii ndvrhu fizeni s pfitomnosti tfeni u systémi, které v idealnich
podminkach splituji vlastnost casove symetrie.
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Obrazek 50 - Porovnani pribéht veli¢in pfi ndvrhu bez zapocteni tieni inverzniho kyvadla a s jeho zapoctenim
Vyraznou nevyhodou pfi pouziti této metody pro navrh fizeni realizujici vysvih jednoduchého
inverzniho kyvadla je skutecnost, Ze nijak netfesi koncovy stav voziku (polohu ani rychlost). Pti realizaci
vysvihu v praxi je ale nutné koncové hodnoty téchto dvou stavovych velicin brat v tivahu a zajistit, ze
budou nulové. Jak je patrné z pfedchoziho popisu, tyto hodnoty jsou ovlivnény volnou funkce f (@), viz
obrazek 47 porovnavajici prubéhy pro rizné hodnoty konstanty K (¢len funkce f(¢)) nebo obrazek 49
zachycujici pribéhy stavovych veli¢in pti odlisné volbé predpisu funkce f(¢@). Na zakladé téchto
poznatkll byla zavedena optimalizacni procedura v podobé nastavby k popisované metod¢ zalozené na
Casové symetrii. Funkce f(¢) je nyni zvolena v obecné podobé a obsahuje parametry, které nejsou
pfedem konkrétné zadany (pro predpis (148) by se naptiklad jednalo o hodnotu K). Jejich hodnotu urcuje
optimalizacni procedura, tedy pro hodnoty zvolené v dané iteraci ziskame konkrétni podobu funkce
f (@) (a také funkce g(¢)), ktera je pouzita pro vypocet Fizeni a referen¢nich trajektorii vy$vihu, jak
bylo popsano v piedchozich odstavcich. Ziskany vysledek je posouzen a ohodnocen v ramci ucelové
funkce

J=10% 1+ ], +J3+ ], +107¢ 5, (152)

ktera ma nekolik ¢asti. V nasledujici ¢asti je Cas t povazovan za diskrétni s pevnym krokem 1 ms. Stejné
rozliSeni je pouZito pii generovani prubeht ze simulace a pfi jejich vyhodnocovani.

e Prvni ¢len tiCelové funkce slouZi k penalizaci variant, kdy neni ziskan vhodny vystup (trajektorie
volného padu %;) jiz z prvni simulace. Penalizuje se ustaleni thlu kyvadla okolo koncové
hodnoty £ 0,01 rad v posledni vtefin€ pribchu, ktery ma délku T = 10 s. Pii nesplnéni této
podminky je dand varianta penalizovana vysokou hodnotou odvozenou od maximalni odchylky
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posuzovaného pribéhu od ustalené koncové hodnoty m na zminéném ¢asovém useku. Dalsi
slozky ucelové funkce se pocitaji pouze pii splnéni této podminky na ustaleni:

Iy = { 0, |%,(t) —m| <0,01; te{9;10} (153)

max(|%,(6) —ml), [% () —m[>0,01; t€{9;10}

e Druhy ¢len je zaloZen na odchyleni simulovaného prubéhu ramene kyvadla od horni ustalené
nestabilni polohy pii aplikaci vypocteného fizeni v oteviené smycce. Aby bylo zajisténo, Ze se
jedna opravdu o ustaleni a ne jen prichod danou polohou v jednom ¢asovém okamziku, hodnoti
se koncovy Casovy usek 0,4 s, na kterém se pocitd suma kvadratu odchylek simulovaného
prabéhu od referencniho pribéhu (v case otoceny pribeéh thlu kyvadla pii sesvihu):

10

L= ) m®-nr-o) (154)

t=9,6
o Nasledujici dvé slozky ucelové funkce penalizuji odchyleni polohy a rychlosti voziku od nulové

hodnoty v poslednich 0,2 s pribéhti. Stejné jako u predchozi slozky je vyuzita suma kvadrata
téchto veli¢in (odchylky od nulové hodnoty):

10

I3 = Z (xs(t))z,

=98 155
1 (155)

Jo= ) (©),

t=9,8

e Posledni slozka odpovida integra¢nimu kritériu, které se pouziva v tilohach pro takzvanou
minimalizaci energie fizeni. Jde tedy o sumu kvadratu fidiciho signalu na celé délce jeho
prabéhu. Tato ¢ast se do ucelové funkce zapocitava s velmi malou vahou a slouzi ke smétovani
optimaliza¢ni procedury k vhodnému teSeni (zajisténi lepsi konvergence):

10
Js = Z(u(t))z- (156)
t=0

V ramci optimaliza¢ni procedury bylo testovano nékolik variant obecného piedpisu funkce g(¢).
V dals§im textu budou zminény dvé, které se navzajem vyrazné lisi. Prvni vztah je tvofen souctem dvou
harmonickych signalti a konstantni slozky, pfi¢emz jsou vSechny parametry téchto ¢lenti voleny
optimaliza¢ni procedurou:

91(p) = Ay + A; cos(w + 0,) + A, cos(w, + 65). (157)

Celkem tento ptedpis obsahuje 7 parametri. Jejich poc¢atecni odhad byl zvolen v pomérné trivialni
podobé, kdy faze harmonickych slozek jsou 0 a ostatni parametry 0,1. Druhy pfedpis ma podobu
obecného polynomu ¢tvrtého fadu a ma 5 volitelnych parametri:

92(®) = pa@* + p39® + p20* + P19 + po. (158)

Jejich pocatecni odhad je opét volen v trivialni forme, vSechno parametry jsou 0,1.
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Obrazek 51 - Vysledné prubchy velicin x1, x3, fidictho signalu a funkce f{¢) pro obé varianty obecného piedpisu

Pro realizaci optimaliza¢ni procedury v programu Matlab je vyuzita funkce fimincon, ktera je volana ve
variant¢ globalniho feSice. Zavedenim této nastavby bylo dosazeno zisku kvalitnich referen¢nich
trajektorii a fizeni pro vysvih inverzniho kyvadla s vyfeSenim problému s koncovym stavem voziku.
Zaroven je velkou vyhodou, ze ptivodni myslenky a postup metody zaloZené na ¢asové symetrii nejsou
nijak naruSeny a pouzivaji se nadale tak, jak byly popsany. Veskerych zmén bylo dosazeno volbou
volitelné funkce f (@) reprezentujici pfidané promenné tfeni (resp. g(¢)), kterd vysledny déj ovlivnuje.
Finalni podobu volitelnych funkci pro oba ptedpisy zobrazuji nasledujici rovnice:

91(p) = —0,0182 — 1,9461 - cos(0,7058 - ¢ + 3,5297) + 2,0283
- co0s(2,1052 - ¢ + 3,2152), (159)

g2(@) =0,2928 - p* — 1,4624 - 3 + 0,4026 - 92 + 2,8625 - ¢ — 0,1915.

Rozsiteni o optimalizaci lze pouzit pro rizné systémy, je vSak vyZzadovana adaptace ucelové funkce na
konkrétni ptipad a vlastnosti, kterych ma byt dosazeno.

5.5.3 Metoda zaloZena na Pontryaginové principu minima
Pti aplikaci této metody na ulohu vysvihu inverzniho kyvadla bylo postupovano podle teoretického
popisu uvedeného v podkapitole 3.1.3. Rizeny systém je popsany stavovym popisem (113). Uéelova
funkce byla zvolena v podobé odpovidajici typu ulohy s minimalizaci energie, coz znamena integral
z druhé mocniny fidiciho pribéhu (12). Pocatecni a koncovy stav systému je urcen podle (124) a
koncovy cas Tr byl zvolen pevné 5 s. Prvni krok navrhu spociva v sestaveni Hamiltonovy funkce podle
(53) a dosazeni stavového popisu systému (113):
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1
H= Euz + P1X1 + DaX; + P3xz + Paxy, (160)
1 3 3 u
H= Euz + p1X, + Py (Z% sin x4 +ZT cosx; — b -xz) + p3xy + Py (161)

Dalsim krokem je sestaveni stavovych rovnic pro sdruzené stavy podle vztahu (56):

) oH 3 9 31 .
plz_a—xlz_pZ(Zl Cosxl—Z'T'u'Slnxl),
O + psb
P2 = P P1 T P20,
. (162)
p3=_a_x3= ’
r_ aH_
bs = ax4_ P3

Rovnice pro stavové veliCiny, které je mozné ziskat podle vztahu (55), odpovidaji piivodnimu
stavovému popisu systému. Na zaklad¢ obecné podminky (54) je mozné z Hamiltonovy funkce (161)
odvodit predpis pro optimalni fidici signal:

U= —py o COS X1 — Py (163)

Timto zptisobem byla uloha optimalniho fizeni pfevedena na tlohu dvoubodového okrajového
problému. Stavovy popis systému pro tuto ulohu je tvofen 8 rovnicemi, tedy piivodnim stavovym
popisem (113) a rovnicemi pro sdruzené stavy (162). JelikoZz ma ptivodni tlloha pevny konec i cas, je
vSech 8 okrajovych podminek definovano pomoci (124).

Reseni prevedené tlohy bylo realizovano v programu Matlab pomoci funkce bvp4c. Pii jejim
volani je zapotiebi specifikovat stavovy popis systému, okrajové podminky a pocatecni odhad feseni.
Ten byl vtomto pfipadé volen trivialné v podobé linearnich funkci spojujicich zvolené okrajové
podminky pro pivodni stavové veli¢iny a nulovy pro sdruzené stavy. Pro Gcely vypoctu byl pocate¢ni
odhad vytvoten s periodou 1 ms. Funkce bvp4c vraci jako vysledek feSeni stavové trajektorie pro vSech
8 definovanych stavovych veli€in. Z nich je poté podle predpisu (163) odvozen prubéh fidiciho signalu.
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Obrazek 52 - Vysledny priibéh stavovych trajektorii x1 a x3 a vypocteného fidiciho signalu u pro metodu vyuZzivajici
Pontryaginiiv princip minima

Vysledny algoritmus je z velké casti podobny tomu, ktery byl pouzit jako zaklad metody fesSici
dvoubodovy okrajovy problém s volnymi parametry a optimaliza¢ni procedurou. Rozdil ale spociva
v tom, Ze namisto volnych parametrt, které byly voleny konstantni, obsahuje popsana metoda sdruzené
stavy, které mohou byt ¢asové proménné. Jejich piedpis v podobé diferencidlnich rovnic je navic
odvozen na zaklad¢ dynamiky ptivodniho systému a zvolené ucelové funkce. Také piedpis pro fidici
signal je zaloZen na vypoctu z Hamiltonovy funkce, zatimco u metody TPBVP s volnymi parametry
byla kandidatské funkce volena expertnim odhadem. Na zaklad¢ téchto odliSnosti neni feseni v ramci
popisované metody nachylné na poc¢ate¢ni odhad feseni, diky tomu mohl byt zvolen v trivialni podobé.
Vyhodou vypoctu je také jeho pomérné rychlé provedeni, jelikoz se provadi jen jedno volani funkce
bvp4c. Jak bylo zminéno v teoretickém popise, je mozné béhem vypoctu zohlednit také rliznd omezeni
stavovych veli€in, nicméné ziskané trajektorie, konkrétné pribéh polohy voziku kyvadla, splnoval
omezeni fyzického modelu apriori, a proto nebyla omezeni do vypoctu zahrnuta. Nevyhodou metody je
nemoznost specifikovat pocateéni a koncovou hodnotu fidiciho signalu. Pokusy o zavedeni této
podminky zptisobily selhani vypoctu metodou bvp4c.

5.5.4 Metoda piimé transkripce a pfimé kolokace
Ob¢ popisované piimé metody jsou v otazce implementace i podstaty fungovani velmi podobné.
Z tohoto divodu bude v dal§im textu popsana implementace a pouziti metody pfimé transkripce a
nasledné budou uvedeny odlisnosti pouzité u metody piimé kolokace. Zakladem je v obou piipadech
vyuziti fesice ulohy nelinedrniho programovani. Pro tyto ucely byl pouzit feSi¢ finincon z programu
Matlab, ktery je pouzit ve varianté hledani lokalniho minima — iteracni proces je spustén pouze jednou.
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Metoda primé transkripce

Popisovana implementace je v otazce vyuziti metody pro rizné systémy pomerné univerzalni. Vektor
hodnot vstupujicich do ulohy nelinearniho programovani je sestaven podle vztahu (69). Pocet hodnot
vektoru z je uren na zaklad¢é poctu vstupnich veli¢in systému, stavovych veli¢in a zvoleném poctu
uzlovych bodi. Pro jednoduché inverzni kyvadlo a feSeni vysvihu vyuzivame jednu vstupni veli¢iny,
Ctyti stavy systému. Pro diskretizaci téchto pribéht bylo zvoleno déleni na 100 intervalii, coz znamena
pouziti 101 uzlovych bodi. Vektor z bude tvoten 505 hodnotami. Stejnym zptsobem jsou specifikovany
maximalni a minimalni povolené hodnoty (68), tedy intervaly, na kterych je kazdy prvek z vektoru z
hledéan. Pro kazdy signal jsou tyto limity zvoleny konstantné. Jejich volba vSak probihala tak, aby jimi
hledany pribéh nebyl omezen, zvolené intervaly jsou nékolikrat vétsi, nez jakych hodnot posléze
dosahuji vysledné pribéhy. Pouze u stavové veliCiny x; odpovidajici poloze voziku kyvadla byl
interval, na kterém se pribéh hleda, omezen pfisnéji, avSak stale s vetSi volnosti, nez je fyzikalni
omezeni modelu. Konkrétné byl interval omezen na rozsah (—0,8; 0,8). Volba odrazi skute¢nost, ze
nulova poloha voziku mtze byt na kraji redlného modelu a ten ma pak pfi vychylce na jednu stranu
k dispozici drahu ptiblizné 0,8 m, stejné tak v opacném ptipadé. Piipadné korektni omezeni reflektujici
vlastnosti realného modelu by se nemélo vztahovat na absolutni rozsah hodnot drahy, ale na rozdil
maximalni a minimalni hodnoty vysledné trajektorie, ktery reflektuje pozadovanou drahu. Pocate¢ni
nulova poloha voziku na realném modelu musi byt nasledné zvolena v souladu s vyslednym prubéhem.
Toto omezeni mize byt realizovano v podob¢ jedné casti ticelové funkce.

Pocate¢ni odhad hodnot vektoru z, ktery je nutné pii pouziti fesice fmincon specifikovat, byl
zadan v takové podobé¢, ze pro kazdou veli¢inu odpovida linearni funkci mezi pocate¢ni a koncovou
hodnotou pro vy3vih (124). Rizeni je uvazovano nulové. Jednotlivé pribéhy pocateéniho odhadu jsou
opét diskretizovany v uzlovych bodech.

V dalsim kroku byly vytvofeny dvé samostatné funkce, jedna pro vypocet omezujicich
podminek (67) a druha pro vypocet ucelové funkce (65). Tento zplsob implementace vede na
prehlednéjsi zapis, ktery navic poskytuje vetsi volnost a vice moznosti pfi specifikaci jednotlivych casti.
Na zac¢atku vypoctu omezujicich podminek je predlozeny vektor z (méni se v kazdé iteraci) rozdélen na
useky hodnot, které¢ odpovidaji jednotlivym veli¢inam. Poté jsou v cyklu pfes vSechny uzlové body
vypocteny omezujici podminky pro zajisténi shody urcenych prubéht s dynamikou systému. Jak bylo
popsano v teoretické casti, v kazdém uzlovém bode¢ (resp. od prvniho do predposledniho) je z aktualniho
stavu pomoci diskrétniho modelu, ktery je zaloZen na ¢tyfbodové numerické metodé Runge-Kutta
(vypocet a implementace popsany v ¢asti 4.2), vypocten stav v nasledujicim uzlovém bodé. Vypoctené
hodnoty jsou porovnany s hodnotami, které jsou pro tento bod ve vektoru z (byly uréeny optimaliza¢ni
funkci). Rozdily pro kazdou veli¢inu v kazdém uzlovém bod¢ tvofi prvni ¢ast vektoru omezujicich
podminek, pfi¢emz je pozadovano, aby byly nulové. Timto zplsobem vznika velké mnozstvi
omezujicich podminek, nicméné teSi¢ bez obtizi takto specifikované ulohy zvlada. K uvedenym
podminkam se pfidavaji jesté podminky na pocatecni a koncovy stav systému. Je dobré si uvédomit, Ze
se jedna o podminky v podob¢ linearnich rovnic (66) a mohly by tudiz byt zavedeny do teSice fimincon
jinym zptisobem, nicméné matice A v uvedeném ptedpise by obsahovala prevazné nuly a dochazelo by
ke zbyteCnym vypoctim. Kvili piehlednosti proto bylo zvoleno zahrnuti podminek na pocatecni a
koncovy stav systému do funkce s omezujicimi podminkami ve tvaru nelinearnich rovnosti.

Zaklad vypoctu ucelové funkce je shodny s funkci pro omezujici podminky, dochazi ke
stejnému rozdéleni vektoru z na jednotlivé signaly, se kterymi se dale pracuje. Uéelova funkce pouZita
pro feSeni vySvihu jednoduchého inverzniho kyvadla odpovida piedpisu, ktery oznaCujeme jako
minimalizace energie fidiciho signalu (12). Vypocet je ale zapotiebi provést v diskrétni podobé. Byla
pro né€j pouzita slozena lichobéznikova metoda:
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Hodnota h odpovida stejn¢ jako v teoretickém rozboru metody piimé transkripce vzdalenosti mezi
dvéma uzlovymi body. Vypocet je implementovan jako skalarni soucin hodnot dvou vektord (soucet
soucind jednotlivych hodnot), kdy jeden obsahuje vahy (pro prvni a posledni prvek je polovi¢ni oproti
ostatnim) a druhy funkéni hodnoty (druhé mocniny diskrétnich hodnot fidiciho signalu). Vypoctena
hodnota je nasledné vynasobena ¢asovym krokem h/2. Ve vypoétu je navic zahrnuta konstanta 1/2
pted integralem v ucelové funkci, kterd se casto u kritérii vyuziva.

Pfi ndvrhu stavovych trajektorii a fizeni pro vySvih pomoci metody piimé transkripce byla
zvolena celkova délka tohoto d€je 3 s a déleni prubehii pti diskretizaci na 100 intervald. Ziskané prubéhy
jsou zachyceny v nasledujicich grafech.

X, (rad)

-6

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
t(s)

Obrazek 53 - Pribéhy stavovych trajektorii pro uhel kyvadla a polohu voziku a fidici signal navrzené metodou piimé
transkripce

Popsand implementace metody byla nésledné jeste¢ dale modifikovana. Prvni iprava souvisi s fidicim
signalem a jeho pouzitim v numerickém modelu pfi urovani omezujicich podminek. V poloving
intervalu mezi uzlovymi body (tato hodnota je vyzadovana pii pouziti metody Runge-Kutta) byla
doposud hodnota fizeni urcena na zdklad¢ linedrni interpolace mezi pfislusSnymi uzlovymi body,
zjednodusené feseno se jednalo o jejich aritmeticky primér. Jinym zplsobem, jak se vyporadat
s nutnosti znat fizeni v té€chto bodech, je pfidat hodnoty fizeni v poloving intervald mezi uzlovymi body
do vektoru z. Tim padem budou uréovany optimalizacni funkci a nebudou nikterak omezeny interpolaci.
Jelikoz byly ptidané hodnoty fizeni pouzity i pro vypocet ucelové funkce, bylo zapotiebi zménit zptisob
vypocétu integra¢niho kritéria. Nové se pro tento ucel pouziva Simpsnovo pravidlo 1/3:
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Hodnota h opét odpovida vzdalenosti mezi dvéma uzlovymi body. Pouziti tohoto pravidla zohlediuje
jinou vahu, ktera je pfikladana hodnotdm fizeni v poloving€ intervald v ramci numerické metody
Runge-Kutta. Pfi pouziti lichobéznikové metody namisto tohoto pravidla dochéazi k zisku prabéhu
tizeni, kde jsou mezi hodnotami v uzlovych bodech a poloving€ intervalli mezi nimi vyrazné skoky.
Prib¢h vypada jako ten z ptedchozi varianty, avSak se superponovanym pilovym signalem. Pti pouziti
spravného zptisobu vypoctu ucelové funkce je ziskan pribéeh tizeni, ktery je téméf totozny s fizenim
vypoctenym pied zavedenim tprav.
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Obrazek 54 - Porovnani pribéhti fizeni z ptivodni varianty metody a po pfidani diskrétnich hodnot v poloving intervald mezi
uzlovymi body s pouzitim dvou metod diskrétni integrace
Pti vypoctu tlohy popsanou metodou, at’ jiz v zdkladni metodée nebo s uvedenou modifikaci, nedochazi
k urceni pocatecni a koncové hodnoty fizeni. Obecné miize byt fidici signal na zacatku a konci nenulovy.
To ve své podstaté neni problém, nicméné jevi se vhodné, aby fidici signal neobsahoval skokové zmény,
ke kterym by v aktualni situaci dochazelo pii zapnuti nebo ukonceni procesu vysvihu. Pi zadani téchto
podminek do funkce, kterd pocita omezujici podminky, dojde pouze ke zmén€ krajnich hodnot tizeni
(budou nulové), nicméné skokové zmény nebudou potlaceny. Jedna z variant, jak situaci korektné
oSetfit, je zavedeni pridané stavové veli¢iny. Ta odpovida doposud pouzivané veli¢ing fizeni. Novym
fidicim signalem je derivace pivodniho, tedy derivace zrychleni. Tato Uprava se tyka pouze navrhu
trajektorii, pro dalsi ucely se stale vyuzije jako fizeni zrychleni voziku. Nésledné se do omezujicich
podminek pfida podminka na pocatecni a koncovy stav pfidané stavové veli¢iny (zrychleni voziku) a
zaroven se patfi¢né roz§ifi dynamika systému — v druhé a ¢tvrté stavové rovnici (113) se nahradi fidici
signal u ptidanym stavem x5 a zavede se pata stavova rovnice X = Upg,,. Diky tomu nejsou na pribéh
zrychleni voziku kladeny pouze podminky na okrajové hodnoty, ale také na jeho spojitost. V ucelové
funkci mize vystupovat bud’ stejna fyzikalni veli¢ina jako doposud, tedy stav x5, anebo novy fidici
signal uye,. V prvnim pfipadé je sice kritérium shodné s tim, které bylo pouzito v predchozich
variantach feseni, nicmén€ vysledny priibéh zrychleni voziku, ktery bude realné pouzit jako fidici signal,
neni v blizkosti koncového ¢asu hladky, i kdyZ zvinéni neni pfili§ vyrazné. Ve druhém ptipadé je
nalezeno feseni s odliSnymi pribéhy veli¢in, nicmén¢ signal odpovidajici zrychleni voziku je hladky na
celém Casovém useku a za¢ina a konci v nule. Pfi vypoctech bylo vychazeno z ptivodni varianty metody
bez ptidanych boda pro fizeni mezi uzlovymi body, aby mohly byt varianty korektné¢ porovnany. Pii
pridani bodii u fidiciho signalu a vypoctu ztratové funkce ze stavu x5 dochézelo opét k zisku prubéhu
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fizeni se superponovanym pilovym signalem. Pro jednotlivé zminéné varianty byla urcena hodnota
ztratové funkce vypoctené ze zrychleni voziku, aby mohly byt porovnany.

Tabulka 6 - Porovnani hodnot integra¢niho kritéria vypocteného ze zrychleni pro rtizné varianty metody piimé transkripce

Varianta Integracni kritérium

Pavodni varianta bez tiprav 13,2018
Pivodni varianta s pfidanymi omezujicimi podminkami 13,2098
Varianta s pfidanym stavem, ucelova funkce z x5 17,3730
Varianta s pfidanym stavem, ucelova funkce z u,,, 21,5967
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Obrazek 55 - Porovnani pribéhti zrychleni voziku pro rizné varianty vypoctu
Vysledky z tabulky 6 ukazuji, ze pfi rozsifeni ptivodni tlohy pouze o omezujici podminky vztahujici se
k poc¢ateéni a koncové hodnoté fidiciho signalu nedojde témét k Zadné zmen¢ integracniho kritéria. Tato
skute¢nost je také patrna pii porovnani prubéhd, které jsou témef totozné, nicméné zminéna uprava
netesi kvalitné pozadavek na Gpravu fizeni. Dalsi dvé varianty pracujici s pfidanym stavem a uvedeny
pozadavek fesi 1épe. V obou piipadech je hodnota integracniho kritéria pro signal zrychleni voziku vyssi
neZ v zékladni variant€¢ navrhu fizeni, coz je zplsobeno pfidanim omezujicich podminek. Hodnota
kritéria pro posledni variantu, u které se ztratova funkce v jednotlivych iteracich pouziva z nové
definovaného fidiciho signalu, je sice nejvyssi, vysledné priibéhy ale spliuji pozadavky na nulovou
pocatecni a koncovou hodnotu pribéhu zrychleni a zaroven jeho spojitost nejlépe.
Metoda primé kolokace

Pro implementaci byla vybrana varianta Hermite-Simpson, ktera byla popséana i v teoretickém popise
metody. Jak bylo zminéno, diky mozné upravé vztahti pro omezujici podminky vstupuji do vektoru z
opét ptimo diskrétni hodnoty stavil a fizeni, stejn¢€ jako u metody piimé transkripce. Kod pro navrh
fizeni a stavovych trajektorii touto metodou je tedy z velké ¢asti shodny s programem vyuzivajicim
metodu pfimé transkripce. Pii implementaci bylo vychdzeno ze zakladni varianty a varianty s ptfidanou
stavovou veli¢inou pro oSetfeni pocatecni a koncové hodnoty vysledného fizeni. Zakladni nastaveni pro
funkci fimincon v podobé pocatecniho odhadu a omezujicich podminek zistalo shodné, stejné tak
vypocet ucelové funkce. Pro vypocet integralu byla pouzita lichobéznikova metoda.

Odlisnym zpasobem probehl vypocet omezujicich podminek pro zajisténi souladu trajektorii
s dynamikou fizeného systému. Bylo ptitom vychazeno ze vztahti (73) a (75). Pro kazdy interval mezi
dvéma uzlovymi body byly nejprve vypocteny funkéni hodnoty (hodnoty stavovych rovnic) pomoci
funkce obsahujici dynamiku systému (jedna se o stejnou funkci pouzivanou v rdmci numerickych
modelt1). Z nich byla nasledn¢ vypoctena hodnota stavili v kolokacnim bod¢€ podle vztahu (73). Piislusna
hodnota fizeni byla ur¢ena jako aritmeticky prumér fizeni v uzlovych bodech. Nasledn¢ uréena funk¢ni
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hodnota v koloka¢nim bod¢ byla pouzita pro vypocet omezujicich podminek podle (75). Tyto podminky
se opét urcuji pro vSechny intervaly mezi uzlovymi body.
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Obrazek 56 - Pribehy stavi x1 a x3 a pfislusného fizeni pro zékladni variantu navrhu a variantu rozsifenou o pfidany stav
Varianta zajist'ujici hladky prubéh zrychleni voziku s uréenim jeho pocatecni a koncové hodnoty byla
dale rozsifena do podoby, kdy zadani odpovida uloze s volnym ¢asem. Namisto pevné volby délky d¢je,
ktera byla doposud 3 s, byla do vektoru z ptidana hodnota odpovidajici koncovému ¢asu. Dale byl zadan
interval (1; 5), ktery urcuje, jakych hodnot mtize délka déje nabyvat. PoCet intervali pro diskretizaci
zustal nadale stejny, v kazdé iteraci se pouze piepocitavala délka intervalii podle aktualné navrzené
hodnoty koncového casu.
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Obrazek 57 - Pribéhy stavil x1 a x3 a pfislusného fizeni pro variantu ndvrhu s volnym ¢asem se zakladni i rozsifenou
ztratovou funkci

Tabulka 7 - Porovnani hodnot integracniho kritéria vypocteného ze zrychleni pro rizné varianty metody piimé kolokace

Varianta Integracni kritérium
Ptivodni varianta bez tiprav 17,5778
Varianta s pfidanym stavem, Gcelova funkce z u;,q,, 21,5947
Varianta s pfidanym stavem a volnym ¢asem 16,7110
Varianta s pfidanym stavem, volnym ¢asem a rozsifenou ucelovou funkei 15,8284

Z vyslednych prubéhti na obrazku 56 je patrné, Ze koncovy ¢as v obou piipadech je vétsi, nez byla jeho
pevné zvolena varianta pii pfedchozich vypoctech. Konkrétné byly v metodé zvoleny Casy 4,475 s a
4,891 s. Pro tyto Casy ze zadaného intervalu hodnot bude pohyb inverzniho kyvadla pfi vy$vihu nejvice
pfirozeny a nevynuceny. V prvnim pfipad¢ je u trajektorie polohy voziku vidét, ze dosahuje zadaného
omezujiciho limitu. Realizace navrzeného fizeni by u redlného modelu byla komplikovand a mozna
nerealna kvuli fyzickému omezeni drahy. Z tohoto divodu byla rozSifena ucelova funkce o ¢len
penalizujici se zvolenou vahou potfebny rozsah drahy, po které se vozik béhem vySvihu pohybuje. Po
zavedeni této upravy byly nalezeny stavové trajektorie, u kterych je zapotfebi pouze polovi¢ni velikost
drahy.

V tabulce 7 jsou porovnany hodnoty integra¢niho kritéria vypoéteného z prubéhu zrychleni
voziku pro jednotliva navrZena fizeni a jim pfislusici trajektorie. Pfi porovnani prvnich dvou hodnot je
opét patrné, ze zavadeéni dalsich pozadavkl a omezeni vede ke zvySovani hodnoty kritéria. Zavedenim
volného Casu se vSak optimalizacni funkci pfidava dalsi rozmér, ve kterém mutize byt feSeni hledano, coz
ukazuje snizeni hodnoty integra¢niho kritéria. Pro posledni variantu vypoctu je tato hodnota nejnizsi. Je
to z toho diivodu, ze béhem samotného navrhu se pocita ztratova funkce z veli¢iny odpovidajici derivaci
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zrychleni, nikoliv pfimo ze zrychleni (stejn¢ jako v druhé a tfeti variante), zarovei je v této varianté
ztratova funkce rozsitena o dalsi ¢len, tudiz feSeni dospéje do jiného minima nez v ptredchozim piipade
ulohy s volnym ¢asem.

Implementované metody piimé transkripce i kolokace jsou pouzitelné pomerné€ obecné na fadu
ruznych dynamickych systémd. Jsou schopné pracovat i se slozitymi nelinedrnimi systémy. Jejich
modifikace pro jiné ulohy zahrnuje specifikaci dynamiky systému, upraveni specifikace vektoru z
veéetné omezeni a pocatecniho odhadu (na zaklad¢é poctu stavli a zvoleného poctu intervalii pro
diskretizaci), zadani pocate¢niho a koncového stavu systému a piipadné zapsani vlastni ucelové funkce.
Vétsina téchto krokdi odpovida Cist€é popsani feSeného problému a nevyzaduje zadné odvozovani
specifickych vztahti nebo predpist pro derivace.

5.5.5 Softwarové nastroje pro feseni tlohy optimalniho fizeni
K teSeni vysvihu kyvadla v podob¢ ulohy hledani optimalniho fizeni byly zvoleny nastroje OptimTraj
a ICLOCS2. Uloha byla zadana shodné jako v ptipadé diive popsanych metod, které fesily vysvih se
zadanou ucelovou funkci, tedy systém je popsany stavovym popisem (113), pocatecni a koncovy stav
déje je dan podminkami (124) a uloha je zad4na s pevnym koncem. Délka dé€je byla stanovena na 3 s.
Pocatecni a koncovy stav popisuji nasledujici podminky. Ztratova funkce odpovida loze minimalizace
energie fidiciho signalu (12).

U jednotlivych nastroji pro feSeni ulohy je mozné zadavat pocet bodl, na které je cely d&j
rozdélen. S jeho zvySovanim se prodluzuje doba vypoctu. Vysledné pritbéhy maji pak zvolené rozliseni.
Pro jejich vykreslovani je proto vyuzita interpolace s rozd€lenim ¢asového useku na 1000 bodu. Ziskany
interpolovany pribéh fidiciho signalu je pouzit pro vypocet hodnoty zvoleného optimaliza¢niho kritéria,
aby mohly byt vysledky z obou nastroji porovnany. Méteni probihalo na pocita¢i s procesorem Intel
Core 17-8550U, operacni paméti 16 GB, opera¢nim systémem Windows 10 Home v prostiedi Matlab
2018a.

Optimtraj

Tento nastroj je vytvoteny piimo pro Matlab v podobé knihoven. Jeho zprovoznéni je velmi jednoduché,
knihovny stac¢i stdhnout a poté v rdmci programu Matlab pridat cestu k nim a podslozkam pomoci
moznosti ,,Set Path®. Knihovny je také mozné instalovat pies nabidku ,,Add-ons pfimo v prostiedi
Matlab, nicméné u starSich verzi neni k dispozici nejnovéjsi verze knihoven. V praci byla pouzita verze
z 3. kvétna 2018. Soucasti knihoven je i sada ukazkovych problémi. V dokumentaci je popsano, jakym
zpusobem optimalizacni Glohu pfipravit, zadat jednotlivé udaje a spustit feSeni. Ke vSemu vystaci jeden
soubor s prehlednym a kratkym kodem, nicméné je mozné pro zadani dynamiky systému i
optimaliza¢niho kritéria vyuzit samostatné soubory.

Veskeré nastaveni se zadava do jedné struktury. V prvnim kroku je zapotfebi uvést dynamiku
systému a zvolené optimalizacni kritérium. Oba tyto udaje se uvadéji v podobé funkci, jejichz parametry
je Cas, hodnota stavt a fidici signal. V druhém kroku se zadavaji informace o po¢atecnim a koncovém
stavu systému a také ¢asovych udajich odpovidajicich t€émto staviim. Pro v§echny tyto veli¢iny je mozné
zadat nejen pevnou hodnotu, ale také uréity interval (ten muze byt rovnéz (-oo; ©)). V piipadé
popisované ulohy byly zvoleny pevné hodnoty dle zadani uvedeného diive. Tietim krokem je
specifikace pocateéniho odhadu stavovych veli¢in i fidiciho signalu ve specifikovanych Casech. Pro
jednoduchost byly pouzity odhady pouze pro pocatecni a koncovy cas déje. V poslednim kroku probiha
nastaveni parametrt fesic¢e a volba pouzité metody. Byla zvolena metoda vicenasobné stielby, ktera pro
modelovani systému vyuziva metodu Runge-Kutta. Toto nastaveni umoziuje volbu poctu segmentil a
subkrokil. V zavislosti na jejich nastaveni se ménila predevsim délka vypoctu, pii velkych zménach
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rovnéZ pribéh nalezenych trajektorii. Vysledné pribéhy byly ziskany pfi nastaveni 20 segmentl a 2
subkrokd.
ICLOCS?

Jedna se o dal$i nastroj ureny piimo pro Matlab. Postup zprovoznéni je shodny s nastrojem Optimtraj,
je nutné stahnout knihovny a poté v Matlabu ptidat cestu k jejich umisténi pies Set Path. Problém je
vSak s feSi¢em. V rdmci tohoto nastroje je mozné vyuzit tfi rizné solvery, doporu¢ovan je IPOPT. Ten
vSak neni souc¢ésti programu Matlab ani nastroje [CLOCS?2 a je potieba jej pfidat samostatn€é. Bohuzel
je dostupny pouze v podob¢ zdrojovych kodu, ke kterym je zapotiebi stahnout dalsi soucasti a provést
kompilaci. Cely postup je sice zdokumentovan, nicméné je jiz n€kolik let stary a urcité ¢asti nejsou
pouzitelné v novejsich verzich prostiedi Matlab. Kvtli tomu byl nakonec pouzit jako teSi¢ fmincon, i
kdyZ neni doporucovan a podle dokumentace miize zplsobit znacny nartist doby vypoctu. Soucasti
knihovny jsou opét ukazkové priklady.

Zadani optimalizacniho problému je rozdéleno do Ctyt soubord, predevsim kvili piehlednosti.
V hlavnim souboru, pies ktery se spousti ndsledné feseni, se vytvaii tfi struktury popisujici nastaveni
fesiCe, problém samotny (dynamika systému, kritérium, omezujici podminky) a pocatecni odhad jeho
feSeni. Nastaveni feSi¢e umozinuje zvolit pouzitou metodu, v nasem piipad¢ byla zvolena piima
koloka¢ni metoda (doporuc¢ené nastaveni dle dokumentace). Kromé nastaveni zplsobu reprezentace
vysledkd a dalSich moznosti je zde zapotiebi specifikovat pouzity tesi¢ (fmincon) a jeho parametry
tykajici se naptiklad maximalniho poctu iteraci. Optimalizacni problém se popisuje v samostatném
souboru. Je mozné specifikovat pocateéni a koncovy cas dé€je, s tim Ze koncovy miize byt zadan
intervalem. Obdobn¢ se urcuje hodnota stavi v pocatecnim ¢ase, bud’ v podobé pevné hodnoty, nebo
pomoci intervalu. Stejnym zptisobem se zadava take jejich hodnota v kone¢ném Case. Zarovei je mozné
uvést omezujici podminky pro jednotlivé veli¢iny v pritbéhu celého déje, tato moznost vSak pfi feseni
vys$vihu nebyla pouzita. Pro stavové veli¢iny i fidici signal se uvadi poc¢ate¢ni odhad, nicméné pouze v
podobé hodnot v poc¢ate¢nim a koncovém case. Dynamika systému se zachycuje v podobé klasickych
vyrazl programu Matlab, v jejichz zapise se vyskytuji stavové veliciny i fidici signdl. Néstroj ICLOCS2
umoziuje samostatné zadani Lagrangeovy a Mayerovy ¢asti optimaliza¢niho kritéria. Pro feseni ulohy
bylo pouzito piimé zapsani podminky do Lagrangeovy ¢asti. Také bylo zvoleno déleni prubéhid na 40
intervall (41 diskrétnich hodnot).
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Obrazek 58 - Porovnani pribéhti stavovych velicin x1 a x3 a fizeni vypoctenych pomoci nastrojii k feSeni ulohy hledani
optimalniho fizeni
Tabulka 8 - Porovnani integracniho kritéria prib¢hu fizeni a ¢asové ndrocnosti feSeni pii pouziti uvedenych softwarovych
nastroji

Nastroj Integracni kritérium | Délka vypoctu (s)
OptimTraj 13,0519 58,79
ICLOCS2 13,0460 394,36

Nastaveni obou nastrojii bylo voleno tak, aby bylo pokud mozno stejné. Zamérné vsak byly zvoleny
rozdilné metody pouzité pro feseni tlohy. Vysledné trajektorie i fidici signaly jsou velmi podobné, coz
dokazuje také témet shodnd hodnota posuzovaného integracniho kritéria. Velky rozdil je ale patrny
v délce vypoctu, pii pouziti nastroje OptimTraj byl vice nez Sestkrat kratsi. Divodem mohou byt prave
rozdilné zvolené metody, ale také rozdilny zpusob implementace feSeni v obou néastrojich a jejich
optimalizace pro b&h v prostfedi Matlab. V ptipadé nastroje ICLOCS2 urcitou roli hraje rovnéz
preferovani jiného fesice.
5.6 Navrh zpétnovazebniho fizeni pro inverzni kyvadlo

Druhou ¢ast v fidici struktuie se dvéma stupni volnosti tvofi zpétnovazebni regulator. Pro jeho realizaci
byl zvolen stavovy regulator LQR ur¢eny na kone¢ném ¢asovém horizontu. Jeho vypocet se odviji od
konkrétniho dopfedného fidiciho signalu a stavovych trajektorii, které ma systém sledovat. Pro
implementaci byl zvolen program Matlab. Pfi navrhu regulatoru se pracuje s casovym krokem 1 ms.
Pokud jsou dodané trajektorie a fizeni zaznamenany s jinym casovym krokem, dochézi k jejich
prevzorkovani pomoci interpolace spline kiivkou odvozenou od kubickych polynomu (funkce interpl).

Prvnim krokem feSeni je vypocet algebraické Riccatiho rovnice pro vzpiimenou polohu, tedy
nestabilni ustaleny stav. Jedna se o postup, ktery se pouziva pti vypoctu LQR regulatoru na nekonecném
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horizontu pro linearni systém nebo systém linearizovany v jednom pracovnim bod¢€. Pro tento krok je
pouzita funkce care.

[AO,BO] = getlinsys(0,0,0,0,0,0)

[Plgr,L,G] = care(A0,BO,Q,R)

Parametry A, a B\, jsou matice stavového popisu inverzniho kyvadla linearizovaného v horni ustalené
poloze. Matice Q a R jsou vahové, viz teoreticky rozbor 3.2. Ziskané feSeni Riccatiho algebraické
rovnice slouzi jako pocatecni podminka pfi feSeni Riccatiho diferencialni rovnice. To probiha zpétné
v Case, tedy vychazi se z koncového stavu, pro ktery jiz bylo vypocteno feseni. Nasledné se postupuje
k pocatecnim hodnotdm a spodni poloze kyvadla. K samotnému feSeni diferencidlni rovnice je
v programu Matlab pouzita funkce ode45.

S=reshape (P1lqgr,16,1)

opt = odeset ('AbsTol',1.0e-08,'RelTol',1.0e-08)

[t,P] = oded5(@riccatiEquation,tf:-0.001:ti,S,opt)

t=flipud (t)

P=flipud (P)

Prvni parametr ode45 je odkaz na funkci riccatiEquation, ve které je zapsana diferencialni Riccatiho
rovnice (83). V ni se vyskytuji také matice stavového popisu systému, ktery se ma fidit. Ty ziskavame
linearizaci popisu inverzniho kyvadla. Pro zadany cas t se ziskaji hodnoty stavovych veliin
z trajektorie, podél které ma regulace probihat, a z nich je nasledné uréen linearizovany popis v daném
pracovnim bod¢€ pomoci funkce getlinsys. Tato funkce je rovnéz pouzita pro urceni linearizovaného
popisu v horni poloze kyvadla. Jak je vidét na druhém parametru funkce ode45, Casovy vektor je
vytvofen od koncového casu smérem k pocatku s krokem 1 ms. Dal§im parametrem jsou pocatecni
podminky, které byly ziskany v pifedchozim kroku feSenim algebraické Riccatiho rovnice. Funkce
ode45 vyzaduje vraceni vysledkil z jednotlivych krokt feseni v podobé sloupcovych vektort, nikoliv
¢tvercovych matic. Proto jsou i pocatecni podminky pfeusporadany z matice o rozméru 4x4 na
sloupcovy vektor o 16 prvcich. Jako vysledek je obdrzen ¢asovy vektor t a vektor s feSenimi v danych
¢asech P. Jelikoz jsou oba orientovany zpétné v ¢ase (t jde od kone¢ného ¢asu k nule), pro dalsi pouziti
jsou obraceny.

Pti volani funkce getlinsys je mozné zadat jako parametr ureni stavu systému (véetné fizeni),
ve kterém probéhne linearizace, anebo Cas podle kterého se urci stav systému ze zadanych stavovych
trajektorii. Samotné uréeni matic A a B je zaloZeno na derivaci stavovych rovnic podle jednotlivych
stavi, piipadné fizeni, a dosazeni konkrétnich hodnot.

function dP = riccatiEquation (t,P)

[A,B]l=getlinsys(t);

global QO R

Z=reshape (P,4,4);

dZ=- (Z*A+A' *Z-Z*B*inv (R) *B' *2+Q) ;

dP=reshape (dZ,16,1) ;

end

V samotné Riccatiho rovnici vystupuje feSeni P (z predchoziho kroku), které bylo u pocatecnich
podminek upravené na sloupcovy vektor. Aby mohla byt rovnice vyfeSena a odpovidaly rozméry matic,
je potieba opét provést preusporadani na ¢tvercovou matici 4x4 a po vyfeSeni rovnice preusporadat
feSeni zase na sloupcovy vektor.

Po dokonceni vypoctu pomoci funkce ode45 je k dispozici feSeni diferencialni Riccatiho
rovnice pro pouzité trajektorie s krokem 1 ms. Dalsi ¢asti postupu je vypocet Casové proménného
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stavového regulatoru pro feSeni diferencialni Riccatiho rovnice v kazdém case podle vztahu (92)
uvedeného v teoretickém rozboru.

for k=1l:length(t)

[A,Bl=getlinsys(t(k));
Ptmp=reshape (P (k, :),4,4)
K(k, :)=-1inv (R) *B' *Ptmp;

end
Tento proces se provadi v cyklu. Vysledkem je matice o ¢tyfech sloupcich, v nichz jsou hodnoty pro
¢ctyti slozky asové proménného regulatoru pro fizeni systému podél referencnich trajektorii.

Pro ovéfeni funk¢nosti navrhu regulatoru byly pouZity stavové trajektorie a fizeni vypocitané
pomoci nastroje OptimTraj (viz pfedchozi podkapitola) a pomoci metody feseni ulohy dvoubodového
okrajového problému s pfidanou optimalizac¢ni procedurou. V prvnim ptipad€é byly pribéhy urceny
s rozlisenim 81 hodnot na 3 s prib¢ehu, tudiz probéhla pti navrhu reguldtoru jejich interpolace.

—~ 150 T T T T T T —~ 30 T T T T T -
—— Optimtraj —— Optimtraj
X ——BVP —BVP

-100 ; s - - - -

—— Optimtraj

—— Optimtraj
5F|——BVP g —BVP

-10

-15

-20

Obrazek 59 - Casové proménna zesileni stavového LQR regulatoru pro dvé sady referenénich trajektorii

Pro ovéfeni navrzeného LQR regulatoru byla pouzita simulace MIL vytvofena v prostfedi Simulink.
Obsahuje dva totozné modely inverzniho kyvadla, pficemz jeden je zatazen do fidici struktury se dvéma
stupni volnosti a na druhy je aplikovano pouze dopiedné fizeni v oteviené smycce. Pro posouzeni
funkénosti byly zvoleny grafy obsahujici porovnani referenc¢nich pribéhu stavovych veli¢in x; a x5
s prub&hy z modelu (v pfipad¢ uhlu ramene kyvadla i s modelem fizenym v oteviené smycce). Zaroven
je také zachyceno porovnani doptedného fidiciho signalu a fizeni, které realné vstupuje do systému
tizeného strukturou 2DOF. Jednotlivé prubéhy zobrazuji, jak moc se veli€iny pii simulaci odchyluji od
referen¢nich pribéht a tudiz i jak moc jsou dané stavové trajektorie a prislusné fizeni v souladu
s dynamikou systému.
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Obrazek 60 - Prib&hy z MIL simulace pro posouzeni ¢asové proménného LQR pro trajektorie navrzené nastrojem OptimTraj
(vlevo) a metodou feseni ulohy BVP s ptidanou optimnaliza¢ni procedurou (vpravo)

Grafy z MIL simulace ukazuji, Ze navrzeny LQR regulator v obou pfipadech plni svou funkci. Na
prabehu Ghlu kyvadla nejsou patrné prakticky zadné odchylky mezi hodnotou stavu modelu a referencni
trajektorii. Pti kontrole priibéhu této stavové veli¢iny u modelu fizeného v oteviené smycce je videt, ze
u trajektorii navrzenych feSenim tlohy BVP s optimalizac¢ni procedurou dojde daleko diive k odchyleni
od referen¢niho pribéhu. Tato skuteénost naznacuje, ze dané trajektorie a fizeni jsou méné v souladu
s dynamikou systému a jeho pfirozenym pohybem, nez trajektorie navrzené nastrojem OptimTraj.
K ovéfeni tohoto zavéru slouzi rovnéz zbyvajici grafy, u kterych je opét viditelnd ke konci prub&hu
vyrazna odchylka od referencnich signald. V ptipad¢ trajektorii z nastroje OptimTraj nedoslo béhem
celého vysvihu k Zddnému vyraznému zasahu LQR regulatoru do fizeni.
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Na zaklad¢ vysledki ze simulace byly v nékolika iteracich expertné zvoleny vahové matice Q
aR:

10 0 O 0

1o 10 o o
C=|op 0 50 o0

0 0 0 180

(166)

Volba probihala s ohledem na chovani systému, kdy thel kyvadla je ovliviiovan akénim zasahem
nepiimo vazbou pfes vozik. ZvySeni vahy stavii tykajicich se ramene kyvadla vede k vyraznému
zhorSeni kompenzace odchylek u veli¢in spojenych s vozikem kyvadla, jelikoz dojde k uptfednostiiovani
veli¢in fizenych nepfimo. Proto byla v ramci vahovych matic dana daleko vétsi vaha stavovym
veli¢indm x3 a x4, aby sledovani referen¢nich trajektorii probihalo dobfe a bez velkych odchylek u
vSech stavll systému. Nasledn€ byla vytvoiena nastavba k popsanému algoritmu pro vypocet casove
proménného LQR regulatoru, jejimz tkolem je fesit volbu vahovych matic. Zakladem je optimalizacni
proces, ktery iteratné opakuje vypocet vektor zesileni LQR regulatoru a vysledky ohodnocuje na
zaklad¢ pribéht ziskanych ze simulace MIL. V pouzitém kritériu figuruji sumy kvadrati odchylek
vSech stavovych veli¢in od referencnich trajektorii a také s mensi vdhou suma kvadratd hodnot fidiciho
signalu. Simulace byla navic doplnéna o mechanismus v€asného ukonceni pro piipad, kdy se néktera ze
stavovych veli¢in ¢i fizeni vyrazné odchyli od referen¢nich pribéhi. Tato situace totiz znamena, ze
navrzeny LQR regulator je nevhodny. Do kritéria je poté pfidana slozka reflektujici ¢as ukonceni
simulace. Pocate¢ni odhad jednotlivych vah byl volen trivialné, vSechny prvky na hlavni diagonéle obou
vahovych matic (jiné hodnoty se nehledaji) jsou rovny 1. Rovnéz byla zavedena omezujici podminka,
aby hledané vahy byly vzdy kladna cisla. Intervaly, na kterych jsou vahy hledany, byly zvoleny jako
nasobky ptivodni expertni volby.

Zavedena nastavba byla pouzita ve dvou variantach. V prvni byly hledany 4 hodnoty na hlavni
diagonale matice Q a hodnota vahy R, v druhém pfipadé probéhla fixace hodnoty R = 1. V obou
pripadech bylo testovano spousténi optimalizacniho algoritmu v rezimu lokalniho i globalniho fesice.
Pfi vypoctech byly pouzity trajektorie navrzené metodou feSeni problému BVP, které pifi pouziti
navrzenych vah vykazovaly v simulaci vétsi odchylky prabehti od referen¢nich trajektorii.

Tabulka 9 - Nalezené hodnoty vah a ucelové funkce pro jednotlivé varianty vypoctu spolu s pivodnim expertnim navrhem

Hledané Reic 0 0 0 0 R Ucelova
matice 1 22 33 4 funkce

- zadny 10,0000 | 10,0000 | 50,0000 | 180,0000 1| 76,8965

Q lokalni 15,4431 | 99,9432 | 73,1250 | 141,7025 1| 55,4343

0 globalni | 32,2070 | 99,9556 | 59,4140 | 144,2980 1| 55,4088

QaR lokalni 13,4305 | 99,9404 | 19,4528 | 187,9997 0,1001 | 46,2966

QaR | globalni | 13,4305 | 99,9404 | 19,4528 | 187,9997 0,1001 | 46,2966

Z tabulky je vidét, ze v ptipadé hledani obou vahovych matic bylo nalezeno stejné feSeni pii pouziti
lokalniho i globalniho feSice. V pripadé konstantni matice R se v téchto dvou variantach vysledna
hodnota ucelové funkce lisi minimalné, ale hodnoty prvni a teti vahy matice @ se podstatn¢ zménily.
Ve vsech piipadech doslo oproti pivodnimu odhadu vah k vyrazné zméné vahy tykajici se thlové
rychlosti ramene kyvadla a polohy voziku. Také je vidét, ze ucelova funkce ve vSech pripadech nabyvala
niz8$1 hodnoty nez pro variantu s expertné¢ zvolenymi vahovymi maticemi. Na zakladé toho 1ze dospét
k zavéru, Ze pouzity algoritmus plni svoji funkci. Na samotnych priibézich ze simulace typu MIL jsou
mezi jednotlivymi variantami vidét pouze minimalni rozdily a naopak prubchy fizeni se zapoctenou
zpétnovazebni slozkou na prvni pohled vykazuji vétsi odchylky od referenéniho signalu, nicméné
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piislusné slozky ucelové funkce dokazuji opak. Pokud by pozadavkem byla minimalizace odchylek
predevsim u fizeni, bylo by nutné upravit vahy slozek ucelové funkce. Pribehy stavovych veli¢in a
fizeni jsou uvedeny pro ilustraci v ptiloze D spolu s porovnanim prabéhi zesileni Casové proménného
LQR. Popsany vypocet ¢asové proménného LQR reguldtoru véetné vyuziti optimalizacni procedury byl
uveden v Clanku [TD14]. Zarovenn byl také v publikaci [TDS8] popsan alternativni zptisob volby
vahovych matic na zdklad¢ optimalizace, v jejiz ucelové funkci figuruji vlastni ¢isla matice P (feSeni
Riccatiho rovnice).

5.7 Simulace
Navrh fizeni pro vysvih a stabilizaci inverzniho kyvadla je v souladu s ptistupem ,,model-based design®.
To znamena, Ze v ramci celého procesu se vyuziva v urCité podobé model systému, a to nejen pii
samotném navrhu, ale také pro jeho ovéfovani pfed nasazenim na realné inverzni kyvadlo. Navrzené
fizeni mize byt ovéfovano v nékolika fazich, které se li§i pouzitym druhem simulace. Kazdy faze je
primarné zaméfena na oveétovani jiné casti ridiciho systému.

5.7.1 Simulace typu MIL
Prvni pouzity typ simulace je oznacovan zkratkou MIL (model in the loop). Jedna se o offline simulaci,
ktera ma za ukol ovéfit funkEnost zvolené fidici struktury a navrzeného fizeni. Na zékladé simulovanych
prabehtl je mozné posuzovat rovnéz kvalitu navrzenych referen¢nich trajektorii a dopfedného fizeni.
Rychlost vyhodnoceni celého simulovaného déje je dana dostupnym vypocetnim vykonem, realné
plynuti ¢asu neni zohlednéno. Cas by vsak mohl byt pfidan formou umélého zpozdéni simulace, pokud
je bez n&j vyhodnocovana rychleji. Pro tvorbu simulace MIL bylo pouZito prostfedi Simulink, které je
soucasti programu Matlab. Diky tomu bylo mozné zajistit jednoduché pfedavani dat reprezentujicich
navrzené tizeni a pfipadné vyhodnoceni prubéhti ze simulace, jak bylo popsano v ¢asti tykajici se
automatické volby vahovych matic LQR regulatoru.

Vytvotena simulace obsahuje model systému inverzniho kyvadla sestaveny z grafickych blokt
na zaklade jeho stavového popisu. Konkrétné jsou pouzity dvé kopie modelu systému, kdy jeden je
zatazen do tidici struktury se dvéma stupni volnosti a na druhy je aplikovano pouze doptfedné fizeni.
Podle prubéhd z druhého modelu je mozné posoudit kvalitu navrzeného referen¢niho fizeni v otazce
souladu s vlastnim chovanim fizeného systému, tedy jak rychle a do jaké miry dojde k odchyleni stavli
systému bez zpétné vazby od referen¢nich pribéhid. Model fizeny ve struktute 2DOF slouzi pro
posouzeni celého fidiciho systému se zaméfenim na zpétnovazebni cast. Zpétna vazba v piipade tidici
struktury 2DOF obsahuje ¢asové proménny LQR v podob¢ look-up tabulek pro jednotliva zesileni.
Regulator pracuje s odchylkami stavi modelu od referen¢nich trajektorii a vytvari druhou slozku fizeni,
ktera se ptidava k dopfednému. Zapojeni jednotlivych slozek regulatoru zaroven obsahuje mechanismus
pro zajisténi pouziti finalni hodnoty jednotlivych zesileni v ptipadé, Ze je simulace spusténa s del§im
¢asem, nez jak dlouho trva samotny vysvih. VSechny potiebné priibéhy a hodnoty (stavové trajektorie,
fizeni, zesileni regulatoru,...) jsou nacitdny pfi spusténi simulace z pracovniho prostoru programu
Matlab.

Pro vizualizaci stavu modelu inverzniho kyvadla byly zvoleny tii pfistupy. Prvnim je
jednoduché zobrazovani pribéhti jednotlivych veli¢in v zavislosti na Case pomoci grafii. Tato
reprezentace hodnot je snadnd na realizaci a pfi béhu simulace neni vypocetné naro¢na. Zaroven
poskytuje piehledné porovnani riznych pribéht v ¢ase. Druhy pristup spocivd ve vytvoreni
zjednoduseného dvourozmérného obrazu inverzniho kyvadla, ktery je schopny ménit polohu voziku a
uhel kyvadla v zavislosti na zadanych hodnotach. Pro vytvofeni byla pouzita S-funkce, ktera v kazdém
kroku simulace méni podle aktudlniho stavu modelu parametry objektt, které tvoii 2D obraz. Tento
zpusob vizualizace je vypocetné narocnéjsi, jelikoz vyzaduje provadéni prepoctl a prekreslovani celého
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obrazu. Na druhou stranu je tato varianta vhodnéjsi pro pfedstavu, jak se bude realné inverzni kyvadlo
chovat i pro nezasvécené pozorovatele. Diivodem je graficka reprezentace modelu a zobrazeni celého
stavu kyvadla v ramci jednoho prvku. Pfi doplnéni simulace o zpomaleni vyhodnocovéni je mozné

ziskat dostate¢n¢ piesnou vizualizaci chovani v Case.
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Obrazek 61 - Dvourozmérna vizualizace inverzniho kyvadla

vy r

Posledni varianta je ur¢itym zplsobem rozsifeni té predchozi. Model kyvadla mize byt realizovan
v trojrozmérném prostoru diky vyuziti nastroje Simulink 3D. Pro vytvofeni jednotlivych casti je mozné
vyuzit zékladni grafické objekty anebo importovat slozit¢jsi modely vytvofené pomoci externich
programi. U modelu se opét urcuje, které veliiny jsou jakym zpiisobem propojené a které budou moci
byt mé€nény za beéhu simulace. Vyhodnocovani 3D vizualizace v Case je nejvice Casoveé naro¢né a u
velmi slozitych simulaci neni vhodné tuto variantu pouzivat. Vysledné zobrazeni chovani systému by
mohlo byt v Case znacné zpomalené. V pifipadé jednoduchého inverzniho kyvadla je ale i tato

vizualizace pouzitelna.
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Obrazek 62 - Trojrozmérna vizualizace inverzniho kyvadla
5.7.2  Simulace typu SIL
Tento typ jiz fadime mezi real-time simulace. Ridici program obsahuje jak fizeni, tak model systému,

v tomto ohledu jde o obdobu simulace typu MIL. Zamérem ale je, aby vSe bézelo na zafizeni, které ma
byt pozdgji pouzito pro fizeni realného systému. Jedna se tedy o prevod celé simulace do jiného prostiedi
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a nasledné ovétovani funkcnosti, s tim Ze vse je jiz provozovano v realném case. Diky tomu dojde také
k ovéreni vykonosti pouzité hardwarové platformy.

Pro realizaci simulace bylo pouzito prostiedi REXYGEN Studio, které¢ bylo jiz diive zminéno
v ramci tvorby numerickych modelti inverzniho kyvadla. Cely program je spoustény s periodou 2 ms,
stejn¢ jako pozdgji fizeni realného inverzniho kyvadla. Je rozdéleny na dvé samostatné ¢asti — fizeni a
model systému. V fidici Casti je implementovana struktura 2DOF. Je slozena z grafickych bloki
realizujicich stavovy regulator, jehoz zesileni jsou nactena ze souboru a v ¢ase se meéni. Vysledny fidici
signdl slozeny z dopiedné a zpétnovazebni slozky, ktery fyzikaln€ odpovida zrychleni, je integrovan a
ziskava se tak pozadovana hodnota rychlosti voziku v ¢ase. Tato Cast je pouzita z divodu vyuziti
rychlostniho regulatoru pro aplikaci predepsaného fizeni na realné kyvadlo a bude detailnéji popsana
v dalsi &asti prace vénujici se implementaci fizeni pro realny model. Cast simulace odpovidajici modelu
systému obsahuje zminénou rychlostni smycku, kterd zahrnuje zpétnovazebni regulator a soustavu
prvniho fadu pouzitou pro aproximaci dynamiky aktuatoru. Jeji Casova konstanta byla nejprve zvolena
0,1 s na zaklad¢ odhadu a pozd¢&ji upravena na hodnotu 0,163 s na zaklad¢ realného experimentu. Dale
tato ¢ast obsahuje samotny model inverzniho kyvadla. V prvni fazi byla pouzita realizace z grafickych
blokti na zékladé stavového popisu systému, posléze byly doplnény numerické modely uvedené v casti
5.3. Mezi jednotlivymi variantami je mozné piepinat.

Kromé¢ samotné realizace simulace v jiném vyvojovém prostfedi a nasazeni na jin¢ hardwarové
zafizeni, na kterém j provozovana v realném cCase, je zasadni odlisnosti pfitomnost rychlostni smycky,
kterd modeluje dynamiku aktuatoru. Diky tomu simulace SIL vérnéji odpovida realité. Funkcnost
simulace byla nejprve ovéfovana s trajektoriemi navrzenymi metodou zaloZenou na ¢asové symetrii
systémul bez pfidané optimalizace a poté s trajektoriemi z nastroje OptimTraj. Nasledné byla pouzita
k posuzovani jednotlivych navrzenych fizeni, vlivii riznych uprav i samotnému ovétreni funkénosti
fizeni. Pro otestovani novych pribéha je zapotiebi vektory reprezentujici Casové proménny regulator i
fizeni a referen¢ni trajektorie ulozit do samostatnych soubort, pfilozit je k simulaci a provést jeji
kompilaci. Cést zajistujici naéteni téchto pribéhi uréuje pii naéteni také délku celého vy§vihu, ktera
nemusi byt pro vSechny testované varianty fizeni stejna.

—~ 5 T T T T T — T T T T T
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Obrazek 63 - Pribéhy ze simulace SIL porovnavajici referencni trajektorie thlu kyvadla (vlevo) a polohy voziku (vpravo) s
prislusnymi veli¢inami simulovaného systému pro trajektorie navrzené metodou asove reverzibilniho fizeni bez
optimalizace

5.7.3 Simulace typu PIL
Tato varianta simulace vychazi z predchoziho typu SIL. Hlavnim rozdilem je odd€leni fidici Casti a
modelu systému na dvé samostatna zafizeni. Vyména informaci mezi nimi je realizovana pies
komunikaéni rozhrani, v tomto ptipadé konkrétné Modbus na fyzické vrstvé Ethernet. Predavaji se
pouze informace, které budou k dispozici i u realného inverzniho kyvadla, tedy fizeni prevedené
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z pozadovaného zrychleni na rychlost voziku (rychlostni smycka povazovéna za soucast modelu) a
informace o uhlu kyvadla a poloze voziku. Z téchto stavovych veli¢in jsou zbylé dva stavy dopocteny
derivaci, jelikoZ nejsou u realného kyvadla ptimo méfeny. Ridici systém je opét provozovan piimo na
hardwarové platformé, kterd bude pouzita pozd€ji pro fizeni redlného inverzniho kyvadla. Oddéleni ¢asti
simulace vnasi do celého fetézce zpozdeéni zplisobené vymeénou informaci. To ma simulovat prodlevy
zpusobené nutnosti méfit u redlného kyvadla jednotlivé stavy a informaci pedavat do fidiciho programu
a posléze aplikovat vypoctené fizeni.

Simulace PIL byla vytvofena pfedev§im z divodu vyzkouSeni této varianty a realizace
propojeni dvou zatizeni pres komunika¢ni rozhrani s realizaci v prosttedi REXYGEN. I v tomto ptipadé
bylo testované fizeni funkéni (pouZity trajektorie z nastroje OptimTraj), nicméné pozdéji tato simulace
nebyla pouzivana pro oveéfovani novych variant fizeni, ptedevSim kvtli ¢asové naro¢néjSimu spousténi.
Pro tyto tcely byla pouzivana simulace MIL a SIL. Variant simulace PIL byla také pouzita a popsana
v ¢lanku [TD6] pro realizaci virtualni laboratofte.

5.8 Ovéteni navrzenych trajektorii a fizeni na redlné soustave
Cely navrh fizeni pro realizaci vy$vihu inverzniho kyvadla byl zaméfen na jeho pouziti s realnym

modelem, nikoliv jen na ovéfeni v ramci simulaci. V nasledujicim textu bude popsan pouzity laboratorni
model vCetné zatizeni pouzitych pro jeho fizeni.

5.8.1 Laboratorni model inverzniho kyvadla
Obecné zapojeni modelu a fidiciho systému zachycuje blokovy diagram na obrazku 64.
reference
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Obrazek 64 - Obecny blokovy diagram zapojeni fidiciho systému a fizeného procesu

Fyzicky model inverzniho kyvadla, ktery je v diagramu oznacen jako proces, byl jiz dfive zobrazen na
obrazku 21. Jeho konstrukce je tvofena ptrevazné z duralu, pifipadné z ocelovych casti. K podkladové
desce jsou pres drzaky ptipevnény dve valcové vodici tyCe. Na nich jsou nasazena linearni loziska, ktera
jsou pevné spojena s vozikem kyvadla. K nému je dale upevnéna pies kulickova loziska kratka
vodorovna htidel, na jejimz konci je uchyceno rameno kyvadla. Je tvofeno homogenni valcovou ty¢i
s délkou 30 cm. Celkova délka vodicich ty¢i mezi drzédky je 70 cm, po zapocteni délky voziku a
pridanych pénovych zarazek je k dispozici pro pohyb voziku draha 64,9 cm.

Jako aktuator je pouzity stejnosmérny motor Maxon A-max 32 se jmenovitym napétim 12 V a
vykonem 20 W. Jedna se o konstrukci s kotvou bez Zelezného jadra a komutatorem vyuzivajicim uhliky.
Oproti klasickym stejnosmérnym motoriim vykazuje tato konstrukce vyrazné¢ mensi ¢asovou konstantu,
predevsim kvuli snizeni momentu setrva¢nosti to¢ivych casti. Na vystupni hiidel motoru je pfipevnéna
femenice s 28 zuby, ktera pohybuje s ozubenym femenem. Ten je pevné spojen s vozikem.

Motor i vodorovna htidel na voziku jsou osazeny inkrementalnimi kvadraturnimi optickymi
enkodéry HEDM-5500J12, které slouzi ke snimani natoceni ramene kyvadla a polohy voziku. Jelikoz
jde o inkrementalni senzory, absolutni idaj o téchto stavech se ziskava na zaklad¢ kalibrace pocate¢niho
stavu. Oba enkodéry maji rozliSeni 4096 pulzi na otocku pti vyhodnocovani nabéznych i sestupnych
hran na obou vystupnich signalech (oznaCovany A a B). Pro pfevod pulzi na dané stavové veli¢iny
s realnymi jednotkami byly zavedeny konstanty

2
=—=1 -1 -3 167
kx, = 700¢ = 153398 107° (rad), (167)
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T
k, =——=1,70885-10"° ,
*s = 4096 (m)

kterymi jsou udaje ze senzori ndsobeny. Vypocet konstant vychazel z rozsahu dané veli¢iny, kterému
ma odpovidat jedna celd otocka hiidele, na kterou je ptfipevnén enkodér. V ptipadé polohy voziku
probehl pirepocet na zakladé rozte¢ného priméru femenice d, ktery je 22,28 mm. Pro ovéfeni byl
proveden experiment, kdy byly pocitany pulzy pro definovanou délku posunuti voziku. Na zakladé
vysledki byla provedena nasledujici korekce konstanty pro stav x5:

0,668
*3 7 39067

=1,70988- 1075 (m). (168)

Blok zesilovace je realizovan jako h-mistek. Jedna se o jeho plné zapojeni, které je ovladano jednim
signalem s pulzn€ Sitkovou modulaci pro realizaci zmény napéti pfivedeného na motor a druhym
signdlem pro urceni smeru otdeni motoru. Pro nasazeni byl pouzit vlastni navrh slozeny z dualniho
MOSFETu s komplementarnimi N a P tranzistory (celkem 4 MOSFET tranzistory v jednom pouzdie) a
vysokorychlostniho budice MOSFET tranzistord, ktery umoznuje pracovat s externim napajenim 12 V a
zajistuje dostate¢nou strmost hran pfi prepinani tranzistort.

Ridici ¢len je tvofen dvéma ¢astmi. Hlavnim prvkem je jednodeskovy pocitaé Raspberry Pi 3B,
na kterém bézi vSechny fidici algoritmy. K nému je pfipojen 32bitovy mikrokontrolér s jddrem ARM
Cortex M3, konkrétné STM32F103 osazeny na vyvojové desce fady Nucleo. Slouzi jako hardwarova
periferie a s Raspberry Pi je propojen pies rozhrani UART, u obou zatfizeni je pouzita hardwarova
varianta rozhrani. Pro tuto vyvojovou desku byl navrzen shield obsahujici h-mistek se svorkami pro
pfipojeni motoru a externiho napajeni a konektory pro pfipojeni enkodéri. Informace z nich jsou
zpracovavany dvéma hardwarovymi timery mikrokontroléru, které pfimo podporuji funkci ¢itani pulzi
z kvadraturnich signalti s vysokou rychlosti zmén.

Obrazek 65 - Modul pro realizaci periferie k propojeni s modelem kyvadla

Firmware pro mikrokontrolér byl napsan v jazyce C. Zajist'uje piijem zprav pies rozhrani UART pomoci
ptreruseni. Tyto zpravy obsahuji poZzadované nastaveni sméru otaceni a PWM signalu pro fizeni motoru.
Ke generovani modulovaného prubéhu je pouzit timer v rezimu c¢asovace. Po zadani pozadovaného
plnéni PWM vse probiha na hardwarové urovni. Jakmile dojde k detekci zacatku ptichozi zpravy, vyctou
se soub&zné s jejim piijmem aktualni hodnoty ziskané z enkodérti a odesilaji se zpét do Raspberry Pi.
Podoba ramct pro ob€ zpravy byla volena tak, aby byly co nejkratsi a jejich pfenos byl co nejrychlejsi.
Z toho ditvodu neobsahuji kontrolni soucty. Jednotlivé hodnoty jsou v hexadecimalnim tvaru pfevedeny
na ASCII znaky, jeden bajt urcité hodnoty se ve zprave prenasi jako dva bajty. Tato varianta byla pouzita
pro zajisténi unikatnosti startovaciho znaku.
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Tabulka 10 - Format ramce zpravy pro pienos pozadavki na fizeni motoru

Vyznam Pocate¢ni znak Smér otaceni Plnéni PWM
Pocet bajti 1 1 2

Pro pocatecni znak byl zvolen symbol *, ktery ma v ASCII tabulce hodnotu 42. Bajt odpovidajici sméru
otac¢eni mize nabyvat dvou hodnot, pfi¢emz se jedna o znaky + a -. PInéni PWM je 8bitova hodnota

prenasena v hexadecimalnim tvaru jako prislusné dva znaky z ASCII tabulky. Naptiklad hodnota pInéni
143 odpovida tvaru 0x8F a v rdmci budou piendseny dva bajty s hodnotami 56 (0x38) a 70 (0x46).

Tabulka 11 - Format ramce zpravy pro pienos udaji z enkodéru

Vyznam Polarita hodnot Diference pulzii 1 | Diference pulzt 2
Pocet bajti 1 4 4

Polarita hodnot urcuje, zda maji byt nasledujici pfendSené hodnoty brany jako kladné nebo zaporné.

Tuto skutecnost pro kazdou hodnotu uréuje Ctvetice bitl, které musi byt bud’ v§echny rovny 0 nebo 1.
Nasledujici dveé Casti zpravy jsou obdobné, jde pouze o udaje prislusici jinému enkodéru. Ve zpravé se
prenasi diference vyctené hodnoty mezi poslednim ¢tenim a aktualnim stavem. Pro pfenos udaje je
pouzito 16bitové Cislo, které je opét po prevodu pies hexadecimalni tvar a ASCII tabulku
reprezentovano Ctyimi bajty ve zprave.

Pouzita prenosova rychlost je 500 kb/s, ptenos ptichozi zpravy, ktera ma délku 4 bajty, tedy
teoreticky trva 64 ps a odchozi zpravy 144 ps. V praxi jsou tyto ¢asy delsi z divodu pfitomnosti start a
stop bitu u kazdého prenaSeného bajtu na rozhrani UART. Po jejich zapocteni vychézeji Casy 80 a
180 ps.

Ridici algoritmy, které jsou provozovany na Raspberry Pi, byly vytvofeny v prostiedi
REXYGEN Studio. Projekt vytvafeny v tomto nastroji se d€li na dvé zakladni ¢asti. Prvni z nich je
exekutiva, ve které se nastavuje zakladni perioda programu a jeji nasobky pro jednotlivé tirovné, ke
kterym se pripojuji tasky. Ty tvofi druhou ¢ast projektu a obsahuji samotny program se v§im, co ma
fidici systém vykonavat. Pro fizeni inverzniho kyvadla byla zvolena perioda fidiciho tasku 2 ms.

5.8.2 Aplikace tidiciho signalu na model
U modelu inverzniho kyvadla, ktery byl pouzivan béhem celého névrhu fizeni, se jako vstup do systému
vyuziva zrychleni voziku. K tomuto kroku bylo pfistoupeno praveé z ditvodu realizace, aby bylo mozné
predepsanym akénim zasahem pusobit na redlny systém. Zaroven doslo ke zjednoduseni stavového
popisu kyvadla, konkrétné pohybové rovnice tykajici se voziku. Pii fizeni realného inverzniho kyvadla
se pozadovana hodnota zrychleni integruje a ziskava se pozadovany pribéeh rychlosti voziku. Zaroven
se vyuziva néasledujici myslenka — je-li shodna rychlost voziku s pozadovanym pribéhem rychlosti
ziskanym integraci, shoduje se také zrychleni voziku s jeho pozadovanou hodnotou, nebot’ tyto veli¢iny
jsou svazany pies derivaci (popf. integraci v opacném sméru). Splnéni této podminky je zajisténo
pridanym zpétnovazebnim obvodem, ktery tvoii pro pouzity aktuator rychlostni regulator typu PIL
V ptipadé kvalitniho navrhu regulatoru mizeme redlnou a pozadovanou rychlost povazovat za témeét
shodné a tim padem dochéazi k neptfimé aplikaci pozadovaného zrychleni na inverzni kyvadlo.
Poznamenejme, Ze v pfipad¢ simulaci je mozné celé zpétnovazebni zapojeni nahradit smyckou se
soustavou prvniho tadu, jejiz ¢asova konstanta aproximuje dynamiku celé rychlostni smycky.

Prvnim krokem néavrhu rychlostniho regulatoru byla identifikace aktuatoru. Bylo vyuZzito
experimentalniho méfeni odezvy rychlosti (pomoci enkodéru) na skokovou zménu vstupni veliiny
(realizovano plnénim PWM signalu). Délka méfeni i velikost vstupniho signalu byly stanoveny
s ohledem na ustaleni rychlosti i dostupnou délku linearniho vedeni. Nasledné byla ze ziskanych
prabehtl vstupu a vystupu provedena identifikace pfenosu aktuatoru
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0,0106
(0,1628 - s + 1)(0,0012 - s + 1)’

G(s) = (169)

ptic¢emz byl pouzit ptedpis pro soustavu druhého fadu (na zéklad¢ obecné podoby stavového popisu
stejnosmérného motoru).
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Obrazek 66 - Porovnani namétenych dat a odezvy identifikovaného pfenosu na shodny vstupni signal

Pro identifikovany pfenos byl navrzen PI regulator s ptenosem

38505,9

Gri = 6269,5 + (170)

Pficemz byla pouzita metoda optimalniho modulu ve varianté¢ popsané v [TD5]. Paralelné byla také
pouzita metoda zalozena na vyuziti optimalizaci [TD2], nicméné kvtli asové ndrocnosti vypoctu a
kvalitnim vysledkiim z prvni metody nebyla dale vyuzivana. Nejprve nebyla pouzita varianta omezeni
akéniho zasahu, jelikoz regulator nebude bézné pracovat se skokovou zménou pozadované hodnoty, ale
s plynulym pribehem, ktery bude sledovat. Posouzeni reguldtoru ve spojeni s identifikovanym
pfenosem aktuatoru bylo provedeno v ramci prostfedi Simulink. Jako pozadované hodnota byly
dosazeny nékteré z pribéhd rychlosti voziku uréenych pii navrhu referencnich trajektorii pro vysvih.
Druhé ovéteni probihalo na redlném inverznim kyvadle. V fidicim systému byl implementovan
navrzeny PI regulator a pozadovany prubeh rychlosti byl generovan v podobé¢ sinusového pribéhu.
Vysledné chovani rychlostniho regulatoru vSak bylo nevhodné, pravdépodobné z divodu ptipojeni
zatéze pres femen, ktery nevytvati naprosto pevné spojeni s vozikem. Velké zmény akéniho zasahu pak
zpusobovaly rychlé a vyrazné oscilovani voziku. Z tohoto diivodu bylo nasledné v navrhu regulatoru
pouzito omezeni akéniho zasahu, které je realizovano snizenim zesileni regulatoru podle definovanych
pozadavkil. Timto zpisobem byl ziskan regulator s pienosem

2610,3

Gry = 425+ (171)
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Obrazek 67 - Porovnani odezvy obvodu pro oba regulatory pii sledovani referen¢niho pribéhu

Pfi testovani v programu Simulink sice pfi pouziti nového regulatoru dochéazelo k trvalé odchylce
regulované veli¢iny od pozadované (na rozdil od regulatoru navrzeného bez omezeni), viz obrazek 67,
druhé testovani pfi fizeni realného aktuatoru vsak vedlo na daleko kvalitn€jsi odezvu, jak je vidét na
grafu na obrazku 68. Parametry odezvy regula¢niho obvodu na jednotkovy skok pro oba regulatory
zachycuje tabulka 12. Doba ustaleni pro druhy regulator je fadove delsi, na druhou stranu nedochazi
k zadnému prekmitu. Doba nabéhu byla ur¢ovana jako ¢as potiebny k piechodu z 10 % na 90 % ustalené
hodnoty, doba ustaleni pomoci intervalu +2 % okolo ustalené hodnoty.

Tabulka 12 - Porovnani parametri urujicich kvalitu regulace pro ob¢ varianty regulatoru

Regulator Gr1 Gro
Doba nab&hu (s) 0,0037 0,0767
Doba ustéleni (s) 0,0103 0,1377
Prekmit (%) 4,32 0
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Obrazek 68 - Porovnani odezvy zpétnovazebniho obvodu pro oba regulatory pfi testovani s realnym regulatorem

5.8.3 Ridici algoritmus
Cely algoritmus, ktery zajistuje fizeni inverzniho kyvadla a bézi na Raspberry Pi, je vytvotfen v prostredi
REXYGEN Studio v ramci jednoho tasku. Prvni ¢ast tvoii rychlosti PI regulator, pro ktery byl pouzit
blok PIDU. Kromé¢ nastaveni typu regulatoru a jednotlivych zesileni je také omezen rozsah akéniho
zasahu na interval -255 az 255. Nasledujici ¢ast tvoii blok REXLANG, ktery umoziuje zapsat ¢ast
programu v podobé fadkového kodu. Mezi funkcemi je dostupna moZnost komunikace pies sériovy port,
ktera je vyuzita pro spojeni s mikrokontrolérem realizujicim hardwarové rozhrani. Pii kazdém spusténi
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programu dojde k vycteni vSech dostupnych znak a poté odeslani nového akéniho zasahu. Nasledné je
zpracovana piijata zprava a upraveny vysledné hodnoty odpovidajici udajim z enkodérq, jelikoz ve
zprdvé se prenasi pouze informace o zméné oproti posledni hodnoté. Ziskané udaje jsou dale
poskytovany na vystup daného bloku. Z divodu pouziti inkrementalnich snimact je mozné zménou
hodnoty na vstupu bloku REXLANG nastavit obé hodnoty do defaultniho stavu, ktery odpovida u
inverzniho kyvadla spodni ustdlené poloze ramene s vozikem na nulové pozici. Pomoci urcenych
zesileni (167) a (168) dochazi k ptfevodu hodnot na veli¢iny s readlnymi jednotkami. Jedna se o stavové
veli¢iny x; a x3, tedy thel ramene kyvadla a polohu voziku. Pfes bloky pro derivaci jsou dale ur¢ovany
zbylé stavy x, a x4.

Dalsi ¢ast programu zajist'uje nacitani referencnich stavovych trajektorii, referenc¢niho fizeni i
zesileni casové proménného LQR a poskytovani vSech hodnot dal$im ¢astem s ohledem na redlny cas a
pozadavek na provedeni vySvihu. Vsechny zminéné veliCiny jsou ulozeny v samostatnych CSV
souborech s ¢asovym krokem 1 ms. V programu jsou nacteny pomoci blokid pro tvorbu poli hodnot.
V ramci dal§itho bloku REXLANG jsou pak ziskané ukazatele na tato pole vyuZzity pro vycteni
jednotlivych hodnot. Na zakladé periody, se kterou dany task bézi, je urceno, s jakym krokem budou
hodnoty poskytovany na vystup bloku, tedy pifi pouzité periodé 2 ms bude pii kazdém spusténi
poskytovana na vystupu co druhd hodnota z ptivodniho pole. Proces zapisovani hodnot na vystup a jejich
meénéni pii kazdém spusténi se aktivuje pomoci logické hodnoty ptfipojené na vstup bloku REXLANG,
kterou se aktivuje pozadavek na realizaci vysvihu kyvadla.

Zpétnovazebni Cast fidici struktury je realizovana jako stavovy regulator. V konkrétnim cyklu
programu jsou pouzity aktualni hodnoty stavovych veli¢in a zesileni LQR regulatoru, pfi¢emz dojde
k jejich vzajemnému vynasobeni (pfislusného stavu a zesileni regulatoru) a poté k seCteni vSech
ziskanych slozek. Takto uréena hodnota tvoti korek¢ni slozku fidiciho signalu a je seCtena s aktualni
hodnotou doptedného fizeni. Vysledny tidaj odpovidajici pozadovanému zrychleni voziku je ptes blok
realizujici integraci pfeveden na pozadovanou rychlost, kterd tvofi fidici hodnotu rychlostniho
regulatoru.

Program je doplnény o néekolik blokd, které slouzi k zaznamenavani a vykreslovani prabeht
signalll v ¢ase. Vyvojové prostiedi umozinuje po nahrani programu na pouzitou platformu ptes Ethernet
napojit se na n¢j a zobrazovat pouzité grafy, aktualni hodnoty vSech signalli nebo meénit nastaveni
parametrd blokd vcetné logickych spinact. Dal§i moznosti pro zobrazovani hodnot je tvorba
vizualizace, ke které se pfistupuje v podob€ webové stranky. Samotny vzhled se vytvaii ve vektorovém
grafickém editoru, ktery je zalozeny na programu Inkscape. Jednotlivé objekty je mozné propojit se
signaly, které se vyskytuji v programu. Mohou pak slouzit k jejich zobrazovani, ale také jako ovladaci
prvky. K dispozici je rovnéz vykreslovani grafi. Pro tlohu jednoduchého inverzniho kyvadla byla
vytvorena zakladni vizualizace, kterd je vzhledem obdobna dvourozmérné varianté pouzité v programu
Simulink. Pomoci zjednoduseného objektu kyvadla slozeného z voziku a ramene jsou vizualizovany
aktualni hodnoty stavii redlného kyvadla. Vizualizace zaroven umoziuje aktivovat fidici strukturu a
zah4jit vysvih.
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Obrazek 69 - Ukazka webové vizualizace

5.8.4 Ovéfeni navrzenych trajektorii a fizeni

Pro referencni stavové trajektorie a pfislus$na fizeni navrzena jednotlivymi metodami byly navrzeny
Casoveé proménné LQR regulatory. Celé fizeni bylo nasledné zavedeno do fidiciho systému a testovano
na realném modelu jednoduchého inverzniho kyvadla. Néasledujici skupina grafii zachycuje namétené
realné pribehy stavovych veli¢in x; a x3 a jejich porovnani s referen¢nimi trajektoriemi pro metodu
zaloZenou na ¢asové symetrii s pfidanou optimaliza¢ni procedurou a koloka¢ni metodu (ve varianté
s pfidanym stavem, volnym ¢asem a tcelovou funkci rozsitenou o polohu voziku). Soucésti grafii jsou
také prubchy fidici veli€iny. Pfi porovnani redlného pribchu, ktery je doplnény o kompenzacni
zpétnovazebnou cast, sreferencnim je mozné posoudit, kjak velkym odchylkam od navrzenych
trajektorii dochéazelo. Grafy ztestovani na redlném laboratornim modelu inverzniho kyvadla pro
zbyvajici trajektorie navrzené ostatnimi metodami jsou v ptiloze E.
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Obrazek 70 - Porovnani referencnich stavovych trajektorii a stavli redlného modelu x1 a x3 a referen¢niho tizeni s fizenim
doplnénym o kompenzacni slozku pro navrh metodou ¢asové reverzibilniho fizeni s optimalizaci (vlevo) a metodou ptimé
kolokace (vpravo)

Prvnim krokem pfi posuzovani vyslednych pribehti je kontrola, zda vysvih probehl uspésné, coz spliuji
ob¢ varianty. Realny prubéh stavové veli¢iny x; (thel kyvadla) v obou zobrazenych pfipadech vykazuje
minimalni odchyleni od referen¢niho prabéhu. V ptipadé€ stavu x5 (poloha voziku) je situace odli$na,
jakékoliv vznikajici odchylky v pribéhu celého vysvihu se prave v této veli¢iné kumuluji. Zaroven se
pres ni nepfimo kompenzuji odchylky thlu kyvadla, coz vede k dal§imu zanaseni chyb. I pfes tyto
skute¢nosti v obou ptipadech dochazi k pomérn¢ kvalitnimu sledovani reference po celou dobu vysvihu.
U varianty pro metodu zaloZzenou na ¢asové symetrii je patrné odchyleni v zavérecné fazi vysvihu a po
ukonceni tohoto procesu. Jde vSak pouze o necelé 3 cm a tato vychylka je nasledn€ pomalu odstranéna
stabilizujicim LQR regulatorem. Maximalni odchylka polohy u prubéhu pro fizeni navrzené metodou
primé kolokace je pfiblizné 2 cm a objevuje se v grafu v dob¢, kdy rameno kyvadla dosahuje horni
nestabilni polohy. Mensi odchylky jsou u této varianty zpisobeny piedevsim pouzitou ucelovou funkci,
ktera minimalizuje energii fizeni. Vysledné pribehy pfi pouZiti na redlném systému vykazuji velkou
miru souladu s pfirozenym pohybem kyvadla, coz vede na snizovani odchylek stavovych veli¢in od
referenénich trajektorii. Je vhodné poznamenat, ze pro obé varianty referen¢nich prubéhi byl LQR
regulator navrzen s pouzitim expertné zvolenych vahovych matic, predev§im kvili vypocetni
narocnosti.

Béhem testovani trajektorii a fizeni na realném modelu inverzniho kyvadla bylo ¢asto zapotiebi
pokus opakovat a tedy zajistit pfesun kyvadla do pivodni dolni polohy. Toho je mozné dosahnout
vypnutim fizeni a aktuatoru, coz vede na nefizeny se$vih kyvadla a jeho postupné ustaleni v dusledku
tteni. Druhou variantou, kterd byla shledana rozumnéjsi, je provést seSvih fizeny. V zasadé jde o
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zopakovani navrhu fizeni pro vySvih, pouze se zaménou pocatecniho a koncového stavu. Pro tento tcel
byla pouZzita implementovand metoda ptimé kolokace ve varianté s pfidanym stavem, volnym casem
omezenym na interval 1 az 3 s a ucelovou funkci obsahujici minimalizaci potfebné drahy i energie
fizeni. K navrZzenym stavovym trajektoriim a fizeni byl vypocten Casové proménny LQR regulator.
Implementace téchto ¢asti v fidicim systému byla provedena shodné s fizenim pro vysvih, cely task byl
navic doplnén o moznost opakovang aktivovat proces vysvihu i seSvihu.
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6 Zobecnéni metodiky pro jiné soustavy

Hlavnim modelem pro ovéfovani metod bylo v celé praci jednoduché linearni inverzni kyvadlo,
predevsim diky vlastnostem tohoto systému, jeho poutavosti a dostupnosti realného modelu v laboratofi.
Slouzilo pro ovéfeni funkénosti metod pro navrh fizeni (véetné piislusnych stavovych trajektorii), které
zajisti pfechod systému mezi dvéma stavy, i pouzité fidici struktury 2DOF a ¢asové proménného LQR
regulatoru, ktery je v ni pouzit. Pro alespon ¢astecné overeni funkenosti popsaného konceptu fizeni byly
vybrany dalsi systémy, na které bylo aplikovano. Bylo pfistoupeno k pouziti obdobného systému, avsak
s mnohonasobné vyssi slozitosti stavového modelu i samotného fizeni. Konkrétn€ bylo vybrano trojité
inverzni kyvadlo. Jednim z hlavnich diivodii pro tuto volbu byla jeho dostupnost v laboratofi, tudiz cely
proces navrhu fizeni mohl byt ovéfen i realné. Z diivodu rozsahu prace byla pouzita pouze jedna metoda
pro navrh optimalniho fizeni pro pievod mezi dolnim a hornim stavem — metoda ptimé kolokace.
Slozitost byla nasledné jesté vystupiiovana pouzitim ¢tverného a paterné¢ho inverzniho kyvadla. Proces
navrhu byl ale ukoncen v simulaci MIL, jelikoz tyto modely nejsou v laboratoti dostupné a jejich stavba
je extrémné naro¢na z hlediska mechaniky i financi. V ramci ¢lanku [TD11] bylo rovnéz popsano fizeni
systému kvadrokoptéry, které vyuzivalo optimaliza¢ni proceduru pro navrh regulatort.

6.1 Trojité inverzni kyvadlo

Tento systém je mechanickou strukturou podobny jednoduchému inverznimu kyvadlu. Sklada se opét
z voziku pohybujiciho se ve vodorovném sméru, ktery je ovladan aktuatorem. K voziku je ptes volny
rotacni spoj pfipevnéno rameno kyvadla. Na jeho konec je vSak stejnym zplisobem piipevnéno druhé
rameno a k jeho konci pak tieti. Oproti jednoduchému kyvadlu je stavovy popis rozsiten o dva dalsi
uhly (odklon ramene od svislé vzptimené polohy) a ptislusné tthlové rychlosti. Jiz samotna stabilizace
kyvadla v horni nestabilni poloze je velmi naro¢nd, jelikoz pfi vychylce nejvzdalen€jsiho ramene
kyvadla je korekce vznikajici plisobenim aktuatoru na vozik pfendSena pfes tfi volné rotacni spoje.
Zatimco jednoduché inverzni kyvadlo je mozné sestavit velmi jednoduse a vyskytuje se v laboratotich
zpuisobu snimani uhl druhého a tretiho ramene tak, aby nebyla ovlivnéna dynamika systému. VétSina
publikaci, které se vénuje tématu navrhu fizeni pro trojité inverzni kyvadlo, konkrétné vysvihu, vyuziva
pro jeho navrh metody dvoubodového okrajového problému [2], [3], [5], [6]. Kandidatska funkce fizeni
byva urcena v podobé souctu riznych harmonickych pribehii. V publikaci [3] je rovnéz uvedeno, ze
v urité ¢asti vysvihu je deaktivovan zpétnovazebni LQR regulator. Pfi reSersi praci na téma vysvihu
trojitého inverzniho kyvadla nebyla nalezena zadna publikace ani jiny zdroj, ktery by uvadél vyuziti
ptimych metod pro navrh fizeni, které bude realizovat vySvih kyvadla. Této metodé se vénuji nékteré
¢lanky ve spojitosti s jednoduchym inverznim kyvadlem, viz [62] nebo [63]. Na zaklad¢ zjisténych
poznatkl Ize zvoleny pfistup povazovat za inovativni a pravdépodobné nevyzkouseny.

6.1.1 Matematicky model

Stavovy popis trojitého inverzniho kyvadla byl soucasti dokumentace dodané firmou REX Controls
spolu s laboratornim modelem. Pro ovéfeni byl paralelné odvozen obdobnym zptsobem, ktery byl
pouzit v piipadé jednoduchého kyvadla v podkapitole 5.1. Pro tento ucel byl vyuzit toolbox pro
symbolické vypocty obsazeny v programu Matlab. Na redlném kyvadle je vozik tvoien piimo Casti
linearniho stfidavého motoru s rozvinutym statorem. Toto provedeni ma velmi dobré dynamické
vlastnosti, proto bylo v ramci stavového popisu piistoupeno opét k vyuziti zrychleni voziku jakozto
vstupu do systému:
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X1 (rad) thel prvniho ramene

Xy (rad) thel druhého ramene

X3 (rad) uhel tietiho ramene

X4 (m) pozice voziku

x5  (rads!) Uhlova rychlost prvniho ramene

X¢  (rad-s!) whlova rychlost druhého ramene

X7 (rad's™) uhlova rychlost tfetiho ramene

xg  (m-s') rychlost voziku

u (m's?)  zrychleni voziku
Kwviili velkému rozsahu je detailni stavovy popis trojitého inverzniho kyvadla (pfedevsim funkce Fg, Fg
a F;) uveden v ptiloze D. Pro piehlednost je v ném pouzit upraveny zapis velicin, pro thly kyvadla je
pouzito znaceni dy, pro thlové rychlosti ddj, a pro thlova zrychleni ddd,,.

Také je mozné v rovnicich narazit na parametry p; az p;;. Jedna se o takzvané standardni
dynamické parametry, které definuji konkrétni model redlného kyvadla a jsou identifikovatelné
z prubéhi, které byly na kyvadle naméfeny. V pfiloze F.c jsou rovnéz uvedeny vztahy, jak tyto
standardni parametry urcit ze zakladnich fyzikalnich parametrd kyvadla, mezi které fadime hmotnost
kazdého ramene, polohu t€zisté, jeho délku nebo koeficient tfeni v rotacnim spoji. Pouziti standardnich
dynamickych parametr také zjednodusuje odvozeni popisu kyvadla. Pti rozepisovani celkové kinetické
a potencialni energie v Lagrangeové funkci jsou pied dal$imi vypocty tyto vztahy upraveny tak, aby
byly ve tvaru soucinu funkci, které obsahuji stavové veli¢iny a goniometrické funkce, a vztahi
obsahujicich fyzikalni parametry kyvadla. Tyto vztahy spolu s koeficienty tfeni pak tvoii zaklad
standardnich dynamickych parametrti. Zdrojem pro tento postup byl ¢lanek [64], ve kterém je uvedené
odvozeni obecné rozepsano.

6.1.2 Identifikace parametrii
Standardni dynamické parametry popisujici konkrétni laboratorni model trojitého inverzniho kyvadla
byly dodany jako soucéast dokumentace. Pro jejich urceni byl pouzit postup popsany v ¢lanku [64].
Zakladem je precizni méfeni uhld ramen kyvadla v case a nasledny vypocet pfislusnych prubehi
uhlovych rychlosti a zrychleni. Jejich hodnota je uvedena v tabulce 14.

V ramci této disertacni prace byla navrzena a otestovana odlisna metoda pro identifikaci hodnot
standardnich dynamickych parametrd. Prvnim krokem je naméfeni prubéhti stavovych velicin
inverzniho kyvadla pfi netfizeném pohybu se zafixovanou polohou voziku. V dalsi fazi jsou pouzity jako
reference. Pomoci numerického modelu vyuzivajictho metodu Runge-Kutta (vytvofeno shodné
s postupem uvedenym u jednoduchého kyvadla v ¢asti 5.3) je vypoctena odezva modelu s nulovym
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fizenim a pocatecnim stavem shodnym s prvnim bodem referencnich prubehd. Vypocet probiha
s urcitou volbou standardnich dynamickych parametrti. Dana varianta je ohodnocena na zéklad¢ ucelové
funkce v podobé sumy kvadratt odchylek obdrzenych odezev od referencnich trajektorii ve vSech
bodech. V ramci optimaliza¢ni funkce je nasledn€ minimalizovana hodnota této ucelové funkce zménou
parametrd, ¢imz ve vysledku dojde k nalezeni varianty, pfi které je model co nejvice v souladu
s namé&fenym prubchem.

Béhem vypocti se ukazalo, Ze je identifikace vyrazné zavisla na pouzitém referencnim prabehu.
Jednotliva ramena by se méla pohybovat, idedln¢ ve vét§im okoli svislé polohy. Neméla by vSak byt
prilis ustalena, ale také by nemelo dojit k jejich pInému proto¢eni. Délka namétenych prubehii by rovnéz
neméla byt ptili§ dlouhd, jako vhodna hodnota bylo zvoleno 5 s. Pii delsich ¢asovych usecich dochazelo
k vyraznému odchyleni modelu od reference. Pro vypocet optimalizace byla pouzita funkce fmincon
v programu Matlab ve variant€ pro hledani globalniho minima. Dillezitym krokem je volba pocate¢niho
odhadu standardnich dynamickych parametrti. Pro danou volbu musi jit model simulovat minimalné po
dobu odpovidajici délce namétenych pribeht. Nelze tedy pouzit zadny trivialni odhad. Situace byla
vyfeSena vyuzitim vztahl pro vypocet standardnich dynamickych parametri na zakladé parametrii
fyzikalnich (viz ptiloha F.c). Ty byly expertné odhadnuty tak, aby byly blizké realité, viz tabulka 13.
Délky jednotlivych ramen byly realn¢ zméfeny. Vzdalenost tézisté je udavana v podobé koeficientu pro
nasobeni délky a pro v§echna ramena byla zvolena stejné. Momenty setrvacnosti byly dopoc¢teny podle
vztahu pro homogenni ty¢ s danou délkou a hmotnosti, kdy osa rotace prochazi jednim koncem tyce
kolmo k jeji délce.

Tabulka 13 - Zvolené hodnoty fyzikalnich parametri pouzité k uréeni poc¢atecniho odhadu standardnich dynamickych
parametrti

Rameno kyvadla | Hmotnost (kg) Délka (m) sz?.etlevnost Koeﬁmént trent
t&zi3té (-) (s
1 0,4 0,25 0,5 0,01
2 0,8 0,32 0,5 0,01
3 0,4 0,38 0,5 0,01

Algoritmus pro identifikaci byl testovan v n€kolika obménach pii vyuziti nékolika vhodnych
referencnich pribehi. V tabulce 14 jsou uvedeny vysledné standardni dynamické parametry pro jeden
zvoleny referencni pritbéh a dvé verze ucelové funkce — varianta 1 vyuziva pro vypocet odchylky 6
stavovych velicin (vS§echny thly a Gthlové rychlosti), varianta 2 vyuziva pouze 3 stavové veli¢iny (thly
ramen kyvadla).

Jelikoz pii porovnani modelu s del$imi namétenymi pribéhy dochazelo k velkym odchylkam,
byla pro identifikaci parametrii trojit¢ho inverzniho kyvadla pouzita stejnd myslenka jako v ptipadé
jednoduchého kyvadla — zavedeni proménnych koeficienti tfeni zavislych na rychlosti pohybu daného
rota¢niho spoje. Pti posouzeni vztahti v piiloze F.c je patrné, ze koeficienty tfeni jsou zahrnuty pouze
ve tfech poslednich standardnich dynamickych parametrech, navic kazdy samostatné. Proto byla pro
tyto tii parametry béhem identifikace zavedena zavislost na uhlové rychlosti. V pfipadé parametru pg se
jednalo pfimo o uhlovou rychlost prvniho ramene kyvadla, u zbylych dvou parametrii pak o rozdil
rychlosti prvniho a druhého ramene, resp. druhého a tretiho. K této volbé bylo pfistoupeno z diivodu
zavislosti koeficientll na realné rychlosti ve spoji, nikoliv na rychlosti oproti svislé ose. Tvar danych
zavislosti byl aproximovan tfemi ptfimkovymi Gseky (viz diive uvedena zavislost na obrazku 32), stejné
jako v posledni varianté popsané u identifikace parametr jednoduchého kyvadla (podkapitola 5.2.2).
V ramci uéelové funkce bylo pouzito 6 stavovych velicin. V tabulce 14 jsou uvedeny vysledné hodnoty
parametrd. Varianta 3 byla vypoctena se stejnymi referencnimi pribéhy, jaké byly pouzity v ramci
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identifikace s konstantnimi koeficienty tieni, tedy s délkou 5 s. Varianta 4 vyuziva referencni pribehy

s délkou 42,1 s, ze kterych byly vybrany pribéhy pro piedeslé varianty vypocétu. U poslednich tii

parametrd, které jsou uvazovany jako proménné, je hodnota urcena z posledniho pfimkového useku
zavislosti, ktery odpovida vyS$im rychlostem pohybu. Z jeho pocatecni a koncové hodnoty byla

vypoctena primérna velikost parametru a jeji rozdil oproti koncovym hodnotam.

Tabulka 14 - Porovnani hodnot standardnich dynamickych parametri z dokumentace a z vlastnich vypocti

Parametr | Dokumentace | Varianta 1 | Varianta 2 Varianta 3 Varianta 4
D1 4,4360 4,6607 4,6821 4,5482 4,4843
D2 0,78125 0,7813 0,7813 0,7813 0,7813
D3 6,1177 6,3744 6,3741 6,1923 6,0802
Da 5,1680 5,3558 5,3796 5,2615 5,2145
Ds 0,7076 0,7009 0,7019 0,7072 0,7062
Pe 25,3680 26,2981 26,4200 25,4899 25,1591
D7 17,9289 18,2931 18,3252 18,1008 17,9914
Ds 3,1250 3,1250 3,1250 3,1250 3,1250
Do 0,9593 0,8809 1,0906 | 1,3991+1,3621 1,2663%1,7337
P10 -0,1408 -0,0328 -0,0895 | -0,1652+0,0651 | -0,1579+0,1683
D11 0,0962 0,1003 0,0999 | 0,0933+0,0553 | 0,0877+0,0288

Pro prehledné porovnani jsou hodnoty standardnich dynamickych parametrti z jednotlivych variant i

z dokumentace zobrazeny ve sloupcovém grafu na obrazku 71. U proménnych parametrti je okolo

pramérné hodnoty zobrazen také interval udavajici rozsah hodnot posledniho pfimkového Useku

zavislosti.
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Obrazek 71 - Porovnani standardnich dynamickych parametri uréenych v jednotlivych variantach identifikacniho algoritmu a

uvedenych v dokumentaci

Nasledujici grafy slouzi k prezentaci odezvy modelu vyuZzivajiciho parametry z dokumentace, z variant

2, 3 a 4 identifika¢niho algoritmu. Zobrazuji prub¢h stavové veliCiny x4, tedy tthlu prvniho ramene. Pro

porovnani je zobrazen také referencni pribéh namereny na realném inverznim kyvadle. Z prabéha je

vidét, ze pro prvni sekundu jsou odezvy pro vSechny varianty parametrd ve velké shodé s modelem.
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S rostoucim ¢asem ale nardsta odchylka modell. Pro model pouzivajici parametry z dokumentace jsou
rozdily zplsobené piedevSim vyuzitim jinych dat pro jejich identifikaci. V pfipadé dlouhého
referen¢niho pribéhu se ukazalo, ze pouziti proménnych koeficientt tfeni vede na moznost ziskat model
s velmi malymi odchylkami po celou délku referen¢niho prabehu. Pfi ndhrad¢é proménnych parametri
konstantnimi hodnotami pro nasledné zjednoduseni vypoctu trajektorii a fizeni pak zalezi na zplsobu
jejich ur€eni, zda budou urceny jako primérné hodnoty nékteré casti urCené zavislosti nebo napiiklad
na zékladé rozsahi jednotlivych veli¢in v rdmci stavovych trajektorii pro vysvih.

X, (rad)
)
N
T
I

4= — — —reference varianta 2
dokumentace varianta 3

4.2 1 | 1 | | | | I I
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
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Obrazek 72 - Porovnani referencni trajektorie a odezvy modelu s parametry vypoctenymi riznymi variantami pro délku
reference 5 s
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Obrazek 73 - Porovnani referencni trajektorie a odezvy modelu s parametry uréenymi 4 variantou identifikacniho algoritmu
pro délku reference 42,1 s
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6.1.3 Vypocet fizeni pro vySvih
Pfi navrhu fizeni pro trojité inverzni kyvadlo byla opét uvazovana uloha realizace vysvihu, tedy
prechodu ze spodniho stabilniho ustalen¢ho stavu do horniho nestabilniho ustaleného stavu. S rostoucim
provedeny vysvih je vSak pro pozorovatele velmi zajimavy a poutavy.

Pro realizaci fizeni byla od zacatku opét zvolena fidici struktura se dvéma stupni volnosti. Navrh
se tak déli na dvé casti — vypocet doptedného fizeni veetné prislusnych stavovych trajektorii a navrh
zpétnovazebniho regulatoru, pro ktery byl i tentokrat zvolen Casové proménny LQR navrzeny na
koneéném cCasovém horizontu. Prvni ¢4st navrhu fizeni byla formulovéna jako uloha hledani
optimalniho fizeni. K jejimu feSeni byla pouzita metoda pifimé kolokace. Byla zvolena z diivodu
pomérné jednoduché modifikovatelnosti (v porovnani s jinymi popsanymi metodami) jiz vytvoreného
algoritmu pro pouziti ve spojeni s jinym systémem. Vliv na volbu méla rovnéz kvalita vysledka pfi
pouziti této metody u jednoduchého inverzniho kyvadla. Vyhodou metody piimé kolokace je rovnéz
moznost modifikovat algoritmus tak, aby byla zahrnuta rizna omezeni nebo dalsi podminky. Pomoci
ucelové funkce je navic mozné upiednostnit urcité vlastnosti hledaného tizeni a stavovych trajektorii.
Pro samotny navrh byla pouzita diive popsana varianta metody pfimé kolokace s pfidanym stavem
v podobé¢ derivace realného vstupu systému (viz podkapitola 5.5.4). S vyuzitim této Upravy je mozné
zajistit hladkost pribéhu realného vstupu fizeni pti souCasné specifikaci jeho pocatecni a koncové
hodnoty. Uloha byla fesena v podobé s volnym ¢asem, jeho koncova hodnota byla omezena na interval
2,5 a7 3 s. Ugelova funkce byla zadéna jako soucet dvou &lentl se specifikovanymi vahami. Prvni z nich
slouzi k minimalizaci energie fidiciho signdlu a druhy k minimalizaci maximdlni drdhy potiebné
k realizaci vy$vihu. Pfi diskretizaci byly veli¢iny rozdéleny na 100 intervali.

Prvotni posouzeni vyslednych stavovych trajektorii bylo provedeno pomoci vizualizace. Byla
pouzita dvourozmérna varianta, ktera vznikla rozsifenim vizualizace jednoduchého inverzniho kyvadla
o dvé dalsi ramena a specifikaci vazeb mezi nimi. Po napojeni pritbéht vsech tii thli ramen kyvadla a
polohy voziku byl vysledny vysvih zobrazen v ¢ase na nazorném grafickém modelu. Na zakladé tohoto
posouzeni byly mirn¢€ upraveny vahy jednotlivych slozek ucelové funkce.
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Obrazek 74 - Ukazka dvourozmérné vizualizace trojitého inverzniho kyvadla se znazornénym pohybem ramen béhem
vysvihu
Algoritmus pro vypocet Casové proménného LQR regulatoru byl z varianty pro jednoduché inverzni
kyvadlo rozsifen pro pouziti ve spojeni s trojitym kyvadlem. Zakladnim krokem byla ndhrada dynamiky
systému, ktera se pouZziva pro urceni linearizovaného popisu v kazdém bodé€ pouzitych referen¢nich
trajektorii. Dale probéhla uprava vSech Casti pro vypocet zahrnujici 8 stavovych velicin, které jsou
pouzity v rdmci popisu trojitého inverzniho kyvadla. Referencni trajektorie byly interpolovany pomoci
spline kiivek pro ziskani rozliSeni s ¢asovym krokem 1 ms. Vahové matice byly nejprve zvoleny tak,
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aby se jednalo o jednotkové matice. Posléze byly expertné upraveny pro zesileni vlivu uhlu a thlové
rychlosti tfetiho ramene a také polohy a rychlosti voziku.

Navrzeny zpétnovazebny reguldtor byl spolu s dopiednym fizenim pouzit v rdmci simulace MIL
vytvotené v prosttedi Simulink pro ovéfeni celé fidici struktury. Systém inverzniho kyvadla byl
realizovan v podobé numerického modelu vyuzivajiciho zavedeny stavovy popis a metodu
Runge-Kutta. Simulace byla pouzita také pii upravach vahovych matic pouzitych pii navrhu LQR
regulatoru pro posouzeni odchyleni stavovych veli¢in od referen¢nich trajektorii.

6.1.4 Ovéfeni na redlném modelu
Pro aplikaci fizeni na redlny laboratorni model trojitého inverzniho kyvadla byl pouzity ptivodni
program dodany spolu s modelem. Pro jeho tvorbu bylo vyuzito prosttedi REXYGEN Studio.
Implementace fizeni je obdobna variant¢ pouzité u jednoduchého kyvadla, jelikoz je pouzita stejna fidici
struktura. Pouzity program vSak fesi komunikaci s méni¢em motoru pies rozhrani EtherCAT, piijem a
zpracovani informaci z enkodérti, které jsou ve dvou pripadech prenaSeny bezdratovou komunikaci, a
fadu bezpec€nostnich procedur, které jsou pti velikosti modelu a vykonu pouzitého motoru zapotiebi.
Ridici systém je provozovan s periodou 1 ms a je vhodné poznamenat, Ze také rozliSeni snima&i je u
tohoto modelu daleko vyssi, vice nez 300 000 pulzi na otocku.

Vypoctené fizeni bylo na realném trojitém inverznim kyvadle tspésné ovéteno. Provedeny
experiment vSak ukazal, ze po dosazeni horni polohy zlstava vozik kyvadla trvale vychylen z nulové
polohy, byt by stavovy regulator mél zajistit postupnou kompenzaci této vychylky. To je
pravdépodobné zpiisobeno findlnimi hodnotami stavového regulatoru

- 339,2038 -
—786,0204
520,5149
5,2223
K(tr) =| 137486 | (173)
—472762
63,3198
| 85186

které se pouzivaji po ukoncéeni vys$vihu pro realizaci stabilizace kyvadla v horni poloze. Zesileni pro
stavoveé veli¢iny odpovidajici thlim jednotlivych ramen jsou o dva fady vétsi, nez zesileni pro stavovou
veli¢inu polohy voziku. K oSetfeni této situace byl pfi navrhu zp€tnovazebniho regulatoru piidan
v popise systému stav, ktery odpovida integralu polohy voziku. Referen¢ni hodnota je pro néj po celou
dobu vySvihu nulova. Timto zptisobem se kone¢na konstantni odchylka polohy voziku promitne do
pridaného stavu tak, Ze jeho hodnota neustale roste. Tim padem se zvySuje vysledny akéni zasah a je
zajisténo presunuti voziku kyvadla do nulové polohy. Ptidani stavu bylo promitnuto rovnéz do fidiciho
programu.
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Obrazek 75 - Pribéhy stavovych veli€in x1 az x4 z redlného trojitého inverzniho kyvadla spolu s referen¢nimi stavovymi
trajektoriemi

Stejnym zptisobem, jakym bylo navrzené celé fizeni pro realizaci vy$vihu, bylo posléze vypocteno také
fizeni pro opacny d¢j, tedy fizeny seSvih kyvadla. Ve vypoctech byly pouze zménény pocatecni a
koncové stavy systému a interval pro volbu koncového ¢asu byl upraven na rozsah 1,8 az2.,4 s.

6.2 Ctverné inverzni kyvadlo
Kvalitni vysledky obdrzené pfi navrhu fizeni pro vysvih trojitého inverzniho kyvadla vedly k otazce
Zatimco u jednoduchého kyvadla existuje velké mnozstvi publikaci a inovace v navrhu fizeni spocivaji
v zavadéni novych metod, u trojitého kyvadla se jedna o jednotky az desitky ptispévkil, poskytuje
¢tverné kyvadlo velky prostor pro praci, jelikoZ je v publikacich vyuzivano minimalné. V dob¢ vzniku
této prace nebyl nalezen zadny ¢lanek popisujici ndvrh fizeni pro vysvih ¢tverného kyvadla, pouze par
prispévku tykajicich se jeho stabilizace. Kvuli nedostupnosti redlného laboratorniho modelu bylo
ovetovani provadéno v MIL simulaci.

6.2.1 Matematicky model
Pro moznost navrhovat fizeni pro vy$vih je nutné mit k dispozici matematicky model systému, ktery ma
byt fizen. JelikoZ stavovy popis ¢tverného inverzniho kyvadla nebyl k dispozici (na rozdil od trojitého),
musel byt nejprve odvozen. Pro tento el byl pouzit stejny postup jako v piipad¢ trojitého kyvadla,
tedy vyuziti standardnich dynamickych parametrG a odvozeni pohybovych rovnic na zikladé
Lagrangeovy funkce (100) s vyuzitim modifikovaného postupu z ¢lanku [64]. Pro sestaveni stavového
popisu byl pouzit program Matlab a jeho nastavba pro praci se symbolickymi vyrazy. Systém ¢tverného
inverzniho kyvadla je popsan deseti stavovymi veli¢inami x; aZ x;,. Pfi zachovani stejného zptisobu
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znaceni jako u trojitého kyvadla se jedna nejprve o tihly vSech ramen od prvniho po ¢tvrté (prvni je
spojeno s vozikem), polohu voziku a nasledné jednotlivé thlové rychlosti pro prvni az ¢tvrté rameno a
rychlost voziku.

Kazdé zramen kyvadla je popsano péti fyzikdlnimi parametry, mezi které fadime jeho
Z téchto parametrd byly v ramci tvorby popisu nasledné sestaveny standardni dynamické parametry.
V prvnim kroku byly fyzikalni parametry definovany v podobé symbolickych proménnych spolu
s veli¢inami odpovidajicimi jednotlivym thlim, thlovych rychlostem a zrychlenim. Pro ptehlednost
bylo opét pouzito oznaceni veli¢in dj, dd; a dddj. Navic byla zavedena symbolickd proménna pro
vstup v podobé zrychleni voziku a pro tihové zrychleni. Na zikladé modifikovanych vztahi
z uvedeného ¢lanku pro celkovou kinetickou a potencidlni energii kyvadla, které se skladaji z téchto
energii pro jednotlivda ramena, byly osamostatnény vyrazy obsahujici pouze fyzikalni parametry
kyvadla. Taktéz bylo postupovano u disipativni funkce. UrCené vztahy tvori zaklad pro rovnice
definujici jednotlivé standardni dynamické parametry Z Euler-Lagrangeovy rovnice pro vektor
takzvanych zobecnénych soutadnic soustavy, kterymi jsou nyni Ctyfi thly jednotlivych ramen a poloha
voziku, byly sestaveny pomocné funkce f;; az fy¢, pficemz nékteré z nich byly dale rozdéleny na dva
Cleny. Zaroveni Euler-Lagrangeovy rovnice po rozepsani pro zobecnéné soufadnice tvoii pohybové
rovnice pro jednotliva ramena kyvadla.

V druhé fazi odvozeni popisu ¢tverného inverzniho kyvadla byly pomocné funkce i standardni
dynamické parametry nahrazeny symbolickymi proménnymi, nebyly dale vyjadfovany. Pouze ty Casti,
které obsahovaly uhlova zrychleni ramen kyvadla, byly rozepsany na vice ¢lent. Z pohybovych rovnic
obsahujicich pouze uvedené symbolické proménné byly vyjadieny vztahy urcujici jednotliva uhlova
zrychleni, tedy byly odvozeny stavové rovnice pro veliiny xq aZ xq (thlové rychlosti ramen). Zbylé
stavové rovnice byly vyjadfeny na zakladé skute¢nosti, ze derivaci uhlu je thlova rychlost apod.
Z diivodu velké nepiehlednosti a rozsahu odvozenych stavovych rovnic, kdy jedna zabira asi stranu a
pul, nejsou v praci pfimo uvedeny. V piiloze G jsou odvozené vztahy pro standardni dynamické
parametry ¢tverného kyvadla, pomocné funkce a pohybové rovnice jednotlivych ramen ve formé
vyuzivajici pro piehlednost zavedenych pomocnych funkei.

6.2.2 Vypocet fizeni pro vySvih
Systém ctverného inverzniho kyvadla byl primarné pouzit pro dalsi ovéfeni konkrétnich metod pro
navrh dopiedného fizeni, referencnich stavovych trajektorii a zpétnovazebniho regulatoru. Vsechny tyto
¢asti se vyuzivaji v fidici struktufe se dvéma stupni volnosti. Z tohoto divodu byly pouzity stejné
metody jako v pfipad¢ trojitého inverzniho kyvadla — metoda piimé kolokace pro feSeni ulohy hledani
optimalniho fizeni a navrh LQR regulatoru na kone¢ném casovém horizontu.

Program pro feseni navrhu doptedného tizeni byl opét rozsiten o dalsi stavové veli¢iny a béhem
vypoctu byla pouzita odvozena dynamika ¢tverného kyvadla. JelikoZ nebyl k dispozici realny systém, u
kterého by mohla probéhnout identifikace parametrd, byly standardni dynamické parametry urCeny na
zakladé odhadu fyzikalnich parametrti kyvadla. Hmotnost vSech ramen byla zvolena 0,4 kg a jejich
Ze jsou ramena tvofena homogennimi ty¢emi a koeficienty tfeni byly zvoleny pro jednotlivé spoje na
zaklad¢ vysledka identifikace trojitého kyvadla. V ramci omezeni veli¢in bylo testovano nékolik riizné
velkych rozsaht pro polohu voziku, od +1,3 m az po +0,9 m. Také interval pro volbu koncového casu
fizeni byl postupné prodluzovan az na rozsah 2,9 az 3,5 s. Ugelova funkce byla i v tomto ptipadé slozena
ze dvou Casti pro minimalizaci energie fidiciho signalu a drahy potiebné k vy$vihu. Uvedenou metodou
bylo postupné navrzeno nékolik variant fizeni a ptislusnych stavovych trajektorii. Ty se na prvni pohled

131



témet nelisi, rozdily jsou pouze malé a tykaji se hlavné délky celého dé&je a pocatecni a koncové faze
vysvihu. Pro dalsi vypocty byla zvolena varianta s délkou 3,5 s a polohou voziku ménici se v ramci
intervalu -0,7 az 0,9 m.

Pro navrh zpétnovazebniho regulatoru byla pouzita varianta programu neobsahujici ptidany stav
v podobé¢ integralu z polohy voziku. K tomuto kroku by mohlo byt pfistoupeno v budoucnosti pii
pfipadném nasazeni fizeni na realny systém, v ramci simulaci pfidani tohoto stavu nepfinasi zadné
vylepSeni déje. Program byl opé€t rozsifen na dany pocet stavovych veli¢in a modifikovan tak, aby
vyuzival stavovy model fizeného systému.

Oveéfeni fizeni bylo provedeno v simulaci typu MIL v prostfedi Simulink. Model ¢tverného
kyvadla byl pouzit v numerické podob¢ s vyuzitim metody Runge-Kutta. Pro realizaci byl pouzit blok
S-funkce, ktery obsahoval zadanou dynamiku systému a implementovanou numerickou metodu. Aby
byla simulace bliz$i redlnému procesu fizeni, bylo v ni uméle zavedeno zpozdéni 2 ms pted vstupem do
soustavy. Ma simulovat nutnost komunikovat s méni¢em motoru a vycitat udaje z enkoderi. Navic byla
cela simulace provozovana s pevnym ¢asovym krokem 1 ms, ktery odpovida periodé fidiciho systému
pouzitého ve spojeni s redlnym trojitym inverznim kyvadlem. Vysledny pribéh vysvihu ze simulace
MIL zobrazeny pomoci vizualizace je na obrazku 76. Pribehy stavil, které odpovidaji thlim ramen a
poloze voziku, jsou spolu s referencnimi trajektoriemi v ptiloze H. Soucasti je rovnéZ doptedné fizeni
porovnané s fizenim ze simulace, které obsahuje i zpétnovazebni slozku. Béhem navrhu bylo dbano,
aby maximalni velikost zrychleni voziku, tedy fidici veli¢iny, a také jeho rychlosti, nebyla pfili§ odlisna
od vysledkll obdrzenych u trojitého inverzniho kyvadla z divodu ptipadné teoretické moznosti ovétit v
budoucnosti navrzené fizeni na laboratornim modelu rozsifeném o dal$i rameno. Parametry pohonu by
v takovém ptipadé byly shodné nebo velmi podobné. Maximalni hodnoty v navrzeném fizeni jsou
11,57 m's? a 3,4ms"'. V pfipadé trojitétho kyvadla byly maximalni hodnoty zrychleni a rychlosti
voziku 9,56 m's? a 1,59 m's”. Pro ¢tverné kyvadlo tedy doslo k jejich nartistu, nicméné stale jsou
v mezich pouzitého aktuatoru, ktery ma stanovené limity na zrychleni 35 m-s? a na rychlost 5 m-s’..
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Obrazek 76 - Ukazka dvourozmérné vizualizace ¢tverného inverzniho kyvadla se znazornénym pohybem ramen béhem
vysvihu pii simulaci typu MIL
6.3 Paterné inverzni kyvadlo
Overeni funkénosti navrhu fizeni, ale také odvozeni stavového popisu a tvorby simulace v piipadé
ctverného kyvadla vedlo k nové otazce — zda jde cely postup aplikovat také na inverzni kyvadlo s péti
rameny. Vychozi situace byla velmi obdobna jako u ¢tverného inverzniho kyvadla, bylo zapotiebi zacit
odvozenim stavového popisu systému. Clankd tykajicich se fizeni paterného kyvadla bylo nalezeno
minimum, konkrétné¢ pouze dva. Prvni z nich se tyka stabilizace kyvadla v horni poloze [65] a druhy
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vhodnym névrhem parametrti ramen kyvadla [66]. V obou piipadech probihala prace a ovétrovani
v ramci simulaci.

Pfi odvozovani stavového popisu bylo postupovano stejnym zptusobem jako u ctverného
inverzniho kyvadla. Slozitost rovnic se vSak zadsadné€ zvysila, o Cemz svédci i skuteCnost, ze béhem
uprav vztahll nebylo mozné vyrazy vypisovat v ramci prostfedi Matlab do ptikazového okna, jelikoz
presahovaly jeho defaultni délku. Namisto toho bylo v pfipadech, kdy bylo nutné vztahy zaznamenat a
zobrazit, vyuzito moznosti vypsat je do souboru, ze kterého byly nasledné¢ zkopirovany.
Komplikovanost vysledného stavového popisu se rovne€z projevila na zpomaleni odezvy programu pii
praci se souborem, ve kterém byl ulozen. Hodnoty standardnich dynamickych parametrii byly opét
urc¢eny na zaklad¢ odhadu fyzikalnich parametrti, ktery byl obdobny jako v pfipadé ¢tverného kyvadla.

Béhem navrhu dopfedného fizeni a referencnich trajektorii nebyly kladeny pfili§ velké naroky
na omezeni jednotlivych veli¢in, jelikoz zdkladni motivaci bylo pokusit se ziskat pouzitelny vysledek
bez specifikace riznych limitd. Pro polohu voziku bylo zavedeno omezeni £2,5 m, v pfipad¢ ostatnich
veli¢in byly limity zvoleny tak, aby neovliviiovaly nalezené feSeni, stejn¢ jako pii navrzich pro
predchozi systémy kyvadel. Rada ziskanych vysledki v podob& dopiedného fizeni a piislusnych
stavovych trajektorii, které vypadaly pfi vizualizaci rozumné, nakonec pii ovérovani v simulaci MIL
nebyla funkéni. Z tohoto divodu byly upravovany vlastnosti fizeni pomoci zmén koncového ¢asu nebo
vah jednotlivych ¢lenti ucelové funkce. Nalezeni vhodného nastaveni bylo daleko komplikovanéjsi nez
u ¢tverného inverzniho kyvadla, i kvili vyrazné delsi dobé vypoctu metodou piimé kolokace. Nakonec
ale byla vypoctena varianta feSeni ulohy hledani optimalniho fizeni, ktera spolu s ¢asové proménnym
LQR regulatorem v ramci simulace MIL fungovala a zajistila provedeni vySvihu a naslednou stabilizaci
paterného kyvadla v inverzni poloze. Do simulace bylo posléze pfidano ¢asové zpozdéni 2 ms na vstup
fizeného systému simulujici zpozdéni v rdmeci fidici smycky a i v tomto ptipad€ vysvih probéehl, avSak
poloha voziku na konci dé€je ziistala lehce vychylena z nulové polohy a vozik se do ni nasledné velmi
pomalu pfesouval. Pribehy stavli, které odpovidaji Ghlim ramen a poloze voziku, jsou spolu
s referenc¢nimi trajektoriemi a fizenim v pfiloze .
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Obrazek 77 - Vizualizace paterného inverzniho kyvadla v simulaci MIL béhem vysvihu, varinta bez ptidaného zpozdéni
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7 Zavér

Tato disertacni prace se zabyvala komplexnim navrhem fizeni pro nelinearni podaktuované systémy.
Tento proces byl rozdélen na dve€ casti. Prvni z nich je navrh referen¢nich stavovych trajektorii a
ptislusného fizeni pro prevod systému mezi dvéma stavy, druhou vypocet zpétnovazebniho
stabilizujiciho regulatoru, ktery je asoveé proménny. Béhem celého ndvrhu byly rovnéz vyuzivany razné
druhy modell systému v souladu s pfistupem ,,model-based design“. Pouzité metody byly ovéieny
prakticky na ptipadovych studiich spadajicich mezi inverzni kyvadla, ktera jsou velice zajimava diky
fade svych typickych vlastnosti.

Teoreticky rozbor se nejprve vénuje déleni ulohy pfechodu mezi dvéma stavy na variantu bez
ucelové funkce (uloha dvoubodového okrajového problému) a s ucelovou funkci (loha hledani
optimalniho fizeni). V pfipad¢ druhé varianty je bliZze rozebrana specifikace ulohy a dale tii pfistupy, na
které je mozné rozdelit zpiisoby feseni. Nasledn€ jsou popsany zakladni fidici struktury pouzitelné pro
realizaci rozebiraného fizeni. Druha ¢4st teorie se vénuje obecnému popisu metod, které jsou v disertacni
praci pouzity. Hlavni ¢ast je vénovana metodam obsahujicim vlastni pfinos v podobé¢ jejich rozsiteni a
vylepSeni, konkrétné¢ metodé feSeni dvoubodového okrajového problému s volnymi parametry a
nadfazenou optimalizaci a metod¢ Casové reverzibilniho fizeni s ndstavbou v podobé optimalizacni
procedury. U obou metod byly zavedenym rozsifenim potlaceny ¢i vyteSeny urcité komplikace ¢i
nedostatky, které se s témito metodami poji. Podrobné jsou také rozebrany piimé metody pro feSeni
ulohy hledani optimalniho fizeni z divodu vlastni implementace celého feSeni a znacné univerzalnosti
a modifikovatelnosti ndvrhu.

V praktické casti byl jako pripadova studie vyuzit systém jednoduchého linearniho inverzniho
kyvadla. Pro realizaci fizeni byla pouzita fidici struktura se dvéma stupni volnosti, ktera byla
implementovana v prostiedi REXYGEN Studio. S realizaci souvisela rovnéz ptiprava elektroniky a
nasledna identifikace parametrt kyvadla zalozena na experimentalnim méteni. Uvedenymi metodami
byla fesena uloha vysvihu inverzniho kyvadla a jeho néasledné stabilizace v horni nestabilni poloze.
Vysledkem kazdého feSeni byla sada referen¢nich stavovych trajektorii a doptedného fidiciho signalu,
kterou posléze doplnily vektory urcujici specificky ¢asové proménny LQR regulator. Pro jeho vypocet
byla navrzena a otestovana také varianta algoritmu hledajici vhodné nastaveni vahovych matic, nicméné
z diivodu velké casové naro¢nosti vypoctu nebyla pouzita pro vSechny sady vysledkd.

Obecné popsané postupy byly pii pouZziti metod pro praci s konkrétnim systémem dale rozsifeny
a byly uvedeny riizné varianty, jak danym zptsobem tlohu vysvihu feSit. V piipadé¢ metody zalozené
na feSeni dvoubodového okrajového problému s volnymi parametry prob&hl vypocet s uvazovanim
rizného poctu stavovych veli¢in vCetné zdlivodnéni moznosti provést tyto zmeény. V ramci metody
pracujici s casovou symetrii systému byly ukazany zmény vyslednych pribehu pti zménach volitelnych
funkci pro ur€eni uméle zavedeného tlumeni. Tyto zmény byly posléze vyuzity pii tvorbé nastavby,
ktera umoznila vyfesit problém s polohou voziku kyvadla v koncovém ¢ase vysvihu, jelikoZ tato stavova
veli¢ina neni v piivodni podobé metody nijak zahrnuta, se samotnou ¢asovou symetrii nesouvisi. Za
zminku stoji také navrh pomoci metody piimé kolokace. V zasad¢ se jedna o vlastni implementaci
znamé metody, u které vSak byla vyfeSena umélym rozsifenim dynamiky systému hladkost vysledného
fidiciho signalu a zaroven specifikace jeho pocate¢ni a koncové hodnoty.

Pti porovnavani vysledkl z jednotlivych metod je prub&h stavové veliiny x;, kterd odpovida
uhlu kyvadla, ¢asto velmi podobny. To je dano skute¢nosti, Ze se v ramci metod bere ohled na dynamiku
systému a z realného pohledu se kyvadlo nemize hybat pfilis odlisn€, pokud ma byt vysledny prubéh
v souladu s jeho ptirozenym pohybem. Proto vzdy dochazi k nékolika zhoupnutim, ktera mezi riznymi
metodami vypadaji velmi podobné. V piipadé, Ze se navrhovymi metodami fesi stejn¢ zadana uloha,
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obvykle formulovana jako problém hledani optimalniho fizeni, mély by byt vysledky v podobé
stavovych trajektorii shodné, nezavisle na pouzité metodé. Nékteré rozdily, které se v téchto prubézich
objevily, jsou dany naptiklad jinou toleranci pouzitou v ramci vypoctu nebo odliSnym kritériem
pouzitym pro ukonceni vypoctu. To se tyka piedevsim iteranich vypoctl a pouziti hotovych néstroja,
u kterych nebyva vzdy mozné zménit veskeré nastaveni. V jednotlivych piipadech mohla byt rovnéz
metodami nalezena jina lokalni minima pro zadanou ucelovou funkci a dany algoritmus byl s timto
vysledkem ukoncen. Zasadni rozdily mezi vSemi metodami jsou pozorovatelné na prub&hu polohy
voziku x5, pfipadné u jeho zrychleni, coz je fidici signal. Tyto veliiny nejsou az tak vyrazné omezeny
dynamikou systému a mohou nabyvat daleko vice odlisnych pribéhd.

Jednotlivé sady referencnich trajektorii a fizeni byly testovany na realném inverznim kyvadle.
Zaznamenané prubehy jeho stavovych veli¢in béhem vySvihu pfi porovnani s referencnimi ukazaly,
stejn¢ jako v nekterych ptipadech MIL simulace, Ze u nékterych variant vy§vihu dochazi k vétsimu
odchyleni realnych stavii od referen¢nich prubeht. Tento jev souvisel s pouzitou metodou a predevsim
tim, jak moc dbala na dynamiku systému a jak moc bylo pii ndvrhu vyuzito pfirozené chovani systému.
Naptiklad pti pouziti vystupl z metody fesici dvoubodovy okrajovy problém s volnymi parametry byly
odchylky stavovych veli¢in vyraznéj$i nez u jinych variant vySvihu. Tato metoda vyuzivala simulaci
kyvadla pro zisk pocate¢niho odhadu feseni, avSak dale pracovala s jeho dynamikou pouze vniting
vramci vestavéné funkce programu Matlab a vysledné pribéhy stavii se od pocatecniho odhadu
odliSovaly. Z jednotlivych vysledk je rovnéz mozné pozorovat velkou shodu pribeht realnych stavi
s referen¢nimi v pfipad€, ze pouzitd metoda feSila vy$vih v podob¢ optimalizacni ulohy a v ramci
ucelové funkce byl pouzit ¢len pro minimalizaci energie fizeni. Diky tomu byly obdrzeny prub¢hy, které
jsou pro fizeny systém ptirozenéjsi a energeticky nenaro¢né, tudiz se systému pfi prechodu mezi stavy
nevnucuje umelé chovani.

Pro ovéfeni vyuzitelnosti popsanych metod s jinym systémem bylo jako druha pfipadova studie
vybrano trojité inverzni kyvadlo. Pro fizeni byl vyuzit stejny koncept, tedy fidici struktura se dvéma
stupni volnosti s dopiednou ¢asti a zpétnovazebni v podobé casové proménného LQR regulatoru. Tim
systémem. K vypoctu referencnich stavovych trajektorii a fizeni byla pouzita metoda pifimé kolokace.
Duivodem byl piedevsim jeji velky potencial, ktery se projevil pii pouziti u jednoduchého kyvadla, a
tudiz velka pravdépodobnost, ze vysledné prubéhy budou funkéni. Zaroven v ramci této metody neni
potfeba provadét tpravy a vypocty specifické pro konkrétni fizeny systém, jako naptiklad u metody
casove reverzibilniho fizeni. Vyuziti této metody ve spojitosti s navrhem fizeni trojitého inverzniho
kyvadla navic nebylo nalezeno v zadné publikaci. Po provedeni celého navrhu fizeni pro vysvih a jeho
oveéteni v ramci MIL simulace probéhla jeho implementace a Gspésné ovéteni ve spojeni s realnym
laboratornim modelem trojitého inverzniho kyvadla. Béhem tohoto procesu byly nejprve pouzity
parametry kyvadla uvedené v jeho dokumentaci, nasledné€ probéhla jejich vlastni identifikace z prabéha
experimentalné naméfenych na laboratornim modelu. Pozoruhodna byla vyrazna shoda vysledného
modelu s naméfenymi pribéhy pii uvazovani zavislosti koeficientli tfeni na pfislusnych uhlovych
rychlostech. Navrh fizeni a jeho ovéfeni probehly Gspésné také pti vyuziti vlastnich identifikovanych
parametrt kyvadla.

Jelikoz byl provedeny navrh fizeni pro vy$vih trojitého kyvadla uspésny bez vyskytu zasadnich
komplikaci, bylo pfistoupeno k jeho pouziti na dalSich systémech, konkrétné¢ na ¢tverném a pak i
paterném inverznim kyvadle. V ptipadé obou systémil byl navrh zahajen vlastnim odvozenim stavového
popisu systémit a odhadem jeho parametrti, jelikoZ ani jedno z pouzitych kyvadel neni dostupné
v podob¢ realného modelu. Ovéfeni tak bylo provedeno v ramci MIL simulace se zavedenymi
zpozdénimi v fidicim fetézci pro priblizeni se realné situaci. Oba navrhy fizeni pro realizaci vySvihu
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byly nakonec tispésné. V ramci vypoctu referen¢nich trajektorii bylo nalezeno nékolik variant, pficemz
ne vSechny se v simulaci ukazaly jako pouzitelné, i kdyz pifi posouzeni tvaru trajektorii v Case tak
vypadaly. Par variant trajektorii, které vypadaly pfi vizualizaci neredln€, nebylo viibec pouzito. Systém
paterného inverzniho kyvadla se ukazal jako extrémné slozity (byt jiz trojité inverzni kyvadlo je vysoce

vvvvvv

systému nalézt vhodné nastaveni rozsaht veli¢in a vah ¢lent ucelové funkce tak, aby byly vypocteny
pouzitelné stavové trajektorie a doptedné fizeni.

Stanovené cile disertatni prace uvedené v podkapitole 1.1 byly postupné splnény. Tuto
skute¢nost odrazi vlastni pfinosy prace, které jsou vyznaceny v piislusnych kapitolach textu za ucelem
odliseni od pfevzatych casti feSeni. V prvni fadé mezi né spada modifikace a rozsiteni dvou metod pro
navrh referencnich stavovych trajektorii a referencniho fizeni. Konkrétné se jedna o metodu feseni tilohy
dvoubodového okrajového problému a metodu zaloZenou na ¢asové symetrii. V oblasti prvni piipadové
studie (jednoduché inverzni kyvadlo) spociva vlastni pfinos kromé komplexniho névrhu a realizace
fizeni predev§im v zavedeni proménného koeficientu tfeni v ramci identifikace parametrii realného
systému. Tento pfistup zajistil vysokou vérnost matematického modelu a byl rovnéz uspésné pouzit pfi
identifikaci parametrii trojitého inverzniho kyvadla. Komplexni navrh fidiciho systému pro realizaci
vysvihu trojitého inverzniho kyvadla a jeho ovéfeni na realném systému tvoii dal$i vlastni pfinos
predkladané prace. Kli¢ové je v tomto piipadé vyuziti metody ptimé kolokace, ktera podle dostupnych
publikaci nebyla u vicenasobnych kyvadel doposud pouzita. Nespornou vyhodou piimych metod je
moznost uvazovat v ramci navrhu riiznd omezeni veli¢in dand konkrétnim redlnym systémem a
specifikovat upfednostiiované vlastnosti, které ma fizeni spliiovat. Poslednim vlastnim pfinosem prace,
ktery byl vytvoien nad ramec pivodnich cilt, je uspéSny navrh fizeni pro vysvih a stabilizaci ¢tverného
a paterného inverzniho kyvadla. K této problematice nebyly navic nalezeny zadné relevantni publikace,
coz indikuje jedine¢nost dosazeného vysledku.

Velice zajimavou navaznou praci k této disertaci by bylo ovéfeni navrhu fizeni na realném
modelu ¢tverného kyvadla. Nejvétsim problémem tohoto ukolu stale zlstava samotna mechanicka
konstrukce modelu a tvorba elektroniky pro zajisténi bezdratového ptenosu informaci z jednotlivych
senzord, ovladani aktuatoru a zajisténi vzadjemného propojeni vSech casti spolehlivym a velmi rychlym
zpusobem s minimalnim zpozdénim. Dal§im zajimavym smérem pro navazujici praci je vyuziti metody
¢asové reverzibilniho fizeni ve spojeni s dal$imi systémy. JelikoZz se slozitosti dynamiky systému roste
vyrazné také slozitost navrhu fizeni touto metodou, je vyzvou napiiklad navrh fizeni dvojitého
inverzniho kyvadla. Také fada dalSich ¢asti disertace poskytuje prostor pro dalsi rozvijeni a badani, které
by dale rozvinulo poznani v oblasti technické kybernetiky.
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Concept of Virtual Laboratory and PIL Modeling with REX Control System"

Pedagogicka ¢innost

vyuka cviGeni v Geském a anglickém jazyce vramci VSB — Technické
Univerzity Ostrava, katedry Kybernetiky a biomedicinského inzenyrstvi

e kybernetika

e regulacni systémy
navrhovani a realizace regulatort

Odborné dovednosti

technicka kybernetika
e modelovani a simulace dynamickych systémi
e teorie fizeni
e navrh a realizace fidicich algoritmi
embedded systémy

e vyvoj, realizace, tvorba firmware
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A Odvozeni matematického modelu jednoduchého linearniho inverzniho

kyvadla

Y1 =Yo —lsing
zy =29+ lcosp =lcos¢

Tzl N2 12 1 N2 l 12
om0 + G2+ 5110 +5mo ()
V =mygz; = myglcos ¢
Lzl N2 12 1 N2 l N2 I
2m1[(3’1) + (z1)*] + 2]1(<P ) + Zmo(YO) myglcos @
1 12 ! 2 I 2 1 N2 1 \2
= Smul(3h — L' o5 9)? + (~lg’ sin@)?] + /1 (¢")? +5mo(¥6)? —maglcos ¢

1 2 1 N2
D =EC1(<P) +EC0()’0)

(7)) ) -

q = [e;yol

qi-

d (1
5 m20% 19" cos p)(~Lcos @) + 2(~lg’ sin ) (~Lsin@)] + 1]

1
- {Eml [2(yg — L@’ cos p) (Lo sin @) + 2(—lp" sin ) (—lg’ cos ¢)]

+ myglsin (p} +cp' =0

d

E{ml [—yélcos @ + 2@ cos? @ + 12¢' sin? p] + ],¢'}
— {m1[(y4le’ sing — 12(¢")? cos g sing) + 12(¢')? cos ¢ sin @] + my gl sin ¢}
+cp' =0

d 2 .1 ! ! 12 I o . !

a{ml[l @' —yolcosp] +]19'} —myyole’ sing + myglsing + c19" =0

my2@" —myyf'lcos @ + myyhle' sing + J19" — myyile' sing + myglsing + cip' =0

@"(ml? +];) —myy{lcosp + miglsing + c,9’ =0



X, (rad)

X, (rad)

B Identifikace proménného koeficientu tfeni, prib&hy

B.a Varianta 1 - paraboly, pribéeh x; pro datal a data2

naméfend data
odezva modelu

AA.;AAAAAAA;AAIAI

3K
vyvv\yvyl!iYYlY!Y
yyyyyy

t(s)

6 T T T T i
naméfend data

m odezva modelu

5 - —

AAAAAAAAAAAAAAADRAA
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AAAAAAAAAA
YYYVYVVVVVVVVVVVVVY

t(s)
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X, (rad)

X, (rad)

B.b Varianta 2 — pravideln¢ useky, krok 1 rad, priib¢h x; pro datal a data2

naméfena data
——odezva modelu

II

0 10 20 30 40 50 60
t(s)
T T T T | I
naméfena data
——odezva modelu
| | | | | | |
0 10 20 30 40 50 60 70

t(s)



X, (rad)

X, (rad)

B.c Varianta 2 — pravidelné useky, krok 0,2 rad, prib¢h x; pro datal a data2

naméfena data
——odezva modelu

0 10 20 30 40 50 60
t(s)
T T T | |
naméfena data
——odezva modelu
| | | | | | |
0 10 20 30 40 50 60 70

t(s)



B.d Varianta 3 — nerovnomérné useky, prubeh x; pro datal a data2

x1(rad)

naméfena data
” —— odezva modelu

10 20 30 40 50 60
t(s)

x1(rad)

T T T T | I
naméfena data

n —— odezva modelu

10 20 30 40 50 60 70
t(s)



X, (rad)

X, (rad)

B.e Varianta 4 — diskrétni body, priibéh x; pro datal a data2

naméfena data
——odezva modelu

VI
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t(s)
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——odezva modelu
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B.f Varianta 5 — ptimkové seky, priib¢h x; pro datal a data2

x1(rad)

naméfena data
——odezva modelu

10 20 30 40 50 60
t(s)

x1(rad)

T T T T | I
naméfena data
n ——odezva modelu

10 20 30 40 50 60 70
t(s)
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X, (rad)

C Porovnani odezvy numerickych modell pii pouziti ve struktute 2DOF

graficky model — — —Euler Euler100 - Runge-Kutta 4|
I I

0 05 1 1.5 2 2.5 3
t(s)

1.55 1.56 1.57 1.58 | 1.59 1.6
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D Pribéhy z vypoctu Casoveé proménného LQR s optimalizaci pro hledani
vahovych matic pro trajektorie navrzené metodou feSeni ulohy BVP
s pfidanou optimalizaci

D.a Porovnani prabeht zesileni ¢asové proménného LQR pro expertni volbu vdhovych matic,
hledani matice Q a hledani matic Q a R s vyuzitim globalniho fesice

—~ : : : . . . ~ 100
~_ 500 zakladni 1 T zakladni
X hledani Q X hledani Q
400 - hledani Qa R 1 hledani Q a R
300 f : 50 |
200 1
b J\ ' i /\
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-200 50
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5
t(s) t(s)
= 10 [ zakiadni ] = S0 Zakadni
N4 hledani Q / X hledani Q
or hledani Q aR 4 ol hledani Q aR 4
— /<J\ A\ AANU
10 \ \ : ‘
| -50 F
20+ 1
30} 1 -100 |
40t
-150
_50 L
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5
t(s) t(s)
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X, (rad)

D.b Prub&hy stavovych veli¢in x; a x5 a fidiciho signalu vstupujiciho do systému ze simulace
MIL pro variantu s expertni volbou vahovych matic, hledani matice Q a hledani matic Q a
R s vyuzitim globalniho feSice véetné referencnich prabéhi

T T T T T T —~ 04 T T T T T T
reference é reference
L expertni navrh ] <7 expertni navrh
hledani Q hledani Q
hledani Q a R 0.2 hledani Q a R

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5

reference
expertni navrh
6} hledani Q J

hledaniQ aR

-8 . . " . . "
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5




E Pribéhy z vysvihu realného jednoduchého inverzniho kyvadla

x1(rad)

E.a Metoda BVP s optimalizaci, 2 stavy

reference

realny systém |4

20 F

-30

reference
realny systém

reference

s kompenzaci
"

XI

4 5
t(s)



X, (rad)

E.b Metoda BVP s optimalizaci, 4 stavy

6 T T T T
reference

5t realny systém

reference
realny systém

1 L L L L 0.4 1 1 L L
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
t(s) t(s)
—~ 30 T T T T
‘v reference
£ s kompenzaci
S 20F 1
101 1
0
10} .
-20 ' - : :
0 1 2 3 4 5
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X, (rad)

E.c Metoda Casové reverzibilniho fizeni bez optimalizace a se zapoctenym tienim

reference
realny systém| |

0.4

_
S
=
o
x

0.2

0.1

0.3}

reference
realny systém

reference
s kompenzaci
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X, (rad)

E.d Metoda vyuzivajici Pontryaginova principu minima

reference
realny systém

20

X, (m)

IS4
=

0.2

reference

realny systém

reference
s kompenzaci
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E.e Nastroj Optimtraj
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reference é
realny systém <

X, (rad)

-0.25 reference
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'(_,, reference
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F Stavovy popis trojitého inverzniho kyvadla

F.a Funkce pro urceni derivaci stavl x5, x¢ a x-

F5

= (—f2af111P1PsP7 + faaf121/321P2P7 — f25f111P1PsP10 + f2s5f121f321P2P10 — f26/111P1PsP11
+ fa6f121f32102P11 F faaf111f2210108 — f3af121P204P8 + f3sf111/22101P11 — fasf121P2P4P11
- f111f212PfP5 + f111/221/3120102 + fi21f212f3210102 — f121f312P%P4 — f1af221f321P6
+ f14PaDsPe — f15f221/321P9 + f15PalsPo — fr6f221f321P10 + f16PaPsP10 + f111/221/32201
— f111/2220105 — fr12f221 /32101 + f1120104P5 + f121/222/32102 — f121f322D0204 — f122f221 /32102
+ f12202P4Ps)
1

fi11f211030s — fiirfo21 f3110102 — fiz1fe11f321P102 + fi21f31105P4 + f21f321P3 — P3PaDs
F6
= (—f24f121f311l’22p7 - f25f121f311P%P10 - f26f121f311P%P11 + f34f121/211P1P2P8
+ f3sfi21f211P1P2P11 + fi21f211f312P1P5 — fi21f212f311P105 — fiaf211P1P5P6 + fiafaz1f311P2P6
— f15/211P1P5P9 + fi5/221f31102P9 — fi6f211P1P5P10 + fief221/311P2P10 — f112f211P12P5
+ fi12/221f3110102 + fi21f211f322P1P2 — f121f222f311pg — f122/211P1P2P5 + f122f221f311p§
+ f24P3D5D7 + f2503P5P10 + f26P3P5P11 — f3af221P3D8 — f35/221P3P11 + f212P1P3P5
— f221f312P2P3 — f221/322P3 + f222P3P5)

1

fi11f211030s — fi11fe21 f3110102 — fiz1f211f321P102 + fi21f31105Pa + f21f321P3 — P3PaDs
F7
= (f2af111/311P1P207 + f25/111f311P1P2P10 + f26/111/311P1P2P11 — f34f111f211P%P8
~ f3sfi11f21105P11 — fir1for1f312002 + firifar2f311Pi02 + fiafo11f32101P6 — fiafs11P2PaPs
+ fisf211f321P1P0 — fisf311P2PaPo + fi6f211f321P1P10 = fief311P2PaP10 — fi11f211 32207
+ fi11f222f3110102 + f112f211f3217912 — f112/3110102P4 + fi22f211f321P1P2 — f122f311p%P4
— f24f321P3P7 — fas5f321P3P10 — fa6f321P3P11 T f34D3Pabs + f3503PaP11 — f212f321P1P3
+ f312P2P3P4 — f222f321P3 + f322P3P4)

1
f111f211P%P5 — f111f221/31101P2 — f121/211f321P102 + f121f311P22P4 + f221f321P3 — P3P4Ds

F.b Pomocné funkce f

f11 = dddz COS(dZ - dl) - dd% Sin(dz - dl)
f12 = ddd3 COS(d3 - dl) - ddg Sin(d3 - dl)

f13 =ddd,

fia = —g sin(d,) + ucos(d;)
fis = dd,

f16 =dd; — dd,

f21 = dddl COS(dZ - dl) + dd% Sin(dz - dl)
f22 = ddd3 COS(d2 - d3) + dd% Sin(dz - d3)

f23 = ddd,
fo4a = —g sin(d,) + ucos(d,)
f2s = dd; —dd,

f26 = dd; — dd;
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f31 = dddl COS(d3 - dl) + dd% Sin(d3 - dl)
f32 = dddz COS(d3 - dz) + dd% Sin(d3 - dz)

f33 = ddd;
fz4 = —g sin(ds) + ucos(ds)
f35 =dd; —dd,

fi11 = cos(d; — dy)

firz = —dd% sin(d; — dy)
fi21 = cos(d3 — dy)

fizz = —dd% sin(d; — dy)
f211 = cos(d; — dy)

f212 = dd% sin(d, —dq)
f221 = cos(d; — d3)

faze = ddj sin(d, — d3)
f311 = cos(d3 — dy)

fs12 = ddF sin(dz — dy)
f321 = cos(d; — d3)

fs22 = ddj sin(dz — d;)

F.c Standardni dynamické parametry p

myliayl, + mslyl,
P =

mslyasl;
P2 = L
_ mya?l2 + myl? + myl? +J,
P3 mslyasls
_ myl5 + myazls +J,
Pa mslyasls
_ mza3ls +Js
Ps mglyasls
_ miaq.ly + myly + msly
Pe mslyasls
_ myayl, + msl,
b7 mglyasl;
1
Psg = L
Po mlyasls
b,
Pro mglyasls
b3
P mslyasl;
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G Stavovy popis ¢tverného kyvadla

G.a Pomocné funkce f

fi1 = sin(d; — dy) dd3 + ddd, cos(d; — d5)
fi2 = sin(d; — d3) dd3 + ddd; cos(d; — d3)
fiz = sin(d; — dy) dd? + ddd, cos(d; — d,)
fia = ddd,

fis = ucos(dy) — g sin(dy)

fie = ddy

fiz = dd, — dd,

fo1 = —sin(d; — dy) dd? + ddd, cos(d; — d;)
fon = sin(d, — d3) dd? + ddd; cos(d, — d3)
fo3 = sin(d, — d,) dd3 + ddd, cos(d, — d,)
f2a = ddd,

fas = ucos(d,) — g sin(dy)

fae = ddp — dd,

fa7 = ddy — ddj

fa1 = —sin(d; — ds) dd? + ddd, cos(d; — d3)
faz = —sin(d, — d3) dd3 + ddd, cos(d, — d3)
faz = sin(ds — dy) dd3 + ddd, cos(d; — d,)
f3a = ddd;

fzs = ucos(ds) — g sin(ds)

fze = dd3 — dd,

fz7 = dd3 — dd,

far = —sin(dy — d,) dd? + ddd, cos(d; —d,)
faz = —sin(d, — dy) dd5 + ddd, cos(d, — d,)
faz = —sin(d; — d,) dd5 + ddds cos(ds — d,)
faq = ddd,

fas = ucos(dy) — g sin(dy)

fae = ddy —dd3

G.b Standardni dynamické parametry p

_ L (m3 +my) + aylym,)

L= aglzlymy
_ L(lzmy + azlzms)
20 aglzlym,
Ly
b3 = g
Py = l(Ismy + azlzms)
T aglzlymy
L
bs = g
D = myail? + (my + mg + my)l2 +J;
6 =

azlslymy

XVIII



P, = myazls + (mz + my)l5 +J,
. =

aglzlymy
_ mga3li +myli +J;
Ps = aylzlymy
_ myuagli +J,
Po = aylzlymy
_Limy+mz+my) +alymy
Pro= aylzlymy
_L(mg +my) + ayl,m,
i1 = aylzlymy
_ lymy + azlyms
Pz = aylzlymy
_ 1
P13 = L
by
Prs aylslymy
P1s = aylslymy
P16 = aylslymy
P17 aylslymy

G.c Pohyboveé rovnice

f1101 + fi2D2 + f13P3 + f1aDe + fisP1o T+ freP14 + fi7P15 = 0
f21P1 + f2204 + f23P5 + faaD7 + fasD11 + faeD1s + fa7P16 = 0
f31D2 + f32P4 + f3a4D8 + f3sD12 + f36D16 + f37P17 = —f33
fa1P3 + faoDs + faaPo + fasPiz + faeP17 = —faz
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H Pribéhy stavovych veli€in a fizeni ze simulace vy$vihu ¢tverného

X, (rad)

Xq (rad)

inverzniho kyvadla

reference
simulace systému

reference
simulace systému| |

reference
simulace systému
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I Pribéhy stavovych veli€in a fizeni ze simulace vySvihu paterného

X, (rad)

Xq (rad)

Xg (rad)

inverzniho kyvadla

4 T T T
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