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Abstrakt 
Tato práce je zaměřena na návrh řízení nelineárních systémů. Předpokladem je nejen zajistit správnou 

funkčnost v okolí určitého pracovního bodu, ale především řešit přechod systému mezi dvěma stavy. Při 

přesouvání systému ve stavovém prostoru se často výrazně projevuje jeho nelineární chování. Návrh 

řízení je rozebírán jak ve variantě, kdy je požadováno pouhé splnění převodu mezi stavy, tak v podobě, 

u které se pomocí účelové funkce specifikují požadované vlastnosti daného přechodu a hledá se 

optimální řešení. V celém procesu návrhu řízení i při jeho ověřování se využívá v určité podobě model 

systému (model-based design), tudíž modelování je nedílnou součástí této práce. Cílovou skupinou 

soustav, kterou se práce zabývá, jsou nelineární podaktuované systémy, byť většinu uvedených metod 

je možné použít obecně. Jako případová studie byl vybrán typický systém reprezentující tuto třídu – 

jednoramenné inverzní kyvadlo. Ověřování řízení pro realizaci jeho výšvihu probíhá nejen v simulaci, 

ale také na reálném laboratorním modelu. V závěrečné části práce probíhá návrh řízení pro víceramenná 

inverzní kyvadla, pomocí čehož se ověřuje univerzálnost celého návrhu a použitelnost metod pro 

extrémně složité systémy. 
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Abstract 
This thesis focuses on the design of nonlinear system control. The idea is not only to ensure correct 

functionality around a certain operating point, but also to solve the transition of the system between two 

states. When moving the system in the state space, its nonlinear behavior is often significantly 

manifested. The control design is discussed both in a variant where the transition between states is only 

required and in a form where the desired properties of the transition are specified using an objective 

function and an optimal solution is searched for. A model of the system is used in some form throughout 

the control design and verification process (model-based design), so modelling is an integral part of this 

thesis. The target group of systems addressed in this thesis are nonlinear underactuated systems, 

although most of the methods presented can be applied in general. A typical system representing this 

class, the single-arm inverted pendulum, was chosen as a case study. Verification of the control to realize 

its swing-up is carried out not only in simulation but also using a real laboratory model. In the final part 

of the thesis, the design of the control for multi-arm inverted pendulums is performed, through which 

the universality of the overall design and the applicability of the methods to extremely complex systems 

are verified. 
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Seznam zkratek a symbolů 
2DOF two degrees of freedom, označení řídicí struktury se dvěma stupni volnosti 

2D two dimensional, dvourozměrný 

3D three dimensional, trojrozměrný 

ARM advanced RISC machine, pokročilé RISC zařízení, architektura procesorů 

ASCII american standard code for information interchange, americký standardní kód 

pro výměnu informací 

BVP boundary value problem, okrajová úloha 

CSV comma separated values, hodnoty oddělené čárkami, typ souboru 

g tíhové zrychlení (m·s-2) 

GB gigabyte, gigabajt, jednotka množství dat 

HW hardware, fyzické vybavení počítače 

IPOPT interior point optimizer, programová knihovna pro řešení nelineární 

optimalizace 

IVP initial value problem, problém počáteční hodnoty 

J moment setrvačnosti (kg·m2) 

kb/s kilobit za sekundu, jednotka přenosové rychlosti 

kg kilogram, jednotka hmotnosti 

kg·m2 kilogram metr na druhou, jednotka momentu setrvačnosti 

LQR linear quadratic regulator, stavový lineárně kvadratický regulátor 

m hmotnost (kg) 

m metr, jednotka délky 

m·s-1 metr sekunda na mínus první, jednotka rychlosti 

m·s-2 metr sekunda na mínus druhou, jednotka zrychlení 

MIL model in the loop, simulace modelu v uzavřené smyčce 

mm milimetr, jednotka délky 

MOSFET metal oxide semiconductor field effect transistor, typ tranzistoru řízeného 

elektrickým polem 

ms milisekunda, jednotka času 

N Newton, jednotka síly 

N·m-1 Newton metr na mínus první, jednotka tuhosti pružiny 

N·s·m-1 Newton sekunda metr na mínus první, jednotka koeficientu tlumení 

NLP nonlinear programming, nelineární programování 

OCP optimal control problem, úloha optimálního řízení 

𝜔 úhlová rychlost (rad·s-1) 

PD proporcionálně derivační typ regulátoru 

PI proporcionálně integrační typ regulátoru 

PID proporcionálně integračně derivační typ regulátoru 

PIL processor in the loop, simulace s procesorem v uzavřené smyčce 

PWM pulse width modulation, pulzně šířková modulace 

rad radián, jednotka rovinného úhlu 

rad·s-1 radián sekunda na mínus první, jednotka úhlové rychlosti 

RISC reduced instruction set computing, architektura mikroprocesorů 

RK4 Runge-Kutta 4, čtyřbodová varianta numerické metody 
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s sekunda, jednotka času 

s-1 sekunda na mínus první, jednotka koeficientu tření (pro uváděný popis 

inverzních kyvadel) 

SIL software in the loop, simulace softwaru v uzavřené smyčce 

t čas (s) 

T perioda (s) 

TPBVP two point boundary value problem, dvoubodový okrajový problém 

UART universal asynchronous receiver transmitter, univerzální asynchronní sériové 

komunikační rozhraní 

us mikrosekunda, jednotka času 

V volt, jednotka elektrického napětí 

v rychlost (m·s-1) 

W watt, jednotka výkonu 
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1 Úvod 
Tato disertační práce se zabývá modelováním a řízením podaktuovaných systémů. Jedním ze základních 

cílů je snaha o rozvoj současného stavu poznání v oblasti technické kybernetiky. Soustavy, se kterými 

se setkáváme v praxi, a které je zapotřebí řídit, bývají téměř vždy nelineární a mnohdy velice 

komplikované. Návrh řízení pro takovouto soustavu je velmi složitý a vyžaduje provést řadu dílčích 

kroků, které vedou k požadovanému cíli. Kromě samotného návrhu řízení řadíme mezi tyto kroky také 

identifikaci daného systému a jeho modelování. 

Neustálý rozvoj veškeré techniky dává vznikat stále složitějším, komplikovanějším a 

komplexnějším systémům, které je ale zapotřebí kvalitně řídit stejně jako jednodušší varianty. Tento 

záměr mnohdy přináší nemalou výzvu, jak potřebné řízení navrhnout, aby mohl takovýto složitý a 

zpravidla nelineární systém správně fungovat nejen v rámci určitého pracovního bodu, ale především 

během přesunů mezi různými stavy definovaným způsobem s minimálními odchylkami od 

požadovaného chování. 

Řízení mechanických systémů bylo vždy zajímavé a je tomu tak i v současnosti. V posledních 

letech až desetiletích je například patrný výrazný pokrok na poli mobilní robotiky, ať už ve sféře vědecké 

pro napodobování chování různých zvířat či hmyzu, zkoumání pohybu apod., nebo třeba v oblasti 

záchranářských prací. V nebezpečném prostředí s množstvím členitých překážek nemusí být klasické 

kolové či tankové roboty použitelné a je nutné přistoupit ke složitým mechanickým systémům v podobě 

kráčejících robotů. 

Jednotlivé metody použité a popsané v rámci této disertační práce je možné aplikovat na širší 

skupinu systémů, ve většině případů na celou třídu podaktuovaných systémů. Při popisu mechanických 

systémů se v rámci klasické mechaniky (u Lagrangeovy formulace i Hamiltonovské) využívají takzvané 

zobecněné souřadnice. Jedná se o veličiny, které popisují stav systému. Nemusejí mít ani konkrétní 

fyzikální rozměr. Pokud jsou zobecněné souřadnice vzájemně nezávislé, udává jejich počet stupeň 

volnosti systému. Při zjednodušené formulaci platí, že systém je podaktuovaný, jestliže je počet jeho 

aktuátorů nižší než stupeň volnosti. Může se ale vyskytnout situace, kdy je aktuátorů více než stupňů 

volnosti a systém je stále podaktuovaný. Rozhodující podmínkou je, že není možné přímo ovlivnit 

zobecněné zrychlení systému v určitém směru daném zobecněnou souřadnicí. Z toho vyplývá, že 

podaktuovanost může být pouze dočasným stavem systému, například v případě kráčejících mobilních 

robotů během skoku není obvykle možné ovlivnit tento pohyb, po dopadu na zem se však situace mění. 

Práce s podaktuovanými systémy napomáhá lepšímu porozumění dynamiky daných systémů a vede na 

nutnost s ní pracovat a řídit systém v souladu s ní, ne se pomocí aktuátorů snažit potlačit dynamiku 

systému a snažit se ho řídit libovolným způsobem. Takovýto přístup vede na možnost dosáhnout lepších 

vlastností řízení, případně ke snižování nákladů na řízení. Použití podaktuovaného systému umožňuje 

snížit počet aktuátorů a tím pravděpodobnost jejich selhání. Zároveň obvykle dochází ke snížení 

hmotnosti systému a energetické náročnosti. 

Užší skupinou, která se částečně řadí mezi podaktuované systémy, jsou soustavy balanční. Jejich 

těžiště je umístěné nad osou otáčení. Dojde-li k jeho vychýlení, začne tento systém svým způsobem 

padat, tedy přesouvat se z nestabilního ustáleného stavu do jiného, který bude stabilní. Udržení systému 

v nestabilním ustáleném stavu musí být realizováno přidaným řídicím členem, který pracuje s 

informacemi o řízeném systému a na jejich základě generuje příslušný akční zásah. Balanční soustavy 

jsou v zásadě vždy nelineární, jelikož dochází k rotaci kolem určité osy a v rovnicích popisujících tuto 

soustavu se vyskytují goniometrické funkce. Obecně za nelineární systémy označujeme takové, jejichž 

stavový popis obsahuje i jiné členy než pouze lineární ve spojení se stavovými veličinami. 
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Pro ověřování různých metod a navrženého řízení byla vybrána skupina systémů inverzních 

kyvadel, přičemž primárně bylo použito jednoramenné. Do této skupiny se řadí mnoho různých 

modifikací, mohou se lišit počtem volných ramen ale také jejich uspořádáním, kdy nejsou ramena 

spojována za sebe, ale například jsou dvě z nich spojena s totožným vozíkem, nezávisle na sobě. 

Jednoduché kyvadlo je v technické kybernetice velmi populární nelineární systém, který se často 

používá pro ověřování nových přístupů k řízení. V současnosti lze říct, že slouží jako takzvaný 

benchmark, tedy určité srovnávací kritérium pro odlišné metody i samotné vědce. Tato varianta kyvadla 

je tedy velmi rozšířená. S rostoucím počtem volných ramen se zvedá také náročnost řízení. Zatímco 

dvojité je také poměrně rozšířené, trojité je již poměrně vzácné a další víceramenné varianty se v reálné 

podobě vyskytují minimálně a používají se hlavně simulačně. Je to dáno jednak náročností na preciznost 

mechanické konstrukce, ale také nutností řešit přenos informací z jednotlivých kloubů kyvadla 

dostatečně rychle při zajištění adekvátního rozlišení snímačů. 

Konkrétní volba systému pro případovou studii byla dána nejen jeho používáním v laboratořích 

technické kybernetiky, důležitá byla rovněž jeho podobnost se systémy, na které je možné narazit 

v reálném světě. Nejbližší spojitost lze nalézt s různými balančními dopravními prostředky. Do této 

kategorie jsou řazeny jednak dnes již velmi známý Segway PT (personal transporter, osobní transportér), 

ale také různé elektrické jednokolky, hoverboardy (dvoukolové balanční podložky) nebo jednokolové 

brusle. Další podobnost může být nalezena u řízení rakety, u které je těžiště umístěné nad spodní částí s 

pohonem. Často zmiňovaný je rovněž pohyb kráčejících robotů. Z oblasti automobilového průmyslu je 

možné uvést například podobnost s dopravními prostředky s připojenými vozíky, přívěsy nebo 

vlečkami, pro které se navrhují asistenční systémy určené pro parkování, zejména během couvání s 

těmito přípojnými částmi. Jistou podobnost v některých vlastnostech je možné hledat i u dalších 

systémů, které spadají do kategorie podaktuovaných. Typickými příklady jsou různá letecká zařízení 

(například helikoptéry, letadla a multikoptéry) nebo plavidla (například lodě a ponorky). 

Specifickou výzvou v rámci této disertační práce bylo zvládnout řízení reálného trojitého 

inverzního kyvadla, což je velmi zajímavý a výrazně nelineární podaktuovaný systém. Úspěšná 

realizace výšvihu je extrémně náročný a komplikovaný proces, který na poli technické kybernetiky ve 

světě zvládá pouze malé procento vědců, jak je uvedeno například v [1]. Přestože je tato informace 

převzata ze staršího článku, podle dostupných publikací není situace odlišná ani v současnosti. Pouze 

pár publikací zmiňuje řízení trojitého inverzního kyvadla, ať již přímo (články [2], [3], [4], [5] a [6]), 

nebo pouze ve formě zmínky (článek [1]), a několik dalších případů je dohledatelných v podobě 

videozáznamu. Další publikace věnující se stabilizaci nebo výšvihu trojitého kyvadla zmiňují pouze 

simulační ověření, například [7] nebo [8]. 

Existuje řada prací, která se týká stejného tématu jako tato disertační práce. Částečně je to dáno 

jejím obecným názvem a tím, že zahrnuje řadu dílčích částí – modelování a identifikaci, návrh 

dopředného řízení (v podobě řešení úlohy hledání optimálního řízení nebo i bez optimalizace), 

zpětnovazební regulace, simulace i realizaci řízení ve spojení s reálným laboratorním modelem. U 

konkrétních částí či metod budou zmíněny relevantní publikace, které se daného tématu týkají. Podle 

názvu je tato práce velmi podobná disertační práci [9] Ing. Slávky Jadlovské, Ph.D., která se jmenuje 

„Modelovanie a optimálne riadenie nelineárnych podaktuovaných dynamických systémov“. Kvůli již 

zmíněné obecnosti názvů ale nedochází téměř k překryvu samotné náplně disertačních prací. Shodu je 

možné nalézt ve využití systému inverzního kyvadla jakožto případové studie. V disertační práci Ing. 

Jadlovské, Ph.D. je využito jednoduché lineární a rotační kyvadlo a dále obdobný robotický systém 

označovaný jako pendubot. V oblasti modelování je práce zaměřena detailně na odvození stavového 

popisu systému a řízení se týká především stabilizace v pracovním bodě a využití prediktivních metod 

řízení. Pro řešení úlohy výšvihu je využitý hybridní přístup k řízení, kdy samotný výšvih je řešený 
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postupným dodáváním energie kyvadlu a tudíž jeho rozhoupáváním, při dosažení horní nestabilní 

polohy je řízení přepnuto na stabilizující regulátor. Předložená disertační práce je zaměřena na využijí 

jednoduchého lineárního inverzního kyvadla pro všechny uvedené metody řízení a následně jsou 

vybrané metody aplikovány na varianty inverzních kyvadel s větším počtem ramen. V otázce 

modelování je důraz kladen na tvorbu numerického modelu pro využití v návrhových metodách a 

simulacích pracujících v reálném čase, odvození stavového popisu systémů je pouze stručně popsáno. 

Od počátku byla disertační práce zaměřena na komplexní návrh řízení, který odpovídá řešení přechodu 

mezi různými stavy systému, čímž je u případové studie proces výšvihu kyvadla. Ten navíc ve všech 

případech probíhá po definovaných stavových trajektoriích, které jsou dopředu vypočteny a podél 

kterých je systém stabilizován. Tento přístup vede nejen na opakovatelnost procesu ve stejné podobě, 

ale je rovněž obecný a aplikovatelný na řízení odlišných systémů, zatímco metoda zvyšování energie 

kyvadla tuto možnost nenabízí (resp. pouze ve velmi omezeném rozsahu). Stabilizace v koncovém bodě 

přechodu mezi dvěma stavy je součástí navrhovaného řízení, a tudíž není využita hybridní řídicí 

struktura, v rámci které by docházelo k přepínání řídicích členů. 

Disertabilním jádrem práce je návrh metodiky výpočtu stavových trajektorií a návrh řízení 

nelineárních podaktuovaných soustav. To v sobě zahrnuje návrh přípustných, v některých případech 

rovněž optimálních, stavových trajektorií spolu s řídicím signálem a návrh stavového zpětnovazebního 

regulátoru, který je obecně časově proměnný a stabilizuje řízený systém podél stavových trajektorií. 

Nedílnou součástí je rovněž modelování podaktuovaných systémů za účelem ověření návrhu pomocí 

real-time simulací. 

Předpokládaným vlastním přínosem v teoretické oblasti je rozvoj metodiky použitelné pro 

generování stavových trajektorií se zaměřením na řešení dvoubodového okrajového problému 

(boundary value problem, BVP) s volnými parametry rozšířeného o použití optimalizačních procedur a 

na adaptaci a rozšíření metody časově reverzibilního řízení, jejíž základ vytvořil prof. Ing. Miloš 

Schlegel, CSc. ze Západočeské univerzity v Plzni. Do vlastního přínosu rovněž spadá implementace 

výpočtu referenčních trajektorií a dopředného řízení dalšími metodami, především metodou přímé 

kolokace, a dále implementace výpočtu časově proměnného LQR regulátoru pro stabilizaci podél 

referenčních stavových trajektorií v uzavřeném regulačním obvodě a tvorba diskrétního modelu systému 

pro využití v real-time simulacích s vysokou mírou shody se spojitým systémem. Samostatnou částí 

vlastního přínosu je návrh celého řízení pro realizaci výšvihu laboratorního modelu trojitého inverzního 

kyvadla a jeho reálné ověření. Tato část je dále rozšířena o aplikaci použitých přístupů pro řízení 

čtverného a paterného inverzního kyvadla, kdy proces návrhu začíná odvozením stavového popisu 

systémů a končí ověřením v rámci simulací. Nedílnou součástí práce s reálnými modely jednoduchého 

a trojitého inverzního kyvadla je proces identifikace parametrů, u kterého přínos spočívá především ve 

využití proměnných závislostí při určování koeficientů tření. V praktické oblasti se předpokládá přínos 

především realizací laboratorních úloh zařazených do výuky v rámci cvičení i přednášek z předmětu 

Navrhování a realizace regulátorů a také pro prezentační a popularizační aktivity. 

Technické řešení použité v disertační práci koresponduje s náplní dvou grantových projektů 

typu VaV (Věda a Výzkum), v nichž autor působí v prvním případě na pozici spoluřešitele a v druhém 

na pozici řešitele. Jedná se o projekty „Centrum výzkumu pokročilých mechatronických systémů“ 

s registračním číslem CZ.02.1.01/0.0/0.0/16_019/0000867, realizovaný v rámci Operačního programu 

Výzkum, vývoj a vzdělávání (1. 1. 2018 - 31. 12. 2022) a „Podpora talentovaných studentů doktorského 

studia na VŠB-TUO" (č.s.: 04766/2017/RRC) dotovaného z programu „Podpora vědy a výzkumu 

v Moravskoslezském kraji 2017“ (RRC/10/2017) (9/2017 - 8/2020). 
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1.1 Cíle disertační práce 

Základním cílem této disertační práce je rozšíření stávajícího stavu poznání v oblasti modelování, 

identifikace a řízení nelineárních podaktuovaných systémů. Tato obecná formulace je blíže 

specifikována pomocí následujících bodů, které tvoří cíle práce. 

 Rozšíření či vylepšení stávajících metod pro návrh referenčních stavových trajektorií a 

referenčního řízení. 

 Tvorba modelu systému jednoduchého inverzního kyvadla, které je použito jako případová 

studie, a kvalitní identifikace parametrů reálného laboratorního modelu tohoto systému. 

 Aplikace metod s vlastním přínosem, ale i dalších, pro návrh řízení výšvihu jednoduchého 

inverzního kyvadla, ověření v rámci simulací i na reálné soustavě. 

 Návrh řízení pro realizaci výšvihu trojitého inverzního kyvadla. Součástí je rovněž modelování 

a identifikace tohoto systému, výběr vhodné metody (na základě teoretických znalostí i aplikace 

různých metod pro návrh řízení v rámci případové studie jednoduchého inverzního kyvadla) a 

její použití pro návrh řízení, ověření v simulaci a posléze nasazení na reálný laboratorní model. 
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2 Metody používané pro řízení nelineárních systémů 
Teorie řízení je nauka zabývající se návrhem řídicích algoritmů v mechanických i jiných procesech, 

přičemž využívá popisu dynamických systémů. Propojuje řadu oborů, matematiku, kybernetiku, fyziku 

a další. Významným historickým milníkem, který lze považovat za počátek vzniku a rozvoje 

kybernetiky ve vrcholném novověku, je použití mechanického odstředivého regulátoru. Ten byl 

vynalezen německým fyzikem a matematikem Christiaanem Huygensem v 17. století a používán ve 

větrných mlýnech k regulaci polohy mlýnských kamenů, resp. tlaku mezi nimi [10], [11]. V 18. století 

byl tento regulátor modifikován Jamesem Wattem a přizpůsoben pro použití ve spojení s parním strojem 

[10]. Jeho účelem bylo regulovat množství páry vstupující do válců parního stroje proporcionálně tak, 

aby se výstupní otáčky udržovaly konstantní při změnách zatížení [12]. Principy fungování odstředivého 

regulátoru popsal James C. Maxwell v díle On Governors. Tyto události jsou obvykle uváděny 

v souvislosti s počátkem teorie řízení. Další významnou osobností, která si plně zasluhuje označení 

zakladatele kybernetiky, je americký matematik Norbert Wiener. V knize Kybernetika neboli řízení a 

sdělování v živých organismech a strojích popsal mimo jiné myšlenky využití zpětné vazby a 

matematické vztahy, které s ní souvisejí [13]. 

V dnešní době se nejčastěji setkáme s kategorizací teorie řízení z hlediska historických etap na 

dva směry, klasickou teorii řízení a moderní teorii řízení. Historicky se začala nejdříve rozvíjet klasická 

teorie řízení. Tím jsou také dány základní přístupy, které do ní řadíme. První požadavky na řídicí systém 

zahrnovaly především stabilizaci systémů, udržování určité veličiny na zadané hodnotě a kompenzaci 

poruch, které na řízený systém působí. Mluvíme o základních návrhových požadavcích, kterými jsou 

sledování reference, potlačení (odregulování) poruch a robustnost celého systému. Obvykle se 

uvažovaly systémy lineární a časově neměnné, případně linearizované v okolí určitého pracovního 

bodu. V klasické teorii řízení se na systém nahlíží metodou černé skříňky a hledají se vztahy popisující, 

jakým způsobem je ovlivňována výstupní veličina změnami vstupní veličiny (případně vztahy mezi 

vícero vstupními a výstupními veličinami). Mluvíme tedy o vnějším popisu systému. Obecně lze tento 

vztah vyjádřit v časové oblasti pomocí diferenciální rovnice 

 𝑎𝑛𝑦(𝑛)(𝑡) + 𝑎𝑛−1𝑦
(𝑛−1)(𝑡) + …+ 𝑎1𝑦

′(𝑡) + 𝑎0𝑦(𝑡)

= 𝑏𝑚𝑢(𝑚)(𝑡) + 𝑏𝑚−1𝑢
(𝑚−1)(𝑡) + …+ 𝑏1𝑢

′(𝑡) + 𝑏0𝑢(𝑡), 
(1) 

která může podle složitosti systému nabývat vyšších řádů. Pro zjednodušení se uplatňuje převod systému 

do operátorové oblasti pomocí Laplaceovy transformace, kdy dochází ke změně diferenciální rovnice 

na algebraickou. Touto změnou dochází k zisku přenosu systému 

 
𝐺(𝑠) =

𝑌(𝑠)

𝑈(𝑠)
=

𝑏𝑚𝑠𝑚 + 𝑏𝑚−1𝑠
𝑚−1 + …+ 𝑏1𝑠 + 𝑏0

𝑎𝑛𝑠𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑠
𝑛−1 + …+ 𝑎1𝑠 + 𝑎0

. (2) 

Pro výpočet řízení se v klasické teorii řízení používá algoritmus typu PID. Ten zpracovává odchylku 

regulované veličiny od požadované hodnoty a působí na systém akční veličinou tak, aby tuto odchylku 

snižoval, limitně až na nulovou hodnotu. Primární část syntézy řídicího systému tedy spočívá v nalezení 

laditelných parametrů pro proporcionální, integrační a derivační složku PID regulátoru tak, aby byly 

splněny požadavky kladené na regulační obvod. 

Neustálý rozvoj teorie řízení a vzrůstající požadavky na kvalitu řízení průmyslových procesů 

vedly k postupnému vzniku tzv. moderní teorie řízení. Nutnou podmínkou vývoje v této oblasti bylo 

masové rozšíření výpočetní techniky potřebné pro řešení složitých úloh s ohledem na výpočetní výkon. 

Do popředí se dostávaly požadavky na zlepšování kvality regulace a splňování různých přidaných 

kritérií. Prvním výrazným rozdílem oproti klasické teorii je způsob, jakým se popisuje řízený systém. 
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Zatímco dříve se využíval vnější popis systému, v moderní teorii řízení je pozornost věnována jeho 

vnitřní struktuře. Zavádí se označení stavové veličiny, které slouží k popsání aktuálního stavu 

dynamického systému. Jejich počet je shodný s řádem systému, pro složité systémy tedy roste. Využití 

stavů vede na zvýšení kvality regulace. Pro zjednodušení diferenciální rovnice vyššího řádu, která 

systém popisuje, se již nepoužívá transformace do operátorové oblasti, ale převodu na systém 

diferenciálních rovnic prvního řádu 

 𝒙′(𝑡) = 𝒇(𝒙, 𝒖, 𝑡). (3) 

Ty jsou označovány jako stavové rovnice a použitý popis označujeme jako vnitřní nebo také stavový. 

Součástí vnitřního popisu mohou být také rovnice pro výpočet vektoru výstupních veličin 𝒚(𝑡). Mezi 

jeho výhody patří kromě detailnější reprezentace systému také možnost popsat systémy nelineární. Pro 

systémy lineární nebo linearizované je možné využít upraveného zápisu 

 𝒙′(𝑡) = 𝑨𝒙(𝑡) + 𝑩𝒖(𝑡), 

𝒚(𝑡) = 𝑪𝒙(𝑡) + 𝑫𝒖(𝑡), 
(4) 

který využívá dva druhy rovnic, pro vnitřní stavy 𝒙 a výstupní veličiny 𝒚. Ty se mohou také shodovat. 

Pro řízení ve zpětné vazbě metodami založenými na moderní teorii řízení se využívá stavového 

regulátoru, který je určen maticí zesílení. Ta může být v čase konstantní nebo proměnná v závislosti na 

konkrétním typu úlohy. V moderní teorii řízení se setkáváme s několika požadavky, které mohou být 

kladeny na řídicí systém. Mezi základní řadíme stejně jako u klasické teorie nutnost kompenzovat 

působení poruchových veličin, stabilizovat systém nebo upravit jeho vlastnosti (resp. vlastnosti 

vytvořené uzavřené smyčky) a také sledovat zadaný referenční průběh požadované hodnoty. K nim 

přibývají různá omezení na velikost řídicích i stavových veličin, případně další požadavky. Často se 

vyjadřují v podobě funkce, jejíž hodnotu se snažíme maximalizovat nebo minimalizovat. Všechny 

uvedené požadavky lze sloučit do kritéria vztahujícího se ke kvalitě řízení a celá úloha hledání řízení je 

převedena na optimalizační problém. Při řešení je zapotřebí minimalizovat zadanou objektivní funkci 

na určitém časovém intervale. Tyto úlohy označujeme jako dynamickou optimalizaci nebo také úlohy 

optimálního řízení. 

Popsaný postupný rozvoj teorie řízení vedl ke specifikaci dvou základních úloh, které můžeme 

řešit ve spojitosti s řízením určitého systému. Jak již bylo zmiňováno, tou první je stabilizace systému 

v určitém pracovním bodě. Tuto úlohu můžeme považovat za historicky starší, jelikož byla řešena 

v době rozvíjení klasické teorie řízení. Požadavek na funkčnost v určitém pracovním bodě a jeho 

blízkém okolí vede na možnost pracovat s nelineárními systémy, jejichž popis v daném bodě 

linearizujeme. Díky tomu je pro tuto úlohu možné použít i metody určené pro práci s lineárními systémy, 

především převod popisu do operátorové oblasti. Intenzivní rozvoj různých průmyslových zařízení vedl 

ke zvýšení požadavků na řízení, nejen ve smyslu nutnosti stabilizovat daleko složitější systémy, ale také 

v nutnosti řídit je ve velkém pracovním rozsahu veličin. Zde nachází uplatnění využití stavového popisu, 

který lze obecně použít i pro nelineární systémy. Díky tomu je jejich dynamika zachycena v celém 

rozsahu řídicích i stavových veličin, přičemž věrnost je dána přesností modelu, nikoliv vzdáleností 

veličin od pracovního bodu. Všechny tyto požadavky vedly k potřebě formulace nového typu úlohy, při 

které by byl řešen problém nalezení řízení schopného převést systém mezi dvěma zadanými stavy tak, 

že nalezené trajektorie splňují rovnice dynamiky systému a zároveň splňují všechny definované 

omezující podmínky. Tuto úlohu označujeme jako plánování trajektorií, jelikož její řešení spočívá 

v nalezení průběhů řízení a stavových veličin v čase. 

Úlohu plánování trajektorií můžeme formulovat dvěma způsoby v závislosti na dalších 

požadavcích. Prvním z nich je formulace v podobě úlohy okrajového problému, konkrétně 
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dvoubodového okrajového problému. Každé nalezené stavové trajektorie a příslušné řízení, které 

s ohledem na dynamiku systému splní zadaný požadavek přechodu mezi dvěma stavy, označujeme jako 

přípustné. Pokud ze všech přípustných řešení budeme chtít vybrat jedno konkrétní s určitými 

vlastnostmi, přejdeme k formulaci v podobě úlohy optimálního řízení. Výsledné průběhy pak 

označujeme jako optimální stavové trajektorie a optimální průběh řízení. 

2.1 Dvoubodový okrajový problém 

Úloha formulovaná jako okrajový problém (boundary value problem, BVP) spadá obecně do 

problematiky týkající se řešení diferenciálních rovnic. Jedná se o úlohu, v rámci níž se hledá řešení 

diferenciální rovnice, které musí splňovat požadované podmínky v podobě specifikace určitých bodů, 

kterými řešení prochází. Z uvedeného popisu vyplývá, že zadání úlohy BVP je tvořeno diferenciální 

rovnicí a okrajovými podmínkami, které určují body řešení, obvykle na okrajích intervalu nezávislé 

proměnné, na kterém je řešení hledáno. Počet okrajových podmínek obecně odpovídá řádu diferenciální 

rovnice. Často je možné se setkat s převodem diferenciální rovnice řádu 𝑛 na soustavu 𝑛 diferenciálních 

rovnic prvního řádu. [14] 

Diferenciální rovnice, které jsou řešené v rámci úlohy BVP, popisují v případě teorie řízení 

dynamiku systému (odpovídají jeho stavovému popisu). Okrajové podmínky specifikují hodnoty stavů 

v určitém čase, s tím že čas zde vystupuje jako nezávislá proměnná. Formulace BVP tedy odpovídá 

problému hledání trajektorií. 

V případě zkoumání chování systému při daném počátečním stavu na zvoleném časovém úseku 

můžeme mluvit o úloze se specifikovaným počátečním bodem (initial value problem, IVP) [14]. 

V tomto případě stále počítáme s podmínkou, že počet diferenciálních rovnic je shodný s počtem 

okrajových podmínek. Pro úlohu odpovídající formulaci IVP to neznamená žádnou komplikaci, 

pozornost je však zapotřebí věnovat úloze se specifikovaným počátečním i koncovým bodem, kterou 

označujeme jako dvoubodový okrajový problém (two point boundary value problem, TPBVP). 

Počáteční a koncový stav systému nemůže být specifikován úplně. Pokud by tomu tak bylo, daná úloha 

by zahrnovala 𝑛 diferenciálních rovnic a 2𝑛 okrajových podmínek. Řešení takové úlohy vede na nutnost 

použít tzv. volných parametrů. Formulaci této úlohy nazýváme dvoubodový okrajový problém 

s volnými parametry (TPBVP with free parameters). Jejich počet odpovídá rozdílu v počtu okrajových 

podmínek a diferenciálních rovnic prvního řádu. Tyto parametry se používají k vyjádření předpisu pro 

řídicí signál, často označovanému jako kandidátská funkce. V rámci řešení takto formulované úlohy 

dochází k nalezení nejen průběhů stavových veličin na daném časovém intervale, ale také k nalezení 

hodnot volných parametrů, ze kterých je následně určen průběh řídicího signálu. 

Pro řešení úloh BVP se využívají různé metody. Mezi známé patří například metoda střelby 

(single shooting method), která je použitelná pro řešení úlohy TPBVP. Základní princip spočívá v tom, 

že je úloha převedena na formulaci IVP. Chybějící okrajové podmínky v počátečním bodě jsou nejdříve 

zvoleny a pomocí numerické integrace proběhne nalezení řešení úlohy IVP. Koncové hodnoty stavů, 

pro které existovaly v původní úloze TPBVP okrajové podmínky, se s nimi porovnají. Tento proces se 

opakuje s různě zvolenými počátečními hodnotami, dokud se porovnávané koncové hodnoty stavových 

veličin nerovnají okrajovým podmínkám v tomto bodě, případně dokud rozdíl není menší než 

požadované přesnost. Je možné říci, že dochází k hledání chybějících počátečních hodnot stavů tak, aby 

se minimalizovala odchylka koncových hodnot od zadaných okrajových podmínek. [15] 

Jednou z dalších metod používaných k řešení úlohy BVP je kolokační metoda. Její princip 

spočívá v náhradě řešení (tedy průběhu stavových veličin) určitými křivkami, které jsou popsány 

rovnicemi s parametry. Tyto křivky musí splňovat zadané okrajové podmínky. Dále se zavedou určité 

body (označované jako kolokační body) na intervale nezávislé proměnné, na kterém hledáme řešení, a 
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specifikuje se v nich hodnota stavů. Následně se hledají takové hodnoty parametrů křivek, které splní 

všechny zadané podmínky. [16] 

Na úlohu dvoubodového okrajového problému s volnými parametry je možné nahlížet také 

jiným způsobem, a to jako na optimalizační úlohu (úlohu optimálního řízení). Jak bude zmíněno později, 

v zadání takovéto úlohy figuruje ztrátová funkce, dynamika systému a jeho počáteční stav (hodnota 

všech stavových veličin v počátečním čase). Jednalo by se o optimalizační úlohu s volným koncem, kdy 

koncový stav není pevně specifikován. Ztrátová funkce by v tomto případě byla tvořena pouze 

Mayerovým členem a penalizovala by odchylku koncových hodnot stavových veličin od okrajových 

podmínek zadaných pro koncový stav v původní úloze dvoubodového okrajového problému s volnými 

parametry. 

2.2 Optimální řízení 

Budeme-li uvažovat obecný nelineární dynamický systém popsaný rovnicí (3), snažíme se pro něj nalézt 

takové řízení 𝑢(𝑡), které zajistí převod systému z počátečního stavu do specifikovaného koncového 

stavu. V dalším textu bude uvažován systém s jedním vstupem, nicméně všechny části je možné rozšířit 

pro započtení více vstupních veličin. Průběhů řídicí veličiny, které splní uvedené podmínky, je možné 

nalézt více, teoreticky nekonečně mnoho. Dané řízení označujeme jako přípustné. Jeho působením na 

systém vzniká odezva v podobě průběhů stavových veličin, které označujeme jako přípustné trajektorie. 

Přidáním omezujících podmínek na hodnoty stavových veličin nebo řízení v průběhu celého děje 

snížíme počet přípustných řízení (a v důsledku také počet trajektorií). Zavedením kritéria vztahujícího 

se ke kvalitě řízení (tedy ztrátové nebo také účelové funkce) specifikujeme požadavky, při jejichž 

splnění (minimalizaci ztrátové funkce) vybereme z množiny přípustných řízení a stavových trajektorií 

jedno konkrétní řešení, jehož části označujeme jako optimální řízení 𝑢∗(𝑡) a optimální stavové 

trajektorie 𝒙∗(𝑡) (horní index * u veličin značí, že se jedná o optimální hodnoty či průběhy). 

 

Obrázek 1 - Znázornění přípustných stavových trajektorií a optimální trajektorie včetně vyznačených omezení 

Úloha optimálního řízení je tedy zadána matematickým popisem řízeného systému (3), okrajovými 

podmínkami specifikujícími počáteční a koncový stav systému, omezeními stavových veličin a řízení 

v průběhu celého děje a ztrátovou funkcí určující specifické požadavky kladené na tento děj. 

2.2.1 Koncový stav 

Okrajové podmínky můžeme vyjádřit pomocí následujících rovnic: 

 𝒙0 = 𝒙(𝑡0), (5) 

 [𝒙(𝑡), 𝑡] ∈ 𝐾, 𝑡 = 𝑡𝑁. (6) 

Vztah pro koncový stav systému by mohl být zapsán zjednodušenou podmínkou 
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 𝒙𝑁 = 𝒙(𝑡𝑁), (7) 

obdobně jako jeho počáteční stav. Uvedený zápis (6) využívá pojmu cílové množiny 𝐾, která je tvořena 

skupinami stavových vektorů 𝒙(𝑡) a příslušných časů 𝑡, které pro danou úlohu považujeme za koncové 

(𝑡 =  𝑡𝑁). Vezmeme-li v potaz, že jak koncový čas, tak koncový stav systému mohou být tvořeny pevně 

zvolenou hodnotou nebo určitým rozsahem hodnot, zachycuje uvedená formulace (6) všechny čtyři 

možné podoby koncových podmínek, které vzniknou kombinací jednotlivých variant. Podle koncových 

podmínek tak můžeme úlohu optimálního řízení zařadit do jedné ze čtyř kategorií: 

 Úloha s pevným časem 𝑡𝑁 a pevným koncem 𝒙𝑁. V tomto případě je zapotřebí dosáhnout 

konkrétní hodnoty stavů v konkrétním čase. Množina 𝐾 se redukuje na jeden bod. 

 Úloha s pevným časem 𝑡𝑁 a volným koncem 𝒙𝑁, kdy v konkrétním čase musí hodnoty stavů 

spadat do zadaných cílových intervalů. Množina 𝐾 by při grafické interpretaci na obrázku 1 

tvořila svislou úsečku. 

 Úloha s volným časem 𝑡𝑁 a pevným koncem 𝒙𝑁. U tohoto typu úlohy je zapotřebí dosáhnout 

konkrétní hodnoty stavů v určitém časovém intervalu. Při grafické reprezentaci na obrázku 1 by 

byla množina 𝐾 tvořena opět úsečkou, nicméně nyní vodorovnou. 

 Úloha s volným časem 𝑡𝑁 a volným koncem 𝒙𝑁. V tomto případě jsou koncové hodnoty stavů 

i času dány intervalem cílových hodnot. Množina 𝐾 by na obrázku 1 tvořila obecně určitou 

plochu, jejíž tvar by byl dán dalšími podmínkami, případně účelovou funkcí. U různých úloh, 

například u úloh setkání s pohybujícím se cílem, by byla množina 𝐾 redukována z plochy na 

křivku. 

Omezení stavových veličin a řízení v průběhu celého děje 

 𝒙(𝑡) ∈ 𝑋, 𝑡 ∈ 〈𝑡0, 𝑡𝑁〉, 

𝒖(𝑡) ∈ 𝑈, 𝑡 ∈ 〈𝑡0, 𝑡𝑁〉 
(8) 

vymezuje oblast, do které musí jednotlivé veličiny spadat. V praxi je možné na toto omezení nahlížet 

jako na omezení rozsahu veličin z fyzikálních důvodů. 

2.2.2 Účelová funkce 

Účelová funkce, též označovaná jako ztrátová nebo objektivní, slouží k zachycení a penalizaci všech 

dalších požadavků kladených na hledané optimální řízení a optimální stavové trajektorie. Její hodnotu 

se snažíme extremizovat, tedy na základě její podoby hledáme maximum nebo minimum. Běžně se 

ztrátová funkce vyjadřuje pomocí integrálu pro specifikaci daných požadavků na celý časový úsek, na 

kterém je úloha optimálního řízení řešena. I když je možné formulovat ztrátovou funkci obecně, v praxi 

se nejčastěji vyskytuje několik základních typů úloh s danou podobou účelové funkce. V následujícím 

oddíle práce bylo čerpáno z [17] a [18]. 

Prvním z nich je časově optimální řízení, tedy úloha, kdy se snažíme převést systém 

z počátečního stavu do koncového v co nejkratším čase. Můžeme zde mluvit o úloze s volným časem. 

Ztrátová funkce bude mít v tomto případě tvar 

 

𝐽 = ∫ d𝑡

𝑡𝑁

𝑡0

= 𝑡𝑁 − 𝑡0 = 𝑡∗. (9) 

Druhým je úloha řízení minimální spotřeby paliva. S tímto druhem úloh se můžeme setkat v situacích, 

kdy je množství dostupného paliva omezeno. Příkladem by mohlo být provádění různých manévrů ve 

vesmíru. Uvažujeme ztrátovou funkci ve tvaru 
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𝐽 = ∫ |𝑢(𝑡)| d𝑡

𝑡𝑁

𝑡0

. (10) 

Označení problému jako úlohy minimalizace spotřeby paliva používáme při použití uvedeného předpisu 

ztrátové funkce. V situacích, kdy má dojít k minimalizaci reálného paliva, musí být výraz |𝑢(𝑡)| úměrný 

spotřebě paliva. Ztrátová funkce může být modifikována pro případy s vícero řídicími signály do podoby 

 

𝐽 = ∫ ∑𝑟𝑖|𝑢𝑖(𝑡)|

𝑚

𝑖=1

d𝑡

𝑡𝑁

𝑡0

, (11) 

kde 𝑚 udává počet řídicích signálů a 𝑟𝑖 váhový koeficient pro řídicí signál 𝑢𝑖(𝑡). 

Dalším typem úlohy je minimalizace spotřeby energie, kde energii odpovídá druhá mocnina 

z řídicí veličiny (respektive spotřeby paliva). Toto označení je odvozeno z podobnosti s elektrickými 

obvody, ve kterých je energie ve větvi obvodu s odporovou zátěží vypočtena jako součin tohoto odporu 

a druhé mocniny proudu, případně jako druhá mocnina napětí podělená hodnotou odporu. Tomuto typu 

úlohy odpovídá předpis ztrátové funkce 

 

𝐽 = ∫ 𝑢2(𝑡) d𝑡

𝑡𝑁

𝑡0

, (12) 

která odpovídá výpočtu energie signálu 𝑢(𝑡). Pro systém s větším počtem řídicích veličin nabývá tvaru 

 

𝐽 = ∫ 𝒖𝑇(𝑡)𝑹𝒖(𝑡) d𝑡

𝑡𝑁

𝑡0

. (13) 

Matice 𝑅 má na hlavní diagonále váhové koeficienty pro jednotlivé řídicí signály. 

Obdobným způsobem je možné zapsat ztrátovou funkci pro úlohy, ve kterých požadujeme 

minimalizaci odchylek kvadrátů stavových veličin od referenčních hodnot: 

 

𝐽 = ∫ 𝒙𝑇(𝑡)𝑸𝒙(𝑡) d𝑡

𝑡𝑁

𝑡0

. (14) 

Těmi mohou být v případě stabilizace konstanty nebo při úloze sledování referenční stavové trajektorie. 

V tomto předpise je matice 𝑄 váhová a průběh odchylek 𝒙(𝑡) definujeme vztahem 

 𝒙(𝑡) = 𝒙𝑑(𝑡) − 𝒙𝑎(𝑡), (15) 

kde 𝒙𝑑(𝑡) značí požadované hodnoty (referenční trajektorie) a kde 𝒙𝑎(𝑡) aktuální hodnoty stavových 

veličin. 

Poslední skupina úloh se výrazně odlišuje od předchozích tvarem ztrátové funkce, jelikož není 

v podobě integrálu. Používaný předpis slouží k minimalizaci odchylky stavů v konečném čase od 

zadaného koncového bodu. Můžeme tedy říct, že tímto předpisem řešíme splnění podmínky (6). Tvar 

ztrátové funkce je následující 

 𝐽 = 𝒙𝑇(𝑡𝑁)𝑭𝒙(𝑡𝑁). (16) 

Pro určení odchylky stavů od koncového bodu používáme opět vztah (15) jako při minimalizaci 

odchylky v čase. Matice 𝑭 slouží k určení důležitosti (váhy) jednotlivých odchylek. 
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Spojením posledních tří typů úloh získáme kritérium pro úlohu optimálního řízení 

s kvadratickou ztrátovou funkcí. Ta je často využívána pro své vlastnosti, mezi které řadíme konvexnost 

řešení (avšak i řízený systém musí být konvexní), existenci parciálních derivací (i vyšších řádů, funkce 

je hladká) a dostupné postupy pro její řešení [19]. Zároveň je zajištěna existence řešení v uzavřené formě 

(se zpětnou vazbou), které je možné určit analyticky. Ztrátovou funkci můžeme zapsat vztahem 

 

𝐽 = 𝒙𝑇(𝑡𝑁)𝑭𝒙(𝑡𝑁) + ∫ [𝒙𝑇(𝑡)𝑸𝒙(𝑡) + 𝒖𝑇(𝑡)𝑹𝒖(𝑡)] d𝑡

𝑡𝑁

𝑡0

. (17) 

Uvedený tvar můžeme zobecnit a ztrátovou funkci zapsat v obecném tvaru 

 

𝐽 = 𝑆(𝒙(𝑡𝑁), 𝑡𝑁) + ∫ 𝐿(𝒙(𝑡), 𝒖(𝑡), 𝑡) d𝑡

𝑡𝑁

𝑡0

, (18) 

který se skládá ze statické části a dynamické. Ta je tvořena integrálem. Při použití obecného tvaru ale 

přestává být garantována existence analytického řešení pro uzavřenou smyčku. Proto se často pro řešení 

úloh s obecně zadanou účelovou funkcí přistupuje k využití numerických metod. 

Historicky byla nejdříve popsána integrální část pro penalizaci celého děje. Nazývá se 

Lagrangeova podle francouzského matematika, který ji popsal roku 1762. Statická část slouží 

k penalizaci koncového bodu celého děje. Je často označována podle německého matematika Mayera, 

který ji popsal roku 1878. První popis formulace úlohy, která spojuje Lagrangeův a Mayerův problém a 

která byla později označena jako Bolzův problém, byl uveden roku 1913 jedním z dalších německých 

matematiků Bolzou. Jednotlivé tvary obecné ztrátové funkce jsou mezi sebou navzájem převoditelné, 

tedy například ztrátovou funkci obsahující pouze Lagrangeovu část můžeme převést na tvar tvořený 

pouze Mayerovým členem [20]. Toho je možné docílit přidáním stavové proměnné k popisu systému, 

jejíž derivace bude odpovídat funkci obsažené v integrálu ztrátové funkce. Mayerův člen bude následně 

tvořen hodnotou této stavové proměnné v koncovém čase. [21] 

Z důvodu převoditelnosti mezi jednotlivými tvary není dost dobře možné přesně vymezit 

fyzikální význam jednotlivých části. Můžeme jej ale nastínit v základní podobě, kdy neuvažujeme 

zmiňovanou převoditelnost. V této situaci slouží Lagrangeův člen k penalizaci děje na jeho celém 

časovém úseku. Ve většině případů je možné využít některého z uvedených tvarů účelové funkce. 

Mayerův člen zajišťuje penalizaci koncového stavu. Jeho využití má význam v případě úloh, u kterých 

není koncový stav pevně definován již v zadání, tedy nejedná se o úlohu s pevným časem a pevným 

koncem. Následně je možné pomocí tohoto členu určit, ke kterému stavu se má koncový stav systému 

přiblížit, není však stanoveno, že budou tyto dva stavy shodné. Může totiž dojít k převážení Mayerova 

členu Lagrangeovým, na které bude v daném řešení kladen větší důraz. 

2.2.3 Otevřené a uzavřené optimální řízení 

Popisovaná úloha hledání optimálního řízení může být řešena pro otevřenou nebo uzavřenou řídicí 

smyčku. Tyto dva případy se liší nejen postupem řešení, ale také řídicí strukturou, která se posléze 

používá pro realizaci řízení. 

V prvním případě, při řízení v otevřené smyčce, hledáme optimální řídicí signál ve tvaru 𝑢∗(𝑡). 

Z uvedeného předpisu vyplývá, že je závislý pouze na čase. Řešením optimalizační úlohy získáme celý 

průběh řízení 𝑢∗(𝑡), je tedy známý před jeho použitím na řízený systém. Pro následnou aplikaci se 

využívá řídicí struktury, kterou nazýváme otevřená smyčka. V tomto případě nehovoříme o regulaci, ale 

o ovládání. Tento přístup se často používá při řešení úlohy plánování trajektorií a kvůli nepřítomnosti 

zpětné vazby je velmi závislý na přesnosti modelu použitého během návrhu. 
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Obrázek 2 - Blokový diagram řízení v otevřené smyčce 

Druhým případem je hledání řízení v uzavřené regulační smyčce. Průběh optimálního řízení 

𝑢∗(𝒙∗(𝑡), 𝑡), který hledáme, je závislý nejen na čase, ale také na aktuálních hodnotách stavových 

proměnných. Z toho vyplývá, že jej nemůžeme určit celý předem, ale že se vypočítává během samotného 

regulačního děje. Ačkoliv tento přístup působí jako vhodnější pro reálné použití, jelikož využívá zpětné 

vazby od systému a umožňuje reagovat na jeho aktuální stav, řešení příslušné optimalizační úlohy je 

daleko náročnější. Ne všechny typy ztrátové funkce vedou na výsledné řešení. Vhodnou volbou je 

použití kvadratické ztrátové funkce (9). Řešení optimalizační úlohy pro návrh řízení v uzavřené 

regulační smyčce vede na výpočet optimálního regulátoru. Ten poté zpracovává hodnoty stavů a na 

jejich základě generuje řídicí signál. Pro realizaci tohoto řízení, které nazýváme regulací, se využívá 

zpětnovazební řídicí struktura. 

 

Obrázek 3 - Blokový diagram řízení v uzavřené smyčce 

2.2.4 Metody pro řešení úlohy optimálního řízení 

Obecně zadanou úlohu optimálního řízení, kterou tvoří dynamika systému (3), účelová funkce (18) a 

okrajové podmínky (5) a (6), případně omezení jednotlivých veličin (8), lze řešit různými metodami. Je 

možné vymezit tři základní směry řešení optimalizační úlohy, ke kterým je následně možné jednotlivé 

metody přiřadit. Tyto směry určují základní postup řešení nebo myšlenku, která je při něm využita tak, 

aby pro další řešení byly použitelné již známé metody a přístupy. Rozdíl je také ve způsobu formulace 

úlohy, která je posléze řešena určitou metodou. Ve výsledku je tedy možné použít stejnou metodu pro 

odlišně formulované úlohy, přičemž řešení získané danou metodou vede k řešení původní úlohy 

optimálního řízení, případně jej přímo tvoří. Zmiňovanými směry pro řešení úlohy optimálního řízení 

jsou dynamické programování, přímé metody a nepřímé metody. 
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Obrázek 4 - Diagram klasifikace přístupů a formulací pro úlohu hledání optimálního řízení 

Dynamické programování 

Jedná se o historicky nejstarší přístup k řešení úlohy optimálního řízení. V následujícím pododdíle práce 

bylo čerpáno z [17], [22] a [23] včetně rovnic. Vzniklo v polovině devatenáctého století a velkou měrou 

se na něm podílel americký matematik Richard E. Bellman. Základní myšlenka vychází z Bellmanova 

principu optimality, který ve zjednodušené podobě říká, že pokud je trajektorie mezi body A a B 

optimální, pak část této trajektorie mezi body C a B, přičemž bod C leží na dané optimální trajektorii, 

je optimální trajektorií mezi C a B. Z této podmínky například vyplývá, že optimální trajektorie je dána 

počátečním stavem systému, ale nezáleží na způsobu, jakým byl systém do tohoto stavu převeden. 

Pro řešení úlohy se zavádí Bellmanova rovnice 

 

𝑉(𝑥(𝑡), 𝑡) = min
𝑢

{𝑆(𝒙(𝑡𝑁; 𝑢), 𝑡𝑁) + ∫ 𝐿(𝒙(𝜏; 𝑢), 𝒖(𝜏), 𝜏)d𝜏

𝑡𝑁

𝑡

}, (19) 

která je závislá na čase 𝑡, přičemž platí, že 𝑡0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑁, a hodnotě stavů 𝒙(𝑡) v tomto čase. Pomocí této 

rovnice dochází k ohodnocení zvoleného stavu v daném čase z hlediska přechodu do koncového stavu 

a koncového času podle zvolené účelové funkce. V této rovnici odpovídá 𝑥(𝜏, 𝑢) stavové trajektorii na 

časovém úseku 〈𝑡, 𝑡𝑁〉, 𝑥(𝑡) počátečnímu stavu a 𝑢(𝜏) příslušnému řízení. Pro koncový čas 𝑡𝑁 nabývá 

Bellmanova funkce hodnoty Mayerova členu 𝑆, pro počáteční čas 𝑡0 a počáteční stav úlohy 𝑥(𝑡0) se její 

hodnota rovná hodnotě účelové funkce pro optimální řídicí průběh. Řešení vede na Hamilton-Jacobi-

Bellmanovu parciální diferenciální rovnici 

 
−

𝜕𝑉

𝜕𝑡
= min

𝑢
𝐻 (𝑥, 𝑢,

𝜕𝑉

𝜕𝑥
, 𝑡), (20) 

kterou je možné vyjádřit za pomoci Hamiltonovy funkce 

 
𝐻 (𝑥, 𝑢,

𝜕𝑉

𝜕𝑥
, 𝑡) = 𝐿(𝑥, 𝑢, 𝑡) + (

𝜕𝑉

𝜕𝑥
)
𝑇

𝑓(𝑥, 𝑢, 𝑡). (21) 

Problém hledání optimálního řízení

Dynamické programování
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programování
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Dosazením optimálního průběhu řízení do Hamiltonovy funkce lze rovnici (20) zbavit operátoru 

minimum: 

 
−

𝜕𝑉

𝜕𝑡
= 𝐻 (𝑥, 𝑢∗,

𝜕𝑉

𝜕𝑥
, 𝑡). (22) 

Na základě principu optimality se provádí řešení zpětně v čase od koncového stavu po menších úsecích. 

Z řešení parciální diferenciální rovnice se následně určuje průběh optimálního řídicího signálu a z něj 

na základě stavového popisu systému optimální průběh stavových trajektorií. Řešením je možné získat 

vztah mezi optimálním řídicím signálem a optimálními stavovými trajektoriemi, což vede na předpis 

pro optimální regulátor použitelný v uzavřeném regulačním obvodu. 

Řešení úlohy optimálního řízení pomocí dynamického programování je obtížné z hlediska 

algoritmizace. Převážná většina numerických řešení na počítači využívá přímých metod, dynamické 

programování je dnes využíváno pro řešení úloh v jiných technických oblastech, například pro hledání 

nejvýhodnějších cest v síťovém grafu. Významné je také použití pro lineární systémy s lineární 

kvadratickou účelovou funkcí (9), jelikož vede na LQR regulátor. 

Přímé metody 

Základní myšlenkou přímých metod je převod úlohy optimálního řízení na nelineární programování, 

což znamená přeformulování úlohy dynamické optimalizace tak, že lze řešit metodami statické 

optimalizace. Pro úlohy nelineárního programování existuje řada metod, kterými jsou řešitelné. Úlohu 

nelineárního programování je možné matematicky zapsat následovně 

 𝐽 = 𝑓(𝒛), 

𝑨 ∙ 𝒛 ≤ 𝒃, 

𝑨𝑒𝑞 ∙ 𝒛 = 𝒃𝑒𝑞, 

𝒄(𝒛) ≤ 𝟎, 

𝒄𝑒𝑞(𝒛) = 𝟎, 

𝒍𝑏 ≤ 𝒛 ≤ 𝒖𝑏. 

(23) 

Základem je vektor 𝒛, který obsahuje hledané hodnoty a na jehož základě je sestavena účelová funkce 

𝐽. Lineární omezující podmínky v podobě rovnic a nerovnic jsou určeny maticemi 𝑨 a 𝑨𝑒𝑞 a vektory 𝒃 

a 𝒃𝑒𝑞, nelineární omezující podmínky jsou dány funkcemi 𝒄 a 𝒄𝑒𝑞. Hodnoty vektoru 𝒛 je možné také 

přímo omezit na určitý interval pomocí vektorů 𝒍𝑏 a 𝒖𝑏. [24] 

Převod problému zahrnuje několik částí. Tou první a podstatnou je diskretizace stavových 

veličin a řízení nebo pouze řídicích signálů, v závislosti na použité metodě. Způsobů diskretizace může 

být opět řada, obvykle se jedná o vyjádření dané veličiny v podobě křivky, kterou můžeme popsat 

vztahem s určitými parametry. Ty pak vstupují jako proměnné do úlohy nelineárního programování a 

jsou hledány s ohledem na zvolenou účelovou funkci a omezení. Pro převod dynamiky systému se 

obvykle využívají numerické metody pro integraci. Může dojít také k převodu omezení ze zadání 

původní optimalizační úlohy na tvar rovnic a nerovnic, které popisují omezení pro úlohu nelineárního 

programování. 

Pro úlohu nelineárního programování se následně používají různé metody řešení. Mezi 

jednodušší (ale také s omezenou použitelností) můžeme zařadit přímou metodu střelby, mezi složitější 

metody řadíme přímé kolokační metody. U přímé metody střelby dochází pouze k diskretizaci řídicího 

signálu v čase. Řízení je navíc parametrizováno. Průběhy stavových veličin se následně určí numerickou 
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integrací a vyhodnocuje se zvolená účelová funkce. K její minimalizaci dochází úpravou hodnot, které 

parametrizují řídicí signál. [25] 

Na principu přímých metod je postavena řada softwarových nástrojů pro řešení úlohy 

optimálního řízení. I když je samotný proces převodu komplikovaný, je možné jej zpracovat do 

algoritmu a následně využít již vytvořené metody řešící úlohy nelineárního programování. 

Nepřímé metody 

Společným rysem těchto metod je převod úlohy optimálního řízení na úlohu dvoubodového okrajového 

problému TPBVP. K převodu úlohy se využívá variační počet, případně v obecnější podobě 

Pontryaginův princip minima. Myšlenka převodu je podobná jako řešení úlohy TPBVP s volnými 

parametry. Ty jsou však v těchto metodách označovány za přidané nebo sdružené stavy (často také co-

stavy z názvu conjugated - sdružený). [17] 

Stavové rovnice pro přidané stavy se odvozují z Hamiltonovy funkce 

 𝐻(𝒙, 𝑢, 𝒑, 𝑡) = 𝐿(𝒙, 𝑢, 𝑡) + 𝒑𝑇𝑓(𝒙, 𝑢, 𝑡), (24) 

která je sestavena z účelové funkce a dynamiky systému, který má být řízen. Vztah je obdobný jako 

Hamiltonova funkce použitá v dynamickém programování (21). Derivace Bellmanovy funkce podle 

stavových veličin je nahrazena přidanými stavy, které zde vystupují v podobě Lagrangeových 

multiplikátorů vyjádřených funkcí, mohou se tedy měnit v čase. Za pomocí původních stavů i přidaných 

je sestaven z Hamiltonovy funkce také předpis pro optimální průběh řídicího signálu. Výsledek řešení 

úlohy TPBVP se poté do tohoto předpisu dosadí. Proces přidání stavových veličin zajišťuje odstranění 

situace, kdy je systém popsán určitým počtem stavových rovnic, ale okrajových podmínek je 

dvojnásobný počet, jelikož je zapotřebí specifikovat počáteční i koncový stav systému. V závislosti na 

druhu zadané optimalizační úlohy (s ohledem na dělení úloh podle pevného/volného času/konce) se 

okrajové podmínky na koncový stav specifikují přímo pomocí stavových proměnných (u úloh s pevným 

koncem) nebo pomocí koncových hodnot přidaných stavů, které se vyjadřují pomocí Mayerova členu 

účelové funkce. [17] 

Pro řešení úlohy dvoubodového okrajového problému se používají stejné metody, které jsou 

použitelné pro nelineární programování, tedy metody střelby (jednoduché i násobné) nebo kolokační 

metody. Rozdíl při použití je v zadání úlohy, která se v rámci dané metody řeší. V případě formulace 

TPBVP je zapotřebí dosáhnout pouze specifikovaného koncového stavu při dodržení podmínky 

počátečního stavu, účelová funkce a případná jiná omezení jsou již zahrnuta v rovnicích pro přidané 

stavové veličiny. [22] 

2.3 Řídicí struktury 

Reálné nasazení vypočteného řízení vyžaduje jeho aplikaci v určité řídicí struktuře. Její volba přímo 

ovlivňuje celý proces výpočtu řízení, například způsob řešení úlohy optimálního řízení. Tu bylo možné 

řešit v otevřené nebo uzavřené smyčce, což jsou dvě základní řídicí struktury. 

2.3.1 Otevřená smyčka 

Řízení v otevřené smyčce je často označováno jako ovládání. Základní podstatou je aplikování řídicího 

signálu na systém bez měření reakcí systému na daný signál. To znamená, že se v této struktuře 

nevyskytuje žádná zpětná vazba a tudíž nelze stabilizovat řízený systém. Aplikované řízení je nutné 

vypočíst před zahájením samotného řídicího děje. Jeho znalost předem může být určitým způsobem 

výhodou tohoto přístupu, můžeme posoudit jeho rozsah nebo rychlost změn, což ovlivňuje jeho 

realizovatelnost. Samotný návrh signálu vyžaduje znalost velmi přesného matematického modelu 

reálného systému, který bude řízen. I drobné odchylky mohou v případě nelineárních systémů nebo 

dlouhých řídicích průběhů způsobit výrazné odchýlení stavu reálného systému od požadovaného. 



30 

Nevýhodou této struktury je skutečnost, že při řízení nelze jakkoliv potlačit nebo odstranit vliv rušení, 

které působí na řízený systém, nebo reagovat na změny parametrů systému. Teoreticky je tato řídicí 

struktura použitelná pro úlohy přechodu mezi dvěma stavy, při praktickém nasazení je však problém 

s přesností modelu a reálného systému. 

2.3.2 Uzavřená smyčka 

V případě této řídicí struktury mluvíme při aplikaci řízení o regulaci. Základní podstatou je přítomnost 

zpětné vazby od systému k řídicímu členu, který označujeme jako regulátor. Stabilizace celé smyčky je 

dosaženo použitím záporné zpětné vazby. Díky její přítomnosti je možné potlačit vliv rušení, které je 

neměřené a působí na systém, a také změny parametrů systému nebo jeho odchylky od matematického 

modelu použitého pří návrhu řízení. Nejčastěji se může jednat o těžko identifikovatelné a popsatelné 

vlivy jako proměnné tření nebo jiné nelinearity, mluvíme o nemodelované dynamice systému. Při 

využití uzavřené smyčky pro řízení je možné systém stabilizovat, pokud je stabilizovatelný, při 

nevhodném návrhu však může dojít i k jeho destabilizaci. 

Návrh řízení v uzavřené smyčce vede na návrh regulátoru, který zpracovává aktuální hodnoty 

stavových veličin (případně výstupů) řízeného systému a na základě jejich odchylek od požadovaných 

hodnot generuje akční zásah. Tato řídicí struktura je vhodná pro stabilizaci systému, který může být i 

nelineární, v pracovním bodě. Je možné ji také použít pro úlohy sledování referenčních trajektorií, 

nicméně pro nelineární systémy by se situace výrazně komplikovala a musel by být navržen patřičný 

regulátor, který by byl časově proměnný. Podstatnou nevýhodou by byla skutečnost, že regulátor 

zpracovává pouze aktuální odchylky stavových veličin od referenčních průběhů bez ohledu na jejich 

další změny. Není zde zavedena žádná znalost nadcházejícího děje v podobě dopředného řízení. 

2.3.3 Řídicí struktura se dvěma stupni volnosti 

Tato struktura je nejobecnější struktura používaná v teorii řízení a zejména efektivní pro úlohy sledování 

referenčních trajektorií. Obsahuje dvě oddělené části (proto název dva stupně volnosti), které odpovídají 

dříve popsaným strukturám pro řízení v otevřené a uzavřené smyčce. Může se vyskytovat v různých 

podobách, jedna z nich je na obrázku 5. 

 

Obrázek 5 - Řídicí struktura se dvěma stupni volnosti 

Tato struktura obsahuje dopřednou i zpětnovazební část. Dopředná část obsahuje předem vypočtené 

řízení, které by mělo v ideálním případě převést systém mezi dvěma požadovanými stavy. Tato část 

řízení je tedy známá předem a obsahuje informaci o systému a celém ději. Zpětnovazební část kontroluje 

odchylky reálných stavových veličin od referenčních průběhů a přidává k referenčnímu řízení složku, 

jejímž účelem je potlačovat tyto vznikající odchylky. Mohou vznikat v důsledku rušivých vlivů nebo 

kvůli nepřesnostem modelu použitého při návrhu referenčního řízení. 

Každá část řízení se navrhuje zvlášť, přičemž návrh dopředné části se provádí první. Je možné 

ji formulovat jako úlohu optimálního řízení, které se řeší v otevřené smyčce. Celý výpočet je tedy 

jednodušší než při řešení této úlohy v uzavřené smyčce a je možné pro něj využít řadu dostupných metod 

a přístupů. Další možností je návrh řízení formulovat jako okrajový problém, konkrétně dvoubodový 

s volnými parametry, pokud není zapotřebí minimalizovat žádnou účelovou funkci. Výsledný průběh 

stavových trajektorií nezávisle na zvolené formulaci úlohy se využívá pro návrh zpětnovazebního 

regulátoru, jedná se o druhou část návrhu řízení. Pro tyto účely je možné pro lineární časově proměnné 
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systémy (resp. nelineární systémy linearizované v řadě bodů) využít časově proměnný LQR regulátor, 

což obecně znamená řešení úlohy optimálního řízení s kvadratickou účelovou funkcí v uzavřené 

smyčce. Způsob využití této řídicí struktury a návrh jednotlivých částí řízení byl popsán v článku 

[TD14].
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3 Metody, přístupy a nástroje použité pro řízení 
Tato kapitola se věnuje obecnému popisu metod použitých v práci. První část se zaměřuje na metody 

pro návrh referenčního řízení v otevřené smyčce a referenčních stavových trajektorií. Primárně je 

pozornost věnována dvěma metodám pro řešení úlohy plánování trajektorií ve formulaci BVP, které 

jsou vlastním přínosem práce. K základní podobě metod byly přidány optimalizační procedury, které 

slouží k zajištění určitých vlastností, v obou metodách odlišných. Modifikací účelové funkce je možné 

dosáhnout splnění různých požadavků v závislosti na systému, pro který je řízení navrhováno. Pokud 

by se na tyto metody i s optimalizačními procedurami nahlíželo jako na celek, bez dělení na samotnou 

metodu a optimalizační proceduru, bylo by možné je označit jako metody pro řešení úlohy optimálního 

řízení. Dále je v této části popsána použitá nepřímá metoda řešení úlohy optimálního řízení založená na 

Pontryaginově principu minima. Následuje také popis řešení úlohy optimálního řízení pomocí přímých 

metod, kdy k tomuto účelu byly využity metoda přímé kolokace, metoda přímé transkripce a také 

dostupné softwarové nástroje, které sloužily především pro účely porovnán. 

Druhá část kapitoly je věnována návrhu zpětnovazební části používané v řídicí struktuře se 

dvěma stupni volnosti. Pro tento účel bylo zvoleno použití proměnného LQR regulátoru, který se počítá 

na konečném časovém horizontu. 

3.1 Plánování trajektorií 

V předchozí kapitole byly popsány různé formulace úlohy plánování trajektorií s využitím účelové 

funkce i bez ní. Zároveň byly nastíněny základní postupy řešení této úlohy a uvedeny některé z metod, 

které je možné pro tyto účely použít. V následující části jsou obecně popsány metody, které byly v rámci 

disertační práce použity, upraveny a rozšířeny. V některých případech tyto úpravy více souvisejí 

s konkrétním použitím dané metody v rámci případové studie a budou detailně popsány v další kapitole. 

3.1.1 Metoda řešení dvoubodového okrajového problému s optimalizací 

Úlohu plánování referenčních stavových trajektorií a příslušného referenčního řízení bez přítomnosti 

ztrátové funkce formulujeme jako úlohu dvoubodového okrajového problému s volnými parametry. Pro 

její řešení se často využívají různé numerické metody založené na kolokačních metodách nebo metodě 

konečných diferencí. Některé také využívají pro řešení problému metodu střelby. Popisovaná metoda se 

však nezabývá přímým numerickým řešením dvoubodového okrajového problému, k tomuto účelu 

využívá funkci bvp4c dostupnou v prostředí Matlab. Hlavní náplní je řádná specifikace všech 

požadovaných částí, které tvoří zadání úlohy tak, aby mohla být následně numericky vyřešena. Důraz je 

rovněž kladen na nalezení řízení použitelného pro reálný systém (je nutné respektovat fyzikální 

omezení). Základní podoba této metody byla popsána ve článku [26] se zaměřením na specifickou volbu 

předpisu pro řídicí signál. S podobným přístupem k řešení je možné se setkat v [27] nebo [28], zabývají 

se však pouze základním řešením dvoubodového okrajového problému bez dalšího rozšíření. Oproti této 

základní podobě došlo v metodě k úpravám některých kroků při použití v rámci případové studie. Tyto 

změny budou popsány později. Dalším vlastním přínosem je také doplnění o optimalizační proceduru 

umožňující nalézt specifické řešení, které bude vhodné pro konkrétní požadavky spojené s řízeným 

systémem. Ty se specifikují pomocí účelové funkce, která se pro tuto nástavbu zadává a umožňuje 

upřednostnit nebo zohlednit různé parametry. Popisovanou metodu je tedy možné rozdělit na dvě části, 

které vznikaly postupně, a to na samotné řešení úlohy dvoubodového okrajového problému a později 

doplněnou optimalizační proceduru. Tato struktura metody je obecná a umožňuje použití ve spojení 

s různými systémy. Uvedená metoda s přidanou optimalizační procedurou byla popsána v rámci 

[TD12]. 
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První významnou část zadání úlohy tvoří takzvané volné parametry, které budou dále 

označovány písmenem 𝝀. Používají se v případě, kdy je úloha dvoubodového okrajového problému 

přeurčena, což znamená, že počet okrajových podmínek je větší než počet stavových rovnic popisujících 

řízený systém. Rozdíl těchto dvou hodnot udává, kolik volných parametrů je zapotřebí využít. Při řešení 

úlohy plánování trajektorií bývá pomocí okrajových podmínek v podobě určení hodnoty všech stavový 

veličin specifikován počáteční i koncový stav, tudíž pro systém s 𝑛 stavy získáváme 2𝑛 okrajových 

podmínek. Z toho plyne, že počet volných parametrů pro tento typ úlohy je roven 𝑛 a je shodný s počtem 

stavových veličin. Pomocí volných parametrů se vytváří předpis řídicího signálu, mluvíme o 

kandidátské funkci. Průběh řídicího signálu se poté v úloze vyskytuje v parametrizované podobě, do 

úlohy se takto zavádějí volné parametry. Poznamenejme, že tyto volné parametry jsou v rámci úlohy 

TPBVP konstantní. Vhodná volba kandidátské funkce úzce souvisí se systémem, který má být řízený. 

Může se v ní promítnout charakter systému, například skutečnost, že systém osciluje kolem určitých 

ustálených stavů. Mezi základní tvary kandidátské funkce můžeme řadit harmonické průběhy, 

exponenciály nebo obecné polynomy. Volné parametry se v nich mohou vyskytovat na různých 

pozicích, závisí pouze na tom, kolik jich můžeme v předpise využít a jaký charakter řídicího signálu je 

vyžadován. Máme-li k dispozici 3 volné parametry, můžeme v případě použití harmonických složek 

vytvořit kandidátskou funkci pouze se základním harmonickým signálem 

𝑢 = 𝜆1 sin(𝜆2𝑡 + 𝜆3), 

ale také se třemi harmonickými složkami s proměnnou amplitudou 

𝑢 = 𝜆1 sin(𝜔𝑡) + 𝜆2 sin(2𝜔𝑡) + 𝜆3 sin(3𝜔𝑡). 

Pomocí vhodně zvolené kandidátské funkce je možné zajistit apriori například splnění okrajových 

podmínek týkajících se některých stavových veličin bez ohledu na hodnoty volných parametrů. Tato 

skutečnost vede k možnosti ovlivnit volnými parametry další vlastnosti celého řídicího procesu, anebo 

zjednodušit úlohu snížením počtu stavových proměnných (a tudíž i rovnic) a okrajových podmínek 

figurujících v zadání, což povede ke snížení výpočetní náročnosti dané úlohy. Tato úprava je však 

aplikovatelná pouze v případě, že je možné bez dalšího ovlivnění úlohy zajistit zvoleným tvarem 

kandidátské funkce řízení okrajové podmínky týkající se stavů, které mají být ze zadání vynechány. 

Aby bylo možné použít zvolenou funkci bvp4c, ale i řadu dalších numerických metod, je 

zapotřebí také definovat počáteční odhad řešení, tedy průběh stavových trajektorií. Jeho volba může být 

velmi komplikovaná, jelikož výrazně ovlivňuje nalezené řešení, numerické metody z něj obvykle 

vycházejí. Pokud má být řízen složitý systém, pro který existuje velké množství přípustných trajektorií 

a odpovídajících přípustných průběhů řízení, je vliv počátečního odhadu řešení, tedy průběhu stavových 

veličin, daleko větší než v případě, že existují například jen dvě různá přípustná řešení, mezi kterými 

bude voleno. V některých případech, obvykle u jednodušších systémů, je možné počáteční odhad 

definovat pouze pomocí okrajových podmínek, tedy dvěma body, mezi kterými průběh vhodně 

interpolujeme, například lineární funkcí. V případě, kdy tento přístup nedostačuje, je nutné volit průběhy 

odpovídající charakteru systému a daných veličin. Při práci s některými systémy je možné využít 

simulaci jejich chování k zisku trajektorií, které budou v souladu s dynamikou systému a bude možné 

je využít jako počáteční odhad. Zároveň je také možné tímto odhadem nepřímo určit body či oblasti ve 

stavovém prostoru, do kterých by se systém během přechodu neměl dostat. 

Počáteční odhad volných parametrů je nedílnou součástí zadání úlohy, které je možné předložit 

softwarovému nástroji pro její řešení. Jedná se o druhou část počátečního odhadu. V některých 

specifických případech je možné počáteční hodnoty volných parametrů odhadnout na základě 

experimentálních měření nebo simulací, nicméně obecně neexistuje pravidlo, jak je určit. Zároveň však 

jejich volba výrazně ovlivňuje nalezené řešení, přičemž výsledky pro nepatrně odlišně zvolené počáteční 
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hodnoty volných parametrů se mohou podstatně odlišovat a mohou být velmi rozdílné oproti 

počátečnímu odhadu stavových trajektorií. 

Zatímco ve zmíněných publikacích ([27], [28]) není volba počátečního odhadu volných 

parametrů řešena, metoda popisovaná v této práci využívá pro jeho stanovení přidané optimalizační 

procedury. V rámci účelové funkce, kterou je zapotřebí pro tuto proceduru předepsat, probíhá primárně 

specifikace řešení, které bude následně realizovatelné při řízení reálného systému. Výsledky z řešení 

úlohy okrajového problému mohou být velmi rozdílné a ne všechny použitelné, byť splňují zadané 

okrajové podmínky. Problém může nastat se splněním různých fyzikálních limitů, které se vyskytují u 

reálného systému. Další možností je například nalezení řešení, které naprosto neodpovídá realitě a 

vzniklo v důsledku řešení úlohy numerickými metodami s určitou přesností a časovým krokem. V rámci 

účelové funkce je možné penalizovat širokou škálu vlastností týkajících se celého přechodu mezi stavy 

i jednotlivých trajektorií, mimo jiné například rozsah určité veličiny, který může být u reálného systému 

omezen fyzickými vlastnostmi. Celé řešení bylo popsáno v článku [TD12]. Optimalizační procedura se 

provádí iteračně a skládá se z následujících kroků: 

 specifikace počátečního odhadu volných parametrů, 

 výpočet TPBVP pro zadaný systém a okrajové podmínky, 

 výpočet hodnoty účelové funkce pro získané výsledky z úlohy TPBVP, 

 úprava počátečního odhadu volných parametrů tak, aby se snížila hodnota účelové funkce. 

V prostředí Matlab, ale i jiných, může účelová funkce popsané optimalizační procedury využívat 

stavové trajektorie získané dvěma různými způsoby, případně je kombinovat. V prvním případě se 

uvažují pouze trajektorie, které obdržíme na základě řešení úlohy TPBVP. Jejich průběh je spojen se 

způsobem, jakým použitá funkce v daném prostředí řeší úlohu TPBVP, odvíjí se tedy od implementace 

použité numerické metody. Pokud bylo nalezeno řešení úlohy, získané trajektorie splňují zadané 

okrajové podmínky. Druhým případem je využití řešení úlohy TPBVP, konkrétně hodnot volných 

parametrů, k výpočtu průběhu řídicího signálu. Ten je následně aplikován na model řízeného systému 

(s využitím simulačních nástrojů typu Simulink nebo diskrétního modelu systému), na jehož výstupu 

obdržíme stavové trajektorie. Teoreticky by měly být shodné s trajektoriemi získanými přímo řešením 

úlohy TPBVP, odlišnost však může být způsobena jiným způsobem reprezentace modelu systému, 

jiným časovým krokem, se kterým je model simulován, a dalšími parametry simulace nebo vlivy 

souvisejícími s nelinearitou systému, jeho nestabilitou a kumulací chyb. Při využití trajektorií získaných 

aplikací řízení na model systému může rovněž dojít k nesplnění okrajových podmínek v koncovém čase, 

tudíž by tato podmínka měla být součástí použité účelové funkce. I když je tento druhý přístup výpočetně 

náročnější, může při použití vhodné simulace aplikace řízení v otevřené smyčce zajistit odhalení řešení, 

která jsou nepoužitelná pro pozdější nasazení. 

Na popsanou metodu nemusíme nahlížet pouze uvedeným způsobem založeným na její 

postupné tvorbě, tedy jako na samostatné řešení úlohy BVP a následnou přidanou optimalizační 

proceduru, ale jako na celek. V tomto případě by formulace úlohy pro tuto metodu odpovídala úloze 

optimálního řízení, pro kterou by byla specifikována účelová funkce, dynamika systému, okrajové 

podmínky a navíc počáteční odhad řešení v podobě stavových trajektorií. 

3.1.2 Metoda časově reverzibilního řízení s optimalizací 

Tato metoda je založena na specifické vlastnosti dynamických systémů, kterou je časová symetrie. 

Pokud označujeme systém za časově symetrický, znamená to, že se chová stejně bez ohledu na směr 

plynutí času. Jako názorný příklad se používá ideální kyvadlo, tedy kyvadlo bez uvažování vlivu tření. 

Tento systém při vychýlení ze spodního ustáleného stabilního stavu začne kolem něj oscilovat 

s neměnící se amplitudou. Pokud pohyb zaznamenáme a následně přehrajeme, bude jeho charakter 
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identický nezávisle na tom, zda bude přehráván klasicky nebo pozpátku. Na základě jeho pozorování 

nebude možné rozlišit, jakým směrem plyne u tohoto děje čas. Pokud ale přejdeme ke kyvadlu reálnému, 

u kterého uvažujeme přítomnost tření, amplituda kyvů se bude po jeho vychýlení postupně snižovat, až 

dojde k jeho opětovnému ustálení ve spodním stabilním ustáleném stavu. V tomto případě charakter 

děje při přehrávání pozpátku neodpovídá jeho přirozenému průběhu, k jeho realizaci by bylo zapotřebí 

kyvadlu dodávat energii. Přítomnost tření nebo tlumení u systémů způsobuje porušení vlastností časové 

symetrie. [29] 

V literatuře je možné se setkat několika s metodami návrhu řízení, které časovou symetrii 

využívají. Jejich princip a použití však nebývá příliš rozpracován a zanedbávají vliv tření či tlumení 

nebo se zmiňují o nutnosti tyto vlivy aktivně kompenzovat, bližší způsob však není uveden. Příkladem 

může být článek [30], ve kterém je metoda popisována na návrhu řízení pro realizaci výšvihu inverzního 

kyvadla. Při jeho pádu z horní polohy se využívá regulátor pro ustálení v dolní poloze. Ze simulace 

tohoto děje je následně odvozeno obrácením v čase řízení pro realizaci výšvihu. Obecně můžeme říci, 

že metody založené na časové symetrii systému přidávají definované tlumení při časově reverzibilním 

ději, než pro který má být navrženo řízení. To způsobí ukončení děje v konečném čase a je následně 

transformováno na průběh řízení pro děj časově obrácený. Další příklady využívání časové symetrie u 

kyvadel spolu s krátkým historickým přehledem týkající se této vlastnosti byly uvedeny v [TD10]. Tato 

publikace obsahuje celý popis uvedené metody včetně rozšíření o optimalizační proceduru. 

Popisovaná metoda slouží k řešení úlohy plánování trajektorií. Ty jsou spolu s výsledným 

řízením pro otevřenou smyčku pouze referenční, v základní podobě se v úloze nevyskytuje ztrátová 

funkce, a tudíž o získaných průbězích nemluvíme jako o optimálních trajektoriích ani řízení. Základ této 

metody vytvořil a poskytl k dalšímu rozpracování prof. Ing. Miloš Schlegel, CSc. ze Západočeské 

univerzity v Plzni, z jehož poznámek vychází následující popis metody. Použil ji pro návrh řízení a 

referenčních trajektorií pro realizaci výšvihu inverzního kyvadla včetně způsobu vypořádání se 

s přítomností tření. Je vhodné poznamenat, že jiné metody jeho přítomnost neřeší, pracují pouze 

s ideálními podmínkami nebo uvádějí, že není možné vliv tření započítat. V rámci této práce byla 

původní metoda adaptována na systém inverzního kyvadla s odlišnou dynamikou (což je způsobeno 

odlišností mechanické konstrukce použitých systémů) a následně rozšířena o způsob, jakým zajistit 

splnění všech okrajových podmínek, které se u tohoto systému vyskytují při řešení úlohy přechodu ze 

spodního stabilního do horního nestabilního ustáleného stavu. Použití metody včetně rozšíření v podobě 

optimalizační procedury úzce souvisí s řízeným systémem, proto budou tyto části detailně popsány 

v rámci případové studie. V dalším textu však bude prezentována podstata metody, její hlavní myšlenka 

a způsob zahrnutí tření do návrhu řízení na velmi jednoduchém lineárním systému hmotného bodu 

upevněného na pružině. Tento systém za ideálních podmínek, tedy bez přítomnosti tlumení, splňuje 

podmínky časové symetrie. Kvůli jednoduchosti této úlohy není zapotřebí využít při řešení nástavby v 

podobě optimalizační procedury, proto bude popsána až v rámci případové studie na nelineárním 

podaktuovaném systému inverzního kyvadla. 

Dynamika systému hmotného tělesa upevněného na pružině je popsána rovnicí 

 𝑚 ∙ 𝑦′′(𝑡) + 𝑏 ∙ 𝑦′(𝑡) + 𝑘 ∙ 𝑦(𝑡) = 𝐹(𝑡), (25) 

kde 𝐹 (N) je externí síla působící na systém, tedy vstupní veličina systému, 𝑚 (kg) je hmotnost tělesa, 

𝑏 (N·s·m-1) je koeficient tlumení, 𝑘 (N·m-1) je tuhost pružiny, 𝑦 (m) je poloha pružiny a zároveň výstup 

systému a 𝑦’ (m·s -1) a 𝑦’’ (m·s -2) jsou první a druhá derivace výstupní veličiny, tedy rychlost a zrychlení 

tělesa. Pokud budeme systém uvažovat bez přítomnosti vnější síly, tedy bez buzení, bude popsán rovnicí 

(25) s nulovou pravou stranou, tedy 
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 𝑚 ∙ 𝑦′′(𝑡) + 𝑏 ∙ 𝑦′(𝑡) + 𝑘 ∙ 𝑦(𝑡) = 0. (26) 

Pro obrácení směru času se zavádí nová proměnná 𝜗 označující reverzibilní čas vztahem 

 𝜗 = 𝑇 − 𝑡, (27) 

ve kterém 𝑡 (s) reprezentuje základní čas a 𝑇 (s) časovou délku celého děje. Pomocí vztahu (27) lze na 

základě rovnice (26) vyjádřit v čase reverzibilní pohyb 

 𝑚 ∙ 𝑦′′(𝜗) + 𝑏 ∙ 𝑦′(𝜗) + 𝑘 ∙ 𝑦(𝜗) = 0. (28) 

Dále je možné zavést označení výstupní veličiny pro reverzibilní pohyb 

 𝑦𝑖(𝑡) = 𝑦(𝜗), 𝑡 ∈ 〈0, 𝑇〉. (29) 

Pro první a druhou derivaci výstupní veličiny při reverzibilním pohybu lze na základě derivace složené 

funkce a rovnic (27) a (29) odvodit vztahy 

 
𝑦𝑖

′(𝑡) =
d[𝑦𝑖(𝑡)]

d𝑡
=

d[𝑦(𝜗)]

d𝑡
=

d[𝑦(𝑇 − 𝑡)]

d𝑡
= 𝑦′(𝑇 − 𝑡) ∙ (𝑇 − 𝑡)′

= −𝑦′(𝑇 − 𝑡) = −𝑦′(𝜗), 

(30) 

 
𝑦𝑖

′′(𝑡) =
d[𝑦𝑖

′(𝑡)]

d𝑡
=

d[−𝑦′(𝑇 − 𝑡)]

d𝑡
= −𝑦′′(𝑇 − 𝑡) ∙ (𝑇 − 𝑡)′ = 𝑦′′(𝑇 − 𝑡)

= 𝑦′′(𝜗). 

(31) 

Poté je možné přepsat rovnici (28) s využitím vztahů (29), (30) a (31) do podoby využívající označení 

výstupní hodnoty pro reverzibilní pohyb 

 𝑚 ∙ 𝑦𝑖
′′(𝑡) − 𝑏 ∙ 𝑦𝑖

′(𝑡) + 𝑘 ∙ 𝑦𝑖(𝑡) = 0. (32) 

Při porovnání získané rovnice reverzibilního pohybu (32) a původního vztahu pro pohyb tělesa bez 

buzení (26) je patrné, že 𝑦𝑖(𝑡) je řešením původní rovnice pouze v případě, že je koeficient tlumení 𝑏 

nulový. Jinými slovy z tohoto porovnání vyplývá dříve zmíněná skutečnost, že přítomnost tlumení 

(obecně první derivace, u níž se obrací znaménko, viz (30)) způsobuje porušení vlastnosti časové 

symetrie, bez tlumení je pro popisovaný systém časová symetrie splněna. 

Pro další popis metody je výhodné zavést stavový popis systému hmotného bodu na pružině, 

který je odvozený z původní rovnice (25) popisující jeho dynamiku: 

 𝑥1
′(𝑡) = 𝑥2(𝑡),

𝑥2
′ (𝑡) =

1

𝑚
𝑢(𝑡) −

𝑏

𝑚
𝑥2(𝑡) −

𝑘

𝑚
𝑥1(𝑡),

 (33) 

kde 𝑥1 (m) odpovídá poloze hmotného bodu, 𝑥2 (m·s-1) rychlosti hmotného bodu a 𝑢 (N) externí síle 

působící na hmotný bod. Stavový popis je možné vyjádřit v podobě simulačního schématu na obrázku 6. 

Pro další postup byly zvoleny hodnoty parametrů 𝑚 = 1 kg, 𝑏 = 0,5 N·s·m-1 a 𝑘 = 10 N·m-1. Přechodový 

děj, pro který mají být navrhnuty stavové trajektorie a řídicí signál, je definován délkou 𝑇 a počátečním 

a koncovým stavem systému: 

 𝑇 = 10 𝑠, 

𝑥1(0) = 0, 𝑥1(𝑇) = 1, 

𝑥2(0) = 0, 𝑥2(𝑇) = 0. 

(34) 
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Obrázek 6 - Simulační schéma systému hmotného bodu na pružině 

V dalších krocích řešení bude zobrazován stav 𝑥1(𝑡) = 𝑦(𝑡), který považujeme za výstup systému. Jeho 

průběh dostatečně ilustruje jednotlivé části řešení. 

Poté, co je ověřeno, že systém je bez přítomnosti tlumení časově reverzibilní, je možné 

přistoupit k samotnému návrhu řízení. Prvním krokem postupu je zisk odezvy systému na počáteční 

podmínky, které budou shodné s koncovým stavem zadané úlohy. Chceme tedy získat průběhy 

stavových trajektorií časově reverzibilního děje. V tomto kroku je systém nebuzený řídicím signálem. 

Výsledný průběh výstupní veličiny zachycuje obrázek 7. Je patrné, že po uplynutí doby 𝑇 není systém 

ustálený a pořád kolem stabilního stavu kmitá, přičemž amplituda kmitů se zmenšuje. Získané 

trajektorie tudíž nejsou vhodné pro použití jako základ referenčních trajektorií. 

 

Obrázek 7 - Odezva původního systému na zvolené počáteční podmínky 

Pro zajištění kratší doby ustálení přechodového děje je nutné do systému přidat uměle zavedené tlumení, 

což je znázorněno na následujícím diagramu. Zároveň proběhne záznam signálu, který je označen 

𝑢𝑎𝑢𝑥(𝑡), tvořeného oběma složkami tlumení, které se v systému nyní vyskytují. Tento průběh bude 

následně použit jako vstup do systému, proto probíhá jeho úprava vynásobením hmotností hmotného 

bodu, aby byly správně zachovány jednotky veličin. 
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Obrázek 8 - Simulační schéma systému hmotného bodu na pružině s přidaným tlumením 

Hodnota přidaného tlumení 𝑧 byla volena s ohledem na ustálení přechodového děje ve zvoleném čase. 

Průběh zobrazený na obrázku 9 byl získán při hodnotě 𝑧 = 2. Celkové tlumení při simulaci má velikost 

2,5. 

 

Obrázek 9 - Průběh veličiny x1(t) při uměle přidaném tlumení 

Signál 𝑢𝑎𝑢𝑥(𝑡) je určen vztahem 

 
𝑢𝑎𝑢𝑥(𝑡) = −𝑚 ∙ (

𝑏

𝑚
+ 𝑧) ∙ 𝑥2(𝑡). (35) 

Odpovídá řídicímu signálu, který na systém působí stejně jako obě složky tlumení. Proto je možné 

simulační model systému s využitím 𝑢𝑎𝑢𝑥(𝑡) zjednodušit do podoby zobrazené na obrázku 10. Řídicí 

signál 𝑢𝑎𝑢𝑥(𝑡) v tomto případě kompenzuje tlumení. 

 

Obrázek 10 - Simulační schéma zjednodušeného modelu systému 
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Zavedení zjednodušeného modelu systému přináší zásadní vliv, tento systém splňuje podmínky časové 

symetrie. Je to způsobeno náhradou vazby od stavové veličiny 𝑥2(𝑡), která odpovídá první derivaci 

výstupní veličiny. Dynamiku zjednodušeného modelu je možné zachytit rovnicí 

 𝑚 ∙ 𝑦′′(𝑡) + 𝑘 ∙ 𝑦(𝑡) = 𝑢𝑎𝑢𝑥(𝑡). (36) 

Přechodový děj získaný simulací zjednodušeného modelu přesně odpovídá průběhem trajektorie 𝑥1(𝑡) 

předchozím dějům. Můžeme jej nyní obrátit v čase a získat tak řízení 𝑢𝑟𝑒𝑣(𝑡) podle vztahu 

 𝑢𝑟𝑒𝑣(𝑡) = 𝑢𝑎𝑢𝑥(𝜗) = 𝑢𝑎𝑢𝑥(𝑇 − 𝑡). (37) 

Doposud používané počáteční podmínky 𝑥1(0) = 1, 𝑥2(0) = 0 se po obrácení času stávají koncovým 

stavem systému, ve shodě s původně zadanou úlohou. Diagram pro tento děj bude odpovídat tomu 

z obrázku 10, avšak s použitím řídicího signálu 𝑢𝑟𝑒𝑣(𝑡) a počátečního stavu 𝑥1(0) = 𝜀, 𝑥2(0) = 0, 

přičemž 𝜀 ≈ 0. Získaný průběh stavové veličiny 𝑥1(𝑡) je znázorněn na obrázku 12. Odpovídá průběhu 

z obrázku 9 otočenému v čase. 

 

Obrázek 11 - Simulační schéma časově reverzibilního děje u zjednodušeného modelu systému 

 

Obrázek 12 - Průběh stavové trajektorie x1(t) při časově reverzibilním ději 

Posledním krokem je přechod k původnímu systému zobrazenému na obrázku 6, který obsahuje pouze 

vlastní tlumení. Při porovnání systému s modelem zjednodušeného systému najdeme rozdíl pouze 

v přítomnosti tlumení, které se k řídicímu signálu (podělenému hmotností 𝑚) přičítá. Aby byl děj u 

původního a zjednodušeného systému totožný, je nutné složku tlumení od získaného řídicího signálu 

𝑢𝑟𝑒𝑣(𝑡) odečíst (po vynásobení hmotností 𝑚). Tím dojde k získání stejné odezvy systému jako 

v předchozí simulaci a zároveň je možné získat řídicí signál 𝑢𝑟𝑒𝑣2(𝑡) aplikovatelný přímo na původní 

systém, jak znázorňuje obrázek 14. Jednotlivé řídicí signály získané v průběhu metody jsou zachyceny 

na obrázku 15. 
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Obrázek 13 - Simulační schéma původního modelu systému s aplikací řízení urev(t) 

 

Obrázek 14 - Simulační model s původním systémem a finálním řídicím signálem urev2(t) 

 

Obrázek 15 - Průběhy řídicích signálů z jednotlivých kroků návrhu 

Pro názornost byla metoda v první fázi popsána s využitím simulačních schémat a pracovala 

s jednotlivými průběhy. V další části textu bude přistoupeno k popisu metody a odvození vztahu pro 

výpočet řízení pomocí rovnic. 

Dynamika původního systému, který je zachycen na obrázku 6, je popsána vztahem (25). 

V dalších krocích nahradíme sílu 𝐹(𝑡) působící na hmotný bod obecně řídicím signálem 𝑢(𝑡), který 

působí na systém. Pro značení výstupu systému (poloha hmotného bodu) a jeho první a druhé derivace 

využijeme původní zápis 𝑦(𝑡), 𝑦′(𝑡) a 𝑦′′(𝑡) namísto stavových veličin. Kvůli přehlednosti a sjednocení 

celého postupu je zde rovnice popisující dynamiku hmotného bodu na pružině uvedena opakovaně 

v podobě, která bude následně použita: 



42 

 𝑚 ∙ 𝑦′′(𝑡) + 𝑏 ∙ 𝑦′(𝑡) + 𝑘 ∙ 𝑦(𝑡) = 𝑢(𝑡). (38) 

Z rovnice (38) sestavíme modifikovaný popis systému pro simulaci volného pohybu z vychýleného 

stavu (𝑦(0) = 1, 𝑦′(0) = 0) do ustálené polohy (𝑦(0) = 𝜀, 𝑦′(0) = 0, 𝜀 ≈ 0) přidáním uměle 

zavedeného tlumení, stejně jako na obrázku 8: 

 𝑚 ∙ 𝑦′′(𝑡) + 𝑏 ∙ 𝑦′(𝑡) + 𝑧 ∙ 𝑚 ∙ 𝑦′(𝑡) + 𝑘 ∙ 𝑦(𝑡) = 0. (39) 

Aby byla zachována shoda s předchozím popisem metody, je umělé tlumení určeno součinem 

volitelného koeficientu 𝑧 a hmotnosti 𝑚. Dále je uvažováno, že v čase 𝑇 je přechodový děj ustálený a 

průběh 𝑦̃(𝑡) je řešením rovnice (39), tedy trajektorií pro přechod z vychýleného stavu do ustáleného. 

Zároveň zavedeme pohyb otočený v čase 𝑦̃𝑖(𝑡) pro přechod z ustáleného stavu do vychýleného, přičemž 

platí 

 𝑦̃𝑖(𝑡) = 𝑦̃(𝑇 − 𝑡) = 𝑦̃(𝜗). (40) 

Nyní je možné definovat řízení 𝑢̃𝑎𝑢𝑥(𝑡) pro nahrazení tlumení během přechodu z vychýleného stavu do 

ustáleného: 

 𝑢̃𝑎𝑢𝑥(𝑡) = −(𝑏 + 𝑧 ∙ 𝑚) ∙ 𝑦̃′(𝑡). (41) 

Záporné znaménko je ve vztahu (41) z důvodu výskytu řízení na pravé straně rovnice popisující pohyb 

hmotného bodu. S využitím tohoto vztahu je možné přepsat rovnici volného pohybu (39) do 

zjednodušené podoby 

 𝑚 ∙ 𝑦̃′′(𝑡) + 𝑘 ∙ 𝑦̃(𝑡) = 𝑢̃𝑎𝑢𝑥(𝑡), (42) 

která využívá řešení 𝑦̃(𝑡). Tato podoba odpovídá schématu na obrázku 10. Děj přechodu z vychýleného 

stavu do ustáleného popsaný rovnicí (42) je možné obrátit v čase, jelikož pro systém hmotného bodu 

bez tlumení byla prokázána platnost časové symetrie. Tím lze získat vztah pro reverzibilní pohyb u 

zjednodušeného modelu systému bez tlumení 

 𝑚 ∙ 𝑦̃′′(𝜗) + 𝑘 ∙ 𝑦̃(𝜗) = 𝑢̃𝑎𝑢𝑥(𝜗). (43) 

Tento vztah může být přepsán do podoby 

 𝑚 ∙ 𝑦̃𝑖
′′(𝑡) + 𝑘 ∙ 𝑦̃𝑖(𝑡) = 𝑢̃𝑟𝑒𝑣(𝑡), (44) 

která využívá označení pro průběh přechodu z ustáleného do vychýleného stavu 𝑦̃𝑖(𝑡). Pro přepsání jsou 

využity vztahy (31) a (40) a řízení 𝑢̃𝑟𝑒𝑣(𝑡), které je časově reverzibilní vzhledem k řízení 𝑢̃𝑎𝑢𝑥(𝑡). 

Rovnici (44) odpovídá obrázek 11. V další fázi bude požadováno nalezení takového řízení 𝑢̃(𝑡), pro 

které bude průběh 𝑦̃𝑖(𝑡) řešením rovnice (38). Je tedy nutné splnit vztah 

 𝑚 ∙ 𝑦̃𝑖
′′(𝑡) + 𝑏 ∙ 𝑦̃𝑖

′(𝑡) + 𝑘 ∙ 𝑦̃𝑖(𝑡) = 𝑢̃(𝑡), (45) 

který může být přepsán s využitím vztahů (30), (31) a (40) do podoby 

 𝑚 ∙ 𝑦̃′′(𝜗) − 𝑏 ∙ 𝑦̃′(𝜗) + 𝑘 ∙ 𝑦̃(𝜗) = 𝑢̃(𝑡). (46) 

Je důležité si povšimnout změny znaménka u členu vyjadřujícího tlumení z důvodu přítomnosti první 

derivace výstupní veličiny. Na základě porovnání vztahu (43) pro přechod z ustáleného stavu do 

vychýleného a vztahu (46) získáme rovnici 

 −𝑏 ∙ 𝑦̃′(𝜗) = 𝑢̃(𝑡) − 𝑢̃𝑎𝑢𝑥(𝜗), (47) 

ze které lze vyjádřit hledaný průběh řídicího signálu 
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 𝑢̃(𝑡) = 𝑢̃𝑎𝑢𝑥(𝜗) − 𝑏 ∙ 𝑦̃′(𝜗) = −(𝑏 + 𝑧 ∙ 𝑚) ∙ 𝑦̃′(𝜗) − 𝑏 ∙ 𝑦̃′(𝜗)

= −(2𝑏 + 𝑧 ∙ 𝑚) ∙ 𝑦̃′(𝜗). 
(48) 

Pro jeho vyjádření jsme použili rovnici (41), která byla obrácena v čase. Jelikož se jedná o konkrétní 

průběh, dochází také u první derivace výstupu pouze k obrácení času (náhradě 𝑡 za 𝜗) namísto využití 

vztahu (30). Uvedený postup zisku řízení 𝑢̃(𝑡) odpovídá postupu na obrázcích 13 a 14, v rámci kterých 

modifikace řízení 𝑢̃𝑟𝑒𝑣(𝑡) odpovídá vztahu (47) (platí rovnost 𝑢̃𝑟𝑒𝑣(𝑡) = 𝑢̃𝑎𝑢𝑥(𝜗)). Finální vztah (48) 

udává, že pro výpočet dopředného řízení, které zajistí přechod z počátečního ustáleného stavu do 

koncového vychýleného stavu, potřebujeme znát průběh první derivace výstupní veličiny 

(v popisovaném příkladu rychlost hmotného bodu) při ději časově reverzibilním. Tento průběh je 

vynásoben vztahem odvozeným v rámci metody tak, aby došlo ke kompenzaci tlumení i celému 

přechodu. Vyskytuje se zde parametr 𝑧, který odpovídá uměle zavedenému tlumení a umožňuje měnit 

průběh stavových trajektorií i délku přechodového děje. 

Při aplikaci této metody na nelineární systémy, u kterých za ideálních podmínek také platí 

vlastnosti časové symetrie, je možné uměle zavedené tlumení (nebo tření) reprezentovat místo 

konstantního koeficientu funkcí. Díky tomu je možné nejen více přizpůsobit výsledné stavové 

trajektorie, ale především zajistit aplikovatelnost celé metody. Konkrétní příklad bude popsán v rámci 

případové studie nelineárního systému inverzního kyvadla. 

Modifikovaná rovnice pro simulaci přechodu mezi dvěma stavy pro děj časově reverzibilní než 

pro který je hledáno řízení může být předepsána různými způsoby. Podstatné je, aby předpis vyhovoval 

dalším krokům řešení a ty byly vůbec řešitelné. Pro názornost uveďme, že v rovnici (39) mohlo být u 

členu pro tlumení 𝑏 ∙ 𝑦′(𝑡) použito opačné znaménko. Je to z toho důvodu, že se jedná o modifikovanou 

rovnici pro účely simulace a zisku vhodných trajektorií, nikoliv o zachycení přesné dynamiky 

původního systému. Tato změna by v chování modifikovaného systému způsobila, že by daný člen 

nezpůsoboval tlumení oscilací, ale naopak by je zesiloval. Tlumení by způsoboval pouze uměle přidaný 

člen. V zásadě je možné říci, že oba členy zahrnující první derivaci výstupní veličiny jsou uměle 

zavedené. Tato úprava by ve výsledku vedla k zisku řídicího průběhu vyjádřeného vztahem 

 𝑢̃𝑚𝑜𝑑(𝑡) = −𝑧𝑚𝑜𝑑 ∙ 𝑚 ∙ 𝑦̃′(𝜗). (49) 

Popsaná úprava způsobila vyloučení koeficientu tlumení 𝑏 z předpisu pro výsledný řídicí signál. Ten je 

nyní navíc ve tvaru součinu jednotlivých členů. Poznamenejme, že při volbě 

 
𝑧𝑚𝑜𝑑 =

2𝑏

𝑚
+ 𝑧 (50) 

získáme totožný průběh řízení i stavových trajektorií jako u předchozího popsaného postupu. 

3.1.3 Využití Pontryaginova principu minima pro řešení úlohy optimálního řízení 

Metoda, která bude popisována v následujících odstavcích, přímo odpovídá přístupu řešení úlohy 

optimálního řízení označovanému jako nepřímé metody. To znamená, že není hledán přímo průběh 

řídicího signálu 𝑢(𝑡), ale jsou stanoveny podmínky pro minimalizaci zadané účelové funkce a na 

základě jejich řešení dojde k určení požadovaného optimálního řízení. Celý postup se skládá ze dvou 

hlavních částí. V první z nich probíhá převod zadaného problému, tedy úlohy hledání optimálního 

řízení, na úlohu formulovanou jako dvoubodový okrajový problém, která v sobě zahrnuje zadanou 

účelovou funkci. K tomu se využívá Pontryaginova principu minima. Druhým krokem je samotné řešení 

úlohy dvoubodového okrajového problému. Z vypočtených průběhů stavových veličin je možné určit 

požadovaný průběh optimálního řízení. První z uvedených částí se provádí analyticky na základě 

definovaného postupu, u druhé se obvykle v dnešní době využívají softwarové nástroje založené na 
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numerických metodách. Díky nim je možné vyřešit úlohu dvoubodového okrajového problému i pro 

složité nelineární systémy. 

Analytické řešení prvního kroku vychází z Pontryaginova principu minima popsaného. V rámci 

následujícího textu bylo čerpáno z [17], [18] a [23]. Uvažujeme systém popsaný diferenciální rovnicí 

s vektorem stavových veličin a jedním řídicím signálem ve tvaru 

 𝒙′(𝑡) = 𝑓(𝒙(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡), (51) 

účelovou funkci definovanou vztahem 

 

𝐽 = ∫ 𝐿(𝒙(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡)d𝑡

𝑡𝑓

𝑡0

 (52) 

a počáteční stav 𝒙(𝑡0) = 𝒙0. Koncový stav může být obecně pevný nebo volný, stejně tak koncový čas 

dané úlohy. Stavové veličiny ani řídicí signál nebudou nyní omezeny žádnými podmínkami. Pro takto 

popsanou úlohu se zavádí Hamiltonova funkce 𝐻∗ pro optimální hodnoty ve tvaru 

 𝐻∗(𝒙∗, 𝑢∗, 𝑝∗, 𝑡) = 𝐿(𝒙∗, 𝑢∗, 𝑡) + 𝒑∗𝑇𝑓(𝒙∗, 𝑢∗, 𝑡), (53) 

kde vektor 𝒑 označuje dříve zmíněné sdružené stavy. Spolu s touto funkcí se zavádějí také tři vztahy 

týkající se optimálních hodnot řídicího signálu, stavových veličin a sdružených stavů: 

 
0 =

𝜕𝐻∗

𝜕𝑢∗
, (54) 

 
𝒙′∗(𝑡) =

𝜕𝐻∗

𝜕𝒑∗
, (55) 

 
𝒑′∗(𝑡) = −

𝜕𝐻∗

𝜕𝒙∗
. (56) 

Tyto vztahy jsou odvozeny z předpisu pro první variaci účelové funkce, kdy podmínka na to, aby byla 

nulová, je rozdělena na podmínky týkající se jejich členů, ze kterých vzniknou uvedené vztahy. Zároveň 

je také touto cestou odvozen obecný předpis pro okrajové podmínky pro optimální hodnoty 

 
[𝐻∗ +

𝜕𝑆

𝜕𝑡
]
𝑡𝑓

𝛿𝑡𝑓 + [
𝜕𝑆∗

𝜕𝒙∗
− 𝒑∗(𝑡)]

𝑡𝑓

𝑇

𝛿𝑥𝑓 = 0. (57) 

Při hledání řídicího signálu bez omezujících podmínek pro některé varianty účelové funkce, například 

při kvadratické závislosti na řídicím signálu, je možné z podmínky (54) odvodit předpis pro optimální 

průběh řídicího signálu. Ten bude závislý na průbězích stavových veličin a sdružených stavů, které je 

zapotřebí určit. Pokud má vektor stavových veličin 𝒙 rozměr 𝑛, pak ze vztahů (55) a (56) získáme 2𝑛 

diferenciálních rovnic (původní rovnice popisující dynamiku systému a rovnice sdružených stavů), které 

je nutné vyřešit. Úloha hledání optimálního řízení byla tedy převedena na úlohu dvoubodového 

okrajového problému. První část okrajových podmínek této úlohy je tvořena 𝑛 podmínkami, které 

popisují počáteční stav systému v čase 𝑡0. Podoba zbylých okrajových podmínek záleží na typu 

optimalizační úlohy, která se řeší: 

 Úloha s pevným časem a pevným koncem – zbylé okrajové podmínky jsou dány požadovanými 

hodnotami stavových veličin v koncovém čase 𝑡𝑓, jedná se o součást původního zadání 

optimalizační úlohy. V obecné rovnici pro okrajové podmínky (57) jsou variace koncového času 
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a koncových hodnot stavů nulové, jelikož tyto údaje jsou pevně zadány. Tato podmínka je tedy 

splněna. 

 Úloha s volným časem a pevným koncem – také v tomto případě jsou zbylé okrajové podmínky 

dány přímo v zadání specifikací koncových hodnot stavů. Neznámou ovšem zůstává koncový 

čas 𝑡𝑓. Jelikož je volný, může být jeho variace v rovnici (57) nenulová a proto pro její splnění 

musí platit 

 
[𝐻∗ +

𝜕𝑆

𝜕𝑡
]
𝑡𝑓

= 0. (58) 

Z této rovnice je poté hodnota koncového času určena. 

 Úloha s pevným časem a volným koncem – jelikož je koncový čas specifikován, je jeho variace 

v rovnici (57) nulová. Variace stavů je však nenulová a pro platnost obecné okrajové podmínky 

musí být splněn vztah 

 𝜕𝑆∗

𝜕𝒙∗
− 𝒑∗(𝑡) = 0, (59) 

což po úpravě vede na 𝑛 okrajových podmínek 

 
𝒑∗(𝑡𝑓) =

𝜕𝑆∗

𝜕𝒙∗(𝑡𝑓)
.  (60) 

 Úloha s volným časem a volným koncem – v posledním případě jsou variace stavů i koncového 

času v rovnici (57) obecně nenulové a proto pro její platnost musejí být splněny vztahy (58) a 

(60). Tím jsou specifikovány jak zbylé okrajové podmínky, tak rovnice pro určení koncového 

času. 

Pokud v některém z uvedených případů není v účelové funkci specifikován Mayerův člen 𝑆, jsou jeho 

parciální derivace ve vztazích (58) až (60) nulové. 

Budeme-li v optimalizační úloze uvažovat omezení vztahující se na řídicí signál nebo stavové 

veličiny (v praxi běžně fyzikální omezení rozsahu veličin), situace se částečně zkomplikuje. 

Předpokládejme nyní, že se omezení týká řídicí veličiny 

 𝑈− ≤ 𝑢(𝑡) ≤ 𝑈+. (61) 

Pokud dosáhne řídicí veličina 𝑢(𝑡) některého z limitů, není možné provádět libovolně její variaci, jinými 

slovy její variace nemůže být kladná i záporná, jelikož by došlo k překročení limitu. Skutečnosti, že 

variace může být libovolná, se však využívalo při odvozování vztahů (54)-(56) z první variace účelové 

funkce. Při uvažování zvolených omezení získáme při novém odvozování vztahů podmínku 

 𝐻(𝒙∗(𝑡), 𝑢∗(𝑡), 𝒑∗(𝑡), 𝑡) ≤ 𝐻(𝒙∗(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝒑∗(𝑡), 𝑡), (62) 

což můžeme jinými slovy vyjádřit tak, že průběh řízení 𝑢(𝑡) musí minimalizovat Hamiltonovu funkci 

𝐻. Poté je možné jej prohlásit za optimální. 

Uvedený postup pro převod úlohy hledání optimálního řízení na úlohu TPBVP není 

aplikovatelný obecně na všechny případy. Pokud je účelová funkce závislá na řízení lineárně, případně 

vůbec (např. časově optimální řízení), není možné ze vztahu (54) odvodit předpis pro optimální řízení. 

Tyto úlohy vedou na takzvané „bang-bang“ řízení, při kterém řízení nabývá pouze maximální nebo 

minimální hodnoty (případně nulové). 

Zadaná úloha hledání optimálního řízení může mít také specifikované omezující podmínky 

v podobě nerovnic, které se týkají stavových veličin. Typickým případem je jejich omezení vyplývající 
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z fyzikálních omezení dané veličiny nebo limitace na bezpečný rozsah. Tato omezení je možné zahrnout 

do úlohy několika způsoby. Jedním z nich je přidání jedné stavové veličiny, která je zahrnuje. Přidaná 

stavová rovnice může být zapsáno ve tvaru 

 

𝑥𝑛+1
′ (𝑡) = ∑𝑔𝑖

2(𝒙(𝑡), 𝑡)𝐻(𝑔𝑖)

𝑘

𝑖=1

, (63) 

kde 

 𝑔𝑖(𝒙(𝑡), 𝑡) ≥ 0 (64) 

je zadaná omezující podmínka, 𝑘 je počet těchto podmínek, přičemž platí, že jejich počet může být 

maximálně shodný s počtem původních stavových veličin, a 𝐻(𝑔𝑖) označuje Heavisideovu skokovou 

funkci, která nabývá hodnoty 0 při splnění dané podmínky a hodnoty 1 při jejím nesplnění. Pro tuto 

přidanou stavovou veličinu se specifikuje požadovaná hodnota na začátku i konci dané úlohy, přičemž 

má být v obou případech nulová, což značí splnění všech omezujících podmínek na celém časovém 

intervalu. Samotnou úlohu hledání optimálního řízení je následně možné řešit dříve popsaným 

způsobem, pouze s rozšířením systému o jednu stavovou veličinu. Obdobným způsobem je možné přidat 

do úlohy různé doplňující podmínky nebo požadavky. 

3.1.4 Využití přímých metod pro řešení úlohy optimálního řízení 

V rámci práce byly použity dvě metody patřící do skupiny přímých metod. Jedná se o metodu přímé 

transkripce a metodu přímé kolokace. Jak již bylo uvedeno dříve, společným rysem těchto metod je 

využití převedení úlohy optimálního řízení na úlohu nelineárního programování. Pro přehlednost je 

zopakováno obecné zadání této úlohy. Základem je účelová funkce 

 𝐽 = 𝑓(𝒛), (65) 

jejíž hodnota má být minimalizována. Nalezené optimální řešení 𝒛∗ navíc musí splňovat předepsaná 

omezení. Ta mohou být vyjádřena v podobě lineárních a nelineárních rovnic i nerovnic a také jako 

základní omezující podmínky: 

 𝑨 ∙ 𝒛 ≤ 𝒃, 

𝑨𝑒𝑞 ∙ 𝒛 = 𝒃𝑒𝑞 , 
(66) 

 𝒄(𝒛) ≤ 𝟎, 

𝒄𝑒𝑞(𝒛) = 𝟎, 
(67) 

 𝒍𝑏 ≤ 𝒛 ≤ 𝒖𝑏 . (68) 

Základní rozdíl mezi metodami přímé transkripce a přímé kolokace je ve způsobu sestavení vektoru 

proměnných 𝒛, který do úlohy nelineárního programování vstupuje. V obou případech dochází 

k rozdělení časového intervalu, na kterém je úloha řešena, na 𝑁 časových úseků a tudíž k zisku 𝑁 + 1 

diskrétních hodnot času. Spojitý průběh stavových veličin systému i řízení nahrazujeme v těchto 

časových okamžicích diskrétními hodnotami. V rámci dalšího popisu je uvažován systém s 𝑚 stavovými 

veličinami 𝒙 = [𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑚] a jedním řídicím vstupem 𝑢. [31] 
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Obrázek 16 - Znázornění diskretizace spojitého průběhu stavové veličiny a řízení 

Dané hodnoty jsou označovány jako uzlové body. V rámci metody přímé transkripce je vektor 

proměnných 𝒛 tvořen přímo diskrétními hodnotami stavů a řízení. U metody přímé kolokace se obecně 

průběh veličin mezi uzlovými body nahrazuje polynomem. Parametry všech polynomů poté utvářejí 

vektor proměnných 𝒛. [31] 

Metoda přímé transkripce 

Vektor hodnot vstupující do úlohy nelineárního programování je v této metodě tvořen hodnotami stavů 

i řízení v uzlových bodech: 

 𝒛 = [𝑢0, 𝑢1, … , 𝑢𝑛, 𝑥10, 𝑥11, … , 𝑥1𝑛, … ]. (69) 

Díky tomu je možné v úloze použít omezující podmínky (68) pro omezení přípustného rozsahu 

stavových veličin i řízení. Jelikož se tyto podmínky zadávají pro každou hodnotu z vektoru 𝒛 

samostatně, je možné specifikovat omezení proměnné v čase, nemusí být pouze konstantní. 

Okrajové podmínky pro specifikaci stavu systému na začátku a konci děje se zadávají do úlohy 

NLP v podobě omezení ve tvaru lineárních rovnic (66). Matice 𝑨𝑒𝑞 je nulová, pouze několik prvků na 

hlavní diagonále má hodnotu 1 pro výběr počátečních a koncových hodnot stavů z vektoru 𝒛. Vektor 

𝒃𝑒𝑞 obsahuje na odpovídajících řádcích požadované hodnoty těchto stavů. 

Dynamika systému je do úlohy NLP zavedena pomocí omezení zapsaných v podobě 

nelineárních rovnic (67). V tomto kroku se využívá diskrétní model systému založený na stavovém 

popisu systému a zvolené numerické metodě (viz kapitola 4). V každém diskrétním časovém okamžiku 

𝑡𝑘 je pro uzlový bod, který je určen danými hodnotami stavů 𝒙𝑘 a řízení 𝑢𝑘 z vektoru 𝒛, vypočten stav 

systému 𝒙̃𝑘+1 v následujícím časovém okamžiku 𝑡𝑘+1. Ten je poté porovnán s hodnotami následujícího 

uzlového bodu 𝒙𝑘+1 a jejich odchylka tvoří levou stranu nelineární rovnosti (67). Pokud budou odchylky 

určené ve všech uzlových bodech v ideálním případě nulové, budou hodnoty stavů určené při řešení 

úlohy NLP v souladu s dynamikou daného systému. [32] 

Hodnota účelové funkce je v rámci této metody určována v diskrétní podobě, jelikož jsou 

průběhy všech veličin reprezentovány diskrétními hodnotami. V případě využití Lagrangeovy části je 

nutné přistoupit k numerickému výpočtu daného integrálu přes některou z dostupných metod, které jsou 

popsané např. v [33]. Jelikož jsou hodnoty všech stavů i řízení přímo obsaženy ve vektoru 𝒛, stačí je 

z něj při vyhodnocování účelové funkce správně určit a poté použít ve výpočtu. Jakákoliv další omezení, 

která by byla zadána v původně řešené úloze optimálního řízení, je zapotřebí vhodně převést do tvaru, 

ve kterém se budou vztahovat k diskrétním hodnotám vektoru 𝒛. 

Metoda přímé kolokace 

Tato metoda je velmi podobná přímé transkripci. V následujících odstavcích, které ji popisují, bylo 

čerpáno z [31] a [34] včetně uváděných vztahů. Základní myšlenka, která tyto dvě metody odlišuje, 

spočívá ve způsobu sestavení vektoru 𝒛 vstupujícího do úlohy nelineárního programování. Průběhy 

stavových veličin i řízení jsou opět diskretizovány a tvoří 𝑁 + 1 uzlových bodů. Na každém úseku mezi 
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dvěma uzlovými body jsou průběhy veličin nahrazeny polynomem. Parametry všech těchto polynomů 

poté tvoří vektor 𝒛. Stupeň polynomů použitých pro náhradu řízení a stavových veličin může být různý. 

Často používanou variantou je využití kubického polynomu pro proložení průběhu stavů a lineárních 

funkcí pro proložení řízení. V předpise vektoru 𝒛 

 𝒛 = [𝑝𝑢1𝑎, 𝑝𝑢1𝑏, 𝑝𝑢2𝑎 , 𝑝𝑢2𝑏, … , 𝑝𝑢𝑛𝑎, 𝑝𝑢𝑛𝑏, 𝑝𝑥11𝑎, 𝑝𝑥11𝑏, 𝑝𝑥11𝑐 , 𝑝𝑥11𝑑 , … ] (70) 

pro tuto variantu je použito označení parametru polynomu 𝑝𝑣𝑛𝑘, kde 𝑣 označuje veličinu, ke které se 

polynom vztahuje, 𝑛 označuje interval mezi dvěma uzlovými body a 𝑘 označuje parametr v konkrétním 

polynomu. Aby byly průběhy stavových veličin hladké, tedy aby byly spojité a měly spojitou první 

derivaci, zadává se do omezujících podmínek odchylka hodnot dvou polynomů na vedlejších intervalech 

ve společném uzlovém bodě a také jejich směrnice v tomto bodě. 

 

Obrázek 17 - Grafická reprezentace penalizace návaznosti polynomů v uzlovém bodě 

Na intervale mezi uzlovými body se zavádějí takzvané kolokační body. V nich se podle parametrů 

příslušného polynomu, který aproximuje určitou stavovou veličinu, určí hodnota daného stavu 𝑥̃𝑛𝑐 jeho 

směrnice 𝑥̃𝑛𝑐
′  (𝑛 označuje index stavové veličiny). Ta je porovnána s dynamikou systému 𝑓(𝒙̃𝑐 , 𝑢̃𝑐), 

která je obecně reprezentována funkcí závislou na hodnotě stavů a řízení. 

 

Obrázek 18 - Grafická reprezentace odchylky derivací v kolokačním bodě 

Odchylky těchto hodnot pro všechny kolokační body tvoří další skupinu omezujících podmínek. 

Požadavkem je, aby byly tyto odchylky nulové, jelikož poté jsou určené průběhy stavových veličin 

v souladu s dynamikou systému. Při vyhodnocení účelové funkce se postupuje stejně jako v případě 

metody přímé transkripce, pouze hodnoty stavů a řízení musejí být nejprve určeny na základě parametrů 

polynomů. 

Při tomto obecném převodu úlohy optimálního řízení na nelineární programování není možné 

použít omezující podmínky (68) pro limitaci rozsahu stavových veličin a řízení, jelikož nevstupují přímo 

do vektoru 𝒛. Pro tento účel by musely být použity podmínky ve tvaru nelineárních nerovnic (67). 

Uvedenou aproximaci stavů kubickým polynomem a řízení lineární funkcí využívá varianta 

s označením Hermite-Simpson. Její základní výhodou je úprava obecného postupu do té podoby, že do 

samotné úlohy nelineárního programování vstupují ve vektoru 𝒛 opět diskrétní hodnoty stavů a řízení 
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v uzlových bodech. Pro zjednodušení popisu uvažujme pouze jednu stavovou veličinu 𝑥. Aproximační 

polynom na intervale mezi dvěma uzlovými body 𝑥𝑘 a 𝑥𝑘+1 je určen následujícím vztahem 

 𝑥(𝑡) = 𝑝𝑘𝑎 + 𝑝𝑘𝑏𝑡 + 𝑝𝑘𝑐𝑡
2 + 𝑝𝑘𝑑𝑡3. (71) 

Pro další část uvažujme, že čas 𝑡 pro každý interval nabývá hodnoty z intervalu 〈0; ℎ〉, kde ℎ je určeno 

jako rozdíl času 𝑡𝑘+1 a 𝑡𝑘. Derivaci polynomu (71) je možné vyjádřit vztahem 

 𝑥′(𝑡) = 𝑝𝑘𝑏 + 2𝑝𝑘𝑐𝑡 + 3𝑝𝑘𝑑𝑡2. (72) 

Parametry 𝒑𝑘 je možné určit na základě znalosti hodnot stavu 𝑥 v uzlových bodech, mezi kterými 

dochází k aproximaci průběhu, a hodnot derivací stavu 𝑥 v těchto bodech, které se určí přes dynamiku 

systému. Polynom (71) je následně možné přepsat do tvaru využívající tyto hodnoty, které se určují 

z vektoru 𝒛 a dynamiky systému. Díky tomu jsou předem splněny podmínky na spojitost průběhů 

stavových trajektorií a nemusejí být zadávány v podobě omezujících podmínek, jelikož aproximační 

polynomy po sobě jdoucích intervalů sdílejí stejný krajní bod. 

Pomocí předpisu pro aproximační polynom, který využívá hodnoty stavů a jejich derivací, je 

vyjádřena hodnota stavu 𝑥̃𝑐 v kolokačním bodě 

 
𝑥̃𝑐 = 𝑥 (

ℎ

2
) =

1

2
(𝑥𝑘 + 𝑥𝑘+1) +

ℎ

8
[𝑓(𝑥𝑘 , 𝑢𝑘) − 𝑓(𝑥𝑘+1, 𝑢𝑘+1)], (73) 

který se nachází v polovině intervalu mezi uzlovými body (viz obrázek 18). Pro tuto hodnotu se určí 

derivace z aproximačního polynomu 

 
𝑥̃𝑐

′ = −
3

2ℎ
(𝑥𝑘 − 𝑥𝑘+1) −

1

4
[𝑓(𝑥𝑘 , 𝑢𝑘) + 𝑓(𝑥𝑘+1, 𝑢𝑘+1)] (74) 

na základě dynamiky systému. Odchylka těchto dvou hodnot tvoří omezující podmínku pro úlohu 

nelineárního programování. Po úpravě vztahů je možné ji vyjádřit rovnicí 

 
Δ = 𝑥𝑘 − 𝑥𝑘+1 +

ℎ

6
[𝑓(𝑥𝑘 , 𝑢𝑘) + 4𝑓(𝑥̃𝑐 , 𝑢̃𝑐) + 𝑓(𝑥𝑘+1, 𝑢𝑘+1)]. (75) 

Při dosažení nulové hodnoty této odchylky budou průběhy stavů navržené při řešení úlohy nelineárního 

programování v souladu s dynamikou systému. Hodnota řízení 𝑢̃𝑐 v kolokačním bodě se určuje na 

základě lineární interpolace, zjednodušeně tedy jako aritmetický průměr hodnot v uzlových bodech. 

Popsaná kolokační metoda Hermite-Simpson se označuje jako komprimovaná. Je možné ji dále 

rozšířit přidáním hodnoty řízení 𝑢𝑐 v kolokačním bodě do vektoru 𝒛. Díky tomu nebude omezena 

lineární interpolací. Další rozšíření zahrnuje také přidání hodnoty stavu 𝑥𝑐 v kolokačním bodě do 

vektoru hodnot vstupujících do úlohy nelineárního programování. Spolu s tím se zavádí také druhá 

skupina omezujících podmínek, ve kterých se minimalizuje hodnota odchylky stavu v kolokačním bodě 

𝑥𝑐, který se určuje z vektoru 𝒛, a 𝑥̃𝑐 vypočteného na základě aproximačního polynomu. Tato varianta je 

označována jako separovaná metoda Hermite-Simpson. 

Softwarové nástroje pro řešení úlohy optimálního řízení 

Většina dostupných nástrojů, které je možné k řešení úlohy optimálního řízení použít, je založena na 

přímých metodách. Hlavním důvodem je snadnější algoritmizovatelnost postupu a dostupnost různých 

řešičů úloh nelineárního programování. V rámci práce byly testovány různé softwarové nástroje, 

například DynOpt (použit také v rámci [TD4]), ICLOCS2, Optimtraj, PyTrajectory nebo Acado. 

Základní popis nástrojů a porovnání bylo publikováno v [TD15]. Dva z nich budou dále stručně popsány 

i v této práci. Tyto nástroje byly použity v prvotní fázi práce pro návrh optimálních trajektorií pro systém 

popsaný v případové studii. Výsledky byly použity při návrhu zpětnovazební části v řídicí struktuře se 
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dvěma stupni volnosti pro ověřování správnosti tohoto návrhu. Později byly výsledky také posuzovány 

mezi sebou při započtení odlišných možností definování úlohy optimálního řízení. 

Prvním nástrojem je ICLOCS2 (Imperial College London Optimal Control Software). Jedná se 

o balíček funkcí vytvořených přímo ve skriptovacím jazyce Matlab. Pro řešení úlohy optimálního řízení 

umožňuje použít dvě přímé metody – metodu mnohonásobné střelby a kolokační metody. Při zadávání 

úlohy je možné zvolit řadu parametrů, mezi nimi například způsob diskretizace nebo různá omezení. 

Nástroj ICLOCS2 podporuje použití několika řešičů úlohy nelineárního programování, kromě řešiče 

fmincon, který je součástí programu Matlab, to jsou IPOPT a WORHP. Nastavení nástroje pro použití 

externích řešičů je součástí webové dokumentace. Novější verze obsahují další doplňkové funkce, 

například úpravu diskretizace průběhů (primárně množství použitých bodů) pro dosažení požadované 

tolerance chyb. Zároveň tato síť bodů nemusí mít pevný časový krok, ale může být flexibilní. Nástroj 

rovněž umožňuje řešení ověřit pomocí simulací. [35] 

Druhým nástrojem je OptimTraj, který vytvořil Matthew Peter Kelly. Jedná se opět o sadu 

knihoven psaných ve skriptovacím jazyce Matlab. Pro řešení úlohy nelineárního programování, na 

kterou se úloha optimálního řízení převádí, se využívá řešiče fmincon, není tedy zapotřebí přidávat do 

programu Matlab externí řešič. Nástroj umožňuje využít metodu mnohonásobné střelby využívající pro 

modelování chování systému numerickou metodu Runge-Kutta nebo jednu ze tří různých variant 

kolokační metody. Každá z metod umožňuje zvolit určité specifické nastavení týkající se například 

diskretizace průběhů a množství použitých bodů. Další nastavení řešené úlohy jsou pak pro všechny 

metody společná. Zahrnují volbu počátečního a koncového stavu, přičemž může být zadána také úloha 

s volným koncem, volbu koncového času nebo intervalu, ze kterého má být zvolen, a omezujících 

podmínek na stavové veličiny. Účelová funkce se zadává pomocí Lagrangeova členu. [36] 

3.2 Sledování trajektorií 

Při řešení úlohy přechodu mezi dvěma stavy je návrh trajektorií a dopředného řídicího signálu pouze 

první fází řešení. Pokud bychom chtěli rovnou přistoupit k řízení systému, znamenalo by to aplikovat 

řídicí signál v otevřené smyčce. Jak bylo popsáno dříve, tento způsob řízení není vhodný kvůli 

odchylkám mezi reálným systémem a modelem použitým pro návrh i kvůli dalším důvodům (vliv šumu 

v reálných podmínkách, změny parametrů systému,…). Vhodným přístupem je využít řídicí strukturu 

se dvěma stupni volnosti (obrázek 5), kdy první fáze odpovídá části pro generování dopředného průběhu 

řídicí veličiny. Druhým krokem je poté zajištění korekce řízení tak, aby reálné hodnoty stavových veličin 

řízeného systému odpovídaly referenčním průběhům stavových trajektorií získaných v první fázi řešení. 

K tomuto účelu se využívá zpětnovazební regulační člen, který zpracovává zmíněné odchylky stavových 

veličin od stavových trajektorií. Na jejich základě probíhá výpočet korekční části řídicího signálu, který 

je aplikován na systém spolu s dopředným řízením. Mluvíme tedy o tom, že zpětnovazební regulátor má 

za úkol systém takzvaně vazbit podél referenčních stavových trajektorií. Při tvorbě následující 

podkapitoly bylo čerpáno z [23] a [37] včetně uvedených vztahů. 

V moderní teorii řízení se pro zpětnovazební regulaci využívá stavového regulátoru, který je 

určen maticí zesílení. Výpočet stavového regulátoru může být proveden pomocí různých metod. Mezi 

stavové regulátory řadíme také LQR regulátor. Jeho výpočet je založený na řešení úlohy hledání 

optimálního řízení v uzavřeném tvaru s kvadratickou ztrátovou funkcí (9). Můžeme rozlišit dva druhy 

LQR regulátorů v závislosti na časovém intervale, na kterém mají být použity. Prvním je LQR navržený 

na nekonečném horizontu. Řešení vede na časově neměnný stavový regulátor, který má pracovat na 

neomezeném časovém úseku. Využívá se především pro stabilizaci systému v určitém pracovním bodě, 

případně pro řízení lineárních systémů. V důsledku použití časových mezí 𝑡0 = 0 a 𝑡𝑛 = ∞ v rovnici 

pro kvadratickou ztrátovou funkci (9) dochází k její úpravě do následujícího tvaru 
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𝐽 = ∫[𝒙𝑇(𝑡)𝑸𝒙(𝑡) + 𝒖𝑇(𝑡)𝑹𝒖(𝑡)] d𝑡

∞

0

, (76) 

ve kterém se nevyskytuje člen pro penalizaci koncového stavu. Důvodem je skutečnost, že hodnota 

stavových veličin bude v koncovém čase (nekonečnu) nulová, a tudíž by nulová byla také Mayerova 

část původní ztrátové funkce. Matice 𝑸 a 𝑹, které se ve ztrátové funkci vyskytují, označujeme jako 

váhové. Slouží k určení důležitosti jednotlivých veličin, ať už stavů nebo řídicích signálů. Řešení dané 

optimalizační úlohy pomocí dynamického programování vede na řešení algebraické Riccatiho rovnice 

 0 = 𝑷𝑨 + 𝑨𝑇𝑷 − 𝑷𝑩𝑹−1𝑩𝑇𝑷 + 𝑸, (77) 

kterým je možné minimalizovat danou kvadratickou ztrátovou funkci. Matice 𝑨 a 𝑩 jsou maticemi 

stavového popisu řízeného systému, matice 𝑷 je řešením algebraické Riccatiho rovnice. Stavová zpětná 

vazba je dána konstantním regulátorem popsaným maticí 𝑲: 

 𝒖(𝑡) = −𝑲𝒙(𝑡). (78) 

Hodnoty stavového regulátoru se určují z řešení algebraické Riccatiho rovnice: 

 𝑲 = −𝑹−1𝑩𝑇𝑷. (79) 

Pokud je k dispozici stavový popis lineárního systému (respektive popis soustavy linearizované v 

pracovním bodě), který má být řízen, je návrh a samotný výpočet LQR regulátoru na nekonečném 

horizontu poměrně jednoduchý. V řadě softwarových nástrojů pro realizaci výpočtů týkajících se 

problematiky řízení je řešení algebraické Riccatiho rovnice implementováno v podobě připravené 

funkce. Problematickou částí je volba váhových matic 𝑸 a 𝑹, kterou obvykle provádí expert na základě 

zkušeností a poznatků ze simulací. Při návrhu se přistupuje k použití diagonálních váhových matic, kdy 

jednotlivé hodnoty určují váhu pouze jedné stavové veličiny nebo řídicího signálu. Změnou těchto 

hodnot udáváme, která veličina má u daného řízeného systému větší důležitost. Zároveň slouží pro 

postihnutí rozdílu způsobeného použitím různých fyzikálních jednotek u jednotlivých stavových veličin. 

Druhá varianta LQR regulátoru se navrhuje pro konečný časový interval. Výsledkem návrhu je 

časově proměnný LQR určený na konečném časovém horizontu. Obvykle je využíván pro úlohy 

sledování referenčních trajektorií při řízení lineárních časově proměnných systémů, respektive 

nelineárních systémů, které jsou linearizovány v každém bodě výpočtu (v každém časovém okamžiku a 

příslušném stavu, který je dán referenčními stavovými trajektoriemi). Tato optimalizační úloha pro 

návrh řízení v uzavřené smyčce pracuje s kvadratickou ztrátovou funkcí ve tvaru 

 

𝐽 =
1

2
𝒙𝑇(𝑡𝑁)𝑭𝒙(𝑡𝑁) +

1

2
∫ [𝒙𝑇(𝑡)𝑸𝒙(𝑡) + 𝒖𝑇(𝑡)𝑹𝒖(𝑡)] d𝑡

𝑡𝑁

𝑡0

. (80) 

Rozdíl oproti předpisu (17) spočívá v přidání vah u statické i dynamické části kritéria. Důvodem je 

následné zjednodušení výpočtů při derivování vztahů. Při postupování podle Pontryaginova principu 

minima může být pro uvedenou ztrátovou funkci zapsána odpovídající Hamiltonova funkce 

 
𝐻(𝑡) =

1

2
[𝒙𝑇(𝑡)𝑸𝒙(𝑡) + 𝒖𝑇(𝑡)𝑹𝒖(𝑡)] + 𝒑𝑇(𝑡)[𝑨𝒙(𝑡) + 𝑩𝒖(𝑡)]. (81) 

Na základě podmínky pro optimální řízení (54) dojde k zisku předpisu pro optimální průběh řídicí 

veličiny: 
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 𝜕𝐻∗

𝜕𝑢∗
= 𝑹𝒖∗ + 𝑩𝑇𝒑, (82) 

 𝒖∗(𝑡) = −𝑹−1𝑩𝑇𝒑∗(𝑡). (83) 

Dále je možné podle vztahů (55) a (56) určit předpisy pro derivaci stavových veličin a Lagrangeových 

multiplikátorů na základě Hamiltonovy funkce, respektive stavových rovnic nového systému pro řešení 

úlohy dvoubodového okrajového problému: 

 
𝒙′∗(𝑡) =

𝜕𝐻∗

𝜕𝒑∗(𝑡)
= 𝑨𝒙∗(𝑡) + 𝑩𝒖∗(𝑡) = 𝑨𝒙∗(𝑡) − 𝑩𝑹−1𝑩𝑇𝒑∗(𝑡), (84) 

 
𝒑′∗(𝑡) = −

𝜕𝐻∗

𝜕𝒙∗
= −𝑨𝑇𝒑∗(𝑡) − 𝑸𝒙∗(𝑡). (85) 

Okrajové podmínky vychází z typu úlohy, tedy úlohy s pevným časem a volným koncem. Jedná se o 

specifikaci počátečního stavu původního systému 𝒙(𝑡0) = 𝒙0 a podmínek daných vztahem (60), ze 

kterého získáme koncové podmínky 

 
𝒑∗(𝑡𝑁) =

𝜕𝑆∗

𝜕𝒙∗(𝑡𝑁)
= 𝐹𝒙∗(𝑡𝑁). (86) 

Řešení popsané úlohy dvoubodového okrajového problému, na který byla původní úloha návrhu LQR 

regulátoru na konečném horizontu převedena, by vedlo na určení optimálního řízení aplikovaného 

v otevřené smyčce. Aby bylo vypočteno zpětnovazební řízení, je zapotřebí v předpise (83) nahradit 

vektor Lagrangeových multiplikátorů vztahem obsahujícím závislost na původních stavových 

veličinách. Vyjdeme z koncové podmínky (86) a zavedeme vztah 

 𝒑(𝑡) = 𝑷(𝑡)𝒙(𝑡), (87) 

kde 𝑷(𝑡) je časově proměnná čtvercová matice o rozměru odpovídajícímu počtu stavových veličin. 

Tento vztah udává předpokládanou závislost mezi Lagrangeovými multiplikátory a stavovými 

veličinami. V dalších krocích bude zapotřebí určit matici 𝑷(𝑡). Za tímto účelem bude zvolený 

předpoklad (87) porovnán s již určenými vztahy při převodu úlohy na dvoubodový okrajový problém, 

primárně s rovnicí (85). Prvním krokem je provedení derivace předpokládaného vztahu podle času, po 

které obdržíme rovnici 

 𝒑′(𝑡) = 𝑷′(𝑡)𝒙(𝑡) + 𝑷(𝑡)𝒙′(𝑡). (88) 

Do ní je možné dále dosadit vztahy (84) a (87). Tím dojde k získání rovnice 

 𝒑∗′(𝑡) = [𝑷′(𝑡) + 𝑷(𝑡)𝑨 − 𝑷(𝑡)𝑩𝑹−1𝑩𝑇𝑷(𝑡)]𝒙∗(𝑡). (89) 

Zároveň je možné do vztahu (85) dosadit rovnici (87) pro eliminaci přítomnosti Lagrangeových 

multiplikátorů v dané rovnici, čímž získáme vztah 

 𝒑′∗(𝑡) = [−𝑨𝑇𝑷(𝑡) − 𝑸]𝒙∗(𝑡). (90) 

Aby byla současně splněna platnost rovnic (89) a (90), přičemž jedna je odvozena ze zvolené 

předpokládané závislosti stavů a Lagrangeových multiplikátorů a druhá z rovnice popisující 

optimalizační úlohu převedenou na dvoubodový okrajový problém, musí být zajištěna rovnost jejich 

činitelů. Po převodu vyplývá z rovnosti vztah 

 𝑷′(𝑡) + 𝑷(𝑡)𝑨 − 𝑷(𝑡)𝑩𝑹−1𝑩𝑇𝑷(𝑡) + 𝑨𝑇𝑷(𝑡) + 𝑸 = 0. (91) 
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Tuto rovnici označujeme jako Riccatiho diferenciální rovnici, jejíž řešení 𝑷(𝑡) při splnění podmínky 

𝑷(𝑡𝑁) = 𝑭 vyplývající z (86) určuje na základě vztahu (83) a (86) časově proměnný LQR regulátor 

 𝑲(𝑡) = −𝑹−1𝑩𝑇𝑷(𝑡) (92) 

použitý pro určení řízení v uzavřené smyčce podle vztahu 

 𝒖∗(𝑡) = 𝑲(𝑡)𝒙∗(𝑡). (93) 

Z odvozených rovnic pro výpočet LQR regulátoru na konečném horizontu je možné snadno přejít 

k dříve uvedeným vztahům používaným pro návrh regulátoru LQR na nekonečném časovém horizontu. 

Základní princip byl nastíněn již dříve. Při výpočtu regulátoru na nekonečném horizontu je koncový čas 

𝑡𝑁 = ∞. Aby byl integrál ve ztrátové funkci konvergující, musí platit, že koncová hodnota stavových 

veličin je nulová. Tím zároveň dojde k odstranění Mayerova členu penalizujícího koncový bod ze 

ztrátové funkce. Tato skutečnost tedy vede na konstantní hodnoty stavových veličin. Díky tomu budou 

konstantní také hodnoty Lagrangeových multiplikátorů a následně i matice 𝑷. Její derivace v rovnici 

(91) proto bude nulová a z diferenciální Riccatiho rovnice vznikne rovnice algebraická (77). V důsledku 

toho časově proměnný regulátor (92) přechází na konstantní regulátor (79).
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4 Metody použité pro modelování 
Tvorba modelu systému je neodmyslitelnou součástí návrhu řízení. Výjimku mohou tvořit některé velmi 

jednoduché systémy a také určité nekonvenční přístupy k návrhu řídicího systému. Ve většině případů 

je však model systému zapotřebí. Při využití přístupu model-based design, tedy návrhu založeného na 

modelu, je jeho tvorba základním krokem návrhu. Následně je model využíván jak pro samotný návrh 

řízení, tak při jeho ověřování i implementaci na konkrétní platformě. Podstatou modelu je co nejlépe 

zachytit chování systému, tedy jeho dynamiku, respektive co nejlépe pro daný účel, jelikož reálný 

systém obvykle nejde popsat dokonale a musí být použita určitá zjednodušení. Výsledný model je tvořen 

rovnicemi a označujeme jej jako matematický. Existují dva základní způsoby, jak jej vytvořit. První 

možností je identifikace z naměřených hodnot, mluvíme o experimentálním modelu. Díky naměřeným 

odezvám systému na různé podněty na jeho vstupu je možné tímto postupem získat vztahy mezi vstupy 

a výstupy. Takovýto model neposkytuje informaci o vnitřní struktuře systému, označujeme jej jako 

černou skříňku. Druhým přístupem je sestavení matematického modelu na základě fyzikálních vztahů a 

principů, které se systému týkají. Jedná-li se například o mechanický systém, je možné využít pro 

sestavení modelu Newtonovy zákony. U složitějších systémů se často přistupuje k využití alternativních 

formulací mechaniky, konkrétně Lagrangeovy nebo Hamiltonovy. Tyto formulace jsou založeny na 

popsání celkové energie systému, na rozdíl od vyjádření rovnováhy sil, čehož se využívá u Newtonovské 

formulace. Výsledný model zachycuje i vnitřní strukturu systému a označujeme jej jako bílou skříňku. 

Matematické modely obvykle pracují se spojitým časem a jsou tvořeny diferenciálními rovnicemi. 

Při návrhu řízení se často postupuje v souladu s metodikou model-based design. To znamená, 

že během celého procesu je potřeba mít k dispozici model systému nejen v podobě matematických 

rovnic, ale také jako simulační model pro další ověřování navržených technik. V rámci některých metod 

pro návrh řízení a poté při jeho ověřování pomocí real-time simulací se využívá diskretizovaný model 

systému. Základním důvodem pro jeho použití je práce s diskrétním časem, kdy model systému použitý 

v real-time simulaci (nebo například v rámci úlohy nelineárního programování) nemůže být provozován 

spojitě v čase, ale v důsledku implementace na digitálním výpočetním zařízení je spouštěn v určitých 

časových krocích, mluvíme o diskrétním čase. Další text této kapitoly je zaměřen právě na 

diskretizované modely a metody používané pro jejich realizaci. Důvodem je především snaha o 

vytvoření real-time simulací, v rámci kterých musí použitý diskretizovaný model co nejvěrněji 

odpovídat reálnému systému. Zároveň je potřeba dbát na výpočetní náročnost při vyhodnocování 

modelu v rámci simulace. Splnění obou požadavků u složitých nelineárních systémů, které jsou 

simulovány v otevřené smyčce, není samozřejmé a úzce souvisí s metodami, které byly použity pro 

vytvoření diskretizovaného modelu. 

Nejčastějším postupem pro diskretizaci spojitého matematického modelu systému, který může 

být reprezentován soustavou obyčejných diferenciálních rovnic, je využití numerických integrací. Díky 

tomu je možné s určitou přesností vypočítat stav systému v diskrétních časových okamžicích na základě 

znalosti jeho stavu v předchozím čase a na základě hodnot vstupů. Jednotlivé metody se liší výpočetní 

náročností i přesností, s jakou je chování systému aproximováno. Jedno z možných dělení těchto metod 

je založeno na tom, zda pracují s pevným časovým krokem, nebo zda jsou adaptivní a časový krok 

upravují na základě nastavené tolerance výpočtu. V případě adaptivních metod dochází kromě 

aproximace požadovaných hodnot stavových veličin systému (řešení diferenciálních rovnic) také 

k určení odhadu odchylky získaného řešení od hodnot spojitého systému. Na základě získané odchylky 

je v závislosti na zvolené toleranci upravena velikost časového kroku výpočtu. Tento přístup tedy vede 

k dodržení stanovené přesnosti, nicméně výpočetní náročnost se může mezi jednotlivými kroky měnit a 

výrazně růst. Pokud bude diskretizovaný model použit v real-time simulaci, která je provozována na 
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zařízení s pevnou periodou vyhodnocování modelu, zmenšování kroku u adaptivní metody povede nejen 

k nárůstu výpočetní náročnosti kvůli opakování výpočtu, ale zároveň bude muset být vyhodnocení 

modelu provedeno vícekrát, aby bylo i se zmenšeným adaptivním časovým krokem dosaženo periody 

zařízení. Z těchto důvodů budou dále používány metody pracující s pevným krokem, jejichž přesnost 

bude při použití v případové studii porovnána s referenčním spojitým modelem. 

4.1 Eulerova metoda 

Jedná se o základní metodu používanou pro výpočet numerických integrací a tedy k numerickému řešení 

diferenciálních rovnic. Pro její popsání je zavedena diferenciální rovnice s počáteční podmínkou: 

 𝑦′ = 𝑓(𝑡, 𝑦), 

𝑦(𝑡0) = 𝑦0. 

(94) 

Následně je zvolena velikost periody vzorkování 𝑇, pomocí níž se definují jednotlivé časové hodnoty: 

 𝑡𝑛 = 𝑡𝑛−1 + 𝑇. (95) 

Pokud se takto změní čas o jeden krok, je nutné určit hodnotu 𝑦 v tomto čase na základě údajů 

z předchozího kroku: 

 𝑦𝑛 = 𝑦𝑛−1 + 𝑇 ∙ 𝑓(𝑦𝑛−1, 𝑡𝑛−1). (96) 

Pro výpočet nové hodnoty tedy proběhne určení směrnice průběhu veličiny 𝑦 v předchozím časovém 

kroku a pomocí ní je určena změna hodnoty 𝑦 za periodu 𝑇. Získaná hodnota je aproximací řešení dané 

diferenciální rovnice. [38] 

Takto definovaný postup řešení diferenciální rovnice je označován jako dopředná Eulerova 

metoda (forward Euler method). Je to z toho důvodu, že na základě hodnot v časovém okamžiku 𝑡𝑛−1 

je vypočtena hodnota v následujícím čase 𝑡𝑛. Tento přístup se rovněž označuje jako explicitní, jelikož 

vztah (96) přímo udává způsob výpočtu nové hodnoty. Eulerova metoda v zásadě vychází z Taylorova 

rozvoje funkce v bodě, přičemž používá pouze nultý a první člen a tudíž aproximuje průběh veličiny 𝑦 

v okolí hodnoty 𝑦𝑛−1 lineární funkcí. Tato metoda také patří mezi jednobodové metody, jelikož při 

určování nové hodnoty se vychází pouze ze směrnice funkce v jednom bodě. [38] 

 

Obrázek 19 - Grafická reprezentace aproximace funkce pomocí dopředné Eulerovy metody 

Eulerova dopředná metoda je použitelná pro modelování jednoduchých systémů. U složitějších 

nelineárních systémů dochází k velkým odchylkám diskretizovaného modelu od referenčního spojitého 

modelu. Pro dosažení dostatečné přesnosti diskrétní aproximace systému je nutné výrazně zmenšit 

časový krok 𝑇. Při jeho nevhodné volbě může být i pro jednoduchý lineární systém výsledný 

diskretizovaný model nestabilní. [38] 
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Existuje také varianta Eulerovy metody, která je označována jako zpětná (backward). Nová 

hodnota je určována podle vztahu 

 𝑦𝑛 = 𝑦𝑛−1 + 𝑇 ∙ 𝑓(𝑦𝑛, 𝑡𝑛). (97) 

Rozdíl je tedy v tom, že směrnice ve vztahu (97) je určována v novém bodě. Zjednodušeně řečeno je 

zapotřebí najít takovou novou hodnotu 𝑦𝑛, aby tečna určená v tomto bodě procházela předchozí 

hodnotou 𝑦𝑛−1. Tuto metodu řadíme mezi implicitní, jelikož výpočet nové hodnoty není dán přímo 

vztahem, ale vede na řešení rovnice dané obecně vztahem (97), jelikož nová hodnota 𝑦𝑛 se vyskytuje na 

levé i pravé straně výrazu. Tato skutečnost vede k větší časové náročnosti této metody. Výhodou oproti 

dopředné variantě je větší přesnost aproximace při stejném časovém kroku 𝑇 a také stabilita modelu při 

volbě větších hodnot časového kroku. To znamená, že je teoreticky možné provádět výpočet méně často 

a dosáhnout tak stejné přesnosti při nižší výpočetní náročnosti. Toto pravidlo však neplatí univerzálně, 

ale pouze u některých systémů. [38] 

4.2 Metoda Runge-Kutta 

Druhou uvažovanou metodou pro numerické řešení diferenciálních rovnic je vícebodová metoda 

Runge-Kutta. Tímto názvem se často označuje celá skupina metod, které je možné použít pro 

diskretizaci spojitého modelu systému. Základním rysem metod je práce s více body, odtud označení 

vícebodové metody. To znamená, že při využití pro řešení diferenciální rovnice se hodnota 

v následujícím časovém okamžiku určuje na základě více než jedné směrnice. Větší náročnost výpočtu 

je kompenzována vyšší přesností aproximace průběhů spojitého systému. 

Obvykle se označením Runge-Kutta myslí čtyřbodová varianta této metody, která je 

nejznámější. Často se využívá zkrácené označení RK4. Pro její popsání je použita stejně zadaná 

diferenciální rovnice (94) jako v případě Eulerovy metody. Nová hodnota y se určí pomocí vztahu 

 
𝑦𝑛 = 𝑦𝑛−1 +

1

6
𝑇(𝑘1 + 2𝑘2 + 2𝑘3 + 𝑘4). (98) 

Jednotlivé směrnice se určují v aktuálním čase 𝑡𝑛−1, v následujícím časovém okamžiku 𝑡𝑛 nebo v čase 

𝑡𝑛−1 + 𝑇/2, což odpovídá polovině intervalu mezi dvěma hodnotami. Jejich hodnoty lze vypočítat podle 

vztahů 

 𝑘1 = 𝑓(𝑦𝑛−1, 𝑡𝑛−1), 

𝑘2 = 𝑓 (𝑦𝑛−1 + 𝑘1

𝑇

2
, 𝑡𝑛−1 +

𝑇

2
), 

𝑘3 = 𝑓 (𝑦𝑛−1 + 𝑘2

𝑇

2
, 𝑡𝑛−1 +

𝑇

2
), 

𝑘4 = 𝑓(𝑦𝑛−1 + 𝑘3𝑇, 𝑡𝑛−1 + 𝑇). 

(99) 

Jak je patrné, v každém kroku se nová směrnice určuje v bodě, který je dán na základě směrnice 

z předchozího vztahu. Bližší náhled nabízí grafická reprezentace této metody. [38] 
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Obrázek 20 - Grafická reprezentace aproximace funkce pomocí čtyřbodové metody Runge-Kutta 
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5 Případová studie – modelování a řízení inverzního kyvadla 
Model inverzního kyvadla je na poli technické kybernetiky velice známým a populárním systémem 

s řadou specifických vlastností. V základní podobě se jedná o rameno kyvadla, které se pohybuje ve 

svislé rovině. Může být tvořeno například homogenní tyč, která může být doplněna o další závaží. Na 

jednom svém konci je spojeno rotačním kloubem s určitou podobou vozíku. Tento spoj umožňuje 

volnou rotaci ramene kolem osy otáčení (místo spoje), není zde přítomen žádný aktuátor, pouze senzor 

pro měření natočení ramene kyvadla. Vozík se pohybuje v horizontálním směru. Jeho pohyb je řízený 

aktuátorem, který je u inverzního kyvadla pouze jeden. Poloha vozíku je opět měřena vhodným 

senzorem. 

Mezi významné vlastnosti inverzního kyvadla zařazujeme v první řadě jeho nelineárnost, 

v matematickém popise jeho dynamiky se vyskytují goniometrické funkce. Také se jedná o systém 

podaktuovaný. Zahrnuje pouze jeden aktuátor umožňující přímo ovlivňovat pohyb vozíku a nepřímo 

přes rotační spoj pohyb ramene kyvadla. Významná je rovněž skutečnost, že se jedná o systém balanční. 

Označení inverzní v názvu systému označuje skutečnost, že rameno kyvadla se má nacházet v horní 

ustálené poloze, která je nestabilní. Těžiště ramene je výše, než je osa rotačního spoje s vozíkem, a aby 

rameno zůstalo v ustálené poloze, musí být jeho poloha přímo nad touto osou. Udržování ramene 

v nestabilní ustálené poloze vede k ději, který označujeme jako balancování. Poslední významnou 

vlastností je fázová neminimálnost systému. Jejím důsledkem je skutečnost, že pro změnu určité veličiny 

je nejprve zapotřebí její vychýlení v opačném směru. Pokud se má tedy vozík inverzního kyvadla 

přesunout o 30 cm doleva, bude tento děj zahájen jeho posunutím doprava. Tím dojde k vychýlení 

ramene kyvadla z ustáleného stavu směrem vlevo, a následně se tímto směrem může začít pohybovat 

také vozík, aniž by došlo ke zvětšování odchylky ramene kyvadla od svislé polohy (ustáleného stavu). 

Obdobná situace nastane při dosažení požadované polohy vozíku, aby bylo zajištěno opětovné ustálení 

ramene ve svislé vzpřímené poloze. 

Díky uvedeným vlastnostem je tento systém velmi často používán pro ověřování různých metod 

řízení a nových přístupů. Také se z něj postupem času stal určitý benchmark na poli technické 

kybernetiky, tedy jakési pomyslné měřítko pro ověřování dovedností. Zároveň je inverzní kyvadlo 

modelem atraktivním i pro neznalé pozorovatele, jelikož si dokáží představit náročnost balancování 

ramene kyvadla ve vzpřímené poloze. Jeho popularita rovněž vzrostla díky výrazné podobnosti 

s osobním transportním prostředkem Segway a jemu podobnými. 

Inverzní kyvadla je možné rozlišovat podle počtu ramen, která je tvoří. V případně jednoho 

ramene se často využívá označení jednoduché inverzní kyvadlo, což může být trochu zavádějící a 

vyvolávat mylný dojem nenáročnosti řízení tohoto systému. Proto se v tomto případě také používá 

označení jednoramenné nebo jednonásobné. Dalšími variantami jsou inverzní kyvadla násobná, kde 

číslo v názvu (dvojité, trojramenné,…) označuje počet ramen inverzního kyvadla. Ta jsou spojována do 

řetězce, takže ke konci prvního ramene je přes volný rotační kloub připojeno druhé rameno a tak dále. 

Náročnost řízení s každým dalším ramenem neroste pouze lineárně, ale daleko více. To je dáno 

především nutností regulovat ramena vzdálenější od vozíku opět pouze jeho pohybem, který je přenášen 

přes větší počet volných rotačních spojů. 

Druhé dělení týkající se mechanické konstrukce je spojeno s realizací vozíku. Může se jednat 

fyzicky o vozík nebo obdobný prvek, který se pohybuje po lineárním vedení v horizontálním směru a je 

propojen s aktuátorem. Tato varianta bývá označována jako lineární inverzní kyvadlo, přičemž název 

nevypovídá o lineárnosti dynamiky, nýbrž o konstrukční realizaci vozíku. Tomuto uspořádání také 

odpovídá situace, kdy je vozík opatřen koly a pohybuje se po vodorovné ploše bez nutnosti využití 

lineárního vedení. Aktuátor je pak součástí vozíku. Druhou variantou je rotační inverzní kyvadlo. 
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Aktuátor v podobě motoru má v tomto případě výstupní hřídel orientovanou svisle. S ní je pevně spojena 

tyč, která se pohybuje ve vodorovné rovině. K jejímu konci je pak připevněno volným rotačním spojem 

dříve zmiňované rameno kyvadla. Tyč spojená pevně s aktuátorem bývá někdy označována také jako 

rameno kyvadla, avšak nezapočítává se mezi volná ramena určující násobnost inverzního kyvadla. Tento 

typ kyvadla byl popsán a použit pro návrh řízení v rámci části knihy [TD7]. 

 

Obrázek 21 - Ukázka reálného laboratorního modelu jednoduchého lineárního inverzního kyvadla 

Tato kapitola se dále věnuje jednoduchému lineárnímu inverznímu kyvadlu, které odpovídá reálnému 

laboratornímu modelu na obrázku 21, a jeho řízení. Vozík kyvadla se pohybuje po lineárním vedení a 

je spojen s aktuátorem řemenicí. Rameno kyvadla je reprezentováno homogenní kovovou tyčí bez 

dalšího závaží. 

5.1 Matematický model jednoramenného inverzního kyvadla 

V rámci přístupu model-based design, tedy návrhu řízení založeném na modelu systému, je v první fázi 

zapotřebí mít k dispozici matematický model systému, který má být následně řízen nebo se s ním má 

dále pracovat. 

 

Obrázek 22 - Situační schéma pro analytickou identifikaci 

Odvození modelu inverzního kyvadla je možné na základě Lagrangeovy formulace mechaniky. 

Základem je Lagrangeova funkce 

 ℒ = 𝑇 − 𝑉, (100) 

ve které 𝑇 označuje celkovou kinetickou energii systému a 𝑉 potenciální energii. Ty je možné určit pro 

jednoduché inverzní kyvadlo jako součet energií jednotlivých částí: 

 
𝑇 =

1

2
𝑚1(𝑣𝑦1

2 + 𝑣𝑧1
2 ) +

1

2
𝐽1𝜔1

2 +
1

2
𝑚0𝑣𝑦0

2 , (101) 

 𝑉 = 𝑚1𝑔𝑧1. (102) 
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V těchto rovnicích 𝑚0 označuje hmotnost vozíku, 𝑚1 hmotnost ramene kyvadla, 𝑣𝑦0 rychlost vozíku 

v ose 𝑦, 𝑣𝑦1 a 𝑣𝑧1 rychlost ramene v osách 𝑦 a 𝑧, 𝐽1 moment setrvačnosti ramene kyvadla vzhledem 

k těžišti, 𝜔1 úhlovou rychlost ramene, 𝑔 tíhové zrychlení a 𝑧1 polohu těžiště ramene kyvadla v ose 𝑧. 

Ve vztahu (119) pro kinetickou energii jsou postupně členy pro translační energii ramene kyvadla 

pohybujícího se ve směru osy 𝑦 a 𝑧 rychlostí 𝑣𝑦1 a 𝑣𝑧1, rotační energii ramene vzhledem k těžišti a 

translační energii vozíku pohybujícího se v ose 𝑦. Vztah (120) pro potenciální energii obsahuje pouze 

jeden člen založený na výšce těžiště ramene kyvadla (poloze v ose 𝑧). Dále se určuje disipativní funkce 

 
𝐷 =

1

2
𝑐1𝜔1

2 +
1

2
𝑐0𝑣𝑦0

2 , (103) 

která zahrnuje ztráty energie třením jednotlivých pohybujících se částí. V této rovnici 𝑐1 označuje 

koeficient tření ve spoji ramene kyvadla a vozíku a 𝑐0 koeficient tření vozíku při pohybu v ose 𝑦. 

Pohybové rovnice se následně určují z Euler-Lagrangeovy rovnice 

 d

d𝑡
(
𝜕ℒ

𝜕𝒒′
) −

𝜕ℒ

𝜕𝒒
+

𝜕𝐷

𝜕𝒒′
= 𝑸 (104) 

pro vektor takzvaných zobecněných souřadnic soustavy 𝒒, které odpovídají veličinám určujícím počet 

stupňů volnosti. Pro jednoduché inverzní kyvadlo se jedná o dvě veličiny – polohu vozíku 𝑦0 a úhel 

ramene kyvadla 𝜑1. Vektor 𝑸 označuje vektor vstupů do systému v souladu se zavedenými 

zobecněnými souřadnicemi 𝒒. Pro inverzní kyvadlo je externí vstup ovlivňující úhel ramene nulový a 

pro polohu vozíku odpovídá síle 𝑓, která na něj působí. Dosazením vztahů (100) až (103) do (104) a 

následnými úpravami dojde k odvození dvou pohybových rovnic 

 (𝑚1𝑙1
2 + 𝐽1)𝜑1

′′ + 𝑚1𝑙1(−𝑦0
′′ cos𝜑1 − 𝑔 sin𝜑1) + 𝑐1𝜑1

′ = 0, (105) 

 (𝑚0 + 𝑚1)𝑦0
′′ + 𝑚1𝑙1[(𝜑1

′ )2 sin𝜑1 − 𝜑1
′′ cos𝜑1] + 𝑐0𝑦0

′ = 0, (106) 

které popisují dynamiku jednoduchého inverzního kyvadla. Zmíněné úpravy zahrnují také využití 

vztahů mezi rychlostí a polohou, úhlovou rychlostí a úhlem a pro vyjádření souřadnic těžiště ramene 

kyvadla pomocí jeho úhlu a délky. Celé odvození je rozepsáno v příloze A. V uvedených pohybových 

rovnicích se vyskytuje proměnná 𝑙1, která označuje vzdálenost těžiště ramene kyvadla 𝑀 od spoje 

ramene s vozíkem 𝑃, viz obrázek 22. Pro tento konkrétní model inverzního kyvadla, u nějž je rameno 

tvořeno homogenní válcovou tyčí, je délka 𝑙1 rovna polovině délky ramene 𝐿1. Moment setrvačnosti 𝐽1 

je pro takovéto rameno a osu procházející jeho těžištěm kolmo k délce ramene je 
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1
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𝐿1
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1
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(2𝑙1)

2𝑚1 =
1

3
𝑙1
2𝑚1. (107) 

Koeficient u prvního členu v rovnici (105), který obsahuje moment setrvačnosti 𝐽1, odpovídá momentu 

setrvačnosti ramene kyvadla vůči ose otáčení umístěné ve spoji ramene s vozíkem 𝑃. Jeho hodnota může 

být ověřena na základě Steinerovy věty 

 𝐼 = 𝐽 + 𝑚 ∙ 𝑙2, (108) 

ve které 𝐽 odpovídá momentu setrvačnosti vzhledem k ose otáčení procházející těžištěm tělesa, 𝑚 

hmotnosti daného tělesa a 𝑙 vzdálenost nové osy rotace od těžiště. Dosazením správných parametrů do 

vztahu (108) je možné určit moment setrvačnosti ramene vůči ose procházející bodem 𝑃: 
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Moment setrvačnosti určený pomocí Steinerovy věty je shodný s tím, který byl odvozen v rámci 

pohybových rovnic. 

V rovnici (106) popisující pohyb vozíku je uvažován vstup v podobě síly působící na vozík 

v ose 𝑦. Tento přístup používá převážná většina prací týkajících se řízení inverzního kyvadla, které byly 

prostudovány v rámci rešerše. V reálné situaci je tento přístup obtížně realizovatelný z důvodu nutnosti 

použití aktuátoru síly. Pokud bychom aktuátor v podobě stejnosměrného motoru doplnili o senzor 

proudu a započetli konstantu motoru pro určení momentu z proudu, na základě rozměrů řemenice (v 

případě konstrukce dle obrázku 21) bychom byli schopni určit sílu, jakou aktuátor působí. Od té by ale 

musel být odečten vliv tření vozíku. Zároveň by bylo nutné zajistit, aby v situaci, kdy by byl předepsaný 

nulový vstupní signál, aktuátor nekladl odpor pohybu vozíku. V celé práci je proto použit odlišný 

přístup. Za vstupní veličinu do systému je zvoleno zrychlení vozíku. Pomocí integrování v čase je možné 

jednoduše vypočítat rychlost a polohu vozíku, není zapotřebí využívat složitou pohybovou rovnici. 

Tento přístup je především velmi výhodný pro následnou realizaci řízení na reálném modelu kyvadla, 

daný postup bude popsán v pozdější části této kapitoly. Po zavedení této změny v podobě vstupu do 

systému je pohybová rovnice (106) nahrazena vztahem (111). Pro přehlednost je možné u jednoduchého 

kyvadla vynechat u veličin indexy, jelikož se nyní v pohybových rovnicích každá veličina vyskytuje jen 

jednou. Ve výsledku tedy mají pohybové rovnice popisující uvedený reálný model kyvadla tvar 

 
𝜑′′ −

3

4

𝑔

𝑙
 sin𝜑 + 𝑏𝜑′ =

3

4

1

𝑙
𝑢 cos𝜑, (110) 

 𝑦′′ = 𝑢. (111) 

Původní koeficient tření 𝑐1 byl pro zjednodušení zápisu pohybové rovnice (110) nahrazen 

modifikovaným koeficient 𝑏, který je dán vztahem 

 
𝑏 =

3

4

𝑐1

𝑚1𝑙1
2. (112) 

Rovnice (110) a (111) popisující pohyb inverzního kyvadla jsou diferenciální rovnice druhého řádu. Na 

základě toho bude stav modelu popsán čtyřmi stavovými veličinami 𝑥1 až 𝑥4. Zároveň pohybové rovnice 

obsahují jednu vstupní řídicí veličinu 𝑢. 

𝑥1 (rad) úhel kyvadla 

𝑥2 (rad·s-1) úhlová rychlost kyvadla 

𝑥3 (m) pozice vozíku 

𝑥4 (m·s-1) rychlost vozíku 

𝑢 (m·s-2) zrychlení vozíku 

Stavové rovnice v podobě diferenciálních rovnic prvního řádu vyplývají z pohybových rovnic (110) a 

(111) a mají tvar 

 𝑥1
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(113) 

5.2 Identifikace parametrů inverzního kyvadla 

Stavový popis (113) obsahuje dvě proměnné, které se vztahují k fyzikálním parametrům reálného 

modelu inverzního kyvadla a jsou dány jeho konstrukcí. Jedná se o vzdálenost mezi těžištěm ramene 
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kyvadla a spojením kyvadla s vozíkem 𝑙 (polovina délky ramene kyvadla) a modifikovaný koeficient 

tření v rotačním spoji 𝑏. Třetím parametrem by byl moment setrvačnosti kyvadla, ten byl ale již započten 

při odvozování stavového popisu. První parametr, vzdálenost 𝑙, je určen na základě znalosti délky 

ramene kyvadla. Ta činí 30 cm, tudíž platí 𝑙 = 0,15 𝑚. Situace týkající se koeficientu tření 𝑏 je 

komplikovanější, i v případě uvažování původního koeficientu 𝑐 a nikoliv modifikovaného. Jeho 

hodnota byla určena na základě experimentální identifikace. 

5.2.1 Konstantní koeficient tření 

Základní předpoklad, ze kterého se při identifikaci vycházelo, je, že koeficient 𝑏 je konstantní. Prvním 

krokem experimentální identifikace bylo měření průběhů na reálném modelu inverzního kyvadla. Pro 

tyto účely byla pevně zafixována poloha vozíku, aby se nemohl pohybovat. Díky tomu bylo dosaženo 

shody s odvozeným matematickým modelem pracujícím se vstupem v podobě zrychlení vozíku. Tento 

vstup byl po celou dobu měření díky fixaci nulový. Pokud by poloha vozíku nebyla mechanicky 

udržována na konstantní hodnotě, během měření by se vozík mohl pohybovat, aniž by na něj působil 

aktuátor, případně by podle měření polohy vozíku docházelo ke změnám vstupní veličiny (působení 

aktuátoru) tak, aby se zamezilo pohybu vozíku. Tato kompenzace by však nebyla dokonalá, například 

kvůli rozlišení senzorů použitých na modelu kyvadla. Tím pádem by muselo být určováno také zrychlení 

vozíku a posléze započteno do pohybové rovnice ramene kyvadla. Při fixaci vozíku je možné členy 

obsahující vstup 𝑢 vynechat, jelikož je nulový. Během měření bylo rameno kyvadla ručně vychýleno ze 

spodní ustálené polohy do blízkosti horní nestabilní ustálené polohy, uvolněno, a poté byl měřen proces 

jeho opětovného ustálení, který je dále označován za volný pád kyvadla. Výsledkem měření byly 

průběhy stavových veličin 𝑥1 a 𝑥2, tedy polohy a úhlové rychlosti ramene kyvadla. Tyto trajektorie byly 

zaznamenány s periodou měření 2 ms. Program pro interakci s reálným modelem kyvadla byl vytvořen 

v prostředí REXYGEN Studio a později použit také pro realizaci řízení. Výsledná exekutiva je 

provozována na miniaturním jednodeskovém počítači Raspberry Pi, který je doplněný o 32bitový 

mikrokontrolér ARM pro realizaci pokročilého vstupně výstupního rozhraní. Bližší popis tohoto řídicího 

systému bude uveden v dalších podkapitolách popisujících realizaci řízení, zároveň byl také uveden při 

využití prostředí v rámci publikací [TD1], [TD3], [TD6] nebo [TD9]. Jednou z výhod použitého 

prostředí REXYGEN Studio je možnost vizualizace řídicího systému v reálném čase, zaznamenávání 

průběhů zvolených veličin a následný export nasbíraných dat do souboru typu CSV. 

Druhou fází identifikace byla tvorba programu pro identifikaci parametru 𝑏 na základě 

naměřených průběhů. K tomuto účelu byl použit program Matlab. Samotná identifikace je realizována 

v podobě optimalizace. Jedná se o úlohu nelineárního programování (statickou optimalizaci), do které 

jako proměnná vstupuje pouze koeficient tření 𝑏, jehož hodnota má být určena. V rámci jedné iterace 

této procedury se provádějí následující kroky: 

 Dojde ke zvolení hodnoty koeficientu 𝑏. Tato část je řešena samotnou funkcí pro výpočet 

optimalizace. Pro tento účel byla použita funkce fmincon. 

 Za pomocí numerického modelu (detailní popis bude uveden v další části textu) využívajícího 

čtyřbodovou metodu Runge-Kutta je vypočtena odezva matematického modelu se zvoleným 

koeficientem tření 𝑏 na počáteční podmínky shodné se stavem reálného kyvadla v době jeho 

uvolnění a zahájení volného pádu. Tento krok ve své podstatě odpovídá úloze IVP (initial value 

problem). 

 Zvolený koeficient 𝑏 je ohodnocen na základě odlišnosti vypočtené odezvy matematického 

modelu a naměřených průběhů, přičemž se využívá pouze průběhu úhlu ramene inverzního 

kyvadla 𝑥1: 
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𝐽 = ∑(𝑥1𝑟𝑒𝑎𝑙[𝑖] − 𝑥1𝑚𝑜𝑑𝑒𝑙[𝑖])
2

𝑁

𝑖=0

. (114) 

Tato odchylka, která slouží jako hodnota účelové funkce, je vypočtena jako suma kvadrátu 

rozdílu daných průběhů v každém časovém okamžiku (respektive pro každý z naměřených 𝑁 

vzorků) (114). Celý proces můžeme nazvat metodou nejmenších čtverců. 

Popsané kroky jsou implementovány jako jedna funkce, která slouží pro výpočet hodnoty účelové 

funkce a kterou používá fmincon. Na základě této hodnoty algoritmus pro výpočet optimalizace mění 

hodnotu koeficientu 𝑏 tak, aby bylo nalezeno minimum účelové funkce. Při řešení úlohy nelineárního 

programování je možné zadávat omezující podmínky v různé podobě. Pro určení koeficientu tření byly 

využity pouze meze určující interval hodnot 〈10−4; 1〉, na kterém je koeficient hledán. Funkce fmincon 

vyžaduje také uvedení počátečního odhadu, pro který musí být možné vypočítat hodnotu účelové 

funkce. Jeho hodnota byla zvolena jako maximální možná hodnota koeficientu tření, tedy 1. Při použití 

funkce fmincon není zajištěno nalezení globálního minima, ale pouze minima lokálního. Tím pádem 

může řešení uváznout na výsledku, který zdaleka není správný, chování modelu neodpovídá naměřeným 

průběhům. Z tohoto důvodu byla při identifikaci použita varianta hledání globálního minima 

GlobalSearch, kterou program Matlab nabízí. Pracuje s lokálním řešičem fmincon, který spouští 

opakovaně s různými počátečními body, které se určují na základě prvního hledání lokálního minima. 

 

Obrázek 23 - Průběh naměřených dat a odezvy modelu pro stavovou veličinu x1 

Popsaná procedura pro identifikaci parametru tření z průběhů naměřených na reálném modelu 

inverzního kyvadla byla nejprve otestována na datech vygenerovaných v rámci simulace v prostředí 

Simulink se zvoleným parametrem tření 𝑏. Výsledná identifikovaná hodnota z optimalizační procedury 

byla shodná. Poté byla použita data z reálného experimentu s počátečním stavem 𝒙(0) = [5,8015;  0], 

což téměř odpovídá horní poloze 2𝜋, a 30027 vzorky s periodou měření 2 ms. Délka dat tedy byla 

přibližně 60 sekund. Identifikovaný koeficient tření 𝑏 měl hodnotu 0,0805. Celý proces identifikace byl 

prováděn opakovaně s různými naměřenými průběhy s odlišným počátečním stavem a celkovou délkou. 

Souhrn několika výsledků optimalizačního algoritmu zachycuje následující tabulka. 
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Tabulka 1 - Výsledky optimalizační procedury pro identifikaci koeficientu tření pro různá vstupní data 

Počet vzorků 𝑥1(0)  𝑥2(0) 
Identifikovaný 

koeficient 𝑏 

30027 5,8015 0 0,0805 

6829 0,1902 0 0,0850 

8138 3,4024 -0,1096 0,1183 

2913 5,8015 0 0,0832 

4612 1,8623 0,3068 0,0589 

2186 1,8623 0,3068 0,0529 

3001 4,7001 -1,5340 0,0641 

37760 0,0798 0 0,0882 

Z tabulky s výsledky je patrné, že při použití naměřených průběhů s větší délkou, řádově desítky sekund, 

je výsledná hodnota koeficientu 𝑏 podobná. Pro kratší úseky dat včetně výřezů z delších měření nabývá 

identifikovaný koeficient tření více rozdílných hodnot. Při použití těchto hodnot (0,0529 nebo 0,1183) 

v modelu inverzního kyvadla a porovnání průběhů z příslušného numerického modelu s dlouhými 

průběhy z reálného měření je odchylka modelu daleko větší než při použití koeficientu tření přibližně 

0,08. 

Pro další vyhodnocení naměřených dat byla identifikační procedura rozšířena dvěma způsoby. 

Základní myšlenka obou variant je shodná – z naměřeného průběhu s velkým počtem vzorků bude pro 

optimalizační proceduru vybrán pouze určitý úsek dat, takzvané okno, který se bude měnit. V prvním 

případě bylo použito okno s pevnou délkou 4000 vzorků (odpovídá časové délce 8 s), které se postupně 

posouvalo s krokem 500 vzorků přes celý naměřený interval. Druhá varianta pracovala s oknem o 

proměnné délce, jehož začátek byl shodný s počátkem naměřeného průběhu. Délka okna v první iteraci 

byla 1000 vzorků a v každém kroku se zvětšovala o 100 vzorků. Výsledy pro obě varianty pro dva 

měřené průběhy jsou zachyceny v grafech na obrázcích 24 a 25. 

 

Obrázek 24 - Koeficient b při pevné délce posouvajícího se okna 
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Obrázek 25 - Koeficient b při proměnné délce okna se společným počátkem 

V případě posouvajícího se okna (obrázek 24) je výsledek pro oba použité průběhy měřených dat velmi 

podobný. Hodnota koeficientu 𝑏 se nejprve pohybuje kolem 0,8. Nejprve lehce klesá a přibližně od 

půlky grafu výrazně roste. Při uvažování Stribeckovy křivky pro závislost koeficientu tření na úhlové 

rychlosti kyvadla, která bude popsána v následující podkapitole, je možné odůvodnit charakter průběhů 

z obrázku 24. V první části převažuje v měřených datech pohyb kyvadla oproti fázím, kdy je rameno 

vychýleno s maximální amplitudou a jeho úhlová rychlost je v daném okamžiku nulová. Postupně se 

snižuje jeho maximální úhlová rychlost a proto hodnota koeficientu 𝑏 mírně klesá. V druhé části průběhu 

začínají převládat fáze s nulovou úhlovou rychlostí a její maximální hodnota je také výrazně nižší. Kvůli 

tomu hodnota koeficientu tření roste. 

Počáteční velikost okna pro variantu, kdy dochází k jeho zvětšování, byla zvolena tak, aby 

vybraná data obsahovala alespoň jedno celé zhoupnutí kyvadla (dva průchody spodním ustáleným 

stavem). Kratší průběh se pro identifikaci projevil jako nevhodný. I tak je možné si všimnout rozdílných 

charakterů počátečních částí průběhů koeficientu tření na obrázku 25. Další část obou křivek vykazuje 

velmi podobné vlastnosti, kdy obě klesají s téměř shodným sklonem. Se zvětšujícím se oknem a tedy 

délkou průběhu použitého pro identifikaci přibývá v těchto datech úseků s menší úhlovou rychlostí, 

můžeme říci, že průměrná úhlová rychlost ramene kyvadla postupně klesá. Tím je ovlivněna hodnota 

výsledného koeficientu tření. Fáze pohybu kyvadla s nulovou úhlovou rychlostí v tomto případě 

nepřevládají, na rozdíl od předchozí varianty s posouvaným oknem. Rozdíl v posunutí obou křivek je 

pravděpodobně způsoben časovým odstupem mezi měřeními obou použitých průběhů, kdy mohlo dojít 

ke změně okolních podmínek, které pohyb kyvadla ovlivnily. 

Po celkovém posouzení výsledků a shody modelu s naměřenými daty byla konečná konstantní 

hodnota koeficientu tření 𝑏 zvolena 0,0805. Model inverzního kyvadla s tímto parametrem dosahoval 

nejlepší shody s měřenými průběhy na celém rozsahu měření, tedy při pohybu kyvadla s velkou i malou 

výchylkou ze spodní ustálené polohy, jak je patrné z obrázku 23. 

5.2.2 Proměnný koeficient tření 

Ačkoliv se chování modelu s určeným koeficientem tření 𝑏 výrazně shoduje s naměřenými daty, 

v určitých oblastech při porovnání s dlouhým naměřeným průběhem dochází stále k odlišnostem, viz 

obrázek 23 v úseku 9 až 20 sekund a pak od 30 sekund dále. Jak se ukázalo při identifikaci koeficientu 

tření, jeho hodnota závisela na použitých naměřených datech a vykazovala určité obdobné změny pro 

podobné naměřené průběhy. Z tohoto důvodu bylo přistoupeno k předpokladu, že koeficient tření 

nemusí být konstantní, ale může být proměnný. 

Základem pro další úvahy je Stribeckova křivka (viz obrázek 26). Ta popisuje závislost 

koeficientu tření na rychlosti pohybu například v kuličkových ložiscích s mazáním. Rychlost pohybu 
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může být v grafu nahrazena také kombinací rychlosti, viskozity a tlaku. Křivka má tři základní části. Při 

nízké rychlosti pohybu nabývá koeficient tření vysokých hodnot a mluvíme o takzvaném mezním tření. 

Při zvyšování rychlosti dochází k výraznému poklesu koeficientu tření. Tato oblast je označována jako 

úsek smíšeného tření. Další zvedání rychlosti vede k téměř lineárnímu pozvolnému nárůstu koeficientu 

tření, nacházíme se v oblasti hydrodynamického tření. Pro identifikaci koeficientu tření 𝑏, který 

uvažujeme v rotačním spoji ramene kyvadla a vozíku, bude brána v potaz pouze jeho závislost na úhlové 

rychlosti pohybu ramene. Jednotlivé varianty algoritmu pro identifikaci byly testovány na dvou 

naměřených sadech dat. Jedná se o záznamy měřené na delších časových úsecích, které zachycují pohyb 

kyvadla při pádu ze stavu blízkého horní ustálené poloze až k ustálení ve spodní poloze, případně téměř 

ustálení. Jedná se o stejná data, na kterých byly testovány varianty identifikačního algoritmu pracující 

s oknem pro výběr určitého úseku dat. [39][40] 

 

Obrázek 26 - Stribeckova křivka popisující závislost koeficientu tření na rychlosti 

První varianta pracující s proměnným koeficientem tření je založena na náhradě závislosti koeficientu 

𝑏 na úhlové rychlosti 𝑥2 parabolou, jejíž parametry jsou určovány v rámci optimalizačního algoritmu. 

Ten se od předchozí podoby, kdy se určoval konstantní koeficient tření, liší pouze v počtu proměnných 

vstupujících do optimalizace a určení koeficientu tření 𝑏 v rámci výpočtu odezvy numerického modelu. 

V závislosti na velikosti úhlové rychlosti 𝑥2 v aktuálním časovém okamžiku je pomocí aproximační 

paraboly vypočten pro tento stav koeficient tření. Při jeho určování nezáleží na směru úhlové rychlosti, 

pouze na její velikosti. Záměrem při použití této varianty bylo aproximovat pouze třetí úsek Stribeckovy 

křivky a zanedbat první dva úseky. 

 

Obrázek 27 - Závislost koeficientu b na úhlové rychlosti pro variantu s aproximací parabolou 

Při aplikaci popsané varianty na dvě rozdílné sady dat byly získány odlišné průběhy závislosti 

koeficientu tření na úhlové rychlosti, které jsou na obrázku 27. Zatímco pro první sadu algoritmus 

potlačil první dva úseky Stribeckovy křivky, jak bylo zamýšleno, u druhé sady jde vidět tendence 

aproximovat parabolou tuto křivku celou. Důvodem může být především skutečnost, že druhá sada dat 
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byla měřena až do úplného ustálení kyvadla. V obou případech byl v algoritmu použit pouze lokální 

řešič optimalizace, jelikož použití globálního nemělo téměř vliv na určené koeficienty aproximační 

paraboly. Odpovídající porovnání naměřených průběhů veličiny 𝑥1 pro obě sady dat s průběhy 

získanými z numerického modelu jsou v příloze B.a. 

V druhé variantě byla závislost koeficientu tření na rychlosti rozdělena na několik úseků, na 

kterých byla nahrazena kubickou funkcí. Vektor proměnných vstupujících do optimalizace byl sestaven 

z koeficientů těchto funkcí. Úloha byla v tomto případě doplněna také o omezující podmínky. Zajišťují, 

aby na sebe jednotlivé úseky závislosti navazovaly, rozdíl mezi koncovou a počáteční hodnotou po sobě 

jdoucích úseků musí být nulový, jelikož tyto hodnoty odpovídají stejné velikosti úhlové rychlosti. Také 

derivace aproximačních polynomů v těchto bodech musí být shodná, aby byla výsledná závislost 

hladkou funkcí. Tato varianta výpočtu byla testována opět na dvou sadách dat, nejprve s dělením na 

intervaly o délce 1 rad·s-1 a poté na intervaly o délce 0,2 rad·s-1. Maximální hodnota úhlové rychlosti, 

která se vyskytuje v hledané závislosti, byla zvolena 14 tak, aby byla větší než maximální hodnoty 

velikosti úhlové rychlosti z naměřených průběhů (maximum z absolutní hodnoty veličiny 𝑥2). 

 

Obrázek 28 - Závislost koeficientu b na úhlové rychlosti pro variantu s aproximací kubickými funkcemi na intervalech 

s délkou 1 rad·s-1 

Tvar určených závislostí koeficientu tření na velikosti úhlové rychlosti se podobá Stribeckově křivce. 

Pro velmi nízké hodnoty rychlosti je koeficient tření poměrně vysoký, avšak prudce klesá. Pro vyšší 

rychlosti se pohybuje okolo hodnoty 0,1. Konkrétní parametry charakteristik určených z obou 

naměřených průběhů pro interval úhlové rychlosti 1,3 až 13,3 rad·s-1 jsou uvedeny v tabulce 2. Tento 

interval rychlosti byl zvolen tak, aby parametry nebyly ovlivněny počátečním úsekem u obou 

charakteristik ani koncovým úsekem u první charakteristiky. Na něm je viditelný prudký pokles 

koeficientu tření. Pravděpodobně je způsoben skutečností, že maximální velikost úhlové rychlosti 

v první sadě dat byla 13,4114 rad·s-1 a tudíž pro vyšší rychlost nebyla k dispozici žádná data, podle 

kterých by se závislost určovala. U druhé sady dat je toto maximum 13,8058 rad·s-1. 

Tabulka 2 - Parametry závislosti koeficientu tření na úhlové rychlosti pro interval 1,3 až 13,3 rad·s-1 s intervaly o délce 

1 rad·s-1 

Sada dat 
Minimální 

hodnota b 

Maximální 

hodnota b 

Průměrná 

hodnota b 

1 -0.2696 0.5037 0.0752 

2 -0.0243 0.3285 0.0931 
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Obrázek 29 - Závislost koeficientu b na úhlové rychlosti pro variantu s aproximací kubickými funkcemi na intervalech s 

délkou 0,2 rad·s-1 

Při využití kratších intervalů se výsledné závislosti koeficientu tření na úhlové rychlosti opět blíží svým 

tvarem Stribeckově křivce. Větší počet intervalů způsobil četnější kmitání závislostí okolo přímkové 

aproximace, nicméně jejich vzdálenost od této pomyslné přímky se snížila. To dokládají parametry 

uvedené v tabulce 3. 

Tabulka 3 - Parametry závislosti koeficientu tření na úhlové rychlosti pro interval 1,2 až 13,2 rad·s-1 s intervaly o délce 

0,2 rad·s-1 

Sada dat 
Minimální 

hodnota b 

Maximální 

hodnota b 

Průměrná 

hodnota b 

1 -0,0756 0,2697 0,0750 

2 -0,1170 0,3236 0,0919 

Při porovnání parametrů v obou tabulkách je patrné, že pro stejnou sadu dat je průměrná hodnota 

koeficientu tření b na intervale, který odpovídá třetí části Stribeckovy křivky, téměř stejná. V horším 

případě (u druhé sady) je odchylka těchto hodnot přibližně 1,3 %. U obou variant výpočtu, tedy pro delší 

i kratší intervaly, byl použit globální řešič optimalizační úlohy, jelikož lokální nenalezl požadovanou 

závislost. Parametry kubických polynomů, které vstupovaly do optimalizace, byly omezeny na rozsah 

hodnot -10 až 10. Grafy porovnávající průběh naměřených veličiny 𝑥1 a s průběhem získaným 

z numerického modelu pro obě varianty i obě sady dat jsou v příloze B.b a B.c. 

Třetí varianta algoritmu pro identifikaci proměnného koeficientu tření vychází z předchozí. Na 

základě jejich výsledků proběhly určité změny. V oblasti třetího úseku Stribeckovy křivky byly 

závislosti koeficientu tření na úhlové rychlosti výrazně zvlněné. Z tohoto důvodu byl úsek do rychlosti 

1,6 rad·s-1 rozdělen na více intervalů a zbývající úsek tvořil pouze jeden interval, na kterém je 

charakteristika aproximována pouze jedním kubickým polynomem. Díky tomu bylo odstraněno zvlnění 

v této oblasti. Tato varianta byla testována s rozdělením prvního úseku (do 1,6 rad·s-1) na 4 intervaly. 
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Obrázek 30 - Závislost koeficientu b na úhlové rychlosti pro variantu s aproximací kubickými funkcemi na 5 nepravidelných 

intervalech 

Ve třetí části získaných závislostí začínají mít s rostoucí úhlovou rychlostí obě křivky stejný tvar, pouze 

jsou posunuty o konstantní hodnotu. Pro obdržení relevantního výsledku byl opět použit globální řešič. 

Počáteční odhad parametrů kubických polynomů byl tentokrát zvolen tak, aby celá charakteristika 

tvořila konstantní závislost s hodnotou 0,08, respektive 0,088 v závislosti na použité sadě dat. Tyto 

hodnoty vycházely z konstantních koeficientů tření b identifikovaných pro každou sadu. Omezení 

parametrů polynomů bylo shodné jako u předchozí varianty, pouze parametry posledního polynomu 

byly omezeny výrazněji, a to na interval 0 až 1. K tomuto omezení bylo přistoupeno kvůli zavedení 

explicitní znalosti tvaru požadované charakteristiky a zmenšení oblasti hledání řešení. Výsledné 

porovnání naměřených průběhů a odezvy z numerického modelu pro obě určené závislosti koeficientu 

tření na úhlové rychlosti jsou v příloze B.d. 

Předchozí varianty se svým charakterem podobaly metodě přímé kolokace pro řešení úlohy 

hledání optimálního řízení – určitý průběh byl rozdělen na jednotlivé intervaly, které jsou následně 

aproximovány polynomem, a v omezujících podmínkách se zajišťuje jejich návaznost. Čtvrtá varianta 

byla založena na podobnosti s metodou přímé transkripce. Závislost koeficientu tření na úhlové rychlosti 

byla nahrazena pouze diskrétními body s pevnými rozestupy na ose úhlové rychlosti, jejichž hodnoty 

tvořily vektor vstupující do optimalizace. Na intervalech mezi diskrétními hodnotami je koeficient tření 

určen na základě lineární interpolace. Tato varianta neobsahuje žádné omezující podmínky. 

 

Obrázek 31 - Závislost koeficientu b na úhlové rychlosti pro variantu s náhradou diskrétními hodnotami 

Určené závislosti koeficientu tření na úhlové rychlosti opět tvarem připomínají Stribeckovu křivku, 

avšak v jejím třetím úseku není jejich průběh zdaleka hladký. Použitý způsob výpočtu vedl k velmi 

proměnnému tvaru, který obsahuje řadu píků. Jelikož není tento tvar omezován podmínkami na hladkost 
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charakteristiky, je shoda odezvy numerického modelu s naměřenými daty velmi vysoká, viz příloha B.e. 

U závislosti získané z první sady dat je možné opět pozorovat prudký nárůst u nejvyšší úhlové rychlosti, 

který je pravděpodobně opět způsoben nepřítomností takto vysokých měřených hodnot v datech. Tato 

varianta výpočtu využívá globální řešič. Jednotlivé diskrétní hodnoty byly omezeny na rozsah 0 až 10. 

Poslední varianta algoritmu spojuje určité vlastnosti z těch předchozích. Hledaná závislost 

koeficientu tření na úhlové rychlosti je aproximována několika přímkovými úseky. Pro malé hodnoty 

úhlové rychlosti je použito několik krátkých úseků, aby mohlo být dosaženo tvaru Stribeckovy křivky, 

pro vyšší úhlové rychlosti je použit jeden úsek. Vektor hodnot vstupujících do optimalizace je tvořen 

hodnotami v bodech zlomu mezi přímkovými úseky. Není tedy zapotřebí řešit jejich návaznost. Zároveň 

také obsahuje hodnoty úhlové rychlosti, při kterých dochází k těmto zlomům. Délky jednotlivých úseků 

tedy nejsou pevně stanovené. Celou situaci zobrazuje nákres na obrázku 32, vektor hodnot vstupujících 

do optimalizace je popsán vztahem 

 𝒛 = [𝑏1, 𝑏2, 𝑏3, 𝑏4, 𝜔2, ∆𝜔3]. (115) 

 

Obrázek 32 - Obecné znázornění tvaru hledané charakteristiky složené z přímkových úseků 

Maximální hodnota úhlové rychlosti, která je na grafu zobrazeném na obrázku 32 označena 𝜔𝑚𝑎𝑥, byla 

určena pro různé sady naměřených dat samostatně jako nejvyšší hodnota úhlové rychlosti zaokrouhlená 

nahoru na desetiny rad·s-1. Na základě výsledků z předchozích variant byly navíc omezeny intervaly 

hodnot, na kterých jsou hledány jednotlivé diskrétní body zlomu, viz následující vztahy: 

 𝑙𝑖𝑚𝑖𝑡ℎ𝑜𝑟𝑛𝑖 = [80 80 0,15 0,15 1,5 1,5], 

𝑙𝑖𝑚𝑖𝑡𝑠𝑝𝑜𝑑𝑛𝑖 = [0 0 0 0 0,01 0,0001]. 
(116) 

 

Obrázek 33 - Závislost koeficientu b na úhlové rychlosti pro variantu s aproximací čtyřmi přímkovými úseky 

Získané závislosti tvarem odpovídají Stribeckově křivce, nicméně to bylo zajištěno již předem volbou 

limitů. Hodnoty koeficientu tření na úsecích v okolí nulové úhlové rychlosti dosahují velmi vysokých 
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hodnot, jejichž dosažení bylo umožněno volbou vysokého horního limitu. Poslední úsek se již pohybuje 

v okolí předpokládané hodnoty 0,08 až 0,09. Opět je patrné, že charakteristika pro druhou sadu 

naměřených dat dosahuje lehce vyšších hodnot koeficientu tření. Pro řešení optimalizace byl použit 

lokální řešič. Zavedená omezení způsobila, že je jeho použití dostačující. Při testování této varianty 

s globálním řešičem bylo dosaženo shodných výsledků. Průběhy stavových veličin získané 

z numerického modelu dosahovaly velké shody s naměřenými průběhy, viz příloha B.f. 

V rámci uvažování proměnného koeficientu tření 𝑏 bylo vyzkoušeno několik variant 

optimalizačního algoritmu pro identifikaci jeho konkrétní závislosti na velikosti úhlové rychlosti, se 

kterou se rameno inverzního kyvadla pohybuje oproti vozíku. Základem pro tvorbu těchto variant byla 

Stribeckova křivka, která obecně popisuje tuto závislost u různých těles, například u ložisek, která jsou 

mazána. Jednotlivé varianty tvar této křivky kopírovaly, avšak některé byly zatíženy kmitáním 

charakteristiky nebo přítomností velkého množství skoků okolo předpokládaného tvaru. Oproti případu, 

kdy byl uvažován konstantní koeficient tření, bylo dosaženo ještě větší shody průběhů stavových veličin 

z numerického modelu a průběhů naměřených na reálném modelu inverzního kyvadla. Pro další 

zpřesnění určení hledané závislosti by bylo pravděpodobně zapotřebí měřit průběhy na reálném modelu 

s vyšším rozlišením, v aktuální podobě je model osazen inkrementálními enkodéry s rozlišením 4096 

pulzů na jednu otočku. Celá část pracující s proměnným koeficientem tření byla tvořena především pro 

ověření, zda tento předpoklad vede na lepší shodu modelu, což bylo potvrzeno. Shoda při použití 

konstantního koeficientu je však sama o sobě velká, především u časově krátkých dějů. Výpočty řízení 

budou mít délku řádově sekundy, proto bude dále v práci používán konstantní koeficient tření, aby nebyl 

matematický model zbytečně komplikovaný. Navíc tím bude zajištěna jeho vyšší přehlednost. 

5.3 Numerický model inverzního kyvadla 

Diskrétní model systému inverzního kyvadla využívající určitou numerickou metodu byl vytvářen kvůli 

dvěma základním účelům, pro použití během návrhu řízení a stavových trajektorií a pro nasazení v rámci 

simulací. K návrhu řízení byl používán program Matlab, v němž byl také diskrétní model realizován. 

Tyto výpočty byly prováděny offline, tedy dříve, než byly nasazeny na reálný systém, proto zde nehrála 

příliš roli časová náročnost vyhodnocování modelu. Důležitým parametrem byla přesnost aproximace 

chování spojitého modelu, potažmo reálného systému. Délka navrhovaného řízení se pohybovala 

v rámci sekund, což také ovlivňuje požadavky na shodu se spojitým modelem, jelikož k odchylkám 

často dochází až při použití numerického modelu v delším čase kvůli kumulaci chyb. Kromě návrhu 

řízení, konkrétně pomocí přímých metod, byl model použit v programu Matlab také při identifikaci 

koeficientu tření, který byl popsán v předchozí podkapitole. 

Primárním účelem pro použití simulací bylo ověření funkčnosti navrženého řízení a to jak 

dopředné části, tak zpětnovazebního regulátoru. Byla tak verifikována funkčnost celé řídicí struktury. 

Takovéto ověření je možné provádět prvně v offline simulaci, nicméně dalším vhodným krokem je 

přesun k simulacím v reálném čase. Pro jejich tvorbu byl použit program REXYGEN Studio, ve kterém 

bylo později implementováno také samotné řízení použité na reálném modelu inverzního kyvadla. 

Vývojové prostředí REXYGEN Studio od společnosti REX Controls je zaměřené na vytváření real-time 

systémů a jejich nasazení na samostatné HW platformy. Jedná se o grafické prostředí, které je podobné 

Simulinku. V rámci tohoto prostředí byly vytvořeny real-time simulace typu SIL a poté také PIL. 

V jejich případě je podstatná nejen přesnost aproximace chování spojitého modelu, ale také časová 

náročnost vyhodnocování numerického modelu. Délka výpočtu stavu systému v novém čase musí být 

minimálně kratší než perioda, se kterou je výpočet spouštěn. Celá problematika s porovnáním přesnosti 

modelů založených na různých numerických metodách byla publikována v článku [TD9]. 
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Implementace může být v obou prostředích velmi podobná, pouze s rozdíly danými syntaxí 

použitého programovacího jazyka. V rámci jedné funkce je zachycena dynamika systému v podobě 

stavových rovnic. Vstupem do této funkce jsou hodnoty stavových veličin 𝒙 a řídicí veličiny 𝑢, 

výstupem hodnoty stavových rovnic 𝒙’. Tato funkce je dále použita v diskrétních modelech 

využívajících Eulerovu metodu i čtyřbodovou metodu Runge-Kutta. 

function [f] = derivs(x, u) 

b=0.0805; 

l=0.15; 

g=9.81; 

 

dx1 = x(2); 

dx2 = 3/4*g/l*sin(x(1)) + 3/4*1/l*u*cos(x(1)) - b*x(2); 

dx3 = x(4); 

dx4 = u; 

 

f = [dx1;dx2;dx3;dx4]; 

end 

Varianta založená na Eulerově metodě volá uvedenou funkci pro výpočet hodnot stavových veličin 

v novém čase (následujícím časovém okamžiku) pouze jednou. Hodnoty stavových rovnic pro aktuální 

stav určují směrnice jednotlivých stavových veličin v tomto čase. Na základě velikosti periody, se kterou 

je model vyhodnocován, aktuálního stavu a určených směrnic se vypočte hodnota stavů systému 

v následujícím čase. 

k = derivs(x_last, u_last); 

x_new = x_last + k*T; 

Při vyhodnocování modelu využívajícího metodu Runge-Kutta je v každé iteraci volána funkce pro 

výpočet hodnot stavových rovnic čtyřikrát. To je dáno skutečností, že se jedná o čtyřbodovou metodu. 

Hodnota stavů systému v následujícím časovém okamžiku je poté vypočtena na základě váženého 

průměru směrnic stavových veličin určených ve čtyřech bodech, které jsou definovány použitou 

numerickou metodou. 

k1 = derivs(x_last, u_last)'; 

k2 = derivs(x_last + T*k1/2, u_mid)'; 

k3 = derivs(x_last + T*k2/2, u_mid)'; 

k4 = derivs(x_last + T*k3, u_new)'; 

x_new = x_last + T/6*(k1 + 2*k2 + 2*k3 + k4); 

U tohoto numerického modelu se v jednotlivých krocích výpočtu používají hodnoty řízení pro daný čas, 

tedy pro čas 𝑡, ze kterého se vychází, pro nový časový okamžik 𝑡 + 𝑇, v němž mají být určeny hodnoty 

stavů, a pro čas 𝑡 + 𝑇/2 v polovině periody, se kterou je model vyhodnocován. Pokud je numerický 

model použit při návrhu řízení přímými metodami, kde se využívá pro ověření souladu zvolených 

stavových trajektorií a řízení se systémem, jsou všechny vzorky řízení k dispozici a hodnota v polovině 

periody se určí z lineární interpolace, tedy jako průměr dvou po sobě jdoucích hodnot. V případě 

simulací v reálném čase je zapotřebí uvažoval, že vyhodnocení numerického modelu začíná přivedením 

nové hodnoty řídicího signálu 𝑢(𝑡 + 𝑇) do modelu, a pro daný čas se určuje hodnota stavů. Výpočet 

poté probíhá shodně s popsaným postupem, jelikož je možné určit všechny tři potřebné hodnoty řídicího 

signálu. V některých případech je možné se setkat s implementací, která uvažuje na vstupu modelu 

řízení 𝑢(𝑇). Poté se ve výpočtu všechny tři hodnoty řízení shodují, jelikož není možné určit hodnoty 

z budoucnosti. 



74 

Na základě experimentů byla v prostředí REXYGEN Studio použita odlišná implementace. 

Namísto volání funkce obsahující dynamiku systému jsou všechny kroky výpočtu rozepsány. Tento 

přístup vede především v případě modelu používajícího metodu Runge-Kutta na nutnost využít větší 

počet proměnných, avšak výrazně v daném prostředí snižuje časovou náročnost vyhodnocení modelů. 

Při použití numerických modelů ve spojení s řídicí strukturou se dvěma stupni volnosti, která 

má uzavřenou zpětnovazební část, kompenzuje regulátor odchylky modelu od navržených trajektorií. 

Tím pádem i nepřesný model vykazuje správné výsledky, jelikož chyby, které by se kumulovaly v čase, 

jsou hned při vzniku potlačeny (viz příloha C). Z tohoto důvodu byla pro verifikaci numerických modelů 

použita jejich simulace v otevřené smyčce. Konkrétně se jedná o neřízený sešvih kyvadla z blízkého 

okolí horního ustáleného stavu a následné tlumené kývání. Porovnávání modelů využívajících jiné 

numerické metody a posouzení jejich vlastností bylo prováděno v prostředí REXYGEN Studio. 

Jednotlivé modely byly připraveny pro možnost použití v real-time simulacích a byla posuzována také 

časová náročnost jejich vyhodnocení při dané implementaci. Celý program byl provozován s periodou 

2 ms, se kterou je spouštěno i řízení reálného modelu inverzního kyvadla. Referenční trajektorie, se 

kterými byly porovnávány výstupy modelů, byly vygenerování v prostředí Simulink. Model inverzního 

kyvadla byl v tomto prostředí vytvořen z grafických bloků a provozován s použitím řešiče založeného 

na metodě Dormand-Prince (ODE45) s variabilní délkou kroku simulace. Jeho maximální velikost byla 

omezena na 10 µs, absolutní a relativní přesnost byla zvolena 10−6. Tímto nastavením bylo dosaženo 

vysoké přesnosti daného modelu a v zásadě shody se spojitým modelem. 

Prostředí REXYGEN Studio umožňuje obdobně jako Simulink tvorbu modelů systému 

z grafických bloků, pomocí kterých jsou sestaveny stavové rovnice. Daný model je poté vyhodnocován 

na základě metody, kterou používá samotné prostředí. Pro účely porovnání byl vytvořen model 

inverzního kyvadla vytvořen také v grafické podobě, u které se posuzovala pouze shoda průběhů, jelikož 

časová náročnost by mohla být jen přibližně odhadována. 

 

Obrázek 34 - Model inverzního kyvadla sestavený v grafickém prostředí 

Při použití Eulerovy metody k modelování silně nelineárních systémů dochází ke vzniku výrazných 

odchylek od spojitého modelu (viz níže v porovnání průběhů). Jednou možností, jak model založený na 

této metodě zpřesnit, je zmenšení periody vzorkování, obecně tedy snížení periody řídicího systému. To 

je ale na reálném HW limitováno jeho výkonem a omezeními danými použitým vývojovým prostředím. 
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Tato skutečnost byla ale obejita úpravou výpočtu, jelikož požadujeme pouze zpřesnění modelu se 

stejnou periodou spouštění simulace. Ve výpočtu tedy dojde ke snížení časového intervalu 

reprezentovaného proměnnou 𝑇 oproti periodě, se kterou je provozována simulace (tento údaj označme 

𝑇𝑠) přes škálovací koeficient 𝑇 = 𝑇𝑠/𝑠𝑐𝑎𝑙𝑒. Počet opakování výpočtu stavových veličin odpovídá 

hodnotě škálovacího koeficientu. Jednotlivé kroky výpočtu nemusejí být prováděny v daném čase, který 

reprezentují. Výpočet probíhá tak rychle, jak umožňuje použitý hardware. Na výstup modelu je zapsána 

až závěrečná hodnota, která ale odpovídá použití daleko menšího časového intervalu ve výpočtu. U 

tohoto modelu je ale zapotřebí vyřešit komplikaci týkající se řídicího signálu. Hodnoty stavů nejsou 

závislé pouze na časovém intervale 𝑇 a svých předchozích hodnotách, které se získávají v předchozím 

cyklu výpočtu, ale také na hodnotě řídicího signálu ze stejného času jako hodnoty stavů, které se dosazují 

do rovnic. Blok realizující model systému tedy dostává na vstupu hodnoty řídicího signálu v násobcích 

periody simulace 𝑇𝑠, nicméně ve výpočtu jej potřebujeme s periodou výpočtu 𝑇. Toho dosáhneme 

proložením dvou po sobě jdoucích hodnot řídicího signálu lineární funkcí. Časový interval mezi nimi 

(odpovídá periodě 𝑇𝑠) rozdělíme podle parametru „scale“ na příslušný počet úseků a pro každý je možné 

získat hodnotu řídicího signálu z použité lineární funkce. 

 

Obrázek 35 - Znázornění určování hodnoty řízení uvnitř periody simulace 

V kódu je situace konkrétně řešena výpočtem změny řídicí veličiny v jednom mezikroku a následně se 

v každém kroku cyklického výpočtu řídicí signál inkrementuje o tuto změnu. 

u_d = (u - u_last) / samples; 

ui = u_last + u_d*i; 

Pro účely porovnání jednotlivých variant byl vygenerován referenční průběh neřízeného sešvihu 

s délkou 20 s začínajícího vychýlením ramene kyvadla o úhel 0,01 rad. Ostatní veličiny byly na počátku 

nulové. Po vygenerování proběhlo také převzorkování dat na periodu 2 ms, která je použita v rámci 

real-time simulací. Pro tento účel byla použita v prostředí Matlab funkce interp1 s prokládáním dat 

spline křivkou složenou z kubických polynomů. Řízení je po celou dobu sešvihu nulové. K posouzení 

přesnosti jednotlivých modelů byl porovnáván průběh úhlu ramene kyvadla s referencí. Velikost 

odchýlení byla ohodnocena na základě diskrétní podoby integračního kritéria ISE: 

 

𝐽 = ∑[𝑥1(𝑛 ∙ 𝑇) − 𝑥1𝑅𝐸𝐹(𝑛 ∙ 𝑇)]2 ∙ 𝑇

𝑁

𝑛=0

. (117) 

Hodnota 𝑁 byla určena tak, aby bylo kritérium vypočteno na celé délce referenčního průběhu (20 s) 

s periodou 𝑇 rovnou 2 ms. Těmto podmínkám odpovídá 𝑁 rovno 10000. Výsledné hodnoty sumačního 

kritéria jsou uvedeny v tabulce 4 spolu s časovou náročností modelů realizovaných v kódu. Pro úplnost 

je vhodné poznamenat, že uživatelský kód zapsaný v prostředí REXYGEN Studio je interpretovaný. 

Pokud by byl kompilovaný, je možné předpokládat, že by časová náročnost byla výrazně nižší. 
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Tabulka 4 - Porovnání přesnosti a časové náročnosti jednotlivých modelů 

Model (metoda) Sumační kritérium Časová náročnost (µs) 

Grafický model 73,1221 - 

Euler 73,1405 10,616 

Euler100 (scale=100) 0,0772 857,845 

RK4 1,668e-12 40,296 

 

Obrázek 36 - Porovnání odezvy jednotlivých numerických modelů při volném pádu oproti referenci na delším časovém úseku 

(vlevo) a v detailu (vpravo) 

Z určených výsledků je patrné, že grafický model (především integrační bloky) je v prostředí 

REXYGEN Studio pravděpodobně vyhodnocován Eulerovou metodou, jelikož příslušné hodnoty 

sumačního kritéria jsou téměř totožné. Při využití modelu založeném na Eulerově metodě, který pracuje 

s převzorkováním, je jasně viditelné dosažení záměru zvýšit přesnost modelu. Tomu sice odpovídá 

rovněž zvýšená časová náročnost vyhodnocení modelu, avšak navýšení je nižší než čistě součin časové 

náročnosti základního modelu s Eulerovou metodou a koeficientu převzorkování. V otázce přesnosti 

byly nejlepší vlastnosti pozorovány u modelu využívajícího čtyřbodovou numerickou metodu 

Runge-Kutta, což bylo předpokládáno. Hodnota sumačního kritéria je však o několik řádů nižší než u 

ostatních metod. Zajímavé také je, že zatímco v případě třetího modelu (Eulerova metoda s 

převzorkováním) roste sumační kritérium v čase exponenciálně, u modelu s metodou RK4 roste pouze 

lineárně. V otázce časové náročnosti je vyhodnocení tohoto modelu přibližně čtyřikrát delší než u 

modelu s Eulerovou metodou, což odpovídá počtu kroků nutných k vyhodnocení modelu v rámci jedné 

periody. Stále je však čas 40 µs v porovnání s periodou vyhodnocování modelů 2 ms velmi krátký. 

Model založený na metodě Runge-Kutta byl na základě výsledků porovnání všech modelů vybrán jako 

nejvhodnější pro další použití v rámci simulací. 

5.4 Rešerše v oblasti metod pro řízení inverzního kyvadla 

Popularita modelu inverzního kyvadla má za následek vznik řady publikací s touto tématikou. Díky 

tomu je možné se seznámit s různými způsoby řízení a stabilizace kyvadla. Ty nejčastější budou dále 

uvedeny. Pro přehlednost jsou odděleny metody pro stabilizaci inverzního kyvadla ve vzpřímené poloze 

a způsoby řízení výšvihu. 

5.4.1 Stabilizace inverzního kyvadla 

Tato problematika bývá často řešena jako prvotní samostatná úloha, jelikož je jednodušší, než řešení 

celého přechodu ze spodního ustáleného stavu do inverzní polohy. Tento proces bývá při testování na 

reálném modelu prováděn manuálně lidskou obsluhou. Výhoda spočívá především v možnosti 
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linearizovat systém v pracovním bodě, kdy je kyvadlo v nestabilním ustáleném stavu a nepohybuje se. 

Díky tomu je možné použít pro stabilizaci běžné metody pro řízení lineárních systémů. 

PID regulátor 

Jedná se o základní přístup používaný ke stabilizaci inverzního kyvadla. Řídicí systém má podobu 

klasického zpětnovazebního regulačního obvodu, viz obrázek 37. Regulovanou hodnotou je v tomto 

případě úhel kyvadla, respektive odchylka kyvadla od vzpřímené polohy. Požadovaná hodnota je 

konstantní a je rovna nule (při volbě souřadného systému podle obrázku 22), jelikož má být inverzní 

kyvadlo stabilizováno ve vzpřímené pozici. 

 

Obrázek 37 - Základní blokový diagram zpětnovazebního regulačního obvodu 

Z dříve uvedeného popisu inverzního kyvadla může být z rovnic (113) pro stavové veličiny 𝑥1
′  a 𝑥2

′  

sestavena přenosová funkce 𝐺 pro zpětnovazební regulační obvod. Prvním krokem je provést výpočet 

linearizovaného stavového modelu ve vzpřímené poloze. Ta je dána pracovním bodem 

 𝑥0 = [
0
0
] , 𝑢0 = 0. (118) 

Stavové rovnice pro veličiny 𝑥1
′  a 𝑥2

′  mohou být označeny funkcemi 𝑓1(𝑥, 𝑢) a 𝑓2(𝑥, 𝑢), které jsou 

využiti při linearizaci popisu: 

 𝑥′ = 𝐴𝑥 + 𝐵𝑢, 

𝐴 = ||

𝜕𝑓1
𝑥1

(𝑥0, 𝑢0)
𝜕𝑓1
𝑥2

(𝑥0, 𝑢0)

𝜕𝑓2
𝑥1

(𝑥0, 𝑢0)
𝜕𝑓2
𝑥2

(𝑥0, 𝑢0)
|| = |

0 1
3𝑔

4𝑙
−𝑏

|, 

𝐵 = |

𝜕𝑓1
𝑢

(𝑥0, 𝑢0)

𝜕𝑓2
𝑢

(𝑥0, 𝑢0)

| = |
0
3

4𝑙

|. 

(119) 

Z takto linearizovaného popisu je následně sestavena diferenciální rovnice popisující vztah mezi vstupní 

veličinou u a výstupním úhlem kyvadla 𝑥1: 

 
𝑥1

′′ − 𝑥1
′ (

3𝑔

4𝑙
− 𝑏) =

3

4𝑙
𝑢. (120) 

Následně se provádí převod Laplaceovou transformací a úpravami se získá přenos systému: 

 

𝐺(𝑠) =

3
4𝑙

𝑠2 − 𝑠 (
3𝑔
4𝑙

− 𝑏) 
. (121) 

Z přenosu systému vyplývá, že se jedná o systém s astatismem prvního řádu. Pro regulaci je tedy 

dostačující použití PD regulátoru. Vezme-li se v potaz, jakým způsobem regulátor pracuje, je možné 

dojít k závěru, že zpracovává jak odchylku úhlu kyvadla, tak i jeho úhlovou rychlost. 

Pro použití na reálném modelu je zapotřebí regulovat také polohu vozíku, kterou je nutné 

udržovat v nulové pozici, jelikož reálný model má omezený manipulační prostor. V tomto případě 

nemusí být přistoupeno k linearizaci, je možné vyjít přímo ze stavových rovnic pro veličiny 𝑥3
′  a 𝑥4

′ . 

Jejich spojením lze získat diferenciální rovnici, která bude popisovat regulovaný systém: 
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 𝑥3
′′ = 𝑢. (122) 

Po převodu Laplaceovou transformací do operátorové oblasti se získá přenos tohoto systému: 

 
𝐺(𝑠) =

1

𝑠2 
. (123) 

Jedná se o astatickou soustavu s astatismem druhého řádu. Opět platí, že bude dostačující použití PD 

regulátoru. Výsledné zapojení celé regulační struktury by bylo následující. 

 

Obrázek 38 - Struktura řídicího systému pro stabilizaci inverzního kyvadla se dvěma PD regulátory 

Regulační obvod pracující s polohou vozíku je zapojený v reverzibilním módu (pracoval-li by 

samostatně, vychýlení z nulové polohy by zvětšoval) z důvodů fázové neminimálnosti systému. 

Tato problematika je popsána v řadě příspěvků, ze starších například [41], [42]. Objevuje se ale 

i v novějších popisujících různé modifikace, například [43], [44], [45], [46] nebo [47]. 

Fuzzy regulátor 

Zapojení popsané v předchozí části lze obdobně použít i při využití dvou fuzzy regulátorů obdobných 

typu PD. Tyto regulátory vyžadují přivést na vstup nejen používanou regulační odchylku, ale i její 

derivaci, která se u konvenčního PD regulátoru vytváří uvnitř tohoto bloku. Výstupy obou bloků se 

budou opět sčítat (respektive odčítat v závislosti na realizaci regulátorů). Při návrhu je možné fuzzy 

regulátory a především univerza jednotlivých proměnných přizpůsobit dané aplikaci, nebo využít 

normovanou podobu fuzzy regulátoru obdobného typu PD a rozsahy veličin na vstupu i výstupu 

přizpůsobit přidáním zesílení pro změnu měřítka. Celý návrh pak spočívá ve vhodné volbě těchto 

zesílení. Zapojení řídicí části je zobrazeno na následujícím obrázku. V literatuře je možné se s tímto 

přístupem setkat například v [48], [49] nebo [50]. Vlastní návrh, implementace a rozbor 

problematických částí návrhu včetně porovnání s jinými metodami byly publikovány v [TD13]. 

 

Obrázek 39 - Uspořádání řídicí části složené ze dvou fuzzy regulačních členů v normovaném tvaru 

LQR regulátor 

Stabilizace inverzního kyvadla v inverzní poloze může být řešena i pomocí metod spadajících do 

moderní teorie řízení. Velmi často se k tomuto účelu využívá LQR regulátor, jak je možné vidět v [42], 

[46] nebo [47]. Při návrhu se využívá stavový popis inverzního kyvadla linearizovaný v horním 
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nestabilním ustáleném stavu. Regulátor je konstantní tvořený čtyřmi zesíleními a zpětná vazba je vedená 

od všech čtyř stavových veličin modelu. Problematika stabilizace v jednom bodě a tedy návrh 

příslušného řízení odpovídá výpočtu LQR na nekonečném horizontu. Zavádí se účelová funkce (76), 

kterou je nutné minimalizovat. Kromě vektoru stavů 𝒙 a řídicího signálu 𝑢, případně obecně vektoru 

řídicích signálů, se v uvedeném integrálu vyskytují matice 𝑸 a 𝑹. Jedná se o váhové matice, kterými se 

upravuje důležitost jednotlivých veličin. Minimalizaci tohoto kritéria je možné provést výpočtem 

algebraické Riccatiho rovnice (77). Stavová zpětná vazba (78) je dána konstantním regulátorem 𝑲, jehož 

hodnoty lze určit vztahem (79) na základě výsledku řešení uvedené algebraické Riccatiho rovnice. 

Pokud je k dispozici stavový popis lineárního systému (respektive popis soustavy linearizované 

v pracovním bodě), který má být řízen, je návrh a samotný výpočet LQR regulátoru poměrně 

jednoduchý. V řadě programů pro realizaci výpočtů týkajících se problematiky řízení je řešení 

algebraické Riccatiho rovnice implementováno v podobě připravené funkce. Problematickou částí je 

volba váhových matic 𝑸 a 𝑹, kterou obvykle provádí expert na základě zkušeností a poznatků ze 

simulací. Při návrhu se přistupuje k použití diagonálních váhových matic, kdy jednotlivé hodnoty určují 

váhu pouze jedné stavové veličiny nebo řídicího signálu. Změnou těchto hodnot udáváme, která veličina 

má u daného řízeného systému větší důležitost. Zároveň slouží pro postihnutí rozdílu způsobeného 

použitím různých fyzikálních jednotek u jednotlivých stavových veličin (rozdíl v důležitosti odchylky 

ramene 0,1 rad a odchylky vozíku 0,1 m). Volba váhových matic může být provedena také na základě 

optimalizačního výpočtu, jak bylo popsáno například v [TD8] a [TD14]. 

Neuronová síť 

Jednou z dalších technik spadajících mezi nekonvenční metody řízení je využití neuronové sítě (viz 

[51]) pro stabilizaci inverzního kyvadla. Tento přístup je výpočetně poměrně náročný, což je také jeden 

z důvodů, proč je rozvíjen nejkratší dobu. Umožňuje pracovat se všemi stavovými veličinami, které 

slouží k vybuzení neuronů ve vstupní vrstvě neuronové sítě. Jednotlivá řešení se mohou lišit nejen 

počtem vrstev použité neuronové sítě, ale i použitou aktivační funkcí neuronů nebo celou strukturou 

sítě. Společným úkolem však je naučit danou neuronovou síť pomocí trénovací množiny do stavu, kdy 

bude schopna udržet kyvadlo ve vzpřímené poloze a reagovat na jeho vychýlení obdobně reakci člověka 

v této situaci. 

5.4.2 Výšvih inverzního kyvadla 

Tato problematika je oproti stabilizaci náročnější, jelikož je zapotřebí pracovat s nelineárním modelem 

a najít přípustné řízení, které zajistí přechod systému mezi dvěma definovanými stavy. 

Řídicí člen pro rozhoupávání 

Základní možností, jak výšvih realizovat, je postupně kyvadlo rozhoupat. Toho lze docílit například 

zavedením jednoduchých pravidel, kdy při průchodu spodní pozicí dojde k urychlení pohybu kyvadla 

pomocí aktuátoru a tím navýšení jeho energie, viz [52] a [53]. Výsledkem je zvětšování amplitudy kmitů 

až do doby, kdy se kyvadlo dostane do horní pozice. V tomto okamžiku se přepíná na stabilizační řídicí 

člen, který již kyvadlo v této pozici udrží. 

Existují různé možnosti, jak takovéto rozhoupávání realizovat. Kromě uvedených jednoduchých 

podmínek je možné také využít zapojení proporcionálního regulátoru na stavovou veličinu odpovídající 

úhlové rychlosti kyvadla tak, aby umocňoval výchylku kyvadla. Tím dojde k trvalému zvyšování 

rychlosti kyvadla, až se opět dostane až do horní pozice. 

Provedení výšvihu přes rozhoupávání může být řešeno také sofistikovaněji. Jde o to, že podle 

stavových veličin je možné určit aktuální hodnotu energie samotného kyvadla, která se skládá 

z potenciální a kinetické složky. Zároveň je možné díky znalosti parametrů kyvadla určit, jak velká 

potenciální energie odpovídá hornímu nestabilnímu ustálenému stavu. Během rozhoupávání je postupně 
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navyšována pohybem vozíku, respektive samotným aktuátorem, kinetická energie kyvadla. Jakmile je 

jeho celková energie rovna energii potenciální v horní poloze, je vozík zastaven, aby mohla být všechna 

kinetická energie kyvadla přeměněna v potenciální. Tím je zajištěno vyšvihnutí kyvadla a poté může 

být aktivován stabilizační mechanismus. Postup je zdokumentovaný v [54]. 

Rozhoupávání může být také realizováno pomocí fuzzy řídicího členu přes několik IF THEN 

pravidel, která realizují dříve popsané urychlování kmitů kyvadla při průchodu spodní pozicí, jak je 

popsáno v [50]. Výhodou tohoto řešení je možnost spojit rozhoupávání se stabilizačním členem do 

jednoho regulátoru. Zmiňované přepnutí je realizováno pouze tím, že úhel inverzního kyvadla spadá do 

jiné fuzzy množiny, čímž se aktivují jiná pravidla ovlivňující výstupní hodnotu. 

V neposlední řadě je možné i výšvih inverzního kyvadla provádět za pomocí neuronové sítě. Ta 

musí být opět naučena, aby zvládla realizovat tento proces. Během učícího procesu dochází 

k identifikování chování kyvadla a reagování tohoto systému na různé události. 

Řídicí signál aplikovaný v otevřené smyčce 

V rámci tohoto přístupu proběhne předem výpočet celého řídicího signálu, který na použitém modelu 

popisujícím či simulujícím inverzní kyvadlo způsobí v konečném čase dosažení inverzní pozice. 

V blízkosti cílové pozice dojde k přepnutí na stabilizační člen, stejně jako tomu bylo u předchozí 

varianty realizace výšvihu. Výsledná řídicí struktura je jednodušší, kromě stabilizačního členu obsahuje 

pouze generátor referenčního řídicího signálu. Nicméně jeho výpočet může být náročnější. 

Jednou z nejjednodušších možností je v tomto případě testování řídicího signálu na simulačním 

modelu inverzního kyvadla a jeho korekce. Byť se může zdát tento přístup velmi neprofesionální, 

vyžaduje alespoň částečnou znalost řízeného systému, aby mohl být vhodně zvolen tvar řídicího signálu. 

V případě inverzního kyvadla se dá s výhodou použít signál, který bude složen z několika harmonických 

složek, viz [55] nebo [56]. 

Uvedený poměrně manuální způsob hledání referenčního řídicího signálu lze doplnit o 

optimalizační proceduru. Je-li zvolený signál složený z několika harmonických složek, je možné pomocí 

optimalizace nalézt jejich vhodné amplitudy, aby bylo dosaženo na konci děje horní pozice kyvadla. 

K uvedenému problému je možné přistupovat jako k úloze BVP, ve které jsou definovány 

okrajové stavy systému a hledá se přípustné řízení a jemu příslušící trajektorie splňující zadané 

podmínky, viz [57]. Na úlohu můžeme nahlížet také jako na optimalizační úlohu popsanou pouze 

Mayerovým členem. Nic však nebrání doplnit ji o Lagrangeův člen, který bude zahrnovat například 

požadavek na minimální spotřebu energie, jak je popsáno v [58] a [59]. V tomto případě se již jedná o 

klasickou úlohu hledání optimálního řízení, která může být řešena řadou způsobů. 

Řídicí signál aplikovaný v uzavřené smyčce 

Nevýhodou postupu uvedeného v předchozí části, kdy se na systém přivádí řídicí signál v otevřené 

smyčce, je absence mechanismu, který by zaručil, že aktuální hodnoty se budou udržovat na 

předepsaných hodnotách daných referenčními stavovými trajektoriemi. Jedná se o to, že reálný systém 

se může lišit od modelu použitého pro výpočet řízení (a zpravidla se bude lišit vždy) a také na něj mohou 

působit různé neznámé poruchové signály, které z principu nemohou být zohledněny při návrhu řídicího 

algoritmu. Vzhledem ke složitosti systému inverzního kyvadla a jeho velké citlivosti na jakékoliv 

poruchy se může často stát, že vypočtený řídicí signál po aplikaci na reálný systém nezpůsobí přechod 

do horní nestabilní pozice. 

Tento problém je možné překonat zavedením zpětnovazebního řízení během procesu výšvihu. 

Pro navržené trajektorie a řízení může být vypočten časově proměnný regulátor, který bude podél 

trajektorií systém vazbit, tedy bude korigovat řídicí signál v čase tak, aby reálné hodnoty stavů 

odpovídaly předepsaným (referenčním). K problematice je možné přistoupit jakožto k úloze hledání 
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optimálního řízení v uzavřené smyčce, která při použití kvadratické účelové funkce povede na návrh 

LQR regulátoru na konečném horizontu. 

Při ověřování návrhu v simulaci nebo také na reálném systému jsou k dispozici referenční 

trajektorie a řídicí signál, který odpovídá dopřednému řízení, a zároveň časově proměnný zpětnovazební 

regulátor. Pro realizaci řídicího systému je vhodné využít strukturu se dvěma stupni volnosti. Další 

výhodou tohoto přístupu je skutečnost, že při vhodném návrhu není zapotřebí přepínat mezi různými 

regulačními členy pro řešení výšvihu a stabilizace, ale jeden řídicí systém je schopný zajistit obě úlohy. 

Používá-li se pro zpětnovazební regulaci časově proměnný LQR, jeho ustálené hodnoty (pro nestabilní 

ustálený stav) odpovídají konstantám LQR regulátoru vypočtenému na nekonečném horizontu, který se 

používá pro stabilizaci v horní poloze. I když je tento postup poměrně univerzální a použitelný i pro 

řízení jiných systémů, v literatuře se je jeho použití pro jednoduché inverzní kyvadlo příliš často 

nevyskytuje. Výjimku tvoří například [60] a [61]. 

5.5 Návrh trajektorií a řízení pro inverzní kyvadlo 

V následující podkapitole bude uvedena aplikace dříve popsaných metod pro návrh stavových trajektorií 

a příslušného dopředného řízení na úlohu výšvihu jednoduchého inverzního kyvadla. Jedná se tedy o 

převod systému z počátečního stavu 𝑥(0) do koncového stavu 𝑥(𝑇𝐹), jejichž hodnoty jsou 

 

𝑥(0) = [

𝜋
0
0
0

] ,      𝑥(𝑇𝐹) = [

0
0
0
0

]. (124) 

Součástí popisu je rozbor implementace a jednotlivých podstatných kroků, které se k daným metodám 

vážou. Budou uvedeny rovněž komplikace vznikající při aplikaci metod na daný systém a způsoby jejich 

řešení. 

5.5.1 Dvoubodový okrajový problém s přidanou optimalizační procedurou 

Prvním dílčím úkolem k vyřešení je získání počátečního odhadu průběhu trajektorií, kterému by se mělo 

blížit i výsledné řešení. Jedná se o samotnou úlohu BVP, kdy nás zajímá především průběh trajektorií. 

Ty ale nemusejí odpovídat konkrétnímu řešení problému BVP, v této fázi není vyžadován ani výpočet 

příslušného řídicího signálu. Podstatné je, že by trajektorie měly korespondovat se systémem, který má 

být řízen, tedy s inverzním kyvadlem, neměly by být v rozporu s jeho dynamikou. Na základě těchto 

skutečností bylo přistoupeno k získání počátečního odhadu trajektorií ze simulace inverzního kyvadla 

v případě, kdy bude volně padat z horní nestabilní polohy do spodního ustáleného stavu. Při započtení 

vlastního tření kyvadla by ale tento děj trval velice dlouho kvůli velmi pomalému tlumení oscilací 

kyvadla. Simulaci lze nicméně modifikovat přidáním vhodně definovaného časově proměnného tření, 

které způsobí daleko rychlejší ustálení kyvadla, a také řídicího signálu pro urychlení počáteční fáze pádu 

kyvadla. Přidané tření se skládá ze součinu úhlové rychlosti kyvadla a vlastní funkce. Jejím základem 

je exponenciální průběh rostoucí v čase doplněný o přidaný pulz na konci děje, který zajišťuje lepší 

ustálení kyvadla v dolní poloze. Použitý řídicí signál obsahuje pouze krátký pulz na začátku simulace, 

který slouží k rychlejšímu zahájení následného volného pádu. V obou případech jsou pulzy realizovány 

jako jedna perioda funkce sin2, aby byla zajištěna hladkost signálů. Vygenerovaný průběh úhlu kyvadla 

je následně obrácen v čase, takže tvarem odpovídá výšvihu. Stejným způsobem je upravena i trajektorie 

pro úhlovou rychlost kyvadla, navíc se změnou znaménka, která je zapříčiněna derivací trajektorie úhlu. 

Jsou-li po simulaci k dispozici signály 𝑥1 a 𝑥2, přičemž 𝑥2 je derivací 𝑥1 v čase, po obrácení 𝑥1 v čase 

platí 

 𝑥1𝑛(𝑡) = 𝑥1(𝑇 − 𝑡), (125) 
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𝑥2𝑛(𝑡) =

d𝑥1𝑛(𝑡)

d𝑡
=

d[𝑥1(𝑇 − 𝑡)]

d𝑡
= 𝑥2(𝑇 − 𝑡) ∙ (−1) = −𝑥2(𝑇 − 𝑡), (126) 

přičemž veličiny 𝑥1𝑛 a 𝑥2𝑛 označují průběhy otočené v čase. Jelikož průběhy rychlosti a polohy vozíku 

jsou dány pouze integracemi řídicího signálu, jejich počáteční odhad pro funkci bvp4c je dán na základě 

použitého předpisu pro řízení a odhadu parametrů 𝜆. Tyto dva úkoly jsou rozebrány v následujících 

odstavcích. 

 

Obrázek 40 - Vygenerovaný počáteční odhad trajektorií stavových veličin x1 a x2 

Volba vhodného předpisu pro řídicí signál je jednou ze stěžejních částí celé problematiky. Teoreticky je 

k dispozici nekonečné množství kombinací různých funkcí schopných vygenerovat přípustné stavové 

trajektorie. V rámci práce bylo navrženo opatření ve formě zavedení dodatečných požadavků na průběh 

stavových trajektorií a také na splnění okrajových podmínek v časech 𝑡0 a 𝑡𝑛. Toho lze u stavů 

popisujících polohu a rychlost vozíku kyvadla dosáhnout vhodnou volbou obecného zápisu předpisu 

řídicího signálu ve tvaru takzvané násady (candidate function), která je závislá na parametrech 𝜆. U 

stavů reprezentujících úhel a úhlovou rychlost kyvadla je ale situace jiná, jelikož jejich průběh je na 

volbě parametrů 𝜆 závislý. Předpis řídicího signálu by navíc měl mít tvar zajišťující vhodné chování 

systému. Na základě expertní znalosti o procesu je možné zvolit, že bude vyjádřen ve formě součtu 

harmonických signálů, přičemž použité funkce sinus zároveň zajistí nulové hodnoty signálu v násobcích 

základní periody, tedy v koncovém bodě. 

Předpis pro řídicí signál může být tedy zapsán vztahem 

 

𝑢(𝑡) = ∑ 𝜆𝑘 sin(𝑘𝑡𝜔)

5

𝑘=1

, (127) 

ve kterém parametry 𝜆 reprezentují amplitudu jednotlivých harmonických složek. Jeho integrací se 

získají vztahy popisující rychlost a polohu vozíku: 

 

𝑣(𝑡) = ∫𝑢(𝑡)d𝑡 = ∑ −
𝜆𝑘 cos(𝑘𝑡𝜔)

𝑘𝜔

5

𝑘=1

, (128) 

 

𝑠(𝑡) = ∫𝑣(𝑡)d𝑡 = ∑ −
𝜆𝑘 sin(𝑘𝑡𝜔)

(𝑘𝜔)2

5

𝑘=1

. (129) 

Dalším krokem je kontrola okrajových podmínek pro rychlost a polohu vozíku tím, že se do rovnic (128) 

a (129) dosadí 𝑡 = 0 a 𝑡 = 𝑇, kde 𝑇 je perioda první harmonické a zároveň délka daného děje. U rovnice 
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pro dráhu je získán v obou případech výsledek 0, což znamená splnění podmínek okrajových bodů. 

Z rovnice rychlosti je ale v obou případech obdržen vztah 

 
−

𝜆1

𝜔
−

𝜆2

2𝜔
−

𝜆3

3𝜔
−

𝜆4

4𝜔
−

𝜆5

5𝜔
= 0, (130) 

ze kterého je možné vyjádřit parametr 5 a dosadit jej do předpisu pro řídicí signál: 

 
𝜆5 = −5𝜆1 −

5

2
𝜆2 −

5

3
𝜆3 −

5

4
𝜆4, (131) 

 

𝑢(𝑡) = (−5𝜆1 −
5

2
𝜆2 −

5

3
𝜆3 −

5

4
𝜆4) sin(5𝑡𝜔) + ∑ 𝜆𝑘 sin(𝑘𝑡𝜔)

4

𝑘=1

. (132) 

Tímto je získán předpis pro řídicí signál závislý na čtyřech parametrech 1 až 4, který splňuje okrajové 

podmínky pro dvě stavové veličiny. Splnění ostatních bude muset být zajištěno dodatečným výpočtem 

s použitím funkce bvp4c. 

Jelikož je splnění okrajových podmínek pro stavové veličiny odpovídající rychlosti a poloze 

vozíku zajištěno explicitně zvolenou podobou předpisu řídicího signálu, byly tyto dva stavy 

v modifikaci popisované metody vypuštěny ze samotné procedury bvp4c. Jejich zahrnutí v účelové 

funkci je ale i nadále možné integracemi řídicího signálu. Celý výpočet byl tímto způsobem urychlen. 

Se snížením počtu stavů souvisí také snížení počtu volitelných parametrů ze čtyř na dva. Z předpisu pro 

řízení (132) tak byly vypuštěny složky odpovídající první a druhé harmonické složce. Volba zahrnutých 

harmonických složek byla založena na průběhu úhlu kyvadla použitého jako počáteční odhad a počtu 

kmitů, které se v něm vyskytují. Ty sice nemají konstantní periodu, jelikož perioda kmitů kyvadla je 

konstantní pouze pro blízké okolí spodního ustáleného stavu a s rostoucí výchylkou se prodlužuje, 

nicméně v této fázi se jedná především o přizpůsobení charakteru kandidátské funkce použitému odhadu 

stavových trajektorií, které vycházejí z reálné dynamiky systému. 

Posledním krokem je volba počátečních hodnot parametrů 𝜆. U jiných úloh zadaných v podobě 

BVP s volnými parametry to nemusí být problém, nicméně v této konkrétní situaci při hledání trajektorií 

a řízení pro realizaci výšvihu nemáme žádné vodítko, jak by tyto parametry měly být zvoleny. Navíc 

v závislosti na této volbě dochází k nalezení velmi rozdílných průběhů, které jsou mnohdy velice 

vzdálené od počátečního odhadu trajektorií. Celý proces je velmi citlivý na tento počáteční odhad. 

Situace byla v rámci práce vyřešena zavedením dodatečné optimalizační procedury a jedná se o jeden 

z vlastních přínosů. Jejím úkolem je nalezení čtyř hodnot (v modifikaci dvou) tvořících počáteční odhad 

parametrů 𝜆 pro BVP s volnými parametry. V rámci účelové funkce je možné specifikovat různé 

požadavky, například může být minimalizována suma kvadratických odchylek vypočtené trajektorie 

úhlu kyvadla od trajektorie referenční. Také je možné realizovat tímto způsobem penalizaci řešení, u 

kterých některá ze stavových veličin přesáhne stanovená omezení. Toho lze využít u dráhy vozíku, která 

je u reálného kyvadla vždy omezená. Pro realizaci optimalizační procedury byla použita funkce fmincon 

v prostředí Matlab, která je volána ve variantě globálního řešiče. Při výpočtu byl použit nulový počáteční 

odhad parametrů 𝜆, který je nutný poskytnout optimalizační funkci. Ta jej následně používá při 

v prvních iteracích výpočtů jako počáteční odhad pro funkci bvp4c. 

V první fázi ověřování byla metoda volána bez optimalizační procedury ve variantě se dvěma i 

čtyřmi volnými parametry 𝜆. Při použití uvedených odhadů stavových trajektorií a nulového 

počátečního odhadu volných parametrů nebyla nalezená řešení úplně nevhodná a v případě varianty se 

dvěma volnými parametry by řešení bylo pravděpodobně použitelné i pro řízení reálného systému. 
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Hlavním problémem u varianty započítávající všechny čtyři stavové veličiny byla příliš velká dráha 

potřebná k realizaci výšvihu. 

 

 

Obrázek 41 - Průběhy z výpočtu jedné iterace metody pro řešení BVP se započtením dvou stavových veličin 
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Obrázek 42 - Průběhy z výpočtu jedné iterace metody pro řešení BVP se započtením čtyř stavových veličin 

Přidaná optimalizační procedura využívala účelovou funkci, která pouze porovnávala vypočtený průběh 

stavové veličiny 𝑥1 (úhlu kyvadla) a její počáteční odhad. K ohodnocení jednotlivých výsledků se 

vypočítávala suma kvadrátů odchylek těchto dvou průběhů. V některých fázích výpočtu docházelo 

k úpravě rozlišení časové osy v rámci funkce bvp4c oproti počátečnímu odhadu, který byl zadán 

s krokem 1 ms. Proto byl v každé iteraci obdržený průběh interpolován spline křivkou na stejné časové 

rozlišení, aby mohla být vypočtena hodnota účelové funkce. 

Aplikací popsané metody byly získány dvě varianty řídicího signálu a jemu příslušných 

referenčních stavových trajektorií. Tyto průběhy byly později ověřeny při nasazení na reálný laboratorní 

model inverzního kyvadla. Jednotlivé zaznamenané průběhy pro varianty s optimalizací jsou v přílohách 

E.a a E.b. Velkou výhodou zavedení optimalizační procedury pro určení počátečního odhadu volných 

parametrů je možnost obdržet kvalitní řešení. Podstatná je také možnost specifikovat v účelové funkci 

různá omezení, která nevyplývají s dynamiky systému, ale u reálného systému se projeví. Při ověřování 

metody však tato možnost nebyla použita, jelikož nalezené průběhy, především trajektorie dráhy vozíku, 

nepřekračují fyzické limity modelu. Naopak nevýhodou zavedení optimalizační procedury k samotnému 

řešení úlohy BVP je výrazné prodloužení doby výpočtu. Na průměrně výkonném počítači celý proces 

trvá desítky minut, v žádné variantě ale nepřekročil hodinu. Délka výpočtu může být dále ovlivněna 

nastavením tolerancí při výpočtu optimalizace případně úpravou dalších parametrů výpočtu. V práci 

byla ukázána varianta se snížením počtu stavových proměnných, která však nelze aplikovat univerzálně 

na libovolný řízený systém. Tato modifikace nejen že zkrátila dobu výpočtu, ale rovněž vedla na řešení 

s nižší hodnotou účelové funkce. Celá metoda byla rovněž uvedena v článku [TD12]. 

Tabulka 5 - Hodnoty vypočtených volných parametrů a účelové funkce pro jednotlivé varianty metody 

Varianta 𝜆1 𝜆2 𝜆3 𝜆4 
Účelová 

funkce 

2 stavy 1,1212 -2,2423 - - 22,6452 

2 stavy + 

optimalizace 
1,9203 -2,6444 - - 10,2160 

4 stavy 1,3321 -4,4536 3,7520 -2,3907 261,4837 

4 stavy + 

optimalizace 
0,5621 -1,9411 2,2911 -2,1512 103,3550 
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Obrázek 43 - Průběhy z výpočtu metody pro řešení BVP s optimalizační procedurou se započtením dvou stavových veličin 
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Obrázek 44 - Průběhy z výpočtu metody pro řešení BVP s optimalizační procedurou se započtením čtyř stavových veličin 

5.5.2 Metoda časové reverzibilního řízení s optimalizací 

Tato metoda byla aplikována na řešení výšvihu jednoduchého inverzního kyvadla v několika krocích. 

Následující text popisuje původní znění metody od prof. Ing. Miloše Schlegela, CSc. adaptované na 

inverzní kyvadlo s odlišnou mechanickou strukturou. V první fázi byla metoda použita na systém 

s dynamikou popsanou v podkapitole 5.1 se zanedbaným třením systému pro zjednodušení celého 

výpočtu. Byly zkoumány vlivy ostatních částí výpočtu na samotný výsledek. Další fáze obnášela 

především započtení dříve zanedbaného tření. V poslední fázi byla k metodě přidána optimalizační 

procedura zajišťující splnění okrajových podmínek všech stavových veličin systému, jelikož samotná 

metoda se zabývá pouze úhlem a úhlovou rychlostí ramene kyvadla. Tato část je vlastním přínosem 

práce a obohacuje původní podobu metody. Celá tato metoda byla publikována v článku [TD10]. 

Pohybová rovnice pro rameno kyvadla při zanedbání tření má tvar 

 
𝜑′′(𝑡) −

3

4

𝑔

𝑙
sin𝜑(𝑡) =

3

4

1

𝑙
𝑢(𝑡) cos𝜑(𝑡). (133) 

Pro lepší přehlednost je úhel kyvadla označován 𝜑, úhlová rychlost 𝜑′ a úhlové zrychlení 𝜑′′. Nejprve 

je vhodné (a v zásadě také nutné) ověřit, že je systém ideálního inverzního kyvadla časově reverzibilní. 

Za tímto účelem budeme předpokládat, že je systém nebuzený (𝑢(𝑡) = 0) a že 𝜑(𝑡) je řešením jeho 

pohybové diferenciální rovnice pro 𝑡 ∈ 〈0; 𝑇〉, kde 𝑇 označuje konečný čas děje. Dále je uvažován 

časově reverzibilní pohyb 

 𝜑𝑖(𝑡) = 𝜑(𝑇 − 𝑡); 𝑡 ∈ 〈0; 𝑇〉. (134) 

Pro tento pohyb platí obdobné vztahy jako (27), (30) a (31) v obecném popise, pouze s náhradou 

výchylky 𝑦 úhlem 𝜑: 

 𝜗 = 𝑇 − 𝑡, 

𝜑𝑖
′(𝑡) = −𝜑′(𝑇 − 𝑡) = −𝜑′(𝜗), 

𝜑𝑖
′′(𝑡) = 𝜑′′(𝑇 − 𝑡) = 𝜑′′(𝜗), 

sin𝜑𝑖(𝑡) = sin𝜑(𝑇 − 𝑡) = sin𝜑(𝜗). 

(135) 

Původní pohybovou rovnici je možné rovněž zapsat pro 𝜗 ∈ 〈0; 𝑇〉 

 
𝜑′′(𝜗) −

3

4

𝑔

𝑙
sin𝜑(𝜗) = 0, (136) 

což je možné převést na vztah 
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𝜑𝑖

′′(𝑡) −
3

4

𝑔

𝑙
sin𝜑𝑖(𝑡) = 0. (137) 

Z toho vyplývá, že 𝜑𝑖(𝑡) je také řešením rovnice (133) pro 𝑢(𝑡) = 0. Ideální inverzní kyvadlo je tedy 

časově reverzibilní systém. Na základě toho může být přistoupeno k závěru, že pokud se nechá kyvadlo 

volně spadnout z horní polohy do spodního ustáleného stavu, dají se získané trajektorie použít pro 

výšvih kyvadla. 

V prvním kroku metody uvažujeme časově obrácený děj k výšvihu, tedy neřízený volný pád 

kyvadla. Rovnice (133) by měla nulovou pravou stranu. Kvůli zanedbání tření by tento děj probíhal 

neomezeně dlouho a rameno kyvadla by se neustálilo ve spodní stabilní poloze. Proto do vztahu (133) 

zavádíme uměle člen reprezentující proměnné tlumení 𝑓(𝜑) ∙ 𝜑′: 

 
𝜑′′(𝑡) −

3

4

𝑔

𝑙
sin𝜑(𝑡) + 𝑓(𝜑) ∙ 𝜑′(𝑡) = 0. (138) 

Je vhodné poznamenat, že kladná hodnota funkce 𝑓(𝜑) způsobuje tlumení systému, zatímco záporná 

hodnota by urychlovala jeho pohyb. Zavádíme stejné předpoklady jako v obecném popise. Průběh 𝜑̃(𝑡) 

je řešením rovnice (138) pro sešvih kyvadla. Jelikož je horní nestabilní poloha kyvadla zároveň ustálená, 

jsou počáteční podmínky děje 𝜑̃(0) = 0 a 𝜑̃′(0) = 𝜀 > 0, kde 𝜀 je malé kladné reálné číslo. V čase 𝑇 

považujeme daný děj za ustálený ve stavu 𝜑̃(𝑇) = 𝜋 a 𝜑̃′(𝑇) = 0. Dále platí vztahy (134) a (135) 

použité již při ověřování časové reverzibility systému. Nyní se bude hledat řízení 𝑢̃(𝑡), 𝑡 ∈ 〈0; 𝑇〉 takové, 

aby platil vztah 

 
𝜑̃𝑖

′′(𝑡) −
3

4

𝑔

𝑙
sin𝜑𝑖̃(𝑡) −

3

4

1

𝑙
𝑢̃(𝑡) cos𝜑𝑖̃(𝑡) = 0. (139) 

S využitím uvedených předpokladů je možné vztah (139) přepsat do podoby bez časově reverzibilních 

průběhů: 

 
𝜑̃′′(𝜗) −

3

4

𝑔

𝑙
sin 𝜑̃(𝜗) −

3

4

1

𝑙
𝑢̃(𝑡) cos 𝜑̃(𝜗) = 0. (140) 

Jelikož 𝜑̃(𝜗) je pro 𝜗 ∈ 〈0; 𝑇〉 řešením rovnice (138), bude 𝜑𝑖̃(𝑡) řešením rovnice (139) právě když 

bude platit rovnost mezi rozdílnými členy rovnic (138) a (140) 

 
−

3

4

1

𝑙
𝑢̃(𝑡) cos 𝜑̃(𝜗) = 𝑓[𝜑̃(𝜗)] ∙ 𝜑̃′(𝜗). (141) 

Ze vztahu (141) lze vyjádřit předpis pro hledané řízení 𝑢̃(𝑡): 

 
𝑢̃(𝑡) = −

4

3
𝑙 

𝑓[𝜑̃(𝜗)] ∙ 𝜑̃′(𝜗)

cos 𝜑̃(𝜗)
. (142) 

Aby bylo řízení 𝑢̃(𝑡) omezené, je potřeba zvolit funkci 𝑓(𝜑) ve tvaru 

 𝑓(𝜑) = cos(𝜑) ∙ 𝑔(𝜑). (143) 

Poté je možné přepsat vztah pro řízení (142) s dosazením vztahu (143) do podoby 

 
𝑢̃(𝑡) = −

4

3
𝑙𝑔[𝜑̃(𝑇 − 𝑡)] ∙ 𝜑̃′(𝑇 − 𝑡). (144) 

Pro výpočet řídicího signálu je tedy nutné znát průběh úhlu kyvadla a úhlové rychlosti při jeho volném 

neřízeném sešvihu (dynamika popsána vztahem (138)) a předpis pro funkci 𝑔(𝜑), který se využívá již 

pro zisk uvedených průběhů. Pro jejich vygenerování je možné použít simulaci systému. Funkce 𝑔(𝜑) 
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může být teoreticky volena libovolně. Její podoba ale ovlivňuje rychlost ustálení kyvadla při počátečním 

sešvihu a také tvar průběhu řízení. Původní předpis uvedený prof. Schlegelem má tvar 

 𝑔(𝜑) = 𝐾 ∙ 𝜑 ∙ cos𝜑, (145) 

kde 𝐾 je volitelná konstanta ovlivňující míru tlumení. 

Při samotném nasazení metody je prvním krokem zisk průběhu úhlu a úhlové rychlosti ramene 

kyvadla při volném pádu s přidaným proměnným třením (dynamika je popsána vztahem (138)). Za tímto 

účelem byla vytvořena simulace systému v prostředí Simulink. Ze získaných trajektorií je podle 

předpisu (144) s využitím funkce (145) vypočten v programu Matlab řídicí signál. Bylo by však možné 

tento krok provádět i v rámci následné druhé simulace, která slouží pro ověření řízení. Zde se již jedná 

o model inverzního kyvadla bez tření popsaný pohybovou rovnicí (133), jehož počáteční stav odpovídá 

dolní ustálené poloze. Aplikací vypočteného řízení dojde k převodu systému do horní ustálené polohy, 

která je však nestabilní a kyvadlo v ní bez dalšího řízení nezůstane. Průběhy jsou v simulaci porovnány 

s patřičně otočenými průběhy získanými při volném pádu (s využitím vztahů (134) a (135) pro otočení 

času u jednotlivých veličin). Zároveň jsou integrací řídicího signálu generovány referenční průběhy pro 

rychlost a polohu vozíku, které jsou zapotřebí pro aplikaci navrženého řízení na reálný model kyvadla. 

 

Obrázek 45 - Průběhy úhlu a úhlové rychlosti při volném pádu kyvadla s přidaným třením 

 

Obrázek 46 - Vypočtený průběh řídicího signálu a porovnání trajektorie úhlu kyvadla při aplikaci řízení na model kyvadla 

s trajektorií získanou při sešvihu po obrácení v čase 

Volitelná hodnota 𝐾, která se vyskytuje v předpise (145), byla v tomto případě zvolena experimentálně. 

Faktorem pro rozhodování byl výsledný tvar průběhu úhlu inverzního kyvadla a také konečná hodnota 

vygenerovaného referenčního průběhu pro dráhu vozíku. Tento údaj je důležitý pro následnou realizaci 
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na laboratorním modelu, který má k dispozici omezenou délku lineárního vedení, po kterém se vozík 

pohybuje. Na základě posouzení průběhů byla zvolena hodnota 𝐾 = 1. 

 

Obrázek 47 - Porovnání klíčových průběhů měnících se v závislosti na volbe parametru K 

Při aplikaci vypočteného řízení a referenčních trajektorií na reálný model inverzního kyvadla v rámci 

řídicí struktury se dvěma stupni volnosti je nutné doplnit stavové trajektorie polohy a rychlosti vozíku 

o přechody do nuly. Nejjednodušší varianta je doplnit tyto průběhy o skokovou změnu do nuly, nicméně 

z pohledu řízení a sledování referenčních trajektorií je vhodnější zajistit přechod po manuálně zvolených 

křivkách, které budou hladké a budou na dané průběhy plynule navazovat. Nakonec byla z důvodu 

jednoduchosti (při různých změnách průběhů) a také robustnosti navrženého zpětnovazebního řízení 

použita varianta se skokovou změnou. 

Funkce 𝑓(𝜑) by měla být zvolena vhodně tak, aby ideálně pro vrchní oblast ramene kyvadla, 

tedy 𝜑 ∈ 〈0; 𝜋/2〉, byla záporná a urychlovala pohyb kyvadla, a pro spodní oblast 𝜑 ∈ 〈𝜋/2; 3𝜋/2〉 byla 

kladná a tlumila pohyb kyvadla. Při původní volbě funkce 𝑔(𝜑) podle (145) má funkce 𝑓(𝜑) tvar 

 𝑓(𝜑) = 𝐾 ∙ 𝜑 ∙ cos2 𝜑. (146) 

Pro relevantní interval úhlu kyvadla 𝜑 ∈ 〈0; 3𝜋/2〉 je funkce 𝑓(𝜑) při použité volbě 𝐾 = 1 na celém 

intervalu nezáporná. Není tedy splněný uvedený předpoklad. Proto byla zavedena nová volba funkce 

𝑓(𝜑), respektive 𝑔(𝜑) tak, aby byl splněn uvedený předpoklad: 

 𝑔(𝜑) = −𝐾 ∙ 𝜑, (147) 

 𝑓(𝜑) = −𝐾 ∙ 𝜑 ∙ cos𝜑. (148) 

Jak je ze vztahů (147) a (148) patrné, z předpisu byl vynechán jeden člen cos𝜑 a přidáno znaménko 

mínus pro otočení průběhu podél vodorovné osy. Průběh funkce 𝑓(𝜑) pro obě varianty zachycuje 

následující graf. 
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Obrázek 48 - Porovnání závislosti funkcí f na úhlu φ 

Z obrázku je patrné, že úpravou předpisu bylo dosaženo požadovaného tvaru, kdy je funkce 𝑓(𝜑) pro 

rostoucí úhel nejprve záporná a až pro větší hodnoty kladná. Použití tohoto předpisu pro návrh řízení 

však ukázalo, že průběh řízení i výsledná trajektorie úhlu kyvadla se liší minimálně, při sešvihu kyvadla 

dokonce dochází k většímu tlumení kmitání, i když má být jeho pohyb na počátku urychlován. 

Maximální výchylka dráhy vozíku však vzrostla více než dvojnásobně, což vylučuje použití daných 

trajektorií a řízení na reálném modelu. Aby se tato hodnota srovnala s dříve získaným průběhem, bylo 

zapotřebí zmenšit konstantu 𝐾 na hodnotu 0,45. Kvůli tomu se ale výrazně změnily i průběhy ostatních 

veličin. 

 

Obrázek 49 - Porovnání průběhů pro různě zvolené funkce f 
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Dalším krokem při aplikaci metody založené na časové symetrii na systém inverzního kyvadla je 

započtení vlastního tření systému. Jak již bylo zmíněno v teoretickém popise metody, tato skutečnost 

způsobuje, že systém přestává být časově symetrický. Zároveň ale byly popsány způsoby, jak je možné 

se s touto skutečností vypořádat. První rovnice popisující chování modifikovaného inverzního kyvadla 

použitá pro simulaci volného pádu bude mít nyní tvar 

 
𝜑′′(𝑡) −

3

4

𝑔

𝑙
sin𝜑(𝑡) − 𝑏 ∙ 𝜑′(𝑡) + 𝑓(𝜑) ∙ 𝜑′(𝑡) = 0. (149) 

Důležité je záporné znaménko u přidaného členu s koeficientem tření 𝑏. Znamená to, že tento člen bude 

pohyb kyvadla urychlovat, nikoliv tlumit. Jak již bylo zmíněno dříve, modifikovaná rovnice použitá pro 

volný pád nemusí odpovídat dynamice systému, pouze se z ní vychází, aby se nalezlo řízení pro daný 

systém. Dále uvažujeme stejné předpoklady jako ve variantě bez tření (vztahy (134) a (135)), stejný 

počáteční i koncový stav, průběh sešvihu 𝜑̃(𝑡), který je řešením rovnice (149), a k němu náležící časově 

reverzibilní funkci. Opět hledáme průběh řízení 𝑢(𝑡) takové, aby platila rovnice 

 
𝜑̃𝑖

′′(𝑡) −
3

4

𝑔

𝑙
sin𝜑𝑖̃(𝑡) + 𝑏𝜑̃𝑖

′(𝑡) =
3

4

1

𝑙
𝑢̃(𝑡) cos𝜑𝑖̃(𝑡). (150) 

Jedná se o základní pohybovou rovnici inverzního kyvadla se započteným třením s dosazenými průběhy 

pro pohyb časově reverzibilní k získanému sešvihu. Vztah je opět možné přepsat do podoby bez časově 

reverzibilních průběhů využitím zavedených předpokladů. V tuto chvíli dojde ke změně znaménka u 

členu reprezentujícího tření: 

 
𝜑̃′′(𝜗) −

3

4

𝑔

𝑙
sin 𝜑̃(𝜗) − 𝑏𝜑̃′(𝜗) =

3

4

1

𝑙
𝑢̃(𝑡) cos 𝜑̃(𝜗). (151) 

Při porovnání rovnic (149) a (151) (obdobně jako u varianty bez tření) získáme vztah pro výpočet řízení 

shodný s tvarem (142), respektive (144). To je dáno způsobem, jakým byla zvolena počáteční 

modifikovaná pohybová rovnice (149). Rozdíl ve výpočtu řízení a referenčních trajektorií při rozšíření 

metody o započtení tření kyvadla spočívá v modifikaci první simulace podle pohybové rovnice (149) a 

v započtení tření u systému inverzního kyvadla v druhé simulaci. Při porovnání referenčních průběhů 

úhlu kyvadla, polohy vozíku a příslušného řízení vypočtených při zanedbání i uvažování tření (viz 

obrázek 50) je patrná jejich minimální odchylka. Ta by navíc mohla být kompenzována u reálného 

systému zpětnovazebním regulátorem, který se v řídicí struktuře 2DOF vyskytuje, nicméně popsaný 

postup řeší, jak se korektně vypořádat při návrhu řízení s přítomností tření u systémů, které v ideálních 

podmínkách splňují vlastnost časově symetrie. 
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Obrázek 50 - Porovnání průběhů veličin při návrhu bez započtení tření inverzního kyvadla a s jeho započtením 

Výraznou nevýhodou při použití této metody pro návrh řízení realizující výšvih jednoduchého 

inverzního kyvadla je skutečnost, že nijak neřeší koncový stav vozíku (polohu ani rychlost). Při realizaci 

výšvihu v praxi je ale nutné koncové hodnoty těchto dvou stavových veličin brát v úvahu a zajistit, že 

budou nulové. Jak je patrné z předchozího popisu, tyto hodnoty jsou ovlivněny volnou funkce 𝑓(𝜑), viz 

obrázek 47 porovnávající průběhy pro různé hodnoty konstanty 𝐾 (člen funkce 𝑓(𝜑)) nebo obrázek 49 

zachycující průběhy stavových veličin při odlišné volbě předpisu funkce 𝑓(𝜑). Na základě těchto 

poznatků byla zavedena optimalizační procedura v podobě nástavby k popisované metodě založené na 

časové symetrii. Funkce 𝑓(𝜑) je nyní zvolena v obecné podobě a obsahuje parametry, které nejsou 

předem konkrétně zadány (pro předpis (148) by se například jednalo o hodnotu 𝐾). Jejich hodnotu určuje 

optimalizační procedura, tedy pro hodnoty zvolené v dané iteraci získáme konkrétní podobu funkce 

𝑓(𝜑) (a také funkce 𝑔(𝜑)), která je použita pro výpočet řízení a referenčních trajektorií výšvihu, jak 

bylo popsáno v předchozích odstavcích. Získaný výsledek je posouzen a ohodnocen v rámci účelové 

funkce 

 𝐽 = 102 ∙ 𝐽1 + 𝐽2 + 𝐽3 + 𝐽4 + 10−6 ∙ 𝐽5, (152) 

která má několik částí. V následující části je čas 𝑡 považován za diskrétní s pevným krokem 1 ms. Stejné 

rozlišení je použito při generování průběhů ze simulace a při jejich vyhodnocování. 

 První člen účelové funkce slouží k penalizaci variant, kdy není získán vhodný výstup (trajektorie 

volného pádu 𝑥̃1) již z první simulace. Penalizuje se ustálení úhlu kyvadla okolo koncové 

hodnoty 𝜋 ± 0,01 rad v poslední vteřině průběhu, který má délku 𝑇 = 10 s. Při nesplnění této 

podmínky je daná varianta penalizována vysokou hodnotou odvozenou od maximální odchylky 
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posuzovaného průběhu od ustálené koncové hodnoty 𝜋 na zmíněném časovém úseku. Další 

složky účelové funkce se počítají pouze při splnění této podmínky na ustálení: 

 
𝐽1 = {

0, |𝑥̃1(𝑡) − 𝜋| < 0,01;     𝑡 ∈ {9; 10}

max(|𝑥̃1(𝑡) − 𝜋|) , |𝑥̃1(𝑡) − 𝜋| > 0,01;     𝑡 ∈ {9; 10}
. (153) 

 Druhý člen je založen na odchýlení simulovaného průběhu ramene kyvadla od horní ustálené 

nestabilní polohy při aplikaci vypočteného řízení v otevřené smyčce. Aby bylo zajištěno, že se 

jedná opravdu o ustálení a ne jen průchod danou polohou v jednom časovém okamžiku, hodnotí 

se koncový časový úsek 0,4 s, na kterém se počítá suma kvadrátu odchylek simulovaného 

průběhu od referenčního průběhu (v čase otočený průběh úhlu kyvadla při sešvihu): 

 

𝐽2 = ∑ (𝑥1(𝑡) − 𝑥̃1(𝑇 − 𝑡))
2

10

𝑡=9,6

. (154) 

 Následující dvě složky účelové funkce penalizují odchýlení polohy a rychlosti vozíku od nulové 

hodnoty v posledních 0,2 s průběhů. Stejně jako u předchozí složky je využita suma kvadrátů 

těchto veličin (odchylky od nulové hodnoty): 

 

𝐽3 = ∑ (𝑥3(𝑡))
2

10

𝑡=9,8

, 

𝐽4 = ∑ (𝑥4(𝑡))
2

10

𝑡=9,8

. 

(155) 

 Poslední složka odpovídá integračnímu kritériu, které se používá v úlohách pro takzvanou 

minimalizaci energie řízení. Jde tedy o sumu kvadrátu řídicího signálu na celé délce jeho 

průběhu. Tato část se do účelové funkce započítává s velmi malou vahou a slouží ke směřování 

optimalizační procedury k vhodnému řešení (zajištění lepší konvergence): 

 

𝐽5 = ∑(𝑢(𝑡))
2

10

𝑡=0

. (156) 

V rámci optimalizační procedury bylo testováno několik variant obecného předpisu funkce 𝑔(𝜑). 

V dalším textu budou zmíněny dvě, které se navzájem výrazně liší. První vztah je tvořen součtem dvou 

harmonických signálů a konstantní složky, přičemž jsou všechny parametry těchto členů voleny 

optimalizační procedurou: 

 𝑔1(𝜑) = 𝐴0 + 𝐴1 cos(𝜔1𝜑 + 𝜃1) + 𝐴2 cos(𝜔2𝜑 + 𝜃2). (157) 

Celkem tento předpis obsahuje 7 parametrů. Jejich počáteční odhad byl zvolen v poměrně triviální 

podobě, kdy fáze harmonických složek jsou 0 a ostatní parametry 0,1. Druhý předpis má podobu 

obecného polynomu čtvrtého řádu a má 5 volitelných parametrů: 

 𝑔2(𝜑) = 𝑝4𝜑
4 + 𝑝3𝜑

3 + 𝑝2𝜑
2 + 𝑝1𝜑 + 𝑝0. (158) 

Jejich počáteční odhad je opět volen v triviální formě, všechno parametry jsou 0,1. 
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Obrázek 51 - Výsledné průběhy veličin x1, x3, řídicího signálu a funkce f(φ) pro obě varianty obecného předpisu 

Pro realizaci optimalizační procedury v programu Matlab je využita funkce fmincon, která je volána ve 

variantě globálního řešiče. Zavedením této nástavby bylo dosaženo zisku kvalitních referenčních 

trajektorií a řízení pro výšvih inverzního kyvadla s vyřešením problému s koncovým stavem vozíku. 

Zároveň je velkou výhodou, že původní myšlenky a postup metody založené na časové symetrii nejsou 

nijak narušeny a používají se nadále tak, jak byly popsány. Veškerých změn bylo dosaženo volbou 

volitelné funkce 𝑓(𝜑) reprezentující přidané proměnné tření (resp. 𝑔(𝜑)), která výsledný děj ovlivňuje. 

Finální podobu volitelných funkcí pro oba předpisy zobrazují následující rovnice: 

 𝑔1(𝜑) = −0,0182 − 1,9461 ∙ cos(0,7058 ∙ 𝜑 + 3,5297) + 2,0283

∙ cos(2,1052 ∙ 𝜑 + 3,2152), 

𝑔2(𝜑) = 0,2928 ∙ 𝜑4 − 1,4624 ∙ 𝜑3 + 0,4026 ∙ 𝜑2 + 2,8625 ∙ 𝜑 − 0,1915. 

(159) 

Rozšíření o optimalizaci lze použít pro různé systémy, je však vyžadována adaptace účelové funkce na 

konkrétní případ a vlastnosti, kterých má být dosaženo. 

5.5.3 Metoda založená na Pontryaginově principu minima 

Při aplikaci této metody na úlohu výšvihu inverzního kyvadla bylo postupováno podle teoretického 

popisu uvedeného v podkapitole 3.1.3. Řízený systém je popsaný stavovým popisem (113). Účelová 

funkce byla zvolena v podobě odpovídající typu úlohy s minimalizací energie, což znamená integrál 

z druhé mocniny řídicího průběhu (12). Počáteční a koncový stav systému je určen podle (124) a 

koncový čas 𝑇𝐹 byl zvolen pevně 5 s. První krok návrhu spočívá v sestavení Hamiltonovy funkce podle 

(53) a dosazení stavového popisu systému (113): 
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𝐻 =

1

2
𝑢2 + 𝑝1𝑥1

′ + 𝑝2𝑥2
′ + 𝑝3𝑥3

′ + 𝑝4𝑥4
′ , (160) 

 
𝐻 =

1

2
𝑢2 + 𝑝1x2 + 𝑝2 (

3

4
∙
𝑔

𝑙
∙ sin 𝑥1 +

3

4
∙
𝑢

𝑙
∙ cos 𝑥1 − 𝑏 ∙ 𝑥2) + 𝑝3𝑥4 + 𝑝4𝑢. (161) 

Dalším krokem je sestavení stavových rovnic pro sdružené stavy podle vztahu (56): 

 
𝑝1

′ = −
𝜕𝐻

𝜕𝑥1
= −𝑝2 (

3

4
∙
𝑔

𝑙
∙ cos 𝑥1 −

3

4
∙
1

𝑙
∙ 𝑢 ∙ sin 𝑥1), 

𝑝2
′ = −

𝜕𝐻

𝜕𝑥2
= −𝑝1 + 𝑝2𝑏, 

𝑝3
′ = −

𝜕𝐻

𝜕𝑥3
= 0, 

𝑝4
′ = −

𝜕𝐻

𝜕𝑥4
= −𝑝3. 

(162) 

Rovnice pro stavové veličiny, které je možné získat podle vztahu (55), odpovídají původnímu 

stavovému popisu systému. Na základě obecné podmínky (54) je možné z Hamiltonovy funkce (161) 

odvodit předpis pro optimální řídicí signál: 

 
𝑢∗ = −𝑝2 ∙

3

4
∙
1

𝑙
∙ cos 𝑥1 − 𝑝4. (163) 

Tímto způsobem byla úloha optimálního řízení převedena na úlohu dvoubodového okrajového 

problému. Stavový popis systému pro tuto úlohu je tvořen 8 rovnicemi, tedy původním stavovým 

popisem (113) a rovnicemi pro sdružené stavy (162). Jelikož má původní úloha pevný konec i čas, je 

všech 8 okrajových podmínek definováno pomocí (124). 

Řešení převedené úlohy bylo realizováno v programu Matlab pomocí funkce bvp4c. Při jejím 

volání je zapotřebí specifikovat stavový popis systému, okrajové podmínky a počáteční odhad řešení. 

Ten byl v tomto případě volen triviálně v podobě lineárních funkcí spojujících zvolené okrajové 

podmínky pro původní stavové veličiny a nulový pro sdružené stavy. Pro účely výpočtu byl počáteční 

odhad vytvořen s periodou 1 ms. Funkce bvp4c vrací jako výsledek řešení stavové trajektorie pro všech 

8 definovaných stavových veličin. Z nich je poté podle předpisu (163) odvozen průběh řídicího signálu. 
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Obrázek 52 - Výsledný průběh stavových trajektorií x1 a x3 a vypočteného řídicího signálu u pro metodu využívající 

Pontryaginův princip minima 

Výsledný algoritmus je z velké části podobný tomu, který byl použit jako základ metody řešící 

dvoubodový okrajový problém s volnými parametry a optimalizační procedurou. Rozdíl ale spočívá 

v tom, že namísto volných parametrů, které byly voleny konstantní, obsahuje popsaná metoda sdružené 

stavy, které mohou být časově proměnné. Jejich předpis v podobě diferenciálních rovnic je navíc 

odvozen na základě dynamiky původního systému a zvolené účelové funkce. Také předpis pro řídicí 

signál je založen na výpočtu z Hamiltonovy funkce, zatímco u metody TPBVP s volnými parametry 

byla kandidátská funkce volena expertním odhadem. Na základě těchto odlišností není řešení v rámci 

popisované metody náchylné na počáteční odhad řešení, díky tomu mohl být zvolen v triviální podobě. 

Výhodou výpočtu je také jeho poměrně rychlé provedení, jelikož se provádí jen jedno volání funkce 

bvp4c. Jak bylo zmíněno v teoretickém popise, je možné během výpočtu zohlednit také různá omezení 

stavových veličin, nicméně získané trajektorie, konkrétně průběh polohy vozíku kyvadla, splňoval 

omezení fyzického modelu apriori, a proto nebyla omezení do výpočtu zahrnuta. Nevýhodou metody je 

nemožnost specifikovat počáteční a koncovou hodnotu řídicího signálu. Pokusy o zavedení této 

podmínky způsobily selhání výpočtu metodou bvp4c. 

5.5.4 Metoda přímé transkripce a přímé kolokace 

Obě popisované přímé metody jsou v otázce implementace i podstaty fungování velmi podobné. 

Z tohoto důvodu bude v dalším textu popsána implementace a použití metody přímé transkripce a 

následně budou uvedeny odlišnosti použité u metody přímé kolokace. Základem je v obou případech 

využití řešiče úlohy nelineárního programování. Pro tyto účely byl použit řešič fmincon z programu 

Matlab, který je použit ve variantě hledání lokálního minima – iterační proces je spuštěn pouze jednou. 
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Metoda přímé transkripce 

Popisovaná implementace je v otázce využití metody pro různé systémy poměrně univerzální. Vektor 

hodnot vstupujících do úlohy nelineárního programování je sestaven podle vztahu (69). Počet hodnot 

vektoru 𝒛 je určen na základě počtu vstupních veličin systému, stavových veličin a zvoleném počtu 

uzlových bodů. Pro jednoduché inverzní kyvadlo a řešení výšvihu využíváme jednu vstupní veličiny, 

čtyři stavy systému. Pro diskretizaci těchto průběhů bylo zvoleno dělení na 100 intervalů, což znamená 

použití 101 uzlových bodů. Vektor 𝒛 bude tvořen 505 hodnotami. Stejným způsobem jsou specifikovány 

maximální a minimální povolené hodnoty (68), tedy intervaly, na kterých je každý prvek z vektoru 𝒛 

hledán. Pro každý signál jsou tyto limity zvoleny konstantně. Jejich volba však probíhala tak, aby jimi 

hledaný průběh nebyl omezen, zvolené intervaly jsou několikrát větší, než jakých hodnot posléze 

dosahují výsledné průběhy. Pouze u stavové veličiny 𝑥3 odpovídající poloze vozíku kyvadla byl 

interval, na kterém se průběh hledá, omezen přísněji, avšak stále s větší volností, než je fyzikální 

omezení modelu. Konkrétně byl interval omezen na rozsah 〈−0,8; 0,8〉. Volba odráží skutečnost, že 

nulová poloha vozíku může být na kraji reálného modelu a ten má pak při výchylce na jednu stranu 

k dispozici dráhu přibližně 0,8 m, stejně tak v opačném případě. Případné korektní omezení reflektující 

vlastnosti reálného modelu by se nemělo vztahovat na absolutní rozsah hodnot dráhy, ale na rozdíl 

maximální a minimální hodnoty výsledné trajektorie, který reflektuje požadovanou dráhu. Počáteční 

nulová poloha vozíku na reálném modelu musí být následně zvolena v souladu s výsledným průběhem. 

Toto omezení může být realizováno v podobě jedné části účelové funkce. 

Počáteční odhad hodnot vektoru 𝒛, který je nutné při použití řešiče fmincon specifikovat, byl 

zadán v takové podobě, že pro každou veličinu odpovídá lineární funkci mezi počáteční a koncovou 

hodnotou pro výšvih (124). Řízení je uvažováno nulové. Jednotlivé průběhy počátečního odhadu jsou 

opět diskretizovány v uzlových bodech. 

V dalším kroku byly vytvořeny dvě samostatné funkce, jedna pro výpočet omezujících 

podmínek (67) a druhá pro výpočet účelové funkce (65). Tento způsob implementace vede na 

přehlednější zápis, který navíc poskytuje větší volnost a více možností při specifikaci jednotlivých částí. 

Na začátku výpočtu omezujících podmínek je předložený vektor 𝒛 (mění se v každé iteraci) rozdělen na 

úseky hodnot, které odpovídají jednotlivým veličinám. Poté jsou v cyklu přes všechny uzlové body 

vypočteny omezující podmínky pro zajištění shody určených průběhů s dynamikou systému. Jak bylo 

popsáno v teoretické části, v každém uzlovém bodě (resp. od prvního do předposledního) je z aktuálního 

stavu pomoci diskrétního modelu, který je založen na čtyřbodové numerické metodě Runge-Kutta 

(výpočet a implementace popsány v části 4.2), vypočten stav v následujícím uzlovém bodě. Vypočtené 

hodnoty jsou porovnány s hodnotami, které jsou pro tento bod ve vektoru 𝒛 (byly určeny optimalizační 

funkcí). Rozdíly pro každou veličinu v každém uzlovém bodě tvoří první část vektoru omezujících 

podmínek, přičemž je požadováno, aby byly nulové. Tímto způsobem vzniká velké množství 

omezujících podmínek, nicméně řešič bez obtíží takto specifikované úlohy zvládá. K uvedeným 

podmínkám se přidávají ještě podmínky na počáteční a koncový stav systému. Je dobré si uvědomit, že 

se jedná o podmínky v podobě lineárních rovnic (66) a mohly by tudíž být zavedeny do řešiče fmincon 

jiným způsobem, nicméně matice 𝑨 v uvedeném předpise by obsahovala převážně nuly a docházelo by 

ke zbytečným výpočtům. Kvůli přehlednosti proto bylo zvoleno zahrnutí podmínek na počáteční a 

koncový stav systému do funkce s omezujícími podmínkami ve tvaru nelineárních rovností. 

Základ výpočtu účelové funkce je shodný s funkcí pro omezující podmínky, dochází ke 

stejnému rozdělení vektoru 𝒛 na jednotlivé signály, se kterými se dále pracuje. Účelová funkce použitá 

pro řešení výšvihu jednoduchého inverzního kyvadla odpovídá předpisu, který označujeme jako 

minimalizace energie řídicího signálu (12). Výpočet je ale zapotřebí provést v diskrétní podobě. Byla 

pro něj použita složená lichoběžníková metoda: 
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∫𝑓(𝑥)d𝑥

𝑏

𝑎

≈
ℎ

2
(𝑓0 + 2𝑓1 + 2𝑓2 + ⋯2𝑓𝑛−1 + 𝑓𝑛). (164) 

Hodnota ℎ odpovídá stejně jako v teoretickém rozboru metody přímé transkripce vzdálenosti mezi 

dvěma uzlovými body. Výpočet je implementován jako skalární součin hodnot dvou vektorů (součet 

součinů jednotlivých hodnot), kdy jeden obsahuje váhy (pro první a poslední prvek je poloviční oproti 

ostatním) a druhý funkční hodnoty (druhé mocniny diskrétních hodnot řídicího signálu). Vypočtená 

hodnota je následně vynásobena časovým krokem ℎ/2. Ve výpočtu je navíc zahrnuta konstanta 1/2 

před integrálem v účelové funkci, která se často u kritérií využívá. 

Při návrhu stavových trajektorií a řízení pro výšvih pomocí metody přímé transkripce byla 

zvolena celková délka tohoto děje 3 s a dělení průběhů při diskretizaci na 100 intervalů. Získané průběhy 

jsou zachyceny v následujících grafech. 

 

Obrázek 53 - Průběhy stavových trajektorií pro úhel kyvadla a polohu vozíku a řídicí signál navržené metodou přímé 

transkripce 

Popsaná implementace metody byla následně ještě dále modifikována. První úprava souvisí s řídicím 

signálem a jeho použitím v numerickém modelu při určování omezujících podmínek. V polovině 

intervalu mezi uzlovými body (tato hodnota je vyžadována při použití metody Runge-Kutta) byla 

doposud hodnota řízení určena na základě lineární interpolace mezi příslušnými uzlovými body, 

zjednodušeně řešeno se jednalo o jejich aritmetický průměr. Jiným způsobem, jak se vypořádat 

s nutností znát řízení v těchto bodech, je přidat hodnoty řízení v polovině intervalů mezi uzlovými body 

do vektoru 𝒛. Tím pádem budou určovány optimalizační funkcí a nebudou nikterak omezeny interpolací. 

Jelikož byly přidané hodnoty řízení použity i pro výpočet účelové funkce, bylo zapotřebí změnit způsob 

výpočtu integračního kritéria. Nově se pro tento účel používá Simpsnovo pravidlo 1/3: 
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∫𝑓(𝑥)d𝑥

𝑏

𝑎

≈
1

3

ℎ

2
(𝑓0 + 4𝑓1 + 2𝑓2 + 4𝑓3 + ⋯4𝑓𝑛−1 + 𝑓𝑛). (165) 

Hodnota ℎ opět odpovídá vzdálenosti mezi dvěma uzlovými body. Použití tohoto pravidla zohledňuje 

jinou váhu, která je přikládána hodnotám řízení v polovině intervalů v rámci numerické metody 

Runge-Kutta. Při použití lichoběžníkové metody namísto tohoto pravidla dochází k zisku průběhu 

řízení, kde jsou mezi hodnotami v uzlových bodech a polovině intervalů mezi nimi výrazné skoky. 

Průběh vypadá jako ten z předchozí varianty, avšak se superponovaným pilovým signálem. Při použití 

správného způsobu výpočtu účelové funkce je získán průběh řízení, který je téměř totožný s řízením 

vypočteným před zavedením úprav. 

 

Obrázek 54 - Porovnání průběhů řízení z původní varianty metody a po přidání diskrétních hodnot v polovině intervalů mezi 

uzlovými body s použitím dvou metod diskrétní integrace 

Při výpočtu úlohy popsanou metodou, ať již v základní metodě nebo s uvedenou modifikací, nedochází 

k určení počáteční a koncové hodnoty řízení. Obecně může být řídicí signál na začátku a konci nenulový. 

To ve své podstatě není problém, nicméně jeví se vhodné, aby řídicí signál neobsahoval skokové změny, 

ke kterým by v aktuální situaci docházelo při zapnutí nebo ukončení procesu výšvihu. Při zadání těchto 

podmínek do funkce, která počítá omezující podmínky, dojde pouze ke změně krajních hodnot řízení 

(budou nulové), nicméně skokové změny nebudou potlačeny. Jedna z variant, jak situaci korektně 

ošetřit, je zavedení přidané stavové veličiny. Ta odpovídá doposud používané veličině řízení. Novým 

řídicím signálem je derivace původního, tedy derivace zrychlení. Tato úprava se týká pouze návrhu 

trajektorií, pro další účely se stále využije jako řízení zrychlení vozíku. Následně se do omezujících 

podmínek přidá podmínka na počáteční a koncový stav přidané stavové veličiny (zrychlení vozíku) a 

zároveň se patřičně rozšíří dynamika systému – v druhé a čtvrté stavové rovnici (113) se nahradí řídicí 

signál 𝑢 přidaným stavem 𝑥5 a zavede se pátá stavová rovnice 𝑥5
′  =  𝑢𝑛𝑒𝑤. Díky tomu nejsou na průběh 

zrychlení vozíku kladeny pouze podmínky na okrajové hodnoty, ale také na jeho spojitost. V účelové 

funkci může vystupovat buď stejná fyzikální veličina jako doposud, tedy stav 𝑥5, anebo nový řídicí 

signál 𝑢𝑛𝑒𝑤. V prvním případě je sice kritérium shodné s tím, které bylo použito v předchozích 

variantách řešení, nicméně výsledný průběh zrychlení vozíku, který bude reálně použit jako řídicí signál, 

není v blízkosti koncového času hladký, i když zvlnění není příliš výrazné. Ve druhém případě je 

nalezeno řešení s odlišnými průběhy veličin, nicméně signál odpovídající zrychlení vozíku je hladký na 

celém časovém úseku a začíná a končí v nule. Při výpočtech bylo vycházeno z původní varianty metody 

bez přidaných bodů pro řízení mezi uzlovými body, aby mohly být varianty korektně porovnány. Při 

přidání bodů u řídicího signálu a výpočtu ztrátové funkce ze stavu 𝑥5 docházelo opět k zisku průběhu 
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řízení se superponovaným pilovým signálem. Pro jednotlivé zmíněné varianty byla určena hodnota 

ztrátové funkce vypočtené ze zrychlení vozíku, aby mohly být porovnány. 

Tabulka 6 - Porovnání hodnot integračního kritéria vypočteného ze zrychlení pro různé varianty metody přímé transkripce 

Varianta Integrační kritérium 

Původní varianta bez úprav 13,2018 

Původní varianta s přidanými omezujícími podmínkami 13,2098 

Varianta s přidaným stavem, účelová funkce z 𝑥5 17,3730 

Varianta s přidaným stavem, účelová funkce z 𝑢𝑛𝑒𝑤 21,5967 

 

Obrázek 55 - Porovnání průběhů zrychlení vozíku pro různé varianty výpočtu 

Výsledky z tabulky 6 ukazují, že při rozšíření původní úlohy pouze o omezující podmínky vztahující se 

k počáteční a koncové hodnotě řídicího signálu nedojde téměř k žádné změně integračního kritéria. Tato 

skutečnost je také patrná při porovnání průběhů, které jsou téměř totožné, nicméně zmíněná úprava 

neřeší kvalitně požadavek na úpravu řízení. Další dvě varianty pracující s přidaným stavem a uvedený 

požadavek řeší lépe. V obou případech je hodnota integračního kritéria pro signál zrychlení vozíku vyšší 

než v základní variantě návrhu řízení, což je způsobeno přidáním omezujících podmínek. Hodnota 

kritéria pro poslední variantu, u které se ztrátová funkce v jednotlivých iteracích používá z nově 

definovaného řídicího signálu, je sice nejvyšší, výsledné průběhy ale splňují požadavky na nulovou 

počáteční a koncovou hodnotu průběhu zrychlení a zároveň jeho spojitost nejlépe. 

Metoda přímé kolokace 

Pro implementaci byla vybrána varianta Hermite-Simpson, která byla popsána i v teoretickém popise 

metody. Jak bylo zmíněno, díky možné úpravě vztahů pro omezující podmínky vstupují do vektoru 𝒛 

opět přímo diskrétní hodnoty stavů a řízení, stejně jako u metody přímé transkripce. Kód pro návrh 

řízení a stavových trajektorií touto metodou je tedy z velké části shodný s programem využívajícím 

metodu přímé transkripce. Při implementaci bylo vycházeno ze základní varianty a varianty s přidanou 

stavovou veličinou pro ošetření počáteční a koncové hodnoty výsledného řízení. Základní nastavení pro 

funkci fmincon v podobě počátečního odhadu a omezujících podmínek zůstalo shodné, stejně tak 

výpočet účelové funkce. Pro výpočet integrálu byla použita lichoběžníková metoda. 

Odlišným způsobem proběhl výpočet omezujících podmínek pro zajištění souladu trajektorií 

s dynamikou řízeného systému. Bylo přitom vycházeno ze vztahů (73) a (75). Pro každý interval mezi 

dvěma uzlovými body byly nejprve vypočteny funkční hodnoty (hodnoty stavových rovnic) pomocí 

funkce obsahující dynamiku systému (jedná se o stejnou funkci používanou v rámci numerických 

modelů). Z nich byla následně vypočtena hodnota stavů v kolokačním bodě podle vztahu (73). Příslušná 

hodnota řízení byla určena jako aritmetický průměr řízení v uzlových bodech. Následně určená funkční 
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hodnota v kolokačním bodě byla použita pro výpočet omezujících podmínek podle (75). Tyto podmínky 

se opět určují pro všechny intervaly mezi uzlovými body. 

 

Obrázek 56 - Průběhy stavů x1 a x3 a příslušného řízení pro základní variantu návrhu a variantu rozšířenou o přidaný stav 

Varianta zajišťující hladký průběh zrychlení vozíku s určením jeho počáteční a koncové hodnoty byla 

dále rozšířena do podoby, kdy zadání odpovídá úloze s volným časem. Namísto pevné volby délky děje, 

která byla doposud 3 s, byla do vektoru 𝑧 přidána hodnota odpovídající koncovému času. Dále byl zadán 

interval 〈1; 5〉, který určuje, jakých hodnot může délka děje nabývat. Počet intervalů pro diskretizaci 

zůstal nadále stejný, v každé iteraci se pouze přepočítávala délka intervalů podle aktuálně navržené 

hodnoty koncového času. 
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Obrázek 57 - Průběhy stavů x1 a x3 a příslušného řízení pro variantu návrhu s volným časem se základní i rozšířenou 

ztrátovou funkcí 

Tabulka 7 - Porovnání hodnot integračního kritéria vypočteného ze zrychlení pro různé varianty metody přímé kolokace 

Varianta Integrační kritérium 

Původní varianta bez úprav 17,5778 

Varianta s přidaným stavem, účelová funkce z 𝑢𝑛𝑒𝑤 21,5947 

Varianta s přidaným stavem a volným časem 16,7110 

Varianta s přidaným stavem, volným časem a rozšířenou účelovou funkcí 15,8284 

Z výsledných průběhů na obrázku 56 je patrné, že koncový čas v obou případech je větší, než byla jeho 

pevně zvolená varianta při předchozích výpočtech. Konkrétně byly v metodě zvoleny časy 4,475 s a 

4,891 s. Pro tyto časy ze zadaného intervalu hodnot bude pohyb inverzního kyvadla při výšvihu nejvíce 

přirozený a nevynucený. V prvním případě je u trajektorie polohy vozíku vidět, že dosahuje zadaného 

omezujícího limitu. Realizace navrženého řízení by u reálného modelu byla komplikovaná a možná 

nereálná kvůli fyzickému omezení dráhy. Z tohoto důvodu byla rozšířena účelová funkce o člen 

penalizující se zvolenou vahou potřebný rozsah dráhy, po které se vozík během výšvihu pohybuje. Po 

zavedení této úpravy byly nalezeny stavové trajektorie, u kterých je zapotřebí pouze poloviční velikost 

dráhy. 

V tabulce 7 jsou porovnány hodnoty integračního kritéria vypočteného z průběhu zrychlení 

vozíku pro jednotlivá navržená řízení a jim příslušící trajektorie. Při porovnání prvních dvou hodnot je 

opět patrné, že zavádění dalších požadavků a omezení vede ke zvyšování hodnoty kritéria. Zavedením 

volného času se však optimalizační funkci přidává další rozměr, ve kterém může být řešení hledáno, což 

ukazuje snížení hodnoty integračního kritéria. Pro poslední variantu výpočtu je tato hodnota nejnižší. Je 

to z toho důvodu, že během samotného návrhu se počítá ztrátová funkce z veličiny odpovídající derivaci 
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zrychlení, nikoliv přímo ze zrychlení (stejně jako v druhé a třetí variantě), zároveň je v této variantě 

ztrátová funkce rozšířena o další člen, tudíž řešení dospěje do jiného minima než v předchozím případě 

úlohy s volným časem. 

Implementované metody přímé transkripce i kolokace jsou použitelné poměrně obecně na řadu 

různých dynamických systémů. Jsou schopné pracovat i se složitými nelineárními systémy. Jejich 

modifikace pro jiné úlohy zahrnuje specifikaci dynamiky systému, upravení specifikace vektoru 𝑧 

včetně omezení a počátečního odhadu (na základě počtu stavů a zvoleného počtu intervalů pro 

diskretizaci), zadání počátečního a koncového stavu systému a případné zapsání vlastní účelové funkce. 

Většina těchto kroků odpovídá čistě popsání řešeného problému a nevyžaduje žádné odvozování 

specifických vztahů nebo předpisů pro derivace. 

5.5.5 Softwarové nástroje pro řešení úlohy optimálního řízení 

K řešení výšvihu kyvadla v podobě úlohy hledání optimálního řízení byly zvoleny nástroje OptimTraj 

a ICLOCS2. Úloha byla zadána shodně jako v případě dříve popsaných metod, které řešily výšvih se 

zadanou účelovou funkcí, tedy systém je popsaný stavovým popisem (113), počáteční a koncový stav 

děje je dán podmínkami (124) a úloha je zadána s pevným koncem. Délka děje byla stanovena na 3 s. 

Počáteční a koncový stav popisují následující podmínky. Ztrátová funkce odpovídá úloze minimalizace 

energie řídicího signálu (12). 

U jednotlivých nástrojů pro řešení úlohy je možné zadávat počet bodů, na které je celý děj 

rozdělen. S jeho zvyšováním se prodlužuje doba výpočtu. Výsledné průběhy mají pak zvolené rozlišení. 

Pro jejich vykreslování je proto využita interpolace s rozdělením časového úseku na 1000 bodů. Získaný 

interpolovaný průběh řídicího signálu je použit pro výpočet hodnoty zvoleného optimalizačního kritéria, 

aby mohly být výsledky z obou nástrojů porovnány. Měření probíhalo na počítači s procesorem Intel 

Core i7-8550U, operační pamětí 16 GB, operačním systémem Windows 10 Home v prostředí Matlab 

2018a.  

Optimtraj 

Tento nástroj je vytvořený přímo pro Matlab v podobě knihoven. Jeho zprovoznění je velmi jednoduché, 

knihovny stačí stáhnout a poté v rámci programu Matlab přidat cestu k nim a podsložkám pomocí 

možnosti „Set Path“. Knihovny je také možné instalovat přes nabídku „Add-ons“ přímo v prostředí 

Matlab, nicméně u starších verzí není k dispozici nejnovější verze knihoven. V práci byla použita verze 

z 3. května 2018. Součástí knihoven je i sada ukázkových problémů. V dokumentaci je popsáno, jakým 

způsobem optimalizační úlohu připravit, zadat jednotlivé údaje a spustit řešení. Ke všemu vystačí jeden 

soubor s přehledným a krátkým kódem, nicméně je možné pro zadání dynamiky systému i 

optimalizačního kritéria využít samostatné soubory. 

Veškeré nastavení se zadává do jedné struktury. V prvním kroku je zapotřebí uvést dynamiku 

systému a zvolené optimalizační kritérium. Oba tyto údaje se uvádějí v podobě funkcí, jejichž parametry 

je čas, hodnota stavů a řídicí signál. V druhém kroku se zadávají informace o počátečním a koncovém 

stavu systému a také časových údajích odpovídajících těmto stavům. Pro všechny tyto veličiny je možné 

zadat nejen pevnou hodnotu, ale také určitý interval (ten může být rovněž (–∞;  ∞)). V případě 

popisované úlohy byly zvoleny pevné hodnoty dle zadání uvedeného dříve. Třetím krokem je 

specifikace počátečního odhadu stavových veličin i řídicího signálu ve specifikovaných časech. Pro 

jednoduchost byly použity odhady pouze pro počáteční a koncový čas děje. V posledním kroku probíhá 

nastavení parametrů řešiče a volba použité metody. Byla zvolena metoda vícenásobné střelby, která pro 

modelování systému využívá metodu Runge-Kutta. Toto nastavení umožňuje volbu počtu segmentů a 

subkroků. V závislosti na jejich nastavení se měnila především délka výpočtu, při velkých změnách 
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rovněž průběh nalezených trajektorií. Výsledné průběhy byly získány při nastavení 20 segmentů a 2 

subkroků. 

ICLOCS2 

Jedná se o další nástroj určený přímo pro Matlab. Postup zprovoznění je shodný s nástrojem Optimtraj, 

je nutné stáhnout knihovny a poté v Matlabu přidat cestu k jejich umístění přes Set Path. Problém je 

však s řešičem. V rámci tohoto nástroje je možné využít tři různé solvery, doporučován je IPOPT. Ten 

však není součástí programu Matlab ani nástroje ICLOCS2 a je potřeba jej přidat samostatně. Bohužel 

je dostupný pouze v podobě zdrojových kódů, ke kterým je zapotřebí stáhnout další součásti a provést 

kompilaci. Celý postup je sice zdokumentován, nicméně je již několik let starý a určité části nejsou 

použitelné v novějších verzích prostředí Matlab. Kvůli tomu byl nakonec použit jako řešič fmincon, i 

když není doporučován a podle dokumentace může způsobit značný nárůst doby výpočtu. Součástí 

knihovny jsou opět ukázkové příklady. 

Zadání optimalizačního problému je rozděleno do čtyř souborů, především kvůli přehlednosti. 

V hlavním souboru, přes který se spouští následné řešení, se vytváří tři struktury popisující nastavení 

řešiče, problém samotný (dynamika systému, kritérium, omezující podmínky) a počáteční odhad jeho 

řešení. Nastavení řešiče umožňuje zvolit použitou metodu, v našem případě byla zvolena přímá 

kolokační metoda (doporučené nastavení dle dokumentace). Kromě nastavení způsobu reprezentace 

výsledků a dalších možností je zde zapotřebí specifikovat použitý řešič (fmincon) a jeho parametry 

týkající se například maximálního počtu iterací. Optimalizační problém se popisuje v samostatném 

souboru. Je možné specifikovat počáteční a koncový čas děje, s tím že koncový může být zadán 

intervalem. Obdobně se určuje hodnota stavů v počátečním čase, buď v podobě pevné hodnoty, nebo 

pomocí intervalu. Stejným způsobem se zadává také jejich hodnota v konečném čase. Zároveň je možné 

uvést omezující podmínky pro jednotlivé veličiny v průběhu celého děje, tato možnost však při řešení 

výšvihu nebyla použita. Pro stavové veličiny i řídicí signál se uvádí počáteční odhad, nicméně pouze v 

podobě hodnot v počátečním a koncovém čase. Dynamika systému se zachycuje v podobě klasických 

výrazů programu Matlab, v jejichž zápise se vyskytují stavové veličiny i řídicí signál. Nástroj ICLOCS2 

umožňuje samostatné zadání Lagrangeovy a Mayerovy části optimalizačního kritéria. Pro řešení úlohy 

bylo použito přímé zapsání podmínky do Lagrangeovy části. Také bylo zvoleno dělení průběhů na 40 

intervalů (41 diskrétních hodnot). 



106 

 

Obrázek 58 - Porovnání průběhů stavových veličin x1 a x3 a řízení vypočtených pomocí nástrojů k řešení úlohy hledání 

optimálního řízení 

Tabulka 8 - Porovnání integračního kritéria průběhu řízení a časové náročnosti řešení při použití uvedených softwarových 

nástrojů 

Nástroj Integrační kritérium Délka výpočtu (s) 

OptimTraj 13,0519 58,79 

ICLOCS2 13,0460 394,36 

Nastavení obou nástrojů bylo voleno tak, aby bylo pokud možno stejné. Záměrně však byly zvoleny 

rozdílně metody použité pro řešení úlohy. Výsledné trajektorie i řídicí signály jsou velmi podobné, což 

dokazuje také téměř shodná hodnota posuzovaného integračního kritéria. Velký rozdíl je ale patrný 

v délce výpočtu, při použití nástroje OptimTraj byl více než šestkrát kratší. Důvodem mohou být právě 

rozdílně zvolené metody, ale také rozdílný způsob implementace řešení v obou nástrojích a jejich 

optimalizace pro běh v prostředí Matlab. V případě nástroje ICLOCS2 určitou roli hraje rovněž 

preferování jiného řešiče. 

5.6 Návrh zpětnovazebního řízení pro inverzní kyvadlo 

Druhou část v řídicí struktuře se dvěma stupni volnosti tvoří zpětnovazební regulátor. Pro jeho realizaci 

byl zvolen stavový regulátor LQR určený na konečném časovém horizontu. Jeho výpočet se odvíjí od 

konkrétního dopředného řídicího signálu a stavových trajektorií, které má systém sledovat. Pro 

implementaci byl zvolen program Matlab. Při návrhu regulátoru se pracuje s časovým krokem 1 ms. 

Pokud jsou dodané trajektorie a řízení zaznamenány s jiným časovým krokem, dochází k jejich 

převzorkování pomocí interpolace spline křivkou odvozenou od kubických polynomů (funkce interp1). 

Prvním krokem řešení je výpočet algebraické Riccatiho rovnice pro vzpřímenou polohu, tedy 

nestabilní ustálený stav. Jedná se o postup, který se používá při výpočtu LQR regulátoru na nekonečném 
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horizontu pro lineární systém nebo systém linearizovaný v jednom pracovním bodě. Pro tento krok je 

použita funkce care. 

[A0,B0] = getlinsys(0,0,0,0,0,0) 

[Plqr,L,G] = care(A0,B0,Q,R) 

Parametry 𝑨0 a 𝑩0 jsou matice stavového popisu inverzního kyvadla linearizovaného v horní ustálené 

poloze. Matice 𝑸 a 𝑹 jsou váhové, viz teoretický rozbor 3.2. Získané řešení Riccatiho algebraické 

rovnice slouží jako počáteční podmínka při řešení Riccatiho diferenciální rovnice. To probíhá zpětně 

v čase, tedy vychází se z koncového stavu, pro který již bylo vypočteno řešení. Následně se postupuje 

k počátečním hodnotám a spodní poloze kyvadla. K samotnému řešení diferenciální rovnice je 

v programu Matlab použita funkce ode45. 

S=reshape(Plqr,16,1) 

opt = odeset('AbsTol',1.0e-08,'RelTol',1.0e-08) 

[t,P] = ode45(@riccatiEquation,tf:-0.001:ti,S,opt) 

t=flipud(t) 

P=flipud(P) 

První parametr ode45 je odkaz na funkci riccatiEquation, ve které je zapsána diferenciální Riccatiho 

rovnice (83). V ní se vyskytují také matice stavového popisu systému, který se má řídit. Ty získáváme 

linearizací popisu inverzního kyvadla. Pro zadaný čas 𝑡 se získají hodnoty stavových veličin 

z trajektorie, podél které má regulace probíhat, a z nich je následně určen linearizovaný popis v daném 

pracovním bodě pomocí funkce getlinsys. Tato funkce je rovněž použita pro určení linearizovaného 

popisu v horní poloze kyvadla. Jak je vidět na druhém parametru funkce ode45, časový vektor je 

vytvořen od koncového času směrem k počátku s krokem 1 ms. Dalším parametrem jsou počáteční 

podmínky, které byly získány v předchozím kroku řešením algebraické Riccatiho rovnice. Funkce 

ode45 vyžaduje vracení výsledků z jednotlivých kroků řešení v podobě sloupcových vektorů, nikoliv 

čtvercových matic. Proto jsou i počáteční podmínky přeuspořádány z matice o rozměru 4×4 na 

sloupcový vektor o 16 prvcích. Jako výsledek je obdržen časový vektor 𝑡 a vektor s řešeními v daných 

časech 𝑷. Jelikož jsou oba orientovány zpětně v čase (𝑡 jde od konečného času k nule), pro další použití 

jsou obráceny. 

Při volání funkce getlinsys je možné zadat jako parametr určení stavu systému (včetně řízení), 

ve kterém proběhne linearizace, anebo čas podle kterého se určí stav systému ze zadaných stavových 

trajektorií. Samotné určení matic 𝑨 a 𝑩 je založeno na derivaci stavových rovnic podle jednotlivých 

stavů, případně řízení, a dosazení konkrétních hodnot. 

function dP = riccatiEquation(t,P) 

[A,B]=getlinsys(t); 

global Q R 

Z=reshape(P,4,4); 

dZ=-(Z*A+A'*Z-Z*B*inv(R)*B'*Z+Q); 

dP=reshape(dZ,16,1); 

end 

V samotné Riccatiho rovnici vystupuje řešení 𝑷 (z předchozího kroku), které bylo u počátečních 

podmínek upravené na sloupcový vektor. Aby mohla být rovnice vyřešena a odpovídaly rozměry matic, 

je potřeba opět provést přeuspořádání na čtvercovou matici 4×4 a po vyřešení rovnice přeuspořádat 

řešení zase na sloupcový vektor. 

Po dokončení výpočtu pomocí funkce ode45 je k dispozici řešení diferenciální Riccatiho 

rovnice pro použité trajektorie s krokem 1 ms. Další částí postupu je výpočet časově proměnného 
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stavového regulátoru pro řešení diferenciální Riccatiho rovnice v každém čase podle vztahu (92) 

uvedeného v teoretickém rozboru. 

for k=1:length(t) 

    [A,B]=getlinsys(t(k)); 

    Ptmp=reshape(P(k,:),4,4) 

    K(k,:)=-inv(R)*B'*Ptmp; 

end 

Tento proces se provádí v cyklu. Výsledkem je matice o čtyřech sloupcích, v nichž jsou hodnoty pro 

čtyři složky časově proměnného regulátoru pro řízení systému podél referenčních trajektorií. 

Pro ověření funkčnosti návrhu regulátoru byly použity stavové trajektorie a řízení vypočítané 

pomocí nástroje OptimTraj (viz předchozí podkapitola) a pomocí metody řešení úlohy dvoubodového 

okrajového problému s přidanou optimalizační procedurou. V prvním případě byly průběhy určeny 

s rozlišením 81 hodnot na 3 s průběhu, tudíž proběhla při návrhu regulátoru jejich interpolace. 

 

Obrázek 59 - Časově proměnná zesílení stavového LQR regulátoru pro dvě sady referenčních trajektorií 

Pro ověření navrženého LQR regulátoru byla použita simulace MIL vytvořená v prostředí Simulink. 

Obsahuje dva totožné modely inverzního kyvadla, přičemž jeden je zařazen do řídicí struktury se dvěma 

stupni volnosti a na druhý je aplikováno pouze dopředné řízení v otevřené smyčce. Pro posouzení 

funkčnosti byly zvoleny grafy obsahující porovnání referenčních průběhů stavových veličin 𝑥1 a 𝑥3 

s průběhy z modelu (v případě úhlu ramene kyvadla i s modelem řízeným v otevřené smyčce). Zároveň 

je také zachyceno porovnání dopředného řídicího signálu a řízení, které reálně vstupuje do systému 

řízeného strukturou 2DOF. Jednotlivé průběhy zobrazují, jak moc se veličiny při simulaci odchylují od 

referenčních průběhů a tudíž i jak moc jsou dané stavové trajektorie a příslušné řízení v souladu 

s dynamikou systému. 
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Obrázek 60 - Průběhy z MIL simulace pro posouzení časově proměnného LQR pro trajektorie navržené nástrojem OptimTraj 

(vlevo) a metodou řešení úlohy BVP s přidanou optimnalizační procedurou (vpravo) 

Grafy z MIL simulace ukazují, že navržený LQR regulátor v obou případech plní svou funkci. Na 

průběhu úhlu kyvadla nejsou patrné prakticky žádné odchylky mezi hodnotou stavu modelu a referenční 

trajektorií. Při kontrole průběhu této stavové veličiny u modelu řízeného v otevřené smyčce je vidět, že 

u trajektorií navržených řešením úlohy BVP s optimalizační procedurou dojde daleko dříve k odchýlení 

od referenčního průběhu. Tato skutečnost naznačuje, že dané trajektorie a řízení jsou méně v souladu 

s dynamikou systému a jeho přirozeným pohybem, než trajektorie navržené nástrojem OptimTraj. 

K ověření tohoto závěru slouží rovněž zbývající grafy, u kterých je opět viditelná ke konci průběhu 

výrazná odchylka od referenčních signálů. V případě trajektorií z nástroje OptimTraj nedošlo během 

celého výšvihu k žádnému výraznému zásahu LQR regulátoru do řízení. 
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Na základě výsledků ze simulace byly v několika iteracích expertně zvoleny váhové matice 𝑸 

a 𝑹: 

 

𝑸 = [

10
0
0
0

0
10
0
0

0
0
50
0

0
0
0

180

] , 𝑹 = [1]. (166) 

Volba probíhala s ohledem na chování systému, kdy úhel kyvadla je ovlivňován akčním zásahem 

nepřímo vazbou přes vozík. Zvýšení váhy stavů týkajících se ramene kyvadla vede k výraznému 

zhoršení kompenzace odchylek u veličin spojených s vozíkem kyvadla, jelikož dojde k upřednostňování 

veličin řízených nepřímo. Proto byla v rámci váhových matic dána daleko větší váha stavovým 

veličinám 𝑥3 a 𝑥4, aby sledování referenčních trajektorií probíhalo dobře a bez velkých odchylek u 

všech stavů systému. Následně byla vytvořena nástavba k popsanému algoritmu pro výpočet časově 

proměnného LQR regulátoru, jejímž úkolem je řešit volbu váhových matic. Základem je optimalizační 

proces, který iteračně opakuje výpočet vektorů zesílení LQR regulátoru a výsledky ohodnocuje na 

základě průběhů získaných ze simulace MIL. V použitém kritériu figurují sumy kvadrátů odchylek 

všech stavových veličin od referenčních trajektorií a také s menší váhou suma kvadrátů hodnot řídicího 

signálu. Simulace byla navíc doplněna o mechanismus včasného ukončení pro případ, kdy se některá ze 

stavových veličin čí řízení výrazně odchýlí od referenčních průběhů. Tato situace totiž znamená, že 

navržený LQR regulátor je nevhodný. Do kritéria je poté přidána složka reflektující čas ukončení 

simulace. Počáteční odhad jednotlivých vah byl volen triviálně, všechny prvky na hlavní diagonále obou 

váhových matic (jiné hodnoty se nehledají) jsou rovny 1. Rovněž byla zavedena omezující podmínka, 

aby hledané váhy byly vždy kladná čísla. Intervaly, na kterých jsou váhy hledány, byly zvoleny jako 

násobky původní expertní volby. 

Zavedená nástavba byla použita ve dvou variantách. V první byly hledány 4 hodnoty na hlavní 

diagonále matice 𝑸 a hodnota váhy 𝑹, v druhém případě proběhla fixace hodnoty 𝑹 =  1. V obou 

případech bylo testováno spouštění optimalizačního algoritmu v režimu lokálního i globálního řešiče. 

Při výpočtech byly použity trajektorie navržené metodou řešení problému BVP, které při použití 

navržených vah vykazovaly v simulaci větší odchylky průběhů od referenčních trajektorií. 

Tabulka 9 - Nalezené hodnoty vah a účelové funkce pro jednotlivé varianty výpočtu spolu s původním expertním návrhem 

Hledané 

matice 
Řešič 𝑄11 𝑄22 𝑄33 𝑄44 𝑅 

Účelová 

funkce 

- žádný 10,0000 10,0000 50,0000 180,0000 1 76,8965 

𝑄 lokální 15,4431 99,9432 73,1250 141,7025 1 55,4343 

𝑄 globální 32,2070 99,9556 59,4140 144,2980 1 55,4088 

𝑄 a 𝑅 lokální 13,4305 99,9404 19,4528 187,9997 0,1001 46,2966 

𝑄 a 𝑅 globální 13,4305 99,9404 19,4528 187,9997 0,1001 46,2966 

Z tabulky je vidět, že v případě hledání obou váhových matic bylo nalezeno stejné řešení při použití 

lokálního i globálního řešiče. V případě konstantní matice 𝑹 se v těchto dvou variantách výsledná 

hodnota účelové funkce liší minimálně, ale hodnoty první a třetí váhy matice 𝑸 se podstatně změnily. 

Ve všech případech došlo oproti původnímu odhadu vah k výrazné změně váhy týkající se úhlové 

rychlosti ramene kyvadla a polohy vozíku. Také je vidět, že účelová funkce ve všech případech nabývala 

nižší hodnoty než pro variantu s expertně zvolenými váhovými maticemi. Na základě toho lze dospět 

k závěru, že použitý algoritmus plní svoji funkci. Na samotných průbězích ze simulace typu MIL jsou 

mezi jednotlivými variantami vidět pouze minimální rozdíly a naopak průběhy řízení se započtenou 

zpětnovazební složkou na první pohled vykazují větší odchylky od referenčního signálu, nicméně 
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příslušné složky účelové funkce dokazují opak. Pokud by požadavkem byla minimalizace odchylek 

především u řízení, bylo by nutné upravit váhy složek účelové funkce. Průběhy stavových veličin a 

řízení jsou uvedeny pro ilustraci v příloze D spolu s porovnáním průběhů zesílení časově proměnného 

LQR. Popsaný výpočet časově proměnného LQR regulátoru včetně využití optimalizační procedury byl 

uveden v článku [TD14]. Zároveň byl také v publikaci [TD8] popsán alternativní způsob volby 

váhových matic na základě optimalizace, v jejíž účelové funkci figurují vlastní čísla matice 𝑷 (řešení 

Riccatiho rovnice). 

5.7 Simulace 

Návrh řízení pro výšvih a stabilizaci inverzního kyvadla je v souladu s přístupem „model-based design“. 

To znamená, že v rámci celého procesu se využívá v určité podobě model systému, a to nejen při 

samotném návrhu, ale také pro jeho ověřování před nasazením na reálné inverzní kyvadlo. Navržené 

řízení může být ověřováno v několika fázích, které se liší použitým druhem simulace. Každý fáze je 

primárně zaměřena na ověřování jiné části řídicího systému. 

5.7.1 Simulace typu MIL 

První použitý typ simulace je označován zkratkou MIL (model in the loop). Jedná se o offline simulaci, 

která má za úkol ověřit funkčnost zvolené řídicí struktury a navrženého řízení. Na základě simulovaných 

průběhů je možné posuzovat rovněž kvalitu navržených referenčních trajektorií a dopředného řízení. 

Rychlost vyhodnocení celého simulovaného děje je dána dostupným výpočetním výkonem, reálné 

plynutí času není zohledněno. Čas by však mohl být přidán formou umělého zpoždění simulace, pokud 

je bez něj vyhodnocována rychleji. Pro tvorbu simulace MIL bylo použito prostředí Simulink, které je 

součástí programu Matlab. Díky tomu bylo možné zajistit jednoduché předávání dat reprezentujících 

navržené řízení a případné vyhodnocení průběhů ze simulace, jak bylo popsáno v části týkající se 

automatické volby váhových matic LQR regulátoru. 

Vytvořená simulace obsahuje model systému inverzního kyvadla sestavený z grafických bloků 

na základě jeho stavového popisu. Konkrétně jsou použity dvě kopie modelu systému, kdy jeden je 

zařazen do řídicí struktury se dvěma stupni volnosti a na druhý je aplikováno pouze dopředné řízení. 

Podle průběhů z druhého modelu je možné posoudit kvalitu navrženého referenčního řízení v otázce 

souladu s vlastním chováním řízeného systému, tedy jak rychle a do jaké míry dojde k odchýlení stavů 

systému bez zpětné vazby od referenčních průběhů. Model řízený ve struktuře 2DOF slouží pro 

posouzení celého řídicího systému se zaměřením na zpětnovazební část. Zpětná vazba v případě řídicí 

struktury 2DOF obsahuje časově proměnný LQR v podobě look-up tabulek pro jednotlivá zesílení. 

Regulátor pracuje s odchylkami stavů modelu od referenčních trajektorií a vytváří druhou složku řízení, 

která se přidává k dopřednému. Zapojení jednotlivých složek regulátoru zároveň obsahuje mechanismus 

pro zajištění použití finální hodnoty jednotlivých zesílení v případě, že je simulace spuštěna s delším 

časem, než jak dlouho trvá samotný výšvih. Všechny potřebné průběhy a hodnoty (stavové trajektorie, 

řízení, zesílení regulátoru,…) jsou načítány při spuštění simulace z pracovního prostoru programu 

Matlab. 

Pro vizualizaci stavu modelu inverzního kyvadla byly zvoleny tři přístupy. Prvním je 

jednoduché zobrazování průběhů jednotlivých veličin v závislosti na čase pomocí grafů. Tato 

reprezentace hodnot je snadná na realizaci a při běhu simulace není výpočetně náročná. Zároveň 

poskytuje přehledné porovnání různých průběhů v čase. Druhý přístup spočívá ve vytvoření 

zjednodušeného dvourozměrného obrazu inverzního kyvadla, který je schopný měnit polohu vozíku a 

úhel kyvadla v závislosti na zadaných hodnotách. Pro vytvoření byla použita S-funkce, která v každém 

kroku simulace mění podle aktuálního stavu modelu parametry objektů, které tvoří 2D obraz. Tento 

způsob vizualizace je výpočetně náročnější, jelikož vyžaduje provádění přepočtů a překreslování celého 
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obrazu. Na druhou stranu je tato varianta vhodnější pro představu, jak se bude reálné inverzní kyvadlo 

chovat i pro nezasvěcené pozorovatele. Důvodem je grafická reprezentace modelu a zobrazení celého 

stavu kyvadla v rámci jednoho prvku. Při doplnění simulace o zpomalení vyhodnocování je možné 

získat dostatečně přesnou vizualizaci chování v čase. 

 

Obrázek 61 - Dvourozměrná vizualizace inverzního kyvadla 

Poslední varianta je určitým způsobem rozšíření té předchozí. Model kyvadla může být realizován 

v trojrozměrném prostoru díky využití nástroje Simulink 3D. Pro vytvoření jednotlivých částí je možné 

využít základní grafické objekty anebo importovat složitější modely vytvořené pomocí externích 

programů. U modelu se opět určuje, které veličiny jsou jakým způsobem propojené a které budou moci 

být měněny za běhu simulace. Vyhodnocování 3D vizualizace v čase je nejvíce časově náročné a u 

velmi složitých simulací není vhodné tuto variantu používat. Výsledné zobrazení chování systému by 

mohlo být v čase značně zpomalené. V případě jednoduchého inverzního kyvadla je ale i tato 

vizualizace použitelná. 

 

Obrázek 62 - Trojrozměrná vizualizace inverzního kyvadla 

5.7.2 Simulace typu SIL 

Tento typ již řadíme mezi real-time simulace. Řídicí program obsahuje jak řízení, tak model systému, 

v tomto ohledu jde o obdobu simulace typu MIL. Záměrem ale je, aby vše běželo na zařízení, které má 

být později použito pro řízení reálného systému. Jedná se tedy o převod celé simulace do jiného prostředí 
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a následné ověřování funkčnosti, s tím že vše je již provozováno v reálném čase. Díky tomu dojde také 

k ověření výkonosti použité hardwarové platformy. 

Pro realizaci simulace bylo použito prostředí REXYGEN Studio, které bylo již dříve zmíněno 

v rámci tvorby numerických modelů inverzního kyvadla. Celý program je spouštěný s periodou 2 ms, 

stejně jako později řízení reálného inverzního kyvadla. Je rozdělený na dvě samostatné části – řízení a 

model systému. V řídicí části je implementována struktura 2DOF. Je složena z grafických bloků 

realizujících stavový regulátor, jehož zesílení jsou načtena ze souboru a v čase se mění. Výsledný řídicí 

signál složený z dopředné a zpětnovazební složky, který fyzikálně odpovídá zrychlení, je integrován a 

získává se tak požadovaná hodnota rychlosti vozíku v čase. Tato část je použita z důvodu využití 

rychlostního regulátoru pro aplikaci předepsaného řízení na reálné kyvadlo a bude detailněji popsána 

v další části práce věnující se implementaci řízení pro reálný model. Část simulace odpovídající modelu 

systému obsahuje zmíněnou rychlostní smyčku, která zahrnuje zpětnovazební regulátor a soustavu 

prvního řádu použitou pro aproximaci dynamiky aktuátoru. Její časová konstanta byla nejprve zvolena 

0,1 s na základě odhadu a později upravena na hodnotu 0,163 s na základě reálného experimentu. Dále 

tato část obsahuje samotný model inverzního kyvadla. V první fázi byla použita realizace z grafických 

bloků na základě stavového popisu systému, posléze byly doplněny numerické modely uvedené v části 

5.3. Mezi jednotlivými variantami je možné přepínat. 

Kromě samotné realizace simulace v jiném vývojovém prostředí a nasazení na jiné hardwarové 

zařízení, na kterém j provozována v reálném čase, je zásadní odlišností přítomnost rychlostní smyčky, 

která modeluje dynamiku aktuátoru. Díky tomu simulace SIL věrněji odpovídá realitě. Funkčnost 

simulace byla nejprve ověřována s trajektoriemi navrženými metodou založenou na časové symetrii 

systémů bez přidané optimalizace a poté s trajektoriemi z nástroje OptimTraj. Následně byla použita 

k posuzování jednotlivých navržených řízení, vlivů různých úprav i samotnému ověření funkčnosti 

řízení. Pro otestování nových průběhů je zapotřebí vektory reprezentující časově proměnný regulátor i 

řízení a referenční trajektorie uložit do samostatných souborů, přiložit je k simulaci a provést její 

kompilaci. Část zajišťující načtení těchto průběhů určuje při načtení také délku celého výšvihu, která 

nemusí být pro všechny testované varianty řízení stejná. 

 

Obrázek 63 - Průběhy ze simulace SIL porovnávající referenční trajektorie úhlu kyvadla (vlevo) a polohy vozíku (vpravo) s 

příslušnými veličinami simulovaného systému pro trajektorie navržené metodou časově reverzibilního řízení bez 

optimalizace 

5.7.3 Simulace typu PIL 

Tato varianta simulace vychází z předchozího typu SIL. Hlavním rozdílem je oddělení řídicí části a 

modelu systému na dvě samostatná zařízení. Výměna informací mezi nimi je realizována přes 

komunikační rozhraní, v tomto případě konkrétně Modbus na fyzické vrstvě Ethernet. Předávají se 

pouze informace, které budou k dispozici i u reálného inverzního kyvadla, tedy řízení převedené 
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z požadovaného zrychlení na rychlost vozíku (rychlostní smyčka považována za součást modelu) a 

informace o úhlu kyvadla a poloze vozíku. Z těchto stavových veličin jsou zbylé dva stavy dopočteny 

derivací, jelikož nejsou u reálného kyvadla přímo měřeny. Řídicí systém je opět provozován přímo na 

hardwarové platformě, která bude použita později pro řízení reálného inverzního kyvadla. Oddělení částí 

simulace vnáší do celého řetězce zpoždění způsobené výměnou informací. To má simulovat prodlevy 

způsobené nutností měřit u reálného kyvadla jednotlivé stavy a informaci předávat do řídicího programu 

a posléze aplikovat vypočtené řízení. 

Simulace PIL byla vytvořena především z důvodu vyzkoušení této varianty a realizace 

propojení dvou zařízení přes komunikační rozhraní s realizací v prostředí REXYGEN. I v tomto případě 

bylo testované řízení funkční (použity trajektorie z nástroje OptimTraj), nicméně později tato simulace 

nebyla používána pro ověřování nových variant řízení, především kvůli časově náročnějšímu spouštění. 

Pro tyto účely byla používána simulace MIL a SIL. Variant simulace PIL byla také použita a popsána 

v článku [TD6] pro realizaci virtuální laboratoře. 

5.8 Ověření navržených trajektorií a řízení na reálné soustavě 

Celý návrh řízení pro realizaci výšvihu inverzního kyvadla byl zaměřen na jeho použití s reálným 

modelem, nikoliv jen na ověření v rámci simulací. V následujícím textu bude popsán použitý laboratorní 

model včetně zařízení použitých pro jeho řízení. 

5.8.1 Laboratorní model inverzního kyvadla 

Obecné zapojení modelu a řídicího systému zachycuje blokový diagram na obrázku 64. 

 

Obrázek 64 - Obecný blokový diagram zapojení řídicího systému a řízeného procesu 

Fyzický model inverzního kyvadla, který je v diagramu označen jako proces, byl již dříve zobrazen na 

obrázku 21. Jeho konstrukce je tvořena převážně z duralu, případně z ocelových částí. K podkladové 

desce jsou přes držáky připevněny dvě válcové vodící tyče. Na nich jsou nasazena lineární ložiska, která 

jsou pevně spojena s vozíkem kyvadla. K němu je dále upevněna přes kuličková ložiska krátká 

vodorovná hřídel, na jejímž konci je uchyceno rameno kyvadla. Je tvořeno homogenní válcovou tyčí 

s délkou 30 cm. Celková délka vodících tyčí mezi držáky je 70 cm, po započtení délky vozíku a 

přidaných pěnových zarážek je k dispozici pro pohyb vozíku dráha 64,9 cm. 

Jako aktuátor je použitý stejnosměrný motor Maxon A-max 32 se jmenovitým napětím 12 V a 

výkonem 20 W. Jedná se o konstrukci s kotvou bez železného jádra a komutátorem využívajícím uhlíky. 

Oproti klasickým stejnosměrným motorům vykazuje tato konstrukce výrazně menší časovou konstantu, 

především kvůli snížení momentu setrvačnosti točivých částí. Na výstupní hřídel motoru je připevněna 

řemenice s 28 zuby, která pohybuje s ozubeným řemenem. Ten je pevně spojen s vozíkem. 

Motor i vodorovná hřídel na vozíku jsou osazeny inkrementálními kvadraturními optickými 

enkodéry HEDM-5500J12, které slouží ke snímání natočení ramene kyvadla a polohy vozíku. Jelikož 

jde o inkrementální senzory, absolutní údaj o těchto stavech se získává na základě kalibrace počátečního 

stavu. Oba enkodéry mají rozlišení 4096 pulzů na otočku při vyhodnocování náběžných i sestupných 

hran na obou výstupních signálech (označovány A a B). Pro převod pulzů na dané stavové veličiny 

s reálnými jednotkami byly zavedeny konstanty 

 
𝑘𝑥1

=
2𝜋

4096
= 1,53398 ∙ 10−3 (𝑟𝑎𝑑), (167) 
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𝑘𝑥3
=

𝜋𝑑

4096
= 1,70885 ∙ 10−5 (𝑚), 

kterými jsou údaje ze senzorů násobeny. Výpočet konstant vycházel z rozsahu dané veličiny, kterému 

má odpovídat jedna celá otočka hřídele, na kterou je připevněn enkodér. V případě polohy vozíku 

proběhl přepočet na základě roztečného průměru řemenice 𝑑, který je 22,28 mm. Pro ověření byl 

proveden experiment, kdy byly počítány pulzy pro definovanou délku posunutí vozíku. Na základě 

výsledků byla provedena následující korekce konstanty pro stav 𝑥3: 

 
𝑘𝑥3

=
0,668

39067
= 1,70988 ∙ 10−5 (𝑚). (168) 

Blok zesilovače je realizován jako h-můstek. Jedná se o jeho plné zapojení, které je ovládáno jedním 

signálem s pulzně šířkovou modulací pro realizaci změny napětí přivedeného na motor a druhým 

signálem pro určení směru otáčení motoru. Pro nasazení byl použit vlastní návrh složený z duálního 

MOSFETu s komplementárními N a P tranzistory (celkem 4 MOSFET tranzistory v jednom pouzdře) a 

vysokorychlostního budiče MOSFET tranzistorů, který umožňuje pracovat s externím napájením 12 V a 

zajišťuje dostatečnou strmost hran při přepínání tranzistorů. 

Řídicí člen je tvořen dvěma částmi. Hlavním prvkem je jednodeskový počítač Raspberry Pi 3B, 

na kterém běží všechny řídicí algoritmy. K němu je připojen 32bitový mikrokontrolér s jádrem ARM 

Cortex M3, konkrétně STM32F103 osazený na vývojové desce řady Nucleo. Slouží jako hardwarová 

periferie a s Raspberry Pi je propojen přes rozhraní UART, u obou zařízení je použita hardwarová 

varianta rozhraní. Pro tuto vývojovou desku byl navržen shield obsahující h-můstek se svorkami pro 

připojení motoru a externího napájení a konektory pro připojení enkodérů. Informace z nich jsou 

zpracovávány dvěma hardwarovými timery mikrokontroléru, které přímo podporují funkci čítání pulzů 

z kvadraturních signálů s vysokou rychlostí změn. 

 

Obrázek 65 - Modul pro realizaci periferie k propojení s modelem kyvadla 

Firmware pro mikrokontrolér byl napsán v jazyce C. Zajišťuje příjem zpráv přes rozhraní UART pomocí 

přerušení. Tyto zprávy obsahují požadované nastavení směru otáčení a PWM signálu pro řízení motoru. 

Ke generování modulovaného průběhu je použit timer v režimu časovače. Po zadání požadovaného 

plnění PWM vše probíhá na hardwarové úrovni. Jakmile dojde k detekci začátku příchozí zprávy, vyčtou 

se souběžně s jejím příjmem aktuální hodnoty získané z enkodérů a odesílají se zpět do Raspberry Pi. 

Podoba rámců pro obě zprávy byla volena tak, aby byly co nejkratší a jejich přenos byl co nejrychlejší. 

Z toho důvodu neobsahují kontrolní součty. Jednotlivé hodnoty jsou v hexadecimálním tvaru převedeny 

na ASCII znaky, jeden bajt určité hodnoty se ve zprávě přenáší jako dva bajty. Tato varianta byla použita 

pro zajištění unikátnosti startovacího znaku. 



116 

Tabulka 10 - Formát rámce zprávy pro přenos požadavků na řízení motoru 

Význam Počáteční znak Směr otáčení Plnění PWM 

Počet bajtů 1 1 2 

Pro počáteční znak byl zvolen symbol *, který má v ASCII tabulce hodnotu 42. Bajt odpovídající směru 

otáčení může nabývat dvou hodnot, přičemž se jedná o znaky + a -. Plnění PWM je 8bitová hodnota 

přenášená v hexadecimálním tvaru jako příslušné dva znaky z ASCII tabulky. Například hodnota plnění 

143 odpovídá tvaru 0x8F a v rámci budou přenášeny dva bajty s hodnotami 56 (0x38) a 70 (0x46). 

Tabulka 11 - Formát rámce zprávy pro přenos údajů z enkodéru 

Význam Polarita hodnot Diference pulzů 1 Diference pulzů 2 

Počet bajtů 1 4 4 

Polarita hodnot určuje, zda mají být následující přenášené hodnoty brány jako kladné nebo záporné. 

Tuto skutečnost pro každou hodnotu určuje čtveřice bitů, které musí být buď všechny rovny 0 nebo 1. 

Následující dvě části zprávy jsou obdobné, jde pouze o údaje příslušící jinému enkodéru. Ve zprávě se 

přenáší diference vyčtené hodnoty mezi posledním čtením a aktuálním stavem. Pro přenos údaje je 

použito 16bitové číslo, které je opět po převodu přes hexadecimální tvar a ASCII tabulku 

reprezentováno čtyřmi bajty ve zprávě. 

Použitá přenosová rychlost je 500 kb/s, přenos příchozí zprávy, která má délku 4 bajty, tedy 

teoreticky trvá 64 µs a odchozí zprávy 144 µs. V praxi jsou tyto časy delší z důvodu přítomnosti start a 

stop bitu u každého přenášeného bajtu na rozhraní UART. Po jejich započtení vycházejí časy 80 a 

180 µs. 

Řídicí algoritmy, které jsou provozovány na Raspberry Pi, byly vytvořeny v prostředí 

REXYGEN Studio. Projekt vytvářený v tomto nástroji se dělí na dvě základní části. První z nich je 

exekutiva, ve které se nastavuje základní perioda programu a její násobky pro jednotlivé úrovně, ke 

kterým se připojují tasky. Ty tvoří druhou část projektu a obsahují samotný program se vším, co má 

řídicí systém vykonávat. Pro řízení inverzního kyvadla byla zvolena perioda řídicího tasku 2 ms. 

5.8.2 Aplikace řídicího signálu na model 

U modelu inverzního kyvadla, který byl používán během celého návrhu řízení, se jako vstup do systému 

využívá zrychlení vozíku. K tomuto kroku bylo přistoupeno právě z důvodu realizace, aby bylo možné 

předepsaným akčním zásahem působit na reálný systém. Zároveň došlo ke zjednodušení stavového 

popisu kyvadla, konkrétně pohybové rovnice týkající se vozíku. Při řízení reálného inverzního kyvadla 

se požadovaná hodnota zrychlení integruje a získává se požadovaný průběh rychlosti vozíku. Zároveň 

se využívá následující myšlenka – je-li shodná rychlost vozíku s požadovaným průběhem rychlosti 

získaným integrací, shoduje se také zrychlení vozíku s jeho požadovanou hodnotou, neboť tyto veličiny 

jsou svázány přes derivaci (popř. integraci v opačném směru). Splnění této podmínky je zajištěno 

přidaným zpětnovazebním obvodem, který tvoří pro použitý aktuátor rychlostní regulátor typu PI. 

V případě kvalitního návrhu regulátoru můžeme reálnou a požadovanou rychlost považovat za téměř 

shodné a tím pádem dochází k nepřímé aplikaci požadovaného zrychlení na inverzní kyvadlo. 

Poznamenejme, že v případě simulací je možné celé zpětnovazební zapojení nahradit smyčkou se 

soustavou prvního řádu, jejíž časová konstanta aproximuje dynamiku celé rychlostní smyčky. 

Prvním krokem návrhu rychlostního regulátoru byla identifikace aktuátoru. Bylo využito 

experimentálního měření odezvy rychlosti (pomocí enkodéru) na skokovou změnu vstupní veličiny 

(realizováno plněním PWM signálu). Délka měření i velikost vstupního signálu byly stanoveny 

s ohledem na ustálení rychlosti i dostupnou délku lineárního vedení. Následně byla ze získaných 

průběhů vstupu a výstupu provedena identifikace přenosu aktuátoru 
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𝐺(𝑠) =

0,0106

(0,1628 ∙ 𝑠 + 1)(0,0012 ∙ 𝑠 + 1)
, (169) 

přičemž byl použit předpis pro soustavu druhého řádu (na základě obecné podoby stavového popisu 

stejnosměrného motoru). 

 

Obrázek 66 - Porovnání naměřených dat a odezvy identifikovaného přenosu na shodný vstupní signál 

Pro identifikovaný přenos byl navržen PI regulátor s přenosem 

 
𝐺𝑅1 = 6269,5 +

38505,9

s
, (170) 

Přičemž byla použita metoda optimálního modulu ve variantě popsané v [TD5]. Paralelně byla také 

použita metoda založená na využití optimalizací [TD2], nicméně kvůli časové náročnosti výpočtu a 

kvalitním výsledkům z první metody nebyla dále využívána. Nejprve nebyla použita varianta omezení 

akčního zásahu, jelikož regulátor nebude běžně pracovat se skokovou změnou požadované hodnoty, ale 

s plynulým průběhem, který bude sledovat. Posouzení regulátoru ve spojení s identifikovaným 

přenosem aktuátoru bylo provedeno v rámci prostředí Simulink. Jako požadované hodnota byly 

dosazeny některé z průběhů rychlosti vozíku určených při návrhu referenčních trajektorií pro výšvih. 

Druhé ověření probíhalo na reálném inverzním kyvadle. V řídicím systému byl implementován 

navržený PI regulátor a požadovaný průběh rychlosti byl generován v podobě sinusového průběhu. 

Výsledné chování rychlostního regulátoru však bylo nevhodné, pravděpodobně z důvodu připojení 

zátěže přes řemen, který nevytváří naprosto pevné spojení s vozíkem. Velké změny akčního zásahu pak 

způsobovaly rychlé a výrazné oscilování vozíku. Z tohoto důvodu bylo následně v návrhu regulátoru 

použito omezení akčního zásahu, které je realizováno snížením zesílení regulátoru podle definovaných 

požadavků. Tímto způsobem byl získán regulátor s přenosem 

 
𝐺𝑅2 = 425 +

2610,3

s
. (171) 



118 

 

Obrázek 67 - Porovnání odezvy obvodu pro oba regulátory při sledování referenčního průběhu 

Při testování v programu Simulink sice při použití nového regulátoru docházelo k trvalé odchylce 

regulované veličiny od požadované (na rozdíl od regulátoru navrženého bez omezení), viz obrázek 67, 

druhé testování při řízení reálného aktuátoru však vedlo na daleko kvalitnější odezvu, jak je vidět na 

grafu na obrázku 68. Parametry odezvy regulačního obvodu na jednotkový skok pro oba regulátory 

zachycuje tabulka 12. Doba ustálení pro druhý regulátor je řádově delší, na druhou stranu nedochází 

k žádnému překmitu. Doba náběhu byla určována jako čas potřebný k přechodu z 10 % na 90 % ustálené 

hodnoty, doba ustálení pomocí intervalu ±2 % okolo ustálené hodnoty. 

Tabulka 12 - Porovnání parametrů určujících kvalitu regulace pro obě varianty regulátoru 

Regulátor 𝐺𝑅1 𝐺𝑅2 

Doba náběhu (s) 0,0037 0,0767 

Doba ustálení (s) 0,0103 0,1377 

Překmit (%) 4,32 0 

 

Obrázek 68 - Porovnání odezvy zpětnovazebního obvodu pro oba regulátory při testování s reálným regulátorem 

5.8.3 Řídicí algoritmus 

Celý algoritmus, který zajišťuje řízení inverzního kyvadla a běží na Raspberry Pi, je vytvořen v prostředí 

REXYGEN Studio v rámci jednoho tasku. První část tvoří rychlostí PI regulátor, pro který byl použit 

blok PIDU. Kromě nastavení typu regulátoru a jednotlivých zesílení je také omezen rozsah akčního 

zásahu na interval -255 až 255. Následující část tvoří blok REXLANG, který umožňuje zapsat část 

programu v podobě řádkového kódu. Mezi funkcemi je dostupná možnost komunikace přes sériový port, 

která je využita pro spojení s mikrokontrolérem realizujícím hardwarové rozhraní. Při každém spuštění 
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programu dojde k vyčtení všech dostupných znaků a poté odeslání nového akčního zásahu. Následně je 

zpracována přijatá zpráva a upraveny výsledné hodnoty odpovídající údajům z enkodérů, jelikož ve 

zprávě se přenáší pouze informace o změně oproti poslední hodnotě. Získané údaje jsou dále 

poskytovány na výstup daného bloku. Z důvodu použití inkrementálních snímačů je možné změnou 

hodnoty na vstupu bloku REXLANG nastavit obě hodnoty do defaultního stavu, který odpovídá u 

inverzního kyvadla spodní ustálené poloze ramene s vozíkem na nulové pozici. Pomocí určených 

zesílení (167) a (168) dochází k převodu hodnot na veličiny s reálnými jednotkami. Jedná se o stavové 

veličiny 𝑥1 a 𝑥3, tedy úhel ramene kyvadla a polohu vozíku. Přes bloky pro derivaci jsou dále určovány 

zbylé stavy 𝑥2 a 𝑥4. 

Další část programu zajišťuje načítání referenčních stavových trajektorií, referenčního řízení i 

zesílení časově proměnného LQR a poskytování všech hodnot dalším částem s ohledem na reálný čas a 

požadavek na provedení výšvihu. Všechny zmíněné veličiny jsou uloženy v samostatných CSV 

souborech s časovým krokem 1 ms. V programu jsou načteny pomocí bloků pro tvorbu polí hodnot. 

V rámci dalšího bloku REXLANG jsou pak získané ukazatele na tato pole využity pro vyčtení 

jednotlivých hodnot. Na základě periody, se kterou daný task běží, je určeno, s jakým krokem budou 

hodnoty poskytovány na výstup bloku, tedy při použité periodě 2 ms bude při každém spuštění 

poskytována na výstupu co druhá hodnota z původního pole. Proces zapisování hodnot na výstup a jejich 

měnění při každém spuštění se aktivuje pomocí logické hodnoty připojené na vstup bloku REXLANG, 

kterou se aktivuje požadavek na realizaci výšvihu kyvadla. 

Zpětnovazební část řídicí struktury je realizována jako stavový regulátor. V konkrétním cyklu 

programu jsou použity aktuální hodnoty stavových veličin a zesílení LQR regulátoru, přičemž dojde 

k jejich vzájemnému vynásobení (příslušného stavu a zesílení regulátoru) a poté k sečtení všech 

získaných složek. Takto určená hodnota tvoří korekční složku řídicího signálu a je sečtena s aktuální 

hodnotou dopředného řízení. Výsledný údaj odpovídající požadovanému zrychlení vozíku je přes blok 

realizující integraci převeden na požadovanou rychlost, která tvoří řídicí hodnotu rychlostního 

regulátoru. 

Program je doplněný o několik bloků, které slouží k zaznamenávání a vykreslování průběhů 

signálů v čase. Vývojové prostředí umožňuje po nahrání programu na použitou platformu přes Ethernet 

napojit se na něj a zobrazovat použité grafy, aktuální hodnoty všech signálů nebo měnit nastavení 

parametrů bloků včetně logických spínačů. Další možností pro zobrazování hodnot je tvorba 

vizualizace, ke které se přistupuje v podobě webové stránky. Samotný vzhled se vytváří ve vektorovém 

grafickém editoru, který je založený na programu Inkscape. Jednotlivé objekty je možné propojit se 

signály, které se vyskytují v programu. Mohou pak sloužit k jejich zobrazování, ale také jako ovládací 

prvky. K dispozici je rovněž vykreslování grafů. Pro úlohu jednoduchého inverzního kyvadla byla 

vytvořena základní vizualizace, která je vzhledem obdobná dvourozměrné variantě použité v programu 

Simulink. Pomocí zjednodušeného objektu kyvadla složeného z vozíku a ramene jsou vizualizovány 

aktuální hodnoty stavů reálného kyvadla. Vizualizace zároveň umožňuje aktivovat řídicí strukturu a 

zahájit výšvih. 
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Obrázek 69 - Ukázka webové vizualizace 

5.8.4 Ověření navržených trajektorií a řízení 

Pro referenční stavové trajektorie a příslušná řízení navržená jednotlivými metodami byly navrženy 

časově proměnné LQR regulátory. Celé řízení bylo následně zavedeno do řídicího systému a testováno 

na reálném modelu jednoduchého inverzního kyvadla. Následující skupina grafů zachycuje naměřené 

reálné průběhy stavových veličin 𝑥1 a 𝑥3 a jejich porovnání s referenčními trajektoriemi pro metodu 

založenou na časové symetrii s přidanou optimalizační procedurou a kolokační metodu (ve variantě 

s přidaným stavem, volným časem a účelovou funkcí rozšířenou o polohu vozíku). Součástí grafů jsou 

také průběhy řídicí veličiny. Při porovnání reálného průběhu, který je doplněný o kompenzační 

zpětnovazebnou část, s referenčním je možné posoudit, k jak velkým odchylkám od navržených 

trajektorií docházelo. Grafy z testování na reálném laboratorním modelu inverzního kyvadla pro 

zbývající trajektorie navržené ostatními metodami jsou v příloze E. 
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Obrázek 70 - Porovnání referenčních stavových trajektorií a stavů reálného modelu x1 a x3 a referenčního řízení s řízením 

doplněným o kompenzační složku pro návrh metodou časově reverzibilního řízení s optimalizací (vlevo) a metodou přímé 

kolokace (vpravo) 

Prvním krokem při posuzování výsledných průběhů je kontrola, zda výšvih proběhl úspěšně, což splňují 

obě varianty. Reálný průběh stavové veličiny 𝑥1 (úhel kyvadla) v obou zobrazených případech vykazuje 

minimální odchýlení od referenčního průběhu. V případě stavu 𝑥3 (poloha vozíku) je situace odlišná, 

jakékoliv vznikající odchylky v průběhu celého výšvihu se právě v této veličině kumulují. Zároveň se 

přes ni nepřímo kompenzují odchylky úhlu kyvadla, což vede k dalšímu zanášení chyb. I přes tyto 

skutečnosti v obou případech dochází k poměrně kvalitnímu sledování reference po celou dobu výšvihu. 

U varianty pro metodu založenou na časové symetrii je patrné odchýlení v závěrečné fázi výšvihu a po 

ukončení tohoto procesu. Jde však pouze o necelé 3 cm a tato výchylka je následně pomalu odstraněna 

stabilizujícím LQR regulátorem. Maximální odchylka polohy u průběhu pro řízení navržené metodou 

přímé kolokace je přibližně 2 cm a objevuje se v grafu v době, kdy rameno kyvadla dosahuje horní 

nestabilní polohy. Menší odchylky jsou u této varianty způsobeny především použitou účelovou funkcí, 

která minimalizuje energii řízení. Výsledné průběhy při použití na reálném systému vykazují velkou 

míru souladu s přirozeným pohybem kyvadla, což vede na snižování odchylek stavových veličin od 

referenčních trajektorií. Je vhodné poznamenat, že pro obě varianty referenčních průběhů byl LQR 

regulátor navržen s použitím expertně zvolených váhových matic, především kvůli výpočetní 

náročnosti. 

Během testování trajektorií a řízení na reálném modelu inverzního kyvadla bylo často zapotřebí 

pokus opakovat a tedy zajistit přesun kyvadla do původní dolní polohy. Toho je možné dosáhnout 

vypnutím řízení a aktuátoru, což vede na neřízený sešvih kyvadla a jeho postupné ustálení v důsledku 

tření. Druhou variantou, která byla shledána rozumnější, je provést sešvih řízený. V zásadě jde o 
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zopakování návrhu řízení pro výšvih, pouze se záměnou počátečního a koncového stavu. Pro tento účel 

byla použita implementovaná metoda přímé kolokace ve variantě s přidaným stavem, volným časem 

omezeným na interval 1 až 3 s a účelovou funkcí obsahující minimalizaci potřebné dráhy i energie 

řízení. K navrženým stavovým trajektoriím a řízení byl vypočten časově proměnný LQR regulátor. 

Implementace těchto částí v řídicím systému byla provedena shodně s řízením pro výšvih, celý task byl 

navíc doplněn o možnost opakovaně aktivovat proces výšvihu i sešvihu.
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6 Zobecnění metodiky pro jiné soustavy 
Hlavním modelem pro ověřování metod bylo v celé práci jednoduché lineární inverzní kyvadlo, 

především díky vlastnostem tohoto systému, jeho poutavosti a dostupnosti reálného modelu v laboratoři. 

Sloužilo pro ověření funkčnosti metod pro návrh řízení (včetně příslušných stavových trajektorií), které 

zajistí přechod systému mezi dvěma stavy, i použité řídicí struktury 2DOF a časově proměnného LQR 

regulátoru, který je v ní použit. Pro alespoň částečné ověření funkčnosti popsaného konceptu řízení byly 

vybrány další systémy, na které bylo aplikováno. Bylo přistoupeno k použití obdobného systému, avšak 

s mnohonásobně vyšší složitostí stavového modelu i samotného řízení. Konkrétně bylo vybráno trojité 

inverzní kyvadlo. Jedním z hlavních důvodů pro tuto volbu byla jeho dostupnost v laboratoři, tudíž celý 

proces návrhu řízení mohl být ověřen i reálně. Z důvodu rozsahu práce byla použita pouze jedna metoda 

pro návrh optimálního řízení pro převod mezi dolním a horním stavem – metoda přímé kolokace. 

Složitost byla následně ještě vystupňována použitím čtverného a paterného inverzního kyvadla. Proces 

návrhu byl ale ukončen v simulaci MIL, jelikož tyto modely nejsou v laboratoři dostupné a jejich stavba 

je extrémně náročná z hlediska mechaniky i financí. V rámci článku [TD11] bylo rovněž popsáno řízení 

systému kvadrokoptéry, které využívalo optimalizační proceduru pro návrh regulátorů. 

6.1 Trojité inverzní kyvadlo 

Tento systém je mechanickou strukturou podobný jednoduchému inverznímu kyvadlu. Skládá se opět 

z vozíku pohybujícího se ve vodorovném směru, který je ovládán aktuátorem. K vozíku je přes volný 

rotační spoj připevněno rameno kyvadla. Na jeho konec je však stejným způsobem připevněno druhé 

rameno a k jeho konci pak třetí. Oproti jednoduchému kyvadlu je stavový popis rozšířen o dva další 

úhly (odklon ramene od svislé vzpřímené polohy) a příslušné úhlové rychlosti. Již samotná stabilizace 

kyvadla v horní nestabilní poloze je velmi náročná, jelikož při výchylce nejvzdálenějšího ramene 

kyvadla je korekce vznikající působením aktuátoru na vozík přenášena přes tři volné rotační spoje. 

Zatímco jednoduché inverzní kyvadlo je možné sestavit velmi jednoduše a vyskytuje se v laboratořích 

po celém světě, konstrukce trojitého kyvadla je daleko náročnější co do preciznosti provedení nebo také 

způsobu snímání úhlů druhého a třetího ramene tak, aby nebyla ovlivněna dynamika systému. Většina 

publikací, které se věnuje tématu návrhu řízení pro trojité inverzní kyvadlo, konkrétně výšvihu, využívá 

pro jeho návrh metody dvoubodového okrajového problému [2], [3], [5], [6]. Kandidátská funkce řízení 

bývá určena v podobě součtu různých harmonických průběhů. V publikaci [3] je rovněž uvedeno, že 

v určité části výšvihu je deaktivován zpětnovazební LQR regulátor. Při rešerši prací na téma výšvihu 

trojitého inverzního kyvadla nebyla nalezena žádná publikace ani jiný zdroj, který by uváděl využití 

přímých metod pro návrh řízení, které bude realizovat výšvih kyvadla. Této metodě se věnují některé 

články ve spojitosti s jednoduchým inverzním kyvadlem, viz [62] nebo [63]. Na základě zjištěných 

poznatků lze zvolený přístup považovat za inovativní a pravděpodobně nevyzkoušený. 

6.1.1 Matematický model 

Stavový popis trojitého inverzního kyvadla byl součástí dokumentace dodané firmou REX Controls 

spolu s laboratorním modelem. Pro ověření byl paralelně odvozen obdobným způsobem, který byl 

použit v případě jednoduchého kyvadla v podkapitole 5.1. Pro tento účel byl využit toolbox pro 

symbolické výpočty obsažený v programu Matlab. Na reálném kyvadle je vozík tvořen přímo částí 

lineárního střídavého motoru s rozvinutým statorem. Toto provedení má velmi dobré dynamické 

vlastnosti, proto bylo v rámci stavového popisu přistoupeno opět k využití zrychlení vozíku jakožto 

vstupu do systému: 
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 𝑥1
′ = 𝑥5, 

𝑥2
′ = 𝑥6, 

𝑥3
′ = 𝑥7, 

𝑥4
′ = 𝑥8, 

𝑥5
′ = 𝐹5, 

𝑥6
′ = 𝐹6, 

𝑥7
′ = 𝐹7, 

𝑥8
′ = 𝑢. 

(172) 

𝑥1 (rad) úhel prvního ramene 

𝑥2 (rad) úhel druhého ramene 

𝑥3 (rad) úhel třetího ramene 

𝑥4 (m) pozice vozíku 

𝑥5 (rad·s-1) úhlová rychlost prvního ramene 

𝑥6 (rad·s-1) úhlová rychlost druhého ramene 

𝑥7 (rad·s-1) úhlová rychlost třetího ramene 

𝑥8 (m·s-1) rychlost vozíku 

𝑢 (m·s-2) zrychlení vozíku 

Kvůli velkému rozsahu je detailní stavový popis trojitého inverzního kyvadla (především funkce 𝐹5, 𝐹6 

a 𝐹7) uveden v příloze D. Pro přehlednost je v něm použit upravený zápis veličin, pro úhly kyvadla je 

použito značení 𝑑𝑘, pro úhlové rychlosti 𝑑𝑑𝑘 a pro úhlová zrychlení 𝑑𝑑𝑑𝑘. 

Také je možné v rovnicích narazit na parametry 𝑝1 až 𝑝11. Jedná se o takzvané standardní 

dynamické parametry, které definují konkrétní model reálného kyvadla a jsou identifikovatelné 

z průběhů, které byly na kyvadle naměřeny. V příloze F.c jsou rovněž uvedeny vztahy, jak tyto 

standardní parametry určit ze základních fyzikálních parametrů kyvadla, mezi které řadíme hmotnost 

každého ramene, polohu těžiště, jeho délku nebo koeficient tření v rotačním spoji. Použití standardních 

dynamických parametrů také zjednodušuje odvození popisu kyvadla. Při rozepisování celkové kinetické 

a potenciální energie v Lagrangeově funkci jsou před dalšími výpočty tyto vztahy upraveny tak, aby 

byly ve tvaru součinu funkcí, které obsahují stavové veličiny a goniometrické funkce, a vztahů 

obsahujících fyzikální parametry kyvadla. Tyto vztahy spolu s koeficienty tření pak tvoří základ 

standardních dynamických parametrů. Zdrojem pro tento postup byl článek [64], ve kterém je uvedené 

odvození obecně rozepsáno. 

6.1.2 Identifikace parametrů 

Standardní dynamické parametry popisující konkrétní laboratorní model trojitého inverzního kyvadla 

byly dodány jako součást dokumentace. Pro jejich určení byl použit postup popsaný v článku [64]. 

Základem je precizní měření úhlů ramen kyvadla v čase a následný výpočet příslušných průběhů 

úhlových rychlostí a zrychlení. Jejich hodnota je uvedena v tabulce 14. 

V rámci této disertační práce byla navržena a otestována odlišná metoda pro identifikaci hodnot 

standardních dynamických parametrů. Prvním krokem je naměření průběhů stavových veličin 

inverzního kyvadla při neřízeném pohybu se zafixovanou polohou vozíku. V další fázi jsou použity jako 

reference. Pomocí numerického modelu využívajícího metodu Runge-Kutta (vytvořeno shodně 

s postupem uvedeným u jednoduchého kyvadla v části 5.3) je vypočtena odezva modelu s nulovým 
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řízením a počátečním stavem shodným s prvním bodem referenčních průběhů. Výpočet probíhá 

s určitou volbou standardních dynamických parametrů. Daná varianta je ohodnocena na základě účelové 

funkce v podobě sumy kvadrátů odchylek obdržených odezev od referenčních trajektorií ve všech 

bodech. V rámci optimalizační funkce je následně minimalizována hodnota této účelové funkce změnou 

parametrů, čímž ve výsledku dojde k nalezení varianty, při které je model co nejvíce v souladu 

s naměřeným průběhem. 

Během výpočtů se ukázalo, že je identifikace výrazně závislá na použitém referenčním průběhu. 

Jednotlivá ramena by se měla pohybovat, ideálně ve větším okolí svislé polohy. Neměla by však být 

příliš ustálená, ale také by nemělo dojít k jejich plnému protočení. Délka naměřených průběhů by rovněž 

neměla být příliš dlouhá, jako vhodná hodnota bylo zvoleno 5 s. Při delších časových úsecích docházelo 

k výraznému odchýlení modelu od reference. Pro výpočet optimalizace byla použita funkce fmincon 

v programu Matlab ve variantě pro hledání globálního minima. Důležitým krokem je volba počátečního 

odhadu standardních dynamických parametrů. Pro danou volbu musí jít model simulovat minimálně po 

dobu odpovídající délce naměřených průběhů. Nelze tedy použít žádný triviální odhad. Situace byla 

vyřešena využitím vztahů pro výpočet standardních dynamických parametrů na základě parametrů 

fyzikálních (viz příloha F.c). Ty byly expertně odhadnuty tak, aby byly blízké realitě, viz tabulka 13. 

Délky jednotlivých ramen byly reálně změřeny. Vzdálenost těžiště je udávána v podobě koeficientu pro 

násobení délky a pro všechna ramena byla zvolena stejně. Momenty setrvačnosti byly dopočteny podle 

vztahu pro homogenní tyč s danou délkou a hmotností, kdy osa rotace prochází jedním koncem tyče 

kolmo k její délce. 

Tabulka 13 - Zvolené hodnoty fyzikálních parametrů použité k určení počátečního odhadu standardních dynamických 

parametrů 

Rameno kyvadla Hmotnost (kg) Délka (m) 
Vzdálenost 

těžiště (-) 

Koeficient tření 

(s-1) 

1 0,4 0,25 0,5 0,01 

2 0,8 0,32 0,5 0,01 

3 0,4 0,38 0,5 0,01 

Algoritmus pro identifikaci byl testován v několika obměnách při využití několika vhodných 

referenčních průběhů. V tabulce 14 jsou uvedeny výsledné standardní dynamické parametry pro jeden 

zvolený referenční průběh a dvě verze účelové funkce – varianta 1 využívá pro výpočet odchylky 6 

stavových veličin (všechny úhly a úhlové rychlosti), varianta 2 využívá pouze 3 stavové veličiny (úhly 

ramen kyvadla). 

Jelikož při porovnání modelu s delšími naměřenými průběhy docházelo k velkým odchylkám, 

byla pro identifikaci parametrů trojitého inverzního kyvadla použita stejná myšlenka jako v případě 

jednoduchého kyvadla – zavedení proměnných koeficientů tření závislých na rychlosti pohybu daného 

rotačního spoje. Při posouzení vztahů v příloze F.c je patrné, že koeficienty tření jsou zahrnuty pouze 

ve třech posledních standardních dynamických parametrech, navíc každý samostatně. Proto byla pro 

tyto tři parametry během identifikace zavedena závislost na úhlové rychlosti. V případě parametru 𝑝9 se 

jednalo přímo o úhlovou rychlost prvního ramene kyvadla, u zbylých dvou parametrů pak o rozdíl 

rychlostí prvního a druhého ramene, resp. druhého a třetího. K této volbě bylo přistoupeno z důvodu 

závislosti koeficientů na reálné rychlosti ve spoji, nikoliv na rychlosti oproti svislé ose. Tvar daných 

závislostí byl aproximován třemi přímkovými úseky (viz dříve uvedená závislost na obrázku 32), stejně 

jako v poslední variantě popsané u identifikace parametrů jednoduchého kyvadla (podkapitola 5.2.2). 

V rámci účelové funkce bylo použito 6 stavových veličin. V tabulce 14 jsou uvedeny výsledné hodnoty 

parametrů. Varianta 3 byla vypočtena se stejnými referenčními průběhy, jaké byly použity v rámci 
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identifikace s konstantními koeficienty tření, tedy s délkou 5 s. Varianta 4 využívá referenční průběhy 

s délkou 42,1 s, ze kterých byly vybrány průběhy pro předešlé varianty výpočtu. U posledních tří 

parametrů, které jsou uvažovány jako proměnné, je hodnota určena z posledního přímkového úseku 

závislosti, který odpovídá vyšším rychlostem pohybu. Z jeho počáteční a koncové hodnoty byla 

vypočtena průměrná velikost parametru a její rozdíl oproti koncovým hodnotám. 

Tabulka 14 - Porovnání hodnot standardních dynamických parametrů z dokumentace a z vlastních výpočtů 

Parametr Dokumentace Varianta 1 Varianta 2 Varianta 3 Varianta 4 

𝑝1 4,4360 4,6607 4,6821 4,5482 4,4843 

𝑝2 0,78125 0,7813 0,7813 0,7813 0,7813 

𝑝3 6,1177 6,3744 6,3741 6,1923 6,0802 

𝑝4 5,1680 5,3558 5,3796 5,2615 5,2145 

𝑝5 0,7076 0,7009 0,7019 0,7072 0,7062 

𝑝6 25,3680 26,2981 26,4200 25,4899 25,1591 

𝑝7 17,9289 18,2931 18,3252 18,1008 17,9914 

𝑝8 3,1250 3,1250 3,1250 3,1250 3,1250 

𝑝9 0,9593 0,8809 1,0906 1,3991±1,3621 1,2663±1,7337 

𝑝10 -0,1408 -0,0328 -0,0895 -0,1652±0,0651 -0,1579±0,1683 

𝑝11 0,0962 0,1003 0,0999 0,0933±0,0553 0,0877±0,0288 

Pro přehledné porovnání jsou hodnoty standardních dynamických parametrů z jednotlivých variant i 

z dokumentace zobrazeny ve sloupcovém grafu na obrázku 71. U proměnných parametrů je okolo 

průměrné hodnoty zobrazen také interval udávající rozsah hodnot posledního přímkového úseku 

závislosti. 

 

Obrázek 71 - Porovnání standardních dynamických parametrů určených v jednotlivých variantách identifikačního algoritmu a 

uvedených v dokumentaci 

Následující grafy slouží k prezentaci odezvy modelu využívajícího parametry z dokumentace, z variant 

2, 3 a 4 identifikačního algoritmu. Zobrazují průběh stavové veličiny 𝑥1, tedy úhlu prvního ramene. Pro 

porovnání je zobrazen také referenční průběh naměřený na reálném inverzním kyvadle. Z průběhů je 

vidět, že pro první sekundu jsou odezvy pro všechny varianty parametrů ve velké shodě s modelem. 
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S rostoucím časem ale narůstá odchylka modelů. Pro model používající parametry z dokumentace jsou 

rozdíly způsobené především využitím jiných dat pro jejich identifikaci. V případě dlouhého 

referenčního průběhu se ukázalo, že použití proměnných koeficientů tření vede na možnost získat model 

s velmi malými odchylkami po celou délku referenčního průběhu. Při náhradě proměnných parametrů 

konstantními hodnotami pro následné zjednodušení výpočtů trajektorií a řízení pak záleží na způsobu 

jejich určení, zda budou určeny jako průměrné hodnoty některé části určené závislosti nebo například 

na základě rozsahů jednotlivých veličin v rámci stavových trajektorií pro výšvih. 

 

Obrázek 72 - Porovnání referenční trajektorie a odezvy modelu s parametry vypočtenými různými variantami pro délku 

reference 5 s 

 

Obrázek 73 - Porovnání referenční trajektorie a odezvy modelu s parametry určenými 4 variantou identifikačního algoritmu 

pro délku reference 42,1 s 
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6.1.3 Výpočet řízení pro výšvih 

Při návrhu řízení pro trojité inverzní kyvadlo byla opět uvažována úloha realizace výšvihu, tedy 

přechodu ze spodního stabilního ustáleného stavu do horního nestabilního ustáleného stavu. S rostoucím 

počtem ramen kyvadla je tato úloha výrazně složitější než při použití jednoduchého kyvadla. Úspěšně 

provedený výšvih je však pro pozorovatele velmi zajímavý a poutavý. 

Pro realizaci řízení byla od začátku opět zvolena řídicí struktura se dvěma stupni volnosti. Návrh 

se tak dělí na dvě části – výpočet dopředného řízení včetně příslušných stavových trajektorií a návrh 

zpětnovazebního regulátoru, pro který byl i tentokrát zvolen časově proměnný LQR navržený na 

konečném časovém horizontu. První část návrhu řízení byla formulována jako úloha hledání 

optimálního řízení. K jejímu řešení byla použita metoda přímé kolokace. Byla zvolena z důvodu 

poměrně jednoduché modifikovatelnosti (v porovnání s jinými popsanými metodami) již vytvořeného 

algoritmu pro použití ve spojení s jiným systémem. Vliv na volbu měla rovněž kvalita výsledků při 

použití této metody u jednoduchého inverzního kyvadla. Výhodou metody přímé kolokace je rovněž 

možnost modifikovat algoritmus tak, aby byla zahrnuta různá omezení nebo další podmínky. Pomocí 

účelové funkce je navíc možné upřednostnit určité vlastnosti hledaného řízení a stavových trajektorií. 

Pro samotný návrh byla použita dříve popsaná varianta metody přímé kolokace s přidaným stavem 

v podobě derivace reálného vstupu systému (viz podkapitola 5.5.4). S využitím této úpravy je možné 

zajistit hladkost průběhu reálného vstupu řízení při současné specifikaci jeho počáteční a koncové 

hodnoty. Úloha byla řešena v podobě s volným časem, jeho koncová hodnota byla omezena na interval 

2,5 až 3 s. Účelová funkce byla zadána jako součet dvou členů se specifikovanými vahami. První z nich 

slouží k minimalizaci energie řídicího signálu a druhý k minimalizaci maximální dráhy potřebné 

k realizaci výšvihu. Při diskretizaci byly veličiny rozděleny na 100 intervalů. 

Prvotní posouzení výsledných stavových trajektorií bylo provedeno pomocí vizualizace. Byla 

použita dvourozměrná varianta, která vznikla rozšířením vizualizace jednoduchého inverzního kyvadla 

o dvě další ramena a specifikaci vazeb mezi nimi. Po napojení průběhů všech tří úhlů ramen kyvadla a 

polohy vozíku byl výsledný výšvih zobrazen v čase na názorném grafickém modelu. Na základě tohoto 

posouzení byly mírně upraveny váhy jednotlivých složek účelové funkce. 

 

Obrázek 74 - Ukázka dvourozměrné vizualizace trojitého inverzního kyvadla se znázorněným pohybem ramen během 

výšvihu 

Algoritmus pro výpočet časově proměnného LQR regulátoru byl z varianty pro jednoduché inverzní 

kyvadlo rozšířen pro použití ve spojení s trojitým kyvadlem. Základním krokem byla náhrada dynamiky 

systému, která se používá pro určení linearizovaného popisu v každém bodě použitých referenčních 

trajektorií. Dále proběhla úprava všech částí pro výpočet zahrnující 8 stavových veličin, které jsou 

použity v rámci popisu trojitého inverzního kyvadla. Referenční trajektorie byly interpolovány pomocí 

spline křivek pro získání rozlišení s časovým krokem 1 ms. Váhové matice byly nejprve zvoleny tak, 
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aby se jednalo o jednotkové matice. Posléze byly expertně upraveny pro zesílení vlivu úhlu a úhlové 

rychlosti třetího ramene a také polohy a rychlosti vozíku. 

Navržený zpětnovazebný regulátor byl spolu s dopředným řízením použit v rámci simulace MIL 

vytvořené v prostředí Simulink pro ověření celé řídicí struktury. Systém inverzního kyvadla byl 

realizován v podobě numerického modelu využívajícího zavedený stavový popis a metodu 

Runge-Kutta. Simulace byla použita také při úpravách váhových matic použitých při návrhu LQR 

regulátoru pro posouzení odchýlení stavových veličin od referenčních trajektorií. 

6.1.4 Ověření na reálném modelu 

Pro aplikaci řízení na reálný laboratorní model trojitého inverzního kyvadla byl použitý původní 

program dodaný spolu s modelem. Pro jeho tvorbu bylo využito prostředí REXYGEN Studio. 

Implementace řízení je obdobná variantě použité u jednoduchého kyvadla, jelikož je použita stejná řídicí 

struktura. Použitý program však řeší komunikaci s měničem motoru přes rozhraní EtherCAT, příjem a 

zpracování informací z enkodérů, které jsou ve dvou případech přenášeny bezdrátovou komunikaci, a 

řadu bezpečnostních procedur, které jsou při velikosti modelu a výkonu použitého motoru zapotřebí. 

Řídicí systém je provozován s periodou 1 ms a je vhodné poznamenat, že také rozlišení snímačů je u 

tohoto modelu daleko vyšší, více než 300 000 pulzů na otočku. 

Vypočtené řízení bylo na reálném trojitém inverzním kyvadle úspěšně ověřeno. Provedený 

experiment však ukázal, že po dosažení horní polohy zůstává vozík kyvadla trvale vychýlen z nulové 

polohy, byť by stavový regulátor měl zajistit postupnou kompenzaci této výchylky. To je 

pravděpodobně způsobeno finálními hodnotami stavového regulátoru 
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které se používají po ukončení výšvihu pro realizaci stabilizace kyvadla v horní poloze. Zesílení pro 

stavové veličiny odpovídající úhlům jednotlivých ramen jsou o dva řády větší, než zesílení pro stavovou 

veličinu polohy vozíku. K ošetření této situace byl při návrhu zpětnovazebního regulátoru přidán 

v popise systému stav, který odpovídá integrálu polohy vozíku. Referenční hodnota je pro něj po celou 

dobu výšvihu nulová. Tímto způsobem se konečná konstantní odchylka polohy vozíku promítne do 

přidaného stavu tak, že jeho hodnota neustále roste. Tím pádem se zvyšuje výsledný akční zásah a je 

zajištěno přesunutí vozíku kyvadla do nulové polohy. Přidání stavu bylo promítnuto rovněž do řídicího 

programu. 
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Obrázek 75 - Průběhy stavových veličin x1 až x4 z reálného trojitého inverzního kyvadla spolu s referenčními stavovými 

trajektoriemi 

Stejným způsobem, jakým bylo navržené celé řízení pro realizaci výšvihu, bylo posléze vypočteno také 

řízení pro opačný děj, tedy řízený sešvih kyvadla. Ve výpočtech byly pouze změněny počáteční a 

koncové stavy systému a interval pro volbu koncového času byl upraven na rozsah 1,8 až 2,4 s. 

6.2 Čtverné inverzní kyvadlo 

Kvalitní výsledky obdržené při návrhu řízení pro výšvih trojitého inverzního kyvadla vedly k otázce 

použitelnosti daných metod pro řízení ještě složitějšího systému. Tím bylo čtverné inverzní kyvadlo. 

Zatímco u jednoduchého kyvadla existuje velké množství publikací a inovace v návrhu řízení spočívají 

v zavádění nových metod, u trojitého kyvadla se jedná o jednotky až desítky příspěvků, poskytuje 

čtverné kyvadlo velký prostor pro práci, jelikož je v publikacích využíváno minimálně. V době vzniku 

této práce nebyl nalezen žádný článek popisující návrh řízení pro výšvih čtverného kyvadla, pouze pár 

příspěvků týkajících se jeho stabilizace. Kvůli nedostupnosti reálného laboratorního modelu bylo 

ověřování prováděno v MIL simulaci. 

6.2.1 Matematický model 

Pro možnost navrhovat řízení pro výšvih je nutné mít k dispozici matematický model systému, který má 

být řízen. Jelikož stavový popis čtverného inverzního kyvadla nebyl k dispozici (na rozdíl od trojitého), 

musel být nejprve odvozen. Pro tento účel byl použit stejný postup jako v případě trojitého kyvadla, 

tedy využití standardních dynamických parametrů a odvození pohybových rovnic na základě 

Lagrangeovy funkce (100) s využitím modifikovaného postupu z článku [64]. Pro sestavení stavového 

popisu byl použit program Matlab a jeho nástavba pro práci se symbolickými výrazy. Systém čtverného 

inverzního kyvadla je popsán deseti stavovými veličinami 𝑥1 až 𝑥10. Při zachování stejného způsobu 
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značení jako u trojitého kyvadla se jedná nejprve o úhly všech ramen od prvního po čtvrté (první je 

spojeno s vozíkem), polohu vozíku a následně jednotlivé úhlové rychlosti pro první až čtvrté rameno a 

rychlost vozíku. 

Každé z ramen kyvadla je popsáno pěti fyzikálními parametry, mezi které řadíme jeho 

hmotnost, délku, relativní polohu těžiště, moment setrvačnosti a koeficient tření v rotačním spoji. 

Z těchto parametrů byly v rámci tvorby popisu následně sestaveny standardní dynamické parametry. 

V prvním kroku byly fyzikální parametry definovány v podobě symbolických proměnných spolu 

s veličinami odpovídajícími jednotlivým úhlům, úhlových rychlostem a zrychlením. Pro přehlednost 

bylo opět použito označení veličin 𝑑𝑘, 𝑑𝑑𝑘 a 𝑑𝑑𝑑𝑘. Navíc byla zavedena symbolická proměnná pro 

vstup v podobě zrychlení vozíku a pro tíhové zrychlení. Na základě modifikovaných vztahů 

z uvedeného článku pro celkovou kinetickou a potenciální energii kyvadla, které se skládají z těchto 

energií pro jednotlivá ramena, byly osamostatněny výrazy obsahující pouze fyzikální parametry 

kyvadla. Taktéž bylo postupováno u disipativní funkce. Určené vztahy tvoří základ pro rovnice 

definující jednotlivé standardní dynamické parametry Z Euler-Lagrangeovy rovnice pro vektor 

takzvaných zobecněných souřadnic soustavy, kterými jsou nyní čtyři úhly jednotlivých ramen a poloha 

vozíku, byly sestaveny pomocné funkce 𝑓11 až 𝑓46, přičemž některé z nich byly dále rozděleny na dva 

členy. Zároveň Euler-Lagrangeovy rovnice po rozepsání pro zobecněné souřadnice tvoří pohybové 

rovnice pro jednotlivá ramena kyvadla. 

V druhé fázi odvození popisu čtverného inverzního kyvadla byly pomocné funkce i standardní 

dynamické parametry nahrazeny symbolickými proměnnými, nebyly dále vyjadřovány. Pouze ty části, 

které obsahovaly úhlová zrychlení ramen kyvadla, byly rozepsány na více členů. Z pohybových rovnic 

obsahujících pouze uvedené symbolické proměnné byly vyjádřeny vztahy určující jednotlivá úhlová 

zrychlení, tedy byly odvozeny stavové rovnice pro veličiny 𝑥6 až 𝑥9 (úhlové rychlosti ramen). Zbylé 

stavové rovnice byly vyjádřeny na základě skutečnosti, že derivací úhlu je úhlová rychlost apod. 

Z důvodu velké nepřehlednosti a rozsahu odvozených stavových rovnic, kdy jedna zabírá asi stranu a 

půl, nejsou v práci přímo uvedeny. V příloze G jsou odvozené vztahy pro standardní dynamické 

parametry čtverného kyvadla, pomocné funkce a pohybové rovnice jednotlivých ramen ve formě 

využívající pro přehlednost zavedených pomocných funkcí. 

6.2.2 Výpočet řízení pro výšvih 

Systém čtverného inverzního kyvadla byl primárně použit pro další ověření konkrétních metod pro 

návrh dopředného řízení, referenčních stavových trajektorií a zpětnovazebního regulátoru. Všechny tyto 

části se využívají v řídicí struktuře se dvěma stupni volnosti. Z tohoto důvodu byly použity stejné 

metody jako v případě trojitého inverzního kyvadla – metoda přímé kolokace pro řešení úlohy hledání 

optimálního řízení a návrh LQR regulátoru na konečném časovém horizontu. 

Program pro řešení návrhu dopředného řízení byl opět rozšířen o další stavové veličiny a během 

výpočtu byla použita odvozená dynamika čtverného kyvadla. Jelikož nebyl k dispozici reálný systém, u 

kterého by mohla proběhnout identifikace parametrů, byly standardní dynamické parametry určeny na 

základě odhadu fyzikálních parametrů kyvadla. Hmotnost všech ramen byla zvolena 0,4 kg a jejich 

délka 0,3 m s těžištěm v její polovině. Momenty setrvačnosti byly dopočteny na základě předpokladu, 

že jsou ramena tvořena homogenními tyčemi a koeficienty tření byly zvoleny pro jednotlivé spoje na 

základě výsledků identifikace trojitého kyvadla. V rámci omezení veličin bylo testováno několik různě 

velkých rozsahů pro polohu vozíku, od ±1,3 m až po ±0,9 m. Také interval pro volbu koncového času 

řízení byl postupně prodlužován až na rozsah 2,9 až 3,5 s. Účelová funkce byla i v tomto případě složena 

ze dvou částí pro minimalizaci energie řídicího signálu a dráhy potřebné k výšvihu. Uvedenou metodou 

bylo postupně navrženo několik variant řízení a příslušných stavových trajektorií. Ty se na první pohled 
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téměř neliší, rozdíly jsou pouze malé a týkají se hlavně délky celého děje a počáteční a koncové fáze 

výšvihu. Pro další výpočty byla zvolena varianta s délkou 3,5 s a polohou vozíku měnící se v rámci 

intervalu -0,7 až 0,9 m. 

Pro návrh zpětnovazebního regulátoru byla použita varianta programu neobsahující přidaný stav 

v podobě integrálu z polohy vozíku. K tomuto kroku by mohlo být přistoupeno v budoucnosti při 

případném nasazení řízení na reálný systém, v rámci simulací přidání tohoto stavu nepřináší žádné 

vylepšení děje. Program byl opět rozšířen na daný počet stavových veličin a modifikován tak, aby 

využíval stavový model řízeného systému. 

Ověření řízení bylo provedeno v simulaci typu MIL v prostředí Simulink. Model čtverného 

kyvadla byl použit v numerické podobě s využitím metody Runge-Kutta. Pro realizaci byl použit blok 

S-funkce, který obsahoval zadanou dynamiku systému a implementovanou numerickou metodu. Aby 

byla simulace bližší reálnému procesu řízení, bylo v ní uměle zavedeno zpoždění 2 ms před vstupem do 

soustavy. Má simulovat nutnost komunikovat s měničem motoru a vyčítat údaje z enkoderů. Navíc byla 

celá simulace provozována s pevným časovým krokem 1 ms, který odpovídá periodě řídicího systému 

použitého ve spojení s reálným trojitým inverzním kyvadlem. Výsledný průběh výšvihu ze simulace 

MIL zobrazený pomocí vizualizace je na obrázku 76. Průběhy stavů, které odpovídají úhlům ramen a 

poloze vozíku, jsou spolu s referenčními trajektoriemi v příloze H. Součástí je rovněž dopředné řízení 

porovnané s řízením ze simulace, které obsahuje i zpětnovazební složku. Během návrhu bylo dbáno, 

aby maximální velikost zrychlení vozíku, tedy řídicí veličiny, a také jeho rychlosti, nebyla příliš odlišná 

od výsledků obdržených u trojitého inverzního kyvadla z důvodu případné teoretické možnosti ověřit v 

budoucnosti navržené řízení na laboratorním modelu rozšířeném o další rameno. Parametry pohonu by 

v takovém případě byly shodné nebo velmi podobné. Maximální hodnoty v navrženém řízení jsou 

11,57 m·s-2 a 3,4 m·s-1. V případě trojitého kyvadla byly maximální hodnoty zrychlení a rychlosti 

vozíku 9,56 m·s-2 a 1,59 m·s-1. Pro čtverné kyvadlo tedy došlo k jejich nárůstu, nicméně stále jsou 

v mezích použitého aktuátoru, který má stanovené limity na zrychlení 35 m·s-2 a na rychlost 5 m·s-1. 

 

Obrázek 76 - Ukázka dvourozměrné vizualizace čtverného inverzního kyvadla se znázorněným pohybem ramen během 

výšvihu při simulaci typu MIL 

6.3 Paterné inverzní kyvadlo 

Ověření funkčnosti návrhu řízení, ale také odvození stavového popisu a tvorby simulace v případě 

čtverného kyvadla vedlo k nové otázce – zda jde celý postup aplikovat také na inverzní kyvadlo s pěti 

rameny. Výchozí situace byla velmi obdobná jako u čtverného inverzního kyvadla, bylo zapotřebí začít 

odvozením stavového popisu systému. Článků týkajících se řízení paterného kyvadla bylo nalezeno 

minimum, konkrétně pouze dva. První z nich se týká stabilizace kyvadla v horní poloze [65] a druhý 
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vhodným návrhem parametrů ramen kyvadla [66]. V obou případech probíhala práce a ověřování 

v rámci simulací. 

Při odvozování stavového popisu bylo postupováno stejným způsobem jako u čtverného 

inverzního kyvadla. Složitost rovnic se však zásadně zvýšila, o čemž svědčí i skutečnost, že během 

úprav vztahů nebylo možné výrazy vypisovat v rámci prostředí Matlab do příkazového okna, jelikož 

přesahovaly jeho defaultní délku. Namísto toho bylo v případech, kdy bylo nutné vztahy zaznamenat a 

zobrazit, využito možnosti vypsat je do souboru, ze kterého byly následně zkopírovány. 

Komplikovanost výsledného stavového popisu se rovněž projevila na zpomalení odezvy programu při 

práci se souborem, ve kterém byl uložen. Hodnoty standardních dynamických parametrů byly opět 

určeny na základě odhadu fyzikálních parametrů, který byl obdobný jako v případě čtverného kyvadla. 

Během návrhu dopředného řízení a referenčních trajektorií nebyly kladeny příliš velké nároky 

na omezení jednotlivých veličin, jelikož základní motivací bylo pokusit se získat použitelný výsledek 

bez specifikace různých limitů. Pro polohu vozíku bylo zavedeno omezení ±2,5 m, v případě ostatních 

veličin byly limity zvoleny tak, aby neovlivňovaly nalezené řešení, stejně jako při návrzích pro 

předchozí systémy kyvadel. Řada získaných výsledků v podobě dopředného řízení a příslušných 

stavových trajektorií, které vypadaly při vizualizaci rozumně, nakonec při ověřování v simulaci MIL 

nebyla funkční. Z tohoto důvodu byly upravovány vlastnosti řízení pomocí změn koncového času nebo 

vah jednotlivých členů účelové funkce. Nalezení vhodného nastavení bylo daleko komplikovanější než 

u čtverného inverzního kyvadla, i kvůli výrazně delší době výpočtu metodou přímé kolokace. Nakonec 

ale byla vypočtena varianta řešení úlohy hledání optimálního řízení, která spolu s časově proměnným 

LQR regulátorem v rámci simulace MIL fungovala a zajistila provedení výšvihu a následnou stabilizaci 

paterného kyvadla v inverzní poloze. Do simulace bylo posléze přidáno časové zpoždění 2 ms na vstup 

řízeného systému simulující zpoždění v rámci řídicí smyčky a i v tomto případě výšvih proběhl, avšak 

poloha vozíku na konci děje zůstala lehce vychýlena z nulové polohy a vozík se do ní následně velmi 

pomalu přesouval. Průběhy stavů, které odpovídají úhlům ramen a poloze vozíku, jsou spolu 

s referenčními trajektoriemi a řízením v příloze I. 

 

Obrázek 77 - Vizualizace paterného inverzního kyvadla v simulaci MIL během výšvihu, varinta bez přidaného zpoždění 
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7 Závěr 
Tato disertační práce se zabývala komplexním návrhem řízení pro nelineární podaktuované systémy. 

Tento proces byl rozdělen na dvě části. První z nich je návrh referenčních stavových trajektorií a 

příslušného řízení pro převod systému mezi dvěma stavy, druhou výpočet zpětnovazebního 

stabilizujícího regulátoru, který je časově proměnný. Během celého návrhu byly rovněž využívány různé 

druhy modelů systému v souladu s přístupem „model-based design“. Použité metody byly ověřeny 

prakticky na případových studiích spadajících mezi inverzní kyvadla, která jsou velice zajímavá díky 

řadě svých typických vlastností. 

Teoretický rozbor se nejprve věnuje dělení úlohy přechodu mezi dvěma stavy na variantu bez 

účelové funkce (úloha dvoubodového okrajového problému) a s účelovou funkcí (úloha hledání 

optimálního řízení). V případě druhé varianty je blíže rozebrána specifikace úlohy a dále tři přístupy, na 

které je možné rozdělit způsoby řešení. Následně jsou popsány základní řídicí struktury použitelné pro 

realizaci rozebíraného řízení. Druhá část teorie se věnuje obecnému popisu metod, které jsou v disertační 

práci použity. Hlavní část je věnována metodám obsahujícím vlastní přínos v podobě jejich rozšíření a 

vylepšení, konkrétně metodě řešení dvoubodového okrajového problému s volnými parametry a 

nadřazenou optimalizací a metodě časově reverzibilního řízení s nástavbou v podobě optimalizační 

procedury. U obou metod byly zavedeným rozšířením potlačeny či vyřešeny určité komplikace či 

nedostatky, které se s těmito metodami pojí. Podrobně jsou také rozebrány přímé metody pro řešení 

úlohy hledání optimálního řízení z důvodu vlastní implementace celého řešení a značné univerzálnosti 

a modifikovatelnosti návrhu. 

V praktické části byl jako případová studie využit systém jednoduchého lineárního inverzního 

kyvadla. Pro realizaci řízení byla použita řídicí struktura se dvěma stupni volnosti, která byla 

implementována v prostředí REXYGEN Studio. S realizací souvisela rovněž příprava elektroniky a 

následná identifikace parametrů kyvadla založená na experimentálním měření. Uvedenými metodami 

byla řešena úloha výšvihu inverzního kyvadla a jeho následné stabilizace v horní nestabilní poloze. 

Výsledkem každého řešení byla sada referenčních stavových trajektorií a dopředného řídicího signálu, 

kterou posléze doplnily vektory určující specifický časově proměnný LQR regulátor. Pro jeho výpočet 

byla navržena a otestována také varianta algoritmu hledající vhodné nastavení váhových matic, nicméně 

z důvodu velké časové náročnosti výpočtu nebyla použita pro všechny sady výsledků. 

Obecně popsané postupy byly při použití metod pro práci s konkrétním systémem dále rozšířeny 

a byly uvedeny různé varianty, jak daným způsobem úlohu výšvihu řešit. V případě metody založené 

na řešení dvoubodového okrajového problému s volnými parametry proběhl výpočet s uvažováním 

různého počtu stavových veličin včetně zdůvodnění možnosti provést tyto změny. V rámci metody 

pracující s časovou symetrií systémů byly ukázány změny výsledných průběhu při změnách volitelných 

funkcí pro určení uměle zavedeného tlumení. Tyto změny byly posléze využity při tvorbě nástavby, 

která umožnila vyřešit problém s polohou vozíku kyvadla v koncovém čase výšvihu, jelikož tato stavová 

veličina není v původní podobě metody nijak zahrnuta, se samotnou časovou symetrií nesouvisí. Za 

zmínku stojí také návrh pomocí metody přímé kolokace. V zásadě se jedná o vlastní implementaci 

známé metody, u které však byla vyřešena umělým rozšířením dynamiky systému hladkost výsledného 

řídicího signálu a zároveň specifikace jeho počáteční a koncové hodnoty. 

Při porovnávání výsledků z jednotlivých metod je průběh stavové veličiny 𝑥1, která odpovídá 

úhlu kyvadla, často velmi podobný. To je dáno skutečností, že se v rámci metod bere ohled na dynamiku 

systému a z reálného pohledu se kyvadlo nemůže hýbat příliš odlišně, pokud má být výsledný průběh 

v souladu s jeho přirozeným pohybem. Proto vždy dochází k několika zhoupnutím, která mezi různými 

metodami vypadají velmi podobně. V případě, že se návrhovými metodami řeší stejně zadaná úloha, 
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obvykle formulovaná jako problém hledání optimálního řízení, měly by být výsledky v podobě 

stavových trajektorií shodné, nezávisle na použité metodě. Některé rozdíly, které se v těchto průbězích 

objevily, jsou dány například jinou tolerancí použitou v rámci výpočtu nebo odlišným kritériem 

použitým pro ukončení výpočtu. To se týká především iteračních výpočtů a použití hotových nástrojů, 

u kterých nebývá vždy možné změnit veškeré nastavení. V jednotlivých případech mohla být rovněž 

metodami nalezena jiná lokální minima pro zadanou účelovou funkci a daný algoritmus byl s tímto 

výsledkem ukončen. Zásadní rozdíly mezi všemi metodami jsou pozorovatelné na průběhu polohy 

vozíku 𝑥3, případně u jeho zrychlení, což je řídicí signál. Tyto veličiny nejsou až tak výrazně omezeny 

dynamikou systému a mohou nabývat daleko více odlišných průběhů. 

Jednotlivé sady referenčních trajektorií a řízení byly testovány na reálném inverzním kyvadle. 

Zaznamenané průběhy jeho stavových veličin během výšvihu při porovnání s referenčními ukázaly, 

stejně jako v některých případech MIL simulace, že u některých variant výšvihu dochází k většímu 

odchýlení reálných stavů od referenčních průběhů. Tento jev souvisel s použitou metodou a především 

tím, jak moc dbala na dynamiku systému a jak moc bylo při návrhu využito přirozené chování systému. 

Například při použití výstupů z metody řešící dvoubodový okrajový problém s volnými parametry byly 

odchylky stavových veličin výraznější než u jiných variant výšvihu. Tato metoda využívala simulaci 

kyvadla pro zisk počátečního odhadu řešení, avšak dále pracovala s jeho dynamikou pouze vnitřně 

v rámci vestavěné funkce programu Matlab a výsledné průběhy stavů se od počátečního odhadu 

odlišovaly. Z jednotlivých výsledků je rovněž možné pozorovat velkou shodu průběhů reálných stavů 

s referenčními v případě, že použitá metoda řešila výšvih v podobě optimalizační úlohy a v rámci 

účelové funkce byl použit člen pro minimalizaci energie řízení. Díky tomu byly obdrženy průběhy, které 

jsou pro řízený systém přirozenější a energeticky nenáročné, tudíž se systému při přechodu mezi stavy 

nevnucuje umělé chování. 

Pro ověření využitelnosti popsaných metod s jiným systémem bylo jako druhá případová studie 

vybráno trojité inverzní kyvadlo. Pro řízení byl využit stejný koncept, tedy řídicí struktura se dvěma 

stupni volnosti s dopřednou částí a zpětnovazební v podobě časově proměnného LQR regulátoru. Tím 

bylo zajištěno ověření univerzálnosti této struktury a použitelnosti ve spojení s daleko složitějším 

systémem. K výpočtu referenčních stavových trajektorií a řízení byla použita metoda přímé kolokace. 

Důvodem byl především její velký potenciál, který se projevil při použití u jednoduchého kyvadla, a 

tudíž velká pravděpodobnost, že výsledné průběhy budou funkční. Zároveň v rámci této metody není 

potřeba provádět úpravy a výpočty specifické pro konkrétní řízený systém, jako například u metody 

časově reverzibilního řízení. Využití této metody ve spojitosti s návrhem řízení trojitého inverzního 

kyvadla navíc nebylo nalezeno v žádné publikaci. Po provedení celého návrhu řízení pro výšvih a jeho 

ověření v rámci MIL simulace proběhla jeho implementace a úspěšné ověření ve spojení s reálným 

laboratorním modelem trojitého inverzního kyvadla. Během tohoto procesu byly nejprve použity 

parametry kyvadla uvedené v jeho dokumentaci, následně proběhla jejich vlastní identifikace z průběhů 

experimentálně naměřených na laboratorním modelu. Pozoruhodná byla výrazná shoda výsledného 

modelu s naměřenými průběhy při uvažování závislosti koeficientů tření na příslušných úhlových 

rychlostech. Návrh řízení a jeho ověření proběhly úspěšně také při využití vlastních identifikovaných 

parametrů kyvadla. 

Jelikož byl provedený návrh řízení pro výšvih trojitého kyvadla úspěšný bez výskytu zásadních 

komplikací, bylo přistoupeno k jeho použití na dalších systémech, konkrétně na čtverném a pak i 

paterném inverzním kyvadle. V případě obou systémů byl návrh zahájen vlastním odvozením stavového 

popisu systémů a odhadem jeho parametrů, jelikož ani jedno z použitých kyvadel není dostupné 

v podobě reálného modelu. Ověření tak bylo provedeno v rámci MIL simulace se zavedenými 

zpožděními v řídicím řetězci pro přiblížení se reálné situaci. Oba návrhy řízení pro realizaci výšvihu 
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byly nakonec úspěšné. V rámci výpočtu referenčních trajektorií bylo nalezeno několik variant, přičemž 

ne všechny se v simulaci ukázaly jako použitelné, i když při posouzení tvaru trajektorií v čase tak 

vypadaly. Pár variant trajektorií, které vypadaly při vizualizaci nereálně, nebylo vůbec použito. Systém 

paterného inverzního kyvadla se ukázal jako extrémně složitý (byť již trojité inverzní kyvadlo je vysoce 

složitý systém), jelikož při použití metody přímé kolokace bylo daleko složitější než u předchozích 

systémů nalézt vhodné nastavení rozsahů veličin a vah členů účelové funkce tak, aby byly vypočteny 

použitelné stavové trajektorie a dopředné řízení. 

Stanovené cíle disertační práce uvedené v podkapitole 1.1 byly postupně splněny. Tuto 

skutečnost odráží vlastní přínosy práce, které jsou vyznačeny v příslušných kapitolách textu za účelem 

odlišení od převzatých částí řešení. V první řadě mezi ně spadá modifikace a rozšíření dvou metod pro 

návrh referenčních stavových trajektorií a referenčního řízení. Konkrétně se jedná o metodu řešení úlohy 

dvoubodového okrajového problému a metodu založenou na časové symetrii. V oblasti první případové 

studie (jednoduché inverzní kyvadlo) spočívá vlastní přínos kromě komplexního návrhu a realizace 

řízení především v zavedení proměnného koeficientu tření v rámci identifikace parametrů reálného 

systému. Tento přístup zajistil vysokou věrnost matematického modelu a byl rovněž úspěšně použit při 

identifikaci parametrů trojitého inverzního kyvadla. Komplexní návrh řídicího systému pro realizaci 

výšvihu trojitého inverzního kyvadla a jeho ověření na reálném systému tvoří další vlastní přínos 

předkládané práce. Klíčové je v tomto případě využití metody přímé kolokace, která podle dostupných 

publikací nebyla u vícenásobných kyvadel doposud použita. Nespornou výhodou přímých metod je 

možnost uvažovat v rámci návrhu různá omezení veličin daná konkrétním reálným systémem a 

specifikovat upřednostňované vlastnosti, které má řízení splňovat. Posledním vlastním přínosem práce, 

který byl vytvořen nad rámec původních cílů, je úspěšný návrh řízení pro výšvih a stabilizaci čtverného 

a paterného inverzního kyvadla. K této problematice nebyly navíc nalezeny žádné relevantní publikace, 

což indikuje jedinečnost dosaženého výsledku. 

Velice zajímavou návaznou prací k této disertaci by bylo ověření návrhu řízení na reálném 

modelu čtverného kyvadla. Největším problémem tohoto úkolu stále zůstává samotná mechanická 

konstrukce modelu a tvorba elektroniky pro zajištění bezdrátového přenosu informací z jednotlivých 

senzorů, ovládání aktuátoru a zajištění vzájemného propojení všech částí spolehlivým a velmi rychlým 

způsobem s minimálním zpožděním. Dalším zajímavým směrem pro navazující práci je využití metody 

časově reverzibilního řízení ve spojení s dalšími systémy. Jelikož se složitostí dynamiky systému roste 

výrazně také složitost návrhu řízení touto metodou, je výzvou například návrh řízení dvojitého 

inverzního kyvadla. Také řada dalších částí disertace poskytuje prostor pro další rozvíjení a bádání, které 

by dále rozvinulo poznání v oblasti technické kybernetiky. 
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I 

A Odvození matematického modelu jednoduchého lineárního inverzního 

kyvadla 

𝑦1 = 𝑦0 − 𝑙 𝑠𝑖𝑛 𝜑 

𝑧1 = 𝑧0 + 𝑙 𝑐𝑜𝑠 𝜑 = 𝑙 𝑐𝑜𝑠 𝜑 

𝑇 =
1

2
𝑚1[(𝑦1

′)2 + (𝑧1
′)2] +

1

2
𝐽1(𝜑

′)2 +
1

2
𝑚0(𝑦0

′)2 

𝑉 = 𝑚1𝑔𝑧1 = 𝑚1𝑔𝑙 𝑐𝑜𝑠 𝜑 

𝐿 =
1

2
𝑚1[(𝑦1

′)2 + (𝑧1
′)2] +

1

2
𝐽1(𝜑

′)2 +
1

2
𝑚0(𝑦0

′)2 − 𝑚1𝑔𝑙 𝑐𝑜𝑠 𝜑

=
1

2
𝑚1[(𝑦0

′ − 𝑙𝜑′ 𝑐𝑜𝑠 𝜑)2 + (−𝑙𝜑′ 𝑠𝑖𝑛 𝜑)2] +
1

2
𝐽1(𝜑

′)2 +
1

2
𝑚0(𝑦0

′)2 − 𝑚1𝑔𝑙 𝑐𝑜𝑠 𝜑 

𝐷 =
1

2
𝑐1(𝜑

′)2 +
1

2
𝑐0(𝑦0

′)2 

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝐿

𝜕𝒒′
) − (

𝜕𝐿

𝜕𝒒
) + (

𝜕𝐷

𝜕𝒒′
) = 𝑄 

𝒒 = [𝜑; 𝑦0] 

𝑞1: 

𝑑

𝑑𝑡
{
1

2
𝑚1[2(𝑦0

′ − 𝑙𝜑′ 𝑐𝑜𝑠 𝜑)(−𝑙 𝑐𝑜𝑠 𝜑) + 2(−𝑙𝜑′ 𝑠𝑖𝑛 𝜑)(−𝑙 𝑠𝑖𝑛 𝜑)] + 𝐽1𝜑
′}

− {
1

2
𝑚1[2(𝑦0

′ − 𝑙𝜑′ 𝑐𝑜𝑠 𝜑)(𝑙𝜑′ 𝑠𝑖𝑛 𝜑) + 2(−𝑙𝜑′ 𝑠𝑖𝑛𝜑)(−𝑙𝜑′ 𝑐𝑜𝑠 𝜑)]

+ 𝑚1𝑔𝑙 𝑠𝑖𝑛 𝜑} + 𝑐1𝜑
′ = 0 

𝑑

𝑑𝑡
{𝑚1[−𝑦0

′ 𝑙 𝑐𝑜𝑠 𝜑 + 𝑙2𝜑′ 𝑐𝑜𝑠2 𝜑 + 𝑙2𝜑′ 𝑠𝑖𝑛2 𝜑] + 𝐽1𝜑
′}

− {𝑚1[(𝑦0
′ 𝑙𝜑′ 𝑠𝑖𝑛 𝜑 − 𝑙2(𝜑′)2 𝑐𝑜𝑠 𝜑 𝑠𝑖𝑛𝜑) + 𝑙2(𝜑′)2 𝑐𝑜𝑠 𝜑 𝑠𝑖𝑛 𝜑] + 𝑚1𝑔𝑙 𝑠𝑖𝑛𝜑}

+ 𝑐1𝜑
′ = 0 

𝑑

𝑑𝑡
{𝑚1[𝑙

2𝜑′ − 𝑦0
′ 𝑙 𝑐𝑜𝑠 𝜑] + 𝐽1𝜑

′} − 𝑚1𝑦0
′ 𝑙𝜑′ 𝑠𝑖𝑛 𝜑 + 𝑚1𝑔𝑙 𝑠𝑖𝑛𝜑 + 𝑐1𝜑

′ = 0 

𝑚1𝑙
2𝜑′′ − 𝑚1𝑦0

′′𝑙 𝑐𝑜𝑠 𝜑 + 𝑚1𝑦0
′ 𝑙𝜑′ 𝑠𝑖𝑛𝜑 + 𝐽1𝜑

′′ − 𝑚1𝑦0
′ 𝑙𝜑′ 𝑠𝑖𝑛 𝜑 + 𝑚1𝑔𝑙 𝑠𝑖𝑛 𝜑 + 𝑐1𝜑

′ = 0 

𝜑′′(𝑚1𝑙
2 + 𝐽1) − 𝑚1𝑦0

′′𝑙 𝑐𝑜𝑠 𝜑 + 𝑚1𝑔𝑙 𝑠𝑖𝑛𝜑 + 𝑐1𝜑
′ = 0 



II 

B Identifikace proměnného koeficientu tření, průběhy 

B.a Varianta 1 - paraboly, průběh x1 pro data1 a data2 

 

 



III 

B.b Varianta 2 – pravidelné úseky, krok 1 rad, průběh x1 pro data1 a data2 

 

 



IV 

B.c Varianta 2 – pravidelné úseky, krok 0,2 rad, průběh x1 pro data1 a data2 

 

 



V 

B.d Varianta 3 – nerovnoměrné úseky, průběh x1 pro data1 a data2 

 

 



VI 

B.e Varianta 4 – diskrétní body, průběh x1 pro data1 a data2 

 

 



VII 

B.f Varianta 5 – přímkové úseky, průběh x1 pro data1 a data2 

 

 



VIII 

C Porovnání odezvy numerických modelů při použití ve struktuře 2DOF 

 



IX 

D Průběhy z výpočtu časově proměnného LQR s optimalizací pro hledání 

váhových matic pro trajektorie navržené metodou řešení úlohy BVP 

s přidanou optimalizací 

D.a Porovnání průběhů zesílení časově proměnného LQR pro expertní volbu váhových matic, 

hledání matice 𝑸 a hledání matic 𝑸 a 𝑹 s využitím globálního řešiče 

 



X 

D.b Průběhy stavových veličin 𝑥1 a 𝑥3 a řídicího signálu vstupujícího do systému ze simulace 

MIL pro variantu s expertní volbou váhových matic, hledání matice 𝑸 a hledání matic 𝑸 a 

𝑹 s využitím globálního řešiče včetně referenčních průběhů 

 



XI 

E Průběhy z výšvihu reálného jednoduchého inverzního kyvadla 

E.a Metoda BVP s optimalizací, 2 stavy 

 



XII 

E.b Metoda BVP s optimalizací, 4 stavy 

 



XIII 

E.c Metoda časově reverzibilního řízení bez optimalizace a se započteným třením 

 



XIV 

E.d Metoda využívající Pontryaginova principu minima 

 



XV 

E.e Nástroj Optimtraj 

 



XVI 

F Stavový popis trojitého inverzního kyvadla 

F.a Funkce pro určení derivací stavů 𝑥5, 𝑥6 a 𝑥7 

𝐹5

= (−𝑓24𝑓111𝑝1𝑝5𝑝7 + 𝑓24𝑓121𝑓321𝑝2𝑝7 − 𝑓25𝑓111𝑝1𝑝5𝑝10 + 𝑓25𝑓121𝑓321𝑝2𝑝10 − 𝑓26𝑓111𝑝1𝑝5𝑝11

+ 𝑓26𝑓121𝑓321𝑝2𝑝11 + 𝑓34𝑓111𝑓221𝑝1𝑝8 − 𝑓34𝑓121𝑝2𝑝4𝑝8 + 𝑓35𝑓111𝑓221𝑝1𝑝11 − 𝑓35𝑓121𝑝2𝑝4𝑝11

− 𝑓111𝑓212𝑝1
2𝑝5 + 𝑓111𝑓221𝑓312𝑝1𝑝2 + 𝑓121𝑓212𝑓321𝑝1𝑝2 − 𝑓121𝑓312𝑝2

2𝑝4 − 𝑓14𝑓221𝑓321𝑝6

+ 𝑓14𝑝4𝑝5𝑝6 − 𝑓15𝑓221𝑓321𝑝9 + 𝑓15𝑝4𝑝5𝑝9 − 𝑓16𝑓221𝑓321𝑝10 + 𝑓16𝑝4𝑝5𝑝10 + 𝑓111𝑓221𝑓322𝑝1

− 𝑓111𝑓222𝑝1𝑝5 − 𝑓112𝑓221𝑓321𝑝1 + 𝑓112𝑝1𝑝4𝑝5 + 𝑓121𝑓222𝑓321𝑝2 − 𝑓121𝑓322𝑝2𝑝4 − 𝑓122𝑓221𝑓321𝑝2

+ 𝑓122𝑝2𝑝4𝑝5)

∙
1

𝑓111𝑓211𝑝1
2𝑝5 − 𝑓111𝑓221𝑓311𝑝1𝑝2 − 𝑓121𝑓211𝑓321𝑝1𝑝2 + 𝑓121𝑓311𝑝2

2𝑝4 + 𝑓221𝑓321𝑝3 − 𝑝3𝑝4𝑝5

 

𝐹6

= (−𝑓24𝑓121𝑓311𝑝2
2𝑝7 − 𝑓25𝑓121𝑓311𝑝2

2𝑝10 − 𝑓26𝑓121𝑓311𝑝2
2𝑝11 + 𝑓34𝑓121𝑓211𝑝1𝑝2𝑝8

+ 𝑓35𝑓121𝑓211𝑝1𝑝2𝑝11 + 𝑓121𝑓211𝑓312𝑝1𝑝2
2 − 𝑓121𝑓212𝑓311𝑝1𝑝2

2 − 𝑓14𝑓211𝑝1𝑝5𝑝6 + 𝑓14𝑓221𝑓311𝑝2𝑝6

− 𝑓15𝑓211𝑝1𝑝5𝑝9 + 𝑓15𝑓221𝑓311𝑝2𝑝9 − 𝑓16𝑓211𝑝1𝑝5𝑝10 + 𝑓16𝑓221𝑓311𝑝2𝑝10 − 𝑓112𝑓211𝑝1
2𝑝5

+ 𝑓112𝑓221𝑓311𝑝1𝑝2 + 𝑓121𝑓211𝑓322𝑝1𝑝2 − 𝑓121𝑓222𝑓311𝑝2
2 − 𝑓122𝑓211𝑝1𝑝2𝑝5 + 𝑓122𝑓221𝑓311𝑝2

2

+ 𝑓24𝑝3𝑝5𝑝7 + 𝑓25𝑝3𝑝5𝑝10 + 𝑓26𝑝3𝑝5𝑝11 − 𝑓34𝑓221𝑝3𝑝8 − 𝑓35𝑓221𝑝3𝑝11 + 𝑓212𝑝1𝑝3𝑝5

− 𝑓221𝑓312𝑝2𝑝3 − 𝑓221𝑓322𝑝3 + 𝑓222𝑝3𝑝5)

∙
1

𝑓111𝑓211𝑝1
2𝑝5 − 𝑓111𝑓221𝑓311𝑝1𝑝2 − 𝑓121𝑓211𝑓321𝑝1𝑝2 + 𝑓121𝑓311𝑝2

2𝑝4 + 𝑓221𝑓321𝑝3 − 𝑝3𝑝4𝑝5

 

𝐹7

= (𝑓24𝑓111𝑓311𝑝1𝑝2𝑝7 + 𝑓25𝑓111𝑓311𝑝1𝑝2𝑝10 + 𝑓26𝑓111𝑓311𝑝1𝑝2𝑝11 − 𝑓34𝑓111𝑓211𝑝1
2𝑝8

− 𝑓35𝑓111𝑓211𝑝1
2𝑝11 − 𝑓111𝑓211𝑓312𝑝1

2𝑝2 + 𝑓111𝑓212𝑓311𝑝1
2𝑝2 + 𝑓14𝑓211𝑓321𝑝1𝑝6 − 𝑓14𝑓311𝑝2𝑝4𝑝6

+ 𝑓15𝑓211𝑓321𝑝1𝑝9 − 𝑓15𝑓311𝑝2𝑝4𝑝9 + 𝑓16𝑓211𝑓321𝑝1𝑝10 − 𝑓16𝑓311𝑝2𝑝4𝑝10 − 𝑓111𝑓211𝑓322𝑝1
2

+ 𝑓111𝑓222𝑓311𝑝1𝑝2 + 𝑓112𝑓211𝑓321𝑝1
2 − 𝑓112𝑓311𝑝1𝑝2𝑝4 + 𝑓122𝑓211𝑓321𝑝1𝑝2 − 𝑓122𝑓311𝑝2

2𝑝4

− 𝑓24𝑓321𝑝3𝑝7 − 𝑓25𝑓321𝑝3𝑝10 − 𝑓26𝑓321𝑝3𝑝11 + 𝑓34𝑝3𝑝4𝑝8 + 𝑓35𝑝3𝑝4𝑝11 − 𝑓212𝑓321𝑝1𝑝3

+ 𝑓312𝑝2𝑝3𝑝4 − 𝑓222𝑓321𝑝3 + 𝑓322𝑝3𝑝4)

∙
1

𝑓111𝑓211𝑝1
2𝑝5 − 𝑓111𝑓221𝑓311𝑝1𝑝2 − 𝑓121𝑓211𝑓321𝑝1𝑝2 + 𝑓121𝑓311𝑝2

2𝑝4 + 𝑓221𝑓321𝑝3 − 𝑝3𝑝4𝑝5

 

F.b Pomocné funkce 𝑓 

𝑓11 = 𝑑𝑑𝑑2 𝑐𝑜𝑠(𝑑2 − 𝑑1) − 𝑑𝑑2
2 𝑠𝑖𝑛(𝑑2 − 𝑑1) 

𝑓12 = 𝑑𝑑𝑑3 𝑐𝑜𝑠(𝑑3 − 𝑑1) − 𝑑𝑑3
2 𝑠𝑖𝑛(𝑑3 − 𝑑1) 

𝑓13 = 𝑑𝑑𝑑1 

𝑓14 = −𝑔𝑠𝑖𝑛(𝑑1) + 𝑢 𝑐𝑜𝑠(𝑑1) 

𝑓15 = 𝑑𝑑1 

𝑓16 = 𝑑𝑑1 − 𝑑𝑑2 

𝑓21 = 𝑑𝑑𝑑1 𝑐𝑜𝑠(𝑑2 − 𝑑1) + 𝑑𝑑1
2 𝑠𝑖𝑛(𝑑2 − 𝑑1) 

𝑓22 = 𝑑𝑑𝑑3 𝑐𝑜𝑠(𝑑2 − 𝑑3) + 𝑑𝑑3
2 𝑠𝑖𝑛(𝑑2 − 𝑑3) 

𝑓23 = 𝑑𝑑𝑑2 

𝑓24 = −𝑔𝑠𝑖𝑛(𝑑2) + 𝑢 𝑐𝑜𝑠(𝑑2) 

𝑓25 = 𝑑𝑑2 − 𝑑𝑑1 

𝑓26 = 𝑑𝑑2 − 𝑑𝑑3 



XVII 

𝑓31 = 𝑑𝑑𝑑1 𝑐𝑜𝑠(𝑑3 − 𝑑1) + 𝑑𝑑1
2 𝑠𝑖𝑛(𝑑3 − 𝑑1) 

𝑓32 = 𝑑𝑑𝑑2 𝑐𝑜𝑠(𝑑3 − 𝑑2) + 𝑑𝑑2
2 𝑠𝑖𝑛(𝑑3 − 𝑑2) 

𝑓33 = 𝑑𝑑𝑑3 

𝑓34 = −𝑔𝑠𝑖𝑛(𝑑3) + 𝑢 𝑐𝑜𝑠(𝑑3) 

𝑓35 = 𝑑𝑑3 − 𝑑𝑑2 

𝑓111 = 𝑐𝑜𝑠(𝑑2 − 𝑑1) 

𝑓112 = −𝑑𝑑2
2 𝑠𝑖𝑛(𝑑2 − 𝑑1) 

𝑓121 = 𝑐𝑜𝑠(𝑑3 − 𝑑1) 

𝑓122 = −𝑑𝑑3
2 𝑠𝑖𝑛(𝑑3 − 𝑑1) 

𝑓211 = 𝑐𝑜𝑠(𝑑2 − 𝑑1) 

𝑓212 = 𝑑𝑑1
2 𝑠𝑖𝑛(𝑑2 − 𝑑1) 

𝑓221 = 𝑐𝑜𝑠(𝑑2 − 𝑑3) 

𝑓222 = 𝑑𝑑3
2 𝑠𝑖𝑛(𝑑2 − 𝑑3) 

𝑓311 = 𝑐𝑜𝑠(𝑑3 − 𝑑1) 

𝑓312 = 𝑑𝑑1
2 𝑠𝑖𝑛(𝑑3 − 𝑑1) 

𝑓321 = 𝑐𝑜𝑠(𝑑3 − 𝑑2) 

𝑓322 = 𝑑𝑑2
2 𝑠𝑖𝑛(𝑑3 − 𝑑2) 

F.c Standardní dynamické parametry 𝑝 

𝑝1 =
𝑚2𝑙1𝑎2𝑙2 + 𝑚3𝑙1𝑙2

𝑚3𝑙2𝑎3𝑙3
 

𝑝2 =
𝑙1
𝑙2

 

𝑝3 =
𝑚1𝑎1

2𝑙1
2 + 𝑚2𝑙1

2 + 𝑚3𝑙1
2 + 𝐽1

𝑚3𝑙2𝑎3𝑙3
 

𝑝4 =
𝑚2𝑙2

2 + 𝑚2𝑎2
2𝑙2

2 + 𝐽2
𝑚3𝑙2𝑎3𝑙3

 

𝑝5 =
𝑚3𝑎3

2𝑙3
2 + 𝐽3

𝑚3𝑙2𝑎3𝑙3
 

𝑝6 =
𝑚1𝑎1𝑙1 + 𝑚2𝑙1 + 𝑚3𝑙1

𝑚3𝑙2𝑎3𝑙3
 

𝑝7 =
𝑚2𝑎2𝑙2 + 𝑚3𝑙2

𝑚3𝑙2𝑎3𝑙3
 

𝑝8 =
1

𝑙2
 

𝑝9 =
𝑏1

𝑚3𝑙2𝑎3𝑙3
 

𝑝10 =
𝑏2

𝑚3𝑙2𝑎3𝑙3
 

𝑝11 =
𝑏3

𝑚3𝑙2𝑎3𝑙3
 



XVIII 

G Stavový popis čtverného kyvadla 

G.a Pomocné funkce 𝑓 

𝑓11 = 𝑠𝑖𝑛(𝑑1 − 𝑑2) 𝑑𝑑2
2 + 𝑑𝑑𝑑2 𝑐𝑜𝑠(𝑑1 − 𝑑2) 

𝑓12 = 𝑠𝑖𝑛(𝑑1 − 𝑑3) 𝑑𝑑3
2 + 𝑑𝑑𝑑3 𝑐𝑜𝑠(𝑑1 − 𝑑3) 

𝑓13 = 𝑠𝑖𝑛(𝑑1 − 𝑑4) 𝑑𝑑4
2 + 𝑑𝑑𝑑4 𝑐𝑜𝑠(𝑑1 − 𝑑4) 

𝑓14 = 𝑑𝑑𝑑1 
𝑓15 = 𝑢 𝑐𝑜𝑠(𝑑1) − 𝑔 𝑠𝑖𝑛(𝑑1) 
𝑓16 = 𝑑𝑑1 
𝑓17 = 𝑑𝑑1 − 𝑑𝑑2 

𝑓21 = −𝑠𝑖𝑛(𝑑1 − 𝑑2) 𝑑𝑑1
2 + 𝑑𝑑𝑑1 𝑐𝑜𝑠(𝑑1 − 𝑑2) 

𝑓22 = 𝑠𝑖𝑛(𝑑2 − 𝑑3) 𝑑𝑑3
2 + 𝑑𝑑𝑑3 𝑐𝑜𝑠(𝑑2 − 𝑑3) 

𝑓23 = 𝑠𝑖𝑛(𝑑2 − 𝑑4) 𝑑𝑑4
2 + 𝑑𝑑𝑑4 𝑐𝑜𝑠(𝑑2 − 𝑑4) 

𝑓24 = 𝑑𝑑𝑑2 
𝑓25 = 𝑢 𝑐𝑜𝑠(𝑑2) − 𝑔 𝑠𝑖𝑛(𝑑2) 
𝑓26 = 𝑑𝑑2 − 𝑑𝑑1 
𝑓27 = 𝑑𝑑2 − 𝑑𝑑3 

𝑓31 = −𝑠𝑖𝑛(𝑑1 − 𝑑3) 𝑑𝑑1
2 + 𝑑𝑑𝑑1 𝑐𝑜𝑠(𝑑1 − 𝑑3) 

𝑓32 = −𝑠𝑖𝑛(𝑑2 − 𝑑3) 𝑑𝑑2
2 + 𝑑𝑑𝑑2 𝑐𝑜𝑠(𝑑2 − 𝑑3) 

𝑓33 = 𝑠𝑖𝑛(𝑑3 − 𝑑4) 𝑑𝑑4
2 + 𝑑𝑑𝑑4 𝑐𝑜𝑠(𝑑3 − 𝑑4) 

𝑓34 = 𝑑𝑑𝑑3 
𝑓35 = 𝑢 𝑐𝑜𝑠(𝑑3) − 𝑔 𝑠𝑖𝑛(𝑑3) 
𝑓36 = 𝑑𝑑3 − 𝑑𝑑2 
𝑓37 = 𝑑𝑑3 − 𝑑𝑑4 

𝑓41 = −𝑠𝑖𝑛(𝑑1 − 𝑑4) 𝑑𝑑1
2 + 𝑑𝑑𝑑1 𝑐𝑜𝑠(𝑑1 − 𝑑4) 

𝑓42 = −𝑠𝑖𝑛(𝑑2 − 𝑑4) 𝑑𝑑2
2 + 𝑑𝑑𝑑2 𝑐𝑜𝑠(𝑑2 − 𝑑4) 

𝑓43 = −𝑠𝑖𝑛(𝑑3 − 𝑑4) 𝑑𝑑3
2 + 𝑑𝑑𝑑3 𝑐𝑜𝑠(𝑑3 − 𝑑4) 

𝑓44 = 𝑑𝑑𝑑4 
𝑓45 = 𝑢 𝑐𝑜𝑠(𝑑4) − 𝑔 𝑠𝑖𝑛(𝑑4) 
𝑓46 = 𝑑𝑑4 − 𝑑𝑑3 

G.b Standardní dynamické parametry 𝑝 

𝑝1 =
𝑙1(𝑙2(𝑚3 + 𝑚4) + 𝑎2𝑙2𝑚2)

𝑎4𝑙3𝑙4𝑚4
 

𝑝2 =
𝑙1(𝑙3𝑚4 + 𝑎3𝑙3𝑚3)

𝑎4𝑙3𝑙4𝑚4
 

𝑝3 =
𝑙1
𝑙3

 

𝑝4 =
𝑙2(𝑙3𝑚4 + 𝑎3𝑙3𝑚3)

𝑎4𝑙3𝑙4𝑚4
 

𝑝5 =
𝑙2
𝑙3

 

𝑝6 =
𝑚1𝑎1

2𝑙1
2 + (𝑚2 + 𝑚3 + 𝑚4)𝑙1

2 + 𝐽1
𝑎4𝑙3𝑙4𝑚4

 



XIX 

𝑝7 =
𝑚2𝑎2

2𝑙2
2 + (𝑚3 + 𝑚4)𝑙2

2 + 𝐽2
𝑎4𝑙3𝑙4𝑚4

 

𝑝8 =
𝑚3𝑎3

2𝑙3
2 + 𝑚4𝑙3

2 + 𝐽3
𝑎4𝑙3𝑙4𝑚4

 

𝑝9 =
𝑚4𝑎4

2𝑙4
2 + 𝐽4

𝑎4𝑙3𝑙4𝑚4
 

𝑝10 =
𝑙1(𝑚2 + 𝑚3 + 𝑚4) + 𝑎1𝑙1𝑚1

𝑎4𝑙3𝑙4𝑚4
 

𝑝11 =
𝑙2(𝑚3 + 𝑚4) + 𝑎2𝑙2𝑚2

𝑎4𝑙3𝑙4𝑚4
 

𝑝12 =
𝑙3𝑚4 + 𝑎3𝑙3𝑚3

𝑎4𝑙3𝑙4𝑚4
 

𝑝13 =
1

𝑙3
 

𝑝14 =
𝑏1

𝑎4𝑙3𝑙4𝑚4
 

𝑝15 =
𝑏2

𝑎4𝑙3𝑙4𝑚4
 

𝑝16 =
𝑏3

𝑎4𝑙3𝑙4𝑚4
 

𝑝17 =
𝑏4

𝑎4𝑙3𝑙4𝑚4
 

G.c Pohybové rovnice 

𝑓11𝑝1 + 𝑓12𝑝2 + 𝑓13𝑝3 + 𝑓14𝑝6 + 𝑓15𝑝10 + 𝑓16𝑝14 + 𝑓17𝑝15 = 0 
𝑓21𝑝1 + 𝑓22𝑝4 + 𝑓23𝑝5 + 𝑓24𝑝7 + 𝑓25𝑝11 + 𝑓26𝑝15 + 𝑓27𝑝16 = 0 

𝑓31𝑝2 + 𝑓32𝑝4 + 𝑓34𝑝8 + 𝑓35𝑝12 + 𝑓36𝑝16 + 𝑓37𝑝17 = −𝑓33 
𝑓41𝑝3 + 𝑓42𝑝5 + 𝑓44𝑝9 + 𝑓45𝑝13 + 𝑓46𝑝17 = −𝑓43 



XX 

H Průběhy stavových veličin a řízení ze simulace výšvihu čtverného 

inverzního kyvadla 

 



XXI 

I Průběhy stavových veličin a řízení ze simulace výšvihu paterného 

inverzního kyvadla 

 


