Productos generalizados de funciones analiticas

Ileana Castillo-Arias' y Joseph C. Virilly?

! Departamento de Matemdtica, Instituto Tecnoldgico de Costa Rica, 10000 Cartago, Costa Rica

2 Escuela de Matemética, Universidad de Costa Rica, 11501 San José, Costa Rica

Tec. en Marcha (CR) 10 (1990), 76—89

Resumen

Los productos generalizados son de interés en el formalismo de la mecénica cudntica en
espacios de fases. En este articulo se analizan las propiedades algebraicas y topoldgicas de
diversos productos definidos en espacios de funciones analiticas. Los productos se definen por
nucleos integrales de tres variables complejas. Se analizan las condiciones algebraicas que los
productos inducen sobre estos nucleos, con atencion al caso en que el nicleo es la exponencial
de un polinomio cuadratico. Se estudian las simetrias de algunos productos generalizados.
Se obtienen condiciones de continuidad para los productos generalizados, las cuales permiten
construir algunas 4lgebras topolédgicas de funciones.

Introduccion

La teoria convencional que fundamenta la mecéanica cudntica de particulas representa los obser-
vables principales, como la posicion y el momento de una particula, por operadores autoadjuntos
sobre un espacio de Hilbert. Esto hace un contraste con la mecdanica cldsica, en donde los observa-
bles son més bien funciones sobre la variedad de estados puros del sistema en consideracién. Una
forma de crear un vinculo entre las dos teorias es reformular la mecédnica cudntica como una teoria
de funciones sobre el espacio de las fases. En 1949, Moyal [1] logré esta reformulacién, mantenien-
do el caracter clasico de los estados y los observables como funciones sobre una variedad; hubo
que cambiar solamente la regla de combinacion de observables. Concretamente, Moyal reemplaz6
el producto usual de funciones por el producto cuéntico, a veces llamado “producto torcido” o
“producto de Moyal”.

Moyal us6 las variables reales de posiciéon y momento. Bargmann, en dos articulos seminales [2,
3] mostré que los cdlculos cudnticos pueden simplificarse usando variables complejas, relacionadas
con los operadores de aniquilacion y creacion. Utiliz6 un espacio que hemos elegido para realizar
nuestro trabajo y que denominamos “espacio de Bargmann”.

El objetivo de este articulo es establecer la base tedrica de una version compleja del producto de
Moyal. Aunque este producto ha sido estudiado a fondo (vea, por ejemplo, la [4] y las referencias
allf citadas), no es vano esperar que la combinacién de este producto con las técnicas del espacio de
Bargmann (vea [3, 5,6], por ejemplo) conduzca a nuevos resultados y también a simplificaciones
considerables. En efecto, el enfoque aqui adoptado produce un ejemplo interesante de un algebra



topoldgica (no normada) de funciones con multiplicacién conjuntamente continua, el cual permite
extender el producto de Moyal a pares de distribuciones temperadas cualesquiera.

Enla Seccidn 1 establecemos un marco tedrico para definir los productos generalizados. Obtene-
mos las condiciones algebraicas sobre el nticleo integral que corresponden a propiedades algebraicas
de un producto generalizado. Cuando el nucleo es la exponencial de un polinomio cuadratico, estas
condiciones se reducen a relaciones elementales entre las matrices de coeficientes. Ilustramos el
procedimiento con varios ejemplos, entre ellos el andlogo del producto de Moyal.

En la Seccién 2 se investiga la naturaleza de las simetrias de los productos generalizados;
como “‘simetria” entendemos una transformacion para la cual el producto es equivariante. De nuevo
obtenemos condiciones explicitas de equivariancia para nucleos de exponente cuadratico. En la
Seccidn 3 estudiamos las condiciones bajo las cuales estos productos generalizados son continuos.
Encontramos diversos espacios que son dlgebras topoldgicas, o al menos mddulos sobre dlgebras
topoldgicas, bajo (la versiéon compleja de) el producto de Moyal.

1. Nucleos integrales para productos generalizados

Este articulo pretende investigar las propiedades algebraicas y topoldgicas de una familia deter-
minada de productos sobre espacios de funciones analiticas. Comenzamos con un concepto general:
la de producto definido por un ntcleo integral de tres variables (en adelante llamado “trintcleo”
integral). Intuitivamente, si f, g son funciones reales o complejas sobre un conjunto X, un “produc-
to” de fy g es otra funcién f ¢ g sobre X, de modo que (f,g) — f ¢ g sea bilineal (y tenga otras
propiedades algebraicas deseables). La bilinealidad se puede expresar mediante la prescripcion

(fog)(z) = /X /X B(zow.1) f(w) g(r) du(w) du(o), (1)

donde y es alguna medida apropiada sobre X y B es, en general, una distribucién sobre X>. Para
evitar complicaciones de existencia y convergencia de esta integral distribucional, elegimos un
espacio de funciones en donde B sea también una funcién “bien portada” sobre X°>.

Recordamos que un espacio de Hilbert de funciones posee operadores acotados dados por
nucleos integrales si consta de funciones holomorfas sobre un abierto de C". Elegimos entonces el
espacio de Bargmann [2], a veces llamado espacio de Bargmann, Fock y Segal [7, 8]. Este es un
espacio de funciones analiticas enteras sobre C", con medida gaussiana

du(z) :=n"exp(-z-2)d"xd"y.
El producto interno es

(F19)= [ F@ e dut2 @

donde z = (21,22, ...,2,) = x +iy € C". (Usamos la notacién z - w := " z;w; para z,w € C";
asi, du(z) = [T, 7~ exp(=Ziz:) dx; dy; = [11, du(z;).
El espacio de Bargmann es entonces

F,:={f:C" - C analiticaentera : (f | f) < +o0 }.

Los espacios F, y L?(R") son isomorfos mediante una transformacién integral. Es conveniente
normalizar la medida de Lebesgue sobre R"” usando

dx = (47) "% d'x



donde d"x es la medida usual de Lebesgue. Esta normalizacion da lugar a la férmula
[ exp(-a?+¥2q- 1) dq = 2" expl4r), 3)

escribiendo x* = x - x = x? +x3 + - - - +x2 para el cuadrado de un vector x en R” o C". Introducimos
ahora
A(z,q) =27 exp[-3 (22 +¢») + V217 ¢]

para z € C", g € R". Entonces el isomorfismo A: L2(R") — F, se define mediante

7@ = (@) = [ Azawia) da @

El isomorfismo inverso es dado por

va) = V@) = [ 4G9 duta) 5)
Para los detalles de convergencia de estas integrales, remitimos a [2]. Si definimos los espacios
Ga={f:C"— Canalitica : |f(z)| < Cy exp(%/lzz -2) } (6)

entonces G« = [Jg<1<1 51 s denso en T, y las integrales (4), (5) convergen para f € G.; las
transformaciones A, V se extienden por densidad a transformaciones unitarias de los espacios de

Hilbert.
El niicleo reproductor de F,, es la funcion I(z, w) = exp(z - w):

[ exote w00 diao) = 2, @
como consecuencia de la identidad
/n A(z,9)A(w,q) dq = exp(z - w).

Citamos un resultado ttil de la referencia [2].

Lema 1 (Bargmann). La integral
L2 4 552 . .7
exp|3(yz® +6Z° +2a - z+2b - 2)| du(z), (8a)

donde y,6 € C; a,b € C", es convergente si y solo si |y + 6_|2 < 4. Si asi fuera, su valor es

sa> +yb*>+2a-b
2(1 -v9)

Laprueba empleala férmula (3) parael cdlculo de integrales gaussianas y se encuentraen [g]. O

(1-v8)""?exp (8b)



Denotamos por f*(z) := f(Z) la “doble conjugacién”, la cual es una isometria antilineal de &),
tal que (f*)* = f. La forma bilineal canoénica sobre J, fue introducida en [9] como

(=2 ) =2 [ f(D() dute) ©

A partir de (3) y (5) se puede verificar que (Vf,Vg) = (f,g) para f,g € F,,.

Volvemos ahora a (1), con X = C", f,g € F,, donde el trinicleo B es analitico en sus tres
variables y es tal que la integral converge para f, g en F, o al menos en algin subespacio denso
como por ejemplo G.. Las propiedades algebraicas de este producto generalizado son determinadas
por condiciones sobre el trintcleo B(z, v, w). Resumimos estas condiciones en el siguiente teorema.

Teorema 1. (a) El producto generalizado (1) es asociativo si y solo si
/n B(z,v,w)B(v,r,s)du(v) = /C" B(z,r,v) B(v,s,w) du(v).
(b) La funcion analitica e: C" — C es la identidad para el producto (1) si y solo si
/n B(z,v,w)e(V)du(v) =exp(z - w).

(¢) Ladoble conjugacion es una involucion (es decir, (fog)* = g*o f* para f,g € F,) si y solo
si se cumple
B(z,w,v) = B(z,v,w).

(d) El producto (1) es conmutativo si y solo si se cumple
B(z,v,w) = B(z,w,v).

Las pruebas son célculos directos y remitimos a [9] para los detalles. Para la (c), debe observarse
que las isometrias A y V entrelazan la doble conjugaciéon en F, con la conjugaciéon compleja
en L2(R"). O

Hay dos propiedades algebraicas méds que merecen mencién. Postulamos la existencia de una
funcién 7 tal que:

(frg) = 2 / F(2)g(2) du(2)
Cn
- / (2) (f o 8)(2) du(2) = / (2) (g 0 £)(2) du(2), (10)
cn cn

donde 7(Z) es una funcién que depende del trinticleo B. Obsérvese que la primera integral es
simétrica en f y g, asi que la tercera igualdad es consecuencia de la segunda. El que ¢ sea funcién
de Z y no de z nos lo sugieren ejemplos como el producto de Bargmann y Moyal tratado en la [10].
A esta propiedad la denominamos propiedad semitracial, ya que la ecuaciéon (10) representa en
cierta forma una traza de f o g.

Decimos que el producto generalizado (1) es ciclico si se cumple la igualdad:

(frgoh)y=<h,fog)=(ghof).

Como la forma bilineal es simétrica, esto implica

(fog.hy=(f,goh). (11)
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Teorema 2. (a) El producto generalizado (1) satisface la propiedad semitracial si 'y solo si se
cumple

/ﬂ@ﬂzw@@&ﬁﬂmﬁMwm.
(b) El producto generalizado es ciclico siy solo si
B(z,v,w) = B(v,w,2) = B(w, z,v).

De nuevo remitimos a la referencia [9] para las pruebas. O

Estudiaremos enseguida una clase particular de productos generalizados: los que poseen un
trinticleo que es exponencial de un polinomio cuadratico. Los ejemplos que suelen ocurrir tienen
trindcleo de este tipo, debido a su evidente conexion con la forma del nicleo reproductor (7) y con
la medida gaussiana du(z).

Sean A, By C matrices en C"™"; z, v, w vectores en C"; y sean a, d,0 € R. Consideremos el
polinomio cuadrético definido por

0(z,v,w) := %(az2 + v+ 0w + (z- Av+v-Bw+w-Cz). (12)

Lo elegimos de esta forma porque los términos mixtos son los que juegan el papel principal en
determinar las propiedades del producto; a, ¢, 6 son factores de peso.

A veces conviene usar una notacién mas abreviada. Escribimos ¢ := (z,v,w) € C>. La
expresion (12) puede expresarse como Q({) = %{ - Q¢, donde la segunda Q denota la matriz
simétrica 3n X 3n:

al, A Ct
Q= A" 61, B | (13)
C B 41,
Definimos el trinicleo:
B(z,v,w) := kexp[Q(z, v, w)], (14)

siendo k una constante de normalizacion.

Ahora, las condiciones algebraicas de los Teoremas 1 y 2 se reducen a ciertas relaciones
algebraicas entre las entradas (13) de Q. Enseguida indicaremos los resultados; las pruebas son
aplicaciones repetidas de la férmula (8) para evaluar las integrales [9].

Teorema 3. (a) Elproducto con triniicleo dado por (14) es asociativo solo si 6 = 0 o bien a = 0;
en el caso 6 = 0, la asociatividad es equivalente a las siguientes condiciones:

SA'A = aBB' = 6CC",
A'B = BCY;
AC' = C'A;
(CYH? = (1 = 6a)C' + aAB:;
(AY? = (1 - 6a)A' + aBC;
A'B' = (1 - 6a)B' +6CA.



(b) El producto definido por (14) es ciclico siy solo si

a=0=60 y A=B=C.

(¢c) La doble conjugacion es una involucion para este producto generalizado si 'y solo si

5=6, A'=C, B'=B.

(d) El producto definido por (14) es conmutativo si y solo si
6=60, A=C', B=B.
Observacion. Consideremos, por ejemplo, un trintcleo de la forma especial:
exp[%oz(z2 +12+w?) + (A +viAW + thz)].

Este producto es ciclico, la doble conjugacion es una involucién si y solo si A es hermitica, y
el producto es conmutativo si y solo si A es simétrica. La asociatividad exige que A'A = AA'y
(AY? = (1 — a®)A' + aA2. En particular, si @ = 0, la asociatividad es equivalente a A'A = AA{,
A? = A. En esta forma, se pueden analizar ficilmente diversas clases de trinticleos para ver cudles
conducen a productos con propiedades interesantes.

Ejemplo 1. El producto ordinario de funciones sobre C" es dado por

(f9)(2) = // Bz, v.w) f(P)g (%) du(v) du(w),

donde B(z,v,w) = exp[z - (v +w)] evidentemente, en vista de la forma del nicleo reproductor (7).
Este es un trintdcleo de la forma (14), cona =6 =0 =0, A = C = 1y B = 0. Es inmediato del
Teorema 13, si no fuera ya evidente, que este producto es asociativo y conmutativo pero que no es
ciclico. La falta de ciclicidad se debe a la introduccién de una conjugacion compleja en la definicion
de la forma bilineal canénica (g). Por el Teorema 1(b) y la identidad / exp(z - v) du(v) =1, se ve
que la funcién constante 1 es (jpor supuesto!) la identidad para el producto ordinario.

Ejemplo 2. El producto nuclear de funciones en C?" se define mediante

(fog)(a22) = / £ ) g(Z22) du(2).

Entonces se ve de (7) que posee el trindcleo
B(z,v,w) := exp(z1vi + vaw1 + waza),
el cual es de la forma (14) cona =6 =6 =0,
1 0 0 0 00
a=foo) 2= (o) e=o)
Otra vez, el Teorema 1 indica que este producto es asociativo pero no ciclico y no conmutativo; la

doble conjugacion no es una involucién para este producto. El Teorema 1(b) muestra que la funcién
e(z) :=exp(z; - z2) es la identidad para el producto nuclear.

6



Ejemplo 3. El producto de Bargmann y Moyal fue introducido [10] como la imagen en el espacio
de Bargmann del producto de Moyal [1,4] en L?>(R?"), el cual juega un papel fundamental en el
formalismo de la mecanica cudntica en espacios de fases [11, 12]. El producto de Moyal se define
por:

(¥ X @)(x) := 4" /R explile- Ty +y JE+ETN)]U (@) dy dE,

R2n

0 1,

cony,p e L2 (R™M) yJ = (_1 0

). El producto de Bargmann y Moyal es entonces

(fo8)(2) = A(VfxVg)(z), con f,g€To.

El trinticleo de este producto es [9]:

Bavon) = 4" [[[ A0 A0 A explice-dy +y e+ -] dsdy de

= exp[%(ztv +v'w +w'7) + %(thv +vw + thz)] . (15)

Introducimos la notacion K := %(1 +iJ). Nétese que K' = K = %(1 —iJ), pues J' = —J.
Entonces el trinucleo (15) se escribe

B(z,v,w) :exp[z-Kv+v-Kw+w'Kz].
Luego tenemos otro trinucleo de la forma (14), con
a=0=60=0, A=B=C=K.

De acuerdo con la observacion después del Teorema 3, el producto de Bargmann y Moyal es
asociativo (pues K'K = KK' = 0, K 2 = K); ademds es ciclico, no conmutativo (pues K' # K), y
tiene la doble conjugacién como una involucién (pues K = K). A partir de los Teoremas 1 y 2, se
ve que la identidad es e(z) := exp(%zz) y que 7(Z) := 2"/? exp(%zz) es una funcién que hace vilida
la propiedad semitracial.

2. Simetrias de productos generalizados

Si f +— f# denota una transformacion invertible de un espacio de funciones, decimos que un
producto generalizado f ¢ h es equivariante bajo esta transformacion si

(foh)s=f8ohs. (16)

Si g parametriza un grupo de transformaciones G, decimos que el producto generalizado es
invariante bajo el grupo G cuando (16) se cumple para todo g € G. A modo de ejemplo, el producto
ordinario (fh)(z) := f(z) h(z) es equivariante bajo las traslaciones f"(z) := f(z — w), pues
(fh)(z—w) = f(z—w)h(z—-w).

Debido al origen comun del espacio de Bargmann [2] y del producto de Moyal [1] en el
formalismo de relaciones canénicas de conmutacién [13], el primer grupo de interés es el grupo de
Heisenberg [14]. En L?(R"), este grupo es generado por las traslaciones T,¥(q) = (g — @) y las
modulaciones Mgy (q) := e Py (q).



Transferidas a F,,, estas transformaciones son [2]:
T.f(z) =expla- (z - 3a)] f(z — a),
M, f(z) := exp[—ib - (z — 5ib)] f (z — ib), (17)

donde a, b € R".

De (17) se ve que M,'T;'MyT, f = e%4" f, asi que los T,, M, y los escalares e’ generan
una representacion (sobre J,) del grupo de Heisenberg. Los operadores 7,, M}, poseen nucleos
integrales que denotaremos con los mismos nombres:

Tu(z,w) :=expla- (z—3a)+Ww - (z—a)] =exp[Ww-z+a-z—a-Ww - }a°],
My (z,w) :=exp[—ib - (z — %ib) +w-(z—ib)]=exp[w-z—-ib-z—-ib-w— %b2].

Para ver si estas transformaciones representan simetrias del producto de Bargmann y Moyal
(o de cualquier otro producto generalizado), debemos transformar la férmula (16) en una relacién
entre nucleos integrales. Si G (z, w) denota el niicleo de la transformacion f +— f&, entonces (16)
se expande a:

/// G(z,w) B(w,u,v) f(i)g(V) du(u) du(v) du(w)
:////B(Z,r,s)G(F,u) G(5,v) f(i)g(¥) du(u) du(v) du(r) du(s)

lo cual implica que

/G(z,W) B(w,u,v) dy(w):[/B(z,r,s)G(F,u)G(E,v) du(r) du(s) (18)

para todo z,u,v € C". Esta condicidn es suficiente para comprobar que el producto de Bargmann y
Moyal es equivariante bajo las 7:

/Ta(z,W) B(w,u,v)du(w) = /exp[w (z—a)+a-z- %a2+w - (Ku +EV) +u-Kv] du(w)

=exp[(z—a) - (Ku+Kv)+a-z+u-Kv-1a*]
= B(Z’M,V)exp[a . (Z_KM_EV) _ %aZ],

mientras que
// T,(7,u)T,(5,v) B(z,r,s) du(r) du(s)
:'//exp[F- (u+a)—a-u+s-(v+a)—a-v—a’+r- (Kz+Ks)+s-Kz] du(r) du(s)

:/exp[(u+a)-(fz+Ks)—a-(u+v)—a2+§-(v+a)+s-Kz]d,u(s)

=expl[(u+a) -Kz—a-(u+v)—a*+(v+a) - (Kz+Ku+Ka)]
= B(z,u,v) expla - (z — Ku — Kv) — %az],



donde se ha usado las identidades 1 — K = K, a - Ka = %az, y

/ exp[w-u+w-v]du(w) =explu-v], (19)

el cual es un caso particular de (7).
Es casi inmediato que el resultado andlogo no es cierto para M, en lugar de 7, (las transforma-
ciones M), dejan equivariante al producto generalizado cuyo trintcleo es

B(z,v,w) =exp[-z-Kv—-v-Kw-w-Kz],

lo cual es la “transformada de Fourier” del producto de Bargmann y Moyal [10]). Interesa, entonces,
saber si hay algunas otras simetrias del producto de Bargmann y Moyal cuyos nicleos cumplen (18).
Un estudio de las “funciones de evolucion” y su cdlculo por el producto de Moyal [15] sefiala que los
unicos candidatos razonables son transformaciones cuyos nicleos son exponenciales de polinomios
cuadraticos. Mds precisamente, sus imdgenes bajo V son distribuciones en R?* que representan
funciones generatrices de Poincaré [15]; los hamiltonianos correspondientes, si son polinomios,
son necesariamente de grado dos a lo sumo.

Para poder comprobar (18) cuando G es la exponencial de un polinomio cuadrético, es necesario
generalizar el Lema 1 para integrar formas cuadraticas mds generales en (z, Z). La generalizacion
adecuada fue encontrada por Itzykson [5].

Lema 2. Sean M, N dos matrices simétricas en C"™", y sean u,v € C". La integral
/ exp{%[z~Mz+Z'NZ+2z'u+22~v]}d/J(Z) (20a)
Cn

converge absolutamente si y solo si
41, - (M +N)(M +N) >0,
en cuyo caso su valor es
(det(1 = MN)) " exp{3{u-N(1 - MN)'u+2v-(1-MN)'u+v-(1-MN)"'Mv]}. (20b)

Para la prueba, remitimos a [5]. (Hay una ambigiiedad en la determinacion del signo de la raiz del
determinante en (20b) que se elimina por continuacion analitica; en este trabajo los determinantes
que aparecen son positivos, y tomamos la raiz cuadrada positiva.)

Ahora consideramos nucleos integrales de la forma

G(z,w) :=yexp{%[z~Pz+2z-QW+W~RW]}, (21)

donde Q € C™" y P, R son matrices complejas simétricas. La composicion de dos nicleos de este
tipo se obtiene de (20):

/G(Z,W) G’ (w,u) du(w)
:y)//exp{%[z-Pz+2z-Qw+w-Rw+w-P’w‘/+2w-Q’ﬁ+2ﬁ-R’ﬁ]}dy(w)

= yy'[det(1 - P'R)] ™ exp{i[z- (P+Q'ST'P'Q)z +2z-QQ'i+a - (R + Q"'RS™'Q")il},



donde S := 1 — P’R (obsérvese que S es invertible cuando la integral converge [5]). Como la
identidad corresponde al caso P = R = 0, Q = 1, un nicleo G(z,w) pertenece a un grupo (bajo
composicion) solo si Q es invertible.

Un grupo de transformaciones de tipo (21) es el grupo metapléctico Mp®(2n; R), una extensién
del grupo simpléctico Sp(2n; R) [6]. En la parametrizacion de Itzykson [5], los elementos de este
grupo tienen nucleos de la forma (21), donde

o=L"'" R=L'"M, P=-ML",

con — —
LL-MM=1, L'M=ML, |y*detL|=1.

Teorema 4. Una transformacion de tipo (21) deja el producto de Bargmann y Moyal equivariante
si y solo si:

P =KPK + PPS™'P,
KRK =R+ Q'ST'KPKOQ,
KRK =R+ QKPS 'KOQ,
0K = P(s)7'Q,
OK - KQ = P($Y)"' PKQ,
K +KRK = 0'S7'KQ,
y = (det$)'?, (22)
donde S :=1-KPKPyP :=K +KPK.

Demostracion. Usando la férmula (20), calculamos (18) donde G (z, w) es dado por (21):
/ G(z,w)B(w,u,v)du(w)
:y/exp{%[z-Pz+22-QW+W-RW+2W-KM+2M'Kv+2v'Kw]}d,u(w)
= yexp{% [z “Pz+2u-Kv+ (Ku+Kv)-R(Ku+Kv)+2z-Q(Ku +Ev)] }, (23)
mientras
/ B(z,r,s) G(5,v) du(s)

:y/exp{%[2z~Kr+2r~Ks+2s-Kz+§~P§+2§-Qv+v~Rv]}d,u(s)

= yexp{% [ZZ -Kr+v-Rv+ (Kz+Kr)-P(Kz+Kr)+2v-0Q'(Kz +Er)]},
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y por lo tanto

// B(z,r,s) G(F,u) G(5,v) du(s) du(r)
:yz/exp{%[z-EPKz+v-Rv+2v-Qth+u-Ru+r-KPEr

+7-Pr+2r- (ﬁtz+KQv) +2F-Qu]}d,u(r)
=y?oexp{i[z- (KPK+PPS'PY)z+u- (R+Q'S'KPKQ)u+v- (R+QKPS'KQ)v
+27- P(SY7'Qu +2u - 0'ST'KQv +2v - Q'(K + KPS~ PY)z]}, (24)

con o = (det S)_l/ 2, Comparando coeficientes en los exponentes de (23) y (24), obtenemos las
condiciones (22). O

Este Teorema da un criterio general para averiguar equivariancia bajo subgrupos particulares de
Mp©(2n; R). Por ejemplo, si tomamos P = R =0,y =1 (y Q € GL(2n, C)), las condiciones (22) se
reducen a QJ = JQ, Q'JQ = J, asi que hay equivariancia del producto de Bargmann y Moyal bajo
transformaciones del tipo f(z) +— f(Qz) siy solo si Q € SO(2n,C) N Sp(2n, C). En particular,
el caso Q = i1y, incumple (22), lo cual refleja el hecho de que la transformacién de Fourier no
deja el producto de Moyal — en L?(R") — equivariante, sino que lo transforma en la “convolucién
torcida” [4, 16].

3. Continuidad de productos generalizados

Hasta ahora, los calculos algebraicos con los nicleos integrales han sido algo formales; es decir,
hemos supuesto tacitamente que todas las integrales calculadas convergen (absolutamente), con lo
cual los cambios del orden de integracion se justifican automaticamente. En general, esto se verifica
en una clase de funciones que es al menos densa en el espacio de todas las funciones en juego, y
se puede extender la validez de los resultados de las integraciones mediante diversos procesos de
paso al limite. Esto sucede aun con el establecimiento del isomorfismo unitario A: L*>(R") — F;
para definir A con todo rigor, Bargmann [2] define Af para f € G, (6) mediante una integracion
y extiende a L?(R") por densidad. Un estudio detallado de los espacios G, y su relacién con
las distribuciones temperadas sobre R” se encuentra en la [3]. Veremos en esta seccidon que estos
espacios proveen una herramienta para estudiar a fondo las propiedades de continuidad del producto
de Bargmann y Moyal.

Un producto generalizado ¢ definido en un espacio normado E es continuo en la topologia de la
norma si hay alguna constante C > 0 tal que

I ogl <ClifIllgll para f.g€E.

Esto dice que la aplicacién (f, g) — fog : EXE — E es continua en el sentido usual. Sucede, sin
embargo, que en general debemos considerar casos en que f, gy f ¢ g viven en espacios distintos de
funciones, que no son siempre espacios normados. Por ejemplo, podemos buscar valores positivos
de A, o, 7 tales que la aplicacion (f,g) — fog : G, X G — G, sea continua. Definimos la norma
I [l en Ga por

Iflla == sup exp(—3 %[z 1 £ (2)].

zeC?
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Tenemos una desigualdad del tipo

Ifoglla < Cillfllo llgll- (25)

toda vez que

Cei=sup [[ 18wl expl3[-21zP + bR + PnP] ) dulw)  (26)
zeCn

sea finita. Nuestra estrategia serd, entonces, buscar condiciones sobre B(z, v, w) que garanticen que
el lado derecho de (26) sea finito.

Supongamos, de nuevo, que B es la exponencial de un polinomio cuadritico homogéneo en
. = (z,v,w) € C¥. Escribimos

B({) = kexp 3¢ - 0L,

dondg Q = Qg +iQ;, con Qg, Q; € R¥3" Denotamos la parte simétrica de una matriz A
por A := %(A + AY). También, escribimos ¢ =: & +in con &, € R¥; z = Rez +iImz con
Re z,Imz € R"; y denotamos dz := dRezd Imz.

Usando estas notaciones, el integrando en el lado derecho de (26) tiene la forma

kexp{—1[¢- (D - Qr)é+26-Qm+n- (D +Q0r)1|} (27)

donde D es una matriz diagonal en R3"%31 con entradas diagonales A2 2-02%2-12 (cada una
repetida n veces).

Como debemos integrar (26) respecto de v y w pero no respecto de z, conviene reacomo-
dar esta tdltima matriz: permutamos la base canénica en C¥ =~ RS para que las coordenadas
(¢,m) = (Rez,Rev,Rew, Im z,Im v, Im w) se reordenen como (Re z,Im z, Rev,Imv,Re w, Imw).
Entonces la expresion (27) se escribe en la forma

Kexp{—%[z-Pz+2w-Rz+w-Sw]} (28)
donde w := (v,w) € C¥" ~ R¥. Aqui P € R¥™?" y § € R4 s0on matrices simétricas reales.

Lema 3. La integral de (28) respecto de w converge y representa una funcion acotada (de z) si 'y
solo si se cumplen:

S>0 en R¥™4  P_RSTIR>0 en R¥™.
Demostracion. Calculamos que

/ exp{—%[z-Pz+2w-Rz+w-Sw]}d_w

R4n
= (detS)‘l/Z/ exp{i[-z- Pz+z .R'ST'Rz - 1*]} dt
R4n

= det(25) " exp{4[-z- Pz +z- R'ST'Rz]}
toda vez que S > 0; hemos hecho la sustitucién lineal # := S'/2w + S™V/2Rz para simplificar la
integral. (Si S no es definida positiva, posee un autovalor no positivo y la integral de (28) diverge).

Basta notar entonces que exp(—%z -Tz) es acotada siy solosi T > 0. O
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Podemos ahora ejemplificar la condicién de continuidad (25) en diversos casos particulares.
Para el producto ordinario de funciones con n = 1, por ejemplo, obtenemos Q; = 0,

R 011
OQr=0=(1 0 0],
1 00
y luego
-1 0 2-02 0 0 0
220 -1 0 0 2-712 0 0
P‘(o 12)’ B=lo 1] %1 o 0o 2-02 o
0 1 0 0 0 212

La condicién S > 0 es equivalente a o < V2, 7 < V2. Adems,
RST'R={@2-c)"+2-7) "} 1y,

asi que las condiciones de continuidad (25) son, en este caso:

1 1
o-<\/§, T<\/§, /1222—0-24-2—72' (29)

(Notemos que en espacios G, con A > V2, el producto ordinario es a veces continuo; sin embargo,
no puede expresarse mediante el nicleo exp[z(v + w)], porque las integrales gaussianas anteriores
divergen. Esta restriccion no es de mayor importancia, pues cualquier espacio G, con A > 1 incluye
todas las funciones que corresponden, por (5), a distribuciones temperadas sobre R”.)

Como segundo ejemplo, tomamos de nuevo el producto de Bargmann y Moyal. Obtenemos

0 K K [0 11 (0 v
0=|K 0 K|, QR:§101, Q,:E—JOJ,
K K 0 110 J -J 0
(con 2K =1 +iJ como antes); luego
b1 -1 0 J -1 -J
1{-1 ¢1 -7 0 1[-1 J 210
=310 7 b1 1|0 RT3 a1 P‘(o 421)
-J 0 1 ¢l J 1

conb =22 -02),c:=212-12).

En este caso S es una matriz simétrica, y por lo tanto es definida positiva siy solo si sus menores
principales bdsicos son todos positivos. Por calculo directo, se obtiene que esto sucede si y solo si
b>0,c>0ybc > 4. Luego, la condicion § > 0 se cumple si y solo si

oc<V2, t<V2, Q2-0>)2-7%)>1. (30)
La matriz

121 0

_ pte-lp —
P-RS"R 0 A-bl-ch
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es positiva si y solo si A2 > b1 + ¢!

reduce a:
esil 1 (31)
“202-02 272 3

, asi que la condicién de continuidad (29) en este caso se

La desigualdad (31) nos permite ahondar en las propiedades de continuidad del producto de
Bargmann y Moyal. Cuando variamos o y 7, cambiamos el dominio de definicion de este producto.
Conviene entonces introducir los espacios

5<:=J%, G :=()%-

A<1 A>1

Si & = £(C*") = A(8(R?")) denota el espacio de funciones analiticas [3] en C** que corresponde
a las funciones de Schwartz en R?", tenemos

G<ccé€cFHhcGcécs,. (32)

Todas estas inclusiones son continuas respecto de las topologias apropiadas. Mds precisamente, si
A < 1, p > 1, se pueden encontrar en [3] las pruebas de que

GicEcFHhcGcécy, (33)

es una cadena de inclusiones continuas. Ahora definimos sobre G. la topologia inductiva [17],
es decir, la topologia localmente convexa mds fuerte tal que todas las inclusiones G, C G- sean
continuas, y sobre G- definimos la topologia proyectiva, es decir, la topologia localmente convexa
mas débil tal que todas las inclusiones G C G, sean continuas. La continuidad de las inclusiones
primera y ultima en (32) es consecuencia de la continuidad de las inclusiones correspondientes

en (33).
Obsérvese que G- es un espacio de Fréchet porque su topologia estd determinada por la familia
de seminormas || - ||(n+1)/x, mientras que £’ no es de Fréchet, asi que & # G ; también, € # G- ya

que € es de Fréchet pero G< no lo es.

Teorema 5. El producto de Bargmann y Moyal es continuo como aplicacion bilineal de G- X G«
en G<.

Demostracion. Sean f,g € G.. Entonces hay o < 1 tal que f,g € G,. (Tomamos 7 = o.) Si
o =V — ¢, tenemos 2 — 0% = 1 + &, asf que la condicién de continuidad (31) es A2 > 1/(1 + &).
Elige A tal que

1
< .
= sasl (34)
Entonces f¢g € G, c G..

Si A < 1, elegimos € para que (34) se cumpla con igualdad. Si tomamos o = 7 = V1 — &, como
antes, entonces el producto de Bargmann y Moyal es una aplicacién bilineal y continua de G, X G
en G,, por (25), y por ende continua de G, X G, en G<. Por un teorema de Mallios [17], esto es
suficiente para que esta aplicacion bilineal G- X G — G sea (conjuntamente) continua, ya que
9< = Ug<1 G con la topologia inductiva; note que £ | Oy o T 1 cuando A T 1. O
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El espacio de funciones G< es entonces un algebra topolégica con el producto de Bargmann
y Moyal. Este es un ejemplo interesante de un dlgebra topoldgica, ya que tiene producto con-
juntamente continuo; las dlgebras que no son de Banach suelen ser separadamente continuas, sin
mds [17]. Sin embargo, la clase de funciones en G. es pequeiia y conviene ampliarla. Veremos
ahora que los espacios G; y G-, aunque no son dlgebras, si son médulos para G..

Teorema 6. El producto de Bargmann y Moyal es una aplicacion bilineal de G< X G; en G y de
S< X G5 en G, en el primer caso, esta aplicacion bilineal es continua.

Demostracion. Si en (30) se toma 7 = 1, se obtiene o < 1 como condicién necesaria para la
convergencia del producto. Si o = V1 — g, tenemos que 2 — 0> = 1 + &,y (31) queda 2> > 2+¢)/
(2+2¢). Elegimos A tal que (2+¢&)/(2+2¢) < 2> < 1. Entonces, { fog: f € G, g€ G1} C Ga;
en consecuencia, { fog: fe€ G, g€ G} CG..

Si tomamos A = (1 +&)™"/2 con T = 1, obtenemos o> = (1 — 3)/(1 — &) en (31); entonces
AT1 = €]0 = o T 1. Argumentando como en el Teorema 5, con G, X G; en vez de
9o X G, se obtiene que el producto de Bargmann y Moyal G X §; — G es continuo.

Por otra parte, podemos elegir o < 1y 7 con I < 7 < V2. Para que el producto de Bargmann
y Moyal esté definido en G, x Gy, por (30) se tiene que la media geométrica de (2 — o2)~! y
(2 — 72)~! debe ser menor que 1, lo cual serfa inmediato si la media aritmética fuera menor que 1.
Por (31), bastaria entonces tomar A < 1. En particular, si 7 = Vl+& y o0 = V1 — 3¢, la férmula
(31) se convierte en
) 1
~ 143

VvV

y basta tomar A con (1 +3&)~! < A < 1. Cuando & | 0, obtenemos

fe€b.,8€5 = fogele. O

Para el producto de Moyal en R?", el resultado andlogo f € S(R?*"), g € 8'(R?) = fxge€
S(R?") es falso: f X g es una funcién suave pero no necesariamente declinante [4]. El Teorema 6
proporciona entonces un espacio de funciones de prueba V(G.), pues V(G.) ¢ $(R?") densamente
por (32), que es estable bajo el producto de Moyal a la derecha (o a la izquierda) por distribuciones
temperadas cualesquiera.

No sabemos si el producto (f, g) — f o g es (separadamente) continuo de G« X G- en G; por la
naturaleza de las topologias de estos espacios, es poco probable que asi sea. A pesar de esta posible
falta de continuidad, podemos aprovechar la “estructura fina” de los espacios G, para extender el
producto de Bargmann y Moyal por dualidad a G- X G.. Recordamos de [4, 18] que el dlgebra de
Moyal M(R?") consta de las distribuciones temperadas T € 8'(R?") tales que T X f y f X T quedan
en $(R?") para todo f € 8(R?"). Por el Teorema 6, el andlogo en nuestro caso es el espacio G .
Tenemos el siguiente resultado.

Teorema 7. El espacio G es un algebra bajo el producto de Bargmann y Moyal.

Demostracion. Por la ecuacion (30), el producto f ¢ g no se define directamente por la integral (1)
sifef,, ge€Grcono >1yr71 > 1. No obstante, podemos definir el producto de Bargmann y
Moyal por dualidad, siguiendo el procedimiento desarrollado en [4]. Definimos, paratodo & € G,

(fog.hy=(f,goh), (35)
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donde el lado derecho denota la forma bilineal canénica (9). La ciclicidad del producto de Bargmann
y Moyal garantiza que esta definicidn es consistente con las férmulas anteriores, debido a (11).
Notamos que, en general,

Iy < Aplflla Al st A2+ p? <2,

donde Ay, = (1 — (4% + %)) ™. En particular, la expresion (f, h) converge si f € G5 y h € G
o viceversa; luego el lado derecho de (35) tiene sentido.

Sie>0,tomamos 72 :=1-3¢g, 0% :=14+¢, 2% :=1/(1 +3e)yu?> :=1+2¢.Sih e G, para
g €9y, f € G, obtenemos

(frg oM < A Cor Il ligllor 1Al (36)

asi que h — (f, g < h) es continua de §; en C. Como G C G, §» C G, para todo &, y como
G- tiene la topologia inductiva como unién de los §; con 7 < 1, vemos que & — (f, g ¢ h) es un
funcional lineal continuo sobre G, toda vez que f,g € G-.

El espacio dual de G, respecto de la forma lineal canénica (9), es precisamente el espacio G- ;
para ver eso, podemos considerar los espacios de Hilbert

3y = {f: C" — C analitica : / f () du(2z) < +°°}
Cn

para A > 0. Por estimacién de normas, es facil comprobar [3] que §,, € H, C G, con inclusiones
continuas, cuando u < A. Concluimos que

9<:Uf}c/l, 9>:mg{/l-
<1 A>1

Abhora el espacio dual de }{; respecto de la dualidad (9) es ;. Entonces G es un espacio de
Fréchet reflexivo cuyo dual (fuerte) es G.; debido a esa reflexividad, el espacio dual (fuerte) de G

es G..

En consecuencia, hay un tnico k € G. con (k, h) = (f, g ¢ h). Definimos f ¢ g := k. De esta
manera, vemos que (35) tiene sentido y que G- es cerrado bajo este producto.

Para comprobar la asociatividad del producto extendido en G-, solo hay que notar que las
identidades

(fog)ohk)y=(fog hok)=(f,go(hok))
=(f.(goh)ok)=(fo(goh)k)

se verifican si:
(@) feg>yghkele
(b) f.8€5>yhkeS
() f,g.heSG-yke§..

Luego G- es un dlgebra asociativa bajo el producto definido por (35). Observe que la identidad
exp(%zz) para este producto pertenece a 9.
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Para cada h € G, el lado izquierdo de (36) es p,(f ¢ g), donde { p;, : h € G } es una familia
de seminormas que definen la topologia de G.; luego la desigualdad (36) expresa que el producto
en G. es (conjuntamente) continuo. Concluimos que G- es un dlgebra de Fréchet bajo el producto
de Bargmann y Moyal. O

Es interesante notar que V(G-) es un espacio de funciones generalizadas que forman un dlgebra
bajo una extension del producto de Moyal, y que contiene a todas las distribuciones temperadas
§8’(R?"). Este hecho da sustento a una reciente afirmacién de Narcowich [19] que se puede formar
el producto de Moyal de distribuciones temperadas; pero en general el producto ya no es una
distribucion temperada. Para productos de Moyal de distribuciones no temperadas, consultese [19].

Finalmente, debemos observar que el espacio de Hilbert I, es un dlgebra de Banach — de hecho,
un 4lgebra de Hilbert [20] — bajo el producto de Bargmann y Moyal. Este resultado es consecuencia
inmediata del hecho de que L?(R?") es un dlgebra bajo el producto de Moyal. Pero también podemos
obtenerlo directamente mediante nuestro formalismo. Indicaremos el procedimiento brevemente,
remitiendo a [g] para el detalle de los calculos. Tomamos n = 1 para mayor sencillez.

Siz=(21,22) € C*y f(2) = 21 +iza, entonces f € Fay |f]| = (f | )* = V2 por (2). Si

colocamos ) )
21 +12p 41—z

B Zb = ”
V2 V2

entonces du(z’) = du(z). Usando este cambio de variable, se verifica que los polinomios

zy = 7= (24, 2p)s

m_n

2 Z
b *4
Unn(2) =
m!n!

forman una base ortonormal de &>.
El trinticleo del producto de Bargmann y Moyal puede reacomodarse como

B(z,v,w) =exp [ZbVﬁ +vpwy + WbZﬁ]

y obtenemos, al aplicar (19) repetidamente:
(im0 10)(2) = [ Bv. )t (5) 1 (09) i) o)

V W w

b

/// \/%e"p[zbvﬁ”bwﬁ““wbzﬁ] dp(vy) dp(vy) du(wy) du(wy)
m:n.r S

Zb v wh z
d d
//mexl’ vpwy] dp(vp) du(wy)

= Ums(2) //

=u (Z)/ "% =
ms '—n!r! nr

La continuidad del producto de Bargmann y Moyal en 3, es ahora inmediata.

eXP [vowy] du(vp) dp(wy)

Teorema 8. El espacio F, es un algebra de Banach bajo el producto de Bargmann y Moyal.
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Demostracion. Sean f, g dos funciones en J con f = 3, ®unlhmn Y & = Xy 5 Brsitrs. Entonces

f 8= Z a’mnﬁrs Umn © Urs = Z a'mnﬁrs Onr Ums = Z a’mnﬁns Ums-

m,n,r,s m,n,r,s m,n,s

Por lo tanto,

2
1 o 812 = | D @mnBs tms <Z|amnﬂm|2<(Zlamn|2)(2|ﬁm|2)=||f||2||g||2. o
m,n,s m,n,s m,n n,s
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