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Capitolo 1 1l Metodo simmetrico degli Elementi di Contorno applicato alle piastre

Capitolo 1

Il Metodo simmetrico degli Elementi di Contorno

applicato alle piastre.

In questo capitolo vengono introdotti i concetti fondamentali della formulazione
simmetrica alla Galerkin del Metodo degli Elementi di Contorno (SGBEM)
nell’ambito dell’elasticita lineare applicato alle piastre.

Si presenta il passaggio dal modello continuo reale, governato da equazioni
differenziali di campo e da condizioni al contorno, al modello continuo immerso nel
dominio illimitato governato da equazioni integrali al contorno dove le grandezze
incognite sono gli spostamenti (spostamenti e rotazioni) nella porzione di contorno
originariamente libera e le trazioni (forze e momenti) nella porzione di contorno
originariamente vincolata. Nel dominio illimitato le forze sul contorno del solido
originario assumono il significato di forze stratificate mentre gli spostamenti sul
contorno assumono il significato di spostamenti relativi stratificati.

La scrittura delle equazioni integrali attraverso l'impiego delle Identita di
Somigliana (I.S.) ¢ basata sulle cosiddette Soluzioni Fondamentali (S.F.) che
descrivono la risposta in un punto del dominio illimitato quando in esso sono
applicate singolarita meccaniche o distorcenti.

Introdotto il modello discreto attraverso una discretizzazione del contorno, si
assumono come variabili primali le grandezze valutate sui nodi del contorno del
corpo. Tali grandezze, forze e spostamenti, possono essere considerate come dei
parametri che definiscono I’andamento delle forze agenti sul contorno vincolato del

corpo e degli spostamenti sul contorno libero attraverso una modellazione di tali
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grandezze introdotta con funzioni di forma appropriate. La risposta del solido viene
ottenuta attraverso un processo di pesatura degli effetti secondo 1’approccio alla
Galerkin imponendo le condizioni al contorno di Dirichlet e Neumann sulle quantita

pesate (o generalizzate).

1.1 Posizione del problema

Scopo di questo paragrafo ¢ quello di introdurre alcuni aspetti teorici fondamentali
della formulazione simmetrica alla Galerkin del Metodo degli Elementi di Contorno
(SGBEM) applicato alle piastre.

Si consideri una piastra S di materiale omogeneo ed isotropo avente spessore h,
riferita ad un sistema di assi cartesiani (0, X, y, z), occupante una regione Q dello
spazio tridimensionale delimitato dal contorno IT".

Tale contorno ¢ distinto in un contorno vincolato I, ed in un contorno
complementare I', =I'-TI", libero.

Si definiscono sul contorno i vettori delle forze f(x)e degli spostamenti

(1.1.1)

T

u=u ¢, 9, (1.1.2)

dove con f, c, e c, si indicano rispettivamente le forze verticali, le coppie
flettenti e le coppie torcenti agenti su un elemento di normale uscente n, mentre con
u, ¢, e @, siindicano rispettivamente lo spostamento verticale, la rotazione
flessionale e la rotazione torsionale di un elemento avente normale uscente n.

Si immagini il solido in esame sottoposto ad azioni meccaniche e

cinematiche note (Fig. 1.1.1), quali:

® Forze di volume p(x) verticali applicate nel dominio
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® Distorsioni volumetriche 9(x) applicate nel dominio Q
® Spostamenti u(x) imposti sul contorno I,

® Forze f(x) assegnate sulla porzione di contorno libera T,

Fig. 1.1.1 Grandezze di contorno e di dominio note applicate su di una piastra di
spessore costante h.

Il problema elastostatico che si intende risolvere, nel caso del solido S in
esame, ¢ quello di determinare, nell’ipotesi di spostamenti infinitesimi, la risposta

del solido alle azioni applicate in modo quasi statico, in termini di:

® Spostamenti u(x) nel dominio Q e sulla parte di contorno libero T,
® Forze reattive f(x) sulla porzione di contorno vincolato T,

® Sforzi e deformazioni nel dominio Q
Tale problema elastico pud essere regolato da un sistema di equazioni
differenziali alle derivate parziali e dalle relative condizioni al contorno. Se si
considera nullo il contributo delle deformazioni taglianti trasversali, come ipotizza
Kirchhoff, il sistema di equazioni che regola il problema elastico, in forma

matriciale pud essere cosi espresso:
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C'M+p=0
M=EIK
K=-Cu

dove E rappresenta la matrice di rigidezza del materiale, mentre

az
o’
az
oy’
9’ 0’

+
oxdy dxdy

equazione di equilibrio in Q

legame momenti-curvature in Q

equazione di compatibilita

Xy

K

X

K=K

4 y

K

Xy

(1.1.3)

(1.1.4)

(1.1.5)

(1.1.6)

sono rispettivamente un operatore differenziale, il vettore degli sforzi ed il vettore

delle deformazioni (una scrittura piu dettagliata delle equazioni che governano la

piastra ¢ riportata in appendice).

Per risolvere il problema strutturale posto, ¢ necessario imporre le condizioni

al contorno, che sono di tipo continuo:

® cquazioni di compatibilita su I,

(1.1.7 a)

(1.1.7b)

(1.1.7 ¢)
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® cquazioni di equilibrio su I,

t, (x)=1(x) (1.1.8 a)
m, (x)=m, (x) (1.1.8 b)
m,, (x)=m,, (x) (1.1.8 ¢)

La soluzione analitica del problema elastostatico non ¢ facilmente ottenibile,
eccetto che per particolari geometrie e condizioni di carico. Si ricorre quindi a
metodi approssimati ed il Metodo degli Elementi di Contorno ¢ uno di questi; in
esso le equazioni differenziali vengono sostituite da equazioni integrali al contorno.

Per effettuare questa trasformazione ¢ opportuno considerare il solido S come

parte del dominio illimitato Q_ .

a)

Fig.1.1.2 a) Piastra S, b) Piastra S immersa nel dominio illimitato Q_ .

Il contorno della piastra immersa nel dominio illimitato pud essere pensato

come formato da due frontiere:

® T relativa al dominio Q della piastra caratterizzato dalla normale uscente

n
® I relativa al dominio Q_\Q della piastra caratterizzato dalla normale

uscente n* =-n
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Dopo aver immerso la piastra nel dominio illimitato € _, & necessario ridefinire le

grandezze meccaniche e cinematiche, assegnate ed incognite, riferite al contorno I

del solido.

Nello specifico le forze f o f sul contorno assumono il significato di forze

stratificate e riguardano la frontiera I" di Q .

Fig. 1.1.3 Equilibrio delle forze superficiali.

In Fig.1.2.2. ¢ stata considerata una porzione di contorno I" del solido, in un punto &

applicata una forza concentrata f, affinché venga rispettato 1’equilibrio del cubetto
infinitesimo & necessario che vi sia equilibrio tra la forza f e le trazioni t € t* che

nascono tra le due frontiere I' e I'*, e cioe:

f(x)=—t"(x)+t(x) su T, (1.1.9)

f(x)=—t"(x)+t(x) su T, (1.1.10)

dove t* e t rappresentano in Q_ le trazioni valutate in un punto x, rispettivamente

sulla frontiera I'" e .
Precisamente a soluzione ottenuta, le trazioni t, applicate sulla porzione di

contorno originariamente vincolato I}, sono incognite e rappresentano le reazioni

vincolari (forze reattive verticali e coppie reattive) della piastra originaria, mentre le

10



Capitolo 1 1l Metodo simmetrico degli Elementi di Contorno applicato alle piastre

trazioni t applicate sulla porzione di contorno originariamente libera I',, sono note

e rappresentano le forze superficiali (forze verticali, coppie flettenti e coppie
torcenti) agenti sul contorno della piastra.

Gli spostamenti u (spostamenti verticali e rotazioni) applicati sul contorno,
nel dominio illimitato si traducono in distorsioni stratificate.

La distorsione ¢ per definizione la differenza tra lo spostamento assoluto di
un punto della frontiera I'*, appartenente al dominio Q_\Q e lo spostamento

assoluto dello stesso punto pensato appartenente alla frontiera I', del dominio Q

del corpo (Fig. 1.1.4).

Fig.1.1.4 Spostamento relativo superficiale.

Pertanto gli spostamenti u considerati sul contorno I' e quelli u® sul
contorno I'*, nell’ambito del dominio illimitato, danno luogo a spostamenti relativi

superficiali tra le due frontiere I' e I'*, cioe:

v(x)=u"(x)-u(x) su T, (1.1.11)

v(x)=u (x)-u(x) suT, (1.1.12)

11
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dove u' e u rappresentano in Q_ gli spostamenti (spostamenti verticali e
rotazioni) valutati in un punto x del contorno, valutati rispettivamente sulla frontiera
erl.

Precisamente, gli spostamenti u, valutati sulla porzione di contorno
originariamente vincolata I';, sono noti e rappresentano spostamenti imposti
(cedimenti), mentre gli spostamenti u valutati sulla porzione di contorno
originariamente libero I', sono incogniti e rappresentano gli spostamenti del

contorno della piastra originaria.
La soluzione del problema si ottiene imponendo che il dominio

complementare Q_\Q risulti indeformato e cid comporta che tutti i punti della

frontiera I'" devono rispettare le seguenti condizioni:
u'(x)=0 sul, eT, (1.1.13)
t (x)=0 sul'yel, (1.1.14)

Sostituendo le eq.ni (1.1.13) e (1.2.14) nelle eq.ni (1.1.8-12) si ottiene che:

f(x)=t(x) su T, (1.1.15)
f(x)=1t(x) su T, (1.1.16)
v(x)=-u(x) su T, (1.1.17)
v(x)=-u(x) suT, (1.1.18)

12
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L’equazione (1.1.17), in considerazione del fatto che v(x)=-u(x), da luogo alla

condizione u(x)=u(x) sul contorno I, che risulta equivalente alle eq.ni (1.1.7)

del problema originario.

Pertanto la soluzione comporta che:
® sulla porzione di contorno originariamente vincolata I', le forze reattive
incognite f(x) sono date dalle trazioni t(x), mentre gli spostamenti

relativi imposti V(x) devono essere uguali a—u(x)

® sulla porzione di contorno originariamente libera I', le forze stratificate

note f(x) devono essere uguali alle t(x), mentre gli spostamenti relativi
incogniti V(X) sono dati da —u(x)

Alla luce di queste considerazioni la piastra S immersa in Q_ ¢ sottoposta alle

seguenti azioni cinematiche e meccaniche note:

® forze verticali di volume p applicate in Q
® distorsioni volumetriche 1_3()() applicate in Q
® spostamenti relativi superficiali v(x)=-u(x) imposti su T,
® forze f(x) agentisu I,
La soluzione del problema fornisce la risposta del solido S, in termini di:
® spostamenti v(x)=-u(x) su I,
® forze reattive f(x)=t(x) su T,

® sforzi q(x), spostamenti u(x)e deformazioni £(x) nel dominio Q

13
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Per affrontare il problema posto, con il Metodo degli Elementi al Contorno, &

necessario conoscere la risposta di €_ alle azioni meccaniche e distorcenti

=

concentrate unitarie. Queste sono cosi dette Soluzioni Fondamentali.

1.2 Le Soluzioni Fondamentali nelle Piastre.

Con riferimento al dominio illimitato Q_, le Soluzioni Fondamentali rappresentano

la risposta di campo in un punto effetto (x), quando in un punto causa (x’) sono
applicate singolarita meccaniche e cinematiche concentrate.
Nel caso delle piastre 1’effetto, valutato in X, riguarda lo spostamento (e le rotazioni
flessionali e torsionali) u, lo sforzo t su un elemento di giacitura definita dalla
normale n e lo sforzo q sull’elemento infinitesimo, mentre la causa, applicata in xX’,
riguarda la forza (o coppia flettente e torcente) unitaria f, la distorsione superficiale
unitaria AU su un elemento avente giacitura definita dalla normale uscente n’, e la
distorsione volumetrica unitaria AU applicata sull’elemento infinitesimo. La
matrice delle Soluzioni Fondamentali per le piastre assume la seguente forma:
f Au A

u G, x/x/) G, x/x'n'") Guq x,/:x"./)
G=t|G, (xnx"/) G, (x,nx'n") qu x,n;x',/)

q| G, x/x) G, ,x/x'n") G, (x/X/)

(1.2.1)

Come ¢ stato detto precedentemente le risposte, cioe gli effetti, sono rappresentate

dalle quantita u, t, q:

T . . . .
® u= |u ¢, ¢,| raccoglie il vettore delle grandezze cinematiche quali lo
spostamento trasversale al piano medio u, la rotazione flessionale @, € la

rotazione torsionale @

sn ?

14
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® t=|t, m, m, ! raccoglie il vettore delle trazioni su una giacitura
assegnata di normale n, e in particolare la forza di taglio t, il momento
flettente m, e il momento torcente m,, ;

® q=|t, t, m m m  m, ' raccoglie il vettore degli sforzi sul cubetto
infinitesimo in particolare i due tagli t , t lungo gli assi x, y e i due
momenti m_ed m, lungo gli assi X, y e i due momenti torcenti m_ ed

m, .

Le cause in un punto generico x',n' di Q_ invece sono rappresentate da:

T .. . .
* f= |f c, C raccoglie il vettore delle grandezze meccaniche quali forza

sn

f , coppia flettente c, e coppia torcente c_, ;

® Au=|Au A9, AQ,['

raccoglie il vettore delle distorsioni superficiali che
esprimono la distorsione verticale Au, rotazionale di tipo flessionale A¢,

e tipo torsionale A¢_, applicati in una sezione di giacitura n’ posta in (x’);

T

® A®=|Au, Au, AY, Ad, A, AQ,

raccoglie il vettore delle

distorsioni volumetriche che esprimono una distorsione verticale Au_,

Au e rotazionale di tipo flessionale A9, , A9, e di tipo torsionale A¢

Xy ?

A¢,, applicata sulla faccia di normale n_, n, diunprisma elementare.

X

15
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1.2.1 Prima colonna della Matrice G . Coefficiente capostipite uu,, della

Matrice G .
Le Soluzioni Fondamentali si determinano, attraverso I’'impiego delle equazioni

differenziali che governano le piastre di Kirchhoff, a partire dalla soluzione
capostipite UU,,, questa esprime lo spostamento trasversale al piano medio w(x)

dovuto ad una forza esterna concentrata unitaria f(x") =1, che sara pari a:

uu,, = i r’ logr (1.2.2)

f(x)=1

Fig. 1.2.1. Spostamento Verticale u(x) dovuta ad una Forza f(x').

Questa dipende da una costante:

Eh’

"o (1.2.3)

che esprime la rigidezza flessionale della piastra e dal logaritmo della distanza

rz\/(x—x')2+(y—y')2 tra punto causa e punto effetto. A partire da questa

soluzione fondamentale si trovano tulle le altre soluzioni fondamentali.

Le Soluzioni Fondamentali possono essere calcolate in tutti i punti del dominio
illimitato, a condizione che il punto dove si ¢ applicata la causa e il punto dove si
valuta D’effetto non coincidono, poiché essendo in tal caso r=0 si possono
manifestare diversi tipi di singolarita: nuclei debolmente singolari (log r), nuclei

fortemente singolari (1/r), ipersingolari (1/r2, 1/r3) e supersingolari (1/r4).

16
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Si nota che la soluzione fondamentale che esprime taglio dovuto a distorsione
verticale & nulla. Cid comporta che la singolaritd 1/r* realmente non si manifesta,
facilitando il calcolo dei vari coefficienti in forma chiusa.

Qui si riporta il quadro riassuntivo delle singolarita dei principali blocchi della G.

f Au
C zu[Guu x/x'/) G, (x,/;x',n')} (1.2.4)
t| G, (x.nx"/) G, (x,n;x',n')
f=1 ¢, =1 c,=1 Au=1 A, =1 Ap, =1
u i uu,, ! uu,, ! uu, ut,, ! ut,, ! ut,, i
(r'logr) | (r logr) | (r logr) | (I/r) | (logr) | (logr)
——— 4 e s fata e f————— o
@, |uuy i uu,, i uu,, ut,, i ut,, i ut,,
(r logr) | (logr) | (logr) | (1/r*) | (I/r) | (1/r)
————-- A-—————= B Iatptmiattey j=——=== Fo————
O, | WUz i uu;, i uu;; uty, i ut,, i ut;,
(rlogr) | (ogr) | (ogr) |(1/r*)! (I/r) I (1/r) (1.2.5)
T, | ow, ! otw, 1ot t, t, |t
| | | |
U/ LWy L/ry | Aty L dle) ) /)
m, tu,, _E tu,, -:l tu,, tt,, i tt,, 1:— tty,
(log ) i (/1) i (/1) 1/r) i a/r*) i a/r)
m - T - == I B e ——==-- T
tu,, oty ] tug, tty, ]ty )ty
(og 1) i arn) i arm | /1) i (/1) i 1/

Proseguiamo descrivendo le caratteristiche delle varie sottomatrici che compongono

la matrice delle Soluzioni Fondamentali.
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Formulazione simmetrica del BEM nell’analisi elastica di sistemi lastre-piastre

Matrice G, .
Il primo blocco della matrice G & una matrice simmetrica di ordine (3x3). Secondo

una notazione ormai consolidata in G, il primo indice rappresenta I’effetto, il

secondo indice il duale in senso energetico della causa. La matrice G, esprime gli

uu

spostamenti u, le rotazioni flessionali ¢, e le rotazioni torsionali @ in un punto
(x) causati da una forza f , da una coppia flettente c, o da una coppia torcente c_,

esterna concentrata applicata in un punto causa (x’).

f cﬂ cSﬂ
| |
u |uu, uu,,  uu
111 121 13
L TS R (1.2.6)
G, xnx',n'")= ¢, |uu, luu,, luu,,

Fig. 1.2.2. Tabella delle Soluzioni fondamentali.

Tenendo conto che nelle piastre di Kirchhoff la rotazione flessionale ¢ data dalla
derivata direzionale dello spostamento in direzione n:

_au

— 1.2.7
n (1.2.7)

¢, =
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Capitolo 1 1l Metodo simmetrico degli Elementi di Contorno applicato alle piastre

(1.2.8)

—SEA(nx(x—x')+ny(y—y‘))(1+10gr2)

E considerando che la rotazione torsionale & data dalla derivata direzionale dello

spostamento in direzione sn:

d

Py =~ (1.2.9)
dsn

si ha:

g, = — ouu,, ouu,, _

(1.2.10)

1 ‘ :
_STC—A(ny(X_X Y+n, (-y+y )) (1+logr?)

Si utilizza il teorema di Betti generalizzato per studiare la simmetria della matrice
G, in particolare i coefficienti uu,, e uu,, si ottengono per simmetria applicando
il teorema di Maxwell:

__ duu,, 0 duu,, a

uu,, = . con n=1,2,3 1.2.11
2 x ay ( ) ( )
d d
uu,, =—F ey Tl con (n=1,2,3) (1.2.12)
ox dy
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Formulazione simmetrica del BEM nell’analisi elastica di sistemi lastre-piastre

Teorema di Maxwell simmetria dei coefficienti G ,,,; =G, -

A tal scopo si considera il dominio illimitato €. sottoposto a due diverse
condizioni di carico. Nello schema (1) la causa & una forza unitaria fi(x')=1

applicata in B(x’), nello schema (2) la causa & una coppia flettente 62nv(x')=1

applicata in A(X); si passa a valutare la risposta a tali azioni, ed in particolare la

rotazione flessionale @, (x) in A(x) nello schema (1) e lo spostamento u, (x') in

B(x’) nel secondo schema (2). Per fare cio si applica due volte il Principio dei
Lavori Virtuali:

Si considera la prima volta come schema virtuale lo schema (1) dove si valutano le

forze f1 (x')=1 e gli sforzi G, , e come schema reale lo schema (2) dove si valutano

gli spostamenti u,(x') e le deformazioni ¥,=Fq,. Quindi si ha:

0=m,, (x) 1+ j q o, do., (1.2.13)
Q,

con

m,;, (x) =G(x,n;x") (1.2.14)

Si considera la seconda volta come schema virtuale lo schema (2) dove si valuta

una coppia flettente unitaria Can (x') =1 e gli sforzi §,, e come schema reale lo

schema (1) dove si valuta la rotazione flessionale @, (x) e le deformazioni

% =F q; . Quindi si ha:

0=ty (x') 1+ j' ! 9, dQ. (1.2.15)
Q,

con:

t2n.(x'):G(x';x,n) (1.2.16)
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E’ noto che I’energia di deformazione risulta uguale cosi ¢ dimostrato la simmetria

della matrice G, con G, =G5 -

Fig. 1.2.3 (1) Rotazione Flessionale ¢,, dovuta ad una Forza f;, (2) Spostamento

Verticale u, dovuto ad una Coppia Flettente c,,

Si dimostra che lo spostamento verticale u, (x') in B(x’) e la rotazione flessionale

¢y, (x) in A(x) vengono calcolati in funzione del lavoro interno esteso a .., ma

nei due casi il lavoro interno risulta essere uguale
a 9, =q] Aqy=q; Aq =q; % (1.2.17)
e quindi si pud concludere che:
uy (x') =@y, (x) (1.2.18)
f Au A8
fc ¢ X
u 9,
Pa
t
G=

Fig.1.2.4 Schema della simmetria dei coefficienti G, =G, -
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Poiché nella matrice si vogliono esprimere tutte le colonne in funzione di x’ e tutte

le righe in funzione di x & necessario effettuare un cambio tra il punto x e il punto x’,

cosi si ha: per G(x,n;x’) = G(x';x,n) siha u, (x) =0, (x)
La rotazione flessionale @, (x) in A(x) provocata dalla forza unitaria fi (x)=1

applicata in B(x’) secondo la direzione perpendicolare al piano medio &

numericamente uguale allo spostamento u, (x') in B(x’) secondo la direzione
perpendicolare al piano medio provocato dalla coppia flettente unitaria con’ (x ') =1

applicata in A(X): u, (x) =@, (x).
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Matrice G, .

Passiamo adesso a parlare delle caratteristiche della Matrice G, . Si tratta di una
matrice di ordine (6x3) che esprime gli sforzi taglianti t,, t,, e i momenti flettenti
m,, m, ed i momenti torcenti m,, ed m _ (gli sforzi q) in un prisma elementare
posto in (x) causati da una forza f, da una coppia flettente c, o da una coppia

torcente c,, (grandezze meccaniche f ) esterna concentrata applicata in un punto

causa (x’).
f Cﬂ CSﬂ
t [Quilqu, quy
g g B
t, quy; [quy, 1qUy;,
U I RS
G =M [3Ua U [GUs (1.2.19)
qu
my |l (e
i i
m,, | qUs, 1qUs, 1qUss
e
| |
m, | QU QU | QU |
f Au A9
| q

Fig.1.4.5 Schema del passaggio dalla Matrice G, alla Matrice G, .

uu

Questa matrice deriva dalla prima riga della G, attraverso I’'impiego dei seguenti

operatori differenziali D, e D,.
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d*uu,, d’uu
G,1,D)=qu,=-A Lt 4 1.2.20
qu( )=quy, ( ENE axayzj ( )
d*uu,, d’uu
G,2,)=qu, =-A ! ! 1.2.21
qu( ) =quy, axzay ay3 j ( )
d%uu d*uu
G,3D=quy, =-A| —L+v—L1 1.2.22
qu( ) =quy, x> ayz j ( )
o%uu,,  d*uu,,
G4 =qu, =-A o Ve (1.2.23)
2
G, (5,1) = quy, = —A(l—v)m (1.2.24)
0xdy
2
G, (6,1) = qu, =A(1—v)m (1.2.25)
0xay
schematizzando si pu0 scrivere:
T D, o .
G,=||=-A w,;, =-ADG,, i=12 (1.2.26)
M 3
dove G indica che solo gli elementi della prima riga della matrice G, vengono
derivati, D, e D, sono dei vettori
di operatori differenziali che assumono la seguente forma:
9’ 0’
ox® oy’
A s
T3 t3.2 StV
ox’  oxady’ dy ox
D, = D, =75~ (1.2.27 a-b)
0’ 9’ ) d
Tt -(1-v)
ox°dy dy ____§§§y
2
1=v) 0
oxdy
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Matrice G, .

Dalla matrice G, si puo passare alla matrice G,, che ¢ una matrice di ordine (3x3)
che esprime lo sforzo tagliante t, , il momento flettente m, ed il momento torcente
m,, (le trazioni t) che nascono in una sezione di normale n posta in (x) causati da

una forza f , da una coppia flettente ¢, e da una coppia torcente c,, (grandezze

meccaniche f ) esterna concentrata applicata in un punto causa (x’).

f ¢ C

n sn

t [tu,ltu,!tu
L Dt = e 1 (1.2.28)
| t1122 : tu23

Fig.1.2.6 Schema del passaggio dalla Matrice G, alla Matrice G, .

tu,; =A (qull n, +quy, ny) = (1.2.29)
tu, =A (qu31 n} +quy n} +qus, n,n,—qug, nxny) = (1.2.30)
tuy; = A ((qu31 —qu“) n, n,+quy, n? +qug, ni): (1.2.31)

La matrice G, si ottiene applicando alla G, la matrice dei coseni direttori N

G,=NG_,=-ANDG| (1.2.32)

25



Formulazione simmetrica del BEM nell’analisi elastica di sistemi lastre-piastre

N la matrice dei coseni direttori del versore n di seguito riportata:

nint 0} 0 | 0} O
0o a2 T2 Thn i—nn

N=10i0im | n_imanyiznny (1.2.33)
010!nn I-nn ! nj | n;

1.2.2  Seconda colonna della Matrice G .

La seconda colonna della Matrice G differisce dalla prima perché la causa ¢ diversa,
infatti anziché trattarsi di grandezze meccaniche f si tratta di distorsioni verticali
Au, distorsioni rotazionali di tipo flessionale A¢, e di tipo torsionale AQ,
(distorsioni superficiali Au). Le soluzioni della seconda e terza colonna della

Matrice G si ottengono in maniera analoga a quelle della prima colonna.

La matrice G .

Si tratta di una matrice di ordine (3x3), essa risulta simmetrica rispetto alla matrice

G

ed esprime gli spostamenti u, le rotazioni flessionali @, e le rotazioni

tu n

torsionali @,, (grandezze cinematiche u ) in un punto (x) causati da una distorsione
verticale Au, distorsioni rotazionali di tipo flessionale A¢, e tipo torsoniale A¢,
(distorsioni superficiali Au ) applicati in una sezione di giacitura n’ posta in (x’).

Au Ag, AY,,

L g e (1.2.34)
G,=09, Et21 juty, juty

===
g, | uty, :Ut32 :Utss
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Fig.1.4.7 Schema del passaggio dalla Matrice G, .alla Matrice G, .

Nel rispetto dei teoremi energetici, la matrice delle Soluzioni Fondamentali G deve

obbedire a regole di simmetria, pertanto si ha che:

G, x/x'\n)= GtTLI (x,n;x%/) (1.2.35)

Teorema di Colonnetti simmetria dei coefficienti G,;, =G ;-

Procedendo in modo analogo come fatto nel teorema di Maxwell si applica due volte
il Principio dei Lavori Virtuali:

A tal scopo si considera il dominio illimitato Q_ sottoposto a due diverse
condizioni di carico. Nello schema (1) la causa ¢ una forza unitaria f1 (x') =1
applicata in B(x”), nello schema (2) la causa ¢ una distorsione rotazionale di tipo
flessionale A0,, (X) =1 applicata in A(x); si passa a valutare la risposta a tali
azioni, ed in particolare il momento flettente m,, (x) in A(x) nello schema (1) e lo

spostamento u, (x') in B(x’) nel secondo schema (2).

Per fare ci0 si applica due volte il Principio dei Lavori Virtuali:
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Si considera la prima volta come schema virtuale lo schema (1) dove si valutano le

forze f1(x")=1, gli sforzi §, e il momento flettente 1, (x), e come schema reale

lo schema (2) dove si valutano gli spostamenti u, (x'), le deformazioni 3, =F q, e

le distorsioni rotazionali di tipo flessionale AQ,, (X)zl. Quindi si ha

Lu, (x') =1, (x) 1+ J' Q’ o, dQ. (1.2.36)
Q.

con:

u, (x')=G(xx,n') e my, (x)=G(x,mx') (1.2.37a-b)

Si considera la seconda volta come schema virtuale lo schema (2) dove si valutano

gli sforzi g, , e come schema reale lo schema (1) dove si valutano le deformazioni

% =F q; . Quindi si ha:

(1.2.38)

Come nel caso precedente I’energia di deformazione risulta uguale cosi ¢ dimostrato

la simmetria dei coefficienti G5, =G, -

Fig. 1.4.8. (1) Momento Flettente m,, dovuta ad una Forza f, . (2) Spostamento

Verticale u, dovuta ad una Distorsione Rotazionale di tipo Flessionale A, .

Si dimostra che lo spostamento verticale u, (x') in B(x’) e il momento flettente

ﬁlln (x) in A(x) vengono calcolati in funzione del lavoro interno esteso a Q_, ma

nei due casi il lavoro interno risulta essere uguale:

qf 9, =q Aq,=q; Aq,=q; O (1.2.39)
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e quindi si pud concludere che:

m;, (x)=1u,(x') (1.2.40)

Au Ad, Ad X!

X

Fig.1.2.9 Schema della simmetria dei coefficienti G, =G, -

Poiché nella matrice si vogliono esprimere tutte le colonne in funzione di x’ e tutte

le righe in funzione di x & necessario effettuare un cambio tra il punto x e il punto x’,
cosi per G (X,n; x') =G (x';x,n') si ha:

my, (x) =u, (x) (1.2.41)
Lo spostamento u, (x') di un punto in B(x’) secondo la direzione perpendicolare al
piano medio causato da una distorsione rotazionale di tipo flessionale A¢,, (X) =1

su un elemento di giacitura definita dalla normale n applicata in A(x) ¢

numericamente uguale al momento flettente m,;, (X) su un elemento di giacitura

definita dalla normale n in A(x) causata da una forza unitaria fi (X ') =1 applicata in
B(x’):
m;, (x) =u, (x) (1.2.42)
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La Matrice G,

Si tratta di una matrice di ordine (6x3) che esprime gli sforzi taglianti t,, t , ei

momenti flettenti m,, m, ed i momenti torcenti m , m, (gli sforzi q) in un

prisma elementare posto in (x) causati da una distorsione verticale Au, rotazionale
di tipo flessionale A¢, e di tipo torsionale A¢_ (distorsioni superficiali Au)
applicati in una sezione di giacitura n’ posta in (x’).

Au A0, AQ,

t, | qt, !qtlz !th
STt
Ly |9ty |9ty [ty

.| aty 1ats, 1gty (1.2.43)

ut

Fig.1.4.10 Schema del passaggio dalla Matrice G, alla Matrice G .

Schematizzando si pu0 scrivere:

G,=-ADGY (1.2.44)

dove GV si riferisce ai soli elementi della prima riga della matrice G, .
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1 (4n,.(x—x")+4n,.(y—-y")
ut;, =g( " - ] (1.2.45)
dut,, dut
t, =—A LEIS Li=0 1.2.46
4 [ ox* axayz] ( )
d’ut,, oJ’ut
N BCACUTRCAL TR P 1.2.47
dha (axzay ay? ) ( )
do%ut,, oJ%ut
qt31=—A{ o ay;l]:o (1.2.48)
0%ut o*ut
qt41——A[ ay2“+v axz“j=o (1.2.49)
o*ut
tg, =—A(l-v Li=0 1.2.50
qts, ( )( xdy ] ( )
2
qte = A(1-v) CALLTR Y (1.2.51)
oxdy
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La Matrice G, .
E una matrice di ordine (3x3) che esprime lo sforzo tagliante t,, il momento
flettente m, ed il momento torcente m, (le trazioni t) che nascono in una

sezione di giacitura n posta in (x) causati da una distorsione verticale Au,

rotazionale di tipo flessionale A¢, e di tipo torsionale A¢, (distorsioni

superficiali Au ) applicati in una sezione di giacitura n’ posta in (x’).

Au A9, AY,,
t, | tt, |, |t
o | Moot 1t (1.2.52)
Go=m, |ty ity |ty
mg, |t |ty | Uy,
f Au AS
u
t
G:
q Gq‘

Fig.1.4.11 Schema del passaggio dalla Matrice G, alla Matrice G .

Schematizzando si puo scrivere:

G,=N G,=-ANDG (1.2.53)
tt, =A (qt11 n, +qt, ny) (1.2.54)
tt, = A (qt31 n; +qty, n; +qty, n, n, —qt, n, ny) (1.2.55)
tty, = A ((qt31 —qty )n, n, +qts; n +qtg nﬁ) (1.2.56)
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Teorema di Volterra simmetria dei coefficienti G,,,, =G, .
A tal scopo si considera il dominio illimitato €_ sottoposto a due diverse

condizioni di carico. Nello schema (1) la causa ¢ una distorsione verticale unitaria

N

Auln,(x')=1 applicata in B(x’), nello schema (2) la causa ¢ una distorsione

rotazionale di tipo flessionale unitaria Ag,, (X) =1 applicata in A(x);

si passa a valutare la risposta a tali azioni, ed in particolare il momento flettente

m;, (x) in A(x) nello schema (1) e lo sforzo tagliante t,, (x') in B(x’) nel secondo

schema (2). Per fare ci0 si applica due volte il Principio dei Lavori Virtuali:

si considera la prima volta come schema virtuale lo schema (1) dove si valutano gli

sforzi , e il momento flettente m,, (x) e come schema reale lo schema (2) dove
si valutano la distorsione rotazionale di tipo flessionale unitaria Ad,, (x)=1 e le

deformazioni ¥, =F q, . Quindi si ha:

0=m,, (x) 1+ j q’ o, dQ, (1.2.57)
Q,

con:

m;, (x) =G(x,n;x") (1.2.58)

si considera la seconda volta come schema virtuale lo schema (2) dove si valutano

lo sforzo tagliante t,, (x) e gli sforzi §, e come schema reale lo schema (1) dove si

valutano la distorsione verticale unitaria Au,,.(x')=1 e le deformazioni ¥, =F ¢, .

Quindi si ha:

0=ty (x') 1+ j Q! o, do., (1.2.59)
Q,

con

t), (x')=G(x';x,n) (1.2.60)
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E’ noto che I’energia di deformazione risulta uguale cosi ¢ dimostrato la simmetria

della matrice G, con G, =G, -

Fig. 1.4.12. (1) Momento Flettente m;, dovuto ad una Distorsione Verticale Au, .
(2) Sforzo Tagliante t,, dovuto ad una Distorsione Rotazionale di tipo Flessionale
Ad,, .

f AS

Au
Au A, A9, X'

Fig.1.2.13 Schema della simmetria dei coefficienti G ,; =G, -
Si dimostra che lo sforzo tagliante t,, (x') in B(x’) e il momento flettente m,, (x)

in A(x) vengono calcolati in funzione del lavoro interno esteso a Q_, ma nei due
casi il lavoro interno risulta essere uguale

T T T T
q % =q Aqy=q, Aq =q; 4 (1.2.61)
e quindi si puo concludere che:

m,;, (x)=t,, (x') (1.2.62)
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Poiché nella matrice si vogliono esprimere tutte le colonne in funzione di X’ e tutte

le righe in funzione di x & necessario effettuare un cambio tra il punto x e il punto x’,
cosi si ha: per G(x,n;x')=G(x';x,n) e si ha m;, (x)=t,, (x).
Il momento flettente m,, (x) sull’elemento di giacitura definita dalla normale n

valutato in A(x) causata da una distorsione verticale unitaria Aug,. (x')=1

sull’elemento di giacitura definita dalla normale n’ applicata in B(x’) ¢

numericamente uguale allo sforzo tagliante t,, (x) di un punto in B(x’) causato da

una distorsione rotazionale di tipo flessionale unitaria Ad,, (X)zl applicata in
A(x):
my, (x) =t,, (x) (1.2.63)
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1.3 Le Identita di Somigliana.

Le Soluzioni fondamentali vengono utilizzate nel B.E.M. nell’Identita di Somigliana
(forme di integrali al contorno) e rappresentano la risposta ad azioni meccaniche e
distorcenti concentrate.

Le Identita di Somigliana (I.S.) attraverso I’'impiego delle Soluzioni Fondamentali,
esprimono gli spostamenti (spostamenti, rotazioni flessionale e torsionali) u, gli
sforzi (taglio, momento flettente e momento torcente) t su un elemento di normale n
e gli sforzi q agenti sull’elemento infinitesimo di spessore h.

Se si prova ad immaginare una distribuzione di cause, forze, coppie, distorsioni
verticali e flessionali, tutte distribuite, agenti su una linea, si possono valutare

spostamenti, tazioni in x utilizzando le Identita di Somigliana.

u,(x)= J'r G, X/xHExNAL, +J-r G, (x,/;x',n)(—u, (x)dl', +u' (x) (1.3.1)
ul(x) = j - G, (/X DE), + jr G, (x/:x',n)(— 1, (x))dT, suQ (1.3.14a)
t,(x) = J.r G, x,nx'/) f(x)dl, +L G, (x,n;x',n")(—u, (x)dl, +t! (x) (1.3.2)

th(x) =jF G, (x,n;x/) f(x)dT, + jr G, xnx,n) (-1, x)dl,  suQ (1.32a)

La prima Identita di Somigliana (1.3.1) da spostamenti, la seconda Identita di
Somigliana (1.3.2) da trazioni, tutte e due le equazioni vengono utilizzate per la

determinazione del BEM simmetrico.
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Quando la distribuzione della causa agisce lungo una linea che non contiene il punto

effetto (Fig. 1.3.1) non nascono singolarita (r #0).

Fig. 1.3.1: Distribuzione della causa che agisce lungo una linea che non contiene il
punto effetto

Quando il punto effetto giace lungo la linea (Fig. 1.3.2) dove ¢ definita la causa,

nasce la singolarita, in questo caso la (1.3.1) e la (1.3.2) diventano:

u'(x) = jr G, (x,/;x‘,/)f(x‘)dl“2 + <ﬁr G, x/x'\n)(—u, (x)dl', +
) ’ ' sul  (1.33)
5 (—u,(x))

600 =¢_ G, (xnx) E,(x)dT, o
L 2 su ' (1.3.4)
+ jr G, (x,nx',n)(—u, (x)dIl,

Fig. 1.3.2: Distribuzione di forze e punto effetto che giace lungo la linea
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Le quantita u, t e q, trattandosi di piastre, sono grandezze vettoriali, infatti:

u=lu ¢, ¢,/ (1.3.5)

t=[t, m, m,| (1.3.6)
T

q=t, t, m m m  mg, (1.3.7)

Esse vengono espresse in funzione di:

forze stratificate assegnate f sul contorno I,

forze stratificate incognite f sul contorno I',

distorsioni generalizzate assegnate (—u ) sul contorno I'|
distorsioni generalizzate incognite (—u ) sul contorno I,
forze di volume assegnate p sul dominio Q

variazioni termiche assegnate 9 sul dominio Q

Le quantita f , f, u e u, trattandosi di piastre, sono anch’esse grandezze vettoriali,

infatti:

t":‘f Cn Cunl (1.3.8)
f=|f ¢, c,| (1.3.9)
ﬁz‘ﬁ 0. o (1.3.10)
u=lu ¢, .| (1.3.11)

Fig.1.3.3 a) Sistema materiale (1) con azioni esterne effettive, b) Sistema materiale
(2) con azioni esterne fittizie.
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Per determinare la prima Identita di Somigliana relativa allo spostamento (rotazione
flessionale e torsionale) u si considerino i due sistemi materiali (1) ed (2) di

Fig.(1.3.3) e si facciano le seguenti posizioni riguardo al sistema materiale (2):

p (x)=IA (x—x) (1.3.12)
9 (x)=0 (13.13)
u (x')=G,, (x,/x./) (1.3.14)
t'(x\n')=G, (x,n;x"/) (1.3.15)
q (x')=G,, (x./:;x/) (1.3.16)

dove, nel caso in esame u', t" e q rappresentano Soluzioni Fondamentali dovute a
sola forza concentrata.

Sostituendo nella (1.2.17) le eq.ni (1.3.12-16) si ottiene:

[ u(x) A(x—x')dQ+J.rl GI (x',n'x,/) a(x')dl, +

+J.1_2GIl (x',nsx,/) u(x")dl, = s
JQGIU (x./;x,7) ﬁ(x')dQ+J.QG§u (x\/;x,/) 9(x')dQ+

+[ Gl (x.4x/) £(x)d0 + [ G, (x./x/) £(x)dT,

La (1.3.17) per la proprieta di simmetria della matrice G delle Soluzioni

Fondamentali e per le proprieta della A di Dirac, si pud scrivere come segue:

u(x)=_[ G, (x./x,/) f(x')dFl+I G, (x./;x'n') (—u(x'))dl, +
r r (13.18)
+u' (x)
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dove:

ul(x')zjr G, (x/x'n") (-u(x'))dr, +Ir G, (x/x./) f(x')dl, +

+ G, (x1x1) B(x)dQ+ [ G,, (x./:x.1) B(x')dQ (3
Per la determinazione della terza Identita di Somigliana, si pone:

p (x)=0 (1.3.20)
¥ (x)=IA (x-x') (1.321)
u (x')=G,, (x./:x./) (1.3.22)
t'(x) =G, (x.mx"/) (1.3.23)
q (x)=G, (x./:ix"./) (1.3.24)

dove, nel caso in esame u’, t e q* rappresentano Soluzioni Fondamentali dovute a

sola distorsione volumetrica concentrata.
Sostituendo nella (1.2.39) le eq.ni (1.3.20-24) si ottiene:
IQq(x) A(x _X')dQ+Irl G, (x'n'x,/) u(x')dr, +
+J.r G, (x'.n%x,/) u(x')dl, =

: _ (1.3.25)
J.QGIq (x',/;x,7) ﬁ(x')dQ+L}G§q (x\/;x,/) 9(x')dQ+
Jr_..r1 G,, (x./:ix./) f(x")dI, +Ir2 Gl (x./x/) f(x')dr,
La (1.3.25) per la proprieta di simmetria della matrice G delle Soluzioni
Fondamentali e per le proprieta della A di Dirac, si pud scrivere come segue:
q(x) =LI G, (x./:x./) f(x')dI, +L7 G, (x/:x'n") (—u(x"))dl,+

(1.3.26)
+q' (x)
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dove:

ql(x‘)=J'r G, (x/:x'n") (-u(x"))dr, +J.r G, (x/x./) f(x)dL,+

— (1.3.27)
+[ Gy (x\5x/) B(x)dQ+[ G, (x./x%/) 9(x')dQ

Per la determinazione della seconda Identita di Somigliana, si pone:
p(x)=0 (1.3.28)
¥ (x)=N"A (x—x) (1.3.29)
u (x)=G, (x,/;x',n") (1.3.30)
t' (x'n)=G,(x,nm;x.,n") (1.3.31)
q (x)=G,(x./;;ix'n") (1.3.32)

dove, nel caso inesame u’, t* e q rappresentano Soluzioni Fondamentali dovute a

sola distorsione stratificata concentrata.

Sostituendo nella (1.2.61) le eq.ni (1.3.28-32) si ottiene:
IQN q(x) A(x—x')dQ+J.FlGI (x',n'x,n) u(x')dl, +
+IF G, (x'n%x,n) u(x")dl, =
g B ] _ (1333)
J‘QGM (x'./;x,n) p(x')dQ+J‘QGqt (x./;x,n) B(x')dQ+
+IF G! (x'./;x,n) f(x")dl, +IF GT (x,/;x,n) f(x")dr,

La (1.3.33) per la proprieta di simmetria della matrice G delle Soluzioni

Fondamentali e per le proprieta della A di Dirac, si puo scrivere come segue:
t(x,n) =L G, (x,mx'/) f(x')dI, +L G, (xmx'n') (-u(x"))dl,+

(13.34)
+t'(x,n)
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dove:

t'(x)= J.rIG“ (x,m;x',n'") (-u(x"))dr, +J.r2Gtu (x,m;x",/) £(x")dl, +

+J‘QGlu (x,m;x",/) ﬁ(x')dQ+IQqu (x,m;x",/) B(x")dQ (1339
Le Identita di Somigliana (1.3.18), (1.3.26) e (1.3.34) rappresentano la risposta in
tutti i punti del dominio illimitato a distribuzioni di azioni sul dominio o lungo linee.
Data la natura del nucleo degli integrali, si possono verificare singolarita
allorquando il punto dove ¢ applicata la causa ed il punto dove ¢ valutato 1’effetto
coincidono.

Sulla base di quanto ¢ stato detto, nel caso in cui si vuole determinare la risposta

spostamento su I',, e con riferimento alla prima Identita di Somigliana (1.3.19), la
quantita:
jﬂGm (x,/;x',m’) (—u(x'))dr, (1.3.36)
presente nella (1.3.21) deve essere interpretata come Valore Principale di Cauchy
(CPV), cioe:

_ _ 1 _
[G. (x/x\m) (A(x))dT, =G, (x/x'n) (<u(x))dT, 2 E(X) (1337)
1—‘l 1—‘l
Nel caso in cui si vuole determinare la risposta trazione su I',, e con riferimento alla
seconda Identita di Somigliana (1.3.35), la quantita:
J.FgGw(x,/;x',n') f(x")dI, (1.3.38)

presente nella (1.3.35) deve essere reinterpretata come Valore Principale di Cauchy

(CPV), cioe:

[G, (xmx./) £(x)dT, = G, (x,mx'/) F(x)dT, +% f(x) (1.3.39)
T, I,

Nelle (1.3.35) e (1.3.37) la quantita 1/2 rappresenta il termine libero associato al

Valore Principale di Cauchy ed ha validita per contorni regolari.
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La (1.3.17) e la (1.3.33) scritte rispettivamente su I'; e I', in virtu della (1.3.35) e

della (1.3.37) quindi diventano:

u' (x) =G, (x./x'n")(-u(x"))dr, +%ﬁ [ Gy (x.75x7) £(x)dT, +
I

i ~ (1.3.40)
+[G,, (x/:x./) P(x)dQ+[G,, (x./;x",/) B(x)dQ
Q Q
t'(x,n) = J.Gn (x,mx',n’) (-u(x"))d, +C.|.>GIu (x,m;x",/) f(x')dI, +
lr'_ " ~ (13.41)
+—f IGlu (x,m;x",/) ﬁ(x')dQ—i—J.Glq (x,m;x",/) 9(x')dQ
Q Q

Le equazioni integrali al contorno (1.3.18) insieme alle (1.3.40), (1.3.34) insieme
alle (1.3.41) permettono di esprimere la risposta sul contorno I  del solido di

dominio £ sottoposto ad azioni note ed incognite.

Ricordando le posizioni (1.3.5) e (1.3.9) la prima Identita di Somigliana (1.3.18) si

pud scomporre secondo le tre componenti dello spostamento u, cioe u, @, € @, .

Lo spostamento verticale u & dato da:

u' (x) :J‘r1 uu,, (x,/;x',n') f(x")dl, +jFl uu, (x,/;x,n') ¢, (x')dL, +
+IF uu, (x,/;x'1') ¢, (x')dT, +L ut, (x,/5xn") (-u(x"))dr, +
+J‘1_7 ut, (x,/;x',m'") (=9, (x'))dl, +

[ ut (xxm) (=0, (x))d; +u' (x)

(1.3.42)
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La rotazione flessionale @, ¢ data da:
(pn(x)zjF uu,, (x,/;xn'") f(x')dr, +I uu,, (x,/;x',n') ¢, (x')dl, +
(

+I uu,, (x,/5x,n") ¢, (x')dl, +J. ut,, (x,/5x',n") (—u(x"))dl, +

. (X')

(1.3.43)
¢n x' ) ,+
—0, (

W (x))d0, +¢) (x)

La rotazione torsionale ¢, ¢ data da:

9, (x)= Irl uuy, (x,/5x',n') f(x')dT, JrjFl uu,, (x,/5x,n") ¢, (x')dl, +
+J‘1_1 uuy, (x,/;x,n'") ¢, (x')dl, +J.1_7 uty, (x,/;x',m") (—u(x"))dl, +
+L2 uty, (x,/;x',n") (=0, (x"))dL, +

+.[F ut33 (X’/;X"n') (_q)sn (X'))dFZ +(pin (X)

(1.3.44)

Le eq.ni (1.3.42), (1.3.43) e (1.3.44) rappresentano quindi le componenti della prima
Identita di Somigliana.

Ricordando la posizione (1.3.6) la seconda Identita di Somigliana (1.3.34) si puo

scomporre secondo le tre componenti del vettore degli sforzi t, cio¢ t,, m e m .1l

taglio t, ¢ dato da:

t,(x.n)= L_I tu,, (x,m;x",/) f(x')dl, +.[r, tu, (x,m;x"/) c, (x')dl, +
+j1_1 tu, (x,m;x',/) ¢, (x')dl, +J.r7 tt, (x,m;x'n') (-u(x'))dl, +
+L2 tt, (x,m;x',n') (-0, (x"))dl, +

+IF tt, (x,mx',n') (-0, (x'))drI, +0 (x,n)

(1.3.45)
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Il momento m, & dato dalla seguente equazione:
m, (x,n) =Ir tu,, (x,m;x",/) f(x')dI, +J.1_ tu,, (x,m;x",/) ¢, (x')dl, +
+L tu,, (x,m;x',/) ¢, (x')dI, +L tt,, (x,m;x',n')(-u(x'))dl, +
1 o N (1.3.46)
+J.r7 tt,, (x,mx'n') (-9, (x'))dl, +

[ty (xmxn) (=0, (x'))dT, +ma (xn)

Il momento m_, ¢ dato dalla seguente equazione:

m,, (X,n)zjFl tu,, (x,m;x%/) f(x')dI, +LI tu,, (x,m;x'/) ¢, (x')dl, +
+J.rl tuy, (x,m;x%/) ¢, (x')dT, +J.F2 tt,, (x,m;x',n')(—u(x'))dl, +
+.[r2 tt,, (x,mx'n") (-0

0., (x'))dT, +mu (x,n)

1.3.47
n (Xv))d]‘—‘2+ ( )

+L2 tty, (x,m;x',n") (—
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14 La discretizzazione e ’introduzione delle grandezze nodali.
Al fine di ottenere la risposta del solido S con I'impiego di operatori algebrici &
necessario operare una discretizzazione di I' in elementi di contorno. Sia B il solido

e I'=T, +T, il suo contorno poligonale.

Si introduca un sistema cartesiano ortogonale (0, X, y, z) a cui possono essere riferite

le forze stratificate agenti sui nodi del contorno I’} e gli spostamenti dei nodi del
contorno T, .
Si introducano su ciascun elemento del contorno I, le funzioni di forma ¥ (x) al

fine di modellare le forze. La loro distribuzione quindi pud essere ottenuta attraverso

la relazione:
f(x)z‘P(x)F (1.4.1)

ovvero in virtu della (1.3.3):

f(x)=¥(x)F (1.4.2)
¢, (x)="¥(x)C, (1.4.3)
¢, (x)=¥(x)C, (1.4.4)

Si introducano su ciascun elemento del contorno I', le funzioni di forma ¥ (x) al

fine di modellare gli spostamenti. La loro distribuzione quindi pud essere ottenuta

attraverso la relazione:
u(x)=¥(x)U (1.4.5)

ovvero in virtu della (1.3.5):

u(x)=¥(x)U (1.4.6)
0, (x)=¥(x)®, (1.4.7)
0, (x)=¥(x)®, (1.4.8)
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Avvenuta la discretizzazione del contorno e, con I’introduzione delle funzioni di
forma, la modellazione delle cause, si analizzano, alla luce di queste considerazioni,
le Identita di Somigliana.

Nelle relazioni successive si introduce 1’apice nei termini che sono riconducibili a

grandezze che definiscono la causa: funzioni di forma, integrali, differenziali.

1.4.1 Prima Identita di Somigliana.

Se la risposta viene valutata sul contorno I'", ovvero sul contorno del dominio

complementare Q _\Q, attraverso la (1.4.1) e la (1.4.5) la prima componente della

prima Identita di Somigliana (1.3.36) si puo scrivere:
ut =U “uuy, ¥'dT )F+U “uuy, ¥dT jcn +
1—l 1—l
+U “uuyy ¥dT jcsn +U “uty, PdT )(—U)+ (1.4.9)
1_‘1 rZ

+(_[ Juty Pd ](_q)n)Jr(_[ Jutyy¥dl )(_q)sn)Jrﬁ+
r, 1}

dove:

" =U uu,, W'dr jl_3+U uuy, PTG jén +
I_‘l

=|

— 1 (=
+ Irl uu; ¥'dT ]c W (-0)+

(
+UF2 ut, ¥'dT j( G)+UFz ut,, ¥'dT ](_EH)Jr
(

+ Irz ut,, ¥'dr, j(—¢sn)+J.Qluu“§dQ'

(1.4.10)

Attraverso la (1.4.1) e la (1.4.5) la seconda componente della prima Identita di

Somigliana (1.3.37) si pu0 scrivere:
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o =U “uuy, W'l )F+U uuy, dT )cn+
I_‘l I_‘l
+UF Ut dT, jcsn +UF ut,, ¥'dr, )(—U)+ (1.4.11)
1 2

+UF2 ut,, ¥'dl) j(—cpn )+Urz ut,; ¥'dl j(—qnsn)+¢;

o =Ur‘ uuy, ¥'dl ]hur, uu,, P'dT, j(":n +
1 1

[ ! ~ 1 [ T
+UF uuy, ¥ dT jcsn ¥ (~®n)+

1

+Ur‘ uty, P'dT, ](—ﬁ)+UF‘2 ut,, W'dT’) )(—5n)+

2

+UF ut,y P'dT j(—@sn)+JQqu12§dQ'

2

(1.4.12)

Attraverso la (1.4.1) e la (1.4.5) la terza componente della prima Identita di

Somigliana (1.3.38) si pu0 scrivere:

o, :U “uuy, T )F+U “uug, W'dT ]cn +
T, r
+U “uug, WL ]C +U “uty, ¥'dl )(—U)+ (1.4.13)
l—‘l FZ

‘{I uty, P'dT j(_q)n)"'(_[ uty; Pl j(_q)sn)+(_p:n
T, I
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dove:
o, =(_|'uu3l\y'clr'1 jhu “uuy, W'dT j6n+
T, r
[ vy war, |, + 1w (<o, )+
I 2
+ [ uty, wrar —G+j ty, T, |(~@n )+
UQuSl 2)( ) (qun 2)( n)

+(J'F_2 utyy ¥'dT ](—¢SH)+J‘QVuuB§dQ'

(1.4.14)

1.4.2  Seconda Identita di Somigliana.
Attraverso la (1.4.1) e la (1.4.5) la prima componente della Seconda Identita di

Somigliana (1.4.41) si pu0 scrivere:
¢ :U tuy, T )F+U tuy, WdT ]cn +
l—‘l l—‘l
+UF_ tu; W'dl’] )c +UF tt,, W'dT ](—U)+ (1.4.15)
1 2

+UF_2 tt,, ¥'dT j(—cbn)+ur_2 tt,3 P'dT ](—cpsn)@j

dove:

T =UF tu,, ¥'dl’, jh“ﬁ tu,, 'dT’, jén +
1 1

N 1. =
+ tu, P'dl; |C., ——Y'F+
Ir' U3 1] "

I,
+Ur,2 tt,, ¥'dT, j(—ﬁ)+ur,2 tt,, ¥'dT ](—En)+
(

+ L_ tt,y P'dT, ](—®sn)+jgltu11§d9'

2

(1.4.16)
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Attraverso la (1.4.1) e la (1.4.5) la seconda componente della Seconda Identita di

Somigliana (1.3.40) si puo scrivere:

m? =U tu,, T ]F+U tu,, W'l ]cn+
T, T

+U tu,, P )c +U tt,, ¥ dT ](—U)+ (1.4.17)
r, r

2

+U tty, W'dl j(—cpn)+U tty, W'l ](—cpsn)+mg
r, r,

dove:

m =U tuy, PdT jF+U tu,, ¥dT jcn +
l—‘l l—‘l

+ I tuy T jésn —%‘P' C,+
T

I,
+Uﬁ2 tty, W'dl, j(—ﬁ){jﬁz tty, ¥'dT )(—En)+
(

+ L tty, W'dl, j(—¢sn)+J‘Qvtu21§dQ'

2

(1.4.18)

Attraverso la (1.4.1) e la (1.4.5) la terza componente della Seconda Identita di

Somigliana (1.3.41) si puo scrivere:

m, =U tuy, P jF+U tuy, W an +
I_‘l 1_‘l
+Ur tuy, ¥ dT jcsn +Ur, tty, ¥'dT j(—U)+ (1.4.19)
1 2

+U ity WL j(—q>n)+(_|' ity W )(—‘bsn)-}-ﬁl;ﬂ
r, I,

dove:
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me =U‘r, tuy, ¥'dl’, j?+( | tug, ¥ jén +
1 1
Ly

# [ty wrar ](‘:sn— Cor +
I’

1

(
+UF£ tty, P'dl, j(_ﬁ)JrUr; tty, W'dl, j(—an)+
(

+ J‘F, tty, P'dl, )(—¢SH)+J‘QIm31§dQ'

2

(1.4.20)
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Capitolo 2

La matrice caratteristica B.

Scopo di questo capitolo ¢ quello di introdurre una matrice B associata a tutte le
grandezze di contorno, note ed incognite. Viene cosi attuata una distinzione tra
coefficienti della matrice del sistema risolvente e tra i coefficienti che definiscono il
vettore di carico associato alle grandezze di contorno (forze e cedimenti assegnati).
L’eventuale presenza di carichi quali azioni di dominio, siano esse forze di massa o
distorsioni volumetriche, impone la determinazione di vettori, anch’essi caratteristici
del solido in esame, che rappresentano i relativi termini di carico.

La determinazione della matrice caratteristica B e dei vettori delle azioni di
dominio verra effettuata attraverso una riformulazione del problema elastico
relativamente al dominio illimitato. Si analizzeranno gli aspetti computazionali delle
matrici e dei vettori generati.

I termini di carico dovuti a forze distribuite sul contorno ed ad eventuali cedimenti
vincolari cosi come i coefficienti della matrice del sistema risolvente saranno

generati a partire dalla matrice caratteristica (o capostipite) B .

2.1 Generazione della matrice B
Si consideri un solido omogeneo B di dominio Q e contorno I' riferito ad un

sistema di riferimento cartesiano (0, X, y, z). Il solido sia soggetto a spostamenti

imposti u sulla porzione di contorno vincolato I}, a forze note f sulla porzione di

contorno I',, a forze di volume p e distorsioni volumetriche ¥ in .
Nell’ipotesi di spostamenti infinitesimi, la risposta elastica alle azioni esterne note

pud essere ottenuta in termini di spostamenti u sul contorno I',, di forze f sul
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contorno I', di spostamenti u, sforzi q e deformazioni € in Q, utilizzando il
Metodo Simmetrico alla Galerkin degli Elementi di Contorno (SGBEM).

Per trovare la soluzione del problema di analisi riguardante le grandezze u, u, f,
f (parte note, parte incognite) definite sul contorno si segue una particolare strategia
che conduce alla scrittura di una matrice caratteristica B .

Si immagini di immergere il solido S, di date caratteristiche elastiche (E,v) e di

spessore h, nel dominio illimitato Q_ avente le stesse caratteristiche.

Fig. 2.1.1 a) Solido in esame, b) Solido immerso nel dominio illimitato Q. .

Il contorno del solido S puo essere pensato sia come contorno I' di © che come
contorno I'" del dominio complementare Q_ \ Q.

E importante evidenziare che in questa fase non vengono in alcun modo considerate
le reali condizioni imposte sul contorno del solido I'. Cio si traduce nella mancata
distinzione dei tipi di contorno presenti in un problema di analisi e nella conseguente

arbitraria definizione delle grandezze di contorno (f,—u). In aggiunta sono agenti
sul solido le azioni di dominio B, 9.

E’ noto che la risposta in termini di spostamenti u e trazioni t in un punto qualsiasi

del dominio Q_ ¢ data dalle Identita di Somigliana (1.3.18) (1.3.34), ovvero:
u=ul[f]+u[—u]+a[p]=0 2.1.1)

t=t[f]+t[-ul+t[p]=0 (2.12)

dove sono valide le seguenti posizioni:
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ulf]= jGuu fdr (2.1.3)
r

u,, [-u] =G, (-u)dl (2.1.4)

r

a[pl= jGuu pdQ 2.1.5)
a

to[f1=$ G, £dT (2.1.6)

t[u]l=[G, (-wydl 2.1.7)

tpl= ij pdQ (2.1.8)
a

Nelle precedenti relazioni le quantita sopra segnate sono note.

. + .
Se la risposta ¢ valutata sul contorno I, ovvero sul contorno del dominio

complementare Q_ \Q le Identita di Somigliana (2.1.1-2) si particolarizzano nelle

seguenti espressioni:

ut =u[f]+qu[Au]—§u+ﬁ[1_)]=0 (2.1.9)

t* =th[f]—%f+t[Au]+f[E]:0 (2.1.10)

In queste espressioni le quantita con apice PV stanno ad indicare che gli integrali
sono calcolati come Valore Principale di Cauchy, mentre i termini preceduti da 1/2

rappresentano i termini liberi in presenza di contorno liscio. Sono valide le seguenti

posizioni:
Uy, [-ul=§G,, (-u)dl (2.1.11)
r
to[f1=$ G, £dT (2.1.12)
r

Imponendo le condizioni puntuali sul contorno I'*
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u" =0 su ry (2.1.13)
tt=0 su | 4 (2.1.14)
si ha che a soluzione ottenuta, il dominio complementare Q_\QQ risulta non

deformato e non soggetto a stato di sforzo. Si ha pertanto

ut =u[f]+uPV[—u]—%u+ﬁ[E]=0 (2.1.15)

t* =tPV[f]—%f+t[-u]+f[E]=0 (2.1.16)

FO-DG-D F

ST

i
F=lF ¢, ¢l
a) b)

Fig. 2.1.2 Modellazione delle forze di contorno: a) Intera struttura, b) Particolare.

T
AU=[AU A0, A0

a) b)

Fig. 2.1.3 Modellazione delle distorsioni di contorno: a) Intera struttura,
b) Particolare

dove f ed (—u, ) sono vettori di funzioni incognite definite sull’intero contorno del

solido.
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Capitolo 2 La matrice caratteristica B.

Si esegua la discretizzazione del contorno I' in elementi di contorno e si
introducano delle appropriate funzioni di forma ¥ per modellare le forze stratificate
e le distorsioni stratificate Fig. (2.1.2) e Fig. (2.1.3):

f=wF 2.1.17)

u=vU (2.1.18)
dove F e AU sono vettori di valori nodali incogniti.

11 vettore delle forze F associato agli estremi di ciascun elemento di contorno i ¢
definito attraverso sei componenti che modellano su di esso le forze f sullo stesso
contorno:

F = ‘Fi’j R gl ki il i)t (2.1.19)
11 vettore delle distorsioni (AU ) ¢ definito nel nodo j attraverso tre componenti che

modellano sugli elementi di contorno adiacenti ad esso gli spostamenti puntuali u:
. . . T
AU = ‘AUJ ADL A (2.1.20)

Se adesso si introduce la modellazione (2.1.17-18) nelle Identita di Somigliana
(2.1.15-16) e si opera, in accordo con il metodo alla Galerkin la pesatura del sistema
dei coefficienti utilizzando come funzioni di pesatura le stesse funzioni di forma
della modellazione, si ottengono le seguenti equazioni scritte in forma pesata o
generalizzata:

j\I/Tu+ dr = j\IJT[IGuu\I/ dr 1dI™* F+
A

rt I

W+ Auu
T : + 1 T +
+j\11 [qicmxp drydr (—U)+E[j\p Tdr](-U)+ (2.1.21)
L

r* r

A C

ut ut

+[¥'[ G, pdQidl + [¥'[[G,, ¥dQIdI =0
r* Q rt Q

A ~

W, W,
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[@'vdre = [@'[$G,w'dr1dl F+
rr rt r

P’ A

tu

—%[j U U drF+ ij:T[jGn ¥ drdr (- U)+ (2.1.22)
r* r+ r

C A

tu tt

+[9'[[G, pdldr + [ ¥'[[G,, DdQIdI* =0
E L

A

P

P

P,

Queste equazioni scritte in forma compatta e con ovvio significato dei simboli

diventano:
Wr=A, F+A, (—U)+%Cm U)+W, =0 (2.1.23)
P'=A, F+A, (—U)—%Cmmﬁ, =0 (2.1.24)
dove:
+ A A +C F] [W]| [0

Wi v o + = (2.1.25)

P’ Alu _Clu Au -U P 0
o anche:
A+C)X+L=0 (2.1.26)

dove si ¢ posto:

A, A, 0 C,
A= uu u , C= u , X =

tt tu

(2.1.27 a-d)

La matrice del sistema risolvente B & data dalla somma della matrice A e della

matrice C.
La matrice A ¢ una matrice simmetrica costituita da quattro blocchi con una
diversa struttura matematica e per essa sono valide le seguenti posizioni:

Auu = AEu Alu = A:l;t Alt = A;{ (2128)
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Capitolo 2 La matrice caratteristica B.

La matrice C contiene i termini liberi ¢ una matrice diagonale a blocchi
emissimmetrica e quindi per essa vale la proprieta:

C.=Ci (2.1.29)
Il primo blocco sulla diagonale principale della matrice A ¢ costituito dalla matrice

A la quale relaziona grandezze cinematiche spostamenti pesati W*) sul
q g p p

contorno I' a grandezze meccaniche (forze F) valutati nei nodi dello stesso
contorno I',.

La matrice A, ¢ quadrata definita positiva e gode della seguente proprieta:

A, =Al (2.1.30)
Per contorni regolari totalmente vincolati, le dimensioni della matrice A, sono
6px6p, dove p rappresenta il numero dei nodi del contorno I, .

Nel caso di piastra di Kirchhoff, la matrice A  , in virtu delle eq.ni (A.2.2.14) -

uu ’

(A.2.2.16) si puo cosi schematizzare:

L} 1 I 1 1
jl"‘. uu, W' dI, :Jr*. wu,, W' dr

|
|
L} L} I 1 1
A =LT J‘Fvluuﬂ W dr ijr uu,, ¥'dI
|
|
|
|

L-l w,, W0 (W AT (2.1.31)

N

Il secondo blocco sulla diagonale principale della matrice A ¢ costituito dalla

matrice A, la quale relaziona grandezze meccaniche (trazioni pesate P*) sul

t >

contorno I'; a grandezze cinematiche (spostamenti relativi —U) valutate tra i lati

I, dello stesso contorno.
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La matrice A, ¢ quadrata semidefinita negativa. Soltanto nel caso in cui I', #0

tale matrice ¢ definita negativa. La matrice A, gode della seguente proprieta:

A, =A] (2.1.32)
Le dimensioni della matrice A, sono 3gqx3q, dove q rappresenta il numero dei nodi
del contorno I, .

Nel caso di piastra di Kirchhoff, la matrice A, in virtd delle eq.ni (A.2.2.21)-

(A.2.2.23) si puo cosi schematizzare:

L} i} I L} 1 I 1 i}
jﬁ tt, ¥'dl, :LVZ tt, ¥'dr, :jrvz tt, ¥'dr,

— e e L
1 ' ! ' ' ! 1 1 +
A, =L§ jr‘z tt, ¥ dl“le L tt,, ¥'dl", :LL tt,, W'dl',| ¥ dr; (2.1.33)
____________ ek .o
jr‘z tt,, ¥'dl :jr tt, W'dl, ijr tt, W' dI,

Gli altri blocchi della matrice A sono costituiti dalle matrici A, e A, . La matrice

A, relaziona grandezze cinematiche (spostamenti pesati W*) sul contorno I'| a

ut

grandezze cinematiche (spostamenti relativi —U ) sul contorno I', mentre la matrice

A, relaziona grandezze meccaniche (trazioni pesate P*) sul contorno I, a

tu

grandezze meccaniche (forze generalizzate F ) sul contorno I, .

Nel caso di piastra di Kirchhoff, la matrice A, in virtu delle eq.ni (A.2.2.14)-

ut >

(A.2.2.16) si puo cosi schematizzare:

1 1 I L} 1
J‘F‘zut“ Y dr, L‘.‘F‘zutlz ' dr,

|
l
. |
A=l leut21 ¥ dr, i‘.‘rlzutzz ¥ dr, ijr ut,, ¥'dl,| W dr; (2.1.34)
|
|

ut

|
leut“ ¥ dr, 'leutﬂ ¥ dr,
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Capitolo 2 La matrice caratteristica B.

invece la matrice A, in virth delle eq.ni (A.2.2.21)-(A.2.2.23) risulta:

tu ?

1 L} I 1 1 I 1 1

jrvl tu, ¥'dI, | Lvl tu, W'dI, :LL tu,, ¥'dl",

T woar [ e owoar [ o w f— "
A, =L§ jm tu, ¥ dl“lJ: jﬂ tu, W'dI", :LL tu,, W' dl| ¥ dI} (2.1.35)

____________ e i T ORI

L,‘ tu, ¥'dl, ijr tu, W'dI", ijr tu,, ¥'dl,
Si pud osservare dalle (2.1.34) e (2.1.35) che le suddette matrici godono della
seguente proprieta:
A, =A] (2.1.36)
Nel caso di problemi bidimensionali, le dimensioni della matrice A, sono (6p x
3q).
In base alle osservazioni fatte e considerando le equazioni (2.1.30) (2.1.32) e
(2.1.36) si osserva che la matrice dei coefficienti del sistema risolvente B ¢&
semidefinita e gode della seguente proprieta:
B=B" (2.1.37)
Tale matrice contiene tutti i coefficienti del sistema risolvente. Essa ¢ semidefinita

se il vettore V(x)=-u,(x) assegnato su I', ed il vettore —U definito su I,

caratterizzano un moto rigido di Q rispettoa Q_\Q.

La simmetria della matrice B ¢ dovuta al fatto che la matrice dei coefficienti €
ottenuta utilizzando le soluzioni fondamentali G, con h,k=u,t che godono della

proprieta di simmetria e che le funzioni di forma impiegate per la pesatura sono in
accordo con I’approccio alla Galerkin.

Questa verra utilizzata per risolvere i problemi di analisi elastica in quanto permette
la generazione della matrice dei coefficienti del sistema risolvente nonché i vettori
dei carichi dovuti alle forze sul contorno originariamente libero e ai cedimenti

imposti sul contorno originariamente vincolato.
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N

La matrice B ¢ singolare: la singolarita risiede nel fatto che nei blocchi colonna
associati al vettore (AU) le colonne sono combinazioni lineari in quanto il solido

puod essere soggetto ad un moto rigido nel proprio piano.

Grandezze Grandezze
mod ellate mod ellate

sulcontomo I'; sul contomo I,

F AU
cause
Grandezze generalizzate W B, B,
sul contomo I'/
Grandezze generalizzate
+ P le B22
sul contomo '}
effetti

Fig. 2.1.4 Schema rappresentativo delle grandezze del sistema risolvente.

Il vettore L contiene le grandezze assegnate, in particolare

W= WG dry (2.1.38)

traduce in termini di spostamenti pesati sul contorno I', tutte le azioni note

meccaniche e distorcenti applicate sul solido S, mentre
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Capitolo 2 La matrice caratteristica B.

P= j ¥intdr (2.1.39)

traduce in termini di trazioni pesate sul contorno I, tutte le azioni note meccaniche

e distorcenti applicate sul solido S.
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2.2 Significato ed aspetti computazionali della matrice A .
11 generico coefficiente della matrice A, valuta spostamenti pesati sull’elemento di

contorno i, dovuti a forze stratificate distribuite agenti sull’elemento di contorno i'.

La causa, rappresentata da forze stratificate distribuite sull’elemento di contorno i',

viene modellata con le funzioni di forma lineari W, particolarizzate in ¥, ie

b 4

PG estremi all’elemento j' su cui sono imposte le forze nodali F; ; e

Figan -

L’effetto rappresenta gli spostamenti generalizzati (o pesati) sull’elemento di

contorno i, la cui pesatura viene effettuata sempre con le funzioni di forma lineari
W' particolarizzate in ¥ ¢ ¥"U™ per i nodi di contorno, estremi dell’elemento

i, dove sono valutati gli spostamenti generalizzati Wi e Whith

F C, C,

a' b' ¢ d' e a'b' ¢ d' e a' b' ¢ d e CAUSE
forze distribuite

o A 6 o » oA 6 o o ® o a6 o »

EFFETTI

spostamenti pesati

Fig. 2.2.1 Schema di riferimento della matrice A, .
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Capitolo 2 La matrice caratteristica B.

Si nota che nella definizione del blocco dei coefficienti intervengono le funzioni di

forma lineari '¥;. delle forze stratificate sull’elemento di contorno i' che servono a

modellare la causa. Le stesse funzioni di forma anch’esse lineari W' delle forze
stratificate sull’elemento di contorno i hanno lo scopo di pesare gli effetti
rappresentati dagli spostamenti.

La matrice dei coefficienti A, ¢ quadrata ed ha dimensioni (6xn)(6xn) con n

numero degli elementi di contorno.
I due coefficienti della prima colonna associati all’elemento di contorno d si

ottengono attraverso una doppia integrazione che, nel caso particolare della

Fig. (2.2.1), risulta:

Wf':jrd jGuu W .dr, [®¢dr F, .2.1)
T,
ul,
dove
\Pa',l I 0 1
‘Pa' = 6———-:-—‘1;—'; s Fa. = 6 (222 a-b)
oA
; \I,dl_E 0 . w4
ypl — 6—— :—‘i’az s Wa' = _“;CT,S_ (223 a'b)

I I
uty; | uug, | uu;
i v
G, =|uuy; uuy, | uu,, (2.24)
_C2l i CT22 0 T
uuy; luug, Ul
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Volendo calcolare ad esempio lo spostamento generalizzato in direzione verticale
sull’elemento di contorno d, pesato secondo la funzione di forma della forza

verticale associata al nodo 4, causato da una distribuzione di forze stratificate
verticali agenti sull’elemento a ' si ottiene:

d4 _ d,4 d4 _
Wit = W+ Wi =

jd J-uull‘l’a.,l dr,. \Pddrd+jd J'uull‘l’a.,zdl“a. g (2.2.5)
"L Pl
“g'.l “g'.z

A causa della presenza del termine (logr) nella soluzione fondamentale G, i

nuclei degli integrali possono presentare delle singolarita.
Per capire come si manifestano bisogna distinguere i seguenti casi:
- I’elemento di contorno su cui si valuta 1’effetto e quello su cui si
impone la causa sono coincidenti (i=1") e pertanto le forze stratificate
e gli spostamenti generalizzati riguardano gli stessi elementi;
- D’elemento di contorno su cui si valuta I’effetto e quello dove si impone
la causa sono separati da un nodo (i=i't1) e pertanto le forze
stratificate e gli spostamenti generalizzati riguardano elementi di
contorno diversi ma che hanno un solo punto di contatto;
- l’elemento di contorno su cui si valuta I’effetto e quello su cui si
impone la causa sono separati da almeno due nodi cio¢ tali che
(i2i+2) ovvero (i<i'-2), pertanto le forze stratificate e gli
spostamenti generalizzati riguardano elementi di contorno diversi che

non hanno punti di contatto.
Nel caso a) la singolarita logaritmica si manifesta su tutto ’elemento di contorno.

L’integrale ¢ definito come improprio e pud essere calcolato tramite I’integrazione

per parti.
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Nel caso b) la singolarita logaritmica si manifesta nel punto di contatto. L ’integrale &
definito come improprio e puo essere calcolato tramite 1’integrazione per parti.
Nel caso c) gli integrali sono tutti definiti e possono essere calcolati anche con

normali tecniche di integrazione numerica o in forma chiusa.

2.3 Significato ed aspetti computazionali della matrice A , .

11 generico coefficiente della matrice A, valuta spostamenti pesati sull’elemento di
contorno i, dovuti a distorsioni stratificate distribuite imposte sugli elementi di
contorno adiacenti al nodo j'.

La causa, rappresentata da distorsioni stratificate distribuite sugli elementi di

contorno adiacenti al nodo j', viene modellata con le funzioni di forma ‘I‘j,

particolarizzate in ¥; ;._;) e W¥;; per gli elementi di contorno associati al nodo j'
dove ¢ imposta la distorsione nodale (AU i)

L’effetto rappresenta gli spostamenti generalizzati (o pesati) sull’elemento di
contorno i, la cui pesatura viene effettuata con le stesse funzioni di forma i
particolarizzate in yii o iUt per i nodi di contorno, estremi dell’elemento i,

dove sono valutati gli spostamenti generalizzati Wi e WHUHD
Si nota, che nella definizione del blocco dei coefficienti vengono utilizzate funzioni

di forma lineari ¥; ;) ed W;; per modellare le distorsioni sugli elementi di

contorno i'—1 e i' adiacenti al nodo j', le stesse funzioni di forma ¥ delle forze
stratificate vengono utilizzate per pesare gli spostamenti sull’elemento di contorno i.

La matrice dei coefficienti A, ¢ rettangolare ed ha dimensioni (6xn)(3xm) con n

numero degli elementi di contorno ed m numero nodi di contorno.
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I

AD,
2 34 s

AD,
2 34

CAUSE

AU
12 345
a
b
Wi
d
€
a
b
D7 c
d
€
a
b
@ ¢
d
€

EFFETTI

spostamenti pesati

distorsioni distribuite

Fig. 2.3.1 schema di riferimento della matrice A, .

I due coefficienti della prima colonna associati all’elemento di contorno d si

ottengono attraverso una doppia integrazione che, nel caso particolare della -

-, risulta:

we =Ld IGm W, dl, + IGut W, dr, |(¥¢)dr
r,. r..

o
dove:
L o
D I S e
0 ypd2
| |
uty 1 Uy 1 Ut
G =|uty | uty, | uty
o W 2 a1
uts; : uts, : uts;

edove ¥, . e ¥, sono funzioni scalari.
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Volendo calcolare ad esempio lo spostamento generalizzato in direzione verticale
sull’elemento di contorno d, pesato secondo la funzione di forma della forza
verticale associata al nodo 4, causato da una distribuzione di distorsioni stratificate

verticali applicata sugli elementi di contorno adiacenti al nodo 1', si ottiene:
d4w _ yyrd4 d4 _
Wi =W + W =
d qpd d qpd
jrd [unwyar, fetart« [ | [y, o, dr, |90 2.3.4)

Fd

r, T,

i ugy
A causa della presenza del termine 0 (R_l) ed 0 (R_Q) nella soluzione
fondamentale G, inuclei degli integrali possono presentare delle singolarita.

Per capire come si manifestano bisogna distinguere i seguenti casi:

- T’elemento di contorno i su cui si valuta I’effetto ed il nodo j' su cui si
impone la causa sono tali (i=j'-1) oppure (i=j'), pertanto le
distorsioni stratificate e gli spostamenti generalizzati riguardano sia
elementi di contorno coincidenti che elementi che hanno in comune un
punto;

- T’elemento di contorno i su cui si valuta I’effetto ed il nodo j' su cui si
impone la causa sono tali (i=j41) oppure (i=j'-2), pertanto le
distorsioni stratificate e gli spostamenti generalizzati riguardano
elementi di contorno che hanno un solo punto di contatto;

- T’elemento di contorno i su cui si valuta I’effetto ed il nodo j' su cui si
impone la causa sono tali (i2=j42) oppure (i< j'-3), pertanto le

distorsioni stratificate e gli spostamenti generalizzati riguardano

elementi di contorno lontani.
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Nel caso a) I'integrale ¢ definito come Valore Principale di Cauchy sugli elementi di
contorno su cui le distribuzione di causa ed effetto coincidono, mentre sugli
elementi di contorno che presentano un punto di contatto I’integrale ¢ definito ad
eccezione del punto di contatto dove risulta come improprio e la singolarita viene
eliminata attraverso una doppia integrazione per parti.

Nel caso b) I'integrale ¢ definito ad eccezione del punto di contatto dove risulta
come improprio e la singolarita viene eliminata tramite I’integrazione per parti.

Nel caso c) gli integrali sono tutti definiti e possono essere calcolati con normali

tecniche di integrazione numerica o in forma chiusa.

2.4 Significato ed aspetti computazionali della matrice A, .

I1 generico coefficiente della matrice A, valuta trazioni pesate sugli elementi di
contorno adiacenti al nodo j, dovute a distorsioni stratificate distribuite imposte sugli
elementi di contorno adiacenti al nodo j'.

La causa, rappresentata da distorsioni stratificate distribuite sugli elementi di
contorno adiacenti al nodo j', viene modellata con le funzioni di forma lineari ¥;
particolarizzate in ¥;;_,; e ¥;; per gli elementi di contorno associati al nodo j'

dove & imposta la distorsione nodale AU; .

L’effetto rappresenta gli sforzi generalizzati (o pesati) sugli elementi di contorno

adiacenti al nodo j, la cui pesatura viene effettuata sempre con le funzioni di forma
lineari W/ particolarizzate in W™ ¢ W per gli elementi di contorno associati al

nodo j, dove € valutata la trazione generalizzata Pl
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AU A, AD,
1203 4 s 12 34 1234 CAUSE

distorsioni distribuite

LR L N — L R W N LR w o —

EFFETTI

trazioni pesate

Fig. 2.4.1 Schema di riferimento della matrice A, .

Si nota che, nella definizione del blocco dei coefficienti intervengono funzioni di

forma lineari ¥; che servono a modellare le distorsioni sugli elementi di contorno

i'—le i' adiacenti al nodo j', le stesse funzioni di forma ¥ servono a pesare le
trazioni sugli elementi di contorno adiacenti al nodo j.
La matrice dei coefficienti A, ¢ quadrata ed ha dimensioni (3xm)(3xm) con m

numero dei nodi di contorno.
Il generico coefficiente si ottiene attraverso una doppia integrazione che, nel caso

particolare della Fig. 2.4.1, risulta:

P! = J'FC J' tt, ¥, dT,. + J' tty, ¥,y dT,, |(Wo)dre +
r, T,

a

c.4
t;

(2.4.1)

+.[rd jtt“lpa'»l'dra""Ittlllpe',ydrev (‘I‘d’4)d1“d
I T,

a

d4
td
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A causa della presenza del termine O ( R™ )ed O ( R ) nelle soluzioni fondamentali

presenti in G, , il nucleo degli integrali possono presentare delle singolarita.

Per capire come si manifestano bisogna distinguere i seguenti casi:

il nodo di contorno j su cui si valuta I’effetto ed il nodo j' su cui si
impone la causa sono coincidenti (j=]'), pertanto le distorsioni
stratificate e gli sforzi generalizzati riguardano sia elementi di contorno
coincidenti sia elementi che hanno in comune un punto;

il nodo di contorno j su cui si valuta ’effetto ed il nodo j' su cui si
impone la causa sono adiacenti (j=j't1), pertanto le distorsioni
stratificate e gli sforzi generalizzati riguardano sia elementi di contorno
coincidenti sia elementi di contorno che si toccano in un punto;

il nodo di contorno j su cui si valuta ’effetto ed il nodo j' su cui si
impone la causa sono separati da un nodo (j=j't2), pertanto le
distorsioni stratificate e sforzi generalizzati riguardano sia elementi di
contorno che si toccano in un punto sia elementi di contorno lontani.

il nodo di contorno j su cui si valuta I’effetto ed il nodo j' su cui si
impone la causa sono separati da almeno due nodi ( j > j'+3), pertanto

le distorsioni stratificate e sforzi generalizzati riguardano elementi di

contorno lontani.

Nei casi a), b), c¢) gli integrali vengono definiti attraverso un processo di limite;

questo limite esiste ed ¢ finito pertanto i coefficienti della matrice A, esistono

come entita matematiche.

Nel caso d) gli integrali sono tutti regolari e possono essere calcolati con normali

tecniche di integrazione numerica o anche in forma chiusa.
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2.5 I Sistemi di riferimento.
Si illustrano i sistemi di riferimento impiegati per un e-bem generico con le relative
coordinate nodali.

Nell’analisi delle piastre & stato necessario distinguere due sistemi di riferimento

distinti uno locale nodo o generale e uno locale lato.

my, @,

my, ¢,

Fig. 2.5.1 Sistema di riferimento generale a), locale nodo b), e locale lato c).

Il sistema di riferimento generale ¢ individuato da una terna cartesiana
(0, x, y, z) con la quale vengono valutate tutte le grandezze nodali, sia meccaniche
che cinematiche quali i vettori forza (forze verticali e coppie), i vettori che
comprendono gli spostamenti (spostamento verticale e rotazione) Fig.(2.5.1 a).

1l sistema di riferimento locale occorre per valutare tutte le grandezze riferite
ai lati della piastra, quali gli sforzi (taglio e momenti) e gli spostamenti (spostamenti
verticali e rotazioni), distribuiti lungo i lati del contorno del solido. La convenzione
adottata ¢ quella classica ed ¢ riportata nella Fig.(2.5.1 ¢).A chiarimento delle

convenzioni stabilite, per le grandezze cinematiche si rende necessario in seguito

definire il significato di distorsione.
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2.6 Significato fisico delle distorsioni.

Si vuole chiarire il significato fisico delle componenti del vettore distorsione

T
AU=[AUT A®] A®] |
(2.6.1)

dove le componenti indicano rispettivamente la distorsione verticale e le due

distorsioni rotazionali, una secondo I’asse x e I’altra secondo ’asse y.

2.6.1 La distorsione verticale AU .

Si intende per distorsione verticale AU, associata al nodo del contorno, la

differenza tra lo spostamento verticale del nodo pensato appartenere alla frontiera
I'" del dominio Q_\Q, nullo a soluzione ottenuta, e lo spostamento dello stesso

nodo pensato appartenente alla frontiera I" del dominio Q della piastra, cioe:

AU=U*-U=-U (2.62)

Si ipotizzi di assegnare al nodo j, adiacente ai lati i ed (i-1), Fig. (2.6.1) della
piastra in esame una distorsione verticale, valutata secondo gli spostamenti riferiti al

sistema generale:

AU=-U=1 (2.6.3)

Nascono sui lati i ed (i-1) delle distorsioni distribuite. Tali distorsioni
distribuite vengono modellate, come si vedra in seguito, con funzioni di forma
lineari.

Il segno da attribuire a tale distorsione distribuita dipende dalla convenzione

locale indicata in Fig. (2.5.1 c).
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Capitolo 2 La matrice caratteristica B.

Fig. 2.6.1 Legame tra distorsioni nodali verticali e distribuzione di distorsioni lungo
i lati del contorno.

2.6.2 La distorsione rotazionale AD, .

Si intende per distorsione rotazionale A®, , associata al nodo del contorno,
la differenza tra la rotazione flessionale assoluta del nodo pensato appartenere alla
frontiera I'" del dominio ©_\Q, nulla a soluzione ottenuta, e la rotazione

flessionale assoluta dello stesso nodo pensato appartenere alla frontiera I' del

dominio Q della piastra, ciog:

AD, =PF —®, =-]
* A * (2.6.4)

Si ipotizzi di assegnare, secondo il sistema di riferimento generale, al nodo j,
adiacente ai lati i ed (i-1) Fig. (2.6.2), della piastra in esame una distorsione

rotazionale

AP =-d_ =1
X X (2.6.5)

Nascono sui lati i ed (i-1) concorrenti al nodo in esame delle distorsioni

distribuite di tipo torsionale e di tipo flessionale rispettivamente. Tali distorsioni
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distribuite vengono modellate, come si vedra in seguito, con funzioni di forma

lineari.

Fig. 2.6.2 Legame tra distorsioni nodali rotazionali e distribuzione di distorsioni
lungo i lati del contorno.

Il segno da attribuire a tali distorsioni distribuite lungo i lati dipende dalla
convenzione locale indicata in Fig. (2.6.2).

Con riferimento alla Fig. (2.6.2) si puo dire che la distorsione nodale (2.6.5) fa

nascere in corrispondenza dei lati i ed (i-1) rispettivamente distorsioni distribuite di

tipo torsionale e distorsioni distribuite di tipo flessionale.

2.6.3 La distorsione rotazionale ACIDy .

Si intende per distorsione rotazionale ACIDy, associata al nodo del contorno,
la differenza tra la rotazione torsionale assoluta del nodo pensato appartenere alla
frontiera I'" del dominio Q_\Q, nulla a soluzione ottenuta, e la rotazione

torsionale assoluta dello stesso nodo pensato appartenere alla frontiera I' del

dominio Q della piastra, ciog:

AD =® —D =-P
ooy Y (2.6.6)
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Si ipotizzi di assegnare, secondo il sistema di riferimento generale, al nodo j,
adiacente ai lati i ed (i-1) Fig. (2.6.3), della piastra in esame una distorsione

rotazionale

AR, =-D, =1 (2.6.7)

Nascono sui lati i ed (i-1) concorrenti al nodo in esame delle distorsioni
distribuite di tipo flessionale e di tipo torsionale. Tali distorsioni distribuite vengono
modellate, come si vedra in seguito, con funzioni di forma lineari.

Il segno da attribuire a tali distorsioni distribuite lungo i lati dipende dalla
convenzione locale indicata in Fig. (2.5.1).

Con riferimento alla Fig. (2.6.3) si puo dire che la distorsione nodale (2.6.7) fa

nascere in corrispondenza dei lati i ed (i-1) rispettivamente distorsioni distribuite di

tipo flessionale e distorsioni distribuite di tipo torsionale.

Fig. 2.6.3 Legame tra distorsioni nodali rotazionali e distribuzione di distorsioni
lungo 1 lati del contorno.
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2.6.4  Aspetti computazionali per il calcolo analitico dei coefficienti.
Si ¢ studiata una piastra rettangolare di dimensioni generiche 2r, 2s (riferito ad un
sistema di riferimento cartesiano). La piastra ¢ discretizzata in 8 nodi, sul suo

contorno ¢ applicata una distribuzione di spostamenti o rotazioni relative

(distorsioni) e su tali lati si valutano gli effetti pesati cinematici e meccanici.

I | |

T T 1

Fig. 2.6.4 Sistema in coordinate naturali relative agli effetti &' e sistema in
coordinate naturali relative alle cause & .

e Sistema in coordinate naturali relative agli effetti &'.
e  Sistema in coordinate naturali relative alle cause & .

Si introduce il valore Jacobiano che ci permette di trasformare gli integrali tutti da 0

a | indipendentemente da quanto sono lunghi i lati.
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2.7 Verifica dei blocchi della matrice B. Verifica del blocco colonna

attraverso I’introduzione di appropriate grandezze cinematiche AU .
La singolarita della matrice B consente la verifica dei suoi coefficienti,
limitatamente al blocco associato a (AU). Si consideri il solido immerso nel
dominio illimitato e si impone su I un vettore distorsione (AU ), tale da causare un
moto rigido di dominio € . Si ottiene:

AutCy AU—O 2.7.1
L ew- @7.1)

tt

s A, sono stati

Se 'uguaglianza ¢ verificata i coefficienti della sottomatrice A
calcolati nel modo esatto.

Si attribuisce a tutti i nodi del contorno della piastra (2 r x2 s) un vettore distorsione:
- verticale unitario

- che comporti una rotazione rigida della piastra rispetto a un lato.

- che comporti una rotazione rigida della piastra rispetto a una diagonale passante
perinodiles.

Si ¢ constatato che il prodotto tra i coefficienti di ciascuna riga ed i vettori ipotizzati

nei tre casi € nullo.
(Aul +C, )AU =0 2.7.2)

Quindi i coefficienti sono stati calcolati in modo esatto.
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Moto rigido di semplice traslazione.
Si attribuisce a tutti i nodi della piastra un vettore distorsione verticale unitario

(AU=1)
AU=[11111111/00000000{00000000] (2.7.3)

Si riportano gli effetti in termini di spostamento e di trazione in Q. di un moto

rigido che comporta una semplice traslazione verticale.

Pertanto si ha

Fig 2.7.1. Moto rigido di semplice traslazione verticale

Moto rigido di rotazione.

Si assuma un vettore distorsione:

AU=[0 -r =2r =2r 2r -1 0 0|-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1{0 0 0 0 0 0 O 0]T
(2.74)

tale che comporti una rotazione rigida della piastra attorno ad uno dei suoi lati. Si

precisa che al fine di ottenere il moto rigido desiderato (effetto botola) occorre

associare alle distorsioni verticali nodali anche appropriate distorsioni rotazionali

flessionali per alcuni lati, torsionali per altri.
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Si riportano gli effetti in termini di spostamento e di trazione in _ di un moto

rigido che comporta una rotazione (effetto botola). Pertanto si ha:

u= ;[L ut;, (—uw),dl; + L(H) ut, (—uw) dl } +

(2.7.5)
; [ Jo st (=000 + [, uty (=00 T }
m, = Z[L tt,, (—u),dT; +L‘ tt“(—u)(i_l)dl“(i_l)}
o o (2.7.6)

+[ jri tt, (—¢,).dT, +jr“_” an(—q)x)ﬁfl)drﬁfl)}

Dove l’indice K sta ad indicare quale Soluzione Fondamentale deve essere
introdotta nel nucleo dell’integrale in funzione del tipo di distorsione distribuita
agente sul contorno; per K =2 trattasi di una distorsione flessionale, per K =3

trattasi di distorsione torsionale.

z

Fig. 2.7.2. Rotazione della piastra attorno ad un lato
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Moto rigido di rotazione attorno ad una diagonale.

Anche in questo esempio si assuma un vettore distorsione:

AU, =[0}-r sena|—2r senat|{—s cosa|0]—r senot|—2r seno{s cosoi]

AU,, =[sena{sena{senot|senal|sena |senat {senot|senol] (2.7.7)

AU,, =[cosa{cosa|cosa]cosalcosaicosa!cosacosa]
y

tale che comporti una rotazione rigida della piastra attorno ad una diagonale. Come
precedentemente detto al fine di ottenere il moto rigido desiderato (effetto botola)
occorre associare alle distorsioni verticali nodali, appropriate distorsioni rotazionali

flessionali per alcuni lati, torsionali per altri.

z

Fig 2.7.3. Rotazione della piastra attorno ad una diagonale
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2.8.1 Calcolo di un coefficiente in forma chiusa della Matrice A per
piastra rettangolare.

Proviamo a determinare alcuni coefficienti della Matrice A, impiegando due

Soluzioni Fondamentali della G . Si supponga di voler determinare in forma

chiusa uno rotazione flessionale generalizzata ®; al nodo 1 causata da una

distorsione verticale unitaria AU applicata allo stesso nodo, cio¢ si supponga di

valutare un coefficiente diretto.

causainaeh

L (jrd‘ut21 P dFa‘+J-Fh‘ut21 ¥ dr,)dr* 2.8.1)

effetto in a
o AU =1

L |
e

Fig. 2.6.1. Coefficiente diretto della Matrice A, a) Effetto nel nodo 1: rotazione

flessionale generalizzata ®; ; b) Causa nel nodo 1: distorsione verticale unitaria
AU=1.

Per quanto riguarda la causa la distorsione al nodo 1 viene modellata sui lati in una
distribuzione di distorsione verticale in a e h. La rotazione flessionale
generalizzata ® nel nodo 1 viene ottenuta come effetto sul lato a .

Per la determinazione del coefficiente occorre fare una doppia integrazione, la prima

riguardante la modellazione della causa e la seconda la pesatura dell’effetto.
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PESATURA DEI MOMENTI MODELLAZIONE DELLA DISTRIBUZIONE
(effetto) DI DISTORSIONE (causa)
Rotazione Flessmnale 3:;?2:11?0“6 @i distorsione Distribuzione di distorsione

s /7 >

Fig. 2.8.2 a) Pesatura della rotazione flessionale generalizzata CIJK (effetto);
b) Modellazione della distribuzione di distorsione verticale AU (causa).

La tecnica della scomposizione delle cause e della ricomposizione degli effetti viene
mostrata in dettaglio.

Dalla prima integrazione si ottiene un coefficiente del tipo:

j(jly(g) (aa+ah) dé (2.8.2)
dove:
a4 4log(-1+8)-Log(§)) 4 4
= r(_1+§)+ - J > aa—f1(§)+[—r(_l+§)J (2.8.3)
| 4 4Arctan( j ,
Ir—r
R s > ah=fz©+[—mJ (2.8.4)

sommando vediamo che si elidono le singolarita:

aa+ah =1, (&) +f,(&)

84



Capitolo 2 La matrice caratteristica B.

[[@a+ah) wE)J, dt =

2(r? _32)Arctan[;j—r(n r—4sLog(s)+2s Log(r* +s?)) (2.8.6)

8nrs
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2.8.2  Calcolo di un coefficiente in forma chiusa della Matrice A, per piastra
rettangolare.

Si vuole determinare il coefficienti della Matrice A, impiegando due Soluzioni

Fondamentali della G, . Si supponga di voler determinare in forma chiusa un

momento generalizzato M, al nodo 1 causato da una distorsione rotazionale

unitaria A®, applicata allo stesso nodo.

Per quanto riguarda la distorsione imposta al nodo 1 essa si traduce sui lati in una
distribuzione di distorsione flessionale in h e torsionale in a. II momento
generalizzato M, al nodo 1 si ottiene come somma dell’effetto generalizzato sul
lato a e sul lato h che sono rispettivamente momento torcente e momento flettente.

causainaeh

A ahath) =3[ W0, t W, dD4, [, W, dE,) dE 4

effetto in a

(2.8.7)

causainaeh

e, L tt,, ¥, dFa,+Jh,J.rh‘ tt,, ¥, dr,)dr"

effetto in h

M =? AD, =1
\ ) W
a a
a) b)

Fig. 2.6.3. Coefficiente diretto della Matrice A, a) Effetto nel nodo 1: momento

generalizzato M, ; b) Causa nel nodo 1: distorsione rotazionale unitaria AP, =1.
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Il coefficiente che si vuole determinare si ottiene come somma di due parti, e
precisamente: “a” e “h”, che esprimono rispettivamente 1’effetto sul lato a e I’effetto
sul lato h.

Ogni parte a sua volta si ottiene come somma di due contributi e precisamente
Ieffetto in “a” ¢ dato dalla somma dell’effetto causato dalla distribuzione di
distorsione lungo il lato a (aa) e dall’effetto causato dalla distribuzione di
distorsione lungo il lato h (ah). E cosi anche I’effetto in “h” ¢ dato dalla somma
dell’effetto causato dalla distribuzione di distorsione lungo il lato a (ah) e

dall’effetto causato dalla distribuzione di distorsione lungo il lato h (hh).

PESATURA DEI MOMENTI MODELLAZIONE DELLA DISTRIBUZIONE
(effetto) DI DISTORSIONE (causa)
Distribuzione di distorsione Distribuzione di distorsione

Momento Torcent i i
omento Torcente Flessionale Torsionale

1 1
h / h /
a) b)

Fig. 2.6.4. a) Pesatura dei momenti (effetto); b) Modellazione della distribuzione di
distorsioni (causa).

Momento Flettente

Dalla prima integrazione si ottiene un coefficiente del tipo:

Effetto in a, causa: distribuzione in a e h.

aa = J';G Y (DT, dE (2.8.8)

ah:I;Gn P, ()], dE' (2.8.10)
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a=—(aa+ah)J' =
(—1+V)r' (=14&) _r s
3 2-A >
EW 1| sarciegy s Ty (28.11)
WAV 1) (Log(~148) - Log®) - ———
-1+&
Effetto in h, causa: distribuzione in a € h.
ha =jolGn Y. (€)1, dg' (2.8.12)
hh =I01Gn ¥, (€Y, dE’ (2.8.13)
h=—(ha+hh)J" =
L (C14v) s’ (-1+8) s r
TR | T T i T P (28.14)

2
AAVIT | | 34v) (Log(~1+8)— Log®) +

2
-1+§
Il segno meno presente nell’equazioni a=-(aa+ah)J, e h=-—(ha+hh)]J,

scaturisce dall’impiego del sistema di riferimento mostrato precedentemente.

Infine: Effetto pesato al nodo 1

a+h=m, &
[ W@ m, @) de=

E h3 T(r2 +vs2)+ 2 (12 —VSZ)(AI‘C tan~ — Arc tani) (2.8.15)
e —— S r
96(1+
AEVIRES| o14v) r's (Log(r)+Log(s)  Log? +52))

Si nota che sommando le due parti “a” e “h” le singolarita presenti del tipo 1/& si

eliminano consentendo, quindi di determinare il coefficiente cercato ottenuto in

forma chiusa.
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2.8.3  Calcolo di un coefficiente in forma chiusa della Matrice A, per una

piastra triangolare.
Si esamina la scrittura della matrice caratteristica B per un e-bem triangolare a sei
nodi. Il calcolo dei coefficienti ¢ stato effettuato utilizzando diverse strategie.

Si vuole determinare il coefficienti della Matrice A, impiegando le Soluzioni
Fondamentali della G, . Si supponga di voler determinare in forma chiusa un
momento generalizzato M, al nodo 4 causato da una distorsione rotazionale

unitaria A®, applicata allo stesso nodo.

Per quanto riguarda la distorsione imposta al nodo 4 essa si traduce sui lati in una
distribuzione di distorsione flessionale e torsionale in ¢ e in una distribuzione di
distorsione flessionale e torsionale in d. Il momento generalizzato M, al nodo 4 si
ottiene come somma dell’effetto generalizzato sul lato ¢ e sul lato d che sono
rispettivamente momento flettente, momento torcente in ¢ e momento flettente,
momento torcente in d.

A (c,d;c',d) =

causa in ce d

J J. tt,, cos’d+tt,, cosd sind+
T

e | WL+
IE €083 e | +tt,, cosd sinS+tt,, sin’d i
SIre v 2 di™ +
cos T, tt,, cos O+tt,, cosd sind+
4 J‘ 22 .32 L lPd’ drd,)
080 “Ter| +1t,, cosd sin d+tt,, sin’d
effetto in ¢ (28 16)

causainced

3 .
T, tt,, cos“O+tt,, cosd sind+
c J‘F 22 .32 L ‘PC, dl—‘c,+
It J_ . €osd°Te{ +1t,, cosd sind+tty, sin’d dr
cosd °T" 1, tt,, cos’d+tt,, cosd sind+
+ j : b | P dT,)
cosd o | +tt,, cosd sin +tt,, sin’d

effetto in d
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Causa: Distorsione A®, imposta nel nodo 4, che
Effetto: Momento M, valutato nel nodo 4 come somma

genera una Distribuzione di distorsione Flessionale e
del Momento Flettente e Torcente nel lato ¢ e nel lato d. Torsionale nel lato ¢ e nel lato d.

Fig. 2.8.5. Coefficiente diretto della Matrice A, . a) Effetto nel nodo 4: momento

generalizzato M, ; b) Causa nel nodo 4: distorsione rotazionale unitaria A®, =1.

Il coefficiente che si vuole determinare si ottiene come somma di due parti, e
precisamente: “c” e “d”, che esprimono rispettivamente 1’effetto sul lato ¢ e I’effetto
sul lato d.

Ogni parte a sua volta si ottiene come somma di due contributi e precisamente
I’effetto in “c” ¢ dato dalla somma dell’effetto causato dalla distribuzione di
distorsione lungo il lato ¢ (cc) e dall’effetto causato dalla distribuzione di distorsione
lungo il lato d (ed). E cosi anche I’effetto in “d” ¢ dato dalla somma dell’effetto
causato dalla distribuzione di distorsione lungo il lato ¢ (de¢) e dall’effetto causato
dalla distribuzione di distorsione lungo il lato d (dd).

Dalla prima integrazione si ottiene un coefficiente del tipo:

Effetto in ¢, causa: distribuzione in c e d.

cc= j;G W(EY T dE (2.8.17)

cd:J:Gn P, (EYT, dE (2.8.18)
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Ebh’ 1
96(1+v>)x | cos’ (8) @ +s’)
(1+v) s’ (cos’ (8) (—(1+3V) 61+ 8T +(3+V) s4)+4cos(8) rs

c=—(cc+cd)J =

((-1+3V) = (-34V) sz) sen(8)+(-1+Vv) (r4 —6r’ s +s4) sen’ (8))log(16)

(2.8.19)
Effetto in d, causa: distribuzione in ¢ e d.
dc = jOlG W(EY T dE (2.8.20)
1
dd = LGn Y,.(EHT, d&' (2.8.21)

Eh’ 1
96(1+v*)m | cos’ (8)  +s’)
(1+Vv)s* (cos” (d) (-(1+3v) 461+ s +(3+Y) s“)+4cos(8) rs

d=—(dc+dd)J" =

((—1+3 V)1 —(3+V) sz) sen(8)+(-1+Vv) (r4 61 s +34) sen’ (8))log(16)
(2.8.22)

Il segno meno presente nell’equazioni c¢=—(cc+cd)] ‘e d=—(dc+dd)J ‘

scaturisce dall’impiego del sistema di riferimento mostrato precedentemente.

Infine: Effetto pesato al nodo 4

c+d=m,(§) (2.8.23)
[w® m, @) d=
Eh’ (2.8.24)

m(Z (-1+V) (cos’ (8) B+v)+(-1+Vv) sen’ (6))(log(16)) )

Si nota che sommando le due parti “c” e “d” le singolarita presenti del tipo 1/§ si

eliminano consentendo, quindi di determinare il coefficiente cercato ottenuto in

forma chiusa.
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La piastra ¢ immersa in un dominio illimitato Q_ avente le stesse caratteristiche
fisiche e geometriche del corpo B . Il contorno della piastra pud essere considerato
come costituito da I" e dal contorno I'* del dominio complementare Q_\Q. La

piastra viene discretizzata in Elementi di Contorno. Si perviene ad una matrice
caratteristica B e un’equazione di elasticita senza fare distinzione tra quantita note

ed incognite.

2.9 Termini di carico dovuti ad azioni di dominio.

Le azioni dovute ai carichi di dominio quali forze di volume e deformazioni

anelastiche sono state considerate nei vettori di carico Ly ed Ls, ovvero:

L, = f:lﬂ , Lo = gﬁ (2.9.1 a-b)
W = jr(jﬂGuu Edg)\ydr (2.9.2)
W = jr(jﬂGuq Edg)lPdr (2.9.3)
P - jr(jQGm Bdg)lydr (2.9.4)
P, = L(L)Gm BdQ)\PdF (2.9.5)

Le espressioni degli spostamenti pesati (o generalizzati) e delle trazioni
pesate (o generalizzate), comportano un primo integrale esteso al dominio Q del
corpo, con il quale si valuta la causa (forze di volume e deformazioni anelastiche) ed
un secondo integrale esteso al contorno I' che ha lo scopo di pesare I’effetto sul

contorno.
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2.10 Condensazione della matrice Caratteristica B .

L’approccio proposto per I’analisi delle piastre con SGBEM ¢ basato sulla scrittura
della cosiddetta matrice caratteristica. Tale matrice B relaziona tutte le grandezze
nodali e viene usata nel problema di analisi, dopo aver distinto i parametri noti da
quelli incogniti.

Nei paragrafi precedenti ¢ stata illustrata la tecnica di calcolo per la determinazione
in forma analitica di tutti i coefficienti di questa matrice.

Come detto nel paragrafo (2.5) sono stati utilizzati due sistemi di riferimento:

e per il lato in cui, definita la normale n, si assumono le convenzioni per
taglio, flessione e torsione, cosi come per spostamenti, rotazioni, flessione e
torsione.

e per il nodo in cui, si assumono le convenzioni per forze secondo z, momenti

secondo x e y, cosi come per spostamenti e rotazioni secondo x e y.

La matrice caratteristica B riferita a un e-bem discretizzato in otto nodi ha una

dimensione di 72 righe e 72 colonne. Si prenda in esame la matrice B,, Fig. (2.10.1)

le cause sono azioni meccaniche sui lati modellate da funzioni di forma lineari
associate ai nodi e sono Forze Verticali, Coppie Flettenti ¢ Coppie Torcenti
quindi 6 x lato. In tutto e per un elemento BEM discretizzato in otto nodi e otto lati

ci sono 48 cause.

J Ll V) V)
. ( Cnl < Cnl 4 4
d) Cm 2 le
Wl lW A )
b) ! lo, To, d)f rp{
sn2 nt

Fig. 2.10.1. a) CAUSE: Azioni meccaniche sui lati modellate da funzioni di forma
lineari e associate ai nodi. b) EFFETTI: Azioni cinematiche sui lati pesate da
funzioni di forma lineari e associate ai nodi.

93



Formulazione simmetrica del BEM nell’analisi elastica di sistemi lastre-piastre

Gli Effetti sono azioni cinematiche sui lati pesate da funzioni di forma lineari
associate ai nodi e sono Spostamenti Verticali, Rotazioni Flessionali ¢ Rotazioni
Torsionali 6x lato. Anche in questo caso gli effetti sono 48.

Nella matrice B;, nascono dei problemi numerici riguardante i coefficienti la cui

causa sono le Coppie Torcenti e come effetti le Rotazioni Torsionali.

F C, C

B, =& (2.10.1)

(48x48)

La matrice risulta essere mal condizionata e il suo determinante & molto piccolo. B
stata riscontrata una difficolta numerica nell’inversione di questa matrice, qualora
venga impiegata per risolvere una piastra, per esempio, con il contorno tutto
incastrato.

Pertanto € stato necessario condensare la matrice, identificando sul nodo comune le

grandezze provenienti da due lati contigui, cosi come accade nella B,

Per esempio, nella Fig. (2.10.2) si evince come le forze agli estremi di due lati

contigui vengano identificate in una forza nodale F,.

Cus= Cn:.J"

Fig. 2.10.2. Qui viene mostrata in dettaglio la condensazione delle cause e degli
effetti
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Un aspetto particolare che si vuole mettere in evidenza & che il momento flettente
associato all’estremita di un lato si assume essere uguale al momento torcente
associato all’estremita del lato contiguo ortogonale al primo. Ovviamente ciod

avviene in modo analogo per le grandezze cinematiche.

In sintesi si scrive una matrice di condensazione E e si ottiene una matrice B

condensata.
24
8 8 8
16/ I |
i
E=48 16/ | | (2.10.2)
S B
16 | |
I
si ha quindi:
C
B, = By B =E'B, E (2.10.3)

48x48 = 24x24

Contiene matrici di trasformazione tra assi locali asta ed assi locali nodo.
Attraverso 1'utilizzo della matrice di condensazione E si ha la condensazione degli

effetti della matrice B,, che da una matrice di 48 righe per 24 colonne si trasforma
in una matrice 24x24.

c
B, = B,

B =E'B 2.10.4
48x24 = 24x24 2 2 ) %

In maniera del tutto analoga si ha la condensazione degli effetti della matrice B,,

C
B21 = B21

B, =B, E (2.10.5)
24x48 = 24x24

La matrice caratteristica B con 72 righe e 72 colonne si trasforma quindi in una

matrice caratteristica condensata B¢ (48x48).
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B = B (2.10.6)
T2x72 = 48x48 o
72 48
48 24 24 24
48| By, ! B, 24 BlCl : Blcz
B=72 e B =48 |-c-l--+ (2.10.7)
24| By, i B, 24| B;, | B,
Che viene qui riportata:
E, C, C, -U, o, -9,
Wz+ _Buzuz Buztpx ]3uz(pv | Buzlz Buzm Buzm, 1
Y | Y
@ | Bow, Boo, Bog, EBWZ By, Bem,
BE = CI); 13_%_“5__B:q’_y(ﬂ*__?ELQL_E_]%F_Z__]?%T*_-_%?YTY_ (2.10.8)
Tz+ B tzuz B z@y B zQy i B tztz B tzmy B tzmy . .
M: Bmx“Z Bqu)x Bm 9 :Bmxtz Bmxm Bmxmv
| s
M; _Bmyuz Bmyq)x ]3myq)y i Bmytz Bmym Bmymy

La matrice caratteristica riferita ad un e-bem lastra discretizzato ad 8 nodi, ha le
dimensioni di 56 righe e di 56 colonne. In maniera del tutto analoga a quanto fatto
con le piastre si procede ad una condensazione della matrice caratteristica delle

lastre e pertanto si ha una matrice di 40 righe per 40 colonne del tipo:

X y X y
+ |
Wx Buxux uxuy | Buxlx Buxly
|
|
W' | B B B B
C uyux uyuy | uyxt uyty
e oSt T v (2.10.9)
Tx leux leuy | lelx lely
|
+ |
Tx B tyux B tyuy | B tytx B tyty
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2.11 Impiego della matrice caratteristica nell’analisi delle piastre.
Nella generazione della matrice caratteristica B & stata effettuata considerando il

solido piastra S di dominio Q immersa nel dominio illimitato €_, con le stesse

caratteristiche fisiche e geometriche del corpo (E,v,h). Questa operazione ¢ stata

condotta non tenendo conto delle condizioni al contorno riguardante il corpo reale.
Per ottenere 1’equazione risolvente del sistema si effettua la distinzione tra
grandezze note ed incognite e un riordino tra le righe e le colonne della matrice

caratteristica B .

Le condizioni generalizzate di Dirichlet ¢ Neumann sul contorno I'y e T,

diventano:
W =W-W=0 [ yud=] yud su T (2.11.1)
P, =P,-P, =0 [wtdri=] wtadr; su T (2.11.2)

Wl+ Aulul Au1u2 i Kultl éultZ ]:]‘1 W+ 0

Wil |An, Awe ! A, A, || F W - |0

_P_f_ - _=_2_1______2_2_ﬂ:___zu______212 'f;' HEp=lg (2.11.3)
1 Atlul A11u2 : Aml AtltZ -Ul !

P+ = | - p+ O

2 L At2u1 A12u2 i Aml AtltZ ’ P2

La matrice caratteristica ed i vettori delle azioni di volume vengono riordinati in

base alle condizioni al contorno:

W2+ Au2u2 Au2ul KuZlZ éule F‘z ) 0
A Avw [ Aua Aue | Au ?1 W1+ — 1o
A e oA, P=| (2.11.4)
Pz Aow AtZul Amz AIZtl 'U_z P2 0
P’ N -U -
! Ajp [ Auu Ay, | Ay ! P, 0

Un’opportuna partizione della matrice consente di scrivere:

97



Formulazione simmetrica del BEM nell’analisi elastica di sistemi lastre-piastre

KX+L,F,+L, (-U,)=0 (2.11.5)
KX+L=0 (2.11.6)

dove si pone:

L=LF,+L, (-U)=0 (2.11.7)
_
Ly L,

|:Wl+:|=|:Aulul Au112:| |: F, i|+ iuluz A _F_é_ n XY{; P (2.11.8)
P; Avi Auwe LU, Ac Ay, U P

usando le seguenti posizioni:

|:Au1u1 Au112i| (319)
AlZul AlllZ

o]
X= (3.11.10)

K

>

=u1u2 L, = |: ultl:| (3.11.11a-b)
Aow Alle

.| W
L= (3.11.12)
P

L’equazione (3.11.6) ¢ I’equazione risolvente del sistema con K matrice di

pseudorigidezza, definita simmetrica, non singolare ed L vettore dei termini noti.

L’operazione di riordino e la partizione della matrice B consentono di ottenere sia la
matrice K dei coefficienti del sistema risolvente che le matrici di carico L, ed L,

associati alle forze note sul contorno originariamente libero ed agli spostamenti sul
contorno originariamente vincolato.

Nell’operazione di partizione della matrice B i blocchi riga relativi agli spostamenti

pesati W, ed alle trazioni pesate P non sono stati considerati. Le relative
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espressioni non sono utili al fine della determinazione del vettore soluzione. Esse
sono utili per una verifica a posteriori. Infatti:

W, =A,,E+L X+A,,(-U)+W, p=0 (2.11.13)
P =A,,F+LX+A,, (-U)+P'p=0 (2.11.14)
Dovendo queste espressioni essere nulle a soluzione ottenuta, esse verranno

utilizzate per controllare la bonta della soluzione.
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Capitolo 3

Multidomini

3.1 Analisi per sottostrutture.

Nell'ambito del metodo simmetrico degli elementi di contorno (SBEM), l'approccio
per sottodomini, introdotto da Maier et al. [30], consente l'analisi di un solido
continuo mediante la suddivisione in macro-elementi, aventi ciascuno differenti
caratteristiche fisiche e geometriche. Questo approccio ¢ stato applicato con
successo nell’analisi di lastre da numerosi ricercatori, come Gray e Paulino [18],
Panzeca e Salerno [36], Vodicka et al. [57], i quali ne hanno evidenziato le
peculiarita e i vantaggi computazionali sia per la forte riduzione delle variabili del
sistema, sia per la facilita con cui la discretizzazione puO essere generata e
modificata. Tale metodo peraltro risulta vantaggioso nell’analisi di problemi di
ingegneria quali il contatto, la frattura, il danno, la plasticita ed anche nell’analisi di
sistemi strutturali dove ¢ utile 1’accoppiamento SBEM—-FEM. Nell’ambito del BEM
per collocazione un approccio per sottodomini di piastre comunque vincolate & stato
impiegato da De Paiva e Aliabadi [9,10].

La strategia seguita consiste nella determinazione analitica di una matrice, definita
caratteristica, ottenuta senza distinguere la tipologia del contorno (libero, vincolato o
di interfaccia), per ciascun elemento del sistema suddiviso in macro e micro-zone,
chiamate elementi BEM (e-bem). Si sono scelte le funzioni di forma lineari sia nella
modellazione delle grandezze di contorno della piastra che nella pesatura della
risposta al fine di effettuare 1’assemblaggio con le lastre via Karnak dove tutte le

grandezze impiegano funzioni di forma lineari.
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Le cause (valori nodali) introdotte sui nodi sono 6 e riguardano uno spostamento e
due rotazioni, una forza verticale e due momenti.

Ciascuna forza e spostamento nodale determina 2 distribuzioni per lato. Ciascuna
coppia e rotazione nodale determina sui lati contigui 4 distribuzioni differenti, 2 su
ciascun lato. In totale le cause (distribuzione sui lati) sono 20.

Per passare da valore nodale ad azione distribuita sui lati contigui occorre introdurre
una matrice di trasformazione T .

Gli effetti sono caratterizzati su ciascun lato da 6 distribuzioni. In totale il peso
computazionale per ogni lato ¢ di 20x6=120 integrali.

Per passare dalla risposta distribuita su ciascun lato al valore pesato associato al

nodo, corre introdurre una matrice di trasformazione T .

Fig. 3.1.1 Distribuzione della causa C_ (su 2 lati); distribuzione degli effetti ®_ (su
due lati)

Si considera un e-bem di forma qualsiasi, I’ipotesi adottata ¢ basata sul concetto di
distribuzione:

- distribuzione della causa C, (su 2 lati)
- distribuzione degli effetti ®_ (su due lati)

Il controllo ¢ fatto attraverso i valori nodali, in particolare nella (Fig. 3.1.1) si hanno

4 distribuzioni delle cause.
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Se si considera una distribuzione di coppie C, lungo due lati vicini secondo il

sistema generale (che coincide con il sistema di riferimento nodo) questo deve

essere regolato attraverso la congruenza di una coppia nodale C_.

Quest’ultima determina nei due lati, con riferimento al sistema locale lato, le
distribuzioni (due per parte) che costituiscono per ogni lato ad una distribuzione di
flessione e ad una distribuzione torsione.

L’effetto deve essere valutato anche qui in un nodo. Quindi per conoscere la
rotazione secondo x di un nodo, la si deve valutare in forma pesata attraverso la
conoscenza di distribuzioni, di rotazioni, di flessione e torsione su ciascun lato e di

queste distribuzioni deve essere effettuata la pesatura. Cosi si ottiene la ®_ pesata

che entra in gioco nella matrice risolvente del sistema.

La precedente strategia di analisi comporta un elevato onere computazionale,
pertanto per il momento si & passati ad analizzare la piastra tramite una
discretizzazione in e-bem. Quindi la stessa piastra viene suddivisa in e-bem di forma
rettangolare a 8 e di forma triangolare a 6, con le stesse caratteristiche fisiche.

Ogni e-bem viene immerso nel dominio illimitato e per esso viene determinata una
matrice caratteristica B e un’equazione di elasticita.

Un corpo continuo (Fig. 3.1.1 a) viene discretizzato in e-bem di forma rettangolare e
triangolare (Fig. 3.1.1 b) ognuno dei quali ¢ caratterizzato da un contorno del tipo

I'; vincolato, I', libero, I'; di interfaccia.
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Il comportamento di ogni e-bem viene descritto in termini di sole variabili
cinematiche e meccaniche di interfaccia, si ottiene cosi una relazione di tipo

costitutivo che lega le grandezze incognite di interfaccia con le azioni esterne.

a) Sistema continuo. b) sistema suddiviso in sottodomini (macro-elementi A, B, ...
E). ¢) e-bem rettangolare J. d) modellazione delle forze e dei momenti in un e-bem
rettangolare. e) e-bem triangolare J. f) modellazione delle forze e dei momenti in un
e-bem triangolare.

Poiché si opera con sole variabili di interfaccia si riesce con tale approccio a
potenziare ulteriormente una caratteristica propria del metodo degli elementi di
contorno che ¢ quella di impiegare un numero ridotto di sole variabili di contorno.

Suddivisa la piastra in e-bem, vengono generate per ciascuno di esso una matrice
caratteristica B e un vettore di carico L. L’introduzione delle condizioni
meccaniche e cinematiche di contorno relative a ciascun e-bem consente di generare,
attraverso la matrice caratteristica B e al vettore di carico L , gli operatori algebrici
caratteristici del metodo di analisi adottato. Dalla matrice caratteristica e dal vettore
di carico vengono estratti i coefficienti del sistema risolvente, pervenendo cosi alla

formulazione agli spostamenti, in analogia con il FEM.
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3.2 Metodo degli spostamenti.

Per ottenere 1’equazione di elasticita si effettua la distinzione tra grandezze note ed
incognite e un riordino tra le righe e le colonne della matrice caratteristica B .

Nel caso in cui le proprieta fisiche e geometriche della piastra sono diverse da zona a
zona, si opera una suddivisione del solido in macroelementi. Questa suddivisione

conduce all’introduzione di un contorno di interfaccia I’ tra macro-elementi
contigui.

Le condizioni generalizzate di Dirichlet e Neumann sul contorno I'y, I'y e T,

diventano:

W =W -W=0 [ yud=] yud su T (3.2.1)
W, =0 [ wujdr;=o0 su I} (322
P, =P,-P, =0 [ wt,dr;= jﬁwfz dr; su T (3.2.3)

P, ¢ il vettore delle trazioni e dei momenti valutati in I" dalla (2.1.26) si ha:

_ - - _ .
_ _ _ - + _
A Ava Aue Auw i A éultZ Ao F, W 0
W Au2u1 Au2u2 Au2u() : AuZtl Au212 Au21() ® W2+ 0
2 - 2
A A A A A A A
A Zwoul | CTuOw2 | TTww0 3 STwod_ | Te02 | Z w00 F, W, |- |0
——— =T | —=—|+| = p =| -
P’ Auu A, A ! Ay A Ao -U, P1+ 0
= I
P ! -U D+ 0
2 Ao Aow Ao : Ay A Ao 2 P,
P’ = I -U A 0
| ¥o | "% | + LY
_A10ul A Aww | AlOll Ao A oo _PO i

(3.2.4)
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La matrice caratteristica ed i vettori delle azioni di volume vengono riordinati in

base alle condizioni al contorno:

_ | .
_W+_ Ave [Ava Auow Aue ! Ao | Av |[ F 1 |W, (0]
2 = 2
wW* A [Auu Auo Au i Ao | Au F Wl* 0
1 = 1
W; Au0u2 AuOul AuOuO AuOlZ i AuOlO AuOll F() WJ _ 0
ST Ace | Ay Au Au [ Au | A e Pl G2
Py | 222 | Bea  Bew Aee | Aeo | Aea ||-U, | P 0
_2 == | _2 T2 —
P, Agp | Agu Ao Ay, : Ao | Apu _UTO P, 9
P’ = i -U A 0
Lo _Allu2 A Ay Ay | Ao Allll__ H _Pl ] e
I vettori F e U (le cause) sono definiti nel seguente modo:
— T
F=[F F ¥ ] su T (3.2.6)
(-u)=[v O U] s T 3.2.7)

In modo analogo i vettori delle quantita pesate W' e P* (gli effetti) sono definiti

come segue:

+ +T +T +1 T +
wo=[w" W W] su T (3.2.8)
P =[P BT ORT[ su I (3.2.9)

Le incognite del problema sono date dal seguente vettore:

L O VL (3.2.10)

Il termine di carico ¢ dato dal seguente vettore:

(W W oB B 3.2.11)

Tra le sei relazioni ottenibili dalla (3.2.5), la prima e l'ultima sono utilizzate a

posteriori come verifica nel bilancio energetico complessivo; la quinta relativa a P
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subisce una modifica strategica che comporta che il processo di pesatura, anziché sul

contorno I'", viene operato sul contorno I', operando con tale intervento solamente

un cambio di segno sul termine libero pesato Aww. Tutte le rimanenti relazioni

rimangono inalterate.

Questo riordino ci permette di pervenire alle seguenti equazioni, essendo le quantita

al contorno e di dominio dentro il vettore di carico:

“’1+ _0 Aulul AuluU AUIIZ ! Ault() Fl Au1u2 !
Wi =0| A A A | Awo || F, | iuouz i
P =01 [ Aa Aco AcejAuo || Uz | Ace |

P, At()ul Adwo At()tZ i AtOtO _UO K_t()_uZ_ -:I

Che possiamo scrivere in forma compatta:

H !H ][ X L | L, ||F L, |-
il el I et it et =l Il Bl o}
Ho i Hoo _Uo AlOuZ i At()ll _U1 LOp

si ha:
0 Aulul AuluO AullZ Fl A““‘) Au1u2
0 AuOul AuOuO AuOlZ Fo +| Auwoo ['Uo] + Au0u2
0 AlZul AlZuO Amz 'Uz Amo X[M
F,
P() = I:AI()ul Adwo AI()tZ :| Fo + [At()t()] ['Uo ] + [AI()UZ
_[J2
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(3.2.13)

A

W+

2 ~ —
2|+ Wy

_Ul} ) 0 p
Py

(3.2.14 )

ultl

uOt1

> Pl

2tl

A ] |::I%_l:| + |:IA)0+ :| p

(3.2.14 b)
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usando le seguenti posizioni:

Aulul Aulu() AultZ Fl é
H=1A, Ag A | X=|F | H, =] Awo
AlZul AlZuO Amz -U2 A
AuluZ Aulll
L =|A,|: L, =| A L= W0+
XtZuZ Aau P
H, = [AtOt()] ) L, =|: ;:I

(3.2.15 a-c)

(3.2.16 a-c)

(3.2.17 a-b)

Le (3.2.14 a-b) possono essere scritte in forma compatta tralasciando le forze di

volume come:

0=HX+H,(-U)+L,F,+L, (-U))

P, = Hg X+H, (U +A, l_?2 +A ('I_Jl)

da cui si ha:

X=-H" (H,(-U)+LF,+L, (-U)+Lp)

P() = Hg X+ Hoo ('Uo) + At()u2 Fz + Anm (_I_Jl ) + L()pﬁ
sostituendo si ha:

P,=H H'H,(U)+H,H'L F,+H, H'L, (-U)+
+H{H'L p+Hy, (U)+A,,F, +A,, (-U)+L,p

da cui:

P, =(H;H'H,-H,)(U)+H;H'L F,+H;H'L, (-U)+

+ Hg H_l Lp§+ At0u2 F2 +A1011 ('ﬁl)"'LoPﬁ

(3.2.18)

(3.2.19)

(3.2.20)

(3.2.21)

(3.1.22)

(3.2.23)

dove il vettore U, contiene gli spostamenti e le rotazioni dei nodi del contorno I'; .
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Sostituendo il vettore X ottenuto dalla relazione (3.2.20) nella (3.2.21), si ottiene la

seguente equazione sforzi generalizzati-spostamenti nodali:

P,=D, U, +P, (3.2.24)
33 Soluzione del problema di analisi del sistema assemblato.

L’eq. (3.2.24) relaziona le quantitda meccaniche generalizzate P, associate ai nodi di

I', alle quantita cinematiche U, dei nodi dello stesso contorno e del vettore di

carico f’o. L’operatore algebrico D, ¢ la matrice di rigidezza della sottostruttura in

esame ed ¢ simmetrica e singolare dove:

D,=H H'H,-H,, (3.3.1)
P, =L,-HH'L (3.3.2)

e Si impone la compatibilita fra gli spostamenti nodali di interfaccia degli
elementi e-bem contigui:

U=Zu (3.3.3)
e Si considera un’ equazione di tipo globale che raccoglie le precedenti
equazioni scritte per ogni sottostruttura:

P=DU+P (3.3.4)

® i impone la condizione di regolarita fra le forze generalizzate di interfaccia

scritte nella forma:

Z'P=0 (3.3.5)
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Imponendo le condizioni di regolarita riguardante i tagli e i momenti generalizzati
lungo i lati di interfaccia degli elementi contigui e gli spostamenti dei nodi degli

stessi contorni, si ottiene il seguente sistema risolvente:

Ku+f =0 (3.3.6)
matrice di rigidezza della struttura (simmetrica e non singolare)

K=Z'DZ (3.3.7)
vettore delle trazioni generalizzate

f'=2"P (3.3.8)

dove K & la matrice di rigidezza del sistema assemblato, mentre f rappresenta il
termine di carico generalizzato valutato lungo i lati degli stessi elementi di contorno.
Operando in questo modo, il sistema risolvente ¢ ottenuto in termini di spostamenti e
rotazioni dei nodi d’interfaccia.
In una fase post-analisi possono essere determinate le reazioni del contorno
vincolato, gli spostamenti e le rotazioni dei nodi liberi, cosi come tutte le grandezze
meccaniche e cinematiche di ciascuna sottostruttura.
I vantaggi di tale approccio sono diversi:
® una considerevole riduzione delle variabili, ottenuta attraverso un processo
di condensazione che lascia solamente le variabili cinematiche
d’interfaccia;
e garantisce la compatibilita e I’equilibrio in ciascun punto del dominio,
grazie all’impiego delle soluzioni fondamentali;
e possiede operatori simmetrici e definiti e consente di trattare piu

agevolmente piastre geometricamente complesse.
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34 Sistema spaziale formato da elementi di tipo lastra-piastra analizzato

tramite il SBEM

Questo paragrafo ha come obiettivo quello di considerare un sistema spaziale i cui
elementi bidimensionali posseggono comportamento flessionale e membranale e
sono calcolati tramite il Metodo Simmetrico alla Galerkin degli Elementi di

Contorno.

Fig. 3.4.1. Sistema spaziale.

Gli unici nodi che regolano tutto il problema di analisi sono i nodi disposti lungo le

linee di connessione tra gli elementi lastra-piastra.
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Lo scopo ¢ quello di ottenere una matrice caratteristica B, valida per un elemento

avente geometria qualsiasi.

B :{BL 0} (34.1)
¢ 0 |B
F. F |AU, AU,| E C, C,!| AU, A®, A®
W[ Buiu BMEB““1 Buo | O 0 0 ! 0 0 0 |
W\ B Buw (Ban Beo| 0 0 0 10 0 0
T, Baw Bua [Bau Bo | 0 00 10 0 0
T | Baw Bao {Bay Baa | 0 0 0 {0 0 0
Wi 0 0 | 0 0 [Buu Bua Bus!Bus Bua Buo
B=grl 0 0 1 0 0 [Ba Buw BuniBa Bas B
@, 0 0 1 0 0 |Bu Bus BuuiBu Bu Bu
T 0 0 1 0 0 |By By By |Bu By Bug
M| 0 0 | 0 0 [Bua Bas Bos!Boy Bao Bug
M| 0 0 | 0 0 |Baw Bas Bus|Bar Bas Bu

Fig. 3.4.2. Elemento Lastra-Piastra
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Capitolo 4

Applicazioni numeriche.

Scopo di questo capitolo ¢ quello di applicare il metodo presentato nei capitoli
precedenti a problemi di meccanica strutturale.

Le applicazioni delle piastre sono state realizzate con un codice di calcolo per
I’analisi di strutture tridimensionali, soggette a carichi uniformemente distribuiti
agenti ortogonalmente al piano medio, redatto da Cucco F., Panzeca T., Salerno M.,

La Mantia A. chiamato Karnak. sGbem Piastre 1-Palermo.

Legenda

E =modulo di elasticita

v =coefficiente di Poisson
h =spessore della piastra

q =carico uniformemente ripartito ortogonale al piano medio della piastra
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4.1 Esempio 1: Piastra appoggiata su quattro lati con due differenti
spessori.

L’applicazione qui mostrata riguarda una piastra studiata da De Paiva e Aliabadi

N

[10] nel BEM per collocazione. La piastra ¢ suddivisa in due zone aventi
caratteristiche fisiche e spessori diversi evidenziate in (Fig. 4.1) nelle due tonalita di

grigio. Il rapporto tra le rigidezze delle due zone ¢ il seguente D, /D, =3.375.

La piastra esaminata presenta tutti i lati appoggiati, ¢ suddivisa in due zone con
differenti rigidezze e con un rapporto D, /D, =3.375, con E, =72900 daN/ cm’,
E,; =10000 daN/cm2 , spessori h, =0.1cm, h; =0.135cm e v=0.3, soggetta

ad un carico q =1 daN/ cm’ uniformemente ripartito.

La piastra ¢ stata discretizzata in 6 sottostrutture. Nei diagrammi sono riportati gli

spostamenti I e i momenti flettenti m  lungo I'interfaccia tra le due zone.

Fig. 4.2.1 Piastra appoggiata su quattro lati discetizzata con sei e-bem.

.
a

100 °

w/ (g D‘)

0.2158

0.2075 1913
2
| 100 M, /(g a*)
oo SBEM
0.1177 —+— FEM[Ref.1]
0.10 —— BEM [Ref.1]
e SBEM
—+— BEM [Ref.2]
0.05 —+— FEM (a) [Ref.2]
—=— FEM (b) [Ref.2]
0.16 0.33

0 01 02 0.3 04 05 x/a

Fig. 4.2.2 a)Spostamenti lungo I’interfaccia.b)Momenti M, lungo I'interfaccia
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4.2 Esempio 2: Piastra incastrata su quattro lati con due differenti
spessori.

In questo terzo test la piastra dell’esempio precedente viene analizzata,
considerando, il contorno tutto incastrato. Nei diagrammi sono riportati gli

spostamenti I e i momenti flettenti m  lungo l'interfaccia tra le due zone,

confrontati con quelli ottenuti nel riferimento.
Sebbene la discretizzazione sia meno fitta di quella impiegata nel riferimento, la

congruenza dei risultati ¢ buona, specialmente nel caso degli spostamenti.

a

.

Fig. 4.2. Piastra incastrata su quattro lati discetizzata con sei e-bem.

4
a

1000 w/ (¢ &

(qD)

100 M, /(q a*)

06
0.5504 ‘ 202036 -8 ._.e.. SBEM
1501 435 =" —+— BEMI[Ref2]
04l - SEII\E/IMR Ny tol ' —— FEM (a) [Ref.2]
—— er. —a
03 —— FEM [[Ref.1]] 05 y FEM () [Ref2]
- 05 X/ 4
02791981 /& 05
0.1 / 10
0.16 0.33 S
x/a 20l ¥
0 01 02 03 04 05 213

Fig. 4.2.2 a)Spostamenti lungo I'interfaccia.b)Momenti M, lungo I’interfaccia.
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4.3 Esempio 3: Piastra ad L appoggiata.

In questo quarto test viene studiata una piastra ad L appoggiata su quattro lati. Le
dimensioni e le caratteristiche fisiche sono riportati in Fig. 4.4.1
E =100000 daN/cm?, v =0.3, carico q =1 daN/cm? .

La piastra ¢ stata discretizzata in 3, 12 e 48 e-bem. In Tab. 4.1 sono riportati gli
spostamenti trovati nel corner indicato in Fig. 4.4.2 al variare del numero degli e-
bem.

Si ¢ fatto un confronto tra gli spostamenti ottenuti con quelli riportati in Fig. 4.4.3
tratta da Beirao da Veiga et al. Rif. [3]. Risulta chiaro che all’aumentare della

discretizzazione i valori convergono.

1.0m

y~F 3 \

Fig. 4.3.1. Piastra ad L appoggiata.

u (corner)

3 bems | 0.30966

12 bems| 0.32978
48 bems| 0.33842

Tab. 4.3.1.
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Fig. 4.3.2. Piastra ad L discretizzata in 48 e-bem.

w=0

w=0.0606
w=0.1492
w=0.1957
w=0.2651
w=0.2987
1, w=0.3327
w=0.3450
w=0.3384

0 0.067 0.13 0.2 0.27 0.34
mE O =

Fig. 4.3.3. Piastra ad L tratta da Rif. [3].
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4.4 Esempio 4. Piastra appoggiata su due lati e irrigidita da tre travi.

In questo quinto test viene studiata una piastra appoggiata su due lati e irrigidita da
tre travi. Le dimensioni e le caratteristiche fisiche sono riportati in Fig. 4.5.1, con
E =3000000 kN/cm?, v=0.16¢ in questa piastra vengono trovati gli spostamenti
lungo la linea tratteggiata evidenziata in rosso. In Fig. 4.5.3 vengono riportati gli

spostamenti tratti da Waidemam L et al. Rif. [60] e quelli ottenuti con I’'SGBEM

tramite una discretizzazione di una piastra suddivisa in 56 e-bem (Fig. 4.5.2).

Lato appoggiato

1,0m

0.1m 1,0m 01m 10m 0.1m
Fig. 4.4.1. Piastra appoggiata su due lati e irrigidita da tre travi, tratta da Rif. [60].

Fig. 4.4.2. Piastra appoggiata su due lati e irrigidita da tre travi
studiata con SGBEM e discretizzata in 56 e-bem.
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4.50
4.00
3.50
3.00
2.50
2.00
1.50 ]
1.00 \ —
0.50 / \

0.00
0.00 250.00 500.00 750.00 1000.00

X, (mm)

w (mm)

-+Waidemam, Venturini -=-Fernandes, Venturini --ANSYS

—a— SGBEM approach

Fig. 4.4.3. Diagramma degli spostamenti tratta da Rif. [60] e confrontato con
SGBEM in verde.
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4.5 Esempio 5. Piastra tutta appoggiata e irrigidita da 4 travi.

In questo sesto test viene studiata una piastra tutta appoggiata delimitata da 4 travi
tratta da Fernandes G.R., Venturini W.S Rif. [12].

Le dimensioni e le caratteristiche fisiche sono riportati in Fig. 4.6.1, con
E =250000 daN/cm?, v=0.25, q=20KN/m?, hb=25cm, hp=8cm, e in
questa piastra vengono trovati gli spostamenti lungo la linea tratteggiata evidenziata
in rosso. La piastra ¢ stata discretizzata in 12, 16 e 36 e-bem e in Tab. 4.6.1 sono
riportati gli spostamenti trovati nel centro indicato in Fig. 4.6.2 al variare del

numero degli e-bem.

Piastra appoggiata

I01m

“m | 41m

To01m

01 m 40m 0im

Fig. 4.5.1. Piastra appoggiata su quattro lati e irrigidita da quattro travi,
tratta da Rif. [12].
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Fig. 4.5.2. Piastra appoggiata su quattro lati e irrigidita da quattro travi
studiata con SGBEM e discretizzata in 36 e-bem.

u

12 bems | 1.029056

16 bems | 1.063555

36 bems | 1.065435

Tab. 4.6.1

x(cm)

0 200 400
—e— SGBEM [Kirchhoff]

—a— Fernandes, Venturini [Kirchhoff]

Fig. 4.5.3. Diagramma degli spostamenti tratta da Rif. [12] e confrontato con
SGBEM in verde.
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4.6 Esempio 6.

In questo settimo test viene mostrato un sistema strutturale costituito da solidi J (con
J=1,...N) bidimensionali a 8 nodi. Ogni e-bem ¢& soggetto ad azioni esterne e
mutuamente connesso nel contorno di interfaccia.

In figura vengono mostrati tre e-bem mutuamente collegati con cerniere cilindriche.

I tre e-bem sono incastrati alla base, dove gli elementi 2 e 3 sono considerati come

lastre I’elemento 1 ¢ una piastra.

';my’(py

Fig.4.6.1

Vengono ipotizzate tre differenti condizioni di carico:

1. Quantitd cinematiche imposte sul lato incastrato danno luogo ad una
rotazione rigida attorno al lato incastrato della piastra J=1 e attorno ai nodi
delle lastre J=2,3;

2. Un carico di dominio uniforme applicato alla piastra J=1;

3. Distibuzione lineare di forze sul contorno, imposti nei due lati liberi della

piastra J=2,3
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Sistema formato da tre e-bem dove si hanno:
= Quantita cinematiche
=  Forze e momenti risultanti
=  Errori nelle equazioni di equilibrio

per tre condizioni di carico.

Load condition 1 Load condition 2 Load condition 3
u, -2.000000 3.744828 1.397315
0, 1.000000 -3.281449 -1.217794
0y, 5.1x107° 1.6x10°* 1.3x10™
u 1.3x107° 0.990809 0.645140
u,; -2.000000 2.536825 1.529249
0, 0.999999 -0.762869 -0.655026
Qys 1.5x107° -1.407730 -0.832129
u, 1.2%x107° 0.757765 0.577442
u, -0.999999 0.908269 0.494687
0, 1.000000 5.654555 -0.528024
Py —~7.3%10 0.181118 -0.181885
u,, 1.999999 -0.678301 -0.974296
o -2.000000 1.834956 2.334935
E . —23%x10°® -3.358452 -0.460933
M, -2.1%x107® 0.851098 0.172506
E s -2.8%107° -0.404577 -0.345508
E o 1.3%107° -0.173775 -0.060844
AF, 2.2x107 0.013 0.048
AF, 3.2%x107° 0.722 -0.411
AM 1.5%107° -0.377 0.487
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Appendice 1

Le equazioni che regolano la piastra di Kirchhoff

Si fa riferimento alla piastra S di materiale omogeneo ed isotropo avente lo spessore
h, riferita ad un sistema di assi cartesiani (0, X, y, z) e sottoposta ad azioni
meccaniche e cinematiche note.

Il problema elastostatico che si intende risolvere, nel caso del solido in esame, ¢
quello di determinare, nell’ipotesi di spostamenti infinitesimi, la risposta del solido
alle azioni applicate in modo quasi statico.

Tale problema elastico puo essere regolato da un sistema di equazioni differenziali
alle derivate parziali e dalle relative condizioni al contorno. Se si considera nullo il
contributo delle deformazioni taglianti trasversali, come ipotizza Kirchhoff, le
equazioni di campo che regolano il problema elastico, in forma matriciale possono

essere cosi espresse:

C" M+p=0 equazione di equilibrio (A.1.1)
M=EIK legame momenti-curvature (A.1.2)
K=-Cu equazione di compatibilita (A.1.3)

Di seguito sara data chiarezza su come si & pervenuti alle suddette relazioni.
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Equazioni di compatibilita

Il legame deformazioni-spostamenti per la piastra di Mindlin ¢ dato dalle seguenti

relazioni:
_KX - _i 0 N
ox
d 0,
K = —_— - A. 1 .4
Y o0x {(Py} ( 2)
9 9
R | 0x  Ox |
9
e [o.] |
L S R S u (A.1.4Db)
g}’ (Py a
oy
che in forma compatta, con ovvio significato dei simboli, diventano:
K=D¢ (A.1.5a)
g=0+Bu (A.1.5Db)

dove K ¢ il vettore delle curvature e g il vettore degli scorrimenti.

Accettando le ipotesi semplificative di Kirchhoff (g=0), si ha:

0=-Bu (A.1.6)
Sostituendo la (A.1.6) nella (A.1.5 a) si perviene alla relazione (A.1.3), che di
seguito si riporta

K=-Cu (A.1.7)
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dove:

82

x>

82

C=DB= a—yz (A.1.8)
9’ 9’
+
| O0xdy  0yoX |

Equazioni di equilibrio

Si considerano le equazioni indefinite di equilibrio

d d o
t — 0 =
b ox dy
= m, (A.1.9a)
0 d
| o = =
Y dy ox
[ My
d i
R =0 A19b
22 e (A19b)

y

che in forma compatta, con ovvio significato dei simboli, diventano:

T=D"M (A.1.10)
B" T+p=0

Sostituendo la (A.1.10) nella (A.1.11) e ricordando la (A.1.8), si ottiene la (A.1.1),
che di seguito si riporta:

C"M+p=0 (A.1.12)

Che rappresenta il legame momenti-curvature.
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Le forze interne sono legate, attraverso la legge di Hooke, alle deformazioni. Infatti,

tale legame si puo cosi esprimere:

T o
h/2
m, |= j o, |zdz= (A.1.13)
A
_mxy ] _‘ny ]
essendo
c6=E, K

dove E rappresenta la matrice di rigidezza del materiale, sostituendo la (A.1.14)
nella (A.1.13), si ottiene la relazione (A.1.2) e cio¢:

M=EIK (A.1.15)
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Appendice 11

Energia Potenziale Totale nelle piastre.

Si consideri una piastra costituita da materiale elastico, isotropo ed omogeneo
sottoposto ad un carico p agente in Q e ad azioni sul bordo. Sia s un ascissa

curvilinea che percorre il contorno I'=TI", +I", del corpo ed n la normale uscente al

contorno stesso.

Fig. A.2.1: Forze agenti sul contorno I" e sul dominio € .

La distribuzione delle trazioni lungo lo spessore h della piastra da luogo a forze

trasversali t

n>

momenti flettenti m, ed a momenti torcenti my. Le quantita

cinematiche ad esse associare sono u, @,=-du/on, @, =-0du/ds e

rappresentano rispettivamente lo spostamento verticale, rotazione rispetto all’asse s

e rotazione attorno all’asse n.
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Le grandezze cinematiche vengono considerate come virtuali. L’Energia Potenziale

Totale si pud cosi scrivere:

1
I, :Ej(mx K, +m, K, +m K, )dQ+
Q

_ (A2.1.1)
- [pude-[ (G u+, o, +M, o, )dr,
Q T,

con le seguenti condizioni:
u-u=0; ¢-¢,=0; @-@, =0 inT, (A212a<)
E dove sono valide le seguenti posizioni:

0* 02 0?
K,=——u; Ky =———u; ny =-2 u in Q (A.2.1.3 a-c)

ox> dy> oxdy

Per la piastra in esame, il Lavoro Virtuale Interno ¢ dato dalla seguente relazione:

8L, = J (my 8K, +m, 8K, +m,, 8K,, )dQ (A2.1.4)
Q
ricordando che nel caso di piastra di Kirchhoff il legame deformazioni-spostamenti &
dato da:
0’ 0’ 0’
K, =——=d8u; OK,=-—50u; OK, =-2 du (A.2.1.5 ac)
ox> dy> oxdy
il 8L; diventa:
0? 0? 0?
8L; ==[| my = 8u+m, =—du+2m,, ———8u |dQ A2.16
M Gy ¥ Oxdy (A210)

Le quantita presenti nell’equazione precedente possono essere scritte nella forma

seguente:
82 d 0 0 82
m, ax—zﬁuzg(mxg&—?iuamx}r?iuymx (A.2.1.7)
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0* d d 0 0’
myy5u=a—y(mya—ySu—5u$myj+8ua—yz my (A.2.1.8)
2 2
. J -9 . iﬁ —i(ﬁuimx j+8u J m,, =
¥ Oxdy ox| oy dyl ox oxay
(A2.1.9)
—i(m iSu]—i Suim +du i m
oyl Yox ox dy 7 oxdy
Sostituendo queste ultime nella precedente ed ordinando, si ottiene:
2 2 2
SLiz—ISU 8_2mx+8_2my+2 J m,, [dQ+
o Lox dy dxdy
0 d d d d d
+|4=—|du| —m, +— +—|du| — +— dQ+ (A2.1.
[ [(ETER RINTRRES I
—I 9 mxiﬁu+mxyiﬁu +i mxy18u+myiﬁu dQ
: ox ox dy dy ox dy

Impiegando il lemma di Gauss ¢ possibile trasferire gli ultimi due integrali sul

contorno I', pertanto il SLi diventa:

d 0 0 d
+l8u{(gmx +gmnynX +[gmxy +a—ymany}dF+ (A2.1.11)

d d d d
—I m, —06u+m,, —3du |n, +| m, —du+m,—0u n, dl
J ox ay ox dy
Si opera la trasformazione degli ultimi due integrali su I" da assi generali (0, x, y, z)

alocali (0, n, s, z).
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Secondo integrale si ottiene attraverso 1’impiego delle equazioni di equilibrio:

im +im n, + im +im n, =t (A.2.1.12)
ox oy )% ox Yooy Y)Y "
t, ty

Il terzo integrale viene scritto nella seguente forma:

g—uzg—“nx+3—“ny (A2.1.13)
X n S
du_odu ~_du. (A2.1.14)

8_ng Yoos *
mxiﬁu+mX i?Su n, +| m, i8u+m i?Su n, =
ox Y dy ) Y 9y Y
(mX r1i+2mxyr1X ny+myn§)%5u+ (A.2.1.15)
_[(my—mx)nX ng+m,, (ni—ni)}%ﬁu
s

Possiamo scrivere il Lavoro Virtuale Interno nella seguente forma:

oL, = _[ (m, 8K, +m, 8K, +m,, 8K, )dQ =
Q

0’ 0? 0’
_j[ymx +§my +2?aymny8udQ+ (A.2.1.16)
Q

on

+J.(tn du—m, iSu—mSn aiSude
s

r

11 Lavoro Virtuale Esterno ¢ dato da:

oL, = JpSudQ+ I (Tn 8u+rﬁnisu+rﬁsn36ujdr2 (A2.1.17)
5 F on ds

dove I', rappresenta il contorno libero della piastra, soggetto ad un carico

distribuito.
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Le condizioni di stazionarieta si ottengono introducendo il funzionale ampliato F :

Fu Ay Ay) =11, Iﬂu T)dr, - j/lﬂ —@, )dI +

(A.2.1.18)
J‘ (psn (psn drl

dove 4,4, A, sono parametri di Lagrange.

Questi ultimi assumono il significato di grandezze meccaniche associate alle
grandezze cinematiche u,@,, @, .

Per determinare le condizioni di stazionarieta si opera la variazione prima del
funzionale F e sipone F =0.

2 2 2
Oz—j a—zmx+2 J mxy+a—2my SudQ+
5 ox oxdy dy

+J(tn du—-m, §8u—msn18u)dr+
n

0s
T
—J‘(pSu)dQ—J‘ t, 8u—m i?Su—rTl i?Su dr, + (A.2.1.19)
2 r, " 9n ' 9s "'
= [ [0 (u =)+ 8%, (@, =, ) + 8y (010 =) JaT +
l—‘l
+I[—x5u+xn%5u+xm aa Su}dl"l

N
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Alla luce di quanto detto nell’equazione precedente si puod cosi scrivere:

2 2 2
0=—J‘ a—zmx+2 J mxy+a—2my+p SudQ+
o ox 8x8y ay

- _ 0 _ 0
+I(tn —tn)Sudl"Q—J‘(mn —mn)g&dl—'z—‘[(mm—msn)gﬁudrz+

r2 2 2 (A.2.1.20)
_J. (u_ﬁ)sxdrl - J. ((Pn _6n )87\’n drl - J. ((psn _¢sn )stn Cll—‘l +
l—‘l l—‘l l—‘l
0 d
+!(tn ~\)dudr, _E[(mn )= —Budr _f[ (g, ~Ayy)<-Budry

Si suddivida la precedente espressione in quattro blocchi che devono essere

identicamente nulli.

92 92 92
I——E[[ax—zmx+28Xaymxy+§my+pJ8udQ—0 (A2.121)
_ _ .0
Hzlj(tn—tn)Sudl"z—lj(mn—mn)gﬁudF2+
: 5 : (A.2.1.22)
- [ (m, —,,)==8udr, =0
: Js

=~ [ (u=T)3AdT, - [ (0, =9, 3%, T, = [ (04 ~0,, )8Ry, I, =0 (A2.1.23)

I8 N I

d
v =J(tn ~\)dudr, —J(mn )= -Budr +

-[ (m,, )L Sudr, =0
s

T

(A2.1.24)

La prima espressione si riferisce a quantita valutate nel dominio Q , la seconda su

I'y,laterzasu I'; e l'ultima identifica i parametri lagrangiani con le caratteristiche

meccaniche definite su I';.
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Si ottengono quindi le seguenti equazioni

2 2 2

I) aax—zmX +2 aiay Xy +aay mg =-p in Q
o) t =0 m; =0 m, =0 su T
m) u* =0 i =0 ¢ =0 su T}
IV) A=t, A, =m, Ay, =M, su I

A.2.2 Modellazione di variabili di contorno.

(A.2.1.25)

(A.2.1.26 a-c)
(A.2.1.27 a-c)

(A.2.1.28 a-c)

Si introduce su ciascun elemento di contorno I'; le funzioni di forma lineari ¥ (x)

per la modellazione delle forze di contorno e degli spostamenti.
Sh=5t, =¥ OF

oA, =0m, =¥ &C,

oA, =0m, =¥ &C,,

Parte della variazione prima del funzionale F .

5F| W(u-T)dr,-3C, | ¥(9, 5, )dr, +

_Scsn r ‘P((psn _6sn )drl =0
1
SFJ‘W Pyt dIT -8C, .[F P! dIT —8C,, Jﬁ Wl dIT =0
1 1 1
SU.[ (t, =T, )dT, +8, j (m, -, )dT, + 3, J'ley(m

SUI Pt dr++8c1>j PYm? dr++8c1>mj Wm! dI7 =
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(A2.2.3)

(A2.2.4)

(A2.2.5)

iy, )dr, =0 (A.2.2.6)
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Forze di contorno

t,=¥YF; m,=%C,; m, =¥YC, (A.2.2.8 a-c)
Spostamenti di contorno:
u=¥U; ¢,=¥®,; o¢,=¥YP, (A.2.29 a-c)

le stesse funzioni di forma ¥ sono utilizzate per la pesatura degli effetti.

Scrivendo in sostituzione della precedente un’equazione analoga lungo il contorno
[ appartenente al dominio complementare Q_\Q dove tutti i punti della

. + . . .
frontiera I'| non devono subire alcun spostamento, rotazione flessionale e

torsionale si ottiene:

U= wutdri =0 (A2.2.10)
1
@} EI Wl dlt =0 (A22.11)
Iy
g, = J.W Yo, dl =0 (A2.2.12)
1
U+
U =|of |=0 (A22.13)
¢+

Introducendo le Identita di Somigliana che tengono conto della modellazione delle
cause, nelle equazioni precedenti si ottengono le seguenti relazioni espresse in

termini di grandezze pesate.
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Ur uuy, P'dT, jFJrUr' uuy, ¥'dl’, jcn +
1 1

1

j\{f
rt

+(_|'r, ut;, ¥'dT j(—cbn)+

+ J.l“‘ ut;; ‘Il'drlz j(_(i)sn)+ﬁ+

2

UF, uuy, ¥'dl’, jF+UF, uu,, ¥'dr) ]cn +
1 1

1

[

! +U uty, 'dT j(—d)n)+
T

2

+ J.F‘ ut23\P'dr12 \J(_q)sn)+(_P;
2

Ur uuy, ¥'dl ]F+Uf uuy, PdT )cn +
1 1

j\{f
rt

+ ‘[r‘ uty, ¥'dl j(—<1>n )+

+(J.1" llt33 k4 'dFVZ j(_qjsn )+(_p:n
L 2

+U “uuyy T jc +U “uty, W'dT, ](—U)+

r r,

+U “uuy, Wdr ]Csn +U “uty, ¥'dl )(—U)+
r r,

+U “uug, T jc +U “uty, W'dT j(—U)+
I r,

dIT =0  (A22.14)

dry =0  (A22.15)

dry =0  (A22.16)

. . . . +
Dovendo essere nulla la variazione prima del funzionale, sul contorno I,

appartenente al dominio complementare Q_ \Q tutti i punti della frontiera I'; non

devono subire alcuno sforzo.
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Si ottiene:
T =[ wedri=o (A22.17)
r3
M! = JF+ WYm'dl% =0 (A2.2.18)
2
M = L ¥ m! dI} = (A2.2.19)
2
T+
P =| M |=0 (A2.2.20)
M+

Introducendo le Seconde Identita di Somigliana si ottengono le seguenti relazioni

espresse in termini di grandezze pesate:
U tuy, T ]F+U tuy, WL jcn +
Iy Iy
+U tuy, PdT jc +U tt,, W'l j(—U)+
T T,
+U tt, dT j(—cbn)+
I

_+Ur, tt,3 P'dT j(—d)sn)+Tn+

2

U tu,, PdT jF+U tu,, PdT an+
r r,

1

+U tu, T jcsn +U tty, PdT )(—U)+
r, r,

ari = (A2221)

_[\11
ry

dr; =0 (A2.2.22)

[

: +U tty, P'dD j(—d)n)+
T

2

+ _[ tt,, PdT ](—cpsn )+in?
FZ
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j\{f
s

U'tu3111"dr'l j1:+[_|'tu3zlp'clr'1 ]Cn+

r r

+U tuy, W'dL jc +U tty, ¥dl ](—U)+
I_‘l FZ

+Ur2 tty, W'dT ](—@n )+

+U ttyy P dT j(—cpsn)+ﬁ;n
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