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На рис. 1 показана схема взаимодействия резца, стружки и об
рабатываемой детали. Резец, перемещаясь со скоростью ѵ относи
тельно обрабатываемой детали, срезает слой толщиной „а“ и превра
щает его в стружку. Стружка непрерывно сходит по резцу, касаясь 
его на участке DB, длину которого обозначим через с , назвав ее 
длиной контакта.

Схема на рис. 1 относится к частному, но наиболее распростра
ненному в современных производственных условиях случаю возник
новения сливной стружки без заметного наростообразования. При пос
тоянной скорости резания ѵ и неизменных по объему свойствах об
рабатываемого материала процесс образования сливной стружки 
характеризуется чрезвычайно высокой стабильностью во времени, при
чем постоянной сохраняется и картина силового взаимодействия м еж 
ду резцом стружки и обрабатываемой деталью. Уровень практически 
применяемых скоростей резания таков, что массовые силы, вызван
ные тем ускорением, которое получает стружка относительно обра
батываемой детали в процессе деформации, ничтожно мал. Все это 
дает основание рассматривать процесс образования сливной стружки 
как статическую задачу.

Экспериментальное исследование зоны деформации при образо
вании сливной стружки показывает, что правая граница этой зоны 
(AD  на рис. 1) с достаточно высокой степенью приближения может 
считаться плоскостью, и, следовательно, линия A D - прямая. При от
сутствии нароста объем зоны вторичной пластической деформации 
в стружке невелик. Основной объем стружки занят материалом, уже 
претерпевшим пластическую деформацию и находящимся в упругом 
напряженном состоянии.

Это означает, что стружку вместе с обрабатываемой деталью 
можно рассматривать как упруго напряженное тело. На это тело 
справа давит другое упругое тело—резец, и так как стружка в некоторой 
точке В обязательно отходит от поверхности резца, то площадь их 
контакта ограничена. Все это позволяет свести задачу о взаимодей
ствии резца со стружкой к контактной задаче теории упругости.

В условиях прямоугольного свободного резания третье главное 
напряжение в зоне резания, действующее перпендикулярно плоскости 
чертежа на рис. J, относительно невелико, что нетрудно показать эк 
спериментально. Это позволяет принять в качестве первого прибли- 
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жения, что напряженное состояние в зоне резания—плоское. Следо
вательно, задача о взаимодействии резца со стружкой является плос
кой задачей и может быть решена методами плоской теории упру
гости.

Так как модуль упругости инструментального материала обычно 
в несколько раз превышает модуль упругости обрабатываемого ма
териала, то ошибка будет невелика, если считать резец жестким (аб
солютно твердым). Материал в зоне резания будем считать упругим 
и изотропным. Строго говоря, это неверно, так как стружка имеет 
четко выраженную текстуру, но в качестве первого приближения 
вполне допустимо.

При такой постановке мы получим задачу о контакте жесткого 
профиля с упругой полуплоскостью. Наиболее эффективные решения

S

этих задач обеспечиваются методами функций комплексного перемен
ного, которыми мы в дальнейшем и будем пользоваться.

Форма зоны резания как упругой области сложна (рис. 1), и р е 
шение поставленной задачи в общем виде встречается с математи
ческими затруднениями. Поэтому ниже рассматривается частный слу
чай, когда передний угол равен нулю. На рис. 2 в плоскости комп
лексного переменного z х +  іу  изображена соответствующая схема 
контакта жесткого профиля —резца с упругим телом—зоной резания.

Сила, прижимающая резец к упругой области, приложена не ho 
середине длины С его контакта со стружкой, а ближе к вершине 
резца. Это дает основание рассматривать резец как несимметрично 
загруженный штамп, один из краев которого (точка В) так сопряга
ется с упругой областью, что контактное давление в этой точке рав
но нулю.

Как известно, основные уравнения плоской теории упругости, х а 
рактеризующие напряженное состояние тела, сводятся к следующим:

«у -  Uxy =  ф 0 W  +  Ф о (Z) +  2« Ф 0'(2) +  qrO (zj, ( 1 )



2и. (и0 — i v 0) =  Xf0 (z) — z4>0(z) — 4o(z). (2)t
где Sy, — компоненты напряжения в исследуемой упругой области, 

то есть в области TOCLAD;
H0, 'H0- компоненты перемещения в этой области (н0—в направлении 

оси x,ѵ0 — в направлении оси у); 
f  о G), 4о(г )- Ф0(г), I r0(Z) — функции комплексного переменного z, 

голоморфные в указанной области, причем

Фо (*) =  fo'G) и 4F0 (z) =  'V(Z),
и, наконец,
G, x — упругие постоянные, определяемые по формулам, 
где +  — модуль упругости, 
v — коэффициент Пуассона.

Примем, что напряжения исчезают на бесконечности и обусло-

Рис. 2,

внм поведение 4ункций Ф0(г), Ч'0(г) в бесконечно удаленной точке, 
следующими соотношениями:



Основание резца-штампа согласно рис. 2 является прямой лини
ей и его уравнение имеет вид

х = — ру +  const, 
где р — угловое смещение штампа.
Тем самым граничное условие для горизонтальных смещений будет  
определено следующим образом;

U0 = — р у +  const. (5)
Если обозначить контактное давление через P(X)i то напряжения 

на участке AB  под резцом будут выражаться:

^  =  ■ (6) 
Wy =  (х)  J

где

V = L  (7)
N

коэффициент трения стружки о резец принимается одинаковым во 
всех точках длины контакта.

На остальных участках границы исследуемой упругой области 
будет иметь место

на OG и BL : ах — 0; Xjry — 0;

на ОТ и AD : ау =  0; Xjrv — 0.

В качестве метода решения поставленной задачи используем кон
формное отображение верхней полуплоскости 5 =  Ij +  Щ на исследуе
мую область. Прямоугольные координаты % и ѵ\ полуплоскости преоб
разуются при этом в криволинейные ортогональные координаты внутри 
исследуемой области, и, выражая через них функции комплексного
переменного, стоящие в правых частях уравнений (1) и (2), будем
иметь

«Po (z) =  cPolw (S)I =  ? ( s )- 
% (Z) =  <!»о I« (s)] =  'Ms),
4>0 ( z )  =  (D0 H s )  =  Ф  (S),

W0 (Z) = W 0 [(O(S)] = W ( S ) ,

(8)

(9)

где 2  =  (о (s) — функция, с помощью которой осуществляется отобра
жение. Кроме того, из (8) также следует

»'(s) =  + ( s )  tf>(s',
Cf' (s) =  co'(s) 'F(s).

Сами уравнения (1) и (2) после перехода к криволинейным ко
ординатам E и Yj получат вид ____

+  - M 71 = ф  (S ) - ф  ( S ) - + ^  Ф У )  +  Z (10)

2 V(u +  iv)  = U L  H ( S ) - C d ( S ) O ( S ) - ^ ( S ) ] .  (И )
|0) (5)|

Исследуемая упругая область TOGLAD  представляет собой четырех
угольник, две вершины которого лежат в бесконечно удаленной точ-
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ке. Конформное отображение верхней полуплоскости на область та
кого вида осуществляется функцией

г  =  ш (s) =  A  J/ ( s  — l) (s  — d +  ’ С2)

'(s) = — . + ( 5 - 1 ) U~~ d) (13)
тс* S 2

Согласно рис. 2 вершине резца в преобразованной области будет  
соответствовать точка Л'(£ =  1), а точке В отрыва стружки от резца 
точка В'(? =  т). Ориентация загруженного участка A rB' относительно . 
новых осей координат будет уж е иной, и, следовательно, вместо (6) 
получим

Crl =  P ( S ),I ( |4 )  
%  =  W>(s), I

где p(s)  — контактное давление, выраженное через новое перемен
ное s.

Чтобы преобразовать граничное условие (5) для перемещений, у ч 
тем, что ось £, как легко видеть из рис. 2, при отображении поворачива

ется против часовой стрелки на угол а =  — , что равносильно умноже-
2

нию на (—*):
и +  Iv =  — *(*% +  іѵ0) = .ѵ0 — Ui о, 

откуда вытекает, что
и =  0 О, 0  =  — */0,

h , следовательно, условие (5) принимает вид

0  — гЛ -f  const. (15)

Для дальнейших выкладок воспользуемся уравнением (10), при
дав ему такую форму:

К  ~  *>Т( ) ш'(S) =  О)'(s) Ф(5) +  co'(s) Ф (S) +

+  0) (S) ф '(5)'+  «)'(«) В Д .  (16)

Поставим задачей выразить через граничные условия (14), (15) 
функцию (o'(s)O(s). Согласно (13) эта функция определена в верхней 
полуплоскости и голоморфна в ней за исключением точки 0'(s  =  О), 
где она имеет полюс. Указанная точка является образом бесконечно 
удаленной точки плоскости z  =  х  +  іу. Поэтому для оценки поведе
ния функции ii)'(s) Ф (s) вблизи точки О', то есть при s—>0, мы дол ж 
ны воспользоваться формулой (4), которая приводит к следующему  
условию:

K ( S ) ( D U ) V o = - L  +  -  + 0 ( 1 ) ,  (17)
S -  S

где 0(1) — функция, голоморфная при s—>0.
Аналитически продолжая функцию w'(s) Ф (s) в нижнюю полуплос

кость через незагруженные участки границы, можно выразить через 
нее функцию о/(S)W(S)  следующим образе м:

о/ (s) lIr (s) 7 = — O)'(s) Ф (s) — со'(s) Ф (s) — со (s) Ф' (s). (18)
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Подстановка выражения (18) в равенство (16) дает  

E 1 —  E h ) w' (s) =  w'(s) Ф (s) — о/(«)Ф (s) +
(19)

+  [o/(s) — to'(s)] Ф (s) +  [to (S) — to ®'(s).

Так как to' ( S ) О, то уравнение (11) после дифференциро-
|o/(S)|

вания и аналогичных преобразований может быть приведено к виду:

2 G (u' +  I v ' )=  J xto' (5)Ф (s) +  to'(s) O(S) +

(20)
+  [«'(S) — to'(s)) Ф(5) +  [со (S) — to(S)] Ф

Чтобы воспользоваться теперь граничными условиями, нужно
применить уравнения (19) и (20) к точкам, расположенным на конту
ре, то есть на действительной оси (Yj=0, s =  £). Сделав это, получим:

E  — E r t Ь=о =  Ф(х) — Ф(Т)> (21)

[2 G(u' +  i v ')]Tiо =  t [*«>' (s) Ф (5 )+  <o'(s)0(s)]. (22)

Первое из этих равенств после перехода в правой его части
к предельным значениям функций и применения в левой его части
условий (14) примет вид

( l - T O ( s )  -  Ф (?) -  ф  (;), (23)

что может быть преобразовано так:

Ф-(Sj =  — I r  .(.L-. ф  (s). (24)
I -T- i \L

Далее, складывая уравнение (22) с другим, полученным из него 
переходом к сопряженным значениям функций, будем иметь

ха)' (s) Ф (s) - f  «/(s) Ф (5 ) -F U (s) Ф (s) -F *>'(s) Ф (5)- (25)

Наконец, переходя в равенствах (24) и (25) к предельным зна
чениям функций и решая их совместно, мы после некоторых преоб
разований и применения граничного условия (15) получим

* +  т - ( 5) + ( 11 --- Vf

+  * ! ' V] )  «>' (?) Ф-(5) =  -  4 Gpto'(I)

или 

где

I - Q  .

K (S ) Ф (S)] + -  g  [«/(S) Ф (?)[ / ( S ) ,  (26)

I +  Zp1 + 7
.сг =  _  1 — Ф =  _  I +  Q g  тса =  _  е2т1а

V -L I +  Zjt I — Ztg тс а
‘ 1 -  /р.

г _  4 Gpo/(;) 4Gp ( I — Zp) to'(i) cos ~o.erJa
f {  ~  ; i +  Zp —  Т О І

(27)

(28)
I Zp

6. Зак аз 6120. 81



а =  -L arctg Y +  , (29 )
TZ ' /  —  I

Уравнение (26) представляет собой формулировку так называе
мой задачи линейного сопряжения. Решение этой задачи дается  
формулой

N(S) Ф (S) =  %  ( E l G i L  +  D(S) AZ(S), (30)
2тсг J  X + f ) f —s)

т

где Af(S) — решение однородной задачи линейного сопряжения
х + 1 ) - g X - (I) =  O1 (31)

R(s) — рациональная функция.
Форму решения однородной задачи линейного сопряжения берем 

в виде
X(s) = (s~-m)- i (s -d0)i-\

где
і =  ы е  =  ы - е“ Л  = 1  +  « (32)

2 Tzi cItzI 2
и, следовательно,

_ L _ _ I  L
Ar (s) ( s — от) 2 (s — rf0) 2 =

(33)

(s — о т ) 2 (s rf0) 2

D +  (I) =  D  (i) =    -y 1 j   , (34)
( І - о т ) 2 + a ( E - r f 0) 2

Рациональную функцию /?(s) определим в соответствии с усло
виями (17), налагаемыми на функцию % s ) 0 ( s ) ,  следующим образом:

D ( S ) =  R +  F  . (35)
S2 S

Если теперь формулу (28) представить так:
f  (I) =  A U (I )  (36)

и произвести соответствующую подстановку в уравнении (30), то 
это последнее с учетом (35) запишется

da
10'(s) ф  (s) =  L G L  Г 

2 J
+  ( û + a w  e ? »

X +(S) (S - s )  U= s

В соответствии с выражениями (13) и (34) интеграл, входящий 
в формулу (37), имеет вид

i + а
,  а , Г Vfi- D H- И  UkuH2 ‘ -  4 » )2 (38)

.P (E -S )
Интеграл (38) в элементарных функциях не вычисляется. Поэто

му, оставляя выражение решения задачи через данный интеграл
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предметом дальнейших исследований, мы ниже рассматриваем толь
ко частный случай, когда у =  0.

При этом допущении формулы (29), (32), (33) и (34) упрощаются  
и принимают вид

я =  0; Z =  L ,  g =  — 1 ; (39)

X ( S )
1

Х+(Е) =  X(S)

V  (s -  d Q) (s -  i)

I

V (S —cf0)(i — I) ’

а интеграл (38) преобразуется следующим образом:

/ =  +-CV(Е - 1 ) ( Е - / п )  ( 6 - r f p )  d l
■ri.I E2 (E — s)

(40)

(41)

Вычисление интеграла (41) производится элементарными приема 
ми с помощью подстановки

Я V — .V E —

которая после громоздких преобразований и вычислений приводит 
к такому окончательному выражению:

A1  , ,43(rf0 — TO — s)
О

5

I =  A 1
s*

+ (s -  do)V  im — s) ( s — I) 2 arctg I/(I — fif0) (s — m
d 0 — m

(42)
в котором значения постоянных коэффициентов з даются фор
мулами:

л ‘ = Y  arct^  Y i
do
т

\

A 2 — - ^ j 'Y(1 — dfi) (d0 — +

f
d 0 (т. — I) jn V  m(dp— I) J Y d 0 - m
2 \ — m Y m ^d0- I) -

(43)

A д у - m  in Y  m (d 0I)
7Г Y m(d0— I) —

Подставляя полученное выражение (42) в уравнение (37), будем  
иметь

сo'(s) Ф (s) =  ЛЛ,ЛЪ ) , HA2X(S) , (dp — Qf0S — s) X (s)  ,
2~i ‘2 т. is ' 2 Itts2

, A (s — dfi) V j m j zs) (s -  I) Г 2 arctg . / (I -  d 0) (s— m) _ K 
2 тс/s 2 [ V d 0 — m

e*.

X
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X  X(S)  +  3  +  - 2 V ( S ) .  (44)
5- S

Для определения постоянных D l 2  воспользуемся соотношением 
(17), оценивающим поведение функции ü/(s)CD(s) в окрестности точ
ки S =  O. Нетрудно показать, что функция X(s) вблизи этой точки 
представляется рядом

i
[ X ( S ) ^ o  =  [(s  — + )  ( s — W L - O  =  ao +  ß iS  +  ß'.-s2+ . . . =

(45)
I (/Ti -f- df) s (3d2 ~f~ 2md0 -F 3///+) 5“ }

Y m d 0 Im d0V nid0 8m2d \ Y md0
Поэтому главная часть полюса функции со '(s) Ф (s) согласно (44) 

и (45) определится выражением
D xCi0 D xа х +  D2Uо _  __ D x _  (т +  d 0) D x +  iIm d0D2 

s2 ' 5 Y end+1 2тd0 Vrnd0

и из сопоставления (46) и (17) будет следовать 

D 1 = Y fRd0-Dy

(/// +  d0) D 1 -F 2md0D 2= —  2Cmd0V md0.
(47)

Постоянная Г пропорциональна значению напряжения в бесконеч
но удаленной точке. Нами было принято, что напряжения на беско
нечности исчезают. Следовательно, должно быть: Г =  0 и тогда урав
нения (47) дают:

Dx =  0,

D2 = — С Y fUdu,
а подстановка вычисленных значений постоянных в уравнение (44) 
преобразует его к виду:

«/ (S) ф (s) =  V Y s )  _|_ +
2тс/ 2 tcZs

I A A 3 (d0 — d0s — s) X ( s ) /[ (s — d0) y  (m — s)(s— I ) f  (<*) x(s) —
2 Uis2 ' 2 ~ J

  G +  Ztid0 X(s) (48)
S

Замена _________________
2 arctg I / ( I  ~  Y  (s ~~ rJ l  — * =  / J s )

V  d0  —  m

введена для сокращения записи.
Функция O(S) на основании (13) и (48) выразится

A A xX ( S ) S 2 AA2X (s) s

(49)

2 a xY ( s —d 0) ( s — I) 2а, V  (s I)

i A A 3( W - Y - S ) X ( S )  7 T t A iK ( s f e , ) ( /« - s )  Z ,(s )X (s)  
2 a ,]Z (s—W) (s— I) ' 2 a ,s2

тт/Су Ztid0s X  (s)
n I K ( S - W 1) (s— I)

(50)
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Напомним, что в постоянную А согласно (28) и (36) входит не
известная величина р упругого поворота резца-штампа. Чтобы исклю
чить А из уравнения (50) потребуем, чтобы функция Ф (s) была о г 
раниченной в точке 5 =  т. Для этого приравняем к нулю коэффициент

при (s — т) 2 в правой части равенства (50), положив предвари
тельно s =  т.

Нетрудно убедиться, что, выполнив эту операцию, мы придем 
к выражению

АА.т 2 , AAtytn , A A J d 0 - M d 0 — т)  г____
— j ------ TC =  +  — 9 V - -TC  = Q ,

из которого находим постоянную А :

. 2к i C m Y m d 0 ; r n
A sm2 +  A2m - f  A3(d0 —- md0 — m)

Для определения контактного давления р  (I) перейдем в уравне
нии (50) к предельным значениям функции Ф($) при стремлении 5 
к I сначала из верхней, а затем из нижней полуплоскости. С учетом 
(39) разность предельных значений будет равна:

P (0  =  Ф : (6) -  Ф =
(6— 1)

A A t SD(S) AA3 — — S) D (S)
a tV f - d 0)(S - I )  ( S - I )

2 THCVind0 I X j t )
UtV W d 0) ( S - I )  ‘

( 5 2 )

Если теперь в полученном равенстве заменить А согласно (51), 
то после элементарных преобразований приходим к следующей
формуле: ___  _____

P  IM =  2 к с у _ I n d 0( А , тS — A 3d 0) V S — ni^

U1D i d 0-IjVI W
где

D =  A 1Hi2 +  А 2т +  A 3(d0— mdn — т.). (54)

Для вычисления постоянной С воспользуемся тем очевидным о б 
стоятельством, что интегральная сумма контактных давлений на дли
не контакта должна быть равна действующей на резец нормальной 
силе N.  В исходной области (z =  Jr+  Ry) это условие при обозначе
ниях рис. 2 выразится

(y )d y  =  (55)
а —с

Так как р(у) =  р(і),  а из того же рис. 2 вытекает

а і +  Iy ~  со(£),
откуда

idy  — со' (І) d  £,

то, делая соответствующие подстановки в выражении (55) и меняя
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должным образом пределы интегрирования, получим в преобразован
ной области

d 0

j р  (V) +  (Ч) di =  i N  (56)
m

или с учетом (53) и (54)
____  “о _____

2С\/ Ttid0 Ç (Ad Iii -/Igrf0) I I ffl £ _  jq (57)
D J

til

Интеграл в последнем уравнении вычисляется элементарными 
приемами и приводит к выражению

Y0 _____
I1 =  Г (A iH i i -  A ,d t) Ÿ 4  — т ^  =

J  V T A d S T

2]/ mdc

V  Krf0-  Sт

2т A 1 ( У  md0 — т) +  Atym dff)

Подставляя это выражение в равенство (57), находим значение пос
тоянной С

C  = _______________ _   t (5 8 )
KyimA1 ( V md0 — /га) +  A3 (/га — d 0)\

с учетом которого формула (53) приобретает вид:

р ( у )  =  р ( і ) = —  ^ N V m d 0 ( A 1 Tn Ч A d I 0 ) V t - т  ^

U1 [2тА ,( К md0 —  / г а )  +  — d 0) ]  T  —  Ч

Подставляя (40), (51), (54) и (58) в уравнение (50), получим окон
чательное выражение для функции напряжений;

ф  _  N y  md{) [Ayns2 +  A 2ms  +  A 3m ( d 0 —  ds  —  s) — D ]

n [ 2 m A x ( \ rm d0— m ) + A t y m - d)] (s — d 0)V  (s— I) (s— m)

_j_ _______ Nm]/ m d 0 (m — s) ftys)  ̂ ^
Tz[2mAtyYmd0 — m ) +  Atym — d 0)] S2Y s — I

Напомним, что постоянные Ah2, з, входящие в равенство (59) и (60), 
вычисляются по формулам (43), а функция ftys)  определяется выра
жением (49).

На основании формулы (60) и уравнения (18) может быть полу
чено выражение для функции xF(S)1 что позволяет с помощью соот
ношения (10) и ему аналогичных, а также с помощью представления 
(12) отображающей функции вычислять компоненты напряжения во 
всех точках исследуемой упругой области. Соответствующие форму
лы из-за их громоздкости мы не приводим.

Для вычисления контактных давлений достаточно располагать 
формулой (59) и выражением (12), которое для точек, лежащих на 
оси S, имеет вид:

а ; Ѵ( 1 ç ) ( d „ - 4 )  2 .. f



 }n V I — E +  I  + ~ ~  £
VrH = T - V r̂ z r S

где а  — толщина среза (рис. 2),
<; — усадка стружки;

+  определяется формулой.

(61)


